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ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

Данный курс составлен в точном соответствии с раз­
делом «Ряды» программы по высшей математике для ин­
женерно-технических специальностей высших учебных 
заведений. Поэтому его можно использовать не только 
как пособие для слушателей курса лекций, но и при само­
стоятельной работе над предметом.

Основной опасностью при изучении теории рядов автор 
считает вульгарное представление о ряде как о «сумме, 
бесконечного числа слагаемых». Поэтому он принял против 
него все возможные профилактические меры, жертвуя 
иногда ради строгости наглядностью изложения.

Напротив, в согласии с обычной практикой прохожде­
ния курса теории рядов, обоснование интегральной фор­
мулы Фурье проводится при помощи нестрогих, правдо­
подобных («эвристических») рассуждений, а доказательства 
теоремы о дифференцировании степенных рядов в комп­
лексной области и теоремы Дирихле о разложении в ряд 
Фурье опущены вовсе. Уравнение свободных малых коле­
баний струны с закрепленными концами и его решение 
методом Фурье, относимые некоторыми вариантами учеб­
ных программ к разделу «Ряды», выделены в самостоя­
тельную главу.

Некоторым отклонением от традиции является глава 1, 
в которой на примере геометрических прогрессий демон­
стрируются практически все идеи курса (вплоть до рядов 
Фурье). Эта глава является вспомогательной и преследует 
чисто методические цели.
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Приводимые в книге примеры носят иллюстративный 
характер и не являются упражнениями для читателя. 
Поэтому параллельно с изучением материала данной 
книги необходимо пользоваться тем или иным сборником 
задач.

Автор признателен Р. С. Гутеру и П. М. Ризу за 
конструктивную и доброжелательную критику рукописи 
и за многочисленные ценные советы, а также редактору 
книги А. С. Чистопольскому за ряд улучшений текста.

За все критические замечания автор будет весьма 
благодарен.

Н. Н. Воробьев



ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ

Автор полагает целесообразным, чтобы каждый мате­
матический курс, помимо безызбыточного изложения тре­
буемого программой материала, содержал и дополнитель­
ные главы для более глубокого изучения отдельных 
вопросов. Поэтому при подготовке третьего издания соот­
ветствующий программе текст предшествующих издании 
после незначительной переработки и небольших дополне­
ний был объединен в первую часть книги. Вторую часть 
составили новые главы, каждая из которых является 
небольшим очерком, дополняющим основной курс в том 
или ином направлении. Содержание каждой из них мало 
зависит от остальных глав второй части. Поэтому их 
можно использовать в весьма различных комбинациях 
для расширения основного курса, а также в факультатив­
ных курсах, и в том числе —по прикладной математике. 
В отличие от обязательной части курса, подбор материала, 
включенного в главы второй части, был сделан на осно­
вании представлений автора о желательных направлениях, 
по которым следует углублять знания в области теории 
рядов. Хотя чтение второй части книги не предполагает 
знания каких-либо фактов, выходящих за пределы пред­
шествовавших разделов курса высшей математики, многие 
разбираемые в ней вопросы более сложны, чем в первой 
части, и изучение их может потребовать больших усилий.

Автор благодарен (особенно Р. С. Гутеру) за все 
высказанные ему замечания и надеется на дальнейшую 
критику.

1974 Н. Н. Воробьев



ПРЕДИСЛОВИЕ К ЧЕТВЕРТОМУ ИЗДАНИЮ

Дополнения, отличающие данное издание от преды­
дущего, не затрагивают ни содержания книги в целом, 
ни ее структуры и имеют целью более полное и последо­
вательное изложение рассматриваемых вопросов, а также 
демонстрацию логических связей между ними. Наиболее 
значительные дополнения внесены в главу 16, посвящен­
ную сходимости рядов Фурье (идея включения в книгу 
вопроса о суммировании рядов Фурье по Чезаро— Фейеру 
была подсказана одним из рецензентов). За пределами 
этой главы новым является параграф в главе 15 о сум­
мировании расходящихся рядов по Эйлеру. Чтобы чита­
тель получил хоть какие-то сведения об упоминаемых 
в книге математиках, к ней приложен именной указатель. 
Остальные дополнения довольно многочисленны, но носят 
локальный характер. В текст внесен ряд стилистических 
улучшений и исправлены обнаруженные погрешности.

Автор надеется на дальнейшее критическое внимание 
со стороны читателей.

Вырица, 1978 Н. Н. Воробьев



Ч а с т ь  I

ГЛАВА 1

ПРОГРЕССИИ

§ 1. Введение
При изучении теории рядов приходится сталкиваться 

с трудностями двоякого рода.
Прежде всего, теория рядов, как и всякая математи­

ческая теория, имеет свой аналитический аппарат, состо­
ящий из теорем, различных приемов преобразования 
формул, методов доказательств равенств и неравенств, 
вычислений пределов, подсчетов конечных сумм и т. д. 
Этот аппарат составляет существенную часть курса теории 
рядов, и его освоение требует основательного изучения 
(и в том числе запоминания) довольно большого числа 
утверждений и формул, а также практических навыков, 
приобретаемых в ходе решения задач. С этой точки зрения 
теория рядов в принципе мало чем отличается от тех 
частей математического анализа, которые составляли пред­
мет предыдущих разделов курса высшей математики: диф­
ференциального и интегрального исчислений. В этом 
смысле теория рядов никаких особых трудностей при 
своем изучении доставлять не будет. Кроме того, у нас 
на протяжении курса будет достаточно возможностей обра­
щать внимание на аналитическую (так сказать, на «фор­
мульную») сторону вопроса и отрабатывать типичные 
приемы рассуждений и вычислений.

Однако ряды при своем изучении доставляют труд­
ности еще и другого характера, связанные с необычностью 
самого объекта изучения, каковым является ряд. Дело 
в том, что ряд по видимости является «суммой бесконеч­
ного числа слагаемых». Поставленное же в кавычки выра­
жение нельзя понимать буквально уже хотя бы потому, 
что обычная алгебра занимается только действиями над 
конечным числом компонент и, в частности, суммами 
конечного числа слагаемых. Значит, на самом деле речь 
идет не об обычной сумме, а о чем-то таком, что еще
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нужно правильно истолковать и понять. По этой же при­
чине мы здесь не можем безоговорочно пользоваться зна­
комыми еще по школьной элементарной математике такими 
привычными и такими удобными законами действий, как 
переместительный (коммутативный) или сочетательный 
(ассоциативный) законы. Более того, некритическое при­
менение этих, казалось бы, незыблемых правил может 
привести к совершенно неверным ответам. Тем более осто­
рожно следует относиться к переносу на ряды известных 
простых теорем о дифференцировании и интегрировании 
сумм, состоящих из конечного числа слагаемых. Правда, 
сходные трудности уже появлялись в ходе освоения поня­
тия определенного интеграла (который тоже в какой-то 
мере может пониматься как «сумма бесконечного числа 
слагаемых», именно, как общий предел некоторых после­
довательностей обычных сумм, когда число слагаемых 
в этих суммах неограниченно возрастает). Особенно близ­
кими оказываются сейчас для нас рассуждения, касаю­
щиеся несобственных интегралов с бесконечными преде­
лами *). Однако следует иметь в виду, что в рамках 
программы нашего курса теория рядов более глубоко 
входит в эти вопросы, и возникающие в связи с этим 
трудности будут обильнее и серьезнее.

Чтобы избежать одновременного столкновения с труд­
ностями обоих перечисленных типов, аналитическими и 
логическими, полезно до построения систематической 
теории рядов пронаблюдать основные понятия этой теории 
и их взаимосвязь на некотором частном, достаточно про­
стом и по возможности известном примере, который будет 
для нас играть роль модели. В качестве такой модели 
мы рассмотрим теорию геометрических прогрессий.

§ 2 . Геометрические прогрессии

Последовательность вида
a, aq, aq*, . . .  (1, 1)

называется геометрической прогрессией. При этом а назы­
вается первым членом прогрессии, a q — ее знаменателем.

*) В связи со сказанным можно настоятельно рекомендовать чита­
телям вспомнить и вновь продумать во всех деталях определения опреде­
ленного интеграла и, особенно, несобственного интеграла с бесконечными 
пределами.
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На л-м месте в последовательности (1.1) должно стоять 
выражение aqn *. Оно называется общим членом прогрес­
сии (1.1). Полагая в этом выражении л =  1, 2, . . . .  мы 
можем записать и вычислить любой член этой прогрессии. 
Если а =  0, то все члены прогрессии (1.1) также будут 
равны нулю. Если q =  0, то в нуль обращаются все члены 
прогрессии, начиная со второго. Эти малоинтересные 
случаи мы далее рассматривать не будем.

Геометрические прогрессии могут быть численные:

6 , 12, 24, 48.........
1 1 1  1
2 • 4 * 8 ’ 16’ • • • ’

1 + / 2 ,  3 +  2 / 2 ,  7 +  5 / 2 ,  1 7 + 1 2 / 2 ..........

1, ““ 1, i , 1, 1» •••

и функциональные:
ах, ах*, ах3, . . .  

х, дгsin х, jcsin4*, . . .

Если в прогрессии (1.1) имеется только конечное 
число членов, т. е. если в ней существует последний 
член, то прогрессия называется конечной', в противном 
случае, если за каждым членом прогрессии следует еще 
хотя бы один член, то прогрессия называется бесконечной.

В случае конечной прогрессии

a, aq, . . . .  aq"-1 ( 1.2)

можно говорить о сумме всех ее членов s:

s = a +  aq+...-\-aqn-1. (1.3)

Для вычисления s умножим почленно равенство (1.3) 
на знаменатель прогрессии q:

sq = aq + aq* +  ...+ aqn,

и вычтем почленно полученное равенство из равенства 
(1.3). В результате мы получим

s ( l  — q) = a — aqn.
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Если при этом д ф \ ,  то отсюда следует

Если же <7= 1, то, как легко видеть, все члены прогрес­
сии (1.2) равны друг другу, и сумма их, очевидно, 
равна ап.

§ 3. Бесконечные прогрессии; 
их сходимость и расходимость

В случае бесконечной прогрессии
a, aq, . . . ,  aqn \  . . .  (1.5)

о сумме s всех ее членов
a +  aq + ...+ a q n~1 +  ...

пока говорить несколько преждевременно, поскольку мы 
еще не условились, какой смысл следует придавать этому 
выражению. Однако мы во всяком случае можем говорить 
о сумме sn первых п членов этой прогрессии:

Sn = a+aq +  ...+ a q n l ,
которую можно назвать п-й частичной суммой прогрессии. 
(Как было только что выяснено, при q Ф  1 эта сумма

а —аап \ равна - j z f . )
Естественно считать суммой s бесконечной прогрессии 

(1.5) предел ее частичных сумм sn при неограниченном 
возрастании п:

s =  lim s„.

Подчеркнем, что мы здесь вводим определение суммы всех 
членов прогрессии. Это определение. действительно есте­
ственное: чем больше слагаемых мы возьмем в сумме 
вида sn, тем «ближе» мы подойдем к предельному значе­
нию суммы. Поэтому не должно вызывать возражений, 
если в качестве «суммы всех» членов прогрессии мы этот 
предел и примем.

Таким образом, о сумме s можно говорить лишь тогда, 
когда существует конечный предел lim sn. В этом случае
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говорят, что прогрессия (1.5) сходится; если такого пре­
дела не существует, то говорят, что прогрессия (1.5) рас­
ходится.

Воспользовавшись формулой (1.4), определение s можно 
при q Ф \  переписать как

s = lim
Л -*со

a —aqn
I-я  '

Так как а и q от п не зависят, мы можем последнюю 
формулу представить в виде

s = о
1- ?

а
• - 4 lim qn.

Л  — СО
( 1.6)

Дальнейшее зависит от значения знаменателя q (на­
помним, что мы считаем а ф  0).

Если | <7 1 <  1, то, очевидно, стоящий в (1.6) предел 
равен нулю и мы получаем

s = а
1 - 4 '

(1.7)

Следовательно, при | < ) ] < 1  прогрессия (1.5) сходится. 
Пусть теперь | q | >  1. Предположим, что при этом

lim sn — s.
П-* 00

Тогда, начиная с некоторого места, все s„ будут близки 
к s, отличаясь от s менее чем на некоторое сколь угодно 
малое, наперед заданное число е. Тем самым они должны 
отличаться друг от друга менее чем на 2е. Но в наших 
условиях разность двух соседних сумм, s„+1 и s„, есть aqn 
и вовсе не стремится к нулю (а при | q | >  1 даже воз­
растает по модулю). Следовательно, при | <71 >  1 прогрес­
сия (1.5) расходится.

Таким образом, мы полностью выяснили вопрос о схо­
димости прогрессий. Оказалось, что сходятся те и только 
те прогрессии, у которых знаменатель по модулю меньше 
единицы.

Заметим, что этот вопрос был нами решен на основе 
непосредственного вычисления частичных сумм прогрессий 
и последующего перехода к пределу.

С какой скоростью сходятся сходящиеся прогрессии? 
Уметь ответить на этот вопрос важно потому, что многие 
применения прогрессий (как и рядов вообще) основаны на 
замене суммы всей прогрессии на некоторую ее частичную
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сумму или наоборот. Для прогрессий поставленный 
вопрос решается просто. Очевидно, для любой сходя­
щейся прогрессии

Ясно, что чем ближе знаменатель прогрессии q к единице, 
тем хуже описывает частичная сумма s„ сумму s.

Если прогрессия расходится, то говорить о ее сумме, 
строго говоря, нельзя. Прямое вычисление этой суммы 
с некритическим использованием «обычных» математиче­
ских средств может привести к парадоксальным явле­
ниям.

Например, пусть мы имеем прогрессию со знаменате­
лем, равным — 1:

а, - а ,  а, - а ,  ...
«Сумма» этой прогрессии формально записывается как 

а - а  + а — а-\-...
Объединяя попарно ее соседние члены, начиная с первого, 
мы получим

(а_ а) +  (а_ а) +  ...  =  0 +  0 +  . ..  =  0.
Объединяя же попарно соседние члены, начиная со вто­
рого, мы получим совсем другой ответ: .

а + (а — а) + (а — a)- f- . . .  =  a - |-0 4 - 0 -f-. . .  =  a.

§ 4. Элементарные преобразования прогрессий

Свойства действий над суммами бесконечных прогрес­
сий во многом напоминают свойства действий над обыч­
ными суммами конечного числа слагаемых.

Рассмотрим бесконечную прогрессию
a ,a q ,a q * ,.. .  (1.8)

и отбросим в ней произвольное конечное число k первых 
членов. Полученная последовательность

aqk, aqk+l, aqk *.........  (1.9)
очевидно, также будет прогрессией с тем же знаменате­
лем q, что и исходная прогрессия (1.8). Поэтому на осно­
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вании сказанного в предыдущем п а р а г р а ф е  прогрессия (1.9) 
сходится или расходится одновременно с прогрессией (1.8 ). 

Согласно формуле (1.7) сумма прогрессии (1.9) равна
Этз сумма отличается от суммы исходной прогрес­

сии ( 1.8) на
а

l — q
адк

1-<7
= a \~ Z j = а + ад + ...+ ад"  \

т. е. на сумму членов прогрессии ( 1.8), отброшенных при 
переходе от нее к прогрессии (1.9).

Таким образом, отбрасывание у прогрессии любого 
конечного числа членов не сказывается на сходимости 
прогрессии и изменяет сумму сходящейся прогрессии на 
сумму отброшенных членов.

Возьмем снова прогрессию (1.8) и умножим каждый 
ее член на произвольное отличное от нуля число ос. 
В результате мы получим прогрессию aa, aaq, аадг, . . .  
Ее знаменатель — снова тот же, что в прогрессии (1.8),
а сумма равна yz~q- Отсюда следует, что при умноже­
нии всех членов прогрессии на одно и то же число, 
отличное от нуля, сходимость исходной прогрессии не 
изменяется, а в случае, если прогрессия сходится, ее 
сумма умножается на это же число.

Возьмем теперь две бесконечные прогрессии с одним 
и тем же знаменателем д:

а, ад, адг.........
Ь, Ьд, Ьд\

и составим последовательность сумм их соответствующих 
членов:

a +  b, (a + b)q, (a + b)i/*, . . .
Очевидно, при этом мы опять получим прогрессию 

с тем же знаменателем д. Она сходится в том и только 
в том случае, когда сходятся исходные прогрессии, а в 
случае сходимости ее сумма равна

а +  Ь _  а Ь
1 — <7 ~  1—9 ' I —9 ’

т. е. получается сложением сумм прогрессий-слагаемых.
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§ 6. Почленное интегрирование прогрессий

Считая, что переменная х принимает вещественные зна­
чения, напишем тождество

1 + х  +  . . . + ^  =  т2 _ - _ £ _  (1.18)

и проинтегрируем правую и левую его части по х от О 
до некоторого t <  1 •

Выполняя очевидные интегрирования, мы получаем

< + - f  +  . . .  +  - £ ------I n O - O - J r ^ T ^ .
О

а применяя к последнему интегралу теорему о среднем,

о
где 0 *„:;§/ (ясно, что выносимое за знак интеграла
значение переменной х должно, вообще говоря, зависеть 
от п; поэтому оно и обозначено через хп).

Вычисление оставшегося интеграла дает нам

< + £ + . . . + £ = - l n ( i - 0 + ( * « ) "  M l - О -  (119)

Полученное неравенство справедливо для любого п, при­
чем для каждого п число хп не превосходит /, которое 
меньше единицы. Следовательно, (хп)" ^ tn. Поэтому, уст­
ремляя в равенстве (1.19) п к бесконечности, мы получим 
в пределе

• • "Ь “/Г “1~ • • •=  — In (1 — /). (1.20)
Эта формула интересна и сама по себе, так как поз­

воляет представить логарифмическую функцию в виде 
суммы натуральных степеней, взятых с надлежащими коэф­
фициентами. Для нас сейчас, однако, эта формула пред­
ставляет интерес главным образом по другой причине.
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Переписав ее в виде
i t  I • /
 ̂ +   ̂xdx +  . . .+  xn-1dx +  . . .=  ^

о о  и о

мы можем сказать, что сумма интегралов всех членов 
бесконечной геометрической прогрессии (а точнее, предел 
сумм интегралов первых ее членов) равна интегралу от 
ее суммы. Разумеется, для того чтобы вся эта фраза 
имела смысл, необходимо, чтобы прогрессия во всей области 
интегрирования была равномерно сходящейся.

Подчеркнем, что это утверждение не является триви­
альным следствием того, что «сумма интегралов от функ­
ций равна интегралу от нх суммы», а было получено 
в результате определенных выкладок н ссылок на кон­
кретные факты математического анализа.

§ 7. Почленное дифференцирование прогрессий

Снова напишем тождество (1.18)

1 + х -М* +  . . .  +  *л- 1 =  14 7 - т^ 7  ( 1.21)

и на этот раз продифференцируем обе его части:

1+ г х + . . , + ( „ -  , 1.22)

Полагая в этом тождестве л-*- оо, мы получаем

lim ( 1+ 2х +  . . .  + ( л — 1)х" *) =

1
(1 -  *)’ lim пх"-1

п -*00
1

(1-х)» limx".
п -*оо

(1.23)

Слева под знаком предела стоит сумма, зависящая от л. 
При любом 0 <  х <  1 она с ростом л возрастает и притом
остается ограниченной сверху числом ^ _~ ji- Следова­
тельно, эта сумма имеет предел 

lim (1 + 2* +  . . .  + (л — 1)* '’ *) =п-»эо
=  l + 2 *  +  . . . + ( r t -  1)х»-* +  . . .
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Для вычисления первого нз пределов в правой
(1.23) рассмотрим предел

Нш где*-1,
2  — СО

части

где г может принимать любые вещественные значения. 
Этот предел представляет собой неопределенность. Раскры­
вая ее по правилу Лопиталя (дифференцированием по г), 
мы получаем

Иш где*-1г—оо
г lim2 — 00

1
— дг*+11пх Нш

2 — ао
—

In X 0.

Отсюда следует, что для любой неограниченно возра­
стающей последовательности значений г последовательность 
значений функции гдг* 1 стремится к нулю. В частности, 
это имеет место и в том случае, когда г принимает цело­
численные значения л =  1, 2, . . .  Таким образом,

lim пхп1 =0.
п —*со

Наконец, второй предел в (1.23) справа, очевидно, также 
равен нулю.

Учитывая все сказанное, мы можем переписать равен­
ство (1.23) как

1 + 2 дс +  . . .  +  (л - 1 ) ^ ,  +  . . .  =  (Г ^ 5. (1-24)
нли, иначе,

dl . dx . dx1 dx"-1 . d 1
dx+  dx +  dx'+ '"  +  dx + , " Т х Г ^ '

Таким образом* предел суммы производных от членов 
геометрической прогрессии равен производной от суммы про­
грессии.

Как и в предыдущем параграфе, установленный факт 
потребовал некоторых специальных рассуждений.

Формулы (1.15), (1.20), (1.24) показывают, что сущест­
вуют функции, вид которых существенно отличается от 
многочлена, но которые можно представить в виде «беско­
нечной суммы» степеней переменной, взятых с теми или 
иными коэффициентами.

В главе 6 будет показано, что такому представлению 
поддаются весьма разнообразные функции.
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§ 8 . Прогрессии с комплексными членами

Перепишем тождество (1.18) в третий раз, в несколько 
видоизмененной форме:

г -  г* +  г3 — . . .  +  ( - 1  =  г ~  (̂ г " - ,  (1.25)

считая, что г есть комплексное число, по модулю равное 
единице и отличное от — 1, т. е.

г =  cos ф +  1 sin <р ( — л < ф < л ) .  (1.26)
Из равенства (1.25) двух комплексных чисел следует 

равенство их вещественных частей. Но согласно формуле 
Муавра при любом k =  1, 2 , . . .

г* =  cos Aq> i sin £ф, 
и поэтому левая часть (1.23) есть 
(cos ф +  i  sin ф) —

— (cos 2ф +  i sin 2ф) +  ••• +  (— 1)л+1 (cos лф +  » sin ПФ)- 
Следовательно, ее вещественная часть равна

cos ф — cos 2ф +  . •. +  (— 1)я+1 cos лф. (1-27)
Найдем теперь вещественную часть правой части (1.25). 

Подставим для этого в правую часть (1.25) вместо г его 
выражение (1.26):

coscp +  f sin ф — (— 1)" (cos ( л +  1) ф +  i sin (л-f  1) ф)
1 +cosq> +  < sin ф

Умножив числитель и знаменатель этой дроби на выра­
жение, сопряженное знаменателю, мы получим

(cos <р-Н sin ф) (1 4-cos ф — i sin <p)
(l+cos<p +  i sin<p)(l+cos(p— i sin <p)

(— 1)" (cos(n+l)<p-f i sin (я + 1)ф)(1 -fcosy —i sin<p) 
(l-fcos<p-f< sin(f)(l-(-cos<p — i sin ф)

Вещественная часть числителя этой разности равна 
cos ф - f  cos* ф +  sin* ф — (— 1)" (cos (л +  1) ф +

-f- cos (л 1) ф cos ф —sin (л — 1) ф sin ф),

или (последние два слагаемых в скобках представляют 
собой косинус разности)

1 +  COS ф — (—  1)" (COS (Л +  1) ф 4- COS Лф),
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т. е., преобразуя сумму косинусов, получаем

1 +  cos <р — (— I)" 2 cos 2п~£1 ф cos .

Знаменатель дроби стал вещественным; он равен теперь

2 +  2 cos ф.

Следовательно, вещественная часть дроби равна
2л + 1  <р. cos— q>cos -т-

т - < - » ------ + ^ + - T - < - D '

Приравнивая это (1.27), мы получаем 

COS ф — COS 2ф +  . . . +  (— 1) "+l COS Лф =

2л + 1cos---- ф

2 cos **-

=  т - ( “ О"-

2л +  I
c°s— 2~  Ф

2 сое 2. '
(1.28)

Проинтегрируем полученное тождество по ф от нуля 
до некоторого /,
t t' I
 ̂ с о ь ф с / ф -  j  c o s 2ф</ф +  . . . +  ( _  iy » + >  С cos л фd<i =

■jdip - ( — 1)"

, 2 л + 1
со® ~~2 Ф

2 cos i
d ф,

или, вычисляя интегралы (кроме последнего),

sin / — ‘ sin 21 + . . .  +  -— sin nt =* tl

■ = !< - ( - о"
, 2л + 1  COS — — ф

2 cos -2-
dq>. (1.29)

Возьмем оставшийся интеграл по частям, полагая

« =  —^r. dv =  cos ф d<p.
cos £
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Это дает нам
L  2я +  1 cos 0— ф

d  ф
2 cos

. 2л+1
я л — я— ф

2я+1 Ф« » у

2я +  1
1 1 I sin 2 ^ sin Т

sin

2я+1 2 

2л +  1,
J dtp

2 я + Г /
cos г"

' . 2л+1  . ф
1 I sin—■—  <f>sm г-

cos-|-
dtp

Но первое слагаемое в скобках ограничено ибо / < л

и поэтому cos - * - > 0  . Кроме того, учитывая, что cos у
убывает и принимает поэтому наименьшее свое значение 
при ф = t,

L . 2я + 1  . ф
Stol - у — ф sin i

J cos* %
dtp

. 2n+\ . ф
sin — 2—  Ф s,n 2

cos» £
dtp:

cos» -H- X cos*

Следовательно, и второе слагаемое в скобках ограничено.
Таким образом, интеграл в формуле (1.29) с ростом 

п стремится к нулю:
 ̂ 2л+1COS - у -  ф

lim I -------- -— dtp =  0 .
2 cos ‘I

Переходя в равенстве (1.29) к пределу при п - > о о  и учи­
тывая только что установленное, мы получаем

s i n t — ^ s i n2f +  ~ sin3t —. . .  +  (~  ^  - s i nnt  +  . . .  =  у  t.
(1.30)
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Итак, оказывается, что не только степенями можно 
описывать функции, совершенно непохожие на полиномы, 
но и «бесконечной суммой» синусов кратных дуг (разуме­
ется, если эти синусы берутся с нужными коэффициентами) 
можно совершенно точно описать линейную функцию, 
которая на первый взгляд не имеет с тригонометрическими 
функциями ничего общего.

Формула (1.30) получена нами для любого t е  [0, л). 
Из нечетности функций, стоящих в обеих ее частях, сле­
дует, что она верна и при f e ( — л, 0], т. е. для любого 

я, я).
Заметим, что при / =  ± л  все проведенные рассужде­

ния перестают быть справедливыми. Более того, сама 
окончательная формула (1.30) становится при этом невер­
ной; действительно, при / =  ± я  все синусы в (1.30) обра­
щаются в нуль, тогда как справа оказывается отличное
от нуля число ± у .

Обратим, однако, внимание на то обстоятельство, что 
при t = ±  л левая часть (1.30) равна полусумме значений, 
которые правая часть принимает при / =  я и / =  — л.

Как мы увидим далее (в главе 9), все перечисленные 
здесь факты являются проявлениями весьма общей зако­
номерности.

Положим, наконец, в формуле (1.30) / =  у .  Так как 
при 6 = 1, 2 , . . .

Sin !Г. _ я = 1, Sin---g—л =  — 1, s i n £ n = 0 ,

мы получаем

1 “ Т  +  J ~  у + - - -  =  J -  (1-31)

Этой формулой можно воспользоваться для приближен­
ного вычисления числа л, хотя необходимо признать, что 
такое вычисление не очень практично.

* *
*

В сущности, в этой главе мы, работая с прогрессиями, 
познакомились в общих чертах со всеми основными идеями 
курса теории рядов. Все дальнейшее будет лишь обобще­
нием, уточнением и разработкой уже сказанного.
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ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ.
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ.
ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О СХОДИМОСТИ

§ 1. Сложение и его свойства

Как вещественные, так и комплексные числа можно, 
как известно, складывать в любом конечном числе. Это 
значит, что, каков бы ни был конечный набор чисел

^1» • • • * W(i,

существует число s, являющееся суммой всех чисел из 
этого набора:

S =  « 1 +  H1 +  . . .  +  Un .

Действие сложения чисел коммутативно (перестано­
вочно) в том смысле, что «от перестановки слагаемых 
сумма не изменяется»:

«! +  « ,  =  « ,  +

«1 +  И2 +  Ыз +  «4 =  «3 +  «4 +  Иг +  М1
и т. д.

Кроме того, это действие удовлетворяет ассоциативному 
(сочетательному) закону, согласно которому для нахожде­
ния суммы нескольких слагаемых эти слагаемые можно 
объединить в группы, найти суммы слагаемых, составляю­
щих каждую из этих групп, и все полученные суммы сло­
жить. Например,

(((«1 +  ы2) +  «з) +  +  « » =  «1 +  ((“з +  “з) +  («4 +  «»))•

Отметим, наконец, еще дистрибутивный (распредели­
тельный) закон сложения по отношению к умножению:

c(ul + ui +  .. .  +  un) = cul +cut + ...+ cu n.
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§ 2. Определение числового ряда и его сходимости

Пусть теперь
«и «г.........«я, . . .  (2-0

— бесконечная последовательность чисел, которые могут 
быть как вещественными, так и комплексными.

О п р е д е л е н и е .  Выражение

«1 +  «* +  ...-+  «« +  ••• (2 -2)
называется рядом (в данном случае — числовым рядом), 
а элементы последовательности ult иг, . . . .  и„, ...  — чле­
нами ряда.

Иногда для обозначения ряда (2.2) применяют следую­
щую запись:

00
2  «я

п =  1
(читается: что сумма и„ по л от I до оо).

Очевидно, что совершенно несущественно, какой номер 
мы будем приписывать первому по порядку члену после­
довательности (2.1) и ряду (2.2). В частности, иногда ока­
зывается удобным начинать нумерацию членов ряда с ну­
левого члена. Тогда ряд (2.2) приобретет вид

«о +  «1+ • • • + «я +  • • •»00
ИЛИ 2  «Я-

л =  0
Поскольку выражение (2.2) для ряда рассматривается 

как единое целое, для его задания необходимо задать 
каждый его член и„. Обычно член ряда описывается как 
некоторая функция от своего номера. Аналитическое 
выражение этой функции часто называют «общим» членом 
ряда. Например, «общим» членом геометрической прогрес­
сии a, aq, aq2, ...  является aqn~l.

Само по себе выражение (2.2) никакого определенного 
смысла не имеет, потому что действие сложения в своем 
непосредственном содержании имеет дело каждый раз 
лишь с конечным числом слагаемых. Этот смысл выра­
жению (2.2) предстоит приписать нам самим. Очевидно, 
это следует сделать так, чтобы «бесконечная сумма» (2 .2), 
с одной стороны, была бы «похожа» на обычные суммы,
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а с другой,—описывала бы на языке математического 
анализа те или иные реальные факты и помогала бы ре­
шать задачи. Из последней фразы видно, что в опре­
делении смысла выражения (2.2) содержится некоторый 
произвол: мы можем по-разному понимать сумму (2.2). 
формулировки различных таких пониманий и сопоставле­
ния их друг с другом представляют большой интерес, 
как теоретический, так и практический. Мы однако, в пер­
вой части курса ограничимся рассмотрением только одной 
такой формулировки, пожалуй, наиболее естественной.

О п р е д е л е н и е .  Сумма п первых членов ряда (2.2)
sa = Ui +  иг +  • • • +  ип

называется п-й частичной суммой этого ряда.
Очевидно, первая, вторая, третья и т. д. частичные 

суммы ряда
Si =  ии 
si = ul +  u2, 
s3 =  w14 - u2 +  ms,

составляют бесконечную последовательность.
О п р е д е л е н и е .  Ряд (2.2) называется сходящимся, 

если последовательность sb s2, . . . ,  s„, . . .  его частичных 
сумм имеет конечный предел:

lim s„ = s.
п —* оо

Значение s этого предела называется суммой ряда (2.2).
О п р е д е л е н и е .  Ряд (2.2) называется расходящимся, 

если последовательность его частичных сумм предела не 
имеет (в частности, если члены последовательности частич­
ных сумм неограниченно возрастают по модулю).

Содержание теории числовых рядов состоит в уста­
новлении сходимости или расходимости тех или иных 
рядов и в вычислении сумм сходящихся рядов.

В принципе можно доказывать сходимость или расхо­
димость каждого ряда, а также вычислять сумму сходя­
щегося ряда, опираясь непосредственно на определения 
сходимости и суммы. Именно, в каждом случае можно 
попытаться составить аналитическое выражение для я-й 
частичной суммы ряда и найти предел этого выражения 
при возрастании п.
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Примеры.
1. Для ряда

T + T + T + - + i + -
/1-я частичная сумма

*/»
и

5 =

= 2 +  4 +  " +  2',=’ 1 2"’

lim s„ =  lim (1 — ^ - \=  1,
п — 00 П-+ 00 \ * /

так что этот ряд сходится, и сумма его равна 1.
2. Для ряда

1 + 2 + 3 + ...+ П + ...
n-я частичная сумма 

Последовательность частичных сумм
. , - о .  с .  М л + 1 )Sj— 1* Sj — О, S3 — Ь, . ..  | s „ — _

очевидно, неограниченно возрастает, так что этот ряд расходится и 
о его сумме говорить нельзя.

3. Для ряда
1 -1  +  1 - ! + . . .

всякая частичная сумма s* с четным номером п равна нулю, а всякая 
сумма с нечетным номером —единице.

Последовательность частичных сумм этого ряда
*1= 1. *, =  0, ss =  1, st =  0........

хотя и ограничена, но не имеет предела. Следовательно, этот ряд 
так же расходится и не имеет суммы. Его можно назвать колеблю­
щимся. Подчеркнем, что 0 и 1 в последовательности частичных сумм 
встречаются бесконечное число раз; однако ни одно из этих чисел 
не является пределом этой последовательности и не может считаться 
суммой ряда.

Сделаем, однако, два замечания:
Во-первых, только что описанный «естественный» путь 

часто оказывается весьма неудобным из-за трудности 
явного вычисления частичных сумм ряда и нахождения 
предела их последовательности.

Во-вторых, нередко при исследовании рядов значения 
частичных сумм не представляют интереса и после реше­
ния задачи превращаются в «отходы производства». Более 
того, иногда не нужна даже сумма ряда, а все исследо­
вания ведутся лишь ради установления самого факта схо­
димости или расходимости ряда.
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Ввиду сказанного представляют интерес методы ана­
лиза рядов, приводящие к их суммам непосредственно, 
минуя вычисление частичных сумм. Точно так же оказы­
ваются полезными приемы, позволяющие констатировать 
сходимость ряда без нахождения его суммы.

Например, если все члены ряда

ui +  “* +  ••• +  « « + • • •
положительны, то последовательность его частичных сумм

Si, • • • > sn, . . .

является возрастающей. Поэтому для существования у этой 
последовательности предела, и тем самым для сходимости 
ряда, необходимо и достаточно, чтобы все частичные 
суммы были ограничены в совокупности, т. е. чтобы 
нашлось такое число М, что s „ < A J  при любом п. На­
хождение такой верхней границы для последовательности 
всех частичных сумм сходящегося ряда иногда оказывается 
совсем простой задачей, как в примере 1, а иногда и более 
сложной.

П р и м е р .  Возьмем произвольное а  >  1 и рассмотрим ряд

‘ + * г  +  з^ + - + й г+ -  <2-3)

Частичные суммы s„ этого ряда с ростом п возрастают. Поэтому

*я <  **я+1 “ * +  (25 +  3 5 )+ — +  ((2л51 + (2п + 1)а) <
2 2 2 

<  *+  2о +  4а +  '" +  (2я)а = ‘

^  204  ^ + 2 o + ," + J J e ) ==4 ‘ г а -1 »
откуда

2в-х
*я <  2<i-i_  1 Д-1" любого л =  1,2, ...

Таким образом, переменная sn является ограниченной и потому 
должна иметь предел, являющийся суммой ряда (2.3), который тем 
самым сходится. Ясно при этом, что сумма ряда (2.3) не может пре­
восходить числа 2a~,/(2a~l — 1).

Заметим, что при а <  1 проведенное рассуждение уже не прохо­
дит. В § 2 главы 3 мы увидим, что при о  ^  1 ряд (2.3) расходится.

Приемам и методам такого рода носвящемв-зщрш 
ная часть данного курса. ^  О и

2 Н. Н. Воровье» I & у х  Т И
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§ 3. Остаток ряда

Пусть дан ряд

М1 +  «2 +  • • • +  “л +  • • • (2.4)
О п р е д е л е н и е .  Ряд

называется п-м остатком ряда (2.4).
Очевнвно, т-я частичная сумма п-го остатка ряда 

равна разности sn+m — s„ частичных сумм самого ряда. 
Кроме того, мы имеем sn+BI =  s„ +  (sn+m —s„), откуда, пере­
ходя к пределу по т при т - >  оо,

Предел слева есть сумма s исходного ряда, а предел 
справа —сумма г„ его п-го остатка. Ясно, что из суще­
ствования предела в левой части этого равенства следует 
существование предела в правой его части и наоборот. 
Поэтому если сходится один из остатков ряда, то схо­
дится и сам ряд. Точно так же из сходимости ряда сле­
дует сходимость каждого его остатка.

Из формулы (2.5) видно, что частичная сумма сходя­
щегося ряда отличается от его суммы на величину суммы 
остатка. Поэтому чем меньше сумма остатка ряда, тем 
точнее описывает соответствующая частичная сумма ряда 
сумму всего ряда.

Т е о р е м а .  Если ряд (2.4) сходится, то сумма г„ его 
п-го остатка с ростом п стремится к нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы видели, что

Так как это равенство справедливо для любого п, мы 
можем перейти в нем по л к пределу:

Но для сходящегося ряда lim s„ = s, откуда следует, что

lim srг+т — s„+ lim (sn m sn). (2.5)

s =  s„ +  /-„.

s =  lim (s„ +  r„ )=  lim s „ +  lim rn.

lim rn = 0.
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§ 4. Принцип сходимости Коши

Напомним одну важную, но довольно деликатную тео­
рему из теории пределов, называемую принципом сходи- 
мости Коши.

Т е о р е м а .  Если

si> Sji s„, . . .  (2.6)

— некоторая числовая последовательность, то для того, 
чтобы она сходилась к некоторому конечному пределу s, 
необходимо и достаточно, чтобы по любому е > 0  на- 
иаюсь такое п, что для любого mSzQ

I Sn+m | <[ е. (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  доказы­
вается совсем просто. В самом деле, пусть последователь­
ность (2.6) имеет конечный предел s. Это, в частности, 
означает, что для любого е > 0  найдется такое п, что

| s „ - s | < | ,  (2.8)

и при любом большем номере, чем п, т. е. при любом 
номере вида п + т, аналогичное неравенство также будет 
иметь место:

К +т- « | < у .  (2.9)

Складывая (2.8) и (2.9), мы получаем

® '->  \ S/i+m — S I Ч" ! Sn S | ^  | S„+m S S„ +  S | =  ! S„+т !i

т. e. требуемое неравенство (2.7).
Д о с т а т о ч н о с т ь  оказывается фактом, существенно 

более сложным (доказательство проводится здесь для Слу­
чая вещественной последовательности; доказательство 
в комплексном случае отличается лишь малосуществен­
ными деталями).

Пусть по любому е > 0  найдется такое п, что для 
всех т выполняется неравенство (2.7). Эго значит, что 
все члены последовательности (2.6), за исключением, быть 

2*
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может, тех, которые предшествуют s„, попадут в сегмент
[ s „ - e ,  s« +  e]. (2 . 10)

Значит,  последовательность (2.6) оказывается ограничен­
ной. Поэтому в ней найдется подпоследовательность, схо­
дящаяся к некоторому пределу s.

В целях полноты изложения приведем доказательство этого факта 
Обозначим сегмент (2.10) через [Д0, В0]. Он содержит бесконечно 

много членов последовательности (2.6). Разобьем этот сегмент на две 
половины:

[д„. у  Mo +  B0)j и ^ у  (До +  ̂ о)» ^ o j.

выберем ту из них, в которой окажется бесконечно много членов по­
следовательности (2.6), обозначим ее через Mi> В,) и снова разделим 
пополам. Будем продолжать такой процесс деления отрезка пополам 
и выбора половины, содержащей бесконечное число членов последо­
вательности (2.6), неопределенно долго.

В результате мы получим бесконечную последовательность вло­
женных друг в друга сегментов

Мо» В„1. Mi» В,], [A,. ВгI. . ..  (2.11)

Каждый из этих сегментов содержит бесконечно много членов после­
довательности (2.6). Поэтому из каждого сегмента М*» ®*1 можно 
выбрать член последовательности s„k так, чтобы все выбираемые 
члены имели различные номера.

Очевидно,
До ~  Дх —̂  Вд.

Значит, последовательность чисел
До» Дн До» ...

монотонно неубывающая и ограничена сверху. Поэтому она имеет 
предел lim Д*. По аналогичным причинам существует предел lim В*.

оо ft—оо
Далее, очевидно,

lim В*— lim Д * =  lim (В* — Д * )=  lim ——  (В0 — Д0) =  0,
*—оо ft— 00 ft— 00 ft — 00 2*~»

т. е.
lim Д * =  lim В*.

к-* со к-* со

Обозначим этот общий предел через s.
Наконец, по выбору s„k для любого k =  0, 1, 2, ...

^  =  fift"
При неограниченном возрастании k крайние члены этого неравенства 
стремятся к общему пределу s. Следовательно, lim s„. также суще

к -♦оо
ствует и равен 5.
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Допустим теперь, что в последовательности (2.6) най­
дутся две подпоследовательности,

•• • >
s«;i S/ij- • • • »

сходящиеся к различным пределам s' и s*.
Возьмем

е < 1 |  s'-sr\
и найдем на основании условия теоремы такое п, что при 
всех т

I sn+m -  sn I <  е. (2.12)
Кроме того, найдем на основании определения пре­

дела такие п'к■ и л*-, что при любом я*'<л**
| s' -  s . / 1 <  е,

а при любом л* >  л*-

Эти неравенства справедливы при всех достаточно боль­
ших номерах п’к и л*. Поэтому среди этих номеров най­
дутся и такие, которые более, чем л. Возьмем л* =  л т‘ 
и я* =  л +  т". Мы имеем

I S $л+лГ |
I s" — Sn+m- I <  е.

Кроме того, полагая в (2.12) т = т‘ и т =  т", мы по­
лучаем

|s„+m< - s „ | < e ,
I $я+я|* | <  е.

Объединение последних четырех неравенств дает нам 
| s' -  s' I <  I s' -  s„+'m-1 -H  s„+m' -  s„ I +

4" sn sn+m- j -f-1 s„+m’ — s 4e, 
что противоречит предположенному.

§ 5. Критерий Коши сходимости рядов

Применим доказанную теорему к теории рядов, считая 
последовательность (2.6) последовательностью частичных 
сумм ряда.
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Т е о р е м а .  Для того чтобы ряд
ui +  мг +  • • • +  “ л +  • • •

сходился, необходимо и достаточно, чтобы последователь­
ность его частичных сумм

Sj, St, . . . ,  S,i, . . .

обладало следующим свойством: каково бы ни было е > 0 ,  
существует такое п, что при любом m О

|s„+m- s » l < e-
Д о к а з а т е л ь с т в о  сводится к уяснению того, что 

сходимость ряда есть по определению сходимость после­
довательности его частичных сумм, и к применению к по­
следовательности частичных сумм только что доказанного 
принципа сходимости Коши.

Эту теорему можно переформулировать следующим, 
быть может, несколько более наглядным образом: для схо­
димости ряда необходимо и достаточно, чтобы по любому 
е > 0  нашлось такое п, что сумма любого числа членов 
ряда, начиная с л-го, была меньше е. Таким образом, 
сходимость ряда означает, что сколь угодно «длинные» 
суммы его последовательных членов должны быть малыми, 
если только они состоят из «достаточно далеких» членов 
ряда.

§ 6. Необходимый признак сходимости ряда

Близким к критерию Коши, хотя и несравненно более 
простым, является следующий необходимый признак схо­
димости ряда.

Для того чтобы ряд

ui +  Ы1 +  • • • +  ип +  • • • (2.13)
сходился, необходимо, чтобы

l imu„ =  0. ( 2 . 14) 'п -*00

Действительно, из сходимости ряда (2.13) следует, что 

lim sn — lim s„ j =  s.
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Но вместе с тем

lim sn =  lim (s*-i +  йя) =  lim s„ lim un
n —* CO n — 00

t. e.
n — oo n —* oo

s =  s +  lim u„,
n — CO

откуда и следует (2.14).
П р и м е р .  Ряд

расходится, потому что для него

lim и„
Я — 00

lim
я—оо

2"-*+1
2»

- Выведенный признак сходимости является необходи­
мым, но не достаточным: в дальнейшем мы познакомимся 
с многочисленными рядами, для которых l i in«„ =  0, но

я —  оо
которые тем не менее расходятся.

§ 7. Желательность систематической теории

В принципе мы могли бы при изучении сходимости 
числовых рядов ограничиться сказанным и исследовать' 
каждый ряд с точки зрения критерия Коши. Однако тогда, 
приступая к изучению какого-нибудь нового ряда, мы 
вынуждены были бы каждый раз начинать с «пустого 
места». Наши возможности ограничивались бы при этом 
использованием индивидуальных особенностей каждого из 
изучаемых рядов, и вместо теории мы имели бы просто 
коллекцию разрозненных задач. Несколько шагов по этому 
пути было сделано в главе 1, посвященной прогрессиям. 
Но то, что оказалось пригодно для иллюстративных це­
лей, совершенно нетерпимо при систематическом построе­
нии математической теории.

Поэтому мы сейчас займемся не столько установлением 
сходимостей или расходимостей отдельных рядов, сколько 
выяснением связей между поведением одних рядов и по­
ведением других; мы будем учиться использовать сведения, 
полученные в результате анализа одного ряда, для упро­
щения исследования других рядов.
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Выполняя эту программу, начнем с доказательства 
нескольких простых теорем, которые, по существу, яв­
ляются непосредственным применением простейших теорем 
о пределах последовательностей к последовательностям 
частичных сумм рядов.

§ 8. Свойства сходящихся рядов, 
подобные свойствам сумм

Т е о р е м а  1 (ассоциативный закон для сходящихся 
рядов). Если в сходящемся ряде

«1 + ыа +  . (2-15)
произвольно объединить соседние члены в группы, не нару­
шая порядка членов:

(«1 +  • • • +  “ л,) +  (Ыя,+1 + .  • • +  “ л,) +  («л,+1 +  • • • +  «л,) +  • • •

(разумеется, каждый член при этом должен входить 
только в одну группу) и найти суммы о,, ог, v3, . . .  чле­
нов, входящих в каждую из групп, то составленный из 
этих сумм ряд

1>1 +  У* +  и8 +  . . .  (2.16)
будет сходиться и иметь ту же сумму, что и первона­
чальный ряд (2.15).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Составим последовательность 
частичных сумм ряда (2.15)

«Iя  «1.

s, =  «! +  «*,
ss =  u, + u2 + ua,

Среди них, в частности, окажутся и все суммы вида
Sn, =  Ul +  . . ■+uni = vlt
S», =  « l  +  .< ■ +  “ л, +  Ыл, + 1  +  *- ■ + Un, =  V1 + Vi,
Sn, =  « !  +  •• • +  +  M„1 + 1 . • +  “ л, +  «я,+1 +  • • • +  Un, =

“ *1 +  »* +  »«,

т. е. все частичные суммы ряда (2.16). Таким образом, 
последовательность частичных сумм ряда (2.16) оказы­
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вается подпоследовательностью последовательности частич­
ных сумм ряда (2.15). Но раз последовательность

по условию сходится и имеет предел s, ее подпоследова­
тельность

также должна сходиться и иметь тот же предел. Это и 
означает, что «сконцентрированный» ряд (2.16) сходится и 
имеет ту же сумму, что и «редкий» ряд (2.15).

С л е д с т в и е .  Если в результате описанного в условии 
предыдущей теоремы объединения мы получим ряд (2.16), 
который расходится, то и первоначально взятый ряд (2.15) 
также расходится.

В самом деле, если бы ряд (2.15) сходился, то схо­
дился бы и ряд (2.16), а мы предположили обратное.

П р и м е р .  Выясним сходимость и найдем сумму ряда

(2.17)

(2-18)

1 2 + 2 - 3 + 3 - 4 + ' "  +  л ( л + 1 )  + (2.19)

Замечая, что при любом п =  1, 2, ...

п ( л + 1) п л + 1 ’
рассмотрим ряд

2 +  2 3 +  3 4 (2.20)

Очевидно, для этого ряда
S| =  1,

st =  si +  “t =  1 — 2 =  Y  ’
, 1 , * .

S3 =  % +  “а =  ~2 "Ь ~  ’
. , 1 2s« =  Ss+ «4=1 — 3 = у  >

Вообще для п четного: n =  2k

S,* _ 1  * + 1  '

а для п нечетного: п =  2k + 1
*3*+1 =  1 •

Совершенно ясно, что
lim s„ = 1,
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так что ряд (2.20) сходится Но тогда по доказанной теореме схо­
дится и ряд (2.19), получаемый попарным объединением членов ряда 
(2.20), и сумма этого ряда также равна единице.

З а м е ч а н и е .  Подчеркнем, что из сходимости «скон­
центрированного» ряда (2.16) сходимость «редкого» ряда
(2.15) может и не следовать, как и вообще на основании 
сходимости одной какой-либо подпоследовательности еще 
нельзя утверждать о сходимости всей последовательности.

Примеры.
1. Если в ряде

• +  1 -
Я ( Я + 1) —1 

я(я+1) f  . ..

объединить попарно соседние члены:
л (я 4- 1) — 1 \ 

я («4- 1) У "
то мы получим ряд

+ + ____!____+
1 -2 ^  2 -3  ^  ^  л (п4-1) ^  ’

сходимость которого была установлена в предыдущем примере.
Однако исходный ряд не сходится, потому что для него, как 

легко проверить, не соблюдается сформулированный в § С необходи­
мый признак сходимости ряда: здесь на нечетных местах стоят еди­
ницы, так что

lim u-iit+i — 1 Ф  О-* — 00
2. К такому же выводу приводит рассмотрение уже встречавше­

гося нам ряда
1 — 1 +  1 — 1 + . . .

Вместе с тем, если все члены исходного ряда положи­
тельны, то обращение теоремы остается в силе: из сходи­
мости ряда (2.16) следует сходимость ряда (2.15). Дейст­
вительно, для ряда с положительными членами последо­
вательность (2.17) является монотонной и неубывающей. 
Поэтому она должна сходиться, если сходится какая-либо 
ее подпоследовательность, например (2.18).

Т е о р е м а  2 (дистрибутивный закон для рядов; тео­
рема об умножении ряда на число). Пусть

«I +  ыг +  - (2. 21)
— некоторый ряд, а с — произвольное число, отличное от 
нуля. Тогда ряд

с и 1 +  с и г  +  . . .  +  с и „  +  . . . (2.22)
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сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд (2.21). 
Если ряд (2.21) сходится, и сумма его равна s, то сумма 
ряда (2.22) равна cs.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если последовательность частич­
ных сумм ряда (2.21) есть

S l> s 2>

то последовательностью частичных сумм ряда (2.22), оче­
видно, будет

Так как
CS|, CSj, • ■ ■ f OS/,, . • •

d im  c„= lim cs„, (2.23)
n—CO n-*CD

из существования предела слева (которое означает сходи­
мость ряда (2.21) при сФ  0) следует существование пре­
дела справа (т. е. сходимость ряда (2.22)) и равенство
(2.23). Наоборот, из существования предела справа сле­
дуют существование предела слева и опять-таки равен­
ство (2.23).

З а м е ч а н и е  1. Если в формулировке теоремы допу­
стить случай с =  0, то ряд (2.22) будет в этом случае 
сходиться всегда, и никакой информации из этого факта 
нам извлечь не удастся.

З а м е ч а н и е  2. Мы доказали теоремы о рядах, ана­
логичные свойствам ассоциативности и дистрибутивности 
конечных сумм. Теорема о возможности переставлять 
в ряде члены, аналогичная коммутативности сложения, 
носит более узкий характер и справедлива уже не для 
всех рядов.

П р и м е р .  Рассмотрим ряд

i _ l _ l + l + l + l + l _
1 2 2 + 4 + 4 + 4 + 4

_ ± _  - 1+1+ +1- 1.
8 "•  8 ~  16 ^  16 32

(2.24)

8 членов 1G членов

В этом ряде видны чередующиеся группы равных друг другу поло­
жительных и отрицательных членов. Сумма членов в каждой группе 
по модулю равна единице.

Если суммировать члены ряда (2.24) в том порядке, в каком они 
написаны, то при завершении каждой группы положительных членов 
частичная сумма будет равна единице, а при завершении каждой 
группы отрицательных членов —нулю. Следовательно, этот ряд расхо-
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штся, хотя все его частичные суммы ограничены (они лежат между 
нулем и единицей).

Переставим теперь члены ряда (2.24) следующим образом:

, 1 1 , 1  1 _ 1 , 1  1 _ 1 ,
1 — "2 Г  "* 4 8 8 ^  4 8 8 ^ 4  8 8 т

+  Т  -  _8 ~  "8 +  16 _  32 -  32 +  -' (2'25)

(т е. после каждого положительного члена будем писать по два отри­
цательных из следующей группы). Частичные суммы получающегося 
при этом ряда выглядят достаточно просто:

S3*
S3n+l

Slit+l
1

2*+i ’

где k — некоторое целое число, зависящее от п и неограниченно воз­
растающее вместе с ростом п■ Поэтому

lim sn =  О, 
п-*оо

так что ряд (2.25) сходится.
Наконец, переставив члены исходного ряда иначе:

i _ ± + l + ! + ± + ± _ ± +

+  jg +  - . . +  Ig — J  +  P  +  — (2.26)
16 членов

(т. е. после k-й по порядку группы положительных членов ставится 
к-й по порядку отрицательный член; так как и групп положитель­
ных членов и отрицательных членов бесконечно много, можно счи­
тать, что их «одинаково много», и на каждый отрицательный член 
найдется целая группа положительных членов).

Объединим теперь группы положительных членов вместе со сле­
дующим за ним отрицательным членом в один член нового ряда. 
Каждый член нового ряда будет не меньшим, чем 1/2; поэтому его 
п-я частичная сумма s„ будет не меньше, чем п/2.

Следовательно,

lim s „ >  lim ~  =  +  оо,
п -+СО л-в 00 *>

т. е. этот ряд расходная, причем последовательность его частичных 
сумм оказывается неограниченной. Значит, на основании следствия 
теоремы 1 (об ассоциативном законе) ряд (2.26) также расходится.
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Вместе с тем в рядах с положительными членами про­
извольная перестановка членов не нарушает сходимости 
рядов и не изменяет суммы сходящихся рядов.

Т е о р е м а  3 ( Д и р и х л е ) .  Пусть дан ряд
Wi +  M2+ ••• + «„-К .. (2.27)

с неотрицательными членами, а ряд
vi Ч- vt 4* • • • +  vn • • • (2.28)

получается из ряда (2.27) произвольной перестановкой его 
членов. Тогда, если ряд (2.27) сходится, то ряд (2.28) 
также сходится и имеет ту же сумму, что и ряд (2.27).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ряд (2.27) сходится и 
сумма его равна s. Рассмотрим частичную сумму ряда
(2.28)

tn = v1 +  vt +  ... +  vn.
Каждое из слагаемых этой суммы входит в ряд (2.27). 
Возьмем в ряде (2.27) столь большое число т первых чле­
нов, чтобы среди них оказались все слагаемые tn, и со­
ставим т-ю частичную сумму ряда (2.27):

sm = “i +  м* + . . .  +  ит.
Так как все слагаемые t„ входят в sm, а остальные сла­
гаемые sm (если такие есть) неотрицательны, должно быть

f п =  $т  •

Но частичные суммы ряда (2.27), ввиду неотрицательно­
сти членов ряда, не превосходят его суммы s:

s m ^  S.
Следовательно,

Так как это неравенство справедливо для любого п, все 
частичные суммы ряда (2.28) ограничены. Поэтому ряд
(2.28) сходится и для его суммы t справедливо

t =  lim t„ ^ s .
л-*оо

Так как теперь в наших рассуждениях ряды (2.27) и
(2.28) стали равноправными, должно быть и

s ^ t ,
откуда следует, что s=±f.
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Т е о р е м а  4 (теорема о сложении рядов). Пусть
и\ +  ы* +  • • • +  м„ +  • • •» 
v\ +  vt +  • • • +  vn 4* • • •

— два сходящихся ряда соответственно с суммами s и t.
Тогда ряд

(«1 +  +  («1 +  г̂) +  • • • +  (“/! +  f„) 4** • • (2.29)

также сходится и сумма его равна s +  /.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для частичных сумм гп ряда

(2.29) мы имеем

*я =  (ul +  yl) 4" • • • 4* (ип 4* Vn) =  (“l +  • • • +  ип) +  (°1+- • •+0(i)-
Справа в скобках стоят частичные суммы s„ и /„ рас­

сматриваемых рядов. Устремляя п к бесконечности, мы 
получаем

- Пт гп =  П т (5Я +  /Я) =  lim sn+  Пт  tn = s + t,
п-+ со п —* 00 П-* 00 П-* 00

а это и требовалось.
Доказанная теорема означает, что сходящиеся ряды 

можно почленно складывать и при этом складываются их 
суммы.

Т е о р е м а  5. Если

Ui + M2+ ••• + “* + ••• (2.30)
и

»1 +  о* +  . •• +  »• +  . . .  (2.31)
— два сходящихся ряда соответственно с суммами s и /, 
а а и Ьпроизвольные числа, то ряд

(ащ +  bvx) +  (ащ +  bvt) + . . .  +  (аип + bv„) + . . .  (2.32)
также сходится и сумма его равна as-\-bt.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если а =  0, то ряд (2.32) пре­
вращается в (2.31); если Ь = 0, то ряд (2.32) превращается 
в (2.30), и теорема доказана. Предположим теперь, что 
а ф  0 и b Ф  0. Тогда по теореме 2 сходятся ряды

аи1+аиг+ ..:+аи„ +  . . . ,  
bvx bvt + . . .  4- bv,, 4 - . . . ,

а по теореме 4 — ряд (2.32), причем его сумма равна as4-fck.
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С л е д с т в и е  (теорема о вычитании рядов). Если схо­
дятся ряды

Ul +  U2 +  +  +
и

t»i + и*+  . . . +  !'„ +  . . .
и имеют суммы s и /, то сходится ряд

(«1 -  fl) +  (Ы2 — 02) +  . . . +  («» — vn) +■ -• 
и сумма его равна s — i.

В самом деле, полагая в предыдущей теореме а =  1, 
а Ь — — I, мы получаем требуемое.

§ 9. Дальнейшие свойства рядов

Пусть нам дана некоторая сумма чисел, насчитываю­
щая конечное число слагаемых:

ui + w2 +  ... +  И*. (2.33)
Приписав к этой сумме бесконечный «хвост» из нулей, 
мы получим ряд

ui + и2 +  ... + ы*+ 04-0-1-... +  0 + ... (2.34)
Очевидно, для этого ряда

s* —«1 +  ••• +  «*»
s*+i =  s* +  0 =  s*,
s **2 =  S* ц +  0 =  Sfc+i =  sk,

Значит,
lim s„ =  s*.

n —co

Поэтому ряд (2.34) сходится, и сумма его равна sk, т. е. 
сумме (2.33).

На основании сказанного мы можем сделать важное 
замечание. Всякая сумма является частным случаем схо­
дящегося ряда. Поэтому все утверждения, справедливые 
для сходящихся рядов, остаются в силе и для конеч­
ных сумм.

Несколько более общий факт мы оформим в виде 
теоремы.

Т е о р е м а  1. Присоединим к числу членов некоторого 
ряда в качестве новых членов произвольное (может быть,
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бесконечное) количество нулей, разместив их между ста­
рыми членами ряда произвольным образом. В этом случае 
новый ряд будет сходиться тогда и только тогда, когда 
сходится старый ряд, и сумма нового ряда будет равна 
сумме старого.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

Wl +  W2 +
— новый ряд. Для него, как и для всякого ряда,

Sn+i =  S* т  ит -
Если ыя+1 =  0, то s„+1 =  s„. Поэтому последовательность 
частичных сумм нового ряда будет отличаться от после­
довательности частичных сумм старого ряда лишь повто­
рениями некоторых сумм по нескольку раз. Очевидно, 
повторения членов последовательности не сказываются ни 
на ее сходимости, ни на ее пределе, что и доказывает 
теорему.

Т е о р е м а  2. Если в ряд вписать на любых местах 
конечное число новых членов, то сходимость ряда не изме­
нится, т. е. сходящийся ряд останется сходящимся, 
а расходящийся — расходящимся. Если первоначальный ряд 
был сходящимся, то сумма нового ряда получается из 
суммы старого увеличением ее на сумму вписанных членов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть
и\ +  н2 + . . .  +  и„ + . . .

— наш исходный ряд. В те места, в которые по условию 
теоремы надлежит вписать новые члены, впишем пока 
нули. По предыдущей теореме от такой операции не изме­
няется ни сходимость ряда, ни его сумма. Пусть

+  +  +  +  (2.35)
— получившийся при этом ряд.

Составим теперь еще один ряд

“>1 +  и'* +  --- +  ю« +  . . . ,  (2.36)
в котором на тех местах, на которых в (2.35) стоят «ста­
рые» члены, находятся нули, а на тех местах, где в (2.35) 
стоят вписанные нули, расположены в надлежащем 
порядке «новые» члены. Сумма ряда (2.36), очевидно, равна 
сумме «новых» членов.
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На основан»,н теоРемы 0 сложении рядов (теорема 4 
§ 8) ряд

(у, +  w j  +  (и2 +  Щ) +  • • • +  (уп +  w„) - f . . .  (2.37)

сходится вмест^ *" рядом (2.35), и сумма его получается 
сложением сум!Иы Ряда (2-35) и ряда (2.36).

Нам остается заметить. что (2.37) и есть тот самый 
ряд, который улучается  путем вписывания в исходный
ряд новых чле^ов J- ,

С те д е т  в и е - Если из ряда выбР°сить конечное число 
его членов то Рго сходимость не нарушится, если исход­
ный ряд сходч1^ ийся' т0 сУмма полученного ряда будет 
меньше суммы п ервонанального ряда на сумму выброшенных
членов. „

З а м е ч а й  и е ‘ и  сходимости ряда судят по его чле­
нам Отнако кР* было только что выяснено, сходимость 
ряда не завис'н ^ от любого конечного числа членов ряда. 
Поэтому дтя установления сходимости (или расходи­
мости) ряда н^ обязательно учитывать все его члены. 
Достаточно огр^ничнться членамн. «начиная с некоторого 
места» нтн «нач ,п,ая с некотоРого номера п». Этим обстоя­
тельством мы <̂ Удем часто пользоваться в дальнейшем.

у
j. R /гредственное (хотя едва ли более простое) доказа-
) ьолее непо уТверЖдения основано на том соображении, что 

яСтрВ°Г9 ная с некотоРого места, будут встречаться только
в ряде нач>ос произведение этого доказательства во всех дета-
ляхРбЫ> ^ ^ я  чит ателЯ полезным упражнением.
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РЯДЫ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ

§ 1. Признаки сходимости рядов

Существует довольно много примеров, позволяющих 
устанавливать сходимость или расходимость рядов. Все 
эти приемы называются признаками сходимости. В на­
стоящее время известно большое число различных при­
знаков сходимости рядов. С некоторыми из них мы уже 
успели познакомиться. Так, например, сходимость ряда 
можно установить, составив последовательность его час­
тичных сумм и выяснив, имеет ли эта последовательность 
конечный предел. Этот прием, очевидно, является необхо­
димым и достаточным признаком сходимости рядов. Дру­
гим необходимым и достаточным признаком сходимости 
является критерий Коши (см. § 5 главы 2). Стремление 
к нулю члена ряда по мере роста его номера также яв­
ляется признаком сходимости ряда, уже только необхо­
димым, но не достаточным (см. § 6 главы 2).

К числу признаков сходимости можно отнести также 
всякого рода теоремы, позволяющие сводить выяснение 
вопроса о сходимости некоторого данного ряда к ана­
логичному вопросу о другом ряде, который устроен более 
просто или хотя бы более знакомый.

Эти теоремы обычно состоят в сравнении членов ис­
следуемого ряда с членами другого ряда, поведение кото­
рого уже выяснено. Поэтому они называются признаками 
сравнения. По существу, все рассматриваемые в этой главе 
признаки сходимости являются такими признаками срав­
нения. В некоторых из них производится сравнение 
исследуемого ряда с конкретными стандартными рядами 
(например, с геометрическими прогрессиями). В этих 
случаях «сравнительная» природа признака внешне зату­
шевывается, но, разумеется, не пропадает.
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Подчеркнем, что в данной главе будут рассматриваться 
только ряды с положительными членами. Это обстоятель­
ство каждый раз специально оговариваться не будет.

§ 2. Признаки сравнения
Поскольку в ряде с положительными членами вели­

чина одних членов не может быть скомпенсирована дру­
гими, противоположного знака, сходимость таких рядов 
особенно заметно зависит от величины их членов. 

Т е о р е м а  1 (первый признак сравнения). Пусть
ui +  иг 4* • • • +  “ л +  . . .  (3.1)

+  • • • +  vn +  . . .  (3.2)

— два ряда, причем члены первого, начиная с некоторого 
места, не превосходят соответствующих членов второго:

un^ v „ , n = k, k + 1, . . .  (3.3)

Тогда из сходимости ряда (3.2) следует сходимость 
ряда (3.1), а из расходимости ряда (3.1) следует расхо- 
димость ряда (3.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как отбрасывание конеч­
ного числа членов ряда не влияет на сходимость ряда, 
достаточно доказать теорему для случая, когда k =  1. Пусть

Si t  . . . »  St,, . . .  И / j ,  / j ,  . . .  ,  I j t ,  . . .

— последовательности частичных сумм рядов (3.1) и (3.2). 
Из (3.3) следует, что

sn^ t „  при любом л =  1, 2, . . .  (3.4)
Пусть ряд (3.2) сходится и / — его сумма. Из положи­
тельности членов ряда (3.2) следует, что / „ ^ /  при любом 
п. Это значит, что частичные суммы ряда (3.1) в сово­
купности ограничены, и поэтому сам ряд (3.1) сходится. 
Обозначим его сумму через s. Переходя в неравенстве
(3.4) по п к пределу при п-+  оо, мы получаем

lim lim /„ =  /
Л - *  СО л  - *  оо

(ввиду сходимости ряда (3.1) написанный слева предел 
также существует), т. е. s < / .
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Пусть теперь ряд (3.1) расходится. Это значит, что 
его частичные суммы неограниченно возрастают. Но тогда, 
в силу (3.4), должны неограниченно возрастать и частич­
ные суммы ряда (3.2), который тем самым расходится.

П р и м е р ы .
1. Рассмотрим ряд

A + » + " - + i + ' ~  <*••>
(мы будем в дальнейшем называть его рядом «обратных квадратов»). 
Отбросив первый член этого ряда (что, как, известно, не сказывается 
на его сходимости), сравним его с рядом

1 - 2 ^ 2 - 3 ^  ^  п ( п + 1 Г  *

сходимость которого нами уже была установлена. Мы видим, что

_ 1 __  __ 1_
(л + 1)» "^( /1  +  1)'

Следовательно, и ряд (3.5) сходится. Поскольку ряд (3.5) есть част- 
»ный случай ряда (2.3) (здесь а =  2), полученный результат есть част­

ный случай установленного в конце § 2 главы 2. В частности, сумма
2»-i

ряда (3.5) не превосходит числа =  2. Как будет видно далее
(см. § 11 главы 9), эта сумма равна л*/6.

2. Рассмотрим ряд

Т  +  Т  +  Т  +  -  +  7Г +  -  • .

который обычно называется гармоническим.
Заменим в гармоническом ряде третий и четвертый члены на */« 

каждый, следующие 4 члена —на */* каждый; следующие 8 —на >/ц 
и т. д. В результате мы получим ряд

1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1  , 1 , 1 , 
Т + Т + Т + Т + Т + Т + Т + Т +

+ i s + - + ] i i + 35+ - + i + -  <3-6>
8 членов 1б членов

Члены этого ряда не превосходят соответствующих членов гармони­
ческого ряда. Поэтому для доказательства расходимости гармоничес­
кого ряда достаточно установить расходимость ряда (3.6). Чтобы 
сделать это, объединим группы одинаковых членов ряда (3.6) в один 
член нового ряда. Так как каждая k-я группа насчитывает 2*~J чле­

нов, а каждый член ее равен j-, сумма членов в каждой группе
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равна */*• Новый ряд получается таким: ф

:V T  +  T  +  7  +  i + -  ЩН|
и, очевидно, расходится. Таким образом, по следствию теоремы I 
§ 8 главы 2 расходится и ряд (3.6), а потому и гармонический ряд.

3. Рассмотрим ряд
I ■

Так как
in J r+  sin« r +  - + sin „-i +  - (3.7)

, 1 1

члены ряда (3.6) меньше соответствующих членов ряда обратных квад­
ратов. Следовательно, этот ряд сходится.

4. Пусть нам дан ряд

Поскольку
1 1

‘g -  >  ТГ • п п

(3.8)

члены ряда (3.8) больше соответствующих членов гармонического 
ряда. Поэтому ряд (3.8) расходится.

И

Т е о р е м а  2 (второй признак сравнения). Пусть
ui 4~ы* +  • • • +  +  . . .  (3 9)

• • • • • •  (3.10)

— два ряда, причем можно указать такие постоянные 
Л > С  и К, что, начиная с некоторого п,

(3.11)
v n

Тогда ряды (3.9) и (3.10) одновременно сходятся или 
одновременно расходятся.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (3.11) следует, что
.  kvn< u n< K v n. (3.12)

Если ряд (3.9) сходится, то нз левого неравенства 
в (3.12), согласно первому признаку сравнения, вытекает 
сходимость ряда

kvt + kvt + ... + kvn+  ...
Отсюда на основании дистрибутивного закона для рядов 
(см. теорему 2 § 8 главы 2) следует сходимость ряда
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(3.10). Поэтому если ряд (3.10) расходится, то и ряд (3.9) 
также должен расходиться.

Если сходится ряд (3.10), то по дистрибутивному 
закону для рядов должен сходиться ряд 

/(Pi +  /Cot +  • • • +  Kvn-\-. . . ,
и, следовательно, по первому признаку сравнения, на осно­
вании правого неравенства в (3.12) — ряд (3.9). Значит, 
из сходимости ряда (3.9) следует сходимость ряда (3.10)

Примеры.
I. Рассмотрим ряд

_ L _  | 1 +
I * - 1/» 2s — ~ ~  л1 —я/2 ‘

(3.13)

и сравним его с рядом обратных квадратов (3.5). 
Отношение

1
л* —л 2 пг _  1

* Т  л* — л/2 — . __ 1̂
л« 2л

ограничено сверху числом 2. Поэтому из сходимости ряда обратных 
квадратов следует сходимость ряда (3.13).

2. Рассмотрим ряд

sin -J  Ч- s i n y +  . . . 4 - s i n - i + . . .  (3.14)

Составим отношения соответственных членов этого ряда и ряда 
(3-8):

1
sm — ,л 1

Ввиду того, что при любом целом л Э ; 1
1 - 1у < с « . 7Г< 1,

ряд (3.14) ведет себя так же, как и ряд (3.8), т. е. должен расходиться.
3. Аналогично анализируется ряд

‘« IT  +  ^ ^  +  .-. +  tg ^  +  ... (3.15)

Составив отношения членов этого ряда и ряда (3.7), мы получаем
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и так как
1 1

Т <С05Я>< 1 -
ряд (3.15) сходится подобно ряду (3.7).

С л е д с т в и е .  Если для' рядов (3.9) и (3.10) отноше- 
ние ~  стремится к некоторому положительному и конеч­
ному пределу

lim — =  г >  0, (3.16)
п~*оо

то ряды (3.9) и (3.10) сходятся или расходятся одновре­
менно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соотношение (3.16) означает, 
что, начиная с некоторого места, все отношения вида

будут достаточно близки к г и, в частности, будутvn
находиться, скажем, между числами j  г и 2г. Интере­
сующее нас утверждение получается непосредственной 
ссылкой на доказанную теорему.

П р и м е р .  Рассмотрим ряд

( . и л ■ ( U + . . (3.17)
Возьмем в качестве вспомогательного гармонический ряд, соста­

вим соотношение

еп — 1
Т
я

и вычислим его предел, пользуясь правилом Лопиталя (дифферен­
цированием по л; см. § 6 главы 1):

i  ,
lim е . * — lim — ^-г— =  lim e '1 = 1 .

п —со л - » о о ___ л-» оо
л л*

Поэтому ряд (3.17) должен расходиться.

Следующий пример показывает, что признак сравне­
ния, даваемый теоремой, существенно сильнее, чем приз­
нак в предельной форме, даваемый вытекающим из тео­
ремы следствием.
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П р и м е р .  Рассмотрим ряд

2 , + Г 2 т 2 ' 4 + 2^4 +  2 Т +  -  + 2 Г Г \ + Г 2 к  +  -  (ЗЛ8)
Отношение его члена ип к соответствующему члену гармоничес­

кого ряда vn будет

«я
vn

— : — =  2 для нечетного п, п п
1 1 1s -  : — =  -п для четного п. 2п п 2

Следовательно, отношение —  ни к какому пределу не стремится,vn
и признак в предельной форме здесь неприменим. Однако при всех 
значениях п оно заключено между числами и 2. Поэтому ряд 
(3.18) ведет себя так же, как гармонический ряд, т. е. расходится.

Из приведенных выше примеров сходящихся и расхо­
дящихся рядов можно усмотреть, что сходятся те ряды, 
у которых члены обнаруживают тенденцию к достаточно 
быстрому убыванию. (Последний оборот речи, осторож­
ный и даже несколько громоздкий, употреблен намеренно: 
члены сходящегося ряда вовсе не обязаны убывать моно­
тонно, как это, скажем, видно из последнего примера.) 
Поэтому сравнение скоростей убывания членов различных 
рядов может быть положено в основу особого признака 
сравнения.

Т е о р е м а  3 (третий признак сравнения). Если для 
двух рядов с положительными членами

ui + иг +  • • • +  и„ +  . ( 3 . 1 9 )  
и

ui +  y2~t" •••» (3.20)
начиная с некоторого п,

4s±L <Е2+£
«я ~  Vn ’ (3.21)

то из сходимости ряда (3.20) следует сходимость ряда 
(3.19), а из расходимости ряда (3.19) —расходимость 
ряда (3.20).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (3.21) следует, что
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начиная с некоторого п = п 0. Это значит,, что отношения 
~ , начиная с этого п0, составляют убывающую после­
довательность. Поэтому, полагая

мы из (3.22) получаем, что при л > л ,

и требуемое следует из второго признака сравнения.

§ 3. Интегральный признак сходимости 
Маклорена — Коши *)

Пусть дан ряд

ui +  иг 4 * • • • +  «я +
Очевидно, каждый его член можно рассматривать как 
значение функции f  от номера члена:

Mi =/ (1) .  «* =  /(2 ) ......... ип =  /(/»), . . .
Эта функция определена пока только для целых поло­
жительных значений аргумента. Ясно, что, как-то опре­
делив значения функции для всех нецелых значений 
аргумента, больших единицы, мы сможем говорить о функ­
ции f(x), принимающей значения для любого дс=>1. 
Например, в случае гармонического ряда

Т + Т + - + Т + -
такой функцией может служить

/ ( * ) “  7 *

*) Обычно этот признак называется интегральным признаком 
сходимости Коши. В данном курсе мы будем называть его интеграль­
ным признаком сходимости Маклорена — Коши, во-первых, по сообра­
жениям исторической справедливости, а во-вторых, чтобы не путать 
его с другим признаком сходимости Коши, о котором пойдет речь 
в § 6 этой главы.
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а в случае геометрической прогрессии a, aq, . . . .  aqn 1 — 
показа тел ьн а я функция aq* *.

Т е о р е м а  (интегральный признак сходимости Мак- 
лорена — Коши). Пусть дан ряд

и\ +  ма +  • • • +  ыл +  • • •, (3.23)
члены которого положительны и не возрастают:

Пусть, далее, /  — функция, которая определена для всех 
вещественных х > 1 ,  непрерывна, не возрастает и

H \) = Ul, п 2) =  ыа......... Нп) =ия, . . .  (3.24)

Тогда для сходимости ряда (3.23) необходимо и доста­
точно, чтобы сходился (существовал) несобственный ин­
теграл

f  f (*) dx.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим ряд, членами кото­
рого являются интегралы:

I /  (х) dx +  \ f ( x ) d x +  f(x)dx + .. .  (3.25)
I 2 п

Частичными суммами этого ряда, очевидно, также будут 
интегралы:

Sn = \ f ( x ) d x +  . . .  +  $ f (x )dx=  $ f(x)dx.
1 П 1

Сходимость ряда (3.25) означает существование предела 
последовательности частичных сумм, т. е. сходимость 
(существование) несобственного интеграла

СО

$ 7  (*) dx. (3.26)
I

Вспомним теперь, что функция f  (х) монотонна и не 
возрастает. Отсюда и из (3.24) следует, что для любого 
х между п и п -J- 1

U n ^ f { X ) > U n+u (3.27)



Интегрируя каждую из трех частей этого неравенства 
по х от п до л + I ,  мы приходим к неравенству инте­
гралов

Л + 1 П -f- | /7 -f |
S und x ^  $ f ( x )dx>  $ un n dx,
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$ f ( x ) d x ^ u n+l. (3.28)
П

Пусть ряд (3.23) сходится. Обратим внимание на левую 
сторону неравенства (3.28). По первому признаку срав­
нения (см. § 3) должен сходиться и составленный из ин­
тегралов ряд (3.25), а следовательно, и несобственный 
интеграл (3.26).

Пусть теперь ряд (3.23) расходится. Тогда, как было 
доказано (см. § 9 главы 2), расходится и ряд

иг Ч" из +  • • • +  “ я+i +  • • •» •

получаемый из нашего ряда отбрасыванием его первого 
члена. Взглянем теперь на правую сторону неравенства 
(3.28) и применим снова первый признак сравнения, но 
уже в той его части, которая касается расходимости. Мы 
получим, что должен расходиться ряд интегралов (3.25), 
т. е. несобственный интеграл (3.26).

Теорема доказана.

§ 4. Применения интегрального признака сходимости

Достоинство интегрального признака сходимости Мак- 
лорена — Коши состоит в исключительно высокой его 
чувствительности. Этот признак четко проводит разли­
чие между сходящимся и расходящимся рядами, даже 
если члены одного из них лишь незначительно отли­
чаются от членов другого.

П р и м е р ы .  ^
1. В качестве первого применения интегрального признака схо­

димости возьмем геометрическую прогрессию

a +  aq +  ... -^-aqn'^-^■ ...

с положительным знаменателем.



60 РЯДЫ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ [ЕЛ. 3

Рассмотрим функцию i(x) — aqx~l и соотетствующий ей интеграл

При q ф  1 мы имеем

00

( aqx~l dx. (3.29)

П
^ a q ^ 1 dx а

<7 In i?
(q " -q ) .

Поэтому
00

l о<7*_1Лс =  lim —H— (q* — q)
J  n-+ oo q inq

lim qn —  q
rt - *  oo >

Если ( 7 < 1 , т о  lim с,я «=0, Несобственный интеграл (3.29) схо-
n-»oo

дится, а потому сходится и прогрессия.
Если q >  1, то qn с ростом л неограниченно возрастает, интеграл 

(3.29) расходится, так что расходится и прогрессия.
Наконец, если ( /= 1 , то в интегральном признаке следует поло­

жить 1(х) = а, и мы получаем

/ (х) dx а(п-  I).

При л-*-оо этот интеграл, очевидно, расходится, а вместе с ним 
расходится и прогрессия.

2. Возьмем гармонический ряд

1 + ” + 7 +  •••

Для него I  (х)
1— , и в этом случае

л л и

Так как In л с ростом л неограниченно возрастает, интеграл

расходится. Тем самым должен расходиться и гармонический ряд.
3. Рассмотрим ряд «обратных квадратов»

1 . 1 .  . 1
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(см. пример 1 из §2). Для этого ряда, очевидно, полагаем f  (х)
Здесь

о-

1
дс* ’

Интересующим нас несобственный интеграл сходится, так что сходи­
мость и ряд «обратных квадратов».

4. Воспроизведем результат конца § 2, показав, что ряд

сходится при любом значении а  >  1. Для этого достаточно рассмот­
реть функцию -g- и вычислить соответствующий несобственный
интеграл

00

I

со
1 I

а  — 1
1

а — 1 •

Из сходимости интеграла при а > 1  вытекает сходимость ряда.

Чувствительность интегрального признака сходимости 
не исчерпывается умением различать сходящиеся и рас­
ходящиеся ряды вида (3.30). Этот признак способен улав­
ливать и менее заметные отличия в скорости убывания 
членов рядов, как видно из дальнейших примеров.

5. При любом а  >  0, начиная с некоторого л
£  _1__  1
л >  я In л >  я1+а ‘ (3.31)

В самом деле, применяя правило Лопиталя (дифференцированием 
по л), мы получаем ^

.. In л л 1 пbm l.m — Ьш - ^ = 0 .
П—*0 0  л —♦ со л —*оо

Значит, начиная с некоторого п должно быть
In л <  па,

откуда следует правое неравенство в (3.31). Левое же неравенство 
в (3.31) очевидна.

Здесь ряд
|  +  1 + . . . + ! + .

расходится, а ряд
1

ц+а
1

21+а +  ••• +
1
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сходится. Что же касается ряда 
1 . 1+ Ь . . +

1
+ (3.32)2 In 2 1 3 In 3  ........  (л + 1) In (л + 1)

то его члены, согласно неравенству (3.31), занимают промежуточное 
положение, и простыми сравнениями решить вопрос о его сходимости 
нельзя. Однако интегральный признак сходимости может выручить
нас и в этом случае. Возьмем функцию ^ и вычислим

С _  ? ^LllliL_:In In х | = l n  Inn — In In 2 .
J  X In X J  In X
г 2 4S

Так как

несобственный интеграл

lim In In л =  cx>,
rt -»C C  

00
C dx

X In X

1

расходится; значит, расходится и ряд (3.32).
6. Рассмотрим теперь ряд

1 ■ ____ !______1_ + ______________________
2 (In 2)» “ ^  3 (In З р 5 ^ "  ^  ( п +  1) (In (л +  1))»+«

при а  >  0. Возьмем для него функцию
1

+  ... (3.33)

и вычислим интеграл
00 оо

С dx Г d
3 х (In х)|+а ~  J  (In

^(JC) x(lnx)i+«

In X 1 I I
x)l+ (In x)o a  (In 2)“ •

Из сходимости этого несобственного интеграла следует сходимость 
ряда (3.33).

С другой стороны, для ряда 
I 1 I

3 In 3 In In 3 +  4 In 4 In In 4 

рассмотрение функции

+  ••• + (я +  2) In (я +  2) In In (л +  2)
(3.34)

/(*)■
1

x In x In In x
и интеграла от нее

dx
X In X In In X

f  d lnjr_____ (’ d In In
3 In x In In x ~  3 In lrTx 
3 3

In In In n — In In In 3
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приводит к неограниченно возрастающей функции от п, так что несоб­
ственный интеграл

00
С __________
,* X In A In In X
3

расходится, вследствие чего расходится и ряд (3.34).
Идя по этому пути, можно строить примеры все более медленно 

сходящихся рядов, равно как и примеры все более лениво расходя­
щихся рядов. Интегральный признак Маклорена — Коши будет неиз­
менно распознавать их сходимость или расходимость.

§ 5. Сравнительная оценка 
различных признаков сходимости

Качество признака сходимости определяется его широ­
той (применимостью), практичностью и чувствительностью.

Широта признака сходимости характеризуется клас­
сом тех рядов, к которым этот признак применим. Напри­
мер, критерий сходимости Коши применим ко всем вообще 
численным рядам; большинство приведенных в этой главе 
признаков сходимости применимо к рядам с положитель­
ными членами; интегральный признак Маклорена — Коши 
применим к рядам, в которых положительные члены мо­
нотонно убывают с увеличением их номера. Всякая попытка 
анализа сходимости ряда при помощи того или иного 
признака должна начинаться с проверки того, входит ли 
исследуемый ряд в сферу применимости используемого 
признака.

После того как мы убедились, что выбранный признак 
сходимости применим к интересующему нас ряду, следует 
подумать о том, как выглядит это применение на прак­
тике. Соображения удобства, простоты, а иногда и самой 
фактической возможности применения признаков сходимо­
сти обычно играют при этом важную роль.

Рассмотрим, например, ряд
I 1 , , 1

+ " • +  еп‘ +• •*

Для установления его сходимости при помощи интеграль­
ного признака следует доказать сходимость несобственного 
интеграла

\ e - * ‘dx.
Г
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Можно, конечно, заметить, что
СО 00

 ̂ e~x‘ dx<.^ е~х' dx,
I о

а последний интеграл есть так называемый интеграл
‘ г~^

Пуассона, который равен J j  (вычисление этого интег­
рала приведено в § 5 главы II). Однако, для того чтобы 
это сделать, нужно либо помнить значение интеграла 
Пуассона, либо уметь его вычислять. Что же говорить, 
например, о ряде

1 I * _ I I *_____ L
е1 М -/| ^ * + / 2  ' grt'+Vn *

для которого интегральный признак Маклорена — Коши
СЮ

требует работы с интегралом \ e~x'~ ’ xdx?
1

Вместе с тем очевидно, что прн п >  1

е"
и

_ _ ! _ < _ ! _ <  J L
е*' +  У п е*‘ р" ’

так что по первому признаку сравнения оба рассматри­
ваемых ряда сходятся (ибо сходится геометрическая прог­
рессия со знаменателем 1/е).

Таким образом, путь непосредственного вычисления 
интеграла прн применении интегрального признака схо-. 
димостн не всегда приемлем. Правда, иногда можно прийти 
к цели путем каких-нибудь косвенных оценок величины 
этого интеграла, но это уже будет представлять собой 
самостоятельную задачу, иногда даже более трудную, чем 
анализ самого ряда.

Следовательно, при изучении рядов ограничиться одним 
только интегральным признаком сходимости нельзя, и 
необходимо овладеть еще другими признаками сходимости, 
быть может, не столь чувствительными, как интегральный 
признак, но зато более удобными в обращении, более 
практичными.
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Наконец, для того чтобы применение признака сходи­
мости было не только принципиально возможным и прак­
тически выполнимым, но и действительно приводило к це­
ли, признак должен быть достаточно чувствительным.

Интегральный признак Маклорена — Коши является, 
как видно из его формулировки, необходимым и доста­
точным признаком. Это значит, что он устанавливает схо­
димость любого сходящегося ряда и расходимость любого 
расходящегося ряда из сферы своей применимости. Иными 
словами, интегральный признак является идеально чувстви­
тельным. В этом отношении он напоминает критерий схо­
димости Коши. Естественно, что все такие «необходимые 
и достаточные» признаки, если только они сколько-нибудь 
широки, неизбежно оказываются по отношению ко многим 
рядам непрактичными. В этом можно усмотреть проявле­
ние весьма общей закономерности: чем шире и богаче 
возможности того или иного математического аппарата, 
тем сложнее его логическая природа и тем труднее с ним 
управляться.

В следующих параграфах мы «ударимся в другую 
крайность» и рассмотрим два весьма практичных и доста­
точно широких, но зато малочувствительных признака. 
Впрочем, как будет видно нз дальнейшего содержания 
курса, их чувствительности будет хватать для ответа на 
весьма большое число теоретических вопросов и решения 
многих практических задач.

§ 6. Признак сходимости Даламбера

На основе третьего признака сравнения легко форму­
лировать и доказывать весьма удобные признаки сходи­
мости. Рассмотрим один из них.

Т е о р е м а  (признак сходимости Даламбера). Если для 
ряда

ui +иг + ... + мя +  ... (3.35)
с положительными членами, начиная с некоторого номера 
п0 отношение (п - f  \)-го члена к предыдущему, не
будет превосходить некоторого числа < / < 1 ,  т. е. если

(3.36)
и п

то ряд (3 35) сходится.
3  Н. Н. Воробьев



66 РЯДЫ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ (ГЛ. 3

Наоборот, если для ряда (3.35), начиная с некоторого 
номера п0, отношение (п +  1)-го ч.хена к предыдущему,
llzti-, будет не меньше единицы, т. е. если г

(3.37)

то ряд (3.35) расходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выполняется условие

(3.36) . Возьмем в третьем признаке сравнения в качестве 
вспомогательного ряда

+  +  . •• +  »* +  ••• 
сходящуюся геометрическую прогрессию

</ +  <7* +  . •
В этом случае неравенство (3.36) может быть записано как

“я+1 ^  <Г+1 = t'/iu 
U„ qn vn

Это значит, что, согласно третьему признаку сравнения, 
ряд (3.35) сходится.

Пусть теперь выполняется условие (3.37). Возьмем 
в третьем признаке сравнения в качестве ряда

«I +  и* +  • • • + “<! +  •••
расходящийся ряд

1 +  1 + • • • +  1 +• • • »
а в качестве ряда

i*i 4* Щ + . . .  +  v„ -f-. . .
— исследуемый ряд (3.35). В этом случае неравенство
(3.37) переписывается как

ип*\ <  JV+L
«я ^  ’

и ряд (3.35) расходится согласно третьему признаку 
сравнения.

С л е д с т в и е .  Если для ряда (3.35) отношение —я̂ 1-
,  “ястремится к некоторому пределу, меньшему единицы:

lim 1 (3.38)

то этот ряд сходится.
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Если это отношение стремится к пределу, большему 
единицы:

lim Hs±L —
л-.оо ип г >  1,

то ряд расходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предельное соотношение (3.38) 

означает, что, начиная с некоторого места, все отношения
U. 11 ,

вида —— будут достаточно близкими к значению пре-
дела г и, в частности, не будут превосходить некоторого 
числа q, лежащего между г и единицей. После сказан­
ного нам остается сослаться на только что доказанную 
теорему.

Случай г >  1 рассматривается аналогично.

Примеры.  
I. Для ряда

I
3-1!

2»
3»  - 2! +  . . . + 3" • я! +••• (3.39)

мы имеем
“я-fl (л -Н )4*1 . пп

Поэтому
3"+Чя +  1)1 • 3"л!

lim Jf2±L= L lim f i  +  l V .  
П-+СО un 3 n-* CO \ tl J

Но последний предел, как известно, есть

Стедозательно.
е=-2 ,718...<3.

lim
Л —00

ия»<
«л

так что ряд (3 39) сходится.
2. Следующий пример показывает, что, как и в случае второго 

признака сравнения, описывающая признак сходимости Даламбера 
теорема существенно сильнее вытекающего из нее следствия, т. е. 
существование стоящего в отношении (3.38) предела для сходимости 
ряда не обязательно.

Рассмотрим ряд

1
1  +  - L + - S -  +
2 2 -3  2>-3 2*-3*

3’

+  ••• +
I

2* • 3* 2*̂ 1 3» 
I

2*+1 • 3*г*
(340)
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Для этого ряда

“я

1
, если п четное,

1
2 , если л нечетное.

Следовательно, отношение ——  ни к какому пределу не стремится.
и п

Так как вместе с тем оно для всех номеров не превосходит поло­
вины, в силу теоремы ряд (3.40) сходится.

§ 7. Признак сходимости Коши

Сравнение рядов с прогрессиями приводит еще и к дру­
гому признаку сходимости, принадлежащему Коши.

Т е о р е м а  (признак сходимости Коши). Если для ряда
и\ +  +  . • • +  и , + . .  - (3-41)

с положительными членами, начиная с некоторого номера п0,
корень Y и„ не будет превосходить некоторого числа q > \ ,  
т. е. если

У йп <  q <  1 (я ^  л0), (3.42)

то ряд (3.41) сходится.
Если, с другой стороны, для ряда (3.41), начиная

с некоторого номера п0, корень y f ип будет не меньше 
единицы:

i гип ^  1 ( л > л 0),

то ряд (3.41) расходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ограничимся рассмотрением 

ряда
ип, +  ыч,-н  + • • •  (3.43)

Из (3.42) мы в первой части теоремы имеем
un. ^ q n\  ыл, + 1 < ^ ' + | ..........

т. е. члены ряда (3.41) меньше соответствующих членов 
геометрической прогрессии

qn‘. qn,+i..........
которая ввиду того, что q <  1, сходится. Нам остается, 
как и при доказательстве признака сходимости Далам-
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бера, сослаться на возможность отбрасывания конечного 
числа членов ряда и на первый признак сравнения. 

Случай расходимости разбирается аналогично.
Подобно признаку сходимости Даламбера признак схо­

димости Коши имеет следствие в предельной форме: если 
для ряда (3.41)

lim У un = q,
П — CQ

то при <7<1 этот ряд сходится, а при q > l — расхо­
дится.

П р и м е р .  Рассмотрим ряд

1+( т ) , + ( т ) '+ -  + ( - Й т ) " + -
Для этого ряда

+ 2 
2л+1 2 < h

и поэтому он сходится.

§ 8. Чувствительность признаков сходимости 
Даламбера и Коши

Мы видели примеры весьма медленно сходящихся и 
весьма медаенно расходящихся рядов. В их число про­
грессии не входят: если в прогрессии знаменатель меньше 
единицы, то прогрессия довольно быстро сходится. С дру­
гой стороны, если знаменатель прогрессии не меньше еди­
ницы, то прогрессия расходится весьма быстро: частичные 
ее суммы, начиная с некоторого места, растут во всяком 
случае не медленнее, чем линейная функция.

В связи со сказанным едва ли можно надеяться, что 
основанные, по существу, только на свойствах прогрес­
сий признаки сходимости Даламбера и Кошн окажутся 
особенно чувствительными.

Действительно, рассмотрим снова гармонический ряд

и ряд «обратных квадратов»

I t  +  jji + • • • +  я* +  ...
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Расходимость первого и сходимость второго из этих рядов уже уста­
навливались нами дважды и в том числе при помощи интегрального 
п р и з н а к а  Маклорена — Коши. Посмотрим, как работают применительно 
к этим рядам признаки Даламбера и Коши.

Признак Даламбера в каждом из этих случаев дает нам

и

lim
п—00

«л+ 1 — lim п 1
ип п — со п+ 1

lim ■
п-*оо

“ л+1 - 1 jfp п2 ,
“ л п —со (« + 1 )‘ ’

г. е. не приводит к определенному ответу.
Признак Коши для гармонического ряда дает

lim In y ru„=  lim — In — =  — lim ■*" П-= 0,
П-* 00 n~* 00 Л П n — co n

откуда
lim 1'u^vml.

n— CO
Вместе с тем и для ряда «обратных квадратов»

lim In =  lim — In — «= — lim 2 = 0 ,
П — СО п  —  СО Я  п п — 00 Л

так что и в этом случае
lim УйГ„ =  1.

п — СО
Таким образом, даже столь резко отличающееся друг от друга 

поведение этих двух рядов неразличимо для признаков Даламбера 
и Коши.

При этом все-таки признак Коши несколько чувстви­
тельнее, чем признак Даламбера. Это можно усмотреть 
из следующего параграфа.

П р и м е р .  Рассмотрим ряд
I 1 I 1
2 +  у  +  2» +  з« + • • • +  2л 3*н

В этом ряде

и

Здесь, очевидно,

•*Я+|

-gj- при четном л,3"

2"
при нечетном л.

т

т

при четном л,

при нечетном л.
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Таким образом, отношение — —  все время «перескакивает* через еди-ипниш. и признак Даламбера здесь неприменим.
Вместе с тем признак Коши дает нам

S '* -
1/ 5

I
-д при четном л,

\ Г Г  I
I /  2 -̂ =  у  при нечетном л 

и тем самым указывает на сходимость ряда.
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ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЕ РЯДЫ

§ 1. Абсолютная сходимость и условная сходимость
Знакопеременным рядом называется ряд, членами кото­

рого являются вещественные числа произвольного знака 1). 
Пусть

«i + Hj + . •.+«« + ••• (4.1)
— некоторый знакопеременный ряд. Некоторую информа­
цию об этом ряде можно получить, рассматривая ряд

|и,1 +  1«.1 + — + 1 « . 1  +  —  . (4 -2)
членами которого являются абсолютные величины (модули) 
членов знакопеременного ряда (4.1). Этот составленный 
из модулей ряд является, очевидно, рядом с положитель­
ными членами и потому его можно изучать на основании 
приемов, изложенных выше. Между сходимостью ряда (4.1) 
и сходимостью ряда (4.2) существует известная связь.

О п р е д е л е н и е .  Знакопеременный ряд (а также ряд 
с комплексными членами) называется абсолютно сходя- 
щимся, если сходится ряд, составленный из модулей 
его членов.

Абсолютно сходящиеся ряды во многих отношениях 
напоминают ряды с положительными членами.

О п р е д е л е н и е .  Знакопеременный ряд (а также ряд 
с комплексными членами) называется условно сходящимся, 
если он сходится, но не сходится абсолютно* *).

Для условно сходящихся рядов некоторые привычные 
законы арифметики не имеют места.

*) Иногда знакопеременными рядами называются такие ряды, 
в которых любые два соседних члена имеют различные знаки. Далее 
мы будем употреблять термин «знакопеременный ряд» в указанном 
выше более общем смысле и называть ряды, в которых члены попе­
ременно положительны и отрицательны, знакочередующимися рядами 
(см. § 6).

*) Иногда такие ряды называются неабсо.иотно сходящимися или 
пол у с ходящим ися,
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§ 2. Абсолютная сходимость и расходимость

Т е о р е м а  1. Всякий абсолютно сходящийся ряд схо­
дится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

«1 М-и,+  (4.3)
— некоторый знакопеременный ряд, который абсолютно 
сходится, ^го означает, что сходится ряд

| « » | +  И.1 +  - . . + ! « ■ !  +  . . .  (4.4)
Тогда по теореме об умножении ряда на число (см. § 8 
главы 2) сходится и ряд

2! «1 ! +  21 иг [ + . . . + 2

Но очевидно, что при любом п
0^=«ч +  |«я | 5 = 2 |  м„

Следовательно, по первому признаку сравнения рядов 
(см. § 2 главы 3) сходится и ряд

(Mi + |ttil) +  («i + |e j|)+ ...+ (“/. + l«e|) +  ... (4-5)
Но тогда по теореме о вычитании рядов (см. § 8 главы 2) 
сходится и ряд, членами которого являются разности 
соответствующих членов рядов (4.5) и (4.4), т. е. ряд (4.3).

Доказанная теорема остается в силе и в том случае, 
когда члены ряда (4.3) являются комплексными числами. 

Действительно, положим
un = vn +  iwn.

Тогда должно быть
I Цц I *= У +  rcfl i s  i ря !.
! ы « 1 = У ^ + и Д ^ ;  “'«I-

Из сходимости ряда (4.4) следует поэтому сходимость 
обоих рядов

0| +  0 | +  *-*+0я+»**.
0’1 +  Ш2 +  . . .  +  И’п + . . .

и тем самым сходимость ряда
(i>i +  iwv) +  (и, +  iwt) + . . .  +  (уя +  iu>n) +  • • •» 

т. е. ряда (4.3).
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Т е о р е м а  2. Если
и\ +  +  +  +

— абсолютно сходящийся ряд с суммой s, а сумма ряда 
ui +  иг + • • • +  и„ ! +  . . .  (4.7)

равна S, то
'  | f | 3 S S .  (4-8)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы имеем для п-й частичной 
суммы s„ ряда (4.6)

| s „ | < | u ,  | +  |ы2 1 +  . . .  +  | ил |.
Переходя в этом неравенстве к пределу по п при п-*- оо, 
мы получаем (4.8).

С л е д с т в и е .  Если п-й остаток абсолютно сходяще­
гося ряда (4.6) есть гп, а п-й остаток ряда (4.7) есть R„, 
то

| гп | < Я „ .
Примеры.
1. Ряд

Т Г ~ У  +  ¥ — £ - + • • • + < -  "”*■ i + -
сходится абсолютно, потому что сходится ряд «обратных квадратов»

-[Г + -2 Г +  з Г + -  +  * Г + -
Стедовательно, по доказанной теореме ряд сходится. 

2. Ряд
sin а  , sin 2 а  , , sin па. ,

1* +  2s пз +  — (4-9)

является знакопеременным. Составим ряд из абсолютных величин 
членов нашего ряда

+  . ..  (4.10)

Члены последнего ряда не превосходят соответствующих членов ряда 
«обратных квадратов». Но ряд «обратных квадратов» сходится; поэтому 
сходится и ряд (4.10). Это значит, что ряд (4.9) сходится абсолютно 
и тем самым сходится.

. . . +
sin па 

л»

С другой стороны, существуют знакопеременные схо­
дящиеся ряды, которые не сходятся абсолютно.

П р и м е р .  Рассмотрим ряд

‘ - T + - T - т + - + < -  '> " " ? + • • • (4.11)



»21 АБСОЛЮТНАЯ СХОДИМОСТЬ И РАСХОДИМОСТЬ 75

Модули членов этого ряда составляют гармонический ряд, кото­
рый расходится (см. § 2 главы 3). Следовательно, ряд (3.11) не 
является абсолютным сходящимся.

Убедимся в том, что он все-таки сходится. Пусть s„ — я-я ча­
стичная сумма ряда (4.11). Мы имеем

$2* =  1 —

Сравнение ряда

1-2 ' 3 - 4

1 I
2k — I 2k =

1-2 ^ 3 -4

• * +  (2* — 1) 2А (4.12)

с рядом «обратных квадратов» указывает на его сходимость. Пусть
lim sik — s. (4.13)

к —со
Далее,

*!*+!

Ряд

1, | _ L  +  J _ . . . _ _ L  +
2 ^ 3  2k ^  2 k + l

_(±_±
\  2 3 +  •

1 1
2k

- ( г .

2 -3  ~  4 • 5 +  . . . +
1

2k(2k -(-1)

2k+  1

♦ И г ¥ ••• + 2*(2*+1))’

(4.14)

также сходится (чтобы в этом убедиться, достаточно сравнить и его 
с рядом «обратных квадратов» или с рядом (4.12)). Пусть его сумма 
равна s'

lim s,t+, =  1— s'. (4,15)
к -»<*>

Но сумма ряда, составленного из сумм членов рядов (4.12) 
и (4.14),

Г Т  +  О "  +  3 "Т  +  •"  +  л ( я + 1)+  "* *

как было установлено в § 8 главы 2, равна 1. Следовательно, по тео­
реме о сложении рядов (теорема 4 § 8 главы 2) s-(-s' =  l, т. е. 1 — 
— s' =  s. Значит, (4.15) можно переписать как

lim s,*+1 =  s. 
к —со

Вместе с (4.13) это дает нам
lim sn =  s,

п — СО
а тгм самым сходимость ряда (4.11).
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§ 3. Возможность переставлять члены 
в абсолютно сходящихся рядах

Т е о р е м а .  Если в абсолютно сходящемся ряде произ­
вольным образом переставить члены, то полученный ряд 
также будет абсолютно сходиться, а сумма его будет 
равна сумме исходного ряда.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

“i +  “« +  . • • + “* +  ■•• (4.16)
— абсолютно сходящийся ряд с суммой s, а

+  +  +  (4-17)
— ряд, полученный из (4.16) произвольной перестановкой 
его членов. Абсолютная сходимость (4.16) означает сходи­
мость ряда

l « i i +  иг I + • • • + !  ип !+■• • (4-18)
Обозначим сумму этого ряда через S . Но по теореме Ди­
рихле (см. теорему 3 § 8 главы 2) ни сходимость ряда
(4.18), ни его сумма не изменяются от перестановки чле­
нов ряда. В частности, должен сходиться и иметь сумму S 
ряд

Ы  +  1«Ь| +  . . . + | о « !  +  . . .  (4-19)
Тем самым ряд (4.17) сходится абсолютно и поэтому схо­
дится. Обозначим его сумму через s*.

Составим теперь ряд

О ui \ ~\~ui) +  ( иг I +  ut) +  • • • +  (I и„ ( +  ип) +  . . .  (4.20)
По теореме о сложении рядов (теорема 4 § 8 главы 2) 
этот ряд сходится и сумма его равна S  ■+■ s.

Заметим теперь, что
|«я ! +  И я ^ 0 ,

т. е. что члены ряда (4.20) неотрицательны. Переставим 
члены этого ряда так же, как переставлялись члены ряда
(4.16). Мы получим ряд

(I ®к 1 +  ®») +  (| q j +  *^)+  . . . + ( !  о , | +  г * ) + . . .  (4.21)
Ввиду неотрицательности членов ряда (4.20), к нему 

также применима теорема Дирихле, согласно которой ряд
(4.21) сходится, и его сумма равна S - f s .  С другой сто­
роны, ряд (4.21) является суммой сходящихся рядов (4.19)
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п (4.17). Поэтому по теореме о сложении рядов его сумма 
равна S - f s * .  Таким образом, S +  s =  S +  s*, откуда сле­
дует, что s = s * .

Если ряд (4.16) имеет комплексные члены, то доказа­
тельство достаточно слегка модифицировать.

§ 4. Условно сходящиеся знакопеременные ряды

Установим два важных свойства условно сходящихся 
рядов.

Т е о р е м а  1. Пусть
М1 +  Пг +  --.  +  «(! +  ••• (4.22)

— условно сходящийся знакопеременный ряд,
+  +  - • • +  v„ +  . . .  (4-23)

— ряд, составленный из положительных членов ряда (4.22), а 
ш, +  ауг +  . . .  + + . . .  (4.24)

— ряд, составленный из абсолютных величин отрицатель­
ных членов ряда (4.22).

Тогда оба ряда (4.23) и (4.24) расходятся.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что схо­

дятся оба ряда (4.23) и (4.24). Заменим в ряде (4.22) все 
отрицательные члены нулями. Мы получим ряд (4.23), 
«разбавленный» нулями, который ввиду теоремы 5 
§ 8 главы 2 должен сходиться. Заменим, далее, в ряде
(4.22) нулями все положительные члены, а у отрицатель­
ных изменим знаки. В результате получится «разбавлен­
ный нулями» ряд (4.24), сходящийся в силу тех же при­
чин. Сумма двух построенных «разбавленных» рядов есть, 
очевидно, ряд модулей членов ряда (4.22), который тем 
самым по теореме о сложении рядов должен сходиться. 
Последнее же противоречит условию теоремы. Значит, оба 
ряда (4.23) и (4.24) одновременно сходиться не могут.

Предположим теперь, что сходится один из рядов (4.23) 
или (4.24), скажем, для определенности ряд (4.23), а ряд
(4.24) расходится. Разбавим ряд (4.23), как это мы только 
что делали, нулями и вычтем полученный сходящийся 
ряд из (4.22), изменив у оставшихся членов знаки. Отбро­
сив соответствующие нули, мы придем к ряду (4.24). По 
теореме о вычитании рядов он должен сходиться, а это
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противоречит только что сделанному предположению. Зна­
чит, ни один из рядов (4.23) и (4.24) сходиться не может.

Т е о р е м а  2 (Римана). Пусть знакопеременный ряд
ы1 +  ы2 +  . . .  +  ия+ . . .  (4-25)

сходится условно. Тогда, каково бы ни было число s, можно 
надлежащей перестановкой членов ряда (4.25) получить 
условно сходящийся ряд

и1 +  у2-К - >"Ьи" +  •••* (4-26)

сумма которого будет равна s.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем выписывать подряд поло­

жительные члены ряда (4.25), пока их сумма не превзой­
дет s (может случиться, что таких членов не придется 
брать вовсе):

W1 + vt 4* • • • + P*-l +  Vk >  s
(ряд, составленный из положительных членов ряда (4.25), 
согласно предыдущей теореме, расходится, так что мы 
можем набрать сколь угодно большую сумму). Затем будем 
приписывать к имеющейся сумме отрицательные члены, 
пока новая сумма не опустится ниже s:

1̂ +  • • • +  Vk +  fft+1 +  • • • +  U*+/-1 ^ s,
^1 +  • • • + V* + Vt+ 1 +  •.. +  0JH-/-1 +  Vk+t •< s

(расходимость ряда отрицательных членов (4.26) обеспе­
чивает нам такую возможность). Далее будем повторять 
этот процесс приписывания к сумме новых групп поло­
жительных и отрицательных членов, каждый раз мини­
мально переходя через s. После каждого перехода частич­
ная сумма ряда (4.26) будет по построению отличаться ots 
менее чем на абсолютную величину члена, последнего из 
приписанных в этом или в предыдущем переходах. Но по 
необходимому признаку сходимости ряда (§ 6 главы 2) 
эта абсолютная величина стремится к нулю. Следовательно, 
последовательность частичных сумм ряда (4.26) имеет пре­
делом s, а это и означает требуемое.

Доказанная теорема подчеркивает нетрнвиальность тео­
ремы о возможности неограниченной перестановки членов 
в абсолютно сходящихся рядах, установленной в преды­



дущем параграфе. Заметим вместе с тем, что любые пере­
становки конечного числа членов допускаются в любых 
рядах; они не сказываются ни на сходимости рядов, ни 
на величине их суммы.

§ 5. Умножение абсолютно сходящихся рядов

Абсолютно сходящиеся ряды можно перемножать. 
Т е о р е м а .  Пусть даны два абсолютно сходящихся 

ряда: ряд
ui +  H2 +  . . . - f -un-| - . . .  (4-27)

с частичными суммами sn и суммой s и ряд

У1 +  р* + . . . + » » + • . .  (4.28)

с частичными суммами /„ и суммой t.
Тогда ряд, членами которого являются все произведения 

любого члена первого ряда на любой ч.ген второго, также 
сходится абсолютно и сумма его равна произведению st.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем выписывать произведе­
ния що/ по определенной системе:
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“, и, и1 иг и, из
+ u.lv1 + uivt + ulvt +
+  «зО, +  ч3ог +  Ujt's +  utv3 +  «,0, +

и2°, U2U3
U3V, из°г из°з

(4.29)

(стоящие в каждой строке слагае­
мые соответствуют последователь-

U4 U,

Рис. 1.
ным «окаймлениям» квадратов на
рис. 1). В первой строке здесь выписан один член, во 
второй —три члена, в третьей —5 и т. д. Очевидно, час­
тичная сумма гп• этого ряда состоит из пг слагаемых, 
составляющих на рис. 1 квадрат. Ясно, что пока мы не 
доказали абсолютной сходимости ряда (4.29), наши рас­
суждения относятся не к любому ряду, члены которого 
являются произведениями членов рядов (4.27) и (4.28), а 
лишь к конкретному ряду (4.29).

Мы видим, что r„,=sntn. При переходе к пределу 
при п-*-оо правая часть этого равенства стремится по
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условию к st. Следовательно, и

lim rnt = st.
п —со

К сожалению,
Г|1, Г2«, . . . ,  rnI, . . .

составляют лишь частичную последовательность частичных 
сумм ряда-произведения (4.29). Поэтому из полученного 
предельного соотношения еще не следует нужного нам

lim г„ =  st.
Л -♦00

Для получения этого результата нам придется еще пока­
зать, что для достаточно больших квадратов любые суммы 
чисел, стоящих в окаймлениях этих квадратов, сколь 
угодно малы.

Пусть теперь к — некоторое натуральное число, а п2 — 
ближайший к нему снизу квадрат. Положим

г к  —  Г п ‘  +  <7*я.
где Якп — сумма некоторого количества членов ряда (4.29), 
стоящих в окаймлении «-го квадрата, т. е. в (л - f  1)-й 
строке выражения (4.29).

Абсолютная сходимость рядов (4.27) и (4.28) означает 
сходимость рядов

1 Wj + w21+ ... + 1 ы„ | +  . .. (4.30)
и

I ; +  i vt ! + . . . +  'v„ I +  . . .  (4-31)

Пусть S и Т — соответственно суммы этих рядов.
Ясно, что

С/*я I <  | Un+lVi | + 1 u„n vJ I +  . . .  +  I Un+1 vn+11 +
+ \unVn, 1\ + \ulVnn\ =

— I u»n I (I »1 ! +  •• - +  l I) + 1 v„n  1(1 «„I +  . . .  + |t t j  D <
= :  ил+1 1T 4 - 1 i>„n  | S .

Из сходимости рядов (4.30) и (4.31) следует, что 
lim | «я+11 =  lim |v„+1| =  0 ,

п 00 'I —• со

lim q« <  lim (| ы,+115 + | уя+11 Г) = О,
«-♦ 00 "  Л-*00

откуда



так что
lim rk= lim /■„,+ lim qk = s / .

к — со п — со п -оо "

Следовательно, ряд (4.29) сходится, и сумма его 
равна st.

Переходя от (4.27) и (4.28) к рядам (4.30) и (4.31) и 
повторяя применительно к ним те же рассуждения, мы 
видим, что ряд (4.29) сходится абсолютно и сумма абсо­
лютных величин его членов равна ST.

Нам остается заметить, что на основании теоремы 
о перестановке членов абсолютно сходящихся рядов схо­
димость интересующего нас ряда, равно как и его сумма, 
не зависит от того конкретного порядка, в каком мы 
выписывали его члены.

В частности, иногда бывает удобно (см., например, 
§ 4 главы 7) объединять произведения членов перемножае­
мых рядов в группы с постоянными суммами индексов:

«оуо +  ( W i  +  w , f 0) +  (иоиг +  « А  +  u2v0) + . . .

Такая схема перечисления членов произведения рядов 
иногда называется их перемножением «по Коши».
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§ 6. Признак сходимости Лейбница

О п р е д е л е н и е .  Знакопеременный ряд называется 
знакочередующимся, если соседние его члены имеют раз­
личные знаки.

Примерами знакочередующихся рядов могут служить 
геометрические прогрессии с отрицательными знамена­
телями.

Для знакочередующихся рядов имеется достаточно 
общий, чувствительный и практичный признак сходимости, 
принадлежащий Лейбницу.

Т е о р е м а  (признак сходимости Лейбница). Если абсо­
лютные величины членов знакочередующего ряда

«! -  иг +  м, - . . .  +  (— 1)"+1 и„ 4 - . . .  (4.32)

образуют монотонно невозрастающую последовательность, 
стремящуюся к нулю, т. е. если

Hi • ..  §£ «* i s  • • • (4.33)
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l i mu„ =  0, (4 34)
л-*оо

то ряд (4.32) сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы имеем для любого « =

=  1, 2, . . .
S2/i = И |  — Ы2 +  « з  — ы4 +  • • • +  « 2 л 1  — « 2 П- 2

или, объединяя члены в группы (сумма s2„ содержит 
только конечное число слагаемых, и потому основные 
законы действий справедливы здесь без каких-либо огра­
ничений),

S2n ~  Hj — (ll2 — Ы3) (U4  М5) . . .  (W jn-j U2n- i )  U2n.

На основании невозрастания последовательности абсолют­
ных величин членов ряда во всех скобках стоят неотри­
цательные числа. Следовательно,

S2n <  Wj .
Поэтому частичные суммы ряда (4.32) с четными номерами 
составляют ограниченную последовательность.

С другой стороны, в силу той же монотонности

s 2«+2 — s 2л =  ($2Л+2 — S2 n+l) +  (5 2ЛЧ — S2n) —  —  П2 я + 2  +  й 2лц  S  О,

и поэтому последовательность частичных сумм с четными 
номерами является неубывающей. Следовательно, эта по­
следовательность имеет предел

Далее, 

так что

lim s2n =  s < « x.п — со

52я+1 — 52я +  М2Я+1.

lim s2„+1=  lim s2„ +  lim u2nH.
n~* 00  n — oo n-*co

(4.35)

Оба предела справа существуют, причем второй из них 
по условию равен нулю. Следовательно, существует и 
предел слева, и для него

lim  s2n-t-i — s.
п  —*  СО

Вместе с (4.35) это дает нам
lim sn =s,
п~* 00

что и требовалось.
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С л е д с т в и е .  Для знакочередующегося ряда их — и2-\-... 
. . .  dt и„ q r . . . ,  удовлетворяющего признаку сходимости 
Лейбница, остаток Rn можно сверху оценить по абсолют- 
ной величине:

1^в I =§ I Мд+11.

В самом деле, остаток Rn можно рассматривать как 
сумму ряда

—  —  Un+1 _j_ U п -2 i -  U , - f -  • • • t

которая, как следует из доказанной теоремы, не превос­
ходит по абсолютной величине своего первого члена, кото­
рым в данном случае является ип¥Х.

П р и м е р .  В применении к ряду

1 Т  +  Т - Т +

признак Лейбница дает

lim ип =  lim ( ± — ) = 0 ,
Л — 00 л —  00 \ п  /

что означает сходимость ряда. (Непосредственными выкладками эта 
сходимость была установлена в § 2.)

Мы видим, что признак сходимости Лейбница является 
довольно широким по применимости, весьма практичным 
и идеально чувствительным. Это не противоречит сказан­
ному в конце § 5 главы 3: условная сходимость знако­
чередующегося ряда является «в среднем», если можно 
так выразиться, более широким фактом, чем сходимость 
ряда с положительными членами; поэтому и распознать 
ее оказывается в каком-то смысле легче.

Заметим, наконец, что признак Лейбница является не 
только достаточным, но и необходимым признаком сходи­
мости для знакочередующихся рядов с монотонно убываю­
щими членами: если lim ип ФО, то на основании необхо-

л-*оо
димого признака сходимости из § б главы 2 ряд

«1 — «г +  «з —Ы4 +  - Мл +  ...

сходиться не может.
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§ 7. Существенность условий 
признака сходимости Лейбница

Обратим внимание на то, что в признаке сходимости 
Лейбница указываются три условия, которым должен 
удовлетворять ряд: знакочередуемость членов ряда, 
а также монотонность и сходимость к нулю их абсолют­
ных величин. Убедимся в том, что каждое из этих трех 
условий является существенным.

Во-первых, в признаке сходимости Лейбница нельзя 
отбросить условие знакочередуемости. Можно построить 
примеры рядов, у которых последовательность абсолют­
ных величин членов монотонно стремится к нулю, но 
которые расходятся из-за того, что знаки членов ряда не 
чередуются, а распределены более сложно.

П р и м е р .  В ряде

1
1

+  1  +  1  
+  3 +  3

1
4 (4.36)

абсолютные величины членов не возрастают и стремятся к нулю. 
Однако все частичные суммы вида

J 1 ПРИ нечетном п, 
2 — \  0 при четном п.

а остальные частичные суммы принимают промежуточные значения. 
Очевидно, такая последовательность частичных сумм предела не имеет, 
и потому ряд (4.36) расходится.

Во-вторых, для сходимости знакочередующегося ряда 
важно условие (4.33). Существуют расходящиеся ряды, 
для которых выполняются все условия теоремы Лейбница, 
кроме (4.33).

П р и м е р .  Ряд

1 —

знакочередующийся, и для него выполняется условие (4.34), но не 
условие (4.33). Этот ряд расходится. В самом деле, если бы он схо­
дился, то сходился бы по ассоциативному закону (см. теорему 1 § 8 
главы 2) и ряд

f )+  ~ а )  +
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Т. «• ряд

Y  +  -J-+ —  +  S  + W + - + 1 +
Но в скобках здесь стоит гармонический ряд, который, как известно, 
расходится.

Наконец, в-третьих, существенность условия (4.34) 
вытекает из общего необходимого признака сходимости 
рядов (см. § 6 главы 2).

На основании сказанного применение признака Лейб­
ница к исследуемому на сходимость ряду должно состоять 
в проверке соблюдения для этого ряда всех трех условий 
признака.
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ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ

§ 1. Определение функционального ряда

Понятие функциональной зависимости является одним 
из важнейших в математике. Всякая функция осущест­
вляет некоторое соответствие между объектами, состав­
ляющими область задания этой функции, и объектами, 
составляющими область ее значений. Так можно рассмат­
ривать числовые функции от чисел (при этом числу-аргу­
менту ставится в соответствие число, являющееся значением 
функции); можно говорить о числовых функциях от сис­
тем чисел (то, что обычно называется функциями несколь­
ких переменных); можно говорить о вектор-функциях (т. е. 
о функциях, значениями которых являются векторы) и т. д. 
Близкими к вектор-функциям являются такие функции, 
которые ставят в соответствие числам — ряды. Эти функ­
ции называются функциональными рядами.

Так как задание ряда состоит в задании каждого его 
члена, а член ряда есть число, задание функционального 
ряда от некоторой переменной х состоит в задании ряда 
функций от этой переменной, являющихся членами функ­
ционального ряда. Таким образом, мы приходим к сле­
дующему определению.

О п р е д е л е н и е .  Выражение
«1 (* ) + « * ( * ) 4 - . . .  + М * ) +  ••• (5.1)

называется функциональным рядом относительно перемен­
ной х.

Если переменная х может принимать только вещест­
венные значения, а параметры функций, являющихся чле­
нами ряда (5.1), также все вещественные, то ряд (5.1) 
называется вещественным рядом.

Если же значения переменной х, равно как и пара­
метры функций ип(х), могут быть не только веществен­
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ными, но и комплексными, то ряд (5.1) называется ком­
плексным рядом.

Примеры.
1. Если х принимает только вещественные значения, то ряд

является вещественным рядом относительно переменной х.
2. Этот же ряд можно рассматривать как комплексный ряд отно­

сительно переменной г:

если г есть комплексная переменная.

Говоря в данной главе об общих функциональных 
рядах, мы будем каждый раз иметь в виду только веще­
ственные ряды. Некоторые вопросы, касающиеся комплекс­
ных рядов, будут затронуты в следующей главе.

Каждый из членов функционального ряда может быть, 
в частности, и постоянной. В этом случае функциональ­
ный ряд превращается в числовой. Таким образом, число­
вой ряд является частным случаем функционального.

§ 2. Область сходимости функционального ряда

Придавая в выражении (5.1) переменной х некоторые 
значения дг0, xt и т. д., мы будем получать те или иные 
числовые ряды

“i(*») +  « i(* e )+  ••• + « ■ ( * ) +  •••• ,5 2 ч
“i (*i) +  «я (*i) + • • • + “* (*i) +  • • •

и т. д.
В зависимости от значения, принимаемого перемен­

ной х, числовой ряд (5.2) может оказаться сходящимся 
или расходящимся.

О п р е д е л е н и е .  Совокупность всех значений пере­
менной х, для которых ряд (5.2) сходится, называется 
областью сходимости функционального ряда (5.1).

Если значение х0 переменной х принадлежит области 
сходимости функционального ряда

«1 (*) +  (*) +  ••• + « . ( * ) +  ••••



№ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ |ГЛ 5

то можно говорить о сумме этого функционального ряда 
в точке х = х0:

«1 (*о) +  «2 (*«)+ ••• + и „  (*„)+ ••• =  s (дг0).

Таким образом, значение суммы функционального ряда 
зависит от значения х0 переменной х, т. е. сумма функ­
ционального ряда сама является функцией переменной х. 
Это и отражено в обозначении s(x0). Подчеркнем, что 
областью задания суммы функционального ряда является 
область сходимости этого ряда.

Сумма функционального ряда, понимаемая как функ­
ция, в принципе ничем не отличается от функций, полу­
чаемых каким-нибудь другим путем. В частности, можно 
ставить и решать вопросы о ее непрерывности, дифферен­
цируемости, интегрируемости и т. д. Можно интересоваться 
также тем, какие функции можно получать в виде сумм 
функциональных рядов и как находить ряды, у которых 
суммами были бы заданные функции. Изучение этих и 
подобных вопросов и составляет содержание почти всей 
оставшейся части курса.

П р и м е р ы .
1. Ряд

X , Xs , , Xя ,
-2 +  25 +  . . .  - f  g j - +  . ..  (5 3)

при каждом х представляет собой геометрическую прогрессию со зна­
менателем дс/2. Условие сходимости этого ряда состоит в том, чтобы 
| лг/21 <  1. Таким образом, область сходимости ряда (5.3) состоит из 
всех тех значений переменной х, для которых | х | <  2.

2. Ряд

ТГ +  ^ +  " + ^  + ” •»

как было установлено в § 2 главы 2, сходится при х >  I и расходится 
при 1. Следовательно, область сходимости этого ряда состоит из 
всех значений х, для которых х >  1, или, короче, область сходимости 
этого ряда описывается неравенством х >  1.

3. Члены функционального ряда

Т+Х*  +  Т+Х*  +  ” • +  л« +  х« +  •"  <5-4>

при любом х меньше соответствующих членов ряда «обратных квад­
ратов»
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Так как последний ряд сходится, должен сходиться и ряд (5.4) при 
любом х. Таким образом, областью сходимости ряда (5.4) является 
множество всех вещественных чисел.

4. В ряде
• . х  х» х п

О! +  11 + ' 2 Г +  ••• + ^ j - +  . ..  (5.5)

при любом х=Хо отношение последующего члена к предыдущему равно

■ ха *
(я +  1)! ’ я! я+1

и, очевидно, при возрастании я стремится к нулю. Стедовательно, 
согласно признаку сходимости Даламбера ряд

при любом Хо является сходящимся Таким образом, область сходимос­
ти функционального ряда (5.5) состоит из всех вещественных чисел.

5. Функциональный ряд
0 !+ х 1 !+ д * 2 !+  . ..  +  х"л! +  ...

при любом значении х Ф 0 расходится (это проверяется без труда 
при помощи признака Даламбера). Следовательно, область сходи­
мости этого ряда исчерпывается числом 0.

6. Рассмотрим ряд

2 +  sin х З + s in  х я + 1  -(-sin х
Так как sin х <  1, члены этого ряда не меньше соответствующих 
членов гармонического ряда, начиная с третьего:

+  л +
который расходится. Следовательно, ряд (5.6) не сходится ни при 
каком значении х. Можно сказать, что область сходимости этого ряда 
пуста.

§ 3. Сходимость последовательности функций. 
Основные определения

Сейчас нам придется вспомнить некоторые факты, касаю­
щиеся сходимости последовательности функций. 

О п р е д е л е н и е .  Последовательность функций
«I (*). s, (х).........s„ (х), . . .

сходится к предельной функции s (х) в точке х,„ если 
lim $„(*„) = s ( x 0),
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т. е. если для каждого е > 0  найдется такое п0, что при 
п > п 0

I s„ (xQ) -  s (х0) I <  г.
О п р е д е л е н и е .  Последовательность функций 

М *). h(x) .........s„(x), . . .

сходится к предельной функции s(x) в некоторой области 
(например, в сегменте [а, Ь] или в интервале (а, Ь)), если 
для каждого х0 нз этой области

lim s„(Af0) =  s(jf0),
Л -♦ 00

т. е. если для каждого е >  0 и .v0 нз нашей области най­
дется такое п0, что при п >  п0

\sn(x0) - s ( x u) \ < e .
Заметим, что в этом определении п0 находится по 

каждому х0 из нашей области, т. е., вообще говоря, зави­
сит от х„. Несколько иной факт описывается в следующем 
определении.

О п р е д е л е н и е .  Последовательность функций
%(*). Sj(x).........sn(x), . . .  (5.7)

сходится к предельной функции s (х) равномерно в неко­
торой данной области, если для каждого е ; > 0  суще­
ствует такое пи, что при п >  п0 и при любом х0 нз области

|s„ (Х0) -  s (х0) I <  е.

Подчеркнем, что, в отличие от предыдущего опреде­
ления, здесь утверждается существование п0, в равной 
мере «обслуживающего» все значения х0.

Различие между описанными видами сходимости после­
довательностей функций можно наглядно представить себе 
геометрически.

Рассмотрим графики двух функций f (х) и g(x), задан­
ных на некотором промежутке с концами а и & (рис. 2). 
Ясно, что эти графики могут располагаться «близко» или 
«далеко» друг от друга. Однако если расстояние между 
точками на координатной плоскости понимается вполне 
определенным образом, то расстояние между графиками 
функций нуждается в специальном определении. Оказы­
вается, что этому расстоянию можно дать несколько раз­
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личных определений и каждое из них по-своему будет 
разумным.

Если функции последовательности
М * ). %(*).........sn(x), . . .  (5.8)

приближаются к функции s (х) в смысле некоторого опре­
деления расстояния, то можно говорить, что имеет место 
сходимость последовательности (5.8) к функции s (х) 
в смысле этого расстояния.

Например, можно фиксировать некоторую точку х0, 
расположенную между а и Ь, и под расстоянием между 
графиками функций (и тем самым между самими функ­
циями) f(x) и g(x) понимать

1 /(* •)-$ (* > )!•  (5-9)
Здесь близость функций 
различию в точке х0.

и их графиков оценивается по их

Сходимость последовательности (5.8) к предельной функ­
ции s(x) в точке дг„ означает, что графики функций (5.8) 
над точкой дг0 приближаются к графику функции s(x) 
(рис. 3). Это значит в свою очередь, что расстояние между 
функцией sn(x) и предельной функцией s(x) в смысле 
выражения (5.9) по мере роста п стремится к нулю:

lim | s„ (дс) — s (х) | =  0. (5.10)
П —  00

Таким образом, «сходимость в точке х0* соответствует 
расстоянию, определяемому выражением (5.9).

Область сходимости последовательности (5.8) к функ­
ции s (х) будет состоять из всех тех х0, для которых выпол­
няется равенство (5.10), т. е. для тех абсцисс, для которых
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графики функций из последовательности неограниченно 
приближаются к графику функции s(x).

Вместе с тем расстояние между функциями f (х) и g(x) 
можно описывать не выражением (5.9), а иначе. Например, 
за расстояние между функциями можно принимать макси­
мальную разность между соответствующими значениями 
функций

m a x | / ( x ) - g ( x ) i  (5.11)

(рис. 4). В тех случаях, когда написанный максимум не 
достигается, вместо него следует рассматривать точную 
верхнюю границу значений | /  (х) — g(x) j. (Напомним, что

точной верхней границей будет в 
этом случае число, которое не мень­
ше каждого из модулей разностей 
и к которому значения этих моду­
лей разностей подходят сколь угод­
но близко.)

Приближение в смысле так оп­
ределенного расстояния функций 
из последовательности (5.8) к функ­
ции s(jc) означает, что

lim max | s„ (х) — s (х) | =  О,
Л -*00 х  л

N-/7 V

Рис. 4.

т. е. каково бы ни было е > 0 ,  начиная с некоторого п 
будет

max | s„ (дс) — s (х) | <  с.

Иными словами, каково бы ни было е > 0 ,  начиная с не­
которого п, при любом х будет

I (*) — *(■*)!<*•
Это и было выше определено как равномерная сходимость 
последовательности (5.8) к функции s (дс) на промежутке 
от а до Ь.

При рассмотрении сходимости последовательности функ­
ций sn(x) к предельной функции s (дг) можно говорить 
о точности, с которой функции последовательности описы­
вают предельную функцию, или, что то же самое, — 
о погрешности при таком описании. В условиях равно­
мерной сходимости точность такого описания не зависит

ч
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от значения аргумента (в пределах области равномерной 
сходимости), а в качестве погрешности можно брать макси­
мальную погрешность (по этой области). Тогда с ростом 
номера функции погрешность будет стремиться к нулю.

Геометрически равномерная сходимость означает неогра­
ниченное приближение графиков функций s„(x) к гра­
фику s(x) в местах их наибольшего взаимного удаления. 
В остальных местах графики s„ (х) будут подходить к гра­
фику 5 (х) еще теснее.

Отметим еще один полезный вариант определения рас-
стояния между функциями /  (х) у 
и g (х) на сегменте [о, Ь] — «квад­
ратичное» расстояние: ]у=Л(х)

!

\ ( f (* ) -g (x ) )2dx. ! I----— \y*f(x)
а ! И \У ‘ 9(х)111Близость функций в равно- 11

мерном смысле не связана ка- | !
ким-либо жестким образом с их 
близостью в квадратичном 
смысле. Например, на рис. 5

а
Рис. 5

Ь х

функция /(х ) ближе к функции g(x), чем к функции h (х) в 
равномерном смысле, но дальше от нее, чем от li (х) — в 
квадратичном.

Однако если на сегменте [я, Ь]
max \f(x) — g(x) | < е ,

■■ ✓  * 
то

» ь •
\ ( f ( x ) - g  (х))* dx <  е* 5 dx = е* (Ь -  а),
а о

так что функции, близкие в равномерном смысле, не могут 
быть уж очень далекими в квадратичном смысле.

З а м е ч а н и е .  Каждая функция последовательности
(5.7) может, в частности, быть постоянной. В этом слу­
чае последовательность функций превращается в числовую 
последовател ьность

Sli Sj i  • • • »  Siit • • •  (5 -1 2 )

Предположим, что эта последовательность сходится 
к пределу s. Это значит, что по каждому е >  0 найдется
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такое п0, что при п~>п0
| s „ - s | < e .

Находимое так н0 никак не зависит от какого бы то ни 
было х. Поэтому мы с полным основанием можем фор­
мально считать, что последовательность (5.12), т. е. число­
вой ряд, сходится равномерно для всех значений х.

П р и м е р .  Рассмотрим более подробно, чем это было сделано 
в § 5 главы 1, вопрос о сходимости последовательности функций

х, Xs, х».........х", ... (5.13)

Эта последовательность сходится к предельной функции s (х) =  О, 
например, в точке х = 1 /2 . Действительно,

Мы можем утверждать также, что рассматриваемая последова­
тельность функций сходится к предельной —функции s(x) =  0 для 
всех 0 < х <  1, ибо действительно, для любого Хо из [0, 1) по всякому 
е >  0 найдется такое п0, что для

хЗ <в .
Заметим, однако, что по мере приближения х0 к единице для 

каждого данного е приходится брать все большие и большие значе­
ния п„: степени по мере приближения оснований к единице убывают 
все медленнее и медленнее. Достаточно сравнить, например, последо­
вательности

0,1; 0,01; 0,001;

0,9; 0.81; 0.729;

Это наводит нас на мысль, что в данном случае по е >  0 нельзя 
найти такого п0, что при любом 0 <  Хо <  1 для п >  л* будет

*3 <  е.

Такая мысль верна. В самом деле, предположим, что по какому-то в 
(пусть для конкретности будет е =  0,1) такое п0, годное для всех х0, 
нашлось. Эго значит, что

хЗ* <0,1
для всех х0 из [0, I). Но этого не может быть, так как в действи­
тельности последнее неравенство выполняется не для всех х«, а лишь 
для тех, для которых

х,<УбП.
Следовательно, сходимость последовательности функций (5.13) 

к предельной функции s (х) =  0, хотя и имеет место для любого х 
из (0, 1), но не является равномерной сходимостью для 0 < х < 1 .
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К этому же выводу можно прийти и из геометрических сообра­
жений. Рассмотрим графики функций, составляющих последователь­
ность (5.13), и график предельной функции s ( x ) = 0  (рис. 6).

Ввиду того, что
| хп — 0 |«=х",

при х из (0, 1) будет 1. Таким 
1) расстояние между любым

точной верхней границей значений хп 
образом, определяемое выражением (5.1 
членом хп последовательности и 
функцией s (лг) будет равно 1. Зна­
чит. и предел этих расстояний бу­
дет равен 1, а не нулю, как это 
нужно было бы для равномерной 
сходимости.

По существу, (-настоящей» схо­
димостью функции в той или иной 
области является именно ее равно­
мерная сходимость в этой области.
В условиях равномерной сходи­
мости функций при переходе к 
пределу сохраняются основные свой­
ства функций, их интегралов и про­
изводных.

Почти очевидна следую­
щая теорема.

Т е о р е м а .  Если каждая из последовательностей
ций

и
Si (дг), s2 (х)......... s„ (х), , . .

U (*). к  (*)........ к  (а), - - •

функ-

(5.14)

(5.15)

сходится к своим предельным функциям s (лг) и t(x) рав­
номерно в некоторой области, то равномерно в этой же 
области будет сходиться и последовательность сумм

(% (а) +  к  (*)). («2 (а) +  к  (а))........ (s* (а) + 1„ (*)), . . .  (5.16)
и ее пределом будет функция s(x) + t(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольное е > 0  и 
найдем такие пх и гц, что для / i s g n ,

| s ( x ) - s „ ( x ) | <  (5.17)
и для л > л 2

\ t ( x ) - t „ ( x ) \ < \  (5.18)

при всех х. В силу равномерной сходимости последова­
тельностей (5.14) и (5.15) это сделать можно. Если взять п
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превосходящим как пи так и л2, то оба неравенства — 
(5.17) и (5.18) —будут выполняться.

Сложив эти неравенства, мы получим
е >  | s (х) -  s„ (х) | + 1 1 (х) -  t„ (х) | S

^  | s (х) -  sn (х) +  / (х) -  /„ (х) | —
=  |(s(x ) +  / ( x ) ) - M * )  +  M x))l

по-прежнему при всех х. Это означает равномерную схо­
димость последовательности (5.16).

Утверждение этой теоремы очевидным образом рас­
пространяется на суммы произвольного конечного числа 
слагаемых.

§ 4. Предел последовательности непрерывных функций

Т е о р е м а  1. Если последовательность непрерывных 
на сегменте [а, 6] функций

Si(x), s2(x), . . . .  s„(x), . . .
сходится на сегменте [а, Ь] к предельной функции s(x) 
равномерно, то предельная функция s(x) также непре­
рывна на этом сегменте.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Непрерывность функции s(x) 
в точке х0 (которую нам предстоит доказывать) состоит 
в том, что по любому е > » 0  можно найти такое 6, что 
из | Л | <  б следует

I s (х0 +  Л) — s (х0) | <  е
(если, разумеется, число х0 - f /i  расположено в сегменте
[ a ,  b j ) .

Мы имеем для любых х0, Л и л  
\s(x0 + h ) - s ( x 0)\ =

= \s(x0 + h ) - s n(x0 + h) + sn(x0 + h ) - s n(x0) +
+  sn (х0) -  s (х0) | =£ | s (x0 - f  ft) -  s„ (x0 +  ft) | +

+ 1 s„ (x0 - f  ft) — s„ (x0) | +  | sn (x0) -  s (x0) |. (5.19)
На основании равномерной сходимости можно взять столь 
большое л, чтобы для любого х из сегмента [а, Ь] выпол­
нялось | s (х) — s„ (х) | <  е/3. В частности, будет и

|s(*o +  b) —s„(x„ +  f t ) l <

i S" (*о) ~  s  (х о) ! <  з .
(5.20)

(5.21)



4 4| ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ НЕПРЕРЫВН ФУНКЦИЯ 97

Итак, пусть нужное п выбрано. Г1о условию функция 
sn(x) является непрерывной. Следовательно, найдется 
такое б, что при любом | Л | <  6

|М * о  +  Л ) - М * о ) 1 < | .  (5.22)

Сопоставляя (5.19), (5.20), (5.21) и (5.22)’ мы видим, что

l s (*o +  / 0 - s ( * o ) i < e-
Теорема доказана.
В случае равномерно сходящейся последовательности 

непрерывных функций можно переходить одновременно 
к пределу по аргументу и по номеру функции.

Т е о р е м а  2. Пусть последовательность непрерывных 
функций Sj(jc), s.t (x), ... в некоторой области, содержащей 
точку х0, сходится равномерно к предельной функции s (х), 
и х„-*-х0. Тогда

lim s„ (x„) = s(x0). (5.23)
П-+СО

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По предыдущему предельная 
функция s должна быть непрерывной. Возьмем произволь­
ное е > 0  и такое п', что, начиная с него,

| s (*0) - s ( x „ ) | < - J .

Кроме того, в силу равномерной сходимости функций 
найдется такое п", начиная с которого

| $ (х) — s„ (х) | <  -у при любом х0.

Тогда, если п больше, чем п' и п", то
I s W  -  «л (*<.) I =  i ® (•*<>) s  ( * п )  l +  \ s  (*„) -  s n (х„) | <

^  К , вС  у  +  -2 -  е,

что ввиду произвольности е > 0  дает (5.23).
Примеры 
1. Пусть

пх
*"(*)”  1-М2*1 '

Здесь для любого х согласно правила Лопиталя
пх lims ( * )=  lim s„(x) =  lim _ _ _ _ _  .....

n — co n —  go 1 П-.0О x n x

4  H. H. Воробьев

=  0.

(5.24)

(5.25)
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Таким образом, последовательность функций (5.24) сходится при 
любом х, и предел ее будет равен тождественному нулю, и в том
числе

lim s„ (0) =  0.
а-* оо

Эта сходимость, однако, не является равномерной. Действительно, 
полагая х„ = \/п, мы получаем

lim s„ (х„)
п-»оо

lim
п • — п

•ОО , + „2

2. Для последовательности функций

—i#u*
sn (x) =  iue 2 , п = 1 ,  2, . ..  (5.26)

мы при любом х имеем

s (х )=  lim sn (х) =  lim пхе~пх‘/2= 0.
П —*  СО П -+ С О

Последовательность (5.26) сходится при любом х и имеет пределом 
нуль. Вместе с тем, если положить хя =  1/ \ г п,  то мы получаем

*п(*я) = лх„е- п*л/2

так что значение s„ (х„) с ростом п вообще неограниченно возрастает.
Каждый из этих примеров показывает, между прочим, что пос­

ледовательность непрерывных функций может сходиться к непрерыв­
ной же функции неравномерным образом.

§ 5. Переход к пределу под знаком интеграла

Т е о р е м а .  Если последовательность непрерывных на 
сегменте [а, 6] функций

Si (х), st (x), . . . ,  s„(x), . . .  (5.27)

сходится равномерно в этом сегменте к предельной функ­
ции s (х), то при любых а ^ а ^ ^ ^ Ь

Р Р >
lim  ̂s„ (х) dx = \s  (*) dx. (5.28) '

" - “ а а
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим прежде всего, что в 

наших условиях предельная функция s(x) является
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непрерывной (см. § 4), и потому интеграл
е
J s (х) dx
а

имеет смысл.
Ввиду обусловленной равномерной сходимости после­

довательности (5.27) к предельной функции s (х) по лю­
бому е > 0  найдется такое п0, что при п > п 0 для любого 
а ^ х ^ Ь  будет выполняться неравенство

| s ( x ) - s „  (х) | <  .
Поэтому

$ s„ (х) dx — $ s (x) dx $ (sn (x) -  s (x)) dx

p >
^\s„(x)-s(x)\dx< \ =

Таким образом, по произвольному е > 0  нашлось такое 
п0, что при п ^ п 0

р Р
Jjs„ ( x )d x - \ s ( x )d x  
а  а

< е ,

а это и означает сходимость (5.28).
С л е д с т в и е  (предельный переход под знаком интег­

рала с переменным верхним пределом). Если последователь­
ность непрерывных в сегменте [а, Ь] функций (5.27) схо­
дится равномерно в этом сегменте к предельной функции 
s (дг), то при любом х из этого же сегмента последова­
тельность интегра.юв

X X  X
(*)<!*, [st (x)dx, . . . .  \s„(x)dx, . . .  (5.29)

а  а  а

с переменным верхним пределом, как последовательность 
функций сходится» к функции

X
$ s (х) dx
а

равномерно для всех х из сегмента [а, Ь].
4*

(5.30)
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Д о к а з а т е л ь с т в а  Мы можем положить в доказа­
тельстве теоремы р =  х и получить тем самым сходимость 
последовательности интегралов (5.29) к интегралу (5.30). 
Поскольку в условиях теоремы выбор по е > 0  соответ­
ствующего п0 не зависит от р (или, в условиях следствия, 
от х), эта сходимость оказывается равномерной.

§ 6. Переход к пределу под знаком производной

Т е о р е м а .  Пусть последовательность функций
s,(x ). s, ( aг), . . . .  sn(x), . . .  (5.31)

сходится в сегменте [а, 5] к предельной функции s(x). 
Пусть da.'tee, функции из последовательности (5.31) имеют 
непрерывные производные, последовательность которых

5| (^)i (-̂ )* • • • * 5/| (т), .. •
сходится к некоторой предельной функции а(х) равномерно 
во всем сегменте [а, Ь].

Тогда
1) ж ~s(x)=:o(x);

2) последовательность (5.31) сходится к своей предель­
ной функции s (х) равномерно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть a < a < x i g & .  На осно­
вании предыдущей теоремы (о переходе к пределу под 
знаком интеграла) мы имеем

X X

Но, с другой стороны,
X

lim \ s’n (х) dx =  lim (s„ (х) -  sn (a)) =  s (x) — s (a),
fl-*00 д «-*00

так что тождественно для х из (a, b]
• • .* »X

s (х) — s (а) =   ̂о (х) dx.
а

Дифференцируя это равенство (при этом интеграл справа 
дифференцируется по его переменному верхнему пределу),
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мы получаем
■~^s(x) = a( х),

и часть 1) доказана.
Для доказательства 2) напишем тождество

X
sn (X) =  s„ (а) +  $ s' (дс) dx.

а
Как уже отмечалось (см. § 3), для доказательства равно­
мерной сходимости последовательности сумм достаточно 
установить равномерную сходимость последовательностей, 
составленных из слагаемых, т. е. в данном случае после­
довательностей

s ,(a ) , s ,(a ) , . . . .  s„ (a), . . .  
и

\s't (x)dx, $s;(x )dx , . . . .  \s'„(x)dx, . . .
a a a

Но первая из этих последовательностей сходится равно­
мерно на основании замечания в § 3, а вторая —в силу 
следствия теоремы § 5.

§ 7. Определение равномерной сходимости 
функционального ряда и признак Вейерштрасса

О п р е д е л е н и е .  Функциональный ряд
«1 (*) +  м2 (дс) +  . . . + и п (*) +  . . .

называется сходящимся в некоторой области D равномерно, 
если в этой области последовательность его частичных 
'сумм

$1 С̂ )> 2̂ (*̂ )* • • • » ( х ) , .............
сходится равномерно к своей предельной функции s (дг).

Весьма удобный признак равномерной сходимости функ­
ционального ряда был предложен Вейерштрассом. Этот 
признак имеет вид следующей теоремы.

Т е о р е м а  (признак равномерной сходимости^Вейер­
штрасса). Функциональный ряд

ы ,(х)+ « , ( * ) + .  (5.32)
каждый член которого является функцией, определенной
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на сегменте [а, Ь], сходится равномерно на этом сегменте, 
если существует такая последовательность

£|» 1̂» • • Сщ . • •
положительных постоянных, что

\ия ( х ) \ ^ с п (5.33)

д.гя любого х из [а, b] и любого п =  1, 2 ..........а ряд
С |+ с » + - ••+ £ /!••• (5.34)

сходится.
Иногда в условиях этой теоремы функциональный ряд 

(5.32) называется мажорируемым, числовой ряд (5.34) — 
мажорирующим, а сама теорема — теоремой о мажориро­
вании.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (5.33) и (5.34) мы на осно­
вании признака сравнения (см. § 2 главы 3) можем заклю­
чить о сходимости функционального ряда (5.32) в каждой 
точке сегмента [а, Ь). Эго значит, что мы можем говорить 
о сумме функционального ряда (5.32) как о функции S (х), 
определенной для каждого х из этого сегмента.

В силу сходимости ряда (5.34) (обозначим его сумму 
через S) возьмем теперь произвольное е > 0  и найдем 
по нему такое п„, что при п 2? п0

S - ( c ,4 - c ,  +  . . . + c „ ) < e .
т. е.

ся 1-}-ся + j <1 е, (5.35)
Напишем для этого п

s„ (*) +  гп (х) =  s (х), 
где

гя (х) =  ип+! (х) +  ия +,  (х) + . . .  (5.36)

Из (5.33), (5.35) и (5.36) следует, что
гп (*) ^  е

при любых п > п 0 и х из рассматриваемого сегмента. 
Таким образом, мы по каждому е находим такое п0, что 
при ni>rto имеет место

- | s„ (х) — s (х) | <  е

для любого х. Это и означает равномерную сходимость 
ряда.
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П р и м е р .  Функциональный ряд
sin \*х , sin 2*дс , . sin п*х .

I» + ■ ■  2» — ^5—  +  —

сходится равномерно для всех вещественных х, потому что при всех 
х и л

sin пгх __ 1
л* =  л* ’

а ряд

ТТ +  ^ +  ••• +  ;? +  •” * 
как известно, сходится.

Часто оказывается полезным прием, позволяющий 
судить о равномерной сходимости одного функционального 
ряда на основании равномерной и абсолютной сходимости 
другого.

Т е о р е м а .  Если функциональный ряд

«1 ( * ) + “i  (* )+ ••  -+и„ ( * ) + . . .  (5.37)

сходится в некоторой области равномерно и абсолютно, 
а функции /„ (л =  1, 2, . . . ) в этой области равномерно 
ограничены в совокупности, тс ряд

«1 (*) fi (*) +  "г (*) / j W  +  . . . + н ,  (х) f„ (*) +  . . .  (5.38)

также сходится в этой области равномерно и абсолютно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим п-й остаток ряда 

модулей для ряда (5.37)

I “ч-и (*) I + 1 +t (*) I+ •  • •
через гя (х). По условию с ростом п величина гп (х) стре­
мится к нулю равномерно по х.

Для п-го остатка г*(х) ряда модулей для ряда (5.38) 
мы имеем

г* (х) =  | ия+1 (х) f„ +1 (х) | + 1 ип+,  (х) f„+1 (х) | + . . .

Но из ограниченности функций следует существование 
такого С, что для всех х и п

1  1 М х ) 1 < С .
Тогда

Гп W < C ( |  un + i (х) | +  | ^  + г (х) | - К ..) =  Сг„ (х),
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так что г* (х) также должно стремиться с ростом п к нулю 
равномерно по X.

Описываемый этой теоремой признак сходимости напо­
минает второй признак сравнения для рядов с положи­
тельными членами (см. § 2 главы 3).

§ 8. Непрерывность суммы
равномерно сходящегося ряда
с непрерывными членами

Т е о р е м а  (Коши).' Пусть все члены функционального 
ряда

«»(*) +  «« (* )+ •  •• +  «» (*) +  ••• (5 -39)
определены на сегменте [а, &], непрерывны на нем и состав 
ленный из них функциональный ряд сходится на этом 
отрезке равномерно.

Тогда суммой ряда (5.39) будет функция, непрерывная 
на сегменте [а, 6].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из непрерывности членов функ­
ционального ряда (5.39) следует непрерывность каждой 
из его частичных сумм

«1 (*). st (x)..........s„(*). . . .
по условию эта последовательность частичных сумм схо­
дится равномерно к предельной функции s(x), являющейся 
суммой ряда (5.39). Следовательно, на основании теоремы 
§ 4 функция s(x) также должна быть непрерывной.

§ 9. Почленное интегрирование
функциональных рядов

Теоремы о почленном дифференцировании и интегри­
ровании равномерно сходящихся последовательностей непос­
редственно приводят к теоремам о почленном дифференци­
ровании и интегрировании равномерно сходящихся рядов.

Т е о р е м а  (о почленном интегрировании рядов). Если 
функциональный ряд

«I (*) +  “« (*) +  •••+ М * )  +  . . .  (5.40)
сходится равномерно на некотором сегменте [а, Ь] и имеет 
суммой функцию S(x), то функциональный (относительно
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переменкой у) ряд интегралов

\ u i (x)dx + \ u i (x)dx + ... + \ Un(x)dx + . ..  (5.41)
а а а

(здесь, как и раньше, а ^ а < у т ^ Ь )  также сходится рав­
номерно на я  пом сегменте и имеет суммой функцию

$ s (х) dx.
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть s„ (х) — я-я частичная сумма 
ряда (5.40). Тогда

$ s„ (х) d =  $ (ы, (х) + . . .  +  ия (х)) dx (5.42)
а а

будет, очевидно, п-й частичной суммой ряда (5.41).
По условию теоремы последовательность

«1 (*), S, (х)..........s„(x), . . .

частичных сумм ряда (5.40) сходится на сегменте (а, Ь] 
равномерно. Следовательно, на основании теоремы о пре­
дельном переходе под знаком интеграла с переменным 
верхним пределом (следствие из § 5) последовательность 
интегралов

У
st (x)dx..........\ sn(x)dx, . . .  (5.43)

а а а
также сходится равномерно и имеет пределом

$s(x)dx . (5 44)
а

Но ввиду (5.42) интегралы (5.43) являются частичными 
суммами ряда (5.41). Тем самым доказаны равномерная 
сходимость ряда (5.41) и равенство его суммы интегралу 
(5.44).

Переход от ряда (5.40) и его суммы к ряду (5.41) и 
его сумме называется почленным интегрированием ряда.

П р и м е р ы .
1. Функциональный ряд

1 - х »  +  х* — * « + • • •  +  ( — I ) "

\ s l (x)dx,

(6.45)
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сходится равномерно при х | ^  а  <  1 и. как легко видеть (наш ряд 
является геометрической прогрессией), сумма его равна

1
1+х* *

Следовательно, получаемый почленным интегрированием ряда 
(5.45) от 0 до х <  1 ряд

I)" 2л-f-1 +  . . .

также равномерно сходится при |х | : = = а < 1 ,  и его сумма равна

I  т т * ~ агс1е х
о

| =  arctg х.

В качестве второго примера почленного интегрирования ряда 
можно вспомнить выведенную в § 6 главы 1 формулу

г» гЗ уЛ+1
* + Т  + Т  + "-+ ~мТ + ” '“ -1п(1-х)-

2. Как видно из примера § 4, последовательность

- \ п » х
s„(x) =  nxe 2 , л — I, 2, . . .

сходится к своей предельной функции неравномерно (вблизи точки 
х = 0 ) .  Поэтому применительно к ряду

"  ( -  i  п‘х -  -I (л -  I)»
* (* )=  2 j \ nJce 2 —(л — l)xe 2 /  (5.46)

п = I
теорема о почленном интегрировании выполняться не обязана. 
И действительно, почленное интегрирование ряда (5.46) дает

и предел этого интеграла при возрастании л равен единице. Вместе 
с тем интеграл от суммы ряда (5.46), являющийся в соответствии 
с (5.25) тождественным нулем, равен нулю.

Равномерная сходимость ряда в промежутке является
достаточным, но отнюдь не необходимым условием его 
почленной интегрируемости.
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П р и м е р .  Ввиду неравномерной
яовательности

. . пх 
*"(*>”  1 +  nW ’

сходимости вблизи х 

я —1, 2, ...

(см- § 4) правомерность почленного интегрирования ряда

• « - 1  ( т $ ?П — 1
( л - 0 *  N

1 +  (л-1)*х«У

0 после-

может оспариваться. Тем не менее фактически рто интегрирование 
в данном случае к ошибке не приводит, так как при любом / > 0

пх dx 
1+л*х* 2л

d(n*X*) 1 . „
1 + л 5х* 2л П ( + " ^

о
1п(1+л»Т»)
------Тп------

и

lim
Л —* 00

1п(1+л«/«)
2л

что совпадает с

s (х) d x —-0.

О,

§ 10. Почленное дифференцирование 
функциональных рядов

Т е о р е м а  (о почленном дифференцировании рядов). 
Пусть ряд

« i ( * ) + “» ( * ) + - • • + « » ( * )+ • • •  (5.47)
сходится на сегменте (а, Ь], имеет сумму s (х), а его члены 
имеют на этом сегменте непрерывные производные, причем 
составленный из этих производных ряд

И|(*) +  « е ( * )+ - - -+ « 6  (* )+ •• •  (5.48)
сходится на [а, Ь] равномерно и имеет сумму ст(дг).

Тогда ряд (5.47) сходится на (а, 6| равномерно, и про­
изводная его суммы равна сумме ряда (5.48):

*-xs{x)=o(x).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть s„ (х) — п-я частичная 
сумма ряда (5.47). Тогда

Sn (х) =  («1 (*) +  ••• +  и„ (х))' =  и\ (дс) +  • • • +  и'„ (х)
будет, очевидно, л-й частичной суммой ряда производ­
ных (5.48).

По условию теоремы последовательность
s, (х), s ,(x ), . . . .  s n {x) , . . .  (5.49)

частичных сумм ряда (5.42) сходится на сегменте [а, Ь], 
а последовательность

s\(x), s i ( x ) ....... s'„(x) , . . .  (5.50)

частичных сумм также сходится на этом отрезке и при­
том равномерно.

Следовательно, на основании теоремы о переходе 
к пределу под знаком производной (см. § 6) последова­
тельность (5.49) сходится равномерно и производная ее 
предела равна пределу последовательности (5.50).

Сделаем простое, но полезное замечание: для почлен­
ного дифференцирования в некоторой точке х сходящегося 
ряда достаточно сходимости ряда его непрерывных про­
изводных не в каком-либо заранее предписанном сег­
менте (а, Ь], но в любом сколь угодно малом (важно 
лишь, чтобы он содержал точку х).

П р и м е р ы .
1. Заменяя в ряде из примера I § 9 переменную х на —х, мы 

получаем ряд
1п(1-М) =  х - ^ -  +  ^ — ... +  ( -  l ) « n - £ .+ . . .

Из него непосредственно получается, что

х 1 п (1 + * ) =  хг - ^ - + - | - - . . .  +  ( - 1 ) " +1^  +  . ..  (5.51)

Справа здесь стоит некоторый ряд. Продифференцировав его почленно, 
мы получим

(л+1)*"

Поскольку здесь
2  +  г

л  +  2 хпп
ип+1 п-и

“ л Л + 1  .  -------- хп

(„+ 1)1-1
(/»+!)* х,
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так что

l ira/I 00 I Ufl I
этот ряд сходи тся  абсолю тн о  и р авн ом ерн о  д л я  всех 
Следовательно, нап и сан н ы й  р я д  п р ои звод н ы х  сходи тся  к  производной 
от суммы р я д а  (5 .46):

Зх2 4xs
2* —~?Г +  ~5 ••• +  (— 1)пп In -1-1) х"

п
=  т^ г  +  ,п (1+х). (5 .52)

Эта сходим ость — р а вн о м ер н а я  при  всех ' X | <  а  <  1.
2 . С о гл асн о  ф о р м у л е  (1 .30)

I  2  ( ~ ‘)*+1^ = i x  (5.53)
п = I

при всех  х и з ( — л ,  л ) .  О д н ак о  на о сн ован и и  (1 .28 ) д л я  ч асти ч н ы х  
сумм р я д а , со сто ящ его  и з  п рои звод н ы х  чл ен о в  р я д а  (5 .5 3 ), мы имеем

2*+1
COS---S— *

(—  1)Л+1С 08П Х = 2----- ( —  I)* -
2 COS-J

З д е с ь , очевидн о , при  в о зр астан и и  k п р а в а я  ч а с ть  ни к  к а к о м у  пре­
д е л у  не стрем и тся . С л ед о в ат ел ь н о , р яд  прои зводны х  р а сх о д и тс я , и 
теорем а о  почленном  ди ф ф ерен ц и рован и и  н еприм еним а.
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СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ. ОБЩИЕ ВОПРОСЫ

§ 1. Определение степенного ряда

О п р е д е л е н и е .  Функциональный ряд вида

ао +  а1г +  ааг* +  • • • +  ап2п +  • • •» (6-1)
где а0, аь аг, . . .  не зависят от переменной г, называется 
степенным относительно переменной г рядом. Числа а0, 
а1( аг, . . .  называются коэффициентами этого ряда.

Так как обычно бывает ясно, по какой переменной 
функциональный ряд является степенным, мы будем впредь 
говорить просто о степенных рядах.

Как и в случае общих функциональных рядов, можно 
говорить о вещественных и о комплексных степенных 
рядах.

Именно, если переменная г может принимать комплекс­
ные (и в том числе вещественные) значения, а коэффи­
циенты ряда — комплексные числа, то степенной ряд назы­
вается комплексным.

Если же значения г могут быть только вещественными, 
а коэффициенты ряда —тоже вещественные числа, то сте­
пенной ряд называется вещественным.

Промежуточный случай, когда значения г должны 
быть вещественными, а коэффициенты ряда могут быть 
комплексными (ап = bn-\-ic„), не представляет большого 
интереса: обычно в этом случае всю нужную информацию 
о ряде

(Ь0 +  /с0) 4* (/>1 +  /с,) г - f . . .  +  (ЬП +  /с„)гп + . . .

можно получить, рассматривая порознь два вещественных 
ряда

Ь0 + Ь1г +  ... + Ь„гя + ... 
а

с0 4  4 - . . .  +  с„гп -J-. . .
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Далее в этой и в следующих главах мы будем рас­
сматривать как комплексные, так и вещественные степен­
ные ряды. Разумеется, что каждый раз, когда это необ­
ходимо, мы будем оговаривать, с какой областью значений 
переменных мы имеем дело. Кроме того, как это обычно 
принято, переменная, принимающая комплексные значе­
ния, будет обозначаться буквой г, а переменная, прини­
мающая только вещественные значения,— буквой х.

При тех или иных конкретных значениях г0, прини­
маемых переменной г, ряд (6.1) превращается в числовой 
ряд

°о 4" 4" • • •4 -anZo - f - . ,  (6.2)
члены которого, вообще говоря, комплексные числа.

О п р е д е л е н и е .  Числовой ряд (6.2) сходится абсо­
лютно, если сходится ряд

!°о1 + 1 ° i?o 1+ •  • • 4 - | ОяЗ? !+••••*

составленный из модулей членов ряда (6.2).
Очевидно, сформулированное определение абсолютной 

сходимости совпадает с приведенным в § 1 главы 4.

§ 2. Теорема Абеля

Области сходимости степенных рядов устроены довольно 
просто. Они описываются следующей теоремой.

Т е о р е м а  А б е л я .  Если степенной ряд
а0 + а1г-\-...-\-апгп +  . . .  (6.3)

сходится при некотором г — г0, то он сходится абсолютно 
при всех значениях г, для которых

1 * |< |.г 0 |.
Наоборот, если ряд (6.3) расходится при г = г0, то 

он расходится при всех значениях г, для которых

И > 1 * 0 |-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что чис­
ловой ряд

°о +  а1го +  • • • +  апгпо +  ■..
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сходится. В этом случае, как было установлено ранее 
(см. § 6 главы 2)

lim а„го = 0 .
n -* 00

Тем более, члены этого ряда ограничены, т. е. найдется 
такое К, что при любом номере п

\аягЦ\<К.

Пусть теперь | г | < | г 0! (тем самым мы предполагаем, 
что г0 Ф  0). Тогда

г
йЯ — < 1 .

Мы имеем 

I апгя\ = г" | =  \апг» \ =  'апгп0 1 qn <  Kqn.

Это значит, что при | г | <  \ z0 1 члены ряда 

|a0 l +  l<Ji*i +  . . . +  апгП (6.4)

начиная с некоторого места, становятся меньше соответ­
ствующих членов геометрической прогрессии

K +  Kq +  ... +  Kqn l + . . . ,
в которой знаменатель меньше единицы. Так как такая 
прогрессия сходится, ряд (6.4) также должен сходиться. 
Но это означает, что ряд

а0 + а1г +  ...  +  апгп+ .. .
сходится абсолютно.

Предположим теперь, что ряд

a„ +  aiZo +  . . .  +  an* o + . . .  (6.5)

расходится. Будем доказывать вторую часть теоремы от 
противного. Возьмем некоторое г, для которого | г \ >  г0 1, 
и допустим, что ряд

а0 + а1г +  ... +  апг,,+ .. .

сходится. Но тогда из сходимости этого ряда, согласно 
первой части теоремы, должен сходиться и ряд (6.5), что 
противоречит предположенному.
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§ 3. Круг сходимости ряда
Теперь мы можем достаточно точно описать облзсти 

сходимости степенных рядов.
Рассмотрим все значения г, при которых степенной 

ряд
я0 +  а,г +  . . .  +  апг " -К .. (6-6)

расходится. Пусть такие числа существуют, a R — точная 
нижняя граница модулей этих чисел (иными словами, 
число R таково, что для любого г, для которого '| г • <  R, 
ряд (6.6) уже сходится; такое число существует, потому 
что всякая убывающая последовательность модулей огра­
ничена снизу (нулем)). Тогда по доказанному в § 2 при 
|г > R  ряд (6.6) расходится, а по определению числа R 
при |г |  <  R ряд (6.6) сходится.

Таким образом, для каждого степенного ряда сущест­
вует такое вещественное неотрицательное число R, что 
при | z | < / ?  ряд

a0 + ai2 -\-... +  anzn + ...
сходится, а при | г | > / ?  расходится.

Множество всех комплексных чисел, для которых 
|г  ]•< /? , образует на плоскости комплексных чисел круг 
радиуса R с центром в точке 0. Этот круг называется 
кругом сходимости данного ряда.

Радиус R круга сходимости называется радиусом схо­
димости.

Заметим, что, говоря о круге сходимости ряда, л.ы 
имеем в виду сходимость ряда для всех точек в н у т р и  
круга и расходимость его для всех точек, лежащих в н е  
круга. Вопрос же о поведении ряда для тех значений г, 
которые лежат на самой окружности, является значительно 
более деликатным, и ответ на него обычно связан с более 
или менее сложным анализом индивидуальных свойств 
конкретного ряда.

П р и м е р .  Рассмотрим ряд

- г  +  у  г * - {  г» +  . . .  +  ( - ! ) ■ -^ г " + . . .

При г =  — 1 мы получаем гармонический ряд
| |  . .  ш

<6.7;
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который расходится. Следовательно, по второй части теоремы Абеля 
радиус сходимости этого ряда не превосходит единицы: I.

С другой стороны, при т = 1  мы из (6.7) получаем знакопере­
менный ряд

- 1 + - - J L +

который сходится. Следовательно, по первой части теоремы Абеля 
радиус сходимости ряда (6.7) не меньше единицы: Я > 1 .

Объединяя сказанное, мы получаем, что радиус сходимости 
ряда (6.7) равен единице: /? =  1.

Нам остается выяснить сходимость ряда (6.7) на самом круге 
сходимости, т. е. для тех значений г, для которых | г | =  1 -

Возьмем такое г и представим его в тригонометрической форме:
z =  coe<p +  f ЯПф.

Ряд (6.7) при этом приобретает вид

( — COS(p +
1
2

Как было обнаружено в § 7 главы 1 при помощи довольно специфи­
ческих вычислений, ряд

sin (р — ~ sin 2<р+ у  sin 3<р—...

при всех — л  <  <р <  д  сходится и имеет суммой ф/2 (см. формулу 
(1 27)). В силу аналогичных соображений при всех—л < ф < л  схо­
дится и ряд

совф —у  «*2ф  +  -^ совЗф —. . . ,  

и тем самым ряд (6 7).
Таким образом, интересующий нас ряд сходится во всех точ­

ках окружности круга сходимости, за исключением точки z =  — 1.

Круг сходимости степенного ряда может состоять из 
единственной нулевой точки (в этом случае радиус схо­
димости ряда равен нулю) или, напротив, охватывает всю 
плоскость комплексного переменного (в этом случае при­
нято говорить, что радиус сходимости ряда бесконечен).

П р и м е р ы .
1. При любом z^fcO ряд

0! +  1! * +  2! ** +  . . . +  п! г" +  .ч.

расходится (см. пример 5 § 2 главы 5) Следовательно, радиус схо- 
* димости этого ряда равен нулю.
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2. При любом г ряд
I , г г1 г*

6Т + п +  М+-+-ЙГ + -
сходится (см. пример 4 § 2 главы 5). Следовательно, радиус сходи­
мости этого ряда можно принять равным бесконечности.

§ 4. Вещественный степенной ряд 
и его интервал сходимости

/  Если ряд
а0+ а 1х + . . . + а я*" +  . . .  (6.8)

имеет вещественные коэффициенты и переменная jc при­
нимает только вещественные значения, то теорема Абеля 
приводит нас к следующему утверждению: *

Существует такое неотрицательное R, что при x > R  
или x <  — R ряд (6.8) расходится, при — R<.x<zR  — схо­
дится, а поведение ряда при х = ±  R подлежит дальней­
шему анализу.

Область значений переменной х, удовлетворяющих 
соотношению

- R < x < R ,
называется в случае вещественного ряда его интервалом 
сходимости. За числом R, как и в комплексном случае, 
сохраняется название радиуса сходимости.

§ 5. Равномерная сходимость ряда 
в круге его сходимости

Т е о р е м а .  Степенной ряд сходится равномерно в лю­
бом замкнутом круге, содержащемся в его круге сходимости. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть
а0 + а1г +  ... +  аягп +  ... ' (6.9)

— степенной ряд и R — его радиус сходимости. Возьмем 
произвольный замкнутый круг, лежащий внутри круга 
сходимости. Очевидно, можно считать, что центр мень­
шего круга также находится в точке 0. (Точнее говоря, 
всякий меньший круг можно вхватить кругом с центром 
в точке 0 и целиком содержащимся в круге сходимости; 
равномерная сходимость ряда в охватывающем круге влечет
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равномерную сходимость и в меньшем круге.) Пусть Rj — 
его радиус. Возьмем точку г0, лежащую в кольце между 
нашими двумя кругами. Так как эта точка расположена 
внутри круга сходимости степенного ряда (6.9), ряд

ао +  а1го +  • • • +  Ял*о +  • • •

сходится абсолютно. Но при любом г, из меньшего круга

I *1 I <  I *о I-
Поэтому

• I апгп{ I =  I ап \ | г, |" <  | ап 11 г0 |»п = !  ачг«"!.

Следовательно, по «признаку Вейершт^асса (см. § 7 гла­
вы 5) ряд

00 +  0 ,2 -)- ... +  ̂ ^  +  . . .

сходится в меньшем круге равномерно.
Т е о р е м а  (о непрерывности суммы ряда). В любой 

замкнутой области, лежащей внутри круга сходимости 
ряда, сумма ряда является непрерывной функцией.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждая частичная сумма сте­
пенного ряда, очевидно, есть непрерывная функция. По­
скольку по предыдущему в любой замкнутой области внутри 
круга сходимости ряда сходимость является равномерной, 
сумма ряда, являющаяся пределом равномерно сходящейся 
последовательности непрерывных функций, на основании 
сказанного в § 4 главы 5 сама является непрерывной 
функцией.

Доказанные теоремы открывают возможности почлен­
ного интегрирования и дифференцирования степенных ря­
дов. Мы обсудим эти возможности раздельно для вещест­
венных и комплексных степенных рядов.

§ 6. Вещественные ряды

Т е о р е м а  (о почленном интегрировании степенного 
ряда). Если пределы интегрирования лежат внутри интер­
вала сходимости степенного ряда, то последовательность 
интегралов от частичных сумм ряда сходится к инте­
гралу от суммы ряда. ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно вспомнить, что 
внутри своего интервала сходимости ряд сходится рав­
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номерно, после чего сослаться на общую теорему § 9 
главы 5.

Теорема о почленном дифференцировании общих функ­
циональных рядов выглядела более слабой, чем теорема 
об их почленном интегрировании: в теореме о дифферен­
цировании требовалась дополнительно сходимость ряда, 
составленного из производных членов. Для случая сте­
пенных рядов это условие внутри интервала сходимости 
выполняется автоматически, о чем свидетельствует сле­
дующая теорема.

Т е о р е м а  (о почленном дифференцировании степен­
ного ряда). Пусть степенной ряд

s(-l0 = a o  +  ai* +  --- +  a«*', - f  ••• (6.10)

имеет радиус сходимости R. Тогда ряд
o(x) = al +  2a2x + ... +  nanxn 1 +  (6.11)

получаемый в результате почленного дифференцирования 
ряда (6.10), также имеет радиус сходимости R.

Производная суммы ряда (6.10) равна сумме ряда (6.11):

*xs{x) = a(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, прежде всего, что вто­
рая часть теоремы следует из первой ее части. Действи­
тельно, раз ряд (6.11) имеет радиус сходимости R, согласно 
теореме о равномерной сходимости, он сходится равномерно 
в любой замкнутой области интервала сходимости ряда
(6.10). Следовательно, мы можем сослаться на общую 
теорему о почленном дифференцировании функциональных 
рядов.

Нам остается найти радиус сходимости ряда (6.11).
Пусть |х0 1 =  р < / ? .  Возьмем произвольно р < л < / ? .  

Так как точка х0 принадлежит интервалу сходимости 
ряда (6.10), числовой ряд

Оо +  Oi*0 +  • • • +  OnXg + . . .

lim I a =  0.-----I и *1

сходится, и потому
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Это значит, что при любом е > 0  для достаточно больших п

\апХо | < е .
Далее, мы имеем

\nanxl '1 па„гпI f г !
г  Г" » =  п j anrn I

Следовательно, члены ряда

fli -j- 2fljX0 -)-••• + • • • »  (6-12)

начиная с некоторого места, становятся меньше соответ­
ствующих членов ряда

е , 2е | х0 
Г ' Г I г +  . . .  +  7 + . . . (6.13)

Применяя к последнему ряду признак сходимости Да- 
ламбера, мы получаем

и а+1
" п

П+\
П+1 Р 

п г

Следовательно, ряд (6.13) сходится. Поэтому сходится 
и ряд (6.12). Значит, по теореме Абеля степенной ряд
(6.12) сходится в круге радиуса г равномерно.

Но число г может быть выбрано сколь угодно близ­
ким к числу R. Это и означает, что радиус сходимости 
ряда (6.12) равен R.

Хотя при почленном дифференцировании степенного 
ряда радиус его сходимости и не уменьшается, но в пре­
делах области сходимости получившийся ряд сходится 
медленнее, чем исходный.

П р и м е р .  Для п х  остатков суммы сходящейся геометрической 
прогрессии 1, х, X1, ... и ряда, составленного из производных ее 
членов, согласно (121) и (1.22) имеет место

пх«-‘ (1 — х )+ х "  . х"
(1 -  х)‘ 1 - х

п +  1 1
1 - X > л+1.1 - X
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§ 7. Комплексные ряды

Теорема о почленном интегрировании степенного ряда 
в комплексной области формулируется и доказывается 
практически так же, как и для случая вещественной об­
ласти. Эго объясняется тем, что интегралы в комплексной 
области имеют много общего с обычными интегралами 
(особенно, если сравнивать их с криволинейными инте­
гралами).

Т е о р е м а .  Если степенной ряд сходится равномерно 
на некоторой кривой, то его можно интегрировать вдоль 
этой кривой почленно.

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы, как и доказатель­
ство аналогичной теоремы предыдущего параграфа, осу­
ществляется непосредственно ссылкой на теорему § 9 гла­
вы 5.

Теорема о почленном дифференцировании степенного 
ряда в комплексной области является существенно более 
сложной, чем в вещественном случае. Мы ограничимся 
здесь лишь ее формулировкой.

Т е о р е м а .  Если комплексный степенной ряд сходится 
равномерно на некотором контуре, то внутри этого кон­
тура его можно почленно дифференцировать и притом 
сколько угодно раз.

П р и м е р -  Р ассм о тр ен н ы й  нам и в § 3  р я д

+  (6 .14 )

не с х о д и тся  на всей о к р у ж н о с т и  своего  к р у г а  сходим ости  (им енно, 
он р а с х о д и тс я  при  г  =  — I). Тем б о л ее , он не сх о д и тся  на згой 
о к р у ж н о с т и  равн о м ер н о . С л ед о в ател ь н о , мы не имеем п р ав а  ди ф ф ерен­
ц и р о ва ть  это т  р я д  п оч лен н о  всю ду в к р у ге  сходи м ости .

В месте с  тем этот ряд сх о д и тся  - р авн ом ерн о  в лю бой зам к н у то й  
о б л асти  в н у т р и  своего  к р у г а  сходим ости  и в том чи сле на  лю бой 
о к р у ж н о ст и  вида j г  | = р  •<  1. С л ед о в ател ь н о , р я д  (6 .14 ) м ож но ди ф ­
ф е р ен ц и р о в а ть  в е го  к р у г е  сх о д и м о сти , о т ст у п а я  в н у т р ь  этого  к р у га  
с к о л ь  уго д н о  м ало .

§ 8. Разложение функций в степенные ряды

Сумма всякого сходящегося степенного ряда является 
некоторой функцией, определенной внутри круга сходи­
мости этого ряда (а также, быть может, еще и в неко­
торых точках его границы).
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В связи с этим возникают две задачи. Во-первых, 
можно по заданному ряду искать ту функцию, которой 
равна его сумма в области сходимости ряда. Эта задача 
называется суммированием сходящегося ряда. Во-вторых, 
можно по заданной функции искать сходящийся ряд 
того или иного типа, сумма которого в области сходи­
мости равнялась бы заданной функции. Эта задача назы­
вается разложением функции в ряд.

Сейчас мы займемся вопросами разложения функций 
в степенные ряды. В дальнейшем будут рассматриваться 
также разложения функций в тригонометрические ряды, 
с одним примером которых мы уже познакомились в § 7 
главы 1.

Наряду со • степенными рядами относительно пере­
менной г, т. е. рядами вида

т +  • +  оя̂ , +  . . - . (6.15)
нам будет удобно рассматривать также ряды, степенные 
относительно переменной г —о, ряды вида

°о +  ai (г — о) +  • • ■ 4- (* — я)" +  • • • (6.16)
Ясно, что подстановкой у = г — а второй из этих рядов 
превращается в первый. Поэтому если круг сходимости 
первого ряда состоит из всех точек, для которых | 
то по тем же самым причинам круг сходимости второго ря­
да состоит из всех тех точек у, для которых \ y \ ^ R ,  т. е. 
| z — a \z^R .  Иными словами, на комплексной плоскости, 
на которой изображается независимая переменная г, круг 
сходимости ряда (6.16) имеет тот же радиус R, что и круг 
сходимости ряда (6.15), а центр его расположен в точке а.

В частности, если ряды (6.15) и (6.16) вещественные, 
то интервал сходимости ряда (6.16) получается путем 
сдвига интервала сходимости ряда (6.15) на а вправо (оче­
видно, если а < 0 ,  то фактически происходит сдвиг влево).

§ 9. Формула Тейлора

Напомним следующий факт, относящийся к дифферен-. 
циальному исчислению.

Т е о р е м а .  Пусть функция f(x)  имеет в некотором 
сегменте непрерывные производные до (п+1)-го порядка 
вкиочительно, а точка а находится внутри этого сег­
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мента. Тогда для любого х из этого же сегмента имеет 
место формула Тейлора

f(x) = f(a) + ( x - a ) f- p -  +  (x -a)* f̂  +  ...

. . .  +  ( х - а ) ”( ^  +  R„(x), (6.17)

еде остаточный член Rn (jc) может быть записан в виде

I tf«(*) = (*-a)"+19 w (6Л8)
(форма Лагранжа), причем £ лежит между а и х. Оче­
видно, число I можно записать также в виде*o -(-0(jc — а), 
где 0 <  9 <  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть остаточный член R„(x) 
определяется равенством (6.17). Покажем, что он дейст­
вительно имеет вид, описываемый в (6.18). С этой целью 
фиксируем значения а и х, введем новую переменную у 
н рассмотрим функцию

Rn(x)
(X — в)'1 *■* ■

Очевидно, между а и х функция у (у) непрерывна и диф­
ференцируема.

Полагая у — х, мы непосредственно получаем

Ф ( * ) = /(* ) .  (6-19)
а полагая у = а, мы имеем

ф (а) =» f  (в) +  (х -  а) ̂  +  (* -  а)* + . . .

. . .  +  (х -  а)" + ( х -  а)"+1 Rn (*)
(х — в)»+‘ '

Согласно (6.17) правая часть этого равенства равна /  (jc) ,  
так что

Ф (а) = / ( * ) .  (6.20)

Из (6.19) и (6.20) на основании теоремы Ролля для 
некоторого I, лежащего строго между а и х ,  должно быть

Ф ' &  =  0. (6.21)
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Но

ф' (у)=Г (у)-Г (y) + (x-y)f~lг  ~

- ( х - У ) Г- Р  +  (Х- У ) ' ^

+  ( * - У)п ~( п  + \ ) ( х ~  У)п.
т. е.

ф' («/) =  (х -  у Г -  (П + 1 )  (7^ I  (X -  УГ,Rn (X)

и (6.21) переписывается как

(X - D* -  (п + 1 )  (х -  1Г =  0 .

Но х — £=^0, и потому

Rn\
а это и требовалось

§ 10. Ряды Тейлора и Маклорена

Если функция / ( х) имеет в некотором сегменте про­
изводные всех порядков (раз они имеются все,. каждая 
из них будет дифференцируемой и поэтому непрерывной), 
то можно написать формулу Тейлора для любого зна­
чения п.

Положим при любом п =  1, 2, . . .

f  (в) +  ( д г - а ) ^  + . .  . + ( * - а)" =  S„ (х) (6.22)

и
f ( x ) - S a(x) = Rn(x).

Если
Нш /?„ (дс) =  0, (6.23)

п -* 00
то ряд

f  (а) +  (дг — a) +  . . .  +  (х — а)" р Р  - f . . .  (6.24) 

сходится, и его суммой будет функция /(дг).
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О п р е д е л е н и е .  Представление функции f (х) в виде 
ряда

f(x) = f ( a ) + ( x - a ) ^  +  ... +  ( x - a ) * f̂ + . . .

называется разложением этой функции в ряд Тейлора.
В частности, при а = 0 разложение в ряд Тейлора на­

зывается разложением в ряд Маклорена:

Hx) = H 0 ) + x L $ - + . . .  +  x* 1,п> (0 ) 
л!

Подчеркнем, что остаточный член в формуле Тейлора
(6.17) для функции f (х) не обязательно является остатком 
ряда Тейлора (6.24) этой функции. Поэтому из сходимости 
ряда Тейлора для функции f (х) еще не следует его схо­
димость именно к этой функции. Следовательно, при раз­
ложении функции в ряд Тейлора следует проверять соблю­
дение условия (6.23).

П р и м е р .  Приведем пример функций, ряды Тейлора которых 
сходятся, но не к самим функциям.

Возьмем произвольную функцию вида

ф (*) = Р ^  J е х‘ , если х Ф 0, 

0 , если х = 0 ,

(6.25)

где Р — некоторый полином. Ясно, что при хФ О  и таком, что 1/х 
не есть корень Р, должно быть и <р(х)э^0, так что функция <р(х) 
во всяком случае тождественно нулю не равна.

При х Ф  0 функция ф (х), как видно из ее аналитического за­
дания (6.25), непрерывна. Для проверки ее непрерывности при х = 0  
положим 1 /х =  у. Тогда мы получим

Ф(х)
так что, применяя нужное число раз правило Лопиталя, мы будем 
иметь

lim ф (х) — П т =  0. (6.26)
х — 0 И — во (Г

Значит, функция ф(х) непрерывна и при х=-0.
Найдем теперь производную функции ф (х). При х ф О мы можем 

ее получить дифференцированием соответствуюшего аналитического
выражения:

I I
(6.27)
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«(-у)—
т. е. снова некоторый полином (от 1/х).

Для вычисления значения производной при х =  0 воспользуемся 
формулой Лагранжа:

t i f L z J E j E  =  ф' (6*), где 0 <  в <  I.

(Применение формулы Лагранжа здесь законно, так как согласно 
доказанному функция ф (х) является непрерывной, а при х Ф О — и 
дифференцируемой.) Переходя в этом равенстве к пределу при стрем­
лении х к нулю справа или слева, мы, как и при выводе (6.26), по­
лучаем (параметр 8 ограничен и нарушить сходимость аргумента 
к нулю не может)

ф' (0 )=  lim ф' (х )=  lim ф' (8х)= lim М  ~  Т ^  =
ж — о ж — о ж — о *

=  Пт £ i£ l  == Нш —Я (— \  е~ |/ж’ =  0. (6.28)
ж — О х ж — О^ \ х 1

Объединяя (6.27) и (6.28), мы получаем

«(т) * - ‘  + ь
I 0, если х = 0 .

Отсюда мы видим, что производная всякой функции вида (6.25) 
существует и сама имеет вид (6.25). Ее можно поэтому продиффе­
ренцировать еще раз и снова получить функцию вида (6.25) и т. д. 
Таким образом, всякая функция вида (6.25) имеет производные сколь 
угодно высоких порядков и все они также имеют вид (6.25).

В частности, ф (0 )= ф ' (0) =  ... =  ф1Я’ (0) =  0. Поэтому в формуле 
Тейлора (6.22) для этой функции при а =  0 мы имеем

(х) =  ф(0) +  х21у^ , +  х-
ф1»1 (0)

л!
при любом л- Отсюда следует, что

(*) =  ф (■*) — S„ (х) =  ф (х).

так что R„ (х) вовсе не стремится к нулю с ростом л. Таким обра­
зом, в нашем примере ряды вида (6.24) сходятся, и суммы их тож­
дественно равны нулю, отличаясь тем самым от функций ф(х).

Из приведенного только что примера видно, что не 
всякая функция, даже если ее можно неограниченное 
число раз дифференцировать, разложима в ряд Тейлора. 
Однако если разложение функции в какой-либо стелен­
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ной ряд вообще возможно, то оно является разложением 
именно в ряд Тейлора.

Т е о р е м а .  Пусть
f(x) =  с0+ с ,  (х -  а) +  . . .  + с„ (х -  а)" + . . . ,  (6.29)

где стоящий справа ряд сходится в 
[о — /?, а + Я ]  к функции f(x). Тогда 
рядом Тейлора, т. е.

-  («)
Ся— ш ~-

некотором сегменте 
этот ряд является

(6.30)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя к равенству (6.29) 
п- раз теорему о почленном дифференцировании степен­
ного ряда (§ 6), мы имеем

Гп) (*) =  л!с« +  Спп {х -  а) +  (п^,2)! сл+а (х -  о)* + . . .

Если в этом тождестве положить х = а, то все слагае­
мые справа, кроме первого, обратятся в нуль и мы 
получим

/<">(*) =  л!г„, 

откуда и следует (6.30).
Из доказанной теоремы вытекает, что функция, рас­

смотренная в последнем примере, не может быть пред­
ставлена в окрестности точки * =  0 не только суммой 
своего ряда Тейлора, но и суммой какого-либо другого 
степенного ряда.

Как другое следствие доказанного мы получаем, что 
если имеются два разложения одной и той же функции 
/(х) в одной и той же области в ряд

/(*) =  00 +  ̂  (а: - а) +  .. ..+ a„(* - а ) п +  . . .
и в ряд

f(x) = b0 + bl ( x - a )  +  . ..  +  bn( x - a ) n + . . . ,
то оба эти ряда являются одним и тем же рядом Тейлора 
и поэтому совпадают, т. е.

Of) = b0, a1 = b1, . . . , а п — Ьп, . . .

Удобный для практических приложений признак раз­
ложимости функции f  (х) в ряд Тейлора описывается 
следующей теоремой.
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Т е о р е м а .  Если функция f (х) имеет проиэводны, 
сколь угодно высоких порядков и существует такая -по­
стоянная С, что при любых х и п

I / » • > ( * )  К  с ,
то функция f(x) разлагается в ряд Тейлора:

f (х) = f (а) + (х -  а)1- ^  +  ... +  (х -  а) л!
при любом а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию для остаточного 
члена Rn(x) для функции f(x) в формуле Тейлора мы 
имеем

I (х) | = ( х - а Г 1,п' (1) 
л!

х - а  j" 
л!

так что
Пт | /?„ (дг) I < С  Пт LLz £J1 =  o,

п — со п — со т

и требуемое установлено.



СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ. 
ПРИМЕРЫ И ПРИЛОЖЕНИЯ

§ I. Разложение функции ех в ряд Маклорена

Поскольку
d d*r_Px —.eх _  е* = ех dx ' Иг* ' ” ' ’

так что при /(х ) =  е*

/ ( 0) = / '  (0) = . . .  =  / (я) (0) = . . .  =  1,

формула Тейлора для функции ех с а = 0 будет иметь 
вид

,  , I х , хг , , Xя , xn+1ein
^  = l + F  +  2T +  --- +  HF +  (/» + !)!’

где rg x . Для остаточного члена мы имеем при
любом х (ср. рассуждения в конце примера 4 § 2 главы 5)

л + 1 sX Р п Л+1 J
i lim * , .V

П — СО О -

Л+1
е* lim (я+ 1)1

= 0 .

Следовательно, ряд

1+ £ + £ + - + £ + -/>1 (7.1)

сходится при любом х (впрочем, эта сходимость нам уже 
известна; она была установлена в примере 4 § 2 главы 5), 
и суммой его является функция е*.

Заменяя в (7.1) х на — х, мы получаем

=  +  +  (7.2)

Областью сходимости этого ряда также является вся 
прямая.
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§ 2. Разложения в ряды Мак.юрена 
гиперболических функций chjt и sh х

Составим ряд, членами которого являются полусуммы 
соответствующих членов рядов (7.1) и (7.2):

ех+е-х
ch х =  — ^—

*1 г4
1 + 2 Г +  4Т +  - -+ (2 Н )1  +  -

Этот ряд также сходится при любом х (см. теорем\ 
о сложении рядов § 8 главы 2). Аналогично, вычисляя 
полуразности (см. теорему о вычитании рядов в § 8 главы 2) 
соответствующих членов рядов (7.1) и (7.2), мы получаем 
также всюду сходящийся ряд

е х _ е - х  х* х» х*"п
s h x — 2 — л +  з | . + si +  ••• +  (2п +  1)1

§ 3. Разложения в ряды Маклорена 
тригонометрических функций c o s j c  и sin х

Для функции cos х мы имеем
d . <Р <Р^ cosjc = — sinjc, ^ acosx = — cosx, ^ 3cosx = sinx,

d* cos jc = cos x, ...
Следовательно, формулой Маклорена для cosjc будет

c o s x — 1 21 + 4! 6! + - - - :

Здесь при любом х

cos j„ 
(2 я)!

<0 s i„ = = jc ) .

limП-+ 00
■in cos %п

(2л)!
^  Пт

П-+ 00 (2л)! “

и точно так же
lim

п  —  СО
Xй *1 sin ця 

(2л + 1)!

О,

Поэтому остаточный член стремится к нулю. Следова­
тельно, мы можем написать разложение в ряд Макло­
рена функции cosx:

х* , JT* , . . . .  *2Л
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Аналогично получается разложение 
функции sinx:

sin х =  -jy — gj- +  jjj- — . . .  - f  (— 1)"

в ряд Маклорена

*1Л + 1
(2л+  1)!

§ 4. Показательная функция 
с комплексным значением показателя

Займемся определением показательной функции а1, 
где а — вещественное и неотрицательное число, а пока­
затель г может принимать не только вещественные, но и 
комплексные значения. Для этого можно взять некоторое 
характеристическое свойство функций cf для веществен­
ных значений х (т. е. такое свойство, которым обладают 
только эти функции), которое поддается переносу на слу­
чай комплексных значений независимого переменного, и, 
пользуясь именно этим свойством, распространить опре­
деление функции на комплексные значения аргумента.

Нам будет удобно, положив 1па =  сс, рассматривать 
функции

а* =еОпа)х -.gi*
Л е м м а .  Если непрерывная функция f(x) отлична от 

тождественного нуля и такова, что для любых х и у
f(x  + y)=f(x)f(y),  (7.3)

то
/(* )  =  «“*

при некотором а.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего, возьмем такое х, 

что f  (х) Ф  0. По условию леммы такое х непременно най­
дется. Для этого значения х должно быть

/  (х) =  /  (х +  0) =  /  (х) f  (0),
откуда

/  (0) =  1. (7.4)
Кроме того, мы имеем

'} » 1> - / ( т + т Н ( т М т ) * в- <75'
Если бы было f(T) =  0, то, очевидно, при любом це­

лом п
\ , ( 1 ) - у т - о

& Н. Н. Воробье*

1
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и в силу обусловленной непрерывности функции f(x)

/ ( 0 ) =  lim /(-М  =  0 ,

что противоречит (7.4). Значит, в (7.5) имеет место стро­
гое неравенство.

Следовательно, найдется такое а , что 

/ ( ! )  =  *“•
Далее, для любого значения х вида — (где л — целое 

положительное число) мы имеем

( / ( ! ) ) * . , ( 1) = Л
откуда

f(x) = f ( \ )  = ea "= e ax.

Пусть теперь х = ~ ,  где п — целое отрицательное число.
Тогда —п будет целым положительным числом, и мы 
на основании условия леммы имеем

0 ( - 4 H « » = i -  р .б )
Но по предыдущему

так что (7.6) дает нам

Для рационального значения х =  ™ должно быть 
поэтому

т  а —
=  е л

Пусть, наконец, * принимает произвольное вещест 
венное значение лг == дг0. Как известно, можно составить
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последовательность рациональных чисел (например, деся­
тичных дробей) xlt хг......... сходящихся к х0:

Iim х„ = х0.
п —► оо

Тогда на основании обусловленной непрерывности 
ф у н к ц и и  f  и известной непрерывности функции еаХ 
будет
flx) = f(xо) = / / Пт  х„)=  lim f (х„) =  Пт  <?”“ « =■

\ П — СО )  П - * С О  П  —  ОО
а Пт х т п

—  g  П — ОО _  gO«o _  gaj-_

Объединяя все сказанное, мы видим, что * 
f(x) = erLX

для всех значений х, а это и требовалось.
С л е д с т в и е .  Если функция f (х) удовлетворяет усло­

виям леммы (т. е. при любых х и у выполняется равен­
ство (7.3)) и

/ ( ! )  =  *“•, (7.7)
то

/(дг) =  <**•*.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме должно быть 

f(x) = eax
и, в частности,

/ ( ! )  =  **.
Вместе с (7.7) это дает нам а  =  а„, откуда и следует 
требуемое.

Т е о р е м а .  Пусть значение функции / (г) для любого 
вещественного или комплексного г определено как сумма 
ряда

1 Р -8)

Тогда функция /  (г) непрерывна, отлична от тожде­
ственного нуля и для любых комплексных гх и г,

/(г , +  г1) =  / (г 1) / ( г 2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ряд (7.8) сходится при любом 
вещественном значении г. Следовательно, по теореме 
о непрерывности суммы ряда (§ 5 главы 6) f (г) является 
непрерывной при любом вещественном значении г функ-

6»
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цней. Кроме того, /(г) отлична от тождественного нуля 
(например, / ( 0 ) = 1).

По правилу умножения рядов «по Коши» (см. § 5 
главы 4) мы имеем

= 7 +  ±
V "/У

+

+ h '
.1! + h it

.m t

l i
.2!

+  W  +
2!1! ЗГ1! у  у/  /

У

+ -ауЗ!У/
<3 * у

& ' +.2!

гЦ,

+

/
+

Й Г ' +  & . ' +  & '  +
, 1!2! ,2!гг . 3!2!

+  •••

или, объединяя слагаемые «по диагональным линиям», 
мы получаем *)

(*i) f  (**) =
=  1 zi +  г, . (г, +  г,)3

И + 2! +  . . . +
(г. +  г,)" 

п\ 4-... »/(*> +  *,)•
Из этой теоремы следует, что сумма ряда (7.8), как 

функция г, обладает тем важным характеристическим 
свойством функции ег, которое выделяет ее из всех не­
прерывных функций. Поэтому естественно определить 
значение суммы ряда (7.8) при произвольном г, вещест­
венном или комплексном, как значение фунции е*:

e' - | + i T  +  S+- +  iT +  -  Р -9)

*) В самом деле

fS *1*2 ‘
я1 +  11 (я — 11) 

1

+  - f i f T 2 +  +  1
Т  2! (л - 2 ) !  + -"  +  л!

J.I С * а+ С^*ж*2 1+ Слг1г2 +  • • • ( * ! + г,)"
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§ 5. Формулы Эйлера

Положим в формуле (7.9) г =  iy.

•’ - 1 - 1 - , ,  -г  21 ' 3! +  4!

- i + « S - S - » g + g + < S + . . . -

-(•-ff+S—-J+'tt-ff+ff—•)
=  cos y + i  sin у (7.10)

и аналогично
e ‘y = cos у — i sin у. 

Отсюда мы получаем
eiy+ r‘y

2

е'У — е~'У
2Т

COS у

=  sin«/.

(7.П)

(7.12)

(7.13)

Для z = x-\-iy, где х и «/— вещественные числа, фор­
мулы (7.10) и (7.11) дают нам

e**ly =  еУ" =  е* (cos у +  i sin у). (7.14)

Соотношения (7.12) и (7.13) называются формулами 
Эйлера. Вместе с формулой (7.14) формулы Эйлера уста­
навливают связь между тригонометрическими функциями 
и показательной функцией с комплексным показателем.

§ 6 . Тригонометрические функции 
от комплексного значения аргумента

Степенные ряды для тригонометрических функций

COS X == 1 “■ 2J* +  4J —■*••• t 
х х3 х6.

s in x  = Y f  “  ЗГ +  5Г ~

сходятся при любом вещественном значении х. Следо­
вательно, по теореме Абеля должны сходиться, и притом
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абсолютно, ряды
1
'  2! ̂  41

г г* , г4
II 31 +  61

при любом комплексном значении г.
Примем поэтому значения сумм этих рядов в качестве 

значений тригонометрических функций при произволь­
ных комплексных значениях аргумента г:

c o s 2 =  1 +  J - • • • + ( — 1) " ( Й  +  - ” ’ (7Л5)

s i nг =  ту — ^  +  5f -  . . .  +  (— 1)"(2л + 1)! + " •  ^ • 16^

§ 7. Гиперболические функции 
от комплексного значения аргумента

Подобно тому как это было сделано в предыдущем 
параграфе для тригонометрических функций, мы можем 
определить значения гиперболических функций при ком­
плексном значении аргумента:

c h 2 = l + i -  +  J + . . .  +  | l  +  . . . ,  (7.17)

sh г =  уу +  ^  +  ^ -+  . . .  + ^ q r iy r  +  ••• (718)

Полагая в (7.17) и (7.18) i z  вместо г, мы получим

ch (iz) =  I — £  + 4Г+  • • • + ( — О" (5л)! +  • • • =  cosг 

и аналогично

sh 1M  = i { tr "  S  +  ’gf -  -  l>" ( S j i  +  •••) =
= l sin 2.

Таким образом, установлена непосредственная связь между 
тригонометрическими и гиперболическими функциями.
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§ 8 . Вычисление значений функций 
при помощи ряда Маклорена

Разложения функций в ряды Маклорена позволяют 
во многих случаях вычислять с большой точностью зна­
чения этих функции. Вычислим, например, с точностью

до пяти знаков \г е = е'°.
Мы имеем

е10=  1 . 0,1 . 0,01 . 0,001 ,
+  II +  2! ' 3! + • • • *

Значит, е0'' близко к единице. Остаточный член R3 имеет 
вид

0,0001 t
А\ %

где 0 < | < 0 , 1 ,  так что и е* близко к единице. Поэтому 
ненаписанные члены в разложении с0-1 не повлияют на 
первые пять знаков после запятой и их можно отбро­
сить. Вычисление дает нам е0-1 =  1,10517.

Иногда при вычислении значений функций удобно 
пользоваться почленным дифференцированием или инте­
грированием рядов.

Рассмотрим, например, разложение в ряд

=  +  . . .  ( 7 . , 9 )

Очевидно, стоящий справа ряд сходится равномерно при 
|х < с <  1 и поэтому (см. § 9 главы 5) его почленное 
интегрирование между 0 и х <  1 законно. Выполнение 
этого интегрирования дает нам

dx
1+**

уЗ хР
= arctgдс =  лг - т  +  -г ~  ••• (7.20)

В частности, при х =  0,1 мы имеем
, П1 0.1* 0. 1»arctg 0,1 = 0 ,1 -----jj 1 g-----

Этот ряд —знакочередующийся. Поэтому его остаток 
не превосходит последнего отброшенного члена. Удерживая
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в нем два первых члена, мы получим значение 
arctgO.l = 0 ,09967  

с пятью верными знаками.
Разложением (7.20) арктангенса в ряд можно вос­

пользоваться для вычисления значения л.
Для начала предостережем читателя от следующего 

заманчивого рассуждения. Представляется «самым простым» 
положить в формуле (7.20) дс =  1, получить сразу

- * = a r d g l  =  l -  1  +  у  — . . .  (7.21)

и вычислять я/4 непосредственно как сумму этого ряда. 
Здесь, однако, необходимо принять во внимание два 
обстоятельства.

Первое носит формальный характер. Стоящий в (7.19) 
справа ряд сходится лишь при | х | < 1, а при х — 1 он 
расходится. Значит, почленное интегрирование этого ряда, 
как это и было оговорено, правомерно не во всем сег­
менте [— 1, 1], а лишь в пределах, лежащих внутри 
этого сегмента. Поэтому и формула (7.20) обоснована 
для нас лишь при | х | < ; 1 .  Правда, в действительности 
удается доказать возможность перехода в подобных слу­
чаях от внутренних точек сегмента к его концам н тем 
самым обосновать законность подстановки дс=1 в (7.20). 
Обосновывающая эту возможность теорема будет приве­
дена в § 3 главы 14. Более того, на самом деле равенство

было уже нами получено ранее элементарным путем (фор­
мула (1.28)). Таким образом, равенство (7.21) оказывает­
ся верным не просто потому, что имеется формула (7.20) 
(которая верна лишь при х < 1), а еще в силу некоторых 
дополнительных соображений.

Кроме того, имеется и второе обстоятельство, практи­
ческого сорта. Стоящий в (7.21) ряд сходится весьма мед­
ленно: для того чтобы погрешность вычисления (т. е. раз­
ница между суммой ряда и его частичной суммой) стала 
меньше заданного числа 1/л, необходимо в частичной сумме 
удержать приблизительно п/ 4 членов. Очевидно, что для 
более рационального вычисления л следует находить зна­
чения арктангенсов при достаточно малых значениях аргу­
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мента, а затем получить л/4 (или другую рациональную 
часть л) как некоторую их комбинацию. Можно предло­
жить несколько способов таких вычислений. Один из 
наиболее простых и эффективных состоит в следующем.

Вспомним сначала, что tg  2 я  =  - 2 tg а  . Поэтому
2а * —tg*a 3

2 arctgа =  arctg у— ^ . В частности, при а =  1/5 мы имеем

12 arctg 5 =  arctg----- f
1 ~  25

2
3 =  arctg 312

и, далее,

1 54 arctg g- =  2 arctg ys =  arctg

10
12

1- 25
144

= arctg 120
119'

Примем теперь во внимание, что
idr, «got —tg p
tg ( ^  l+tgatgp’

так что, полагая tg a  =  a и tgp  =  b, получим 

arctg a -  arctg b =  arctg .

При o =  l 20/119 и b = 1 мы получаем

: arctg -  arctg 1 =  arctg =  arctg 2J§ .
Значит,

arctg 1 =  arctg — arctg ^g  =  4 arctg -g- -  arctg 23g.

Ho arctg 1 =  я/4 и потому Мы имеем 

^  = 4 arctg |  -  arctg J g.

Вычисляем по формуле (7.20) значения стоящих справа 
арктангенсов, мы можем получить л с любой наперед 
заданной точностью: 1

1  =  4 ("S' “  эГ5* +  575» ( й 9  “  3 • 2393 +  5 ■ 239» ~
(7.22)
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Предположим, что нас интересует значение я  с точностью 
до 10 7. Это значит, что мы можем положить

(следующий член разложения есть 5' 1 239 5< Ю  10) и

(следующий член разложения есть 11 х5 п < 1 0  *). Окон­
чательно мы получаем

-  (^ 9  ~  зТ239?) = 4 ' ° . :19739556 -  0,00418408 =  0,78539816, 

откуда л =  3,14159264.
Зная значение л, можно в свою очередь весьма точно 

вычислять значения тригонометрических функций от ар­
гументов, заданных в градусной мере.

Например, при вычислении sin 5° =  sin (л/36) имеем

Ограничиваясь написанными первыми двумя слагаемыми, 
мы допустим ошибку, которая не будет превосходить пер­
вого из отброшенных членов (ибо мы имеем дело со знако­
чередующимся рядом), т. е.

Вычисление дает нам
sin 5° =  0,0872664 -  ^  0,0006646 =  0,087156.

§ 9. Биномиальный ряд

Найдем разложение в степенной ряд функции

arete 239 -  239 3.2393

arctg 5 - 5 3 . 5s +  5 . 5s 7 • 5’ +  9 ■ 5»

Л
т

/(* ) =  ( 1+ * ) '
(/ — произвольное вещественное число).

(7-23)
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Дифференцируя равенство (7.23) п раз, мы получаем

/‘я> (х) = /(/- 1)...(/-«+ 1) (1 +ху-\
так что

Следовательно, рядом Маклорена функции / ( х) будет
ряд
1 +  ^ » + Ц ^ 1 1 ^  +  . . .  +  < « - 1) - а ’- + .Ч ^ + . . .  (7.24)

Если число t — целое и положительное, то в l-м и во всех 
последующих коэффициентах появляется равный нулю 
сомножитель. Поэтому эти коэффициенты, а следовательно, 
и сами члены, обращаются в нуль и ряд превращается 
в конечную сумму. Если же число t нецелое, или целое, 
но отрицательное, то ни один из коэффициентов ряда 
в нуль не обратится и нам придется иметь дело с беско­
нечным рядом. Этот ряд называется биномиальным, а его 
коэффициенты — биномиальными коэффициентами. По 
внешнему виду они напоминают обычные биномиальные 
коэффициенты, рассматриваемые в элементарной матема­
тике.

Определим радиус сходимости биномиального ряда. 
Для этого составим ряд из модулей членов биномиаль­
ного ряда и воспользуемся признаком сходимости Далам- 
бера. Мы имеем

так что

и потому

Следовательно, при | дс | <  1 биномиальный ряд абсолютно 
сходится, и можно говорить о его сумме s (х).

Нам остается проверить, что ряд (7.24) действительно 
сходится к функции /(х).

Внутри своего интервала сходимости биномиальный 
ряд (как и всякий степенной ряд) сходится равномерно.

и п+1 =

п!
/ ( / —1) —и) v„ +1

(л+1)1
"п+1 ! I—п 11 I
■ ц г - - г + г 1дс1»

lim — lim 1 Г Т г 1* ! = ,1* 1''Л— 00 11 п а — оо | 1
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Поэтому применима теорема о почленном дифференциро­
в а н и и  ряда (см. § 1 0  главы 5 ) ,  которая дает нам

s' (х) =  +  . / ~  iyr^ 1' ^  +  • • • (7 25)
Умножим обе части написанного равенства на 1+лс и 

приведем подобные члены. (Эта операция законна, так 
как при | х | < 1  ряд, стоящий в (7.25) справа, сходится 
абсолютно.) В результате мы снова получим сходящийся 
ряд, в котором коэффициентом при хп (п — 0 , 1, . . .) будет 
сумма двух соседних коэффициентов умноженного ряда: 

/</ —!)...<<— л + 1) , / ( / — 1) —п- Ы) ( / —я)
( я — 1)! ■' л!

Эту сумму можно переписать как
/ « _ ! ) . . . ( < - л  +  1) / ,  , t - n \  < (/— I ) . . . ( / —я -Ы ) ,

(я — 1)! я ) я! 1-
Мы получили умноженный на t коэффициент при хп 
в биномиальном ряде (7.24). Таким образом, в области 
сходимости биномиального ряда должно быть

(1 +x)s'(x) = ls(x). (7.26)
Рассмотрим теперь отношение

* (* *) _  s(*) 
fix )  (1 + * ) '

и найдем производную этого отношения
d_ s(x) _  s' (X) ( l - f - x ) '- s  (* )< (!+ * ) '-»  _  {1 +  ж) s' (x )- ts (x )
dx (1 + * ) ' ( l-fx )* ' ( 1 + х ) 'м

Ввиду (7.26) числитель последней дроби равен нулю, 
так что

d s(x)
dx (1 -fx )'

=  0.

Следовательно, отношение является постоянной:

_ r
fix) (7.27)

Для определения этой постоянной положим в (7.23) и 
в (7.24) дс =  0. При этом мы, очевидно, получим

/  (0) =  1 и s (0) =  1,



ПРИЛОЖЕНИЯ БИНОМИАЛЬНОГО РЯДА 141$ Ю1

так что
Г  — £J21 1 (7.28)

Таким образом, из (7.27) и (7.28) следует, что

s (x)=f(x)  = ( l+xY,
т. е. ряд Маклорена функции ( 1 + х )' прн | х | < 1  схо­
дится к этой функции. Поэтому мы можем написать

( l + * ) '  =  l + ? r * + !LV iI ** +  .•• +
- f  <(/~ l) - f̂-~ n + l) х" + ...  (7.29)

Придавая t те или иные значения, можно получать 
различные полезные формулы.

Примеры.
1. При / =  1/3 мы имеем

VT + i■:1+ з х' 2! 32
2. При t =  —1/2 получаем 

1 I 1 , 1 - 3  .
V T + X  2 2 -4

х* + 31-З*** 41 • З4 г ' +  -

1 . 3 - 8  l . S . S - 7 ^
2 - 4 - 6  + 2 - 4 - 6 - 8

и т. п.

§ 10. Приложения биномиального ряда

При помощи биномиального ряда можно быстро и 
довольно точно вычислять значения корней из чисел, 
а также значений различных функций.

П р и м е р .  Вычислить | 35 с точностью до 0,0001.
Мы имеем

N s - a j / ' l - 2 ( , + | ) ' ' ‘ ^ ( , + -

Следующий член будет

3 ____ 4__ 3* \
32 2! • 51 32*/ “

. 2 + 1 — 1 -+  80 6400

4 -9  3* 
3! • 5* 32*

1
25000 0,00004.

2,0361.

Биномиальный ряд является основой многих даль­
нейших разложений функций в ряды. Найдем, например, 
разложение в ряд Маклорена функции arcsinx.
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Рассмотрим биномиальный ряд при / = — V2 и незави­
симой переменной — хг:

у Т - Э l +  - * a- 
2 2! -22 31-22

Почленное интегрирование этого ряда от нуля до х < 1  
(такое интегрирование законно, так как мы остаемся 
в пределах области сходимости ряда) дает нам

1* dx . , 1  -II 1-3  к , 1 - 3 - 5  т |
\  -т = = =  =  arcsinх = х-\------ г Ч ----------г-^  +  г—— - х 1 +  . . .
J  V \ — 2- 3 2 !-г2 -5 31-2»-7

Как следует из сказанного в § 9 главы 5, этот ряд схо­
дится в интервале | х | < 1 .  Впрочем, это можно устано­
вить и непосредственно, применяя признак сходимости 
Даламбера.

§ 1 1 .  Разложение в ряд Маклорена 
логарифмической функции

Воспроизведем разложение в ряд Маклорена логариф­
мической функции In (1 + х )  (ср. § 10 главы 5). Полагая 
в основной формуле для биномиального ряда t =  — 1, мы 
имеем

iq ^  =  1 - *  +  * * - . . .  +  (— 1)" (7.30)
Этот ряд сходится равномерно при | х | < < 7 < 1 , так что 
можно произвести интегрирование от 0 до * < 1:
X

I 1£ - l n ( l + * ) - * - f  +  f - . . . + ( - l ) . g i  +

(7.31)
Эта формула позволяет вычислять натуральные лога­

рифмы чисел (а так как натуральные логарифмы пропор­
циональны десятичным, то и десятичные тоже). Вычислим, 
например, In 2 .

По соображениям, аналогичным тем, которые были 
приведены в § 8 , мы не будем выполнять подстановки 
х =  1 в формулу (7.31), приводящей к формуле

l n 2  =  l -  J - +  з ( 7. 32)
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хотя в действительности эта последняя формула и верна. 
Подчеркнем, что для сколько-нибудь точного вычисления 
с ее помощью числа In 2 необходимо удержать огромное 
число членов ряда.

Однако формула (7.31) поддается преобразованию до 
в п о л н е  практичной. Заметим прежде всего, что в (7.31) 
нам не запрещено взять х < ; 0 . Заменив в ней х на — х, 
мы получим

1 п ( 1 _ * )  =  _ х _ * _ * _  . . .  (7.33)

При х = 1/2 эта формула дает нам

In 2=  In 1 — - j  1 ~  2 2 • 2s 3 • 2s • "Ь f i . 2п • *•
(7.34)

Вычисления по этой формуле уже вполне осуществимы, 
однако можно сконструировать и еще более быстро схо­
дящийся ряд. Почленное вычитание ряда (7.33) из (7.31) 
дает нам

Щ  'л Й - 2 ( * + У  +  £  + • • • ) •  Р-35)
|. Полагая теперь

l-f-дс л+1 
Т ^х  -  ~п~‘

мы принимаем тем самым

* =  2л+ 1 ’

и формула (7.35) переписывается как

I  , П - Г ~  =  2 ( ^ T + T '^ 3 ( 2 n + l ) :> +  5(2rt-f 1 )» +

Заметим, что проведенный здесь прием улучшения схо­
димости ряда является частным случаем довольно общего 
метода, о котором будет идти речь в § 5 главы 14.

П р и м е р .  При п =  1

|п2 =  2 ( у +  з 7з> +  57з»+  ” •)•
Стоящий в скобках ряд сходится быстрее, чем геометрическая про­
грессия со знаменателем 1/9. Поэтому удержание каждого следую­
щего члена увеличивает точность в определении In 2, грубо говоря, 
На один десятичный знак.
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§ 12. Приближенное вычисление 
определенных интегралов 
при помощи степенных рядов

Вычислениями значений функций вычислительные при­
ложения теории рядов далеко не исчерпываются. При 
помощи рядов можно вычислять определенные интегралы, 
а также находить решение дифференциальных уравнений

Вычисление интегралов при помощи рядов можно ком­
бинировать с обычными приемами интегрального исчис­
ления.

Приведем несколько примеров.
Примеры.
I. Вычисление интегрального синуса:

(* sin х . si х =  I ------dx

(иногда под s ix  понимают другую функцию, значение которой мень­
ше указанного интеграла на л/2).

Мы имеем sinx =  x -  J  +  £  —  • +  + - .о т к у д а
хгп

(2л+1)!

+  ...(э т о т  ряд сходится.X 3! +  5! ' (2я+1)!
как и предыдущий, при всех значениях х). Следовательно,

хгпп

6
{' sin х . х* , Xs . . . .
)  — ^ = * - з Г з + 5 Г 5  — (2л +  I)! (2л + 1) +

Подставляя в ряд вместо х те или иные конкретные значения 
переменной, мы можем вычислять интересующие нас значения функции 

2. Вычислить

I (*)■
л

С sin х

1  »*
dx.

Подстановка | гх =  у приводит этот интеграл к виду 
Ух Ух

I (х) =  j  ~ ~ ~  dy* =  2 ^ sin у* dy, 
о о

откуда

' W - 2 J  - ) * .  й



ПРИБЛИЖЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 145'  131

Стоящий под знаком интеграла ряд сходится при всех у, поэтому

Ух
у4***I W =  2 (•j  -  —  + 1)«

(2 + 1 )! (4л+  3)
и, наконец,

Ц х)
3! • 7 +  ■•• +  (—I)" (2л +  I ) ! • (4л +  3) +

Такое произведение степени переменного на степенной ряд от нее 
принято называть обобщеннын степенным рядом. Иногда представле­
ние функции в виде обобщенного степенного ряда оказывается более 
удобным, чем ее представление в виде обычного степенного ряда.

3. Большое значение в теории вероятностен имеет интеграл
X X•

е 7 dx.

Для его вычисления заменим в формуле (7.2) х на х2/2. Мы получим
- х ‘/7

е

На основании признака сходимости Даламбера и теоремы § 5 главы 6 
этот ряд сходится равномерно в любом сегменте [0, х]. Поэтому ин­
тегрирование этого ряда законно и даст нам

d.r =

X X* х̂ п \
2Г 2» ~ ” + ( —1)" лГ2» +  ”

х* х* 4
2! • 2* • 5 „ I . 2« (2л + 1 )

§ 13. Приближенное интегрирование 
дифференциальных уравнений 
при помощи степенных рядов

При помощи разложении функций в степенные ряды 
можно приближенно интегрировать разнообразные диф­
ференциальные уравнения. Не вдаваясь здесь в сложные 
теоретические соображения и не касаясь многочисленных 
практических приемов, мы ограничимся лишь одним при­
мером.
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П р и м е р -  Найти решение уравнения
у" =  ху (7.36)

при начальных условиях

Ух=*о= 1 * у ;= о = ° -
Будем искать решение этого уравнения в виде степенного отно­

сительно х ряда
!/ =  0в+Я1* +  ... +  ал*л +  ... (7.371

При наших начальных условиях
Оо=1, а1 — 0.

Дифференцируя этот ряд дважды, мы получаем
2<Ц +6о*г+... +  ( л + 1) (л +  2) +  . . . ,  (7.38)

а умножая этот же ряд на х, мы имеем
aox-f e,xJ+ . . .  + ая_,х" +  . ..  (7.39)

Приравнивание коэффициентов членов рядов (7.38) и (7.39) с одина­
ковыми степенями х дает нам

2аа =  0,
6о3= 1.

12а4 =  0,
20a5 =  <j2,
30а4 =
42a, =  а4,

Нетрудно увидеть, что здесь оказывается
аг =  а» =  • • • =  азя и = . . .  =  О, 
а, =  а, =  ... — аЗЯт1 =  ...== О,

_  1 ! 1
°э — 2 • 3 ’ — 5 • 6 .........а,л+*~(Зп  +  2) (Зп +  З)а,я’ -

Иными словами, в ряде (7.37)

ао — 1 • Оз — gj" , а» 1 4
6! ’ , а3я

1 . 4 7 . . . ( З я - 2 )  
(Зп)!

а остальные коэффициенты этого ряда обращаются в нуль. 
Таким образом, мы получаем ряд

l + L j + L * * ,  , * • 4 • 7 ... (Зп — 2)
^31 +  6! (Зл)! (7.40)

Этот ряд сходится при любом значении х. В самом деле, применение 
признака сходимости Даламбера дает нам

un+i _азп+з хз _ _______ 1_______
ип аз п (3/»+2)(3/» +  3) ’

и с ростом п это отношение стремится к нулю при любом х.
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Обозначим через s (х) сумму ряда (7.40). Согласно сказанному 
в § 6 главы 6 сумма ряда

х + зГ*4 + - 4
1 • 4 • 7 ... (Зл—5) 

(Зп — 3)! Xм * +  . (7.41)

полученного двукратным почленным дифференцированием ряда (7.40), 
равна s" (х). С другой стороны, каждый член ряда (7.41) равен соот­
ветствующему члену ряда (7.40), умноженному на х. Следовательно, 
сумма ряда (7.41) равна xs (х).

Таким образом, мы видим, что сумма s (лг) ряда (7.40) удовлетво­
ряет дифференциальному уравнению *

(Р . . . .s(x) =  xs(x).

т. е. дифференциальному уравнению (7.35). Кроме того, очевидно, 
s (0) =  1 и з '(0) =  0. (7.42)

Однако существует лишь одна функция, удовлетворяющая урав­
нению (7.36) и начальным условиям (7.42). Поэтому y =  s (х).
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ОРТОГОНАЛЬНЫЕ 
И ОРТОНОРМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 
ФУНКЦИЙ

§ 1. Проекции и разложения векторов

Данный параграф является вспомогательным. В нем 
излагаются элементарные сведения по векторной алгебре. 
Читатель, знакомый с ними, может этот параграф при 
чтении пропустить.

Далее длина любого вектора о  будет обозначаться 
через | а  I. Иногда длина вектора называется его нормой. 
Подчеркнем, что дайна любого вектора является неотри­
цательным числом. Пусть вектор а  расположен на оси U. 
Припишем в этом случае его длине знак +  , если направ­
ление а  совпадает с направлением V , и знак — , если эти 
направления противоположны. Длину вектора на оси, рас­
сматриваемую вместе с приписанным ей знаком, будем 
называть алгебраической длиной вектора на оси.

Проекцией вектора а на ось (на направление) U назы­
вается вектор, расположенный на оси U, алгебраическая 
длина которого равна

! а I cos (a, U). (8 . 1)
Далее мы будем рассматривать координатные прост­

ранства и векторы, проведенные из начала координат 
в каждую точку пространства.

Рассмотрим сначала обычное трехмерное векторное 
пространство с ортами i, j и к, соответствующими направ­
лениям координатных осей X, Y и Z. Любая линейная 
комбинация этих ортов, т. е. любая сумма вида

х\ + у1 +  гк, (8 .2)
где х, у и г —вещественные числа, является вектором 
рассматриваемого пространства. Коэффициенты х, у и г  
называются компонентами вектора (8.2). Сложение векто­
ров осуществляется сложением их соответствующих ком­
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понент, а умножение вектора на число — умножением каж­
дой из компонент на это число.

Наоборот, какой бы мы вектор и в пространстве ни 
в з я л и , можно найти такие числа х, у и г, что а приоб­
ретает вид (8.2). Таким образом, можно говорить, что 
к а ж д ы й  вектор а трехмерного пространства может быть 
разложен «по векторам» i, j и к.

Геометрический смысл компонент в разложении (8.2) 
д а н н о г о  вектора а достаточно прост, но вместе с тем 
чрезвычайно важен, и его обобщение послужит нам удоб- . 
ной иллюстрацией при наглядном истолковании разложе­
ния функций в ряды.

Эти компоненты х, у и г суть алгебраические длины 
проекций вектора а соответственно на координатные оси 
X, Y и Z.

Если U есть координатная ось X, то (8.1) приобретает 
вид

Перепишем это выражение в координатной форме.
Прежде всего, из теоремы Пифагора следует, что если 

вектор а имеет вид (8 .2), то длина его равна

Кроме того, мы видели, что алгебраическая длина 
проекции вектора (8.2) на ось X есть х. Учитывая (8.3), 
это можно записать как

a cos (а, X).

V Хг + уг + г*. (8.3)

V ** +  у* + г2 cos (а, Х) = х,
откуда

(8.4)

Но, очевидно,
cos (а, X) — cos (X, а), 

и (8.4) переписывается как

cos (а О о  =  cos (X, а) =*—?—==V  + + (8.5)

Аналогично получается, что

cos (a, Y) =  cos (К, а) = — 

cos (а, Z) =  cos(Z , а) =  -
Кх1+У, + * 1

Кх* +  У* +  2*’
У

г

(8 .6)

(8.7)
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Возьмем теперь вектор
Ь = х'\ +  у'1 + г'к.

Алгебраическая длина проекции b  на направление век­
тора а  есть сумма алгебраических длин проекции трех 
векторов x'i, у') и г'к на это направление. По согласно
(8 . 1) эти алгебраические длины будут равны соответственно

х' cos (Х, а), у' cos (К, а), г' cos (Z, а)
(для тех компонент х', у', г', которые неотрицательны, 
эти выражения просто совпадают с (8 . 1); для отрицатель­
ных же компонент направления соответствующих векторов 
x'i, у') или г'к противоположны направлениям своих oceii, 
и косинусы изменят знаки, компенсируя отрицательность 
компонент).

Таким образом, алгебраическая длина проекции Ь на 
а  будет равна

х' cos (X, а) +  у' cos (V, а) +  г' cos (Z, а), 

или, учитывая (8.5), (8 .6) и (8.7),

х'х+у'у + г'г (8.8)+  +  г»'
Вместе с тем на основании формулы (8.1) эта проек­

ция есть
| b  | cos (а', Ь), (8.9)

а
\ Ь = У х ' * + у ' *  +  г ' \  (8.10)

Из (8 .8), (8.9) и (8.10) следует, что

с о ,(а ? 6 )-     <«■">

Стоящее здесь в числителе выражение 

х'х +  У'У +  г'г =  хх' +  уу' +  гг'

называется скалярным произведением векторов а ч b и 
обычно обозначается через ab.

В частности, при а =  Ь
ab  =  а а  =  х* 4- if  +  г* =  a  t*.
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Непосредственно из определения скалярного произве­
ден и я  видно, что эта операция обладает свойствами ком­
м у т а т и в н о с т и :

ab = ba
и дистрибутивности относительно действии сложения век­
тора и умножения вектора на число:

а (Ь - f  с) =  ab ас,
У. (ab) =  (Ум) Ь.

Однако закону ассоциативности скалярное умножение, . 
вообще говоря, не подчиняется: (ab)c есть вектор с гем 
же направлением, что и вектор с, а вектор a (be) — с тем 
же направлением, что и а. Поэтому в скалярных произ­
ведениях более чем двух векторов порядок выполнения 
умножений обязательно следует отмечать скобками.

В терминах скалярных произведений и норм формулу
(8 . 11) можно переписать, как

К  C0 S<e 6 >= T T lT *r
В связи с этим алгебраическая длина проекции b на 

направление вектора а равна

b ! cos (a, b) = y f  .

Выраженная в длинах вектора а, она приобретает вид

Важным частным случаем взаимного расположения 
векторов является тот, когда онн взаимно перпендику­
лярны. Перпендикулярные векторы называются также 
ортогональными. Очевидно, нулевой вектор, т. е. вектор, 
все компоненты которого равны нулю, ортогонален любому 
вектору (в том числе он является единственным вектором, 
который ортогонален самому себе). Если нам дан некото­
рый набор векторов, в котором любые два вектора орто­
гональны друг другу, то этот набор называется ортого­
нальной системой векторов. Говоря о векторах, состав­
ляющих ортогональную систему, мы будем считать, что 
среди этих векторов нет нулевого. Очевидно, всякая
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ортогональная система векторов в трехмерном простран­
стве состоит не более чем из трех векторов.

Если векторы а  и Ь ортогональны, то косинус угла 
между ними обращается в нуль и (8 .11) дает нам

ab =  хх' +  уу' +  гг' =  0 .
Пусть теперь а ,, а:, а., — произвольная ортогональная 

система векторов, а вектор х  является их линейной ком­
бинацией:

х  — х ,а , +  х ,а2 +  х ,а3. (8.13)

Коэффициенты дг,, х2 и х , можно выразить через скаляр­
ные произведения. Умножим для этого каждую часть
(8.13) скалярно на а,:
х а х = (дг,а,) а , +  (хм.,) а , +  (х,а3) а , =

Но
=  .V, (а,*/,) +  х, (а ,а ,) +  .v3 (a3a,). 

Oifli =  I ах I*.

(8.14)

а ввиду взаимной ортогональности векторов а ,, а-, и а 3 
а м 1 =  а 3в, =  0 .

Следовательно, (8.14) приобретает вид

откуда
х а 1 = х11 а , 2,

(8 15)

Сравнение с формулой (8.12) показывает, что дг, есть 
алгебраическая длина проекции х  на направление а ,, 
выраженная в длинах вектора а ,.

Аналогично скалярное умножение (8.13) на аг и а 3 
дает соответственно

и дг, ха»
Юз Р* (8.16)

Таким образом, формулу (8.13) можно записать как

Х = ^ а ' +
ха2

"оП* ° г
ха,
а. а . (8.17)

Правую часть этой формулы называют разложением век­
тора х  по ортогональной системе а ,, а ., а 3.

В действительности любой вектор х  трехмерного про­
странства может быть представлен в виде (8.13) и тем
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самым в виде (8.17). Мы, однако, намеренно оставляем 
в стороне этот Бопрос, ограничиваясь следующим утверж­
дением: если вектор х  имеет вид (8.13), то соответствую­
щие коэффициенты вычисляются по формулам (8.15) и 
(8.16). Условие: «если л: имеет вид. . .» — не является три­
виальным. Проиллюстрируем его содержательность на 
следующем примере. Пусть нам даны два ортогональных 
вектора, а , и а.,, и вектор х , представленный в виде

X = xla i +x^ai . (8.18)
Тогда, действуя, как и выше, мы получаем

а = хаг
02 } а, (8.19)

Очевидно, не всякий вектор трехмерного пространства 
представим в виде (8.18) (например, если ал =  i, a a» =  j, 
то в виде их линейных комбинаций можно представлять 
лишь векторы, лежащие в плоскости Л У). Однако если 
это имеет место, то справедлива формула (8.19).

Обратимся к важному частному случаю. Будем назы­
вать вектор нормированным, если его длина (норма) равна 1. 
Система векторов называется нормированной, если ка ж­
дый входящий в нее вектор нормирован. Очевидно, для 
превращения вектора в нормированный (или, как говорят, 
для его нормировки) достаточно разделить вектор на его 
длину, на его норму.

Ортогональная и нормированная система векторов 
обычно называется ортонормальной (или ортонормирован- 
ной) системой.

Вернемся теперь к ортогональной системе векторов 
а ь а 2, а 3 и предположим, что она является ортонормаль­
ной, т. е. что

а | =  а.у — (j-y —• 1.
В этом случае формула (8.17) приобретает особенно про­
стой вид:

х  =  (дгаО а ,  +  (дга2) а 2 +  (ха3) а 3, (8.20)
т. е. коэффициенты разложения вектора по ортонор­
мальной системе являются скалярными его произведениями 
на векторы системы.

Примером ортонормальной системы является тройка 
векторов i, j, к, и само задание вектора в виде (8 .2) 
является его разложением по этой системе.
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Все сказанное выше можно перенести и на случаи 
конечномерного, «-мерного пространства, в котором век­
торы являются последовательностями нз « вещественных 
чисел:

X  =  (ДГЬ ДГ2, . . . .  дг„). (8 .21)

Сложение «-мерных векторов и умножение их на ве­
щественные числа, как и в трехмерном случае, произво­
дятся покомпонентно.

Компоненты хи . . . .  х„ вектора (8.21) можно понимать 
как алгебраические длины его проекций на координатные
оси X ,......... Хп. За длину вектора х  естественно принят!.
выражение ___________

V 'x \+ ...+ x l.
Рассматривая плоскость, проходящую через ось век­

тора х  и координатную ось Xt (i =  1, . . . ,  «), мы имеем

cos (х, Xi) = Xt
У  х] +  ... +  х>-

Если ввести другой вектор

У~(Уи  •••,  Уп),
то, подобно тому, как это было в трехмерном пространстве, 

cos (х\ у)  =
V * \ + - + * ' n V  У\+...+у'«

где стоящее в числителе выражение называется скалярным 
произведением векторов х  и у .  Как и в трехмерном слу­
чае, оно обозначается через х у  и является операцией, 
коммутативной и дистрибутивной относительно сложения 
векторов и относительно умножения вектора на число.

Называя векторы в «-мерном пространстве ортогональ­
ными, если их скалярное произведение равно нулю, мы 
можем говорить об ортогональных системах векторов в «- 
мерном пространстве. Ясно, что в «-мерном пространстве 
ортогональная система векторов может состоять не более 
чем из « векторов.

Пусть a j ,  . . . ,  ат ( т < « )  — произвольная ортогональ­
ная система векторов в «-мерном пространстве, а вектор 
х  имеет вид

х  — xlai -}- х2о 2 -Е xmomt
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Тогда, умножая это равенство скалярно

1.........."»>, получаем, что х, = i=  1,
___ xav

а I ~ia\ +  • ха,— a2 Mm*

на ai (i — 
. . .  m, t. e.

(8. 22)

Правая часть этой формулы называется разложением век­
тора х  по ортогональной системе д ,, . . . ,  д т .

Если векторы аи ат нормированные, т. е. если
а. = . . . =  ат =  1,

то система д ь . . . ,  ат называется ортонормольной и фор­
мула (8 .22) приобретает вид

х  =  (х д ,) а , + . . .  +  (хат) ат. (8.23)
Из наглядных соображений видно (строгого доказа­

тельства мы приводить не будем), что при ш < л  не вся­
кий вектор пространства может быть разложен по системе 
д,, . . . ,  ат. Однако из сказанного следует, что если он 
все-таки разлагается, то это разложение имеет вполне 
определенный вид, описываемый в (8 .22), а для случая 
ортонормальной системы — в (8.23).

Наконец, если мы умножим почленно равенство (8.23) 
скалярно на х, то очевидно, получим

ijC|*=xJ +  . . .  +  ̂ .  (8.24)
Эта формула является многомерным аналогом теоремы 
Пифагора.

В качестве примера ортонормальной системы в «-мер­
ном пространстве векторов (8 .21) можно указать систему 
векторов («координатных ортов»):

(1, 0 .........0),
(О, 1.........0),

(0 , 0 .........1).
По этой системе разлагается любой вектор (8.21) и коэф­
фициентами разложения являются сами компоненты вектора.

§ 2. Векторы и функции

Всякий вектор, понимаемый как последовательность 
чисел, является своего рода функцией. При этом неза­
висимой переменной можно считать номер компоненты
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вектора, а зависимой переменной — величину компоненты 
Так, например, вектор (3, 7, — 12) может быть задай и 
в виде таблицы:

Номер компоненты 1 2 3

Величина компоненты 3 7 — 12

С другой стороны, и функции обладают многими основ 
ными свойствами векторов. Их можно, подобно векторам, 
складывать, причем значения функции-суммы равны суммам 
соответствующих значений функций-слагаемых. Их можно 
и умножать на число, причем на это число умножается 
каждое значение умножаемой функции.

Оказывается, что для функций удается обнаружить 
аналоги и дальнейших понятий векторной алгебры: нормы, 
скалярного произведения (тем самым можно в каком-то 
смысле говорить и о «косинусе угла между двумя функ 
циями»), ортогональной и ортонормальной систем и разло­
жений по таким системам; разумеется, он не имеет ничего 
общего с косинусами углов между графиками этих функ­
ций в точках их пересечения (как, впрочем, и в каких- 
либо других точках).

В § 1 речь шла о конечномерных пространствах. В таких 
пространствах удается найти конечную (т. е. состоящую из 
конечного числа векторов) ортогональную систему, по кото 
рой можно разложить любой вектор пространства. Про­
странство функций вещественного аргумента конечномерным 
уже не является, и потому такой конечной ортогональной 
системы в нем найти не удастся. В связи с этим возни­
кает вопрос о поисках бесконечных систем функций, кото­
рые могли бы стать основой разложения достаточно разно­
образных функций, и о нахождении коэффициентов в этих 
разложениях.

Но разложение функций по бесконечной системе пере­
стает быть обычной суммой, превращаясь в ряд или даже 
в интеграл. Такого рода разложения будут рассматри­
ваться в оставшихся главах курса.



§ 3. Нормированные и ортогональные функции

Скалярным произведением векторов является сумма 
произведений их компонент.

Пусть <р, (ж) и ф2 (ж) — две функции, заданные на сег­
менте [а, Ь] и непрерывные на нем. Интеграл от их про­
изведения

5 4>i (*) ф» W  dx (8.25)
а

по своей внешней форме сильно напоминает скалярное 
произведение (не следует забывать, что интегрирование 
является своеобразной разновидностью суммирования).

Поэтому все те понятия, которые определяются через 
скалярные произведения векторов, и все свойства векторов, 
которые выражаются через их скалярные произведения, 
можно попытаться распространить и на непрерывные функ­
ции, пользуясь вместо скалярных произведений интегра­
лами вида (8.25).

Норма вектора (т. е. его длина) есть квадратный корень 
из скалярного произведения вектора самого на себя. По­
этому естественно ввести следующее определение.

О п р е д е л е н и е .  Нормой функции ф(ж) на сегменте 
[о, Ь] называется квадратный корень из интеграла

ь
5 ф* (*) dx.
а

Если этот интеграл равен единице:
ь

Ф3 (ж) dx =  I ,
а

то функция ф(дс) называется нормированной на [а, Ь].
Ортогональность векторов означает равенство нулю их 

скалярного произведения.
По аналогии введем определение ортогональности 

функций.
О п р е д е л е н и е .  Функции ф2(ж) и ф2 (ж) называются 

ортогональными [а, Ь], если 
6
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§ 4. Нормированные и ортогональные системы 
функций

Рассмотрим теперь последовательность функций

<М*). Ф*(*).........  (8-26)

заданных и непрерывных на сегменте [а, Ь], среди кото­
рых нет функции, тождественно равной нулю.

О п р е д е л е н и е .  Последовательность (8.26) называется 
нормированной на сегменте [о, Ь], если нормирована каж­
дая функция последовательности, т. е. если

ь
Jj <pj| (х) dx=  1 при любом п.
а

Последовательность (8.26) называется ортогональной на 
сегменте [а, Ь], если ортогональны на этом сегменте две 
различные входящие в нее функции, т. е. если

ь
$ ф„ (X) фт (*) Ах =  0 при Пфт.

Последовательность (8.26) называется ортонормальной 
(или ортонормированной) на некотором сегменте, если она 
является нормированной и ортогональной, т. е.

5фл ( X )  Фт (X) d X  =
если п = т, 
если пф т .

П р и м е р .  Система функций

1, cos х, sin х, cos2x, sin2x, . . .  (8.27)

называется системой тригонометрических функций. Эта система орто­
гональна на сегменте [— л. л]. В самом деле (мы далее будем для 
единообразия полагать l=cosOx), при л =  0, 1, 2, . . . ,  т =  0, 1, ... и 
п ф т

я я
\ cos пхстхтх dx =  ^ (cos (л — т) x + co s (л +  m) х) dx=

— я —я

“  l ( ^ s in(n“ m) * +  ̂ sin | = 0 .  (8.28)
—Л
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Далее, при л —1, 2........m = l ,  2. ... и п ф т

Я 1 Я
^  sin пх sin тх dx =   ̂ (cos (п — т) х — cos (п 4- т) х dx =

—* л —л

"  2 ( * = 5 sin (n~ m ) s i n ( n + , n ) *) I “ 0> (8 W)— Л
И, наконец, при любых л =  0, 1, 2, ... и m — I. 2, ... 

л л
j  cos пх sin тх </х =  у  ^ (sin (m -f л) х +  sin (т — п) х) dx. (8.30) 
—я -  я

Здесь интеграл от каждого из слагаемых равен нулю, потому что 
при к ф  0

я я
j  sin kx dx*= — cos kx J = 0 ,

— Я —Л
а при k =  0

sin kx =  0
тождественно на [— я,-л].

Таким образом, система (8.27) на сегменте (— л, л) является 
ортогональной. Нормированной на сегменте |— л, л) эта система не 
будет, так как

л я  л
V cos5 пх dx=   ̂ sin* пх dx =  у   ̂ (cosJ пх +  sin5 лх) dx=

—л —я —я
л

-  ~  J  <*х=л. (8.31)
— Л

и нормой каждой из функций sin пх и cos пх является У  п, а норма 
единицы, очевидно, равна V 2л.

§ 5. Нормировка систем функций

Следующий переход от произвольной системы, задан­
ной на некотором сегменте функций ф! (дс), ф* (дс), . . . ,  
к нормированной на этом сегменте системе называется ее 
нормировкой. Он довольно прост и сходен с нормировкой 
векторов. Для того чтобы его осуществить, достаточно 
вычислить для каждой из функций последовательности (8.26) 
интеграл

ь
J ф£ (дс) dx =  К
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и разделить каждую функцию фя на VK -  Очевидно, 
при этом мы получим нормированные функции:

ь ь

Нормировка системы тригонометрических функций (8.27) 
на сегменте — [л, л] состоит, таким образом, в делении 
единицы на Y2n  и в делении каждой из остальных функ­
ции на Y л. В результате получится ортонормальная на 
сегменте [— л, л] система функций

1 1  I 1 о 1 • о77= - , -трг cos х, —гг- sin х, - 7- cos 2x, - 7̂  sin 2л:, . . .У 2л У л У л У л У я
Получение из некоторой последовательности функций 

ортогональной системы называется ее ортогонализацией 
Этот процесс более сложен, чем нормировка, и даже не 
всегда возможен. Мы здесь не будем останавливаться на 
этом вопросе.

§ 6. Разложение по системам функций

Пусть снова дана заданная на [а, 6] последователь­
ность функций

Ф1 (*), Ф4 (*).........Фп (х), . . . .  (8.32)
а /(л) — некоторая функция, также заданная на [а, Ь]. 
Мы будем рассматривать вопросы, связанные с разложе­
нием функции f(x) в ряд по системе функций (8.32), т. е. 
с представлением функции /(л ) в виде суммы сходящегося 
ряда

/ (д с )  =  о 1ср1 (л )  +  о 2ф 2 ( л ) +  . . .  +  а Лф „ ( - х ) +  . . .

С такого рода представлениями функций мы уже встре­
чались при разложении функций в ряды Тейлора и Мак- 
лорена. В случае рядов Тейлора в качестве последова­
тельности (8.32) бралась последовательность

1, х - а ,  (ж-а)*....... (8.33)
а в случае рядов Маклорена — последовательность

1 х X2* 9  л 9 л  9 • • • (8.34)
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Разложение функций в ряды Тейлора и Макло- 
рена весьма полезно для теории и практики, но оно стра­
дает рядом недостатков. К их числу следует отнести то 
уже отмечавшееся обстоятельство, что суммами сходящихся 
степенных рядов могут быть лишь функции, дифференци­
руемые сколько угодно раз. Вместе с тем как в самой 
математике, так и в ее приложениях приходится исследо­
вать функции, имеющие «неплавности», «изломы» и даже 
«скачки».

Кроме того, ни одна из последовательностей (8.33) и 
(8.34) не является ортогональной ни на каком из сегмен­
тов. Поэтому на разложения функций в ряды Тейлора и 
Маклорена не удается перенести приемы, применяемые при 
разложениях векторов по ортогональным системам. Правда, 
системы (8.32) и (8.33) оказываются ортогональными на 
некоторых линиях на плоскости комплексного перемен­
ного, но это уже другой вопрос. Как будет видно из 
§§ 12 и 13 следующей главы, такая постановка вопроса 
фактически сводит его к рассмотрению разложений функ­
ций по системе тригонометрических функций (8.31).

Описанная в § 4 система тригонометрических функций 
и йёкоторые близкие ей системы лишены указанных недо­
статков степенных рядов. Разложения по этим системам 
будут рассматриваться в следующей главе.

6
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РЯДЫ ФУРЬЕ

§ 1. Ряды и коэффициенты Фурье

В § 1 главы 8 мы выяснили, что если нам даны три 
вектора

аъ аг> а з>
составляющих ортонормальную систему, т. е. векторы, 
для которых

а&г =  а2а3 =  а^ах — О,
го любой вектор х  можно представить в виде

где коэффициентами хи х2, х3 являются соответственно 
скалярные произведения а^х, а2х  и а ,х.

Пусть нам дана ортонормальная на сегменте [а, Ь\ 
последовательность функций

<Мх), ф2 (х), . . . .  ••• (9.1)
и некоторая непрерывная функция f (х). Займемся задачей 
о разложении функции /(х ) в ряд по функциям (9.1), 
т. е. о представлении функции f(x) в виде

/  (*) =  Oi4>i (х) +  я2Ф2 (х) +  . . .  +  а„Ф„ (х) +  . . .
Следуя проводимой нами аналогии между векторами 

и функциями, найдем числа 
ь

an = \f(x)<pn{x)dx, л - 1 ,  2.........  (9.2)
а

и ссхггавим ряд

OiVj (х) +  а2ф* (X) +  . . .  +  Одфя (х) +  . . .  (9.3)
О п р е д е л е н и е .  Ряд (9.3) называется рядом Фурье 

функции по системе функций (9.1). Коэффициенты этого
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ряда называются коэффициентами Фурье функции f(x) по
системе (9.1).

Сравнительно простой и удобной системой функций для 
разложений в ряд Фурье по ней на сегменте [— я, я] 
является описанная в главе 8 нормированная система 
тригонометрических функций

- Д р .  Т7^ c o sх, —U s in x ,  c o s2х, sin 2л:, . . .
у  2л  )  я  у  я  (  я  У  л

Разложение функции f (x) в ряд Фурье по этой системе 
на сегменте [— л, л] имеет вид

СО

f  (*) =  -J- +  2  (°п cos пх +  bn sin пх), (9.4)
П = 1

где коэффициенты Фурье определяются по формулам
Л

ао = -^ J f (х) dx,
— Л

(9.5)

Л

ап = ~  ^ f (х) cos пх dx, п=  1 , 2 , . . .
— Л

(9.6)

Л
1 i*b„=— \ f  (х) sin пх dx, п =  1 , 2 , . . .

— Л
. (9-7)

Ряд (9.4) называется тригонометрическим рядом Фурье, 
чтобы отличать его от рядов Фурье, получающихся при 
разложениях по другим системам функций. Однако тригоно­
метрические ряды Фурье употребляются в теории и прак­
тике по сравнению с остальными рядами Фурье столь 
часто, что обычно их называют «просто» рядами Фурье. 
Ряды же Фурье по другим системам функций называются 
часто «обобщенными» рядами Ф урьех).

Частичные суммы рядов Фурье для тех или иных 
функций часто называют суммами Фурье этих функций.

Заметим, что при п = О
cos пх =  cos 0 =  1.

1) О гед ует  п од черкн уть , что р яды , назы ваем ы е тригон ом етрически м и 
рядами Ф у р ье , р а ссм атр и вал и сь  и до  Ф у р ье . В ы числение коэф ф ициен­
тов а„ и Ьп по ф орм улам  (9 .5 ) и (9 .7) встречается  ещ е у  Эйлера 
(1777 г.). Сам Фурье ввел в научный оби ход  ряд ы  более общего вида.

в*
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Поэтому формулу (9.5) можно рассматривать как частный 
случай формулы (9.6), который получается при л =  0. 
Здесь необходимо, однако, еще раз подчеркнуть особое 
положение параметра а0, входящего в разложение (9.4) 
лишь своей половиной.

Отметим еще следующее терминологическое обстоятель­
ство. Характеризация некоторого ряда как тригонометри­
ческого означает, что этот ряд имеет вполне определен­
ный внешний вид: его членами являются тригонометриче­
ские функции вида cos шс и sin лдг, снабженные теми или 
иными коэффициентами. Характеризация же ряда как 
ряда Фурье указывает на вполне определенное происхож­
дение его коэффициентов по формулам типа (9.2) (в три­
гонометрическом случае этн формулы заменяются на конк­
ретные формулы (9.5) — (9.7)).

Если функция f(x) непрерывна (или хотя бы кусочно 
непрерывна) на сегменте [— л, я], то все интегралы вида
(9.2) имеют смысл, и таким образом можно говорить 
о ряде Фурье этой функции и о его сходимости. По ана­
логии с векторами можно было бы ожидать, что сумма 
ряда Фурье функции f(x) должна существовать и быть 
равной самой функции /(* ). Обычно так оно и есть, хотя, 
конечно, может оказаться, что ряд Фурье некоторой 
функции f(x) не сходится вовсе или же сходится, но не 
к функции f(x), а к какой-нибудь совсем другой функ­
ции. С подобным явлением мы уже встречались при раз­
ложениях функций в степенные ряды.

В связи со сказанным перед нами встает задача: выяс­
нить, в каких случаях и каким образом ряд Фурье неко­
торой функции позволяет описывать значения этой функ­
ции; в частности, в каких случаях ряд Фурье функции 
f(x) сходится к этой функции. Оказывается, что для 
довольно широкого класса функций это действительно 
так.

Не вдаваясь в детальное исследование вопроса (даль­
нейшие сведения об этом будут изложены в главе 16), 
мы приведем систему достаточных условий для того, чтобы 
функция /  (х) была разложима в тригонометрический ряд 
Фурье в сегменте [— л, л]. Переход от этого сегмента 
к произвольному другому сегменту не является принци­
пиальным, и мы увидим, что это можно проделать уже 
легко.
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§ 2. Условия Дирихле и тесрема
о разложении функции в ряд Фурье

О п р е д е л е н и е .  Функция f (х) называется кусочно 
монотонной на сегменте [о, Ь\, если этот отрезок разби­
вается на конечное число сегментов

[a, Xj], [ду, хл], [х2) дг3], [хп, Ь],
в каждом из которых функция / ( х) монотонна.

Если функция f (х) кусочно монотонна на сегменте 
[а, Ь], то в любой внутренней точке этого сегмента суще­
ствуют правые и левые пределы ее значений, т. е. пределы

U m J ( x ) = f ( c - 0 ) ,  

lim f ( x )—f (с-\-0).
X - ¥ C  +  0

Т е о р е м а .  Если функция f (х) задана на сегменте 
[— я, л] и является на нем кусочно непрерывной, кусочно 
монотонной и ограниченной, то ее тригонометрический 
ряд Фурье сходится во всех точках сегмента [— я, я].

Если s(x) —сумма тригонометрического ряда Фурье 
функции /(* ), то во всех точках непрерывности этой 
функции

s (*) =  /(* ).
а во всех точках разрыва

s ( x ) = ± ( H x - 0 )  + f(x +  0)). (9.8)

Кроме того,
5(л) = 5 ( - я ) =  4- ( / (я - 0 )  +  / ( - л +  0)). (9.9)

Условия этой теоремы часто называются условиями 
Дирихле, а сама теорема — теоремой Дирихле. Доказа­
тельство теоремы Днрнхле выходит за пределы основного 
курса и помещено в главе 16.

Подчеркнем, что условия Днрнхле включают как кусоч­
ную непрерывность, так и кусочную монотонность функ­
ции и ни от одного из этих свойств отказаться нельзя. 
В частности, известны примеры непрерывных функций, 
которые не описываются своим рядом Фурье.

Из теоремы Дирихле видно, что значения функции 
(*) в точках ее разрыва не влияют на ее ряд Фурье.
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Зго значит, что функции, имеющие одни и те же точки 
разрыва и отличающиеся друг от друга лишь в этих 
точках, разлагаются в один и тот же ряд Фурье.

Далее, говорить о непрерывности функции f(x) на 
концах сегмента [— л, л], т. е ., в точках — л и л, вообще 
не имеет смысла, даже если выполняются предельные 
соотношения / ( — л +  0 ) = / ( — л) и / ( л  — 0) =  /(л ). В самом 
деле, для непрерывности функции f(x) в точке л необхо­
димо двойное равенство

/  (л — 0) =  /  (л) =  /  (л +  0).

Но выражение / ( я -fO) характеризует поведение функ­
ции f (х) справа от точки л, т. е. там, где эта функции, 
быть может, и не определена. То же справедливо и для 
выражения / ( — л —0). Поэтому в теореме Дирихле концы 
сегмента [— л, л] играют особую роль, сходную с ролью 
точек разрыва.

1ГЛ ,

§ 3. Разложение периодических функций 
в ряд Фурье

Далее мы будем говорить, что функция f имеет пе­
риод Т, если для любого х

f(x) = f(x +  T),

не предполагая при этом, что Т является н а  и м е н  ь- 
ш и м из всех чисел, обладающих этим свойством.

Все тригонометрические функции вида

sin/ur, cos я* (я =  1, 2 , . . . )

определены для любого вещественного значения х и яв­
ляются периодическими. Период каждой из них равен 2л. 
Следовательно, и любая их сумма вместе с постоянным 
членом

- у  +  ai cos х -+- bx sin х + . . .  +  а„ cos пх +  b„ sin пх

также определена для любого вещественного х и имеет 
период 2л. Очевидно, это свойство периодичности сохра­
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няется и при переходе к пределу, так что сумма любого 
сходящегося тригонометрического' ряда

со

* г̂ +  2  (°п cos пх +  bn sin пх)
П= 1

также имеет период 2л.
Таким образом, получается следующая картина. Пер­

воначально мы имели некоторую функцию /  (х) (удовле­
творяющую условиям Дирихле), заданную на сегменте

л, я]. Составив ее тригонометрический ряд Фурье, мы 
получим в качестве его буммы s (х) функцию, которая 
определена уже не только на сегменте [— я, л], но и 
для всех остальных вещественных значений х. При этом 
на сегменте [— л,  л] сумма s(x) описывает функ­
цию f(x).

Значениями функции f(x), лежащими вне сегмента 
[— я, я], мы пока просто не интересовались; в част­
ности, мы тем самым допускали, что эта функция вне 
сегмента [— л, л] могла быть и не определена. Предпо­
ложим, однако, что функция f(x) определена для всех х, 
а мы лишь ограничились ее рассмотрением на сегменте 
[—л, л] и составили применительно к этим значениям 
сумму ее тригонометрического ряда Фурье s (х). Эта 
сумма, будучи периодической функцией, будет описывать 
функцию f(x) вне сегмента [— л, л] в том и только 
в том случае, когда сама функция является периоди­
ческой с периодом 2л в точках своей непрерывности, 
т. е. когда для любой точки непрерывности х функции f (х)

/(х  +  2 л )= /(х ) .

Наоборот, если функция f (х) этим свойством не обладает, 
то вне сегмента [— я, л] она может не иметь с функцией 
s(x) ничего общего.

Итак, если функция f (х) периодическая с периодом 
2л, то ее тригонометрический ряд Фурье описывает ее 
всюду. В противном случае он описывает ее лишь на 
сегменте [— л, л]. Разумеется, слово «описание» следует 
понимать в том смысле, как это сформулировано в тео­
реме Дирихле.



§ 4. Физическое истолкование разложения функии*
в тригонометрический ряд Фурье

Будем в. качестве независимого переменного рассмат. 
ривать время. Тогда функциональная зависимость будет 
описывать некоторый происходящий во времени процесс.

Ограничимся для удобства рассуждений тем случаем, 
когда этот процесс сводится к механическим движениям 
некоторой системы, т. е. к ее пространственным переме­
щениям.

Встает вопрос о представлении движения на некотором 
отрезке времени в виде комбинации тех или иных заранее 
заданных движений. Этому представлению движения будет 
соответствовать разложение описывающей его функции в 
функциональный ряд по заданным функциям.

В частности, можно поставить вопрос о представлении 
достаточно произвольного движения на некотором отрезке 
времени [— л, я] в виде одновременного осуществления 
некоторого стационарного смещения, а также гармони-

2д 2л
ческих колебаний с периодами 2л, - у ,  у .  . . .  Так как 
любое колебание такого вида представляется выражением

4 n sin(n/  +  <P«), (9.1U)

ему соответствует пара членов тригонометрического ряда

ancosnt + b„sii\nt, (9.11)
где

sin ф я , ( 9 .1 2 )

Ь п =  А п  COS <р„. ( 9 .1 3 )

Таким образом, пара соседних членов (9.11) тригоно­
метрического ряда соответствует некоторой гармонической 
составляющей (9.10) общего движения системы с периодом
—  и амплитудой А„. Эта гармоническая составляющая
обычно называется я-й гармоникой движения. Из формул
(9.12) и (9.13) мы лмеем для амплитуды я-й гармоники
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A„ = V a i + b'n.
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§ 5. Разложение функции f ( x )  =  x

Рассмотрим в качестве примера разложение в триго­
нометрический ряд Фурье функции

f(x) = x, (9.14)

заданной пока что на сегменте [— я, л]. Так как эта 
функция внутри сегмента [— л, л] непрерывна и моно­
тонна, она удовлетворяет очевидным образом условиям 
Дирихле. Заметим, что говорить о непрерывности нашей 
функции на концах рассматриваемого сегмента, т. е. в точ­
ках — л и л, мы пока не имеем права, так как для 
непрерывности функции в этих точках мы должны знать 
ее предельное поведение при подходе к сегменту извне. 
Но о значениях функции f(x) вне сегмента [— л, л] мы 
пока ничего не знаем.

.Составим тригонометрический ряд Фурье для нашей 
конкретной функции /(* )  =  *. В соответствии с форму­
лами (9.5) — (9.7) для этого нам нужно вычислить сле­
дующие интегралы:

‘ 1 I* . 1 х» п
« Н  л )  xdx=mK~2 =  °«

— Я — Я 
Я

1 I*ап — — \  х cos пх dx —
Л J

— Я ^

=  — ( jc — sinnx | — - С  sin/ ttdx)  =  0, 
л Л I n J ]

'  — Я — Я '
я

Ь. =  -  f  jesin nxdx  =>
Л J

я я \
+   ̂ cos nxdx\  =  (— 1)"+11 I 1— — х — cos пх П \ п

Таким образом, тригонометрическим рядом Фурье функ­
ции f(x) = x на сегменте [— л, л] будет ряд

2 ^sinx — y s i n  2х +  -  ̂ s in3x —. . . +

■f (— l)n+1 ^ sinnx-f- . . . j .  (9.15)
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С умма этого ряда является функцией от х. Обозначим 
ее через s(x).

Эта функция во всех точках непрерывности f(x) должна 
с ней совпадать. Значит, внутри сегмента [— л, л] 
должно быть (см. формулу (1.30) на стр. 27)

s (*) =  /(* > =  *
Далее, при х — ± л  все синусы обращаются в нуль:

sinnn =  0.
Следовательно,

s ( ±  л) =  0.
Наконец, как было отмечено, функция s(x) должна 

быть периодической и иметь период 2л. Поэтому анали­
тически эту функцию можно задать как *)

х  — [jgjr] 2я, х ф ± л ,  ±  Зл, ± 5 л ..........

0, х = ± л , ±  Зл, ±5л, .. . ,
а график ее указан на рис. 7.

i n  ,

Если мы продолжим функцию f ( x )=x  с сегмента 
[ — л, л] на всю вещественную прямую, согласно ее ана­
литическому виду (9.14), то мы вне сегмента [— л, л] 
получим нечто совершенно отличное от функции s (дс).

Однако продолжение f(x) = x с сегмента [— л,  nj 
периодической функцией с периодом 2л, если положить

f ( ± n )  = f ( ±  З л ) = / ( ±  5л) = . . .  =  0, 
будет совпадать с функцией s (х).

1) Запись [х/2л] («функция антье») означает наибольшее целое 
число отрезков длины 2л, укладывающихся в отрезке длины *.
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§ 6. Сдвиг сегмента разложения

То, что мы в качестве основного сегмента задания 
разлагаемых в тригонометрические ряды Фурье функций 
брали [— л, л], является удобным, но совершенно не 
принципиальным. Если в тех или иных теоретических 
или прикладных задачах приходится иметь дело с разло­
жением функции в тригонометрический ряд Фурье не 
в сегменте (— л, л], а в каком-нибудь другом сегменте 
[а, Ь], то это никаких дополнительных трудностей не 
создает, а только несколько усложняет обозначения.

В сущности, этот вопрос сводится к тому, как из орто- 
нормальной системы функции на [— л, л] получить орто- 
нормальную систему функций на [а, Ь]. Очевидно, пере­
ход от [— л, л] к [а, b] можно осуществить сдвигом пер­
воначального сегмента вдоль оси х и изменением масшта­
бов по этой оси. Следующая лемма и основанные на ней 
рассуждения показывают, что сдвиги не изменяют ни 
ортонормальности систем периодических функций, ни соот­
ветствующих коэффициентов Фурье периодических функ­
ции (разумеется, если их период равен длине интервала 
разложения).

Л е м м а .  Если функция ф (х) периодическая с некото­
рым периодом Т, то при любых a u k

$ ф(х)Лс =  $ ♦(*)<**•
а X

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что, 
полагая

х — Т — у,

мы получаем

а +  К +  Т  а +А о +  Х
$ ф (x) dx =  $ ф (y +  T)dy = \ Ф (y)dy =

а +  Т  а а

о+Х

$ Ф (*)<**• (9.16)
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Далее, мы имеем
а + Т

$ ф (дс) dx =
о +  Д. e +  Я+Г а +  Т

=  $ Ф (*) dx +  $ ф (дг) dx +  $ ф (*) dx =
a a -f  X a-fX-f T

a-fX a-fX-fT a-fX-fT
=  j ф (x) dx -  $ ф (x) dx +  $ ф (*) dx,

a a -f T  a -f X
а учитывая (9.16), получаем требуемое.

Поскольку функции sin лис и cos яд: при любом я, 
равно как и постоянная 1, являются периодическими 
функциями с периодом 2л, на основании леммы каждый
из интегралов

л л

$ а*. $ sin mx cos nxdx.
— л — Л
л Л
\ cosг пх dx, \ sin2 лдг dx

— Л — л

не изменится от сдвига его интервала интегрирования
т. е. при любом а

а +  2п

2л К dx— 1,
a*f 2л

i sin mx cos nxdx  =  0,
а a

a -f  2 л
1 С— 1 cos2 n x dx = \ ,

a - f  2 лл
V cos mx cos nx dx = 0 (n Фш),

а a
a -f  2 л

—  ̂ sin2 nxdx =  1,
a - f  2 лЛ

V s i nmxs i n«xdx  =  0 (n=£m).
a a

Это значит, что система функций

, 7 & - T i cosx- FTsi" '’Тн0052*’ TTsin2*’ -
является ортонормалыюй не только на сегменте [— л, я], 
но и на любом сегменте вида [a, a - f  2л].

Далее, если функция f  (дс) является периодической 
с периодом 2л, то периодическими и с тем же периодом
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будут все функции
f(x)cosnx,  
f(x) sin пх,

и поэтому для коэффициентов Фурье функции f(x) на 
сегменте [а, а +  2л] мы получаем

в + ,2Л • я

-jj- )  f  (х) cos tix dx = ~   ̂ f (x) cos nx dx =  a„,
a  — я

а + 2 п  яJ [» I f
— \ f(x) sin nxdx = — \ f(x) sin nxdx = bn.

a —Я
Отсюда можно сделать два вывода.
Во-первых, при вычислении коэффициентов Фурье

2л-периодической функции 
f(x) на сегменте [— л, л] 
мы можем во имя удобства 
интегрировать нужные про­
изведения не по этому сег­
менту, а по любому дру­
гому вида [а, а 2л], 
распорядившись значени­
ем а так, чтобы вычисле­
ния стали более простыми 
или более удобными или 
чтобы, скажем, нам приш­
лось иметь дело с интегралами, значения которых нам 
в силу тех или иных обстоятельств уже известны.

Во-вторых, при разложении 2л-периодической функ­
ции }(х) в ряд Фурье на сегменте [а, а +  2л] мы можем 
воспользоваться всеми теоретическими утверждениями и 
практическими рекомендациями, которые справедливы для 
случая сегмента [— л, л].

П р и м е р .  Разложить в ряд Фурье на сегменте [— л , л] функ­
цию, определенную следующим образом:

х +  2л, если — л <  х <  0. 
х, если 0 <  х <  л

(график этой функции изображен на рис. 8). Вычисление интегралов, 
выражающих коэффициенты Фурье для этой функции, неудобно, так 
как в каждом из них интервал интегрирования приходится разбивать 
на две части: от — л до 0 и от 0 до л. Вместе с тем мы можем про-
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д о т ж и т ь  ф ункц ию  / ( * )  по  2л -периоди чности  на п ром еж уток  (л ,  2д] 
(на граф и ке рис. 7 это  видно  достаточн о  н агл яд н о ). Т аки м  образом , 
на о тр езк е  (0 , 2 л ] н аш а ф у н к ц и я  f (х) п р и о б р етает  у ж е  достаточно  
простой  вид:

/(*) =  *
(п р а в д а , д л я  точки  х = 0  эта ф о р м у л а  н еверн а, но  0  есть точка  раз- 
ры ва ф ун к ц и и  f (х), т ак  что зн ач ен и е  ф у н к ц и и  в ней на ее разло  
ж ен и е  в ряд  Ф у р ье  н и как  не вл и я ет). _

П оэтом у коэф ф ициентам и Ф у р ье  ф ун кц и и  /  буд ут

а ее р азл о ж ен и ем  в р я д  Ф у р ье

л  — 2 |^sin sin 2 х + . . . + ~  sin п х+  . . . j .

§ 7. Изменение длины сегмента разложения

Если нужно разлагать в тригонометрический ряд Фурье 
функцию f(x) на сегменте [а, а +  2/], длина которого 21, 
вообще говоря, отличается от 2л, то можно произвести 
подстановку

и функция будет как функция от t задаваться на

[ ел ел . п 1
— , — 'Ч -2л уже привычной нам длины 2л.

Выполним разложение функцйи f (~  (подчеркнем 
еще раз, что мы сейчас рассматриваем ее как функцию
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ОТ /!) В ряд Фурье на сегменте |^ Ь , -^  +  2л |:
оо

^ (л  * ) 3 ТГ +  2  (°" cos nt + bn sin nt), (9.17)
Ч«1

где
ОЛ , «т +гя

Ол =  J  ^ /  ( - ^ / )  COS л/ dt, п =  0, 1, 2,
ал 
I

ОЛ . л — 4-2Л
(9.18)

bn = i  f  f ^ t ^ s i n n t d t ,  n = l ,  2, . . .
ал
I

Напомним, что мы здесь также имеем право, продолжив 
/j по 2л-периодичности, вместо интегралов (9.17) 

вычислять интегралы
л

вл =  ^  J t) cos nt dt, n = 0, 1, 2, . . . .
— Л 

Л (9.19)

b„ = ~  j  f ^ t ' j s i n n t d t ,  n =  1 , 2 , . . .

Нам остается вернуться к переменной х, т. е. подста­
вить как в интегралы (9.19), так и в выражение для ряда 
Фурье (9.17) всюду вместо переменной / ее выражение 
через переменную х, т. е. пх/l. Мы получим

/  М  =  ^ - +  2  (a"cos -j-x-\-bn sin ~  x j ,
П= 1

/
=  7   ̂ f(x) cos ™-xdx,

i
=  f  (x) cos ™xdx.

где

- i
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§ 8. Четные и нечетные функции

Как было установлено, задачу разложения функции 
f(x) в ряд Фурье на произвольном сегменте [о, Ь] можно 
свести к задаче разложения несколько видоизмененной 
функции на сегменте [— л, л]. Поэтому мы далее будем 
ограничиваться только этим свойством.

Итак, пусть функция f  (х) задана на сегменте [— л, л] 
и удовлетворяет условиям Дирихле. Займемся исследова­
нием двух частных случаев.

Напомним, что функция f(x) называется четной, если
/(* )  =  / ( - * )

во всей области ее задания, и нечетной, если 
f(x) =  - f ( - X )

(также для всех тех х, для которых значение функции 
определено).

Как легко проверить, произведение четной функции 
на четную, равно как и нечетной на нечетную, четно, 
а произведение четной и нечетной функции нечетно. 

Очевидно, если функция f(x) нечетная, то

J f(x)dx = О,
— Л

а если функция f(x) четная, то

$ f (х) dx = 2 \ f  (х) dx.
— л О

Четность функций изменяется при их дифференциро­
вании и интегрировании.

Т е о р е м а  1. Производная четной функции является 
нечетной функцией, а производная нечетной функции — 
четной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция /  — четная. Тогда 
при любых х и Ах должно быть

откуда
/(* ) =  / ( — *), /  (дс +  Ах) =  /  (— х — Ах),

I (х +  Адс)- f ( x )  / ( — х)—/ ( — х - А х )
Ад Дх • ИЛИ, пере­

ходя к пределу,
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Случаи нечетной функции f рассматривается анало­
гично.

С л е др т в и е. Вторая производная четной функции 
четна, а нечетной —нечетна.

Т е о р е м а  2. Если функция f нечетна, то ее первооб­
разная г четна.

Если функция /  четна, а для ее первообразной F имеет 
место F (0) =  0, то функция F нечетна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция f  нечетна. Тогда

F(— x ) = \  f(x)dx +  C = — \ f ( — x)dx + C=*
о о

=  -  5 - / ( * )  dx +  C= \ f  (х) dx + C = F (x).
о о .

Если функция /  четна, то прн F(0) =  0

F(— x) = $ f(x)dx = — \ f ( — x)dx = — \ f (x)dx = — F(x).
0 0 о

§ 9. Разложение четной функции в ряд Фурье

Пусть функция f(x) задана на сегменте [— л, я], удов­
летворяет условиям Дирихле и является четной. Тогда 
произведение

f(x) sin пх
при любом л =  1, 2, . . .  должно быть нечетной функцией, 
и потому

Л

 ̂ f ( x ) s i nnxdx =  0.
— Л

Таким образом, прн разложении четной функции в ряд 
Фурье все коэффициенты этого ряда при синусах обра­
щаются в нуль, и разложение принимает вид

со

/ w = l  +  2  ° л cos пх’ (9-2°*
п  «=* I

где
л

ая =  ̂ - \  f(x) c o snxdx, n — 0, 1, 2, . . .
p
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О п и с ы в а е м о е  формулой (9.20) представление функции 
f(x) н а з ы в а е т с я  ее разложением в ряд «по косинусам».

П р и м е р .  Н айдем  р а зл о ж е н и е  в р я д  Ф у р ье  по к о си я у са м  четной 
ф у н к ц и и  / ( х )  =  х2 на  сегм енте [— л ,  я ) .

В  этом с л у ч ае  мы имеем

Од = 2
я S х* dx = 1 ХЛ

л 3
2л2 

3 *

Д л я  в ы чи слен и я  ап при  л > 0  применим  д в аж д ы  и н тегр и р о в ан и е  
по частям :

я  /  я  я
2 1 * .  . 2 / х* sin пх I 2 С— \ х2 cos пх dx =  — ( ---------------  —  —  1 пя J Я I п \ п J

sin пх dx 1

4
лд

Т аки м  образом .

х  cos пх

■ 4 + i ( -
cos х  +

c o s2 x
22

З а м ети м , что на основан ии  п р и зн а к а  В ей ер ш тр асса  (см . § 7 гл а в ы  5i 
это т  р я д  Ф у р ь е  с х о д и тся  (и п ри том  к своей  ф у н к ц и и ) равном ерно 
на  всем сегм енте (0 , л ) .

П о с к о л ь к у  в  наш ем с л у ч а е  / (я )  =  (/  —  л ) ,  ф орм ула (9 .21 ) имеет 
с и л у  д л я  всех  то ч ек  из сегм ента (— я,  л] 
и м ож ет бы ть по 2я-п ер и о д и ч н о сти  рас ­
п ро стр ан ен а  на лю бы е зн ач ен и я  (ри с . 9) 

И з  ф орм улы  (9 .21) в ы те к ае т , межд 
прочим , одно лю боп ы тное следстви е. П< 
л о ж и в  в ней х =  0 , мы получим

о,=_т + 4 (” 1 ”  “р - + - )  •
Е сли  о бозн ач и ть  ч ер ез s сум м у ряда 
«обратны х кв ад р ато в »  (см . § 2 главы  3), 
то  сум м а чисел, о братн ы х  четны м к в а д ­

р атам , б у д ет  равн а  ~  Г, т ак  что сум 

ма р я д а , с то я щ его  в с к о б к а х , равна 

—  s +  2 -  - т - а = ------s - s .  Т аки м  образом

я2
3 - 4

отку д а  s =  - ^ - ,  и мы н аш ли  сумм у р я д а  «обратн ы х к вад р ато в» .
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§ 10. Разложение нечетной функции в ряд Фурье

Аналогично предыдущему, если функция f (х) является 
н е ч е т н о й ,  то нечетной же функцией будет при каждом п 
и произведение

f(x) cos пх,
так что

л
\ f  {х) cos пх dx =  0,

— Л

и в нуль обращаются все коэффициенты Фурье при коси­
нусах, а также свободный член. В результате мы полу­
чаем

00
f  м = 2  b/>sin (9 -22)n = i

где
я

bn = ^  ^ f(x) sinnxdx, п =  1 , 2 , . . .  
о

Формула (9.22) иногда называется разложением функ­
ции / ( х) в ряд «по синусам».

§ 11. Разложение в ряд Фурье функций 
на сегменте 10, л)

Предположим теперь, что функция f(x) задана нам 
только на сегменте [0, л]. Чтобы разложить ее в ряд 
Фурье на этом отрезке, мы можем поступить следующим 
образом. Доопределим нашу функцию на сегменте [— л, 0]. 
Мы будем тогда иметь функцию, заданную на всем сег­
менте [— л, я], и получим возможность разлагать дооп­
ределенную функцию в ряд Фурье на всем сегменте 
[— я ,  я ] .

Так как реально заданной является только часть 
функции на сегменте [0, л] (добавочная часть на проме­
жутке [— я, 0) «пристраивается» сравнительно произвольно 
на основании главным образом соображений удобства), мы 
полученный ряд Фурье должны рассматривать только для 
тех значений переменной х, которые расположены в сег­
менте [0, я].



180 РЯДЫ ФУРЬЕ 1ГЛ 9

Очевидно, получившийся ряд будет зависеть от того, 
как именно мы произведем доопределение нашей перво­
начально заданной функции на промежутке [— л, 0). При 
этом нам могут представиться различные варианты. Рас­
смотрим два из них.

Во-первых, мы можем продолжить функцию f(x) на 
промежуток [— л, 0) по четности, т. е. положить

/ ( - * )  =  /(* ). 0 < х ^ л
(рис. 10). Тогда мы будем иметь дело с четной функцией, 
которая, в соответствии со сказанным в § 9, разлагается 
в ряд по косинусам согласно формуле (9.20).

Во-вторых, мы можем продолжить функцию f(x) на 
промежуток [— л, 0) по нечетности, т. е. положить

f ( - x ) ------ f(x)
(рис. 11). В этом случае мы будем иметь дело с нечетной 
функцией, которая разлагается в ряд по синусам согласно 
формуле (9.22).

Не следует думать, что нам удалось получить для 
одной и той же функции два различных разложения в ряд 
Фурье. В действительности мы разлагали весьма отлича­
ющиеся друг от друга функции (они могут отличаться 
друг от друга на всем промежутке [— л, 0)) и только 
отбросили часть полученного ответа, отказываясь исполь­
зовать разложение в ряд Фурье для отрицательных зна­
чений х

Поясним сказанное на примере.
П р и м е р .  Разложим на сегменте |0, л) функцию / (*) =  * в ряды 

Фурье по синусам и по косинусам (что будет отвечать соответственно
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продолжению этой функции на сегмент [— я,  я] по нечетности и по 
четности).

Разложение этой функции по синусам было нами получено в § 5: 

2 (sin x - j  sin 2х +  ... +  (—1)«+1 i  sin п х + . . . \ .

Для того чтобы найти разложение в ряд по косинусам, вычис­
лим интегралы

Таким образом другое интересующее нас разложение будет иметь вид

Т  ~"S'(cosjc+ ^ ' cos 3x + -” + lS r b j T C0,(2/,+1)Jt+"*)' (9'23)
Как и в случае примера из § 9, сходимость этого ряда — равномер­
ная на всем сегменте [—я, я].

§ 12. Комплексная форма записи ряда Фурье

Формулы Эйлера позволяют выражать тригонометри­
ческие функции через показательные функции с комплек­
сным показателем. Следовательно, в такой комплексной 
форме могут быть представлены тригонометрические ряды 
и, в частности, ряды Фурье тех или иных функций. 

Пусть
оо

f  (*) =* у  +  C0S пх +  bя sin "*) (9 24)
п = 1

— некоторый тригонометрический ряд.
Мы имеем формулы Эйлера (см. § 5 главы 7)

g i n x  . L g - i n x  __ g i n x  л .  g -  i n x
cos пх = ----- --------- , sin nx =  i --------- ^ ------- .

Тогда /(* ) =  ! +  V (a, ^ i f  “  +  b j
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т. е ., объединяя степени с одинаковыми показателями,

/ м - т +  (9 -25>
п =*1

Введем единообразные обозначения:

а» =  С„ -Ь.1
2 -о. 2

Тогда (9.25) превращается в

—
an + bni

=  С-п- (9.2G)

/1 * )» с„  +  У  +  У
Л — 1 п =  1

ИЛИ

/ ( * ) -  2  с *е1ях‘  
п » — 00

Таким образом, мы получили разложение функции /  (х) 
в функциональный ряд с комплексными членами. Он назы­
вается рядом Фурье в комплексной форме. Коэффициенты 
этого ряда можно вычислять не только по формулам (9.26) 
из коэффициентов ряда Фурье (9.24), но и непосредственно, 
минуя нахождение ап и Ьп.

В самом деле, вспоминая определения коэффициентов 
а„ и Ьп, мы имеем

Л1 1 ССп =  у  (а„ -  b„i) =  —   ̂ f  (х) (cos пх — i sin пх) dx =
— Л 

Л1 1*=  2J  J  f  (*) ( c o s  ( —  п х )  +  ‘  s i n  ( —  л д : ) )  dx  "
— Л

л

=  -2Н- $ fix) €-•»*&.
— л

и аналогично
тт

1 1 с*
с- я =  -2 (°я +  ^«0 =  “2л \  f  (*) (cos лдг -И  sin пх) dx =

— Я
Л л
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Следовательно, при любом целом п =  0, ±  1, ± 2 ,  ...

Если функция f  (х) вещественная (а до сих пор мы 
только такие функции и рассматривали), то из формул 
(9l25) следует, что коэффициенты с„ разложения в комп­
лексный ряд Фурье являются комплексными сопряжен­
ными числами. Для модулей этих чисел мы имеем

Вспоминая интерпретацию разложения функции в триго­
нометрический ряд Фурье как представление движения 
в виде суммы (суперпозиции) гармонических колебаний 
(см. § 4), мы видим, что модули коэффициентов комп­
лексного ряда Фурье являются амплитудами соответствую­
щих гармоник.

§ 13. Разложение в комплексный ряд Фурье

Непосредственное разложение функций в комплексный 
ряд Фурье на основании формулы (9.27) часто оказыва­
ется удобнее, чем вычисление коэффициентов этого ряди 
через коэффициенты вещественного ряда Фурье по форму­
лам (9.26).

Более того, может оказаться целесообразным вычисле­
ние коэффициентов вещественного ряда Фурье провести 
через предварительное вычисление коэффициентов соот­
ветствующего комплексного ряда.

П р и м е р .  Разложение функции f(x) =  eax на сегменте [— я,  л] 
начнем с ее разложения в комплексный ряд Фурье.

При любом п мы здесь имеем

я

(9.27)
— Я

| с±„ | =  ~  | а„ +  b„i | =  ~  У a'n + bf,.

Л Я

я
(гШ -/л> я__ф-ia Чл>пу

—я
Заметим, что для любого целого п

cin* =  cos лл +  i sin пл =  cos пл =  (— 1 )*.
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Поэтому
( , )'1_(га я _ е-в я )« 1 — Ш з Ь а л

" 2л (а  — in) ' '  л
Таким образом, искомым разложением будет

а — т

еах. sh а л  Vi (— 1)" еЫх 
я  тт а  — in

п = —со

Перейдем теперь к разложению функции е°х в вещественный ряд 
Фурье. В нашем случае очевидное преобразование выражения для 
с„ дает

откуда, согласно формулам (9.25),
а0 sh а л  2 а (— 1)" , , 2л(— 1)" ,= ------- . а. =  '  , ' sh ал , Ь. =  , V , '  ; sh а л .
2 л а  ’ я (а*  +  п!) л ( а 2 +  лг)

§ 14. Характер сходимости рядов Фурье

Вытекающая из теоремы Фурье сходимость рядов 
Фурье к соответствующим функциям зависит от аналити­
ческих свойств разлагаемых функции. Оказывается, что 
чем «глаже» функция, тем лучше сходится ее ряд Фурье. 
На этот счет имеются более точные и более сложно дока­
зываемые утверждения, о которых пойдет речь в главе 
16. Здесь мы ограничимся сравнительно грубым, но зато 
просто получаемым фактом.

Т е о р е м а  1. Если заданная на сегменте [— л, л] 
функция f разлагается в ряд Фурье

СО

у  +  У. (ап cos пх + Ьп sin пх),
П I

удовлетворяет условиям
/ ( - л ) = / ( л ) ,  (9.28)

/' (— л) =  /' (л) (9.29)

и имеет абсолютно интегрируемую на [—л, л] (напри­
мер ограниченную) вторую производную:

Я

 ̂ \ Г(х) \ йх<С,«/—Л



ХАРАКТЕР СХОДИМОСТИ РЯДОВ ФУРЬЕ 185»  H J

то ряд Фурье функции f сходится на [— л, л] равномерно 
и абсолютно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя к выражениям каж­
дого коэффициента Фурье (9.6) — (9.7) интегрирование по 
частям, мы получаем

я -
а„=  j  cos пх f  (х) dx =

I» — Л
Л  Л

= sin nxf(x) |  ̂ sinrtjc f'(x)dx.
— Я  — я

Первое слагаемое справа обращается здесь в нуль, а ин­
тегрирование по частям оставшегося интеграла дает нам

Л

а„ =  — j  (  sin nxf ' (x)dx =
—Я

Л  Л

=  ^  cos пх Р (Jf) +  JL J cos пх Г (х) dx.
— л  — л

Поэтому на основании (9.29) должно быть
Л

|а я | <  1  J cos nxf ' (x)dx  <
—  Л

л  Я

=  i c o s n x u r w d x ^  J \P(x)\dx = ^ C .
— Я  i — я

Аналогично из (9.7) с использованием (9.28) получа­
ется, что

\ Ь п \ ^ С .

Из этих двух неравенств вытекает
О Г

| а„ cos пх +  Ьп sin пх | <  | а„ | +  | Ьп | <  (9.30)

при всех х из [— л, л]. Значит, по признаку Вейер- 
штрасса ряд Фурье сходится равномерно, а из самого 
неравенства (9.30) видно, что эта сходимость и абсолютная.

Для того чтобы воспользоваться этим результатом, 
а также для дальнейших целей (см. главу 17), докажем 
следующую несколько формальную теорему.
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Т е о р е м а  2. Если имеет место тождественное ра­
венство двух равномерно сходящихся тригонометрических 
рядов

СО

-®- +  V  (a„cosnx +  fcnsin/Jx) =
П = 1 од •

=  У  (ah cos пх + b'n sin пх), (9.31)
/1 =  1

то эти ряды равны и формально:

ak = a(, k = 0, 1. 2 ..........  (9.32)
Ь„ = Ь'к, * = 1 , 2 , . . .  (9.33)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Умножим равенство (9.31) по­
членно на coskx. При этом в полученном равенстве слева 
и справа будут снова равномерно сходящиеся ряды. Со­
гласно § 10 главы 5 эти ряды можно почленно интегри­
ровать от — л до л, и такое интегрирование дает

Я

у  С coskxdx +
— Л

°0 / Я Я V

+  У  (а„ cos пх coskx dx-\-b„  ̂ sin ru cos *х dx j =
я = 1 \ —л * —л /

л

=  у   ̂ coskxdx +
—Л

00 / я  я  »

+  ^  (on \ cos пх cos kx d x b h  s inrtxcos*xdx) .  (9.34)
n = 1 \  —я —я /

Ввиду ортогональности системы тригонометрических 
функции (см. § 4 главы 8) все интегралы слева и справа, 
содержащие синусы, обращаются в нуль, а из интегралов, 
не содержащих синусов, отличным от нуля при k ^ O  
будет только

Л
cos2k x d x = n ,

— Л
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а при k —О — только
л
 ̂ dx = 2л.

— Л

Таким образом, равенство (9.34) переписывается в виде
difji  —  cifiii.

Так как число k было выбрано нами произвольно, 
мы получаем (9.32).

Равенства (9.33) получаются аналогично почленным 
умножением (9.31) на sink* и интегрированием по х от 
— л до л.

Из последних двух теорем непосредственно вытекает 
следствие о единственности разложения функции в ряд 
Фурье.

С л е д с т в и е .  Всякая функция /, заданная на [— я, л] 
и удовлетворяющая условиям (9.28) и (9.29) и имеющая 
абсолютно интегрируемдю на [—л,л] (в частности, огра­
ниченную) вторую производную, может быть разложена 
на сегменте [— л, я] в ряд Фурье только одним способом.

Ясно, что очевидная модификация этого утверждения 
справедлива и по отношению к разложению функции 
в ряд Фурье на любом другом сегменте.

Если мы получим два различных по виду разложения 
обладающей перечисленными свойствами функции в ряд 
Фурье, то у этих рядов можно приравнять соответствую­
щие коэффициенты.

В действительности единственность ряда Фурье (и от - . 
вечающая ей возможность приравнивания коэффициентов) 
имеет место и для более широкого класса функций, но 
ее доказательство в общем случае оказывается существенно 
сложнее.

Заметим в заключение, что формальное почленное 
дифференцирование ряда

СО

у  - f  ^  (a„cosnjt+6„sinnjc) (9.35)
П  =■ 1

дает нам ряд
со

2  (— пап sin nx + nbncos пх),
Пшш 1

(9.36)



а формальное почленное интегрирование — ряд
00

уДС +  С +  У  ^ s i n / i x  — (9.37)
П = 1

Коэффициенты ряда производных (9.36), если с ростом 
п и убывают, то медленнее, чем коэффициенты исходного 
ряда (9.35). Поэтому если ряд (9.36) сходится, то медлен­
нее, чем ряд (9.35). Наоборот, коэффициенты ряда (9.37) 
убывают быстрее, чем коэффициенты исходного ряда, так 
что ряд, полученный почленным интегрированием, если 
сходится, то быстрее, чем исходный ряд.
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УРАВНЕНИЕ СВОБОДНЫХ 
МАЛЫХ КОЛЕБАНИИ СТРУНЫ 
С ЗАКРЕПЛЕННЫМИ КОНЦАМИ

§ 1. Уравнение свободных малых колебаний струны

Пусть мы имеем дело с гибкой упругой струной. 
Струна будет считаться тонкой, т. е. ее поперечные раз­
меры принимаются пренебрежимо малыми по сравнению 
с ее длиной. Гибкость струны означает, что напряжение 
в ней может быть направлено 
только вдоль струны. Упругость 
струны означает, что процесс ее 
деформаций обратим, т. е. что 
при нем не происходит потери 
энергии.

Пусть длина струны равна /, 
а в состоянии равновесия струна 
прямолинейна и расположена 
вдоль оси ОХ между точками 
jc =  0 и х =  /. Если вывести 
струну из состояния равновесия, подвергнув ее дей­
ствию какой-нибудь силы, то струна начнет коле­
баться. Будем считать, что движение всей струны проис­
ходит в одной плоскости и что каждая ее точка движется 
перпендикулярно оси ОХ. Смещение точки струны с коор­
динатой х в момент времени t будем обозначать через 
и(х, t) или просто через и. Предположим далее, что все 
деформации струны малы. Под этим мы будем понимать, 
что малы как смещения и каждого из элементов струны, 
так и их повороты и'х.

Рассмотрим элемент струны (см. рис. 12), который 
в положении равновесия имеет концами точки х и х  +  Дх. 
Пусть в результате отклонения струны в некоторый мо­
мент времени этот элемент переходит в положение ММ'.
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Очевидно, длина элемента ММ'  равна
х *4- Ад:

5 V I  +u?dx ,
X

что в предположении малости угла поворота элемента 
(и тем самым тангенса этого угла) приближенно равно Дд .

Рассмотрим воздействие на элемент ММ'  равнодей­
ствующей вертикальных составляющих сил натяжения Т, 
действующих на его концы. Эти силы действуют в направ­
лении касательных к струне. Обозначим углы, образу­
емые этими касательными с осью ОХ, через <р и ф Ц- А<<. 
Тогда вертикальная составляющая равнодействующей этих 
двух сил натяжения будет равна

Т sin (ф - f  Аф) — Т sin ф.
Ввиду малости углов ф и ф +  Дф мы можем синусы заме­
нить тангенсами:

Т (tg (ф + Д ф ) — tg ф).
Но тангенсы углов наклона касательных равны произ­
водным:

( 10. 1)

Сила инерции, действующая на элемент ММ’, очевидно 
равна

Р^Ддг, (10.2)
где р — масса единицы длины струны. На основании (10.1) 
и (10.2) мы согласно закону Ньютона можем написать

г  /ди ди
Т \Тх ~ d i

\  М- м
или, деля обе части этого F
к пределу при Ах-*~ оо,

. (Ри 
дх*

равенства на Ах и переходя

д2и
: р й» '

Обозначив, наконец, отношение Т/р 
уравнение

, (Ри д*и 
а дх* ~  дП '

через а2, мы получим 

( Ю . З )

которое и называется уравнением свободных колебаний 
струны.
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§ 2. Начальные и граничные условия

Уравнению (10.3) удовлетворяет всякое свободное коле­
бание струны, независимо от его физического проис­
хождения, а также от способов закрепления концов струны 
в точках х — 0~и х = I.

Вместе с тем совершенно ясно, что если мы выведем 
струну из положения равновесия и представим самой себе, 
то характер ее колебаний будет один, а если, выведя из 
состояния равновесия, придадим ее точкам те или иные 
скорости,—то другой. Кроме того, неподвижное и под­
вижное закрепления концов струны приводят, как можно 
достаточно наглядно себе представить, к весьма различ­
ным ее движениям.

Из сказанного следует, что для определения движения 
струны, кроме уравнения (10.3), необходимо еще задать 
начальные условия, описывающие поведение струны в на­
чальный момент времени / =  0, т. е. ту форму, которую 
струна приобретает при выводе ее из положения рав­
новесия,

“ (х, 0)=f(x),  (10.4)

и те скорости, которые сообщаются точкам струны при 
«отпускании» ее:

Кроме того, необходимо задать граничные условия задачи, 
т. е. описать характер поведения концов струны в про­
цессе ее колебаний. Мы ограничимся простейшим случаем 
граничных условий, когда концы струны закреплены не­
подвижно:# /Л Д Л / | Г\ П\

Разумеется, в частности, может оказаться, что в на­
чальный момент времени струна не имеет отклонения от 
равновесного состояния (/ (х) =  0) или же неподвижна, 
(ф (х) =  0).

Граничные условия задачи вместе с начальными ее 
условиями иногда называются краевыми условиями.

(10.5)

и (0, 0  =  0, 
и(1, 0  =  0.

( 10.6)

(10.7)

■
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§ 3. Метод разделения переменных

Рассмотрим метод решения уравнения колебаний 
струны методом разделения переменных, который также 
называется методом Фурье (хотя для случая колебаний 
струны был предложен еще Даниилом Бернулли). Сущест­
венным для этого метода является использование рядов 
Фурье.

Пусть мы имеем дело с уравнением колебания струны

iРи «
Ы* ~ й дХ** (10.8)

причем концы струны закреплены неподвижно,

и (0, /) =  « ( / ,  о  =  о, (10.9)

а начальными условиями являются

и(х, 0 ) = f(x). (10.10)
• ди 1 \ 

(=0 ♦
(10.11)

Само по себе уравнение (10.8), взятое отдельно от 
условий (10.9)—(10.11), может иметь.очень много весьма 
разнообразных решений. Среди них имеется и тождест­
венно равное нулю:

и(х, /) =  0.

Нас же интересует решение, которое удовлетворяет не 
только уравнению (10.8), но также граничным и началь­
ным условиям (10.9)—(10.11). Очевидно, тождественно 
равное нулю решение может быть для уравнения (10.8) 
лишь в том случае, когда в начальный момент времени 
струна находится в состоянии равновесия: f(x) =  Он при 
этом неподвижна: «р(х) =  0. Во всех остальных случаях 
решение уравнения (10.8) тождественно равняться нулю 
не может.

Будем искать решение уравнения (10.8), отличное от 
тождественного нуля и удовлетворяющее граничным усло­
виям (10.9), в виде произведения функции X, зависящей 
только от х, и функции Т, зависящей только от t. Иными 
словами, пусть

и(х, t) = X{x)T(t).
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Подстановка в уравнение (10.8) дает нам 
Т" (/) =  агХ" (х) Т ((),

или
Т’ (0 _  х- (X)
оТ (0 X (х) •

функция, стоящая в левой части этого равенства, не 
зависит от х, а функция, стоящая в правой части, —от t. 
Следовательно, в действительности обе эти функции не 
зависят ни от х, ни от /, т. е. являются некоторой по­
с т о я н н о й . Предположим, что эта постоянная отрицатель­
на (смысл этого предположения выяснится далее), и обо­
значим ее через — А,:

Т ‘ (1) Х ’ (х)
агТ  (/) X (а) -  л<

Таким образом, мы имеем
X'(jt) +  XX(jt) =  0, (10.12)

Г ( / )  +  Аа*Г(/) =  0, (10.13)

откуда, решая эти дифференциальные уравнения, получаем

X (х) = А cos ]/Х дг+В  sin \ У х ,  (10.14)
Т (t) = С cos a V U  - f  £> sin а j A / ,  (10.15)

где А, В, С, D — некоторые постоянные, для определения 
которых мы воспользуемся граничными и начальными 
условиями.

§ 4. Использование граничных условий.
Собственные функции и собственные значения

. Мы имеем 
и(х, t) =

= (A cos У  Ух - f  В sin У  he) (С cos a Y U  - f  D sin a YU ).
Второй сомножитель справа не может тождественно обра­
щаться в нуль (в противном случае мы имели бы'ы =  0, 
что противоречит предположенному). Следовательно, для 
обеспечения граничных условий (10.9) должно быть

Х (0) =  0, Х (/)э = 0 .
7 Н. Н. Воробьев
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Поэтому, полагая в (10.14) * =  0 и дс =  /, мы получаем

0 =  Л • 1 4- В • 0,

0 =  Л cos \ ^ й  +  В sin 1А / ,
откуда

/1 = 0 ,  B s in j A /  =  0. (10.16)

Здесь £ = £ 0 , так как иначе было бы Х(дг) =  0 и потому 
ы== 0. Поэтому из (10.16) следует, что

• • s in V ^ ^ O i

т. е. при некотором целом п

]А / =  пл,
и потому

п = ?

(здесь пФ  0, так как при п =  0 должно быть X =  0 и 
опять-таки и =  0). Эти значения Я называются собствен­
ными значениями рассматриваемой задачи, а соответст­
вующие им функции

X =  B s in |A jr  =  В sin y  х

— собственными функциями.
Теперь выясняется смысл предположения Я > 0 .  Если 

бы было Я < 0 ,  то уравнение (10.12) можно было бы за­
писать в виде

Х’ - ( — Я)Х =  0,
откуда

X  (дс) =  Ае^~у-Х +  Ве~

и полученное решение уравнения ни при каких значе 
ниях Л и В (за исключением случая А  =  В =  0) не может 
одновременно удовлетворять обоим граничным условиям
(10.9). Действительно, из

Х (0) =  Л + В  = 0 ,

X (/) =  А е ^ ‘ + В е ~ ^ ‘ =  0

следовало бы, что Л =  В =  0.
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§ 5. Использование начальных условий

Подставим найденные значения \  в уравнение (10.15):

T(t) = C cos / - f  D sin ^  t.

При любых значениях постоянных С и D произведения

s i n y A f C c o s ^ /  и sin ™ xD sin ^  t (10.17)

будут решениями уравнения (10.8), удовлетворяющими 
граничным условиям (10.9). В силу линейности уравне­
ния (10.8) любая сумма функции вида (10.17) также будет 
решением (10.8) и также будет удовлетворять граничным 
условиям (10.9).
w Возьмем поэтому набор функций вида

ип(х, 0  =  s in y jd C „ c o s  —  /- fD „ s in  —  t)

и постараемся так распорядиться значениями произволь­
ных до сих пор постоянных С„ и D„, чтобы сумма этих 
функций удовлетворяла еще и начальным условиям (10.10) 
и (10.11). Это значит, что мы будем искать решение урав­
нения (10.8), удовлетворяющее граничным и начальным 
условиям (10.9)—(10.11), в виде

СО

"(х, 0 =  У, М * .  0  я
п =  1

=  2  Sin у  X(с„ c o s + Dns i n 2 5 / ) .  (10.18)
П = I

Так как мы здесь имеем дело не с суммой, а с рядом, 
для того чтобы этот ряд был решением уравнения (10.8), 
необходимо, чтобы сходился как он сам, так и ряды, 
получаемые из него в результате двукратного его почлен­
ного дифференцирования по х и по t.

Полагая в (10.18) / =  0, мы имеем
СО

и (х , 0) =  / ( * ) =  2  С" sin Т  *•
п =* I

Если на сегменте [0, /] функция f (х) разлагается в ряд 
Фурье по синусам, то .(как это было выяснено в § 11

7*
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главы 9) в качестве коэффициентов С„ можно взять сооь 
вётствующие коэффициенты Фурье:

/
С„ =  у  J /  (*) sin у  х dx.

Такой выбор постоянных С„ обеспечивает соблюдение на­
чального условия (10.10).

Переходим к начальному условию (10.11). Дифферен­
цируя равенство (10.18) по t, мы получаем

ди
0°

(*, /) V  лл ( г  апл . апл . , п  апл аплУ s i n - j - x (  — C n - j - s \ t \ - j- i + V h-t - c o s - j - t  ,
Л =  I

или, подставляя / =  0,

ди (х, /) I =  ф (х )=  У  s in y x D „
П = 1

апл 
I *

Если функция ф(дг) разлагается на сегменте [0, /] в ряд 
Фурье по синусам, то в качестве величин £>„ —  можно 
взять коэффициенты этого разложения:

I
гч апл 2 С . ч . пл .Dn —  = - \  ф (дг) sin T xdx,

откуда

о
Применение рассмотренного метода Фурье оказывается 

оправданным, если получающийся Для функции и ряд 
можно дважды почленно дифференцировать по каждой из 
переменных х и /. Поэтому, вообще говоря, после полу­
чения ряда такого рода проверку следует производить 
Однако в конкретном случае уравнения колебаний струны 
оказывается, что ряд (10.18) дает нужное решение даже 
в тех случаях, когда он и не поддается указанному диф­
ференцированию. В этом проявляется довольно частое 
в математике обстоятельство, состоящее в том, что фор­
мальные выкладки могут оказаться верными, даже если
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оНц и не вполне корректны. Разумеется, это замечание не 
может оправдывать беззаботного дифференцирования рядов 
без последующей проверки законности этих действий.

П р и м е р .  Решим уравнение колебаний струны 
д*и ,д*и
ая а ?

с неподвижными концами
и (0, t) =  u (l, / ) - О

при начальных условиях
и (х,
ди
dt

0) = /  (x) =  sin3 х, 

=  <P (*) =  0.
( = 0

(10.19)*
( 10.20)

Согласно сказанному в начале этого параграфа (формула (10.18))

. . .  V  . ял  апл . , . апл А
и(х, ^  sшт JCl c ',C0в-г <",■£)яSШ~ г /j ,

где С„ — коэффициенты в разложении функции / (х) в ряд Фурье по 
синусам, a D„ — коэффициенты в разложении в ряд Фурье по сину­
сам функции (( (А-).

Нетрудно убедиться в том, что разложением в ряд по синусам 
в данном случае будет

3 1f (х) =  sin3 х — -j- sin х — r  sin Зх,4 4
3 1так что Ci =  - ^ , С8 =  — , а остальные коэффициенты С„ обра­

щаются в нуль. Из (10.20) видно, что коэффициенты Dn разложения 
должны быть равны нулю.

Таким образом, в данном случае
, .. 3 . лх ел . 1 , Злх Зал .и (X, 0  =  Sin у  COS у  <---J  Sin - у  COS - у  /.

• Полученный ряд является конечной суммой, и потому все во­
просы, связанные с его сходимостью и почленным дифференцирова­
нием, решаются тривиальным образом.
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ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ

§ I. Представление функций интегралом Фурье

Представление функции /  (дс) в сегменте [— /, /] рядом 
Фурье

можно истолковать следующим образом. Если функция /(*) 
в сегменте [— /, /] является «достаточно хорошей» (именно, 
если она в этом промежутке удовлетворяет условиям 
Дирихле), то для того, чтобы ее в этом сегменте полно­
стью описать, достаточно указать некоторый, вполне опре­
деленный набор ее характеристик, коэффициентов Фурье:

(Мы сейчас намеренно допускаем некоторую грубое! ь 
в изложении и не касаемся того факта, что описание 
функции ее рядом Фурье в точках разрыва может и н е  
оказаться исчерпывающим.)

Таким образом, коэффициенты Фурье несут в сеГ 
достаточно информации о поведении функции в соотве 
ствующем конечном сегменте, сколь бы велик он ни бы

00

/ ( * ) = • - £ +  2  ( ° " cos T JC +  &', s m T  х ) ( 1 U )

sin 1 dt ( n =  1 , 2 , . . . ) .
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Частоты гармоник ряда Фурье (11.1) функции f(x) на 
сегменте длины 21 составляют последовательность 

О, л // ,  2л //, Зл
которая является арифметической прогрессией с разно­
стью я //.
|'Заметим, что при увеличении числа /, т. е. при увели­

чении длины сегмента разложения функции, разности 
между частотами соседних гармоник уменьшаются, т. е. 
гармоники начинают идти все более густо.
; Положение дел резко изменяется, если сегмент раз­

ложения функции, неограниченно расширяясь в обе сто­
роны, охватывает всю вещественную прямую и превра­
щается в бесконечный промежуток (— оо, -+-оо). В этом 
случае естественно ожидать, что разность между часто­
тами соседних гармоник будет убывать до нуля, т. е. что 
последовательность Гармоник из дискретной, состоящей 
из отдельных изолированных чисел, превратится в непре­
рывное множество всех вещественных неотрицательных 
чисел. Естественно предположить при этом, что вместо 
ряда Фурье нам придется рассматривать некоторый инте­
грал. Этот интеграл, к рассмотрению которого мы сейчас 
перейдем, называется интегралом Фурье.
I  Очевидно, для представимости функции интегралом 

Фурье в бесконечном промежутке (— оо, + о о )  эта функ­
ция должна удовлетворять некоторым условиям, подоб­
ным условиям Дирихле, а кроме того, и еще некоторым 
дополнительным условиям, необходимым для избежания 
возможных неприятностей, возникающих в связи с тем, 
что при неограниченном возрастании / все интегралы 
вида <11.2) оказываются уже несобственными и об их 
сходимости требуется позаботиться специально.

§ 2. Простейшие достаточные условия
представимости функции интегралом Фурье
Пусть функция /  (а), определенная на бесконечном про­

межутке (— оо, +  оо), удовлетворяет следующим условиям.
1) Функция f является ограниченной и абсолютно ин­

тегрируемой на (—оо, оо), т. е. существует несобственный 
интеграл

$ \f{x)[dx = Q.
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2) В любом конечном сегменте функция f(x) разла- 
гается в ряд Фурье (практически обычно требуют, чтобы 
функция в любом конечном сегменте удовлетворяла усло­
виям Дирихле).

При соблюдении этих условий мы можем рассуждать 
следующим образом.

Фиксируем некоторое произвольное I и напишем раз- 
ложение функции f(x) в ряд Фурье в сегменте [— /, /]:

/ ( * ) - ? + 2  ( a , c o S y x  +  ^ s i n ™  х ) ,  (11.3)

где коэффициенты определяются по формулам (11.2). 
Ясно, что при этом коэффициенты а„ и Ь„ зависят не 
только от функции /(х ), но и от параметра I (значение / 
фигурирует в пределах интегралов в формулах (11.2)).

Подставим теперь в ряд (11.3) выражения для коэф­
фициентов, даваемые формулами (11.2). Мы получим

• f W -g -  (/№<« +  2 ( ( т  f f ( t ) c o s ^ t d t \ c o s ^ x +
— I п  =  1 ' '  — /  '

00

ИЛИ
/

/ д е - g- J'n*)d t+

со I

+  7  2  j / ( 0 ( c o S y / c o s " - A r  +  s i n y / s i n ™  x'jdt,

f W - i $ № d i + 1 2  j M c o s ^ ( j c - / ) t f .

Вводя зависящую от n переменную a„ =  a:
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и полагая
а . , .  —а я+1 “ л 

I

(п + 0 л  
I - а а ,

«МееМ « •  / ,
/(х) = 5Г +  ( f/(Ocoso„(x-/)d/)Aa.ni.5)

— I n = 1 I /
По мере возрастания l в силу абсолютной интегри­

руемости функции /  интеграл

$ f  (/) cos a(x — t) dt
—i

все меньше отличается от несобственного интеграла
ОО

$ /  (0 cos a  (х — /) dt.
—  00

Кроме того, сумма, стоящая в правой части формулы 
(11.5), напоминает интегральную сумму. В нем с ростом / 
число слагаемых увеличивается, а каждое слагаемое 
уменьшает свой «удельный вес». Поэтому естественно пред­
полагать, что при возрастании I эта сумма в (11.5) стре­
мится к интегралу по а:

 ̂ [ $ f ( / ) c o s a ( x  — f)dt da.
О — оо /

Далее, первое слагаемое в (11.5) справа по мере роста I 
стремится к нулю. В самом деле,

Таким образом, в пределе, при /-► оо, формула (11.5) 
превращается в следующую:

00/00
/  (0 cos a(x — f) dt

О '— оо

Эта формула называется интегральной формулой Фурье, 
а стоящий в ней интеграл — интегралом Фурье. Представ­
ление функции /  в виде правой части формулы (11.6)

da. (11.6)
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обычно называется разложением этой функции в инп\еерал 
Фурье.

Ясно, что все только что сказанное здесь касалось 
только тех точек х, в которых функция /  непрерывна 
Для точек разрыва /  справедлива, как и в случае рядов 
Фурье, интегральная формула, описывающая полусумму 
пределов функции справа и слева:

/  (*+<>)+/ ( х ~ 0 ) |  |  J  /  (/) cos a  (JC —

Итак, мы приходим к формулировке следующей теоремы.
Т е о р е м а  Ф у р ь е . Если функция f (х) на бесконечном 

промежутке (— оо, -fo o ) является ограниченной и абсо­
лютно интегрируемой, а в каждом конечном промежутке 
удовлетворяет условиям Дирихле, то для любого х имеет 
место равенство (11 Гб), если х есть точка непрерывности 
функции f(x), и равенство (11.7), если х есть точка раз­
рыва этой функции.

Заметим, что в формуле (11.6) внутренний интеграл 
представляет собой некоторую функцию от а. Так как 
эта функция зависит не от самой переменной а , а от ее 
косинуса, она должна быть четной. Поэтому мы можем 
формулу (11.6) переписать в следующем виде:

00 / 00 \
/ ( * ) = ^  j  ( j  f  ( 0  c o s a ( x  — t ) d t \  d a .  ( 1 1 .8 )

— oo 00 /

da. (Ц .7)

Мы привели «правдоподобные» соображения в пользу 
справедливости теоремы Фурье, которые, разумеется, 
нельзя считать ее доказательством. Доказательство тео­
ремы Фурье довольно сложно и выходит за пределы 
основного курса. Оно содержится в § 5 главы 16. 

П р и м е р .  П усть
, ( е~х, если  х  >  О,

' “ ’ - { о ,  « л . , < 0
(гр аф и к  ф ун к ц и и  / ( х )  изображ ен  на рис. 13).

О ч еви д н о , что  при лю бом хЛ=»П

е~х^  1 
и 00 ’ • . 00 

5 | / ( х ) : d x = (  erx dx
— оо О

оо
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Следовательно, функция /(х) в промежутке (— оо, + оо ) является 
о г р а н и ч е н н о й  и абсолютно интегрируемой.

Кроме того, функция е~х монотонно убывает, и поэтому функ­
ция / (•*) тривиальным образом удовлетворяет условиям Дирихле.

Из сказанного следует, что, согласно теореме Фурье, функция /(х) 
разлагается в интеграл Фурье в соответствии с формулой (11.6). 
Выпишем это разложение в явном виде (т. е. без внутреннего инте­
грала, стоящего в правой части этой формулы).

Мы имеем в рассматриваемом случае
ОО ОО ,

/(х , а) =  J / (/) cosa (х — /) d t=  J е~' cos а  (х — /) dt,
— ОО — ОО

или, производя дважды интегрирование по частям,
о о о о  •

/(х , a) =  — e_'c o s a  (х—I) - f a ^ е~‘ sin a  (х —/)<# =

Отсюда следует, что

/  (х, а) =

«cosax —ае- ' sin а  (х —0 |  — a 2 j  е~' cos а  (х — /) dt =

=  cos а х - f a  sin а х  — а 2/  (х, а).

1 - fa 2(cos а х - f a  sin ах).

Значит, формула (И .6) приобретает в этом случае следующий вид:

1 С cos a x - f a  sin а х

■ ц 1 - f a 2 da.

§ 3. Интеграл Фурье для четных функций

Заметим, прежде всего, что при любом a  
| cos at \ <  1,
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так что

$ | f  (0 cos /а  | d/ <  j | / ( 0 !  Л .
- / - i

Следовательно, если функция f(x) абсолютно интегрируема 
на бесконечном промежутке (— оо, + о о ) ,  то несобствен­
ный интеграл

ОО
5 f (t) cos at dt (11.9)

существует. В силу аналогичных причин существует при 
любом а  и несобственный интеграл

$ /  (0  sin at dt.
—  ОО

Вспоминая, что

cos а (х — 0  =  cos ах cos at +  sin ах sin at,
перепишем формулу (11.6) в следующем виде:

0 0 / 0 0
/(* ) =  ̂  \  ( \  /(О  COS в /

О оо
j  cos ах da -f-

( 11. 10)

( П И )

Предположим теперь, что функция f(x) четная. Тогда 
четными должны быть все функции вида f (/) cos at и не­
четными—все функции вида f(t)sinat.  Следовательно, 
в этом случае все несобственные интегралы (11.10) обра­
щаются в нуль, а для каждого из несобственных интег­
ралов (11.9) мы можем написать

оо оо
$ f  (0 cos atdt  =  2 $ f  (/) cos at dt.

— oo 0

Таким образом, в случае четной функции f(x) формула 
(11.11) может быть переписана как
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' П р и м е р .  Разложить в интеграл Фурье четную функцию /  (х),

I 0 в противном случае
(график функции f  (х) см. на рис. 14).‘

То, что функция /  (х) ограничена, абсолютно интегрируема в бес­
конечном промежутке и удовлетворяет условиям Дирихле в любом 
конечном сегменте, видно непосредственно.

/ ( X )

1
1
1

. . 9
111
1

- l  0 L x

Рис. 14.

I. Следовательно, требуемое разложение в интеграл Фурье сущест­
вует. Для его нахождения вычислим

00 I
/  (/) cos at dt =

Таким образом, искомым разложением является
оо —

. . .  2 f  sin а /  .
/(*) =  — \  cos ах  da. (11.13)

о
Эта формула справедлива для всех значений х, за исключением х — ±4. 
В этих двух исключительных точках интеграл Фурье принимает зна­
чение, равное 1/2.

cos at dt = — sin at. a

§ 4. Интеграл Фурье для нечетных функций

Если функция f(x) нечетная, то нечетной же будет и 
Функция } (t) cos at и четной—функция f(t) sin at. Поэтому 
При нечетной функции f(x) в нуль обращается при любом 
значении а интеграл (11.9), а для интеграла вида (11.10) 
справедливо

$ /  (/) sin atdt — 2\ f  (t) sin at dt,
—со 0
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Следовательно, в случае нечетной функции f(x) фор. 
мула (11.11) приобретает вид

/(*) = /  (/) sin at dt sin ax da. (П.14)

П р и м е р .  Разложить в интеграл Фурье нечетную функцию / (х), 

для которой
( х, если | х  | <  /,

— \  0 в противном случае

(график этой функции см. на рис. 15).

Ясно, что функция / ( х) ограничена, абсолютно интегрируема и 
удовлетворяет условиям Дирихле там, где это нужно. Переходим 
к вычислению внутреннего интеграла в формуле (11.14).

Мы имеем
00 I

/  (0 sin at dt =  ^ / sin at dt

или, интегрируя по частям,

/(« )

Поэтому

I I
— — / cos а/1 +  —I . 1 С . . .  I сое а /  ,

J+ а  у ™ * * - — —  +

. . .  2 f  а / cos al — sin а /  .
/(* ) =  — — у ----------п ----------sm ах da.

sinal 
а» -

Эта формула справедлива для всех значений х, за исключением х - 
— ± 1 .  (Для х — ±  I значение правой части формулы будет вдвое 
меньше значения ее левой части )
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§ 5. Комплексная форма интеграла Фурье 

Вернемся к интегральной формуле Фурье (формула
(И .адх со / ОО V

/(* ) =  5Г S ( $ / ( 0  cos a ( x —f)dt \da  (11.15)

и применим к имеющемуся в этой формуле косинусу фор­
мулу Эйлера (см. § 5 главы 7):

cos а  (х — 0  =  j  («'“<*-'> +
Мы получим

fix)
— 00 '— 00

или

П*) $ Cl— 00 '—00

f  (0 + е ,а1*-<)) d/j da,

f (f) &a u ' ,) d<]da +

■.4 S Ci
— CO '—oc

f  (/) df Ida.
-oo  '—”co /

Здесь, как нетрудно убедиться подстановкой г =  — а, 
интегралы, стоящие в правой части, равны друг другу. 
Поэтому

' 00

/(* )

00 / 00

- i  S J
— 00 '—ОО

/(О  d t ) da. (11.16)

Полученная формула называется разложением функции 
f(x) в интегра.1 Фурье в комплексной форме.

Примеры.
1. Найдем интеграл Фурье в комплексной форме для уже рассмот­

ренной нами в § 3 функции

/<*) =  {
1 для | х | <  I, 
О для | х | > / .

В этом случае вычисление внутреннего интеграла в правой части 
формулы (11.16) дает нам 

‘ I
I eiaix-h ft ___ L eleu-t> I =_L (eia<x-t,_elaix+h\.
J la i a

~i - i  . . . ,fiax gial —e~lat elax 2 tin al.



208 ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ |ГЛ II

Поэтому формула (11.16) приобретает в данном случае следующий 
вид: ^

I Ц г ' 1- 1*-
'  — 00

2. Разложим в интеграл Фурье в комплексной форме функцию
_  X»

f(x )= e  2 (см. рис. 16):
Мы имеем

«  —*1 °° —^+ la x—(ai f  — 77 —to
 ̂ е 2 fiaix-h dt ш=  ̂ е 2 dt=^e,ax J « 2 <й =

—  00 —  00 — со

?  ia x -%  f  - 4 « + t o *
=  e'“* $ e 2 2 Л =  е 2 |[ « 2 Л.

— 00 — 00
Последний интеграл является функцией от о. Обозначим его через

/  (а) и вычислим его. Мы имеем

/ (« )=  $ dt: > lim \ «  ̂ dt,

или, делая подстановку 

мы получим

/( а )

/ +  1-а  =  г,

л + (а 
Нш С

л - 00 -A  +  fa
</г.

Продифференцируем это тождество по а .  Ввиду того, что сходи­
мость к пределу является по а  равномерной в окрестности любого зна­
чения переменной а ,  дифференцирование под знаком предела законно. 
Мы имеем

lim 
А — со

d_
da

A + t aS- A  +  t a
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Выполняя дифференцирование интеграла по верхнему и нижнему пре­
делам, мы получаем

4 - 1 Щ -  1Ы
d a  А -»оо'  ' •

а вспоминая формулу (7.15) и переходя к пределу, будем иметь

s '<*>-»•

Следовательно, первообразная функция должна быть постоянной:

/  (о) =  const.
В частности, должно быть

! ■  / («)■=■/ (0).
Вычислим интеграл /  (0). Запишем его для этого дважды:

OQ х* оэ У*
/ ( 0 )=  $ е 2 dx, 1(0)=  5 е 2 dy,

— 00 —со

и перемножим почленно эти равенства. Мы получим

00 _ £  00 _  Щ  00 00

/* (0) =  J « 2 dx  ̂ е 2 dy =  $ J е . 2 dx dy.
—  00 —  00 —  00 —  00

Переходя в двойном интеграле к полярным координатам, мы имеем
2л /00 2л

/* ( ° )=  ^  « 2 р ф |  <1<р =  ^  е 2 d J  ^

_  £1 
=  2л I — е * 5 2л,

откуда

Таким образом,
/ ( 0) =  /2 л .

i0W--5O*
$ е 2eiaix~1' d t= e  2 / 2 л ,

—  00

и искомым разложением в интеграл Фурье является
I 00-тИ

(11.17)

**
- 2 1

со 1
< а х — гг а 1

2 da.
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§ 6. Понятие о преобразовании Фурье

Перепишем формулу (11.16), заменяя а  на —а , в сле­
дующем виде:

' м = т й Л ( ? и ,( 0 Н " ' “ ‘'а'
И положим оо

-p U  ^f(t)e**'dt = F(a). (11.18)
— 00

Тогда, очевидно, будет

F (a) e~lax da. = f (х). (11.19)гИ
О п р е д е л е н  и*. Переход от функции f(x) к функции 

F (а), описываемый формулой (11.18), называется преобра­
зованием Фурье функции f(x). Часто преобразованием 
Фурье функции f(x) называется сама функция ' F (а). 
Обратный переход от функции ^ (а ) к функции f(x), опи­
сываемый формулой (11.19), называется обратным преоб­
разованием Фурье. Также обратным преобразованием Фурье 
функции F (а) называется функция f(x).

П р и м е р .  Вообще говоря, сами функции имеют мало общего 
с функциями, которые являются их преобразованиями Фурье. Одной 
из немногих функций, совпадающих со своими преобразованиями 
Фурье, является

В том, что для этой функции действительно

F(a) е
а»
2

нас убеждает второй пример из предыдущего параграфа. В самом 
деле, в этом случае мы имеем

оо оо

F (а) С / ( 0  e ^ d t~ .- L =  [ —L -
)  2л J К2л } V 2л

— -?г tat

созП е'а dt,
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и ли , пользуясь формулой (11.17), полагая в ней х = 0  и заменяя а  
на — а , получаем требуемое. Перечисление остальных функций, совпа­
дающих со своими преобразованиями Фурье, является более сложным 
делом, на котором мы не будем останавливаться.

§ 7. Косинус-преобразование Фурье

Пусть f(x) — четная функция. Вспомним формулу (11.12):
00 /00 V

/(* ) =  "  f  К  f(t)cos at dl) cos ах da,

перепишем ее в виде 

/(* )  =- т ( / ц f  (0 cos at dt ] cos ах da (11.20)

и положим

(П.21)

( 11.22)

К  F(a) = y ^  f{t) cos at dt.

Тогда (11.20) даст нам
_ 00

f  (*) =  У  ~  f  F (a) cos аде da. - 
5

Формула (11.21) определяет косинус-преобразование 
|  Фурье четной функции f(x), приводящее к функции F (а), 
■  также называемой косинус-преобразованием функции f(x).

Формула (11.22) определяет обратное косинус-преобразо- 
:* вание.

§ 8. Синус-преобразование Фурье

Для нечетной функции /(.х) мы можем сослаться на 
формулу (11.14)

00 / 00 \
/  (х) =  ^  С р  f(t) sin at dtj sin аде da

и по аналогии с предыдущим определить синус-преобразо­
вание Фурье

___ оо
Г2 С .
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и обратное сннус-преобразованне
____ СО

Нх) =  | / " ~  Ф (a) sin аде da.
о

П р и м е р .  Рассмотрим функцию
/ ( х)—е'^х,

определенную только для х >  0. Последнее означает, что мы можем, 
продолжая нашу функцию f (х) на область отрицательных значений 
по четности или по нечетности, найти как косинус-преобразование 
этой функции, так и ее синус-преобразование.

Для косинус-преобразования мы имеем
__ 00

F (а) — •?- i е 'Р ' cos at dt.
о

Вычисляя последний интеграл двукратным интегрированием по 
частям (подобно тому как вычислялся интеграл в примере в § 2), мы 
получаем

Аналогично для синус-преобразования этой функции —

§ 9. Спектральная функция

Положим
00

J f ( t ) < r ‘« d t  =  F ( a ) .

Тогда
00 00 do

j  F (a) eiax da — ~  ^  ̂ f  (/)e,a(JC-/> dt da.
'—00 — 00 — 00

В силу (11.16) последний интеграл есть /  (дг). Таким образом,

f(x)=  f  F ( a ) ^ d a .  (Ц .23)
— 00

С механической точки зрения функция е1ах при любом 
значении а описывает некоторое гармоническое колебание.
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В соответствии с этим интегральное представление (11.23) 
функции f(x) можно понимать как представление описы­
ваемого этой функцией движения в виде бесконечной не­
прерывной системы независимых колебаний с различными 
частотами. Функция F (а) показывает при этом, с какой 
интенсивностью происходят колебания, соответствующие 
различным значениям а. Нетрудно проверить (это делается 
совершенно так же, как в § 11 главы 9 для случая рядов 
Фурье), что модуль | Z7 (а) | есть амплитуда колебания, 

; соответствующего данному значению сс.
Функция F (а) называется спектральной функцией для 

исходной функции /(* ).
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ГЛАВА 12

ДАЛЬНЕЙШИЕ ПРИЗНАКИ 
СХОДИМОСТИ РЯДОВ 
С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ

§ I. Признак сходимости Куммера

Широкий, практичный и неоднократно применявшийся 
в ходе нашего курса признак сходимости Даламбера 
(см. § 6 главы 3) является недостаточно чувствительным. 
Он, взятый в своей непредельной форме, в принципе не 
способен выявлять сходимость ряда их 4- иг +  . . .  +  и„ +  . . . ,  
если

Переход к непредельной форме этого признака повышает 
его чувствительность лишь незначительно.

Весьма чувствительный признак Маклорена — Коши 
(см. § 3 главы 3) оказывается, наоборот, недостаточно 
практичным. Теоретически интересно и практически по­
лезно ввести в употребление признаки сходимости рядов 
столь же или почти столь же практичные, как и признак 
Даламбера, но существенно более чувствительные.

Малая чувствительность признака сходимости Далам­
бера объясняется (ср. § 6 главы 3) тем, что он основан 
на сравнении исследуемого ряда с таким резко расходя­
щимся рядом, как арифметическая прогрессия, или же 
с таким быстро сходящимся рядом, как геометрическая 
прогрессия. Вместе с тем нам уже известны (см. § 4 главы 3) 
весьма медленно сходящиеся, а также и весьма медленно 
расходящиеся ряды. Естественно попытаться построить 
признаки сходимости рядов, основанные на сравнении их 
членов с членами этих «вяло развивающихся» рядов. Такая 
конструкция была предложена Куммером.
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Т е о р е м а  (признак сходимости Куммера). Пусть дан 
расходящийся ряд

то ряд (12.2) расходится.
По существу признак сходимости Куммера является 

уточнением уже известного третьего признака сравнения 
(теорема 3 § 2 главы 3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выполняется соотношение 
(12.3). Как мы знаем, изменение конечного числа членов 
ряда не влияет на его сходимость. Поэтому можно счи­
тать, что (12.3) имеет место для всех п, начиная с п0 = 1 .  

Из (12.3) следует, что

и поэтому с„ип> с пнипн. Значит, числа спи„ образуют 
монотонно убывающую последовательность положительных 
чисел. Пусть а  —ее предел.

Рассмотрим ряд

00

( 12. 1)

с положительными членами. Если для ряда
СО

2  “»> ( 12.2)

иная с некоторого номера п0,

Сп~ ^ 7 ~ СяП^ г > 0  (n =  rto). (12.3)

то ряд (12.2) сходится.
Если оке, начиная с некоторого п0,

С п ~ ~  -  ся н 3==0 ( л > л 0), (12.4)

сяия -  С„ниян > г и я. 1 >  О, (12.5)

СО

(Cn̂ n n̂+lWn+l)' (12.6)
я = 1

N-я частичная сумма этого ряда есть
N

$N— {рп̂ п £л+1̂ я и ) — 1̂̂ 1 CSUN.
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Переходя к пределу при возрастании N, мы получаем 
lim sN= lim (clul — c\uN) = clu1 — a,

N — со N  -+<х

т. е. стоящий слева предел существует и ряд (12.6) схо­
дится. Но тогда на основании (12.5) по первому признаку 
сравнения (теорема 1 § 2 главы 3) сходится и ряд

00

2  ru»+1.
п  =  1

и тем самым (теорема 2 § 8 главы 2) — и исходный ряд. 
Пусть теперь, наоборот, имеет место (12.4). Тогда

ил-П 1/Сд-И
«Л =  1 !сп ’

и сравнение исследуемого ряда с заведомо расходящимся 
рядом (12.1) при помощи третьего признака сравнения 
(теорема 3 § 2 главы 3) дает нам его расходимость.

Подобно признакам сходимости Даламбера и Коши, 
признак Куммера может быть сформулирован и в пре­
дельной форме, которая выглядит следующим образом:

Если даны ряд (12.2) и расходящийся ряд (12.1), то из

lim ----- сяп) > 0

следует сходимость ряда (12.2), а из

lim (с„ ----- сн+1) <  О

— его расходимость.
Подчеркнем, что описанный только что признак схо­

димости Куммера является о б щ и м  признаком: выбирая 
различным образом расходящийся ряд (12.1), мы будем 
получать различные конкретные признаки сходимости.

П р и м е р .  Возьмем в качестве ряда (12.1) последовательность 
единиц:

1 + 1+...+1+...
Тогда неравенство (12.3) превращается в —̂ ----- 1 ^ г > 0, откуда
признаком сходимости ряда (12.2) оказывается неравенство

“л±!_< _ ! _  
«л ~ е+1 <  1. (12.7)

л
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Неравенство же (12.4) переписывается в этом случае как

и признаком расходимости ряда (12.2) становится неравенство

Но условие сходимости (12.7) (выполняющееся, начиная с некото­
рого л) вместе с условием расходимости (12.8) составляют, как известно,
признак Даламбера.

Неудобства непосредственного практического приложе­
ния признака сходимости Куммера связаны с зависимостью 
его от взятого «эталонного» расходящегося ряда (12.1). 
Выбирать его каждый раз специально для решения вопроса 
о сходимости того или иного конкретного ряда (12.2) 
может оказаться затруднительным по следующим сообра­
жениям. Если в качестве ряда (12.1) взять слишком быстро 
расходящий<у! ряд (вроде расходящейся геометрической 
прогрессии), то полученный конкретный признак сходи­
мости окажется (подобно признаку Даламбера) недоста­
точно чувствительным. Если, наоборот, взять очень мед­
ленно расходящийся (но все-таки расходящийся) ряд, то 
члены его неизбежно будут зависеть от номера довольно 
сложным образом и получится признак чувствительный, 
но непрактичный.

В связи со сказанным представляется целесообразным 
выбрать заранее некоторую серию расходящихся рядов 
и по каждому из них составить соответствующую реали­
зацию признака Куммера.

§ 2. Признак сходимости Раабе

Возьмем в признаке Куммера в качестве расходящегося
» 00

ряда (12.1) гармонический ряд У  —.

Полученный признак сходимости может быть сформу­
лирован следующим образом.

( 12.8)

В этом случае мы имеем
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Т е о р е м а  (признак сходимости Раабе). Ряд

2  «» (12-9)
П е= I

сходится, если найдется такое л0, что

п (— -----1 )^ г  +  1 ( л ^ л 0, г > 0 ) .

Этот ряд расходится, если, начиная с некоторого п0, 
будет

п (-На-----Г ) <  1.
\  “ л+ 1 /

Предельная форма признака Раабе выглядит следую­
щим образом:

Если
П т л ( - ^ -----l)  = r > \ ,

л — 00 X “ л+ 1  /

то ряд (12.9) сходится, а если

то расходится.
Признак сходимости Раабе существенно чувствитель­

ней, чем сходный с ним признак сходимости Даламбера. 
Действительно, там, где признак Даламбера, взятый в его 
предельной форме, устанавливает сходимость ряда (12.9):

lim En±L = q < \ t
Л —00 Я

там признак Раабе дает lim п ( — -----1) =  — со .

Аналогично для ряда, на расходимость которого ука­
зывает признак Даламбера, по признаку Раабе будет

lim п (— ----- Г) =  со.
л - .с о  X “ л+1 /

Примеры.
1. Рассмотрим ряд

00
Y  _______ л!_______
Z i  (х + \)  ... (х+п)л—1

при х > 0 . ( 12. 10)
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* +  я-Н 
/1+1 , так что при каждом конкретном х

lim ц" _, [ t 
П-.00 u a+t

н применение признака Даламбера здесь безрезультатно. Признак же 
Раабе дает

lim п ( Л л ------1
л—оо \ ия+1 lim п ( 1 ± 1 ± 1П-+СО \ rt-f* 1 ') lim 

0 — 00
X.

Отсюда видно, что при х >  1 рассматриваемый ряд сходится,
: а при х <  1—расходится. Заметим попутно, что при х = 1  ряд (12.10) 
^превращается в гармонический, который, как известно, расходится. 
[То, что признак Раабе в своей исходной (непредельной) форме уста­
навливает расходимость гармонического ряда, не может считаться 
[самостоятельным результатом, так как само составляющее признак 
• Раабе утверждение как раз опирается на эту расходимость.

2. Рассмотрим далее ряд

00

V
L

In п
ТТЛ

у п- \ гп -  1 '
( 12.11)

Составим отношение соседних членов этого ряда:

«п
* W/1+f

In п
п — Г Уп+\-У~П

Y n - V n - \

Будем разлагать стоящие справа логарифмы и квадратные корни 
в соответствии с формулой Тейлора по степеням 1 /п. В этом и в сле- 

I дующих примерах мы будем пользоваться предельными признаками 
I сходимости. Это значит, что нам придется неограниченно увеличивать 
[ значения переменной л. Поэтому каждая следующая степень 1/л будет 
к при увеличении п бесконечно малой высшего порядка по сравнению 
I с предыдущими. Отбрасывая все степени, начиная с некоторой, мы 
[ будем совершать ошибку, которая будет мала не только абсолютно, 
г но и по сравнению с последним из удержанных членов. Эта относи- 
I тельная ошибка будет тем меньшей, чем больше значение п, и исче- 
1 зает в пределе при неограниченном возрастании п. В зависимости от 
|  требуемой точности рассуждений мы будем удерживать в формулах 
Е Тейлора для соответствующих функций то или иное число членов. 
I  Далее мы будем связывать знаком *= выражения, отличающиеся друг 
I  от друга величинами, малыми по сравнению с той точностью, которую 
[ дают удержанные и выписанные члены.
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Сначала ограничимся членами логарифмов и корней, содержа­
щими 1/л в степени не выше первой. Мы будем иметь

Следовательно, lira ——  = 1 .  ^  признак сходимости Даламберял-.00 Ня+1
здесь нам никакого ответа дать не может.

Воспользуемся поэтому признаком Раабе. Для этого вычислим 
отношение соседних членов ряда (12.11) более точно, удерживая 
в формулах Тейлора степени 1/я до второй включительно. Мы получим

“ я
“ л+1

яа •
± + _L
п ^  2п»

1
2 я*

1 +  2я 8я* '

l _ 1 + 2^+ i
Очевидные упрощения дадут нам

I +  —  1----- —^  2л 4я
“л+1

откуда 1 л. J_ и
** 1 +  2я 1 и

1 2л 1 +  4/Г

“ л+1

lim л ( J f a ----- l)  =  1 im я ( l  +  J -  _  l)  =  A <  1,
Л- .0 0  \ Un+i /  Л-.00 \  2n 1 2

t . e. ряд (12.11) расходится. 
3. Возьмем теперь ряд 

00 

У
In2

Я — 1

V n - V  Л - 1
( 12. 12)

Как и в предыдущем примере, можно убедиться в том, что при­
знак Даламбера не в состоянии решить вопрос о сходимости этого 
ряда. Применим признак Раабе. Для отношения соседних членов ряда 
мы имеем

яIn*
я — 1 К я - f - l— V  я

“ я+1 1п* n+  * V я — У'п — 1 ’

и, действуя аналогично предыдущему, мы получаем | 4- —
и. . ,  2л '

Отсюда
lim

я —® \ Ия+1
так что ряд (12.12) сходится

lim я ( -На----- | >  1
—  и ,+ , 2 > ‘*
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4. П у сть , н акон ец , нам  дан  ряд

у  ,п%^ т

л =  2 V i  — Vn— 1

П о в то р я я  р ассу ж д ен и я  из при м еров  2 и 3 , мы видим , что в этом
I “ я . . 1 „
I слу ч ае  ——  =** I Н——. Н о  теп ер ь  оказы вается
П  “ л+1 п

lim п (Л * ---- l W  1,п -» ОО \ U„+t /
я п р и зн ак  сходим ости  Р а а б е  здесь н и как о го  отчета не дает.

§ 3. Признак сходимости Бертрана * •

Признак сходимости Раабе является весьма чувст- 
■вительным, но есть ряды, сходимость (или расходимость) 
С которых и он распознать не в состоянии. Один из таких 
I рядов был нами описан в примере 4 § 2. Однако признак 
I  Куммера способен порождать и более чувствительные
■  признаки сходимости, чем признак Раабе. Для этого 
I  надлежит брать ряды, расходящиеся медленнее, чем гармо­
н и ч еск и й  ряд.

Возьмем, например, в качестве такого расходящегося
щ °°
I ряда У] Г  р я д

л — ! оо
± +  V  _ ! _
С] 1 ^  п In n ’

• я  =  2

I расходимость которого была установлена в § 4 главы 3 
I  (1/Cj — произвольное число, очевидно, не влияющее на
■  сходимость ряда). В этом случае мы получаем ( л > 1 )

с„ -Ц*- -  =  (п In п) -  (п +  1) In (п + 1),
“ л+1 “ я+1

I или, если выполнить элементарные преобразования,

■ Сл ----Ся+1— п In п — п Inn — Inn + (п +  1) Inn —

| - ( n  +  l ) l n ( n  +  l )  =  f n  l )  -  l ) l n n - l n f l  + - ^ ) Л+1*

Ссылка на признак Куммера дает нам новый признак
■  сходимости, который, разумеется, может быть сформу-
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ллрован и в непредельной форме, а в предельной выгля­
дит следующим образом.

Т е о р е м а  (признак сходимости Бертрана). Если

оо
то ряд V  и„ сходится, а если

“2
то расходится.

Для доказательства достаточно заметить, что в нашем 
случае

Iim (ся -£*- — см ) =
п - * с о  \  и п + 1  /

('"'■(“te- ')" ')-|п(‘ +тГ')“
“ JLm„ ln 0 + 5 - Г , - ,п ,'!г, + 7 ) ' + | -

П р и м е р .  Рассмотрим ряд

Inv *п — I
£ а Г п - у п- 1

(12.13)

из примера 4 предыдущего параграфа. Для применения к этому ряду- 
признака сходимости Бертрана напишем отношение соседних членов 
ряда

и разложим логарифмы и квадратные корни по формуле Тейлора, 
удерживая в каждом таком разложении на один член больше, чем 
это делалось в примере 4 § 2. Мы получим

“ я
«Я+1

«г 1т + ш  + - ш

\ п  ~ 2п* +  Зл»

1 +  2 п 8 п'- +  16л» 1

1 ~  1 т  2л 8л* "** Тбл*
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или, после естественных упрощений,

1̂ + J __I___!_ \
+  *>" +  3л» '

“л+1
2 л

1
3 я*

4» ^  8л»

1-1-J _  л__ L
^ 4 л  +  8 л*

Выполнение деления дает нам

- ( ч 4 + - А Г  ( ■ - ! + * ) •(или мы можем воспользоваться формулой (7.28) биномиального раз-

гложения для ( l-j-х)', положив в ней t =  —  и х-- 1
+

1
2л*

и.--- — !
«Я+1 1 ( ' + е  +  ткг) (' — а ; + t s *) •

)■

1 или, наконец,

Составим предел, требуемый признаком Бертрана:

Мы видим, что ряд <12.13) расходится.

Выражаясь несколько вольно, можно сказать, что 
признак сходимости Бертрана в том же смысле и настолько 
же чувствительнее признака Раабе, в каком и насколько 
признак Раабе чувствительнее признака Даламбера: в тех 
случаях, когда признак Раабе указывает на сходимость 
или на расходимость ряда, значение предела, фигурирую- 

I  щего в признаке Бертрана, будет равно соответственно 
ь  - f  оо или — оо.

Естественно, что, беря в качестве стандартных рядов 
§  еще более медленно расходящиеся ряды, мы будем полу­

чать еще более чувствительные (хотя и еще менее прак- 
Втичные) признаки сходимости. В частности, можно продол- 
■  зкнть последовательность признаков сходимости, начи­
н аю щ ую ся  с признаков Даламбера, Раабе и Бертрана, 

Опираясь на расходящиеся ряды с общими членами
1 1

.

л In л In In л '  л In л In In л In In In л и т; д.
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§ 4. Признак сходимости Гаусса

Более чувствительным, чем признак сходимости Раабе, 
и более практичным, чем признак сходимости Бертрана, 
является признак сходимости Гаусса.

ряда
СО

(12.14)
. Л =  1

отношение соседних членов может быть 
в виде

представлено

ип _ 1 1 И I 0Ц
«я+1 Л

(12.15)

где к  и р — постоянные, а 0„ — ограниченная 
Тогда ряд (12.14) сходится, если

величина.

к  > •  1 или к  =  1 и р > 1 . (12.16)

Этот ряд расходится, если

к <  1 или к = з  1 и р ^  1. (12.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего,

lim
л-*оо

так что п р и Х # 1  утверждение признака Гаусса превра­
щается в утверждение признака Даламбера.

Далее, при к =  1 lim п(-^~  — 1) =  р, так что при
Л —*00 \ u n+i /

1 и I признак Гаусса вытекает из признака Раабе. 
Наконец, при к =  1 и

lim In л
л-*оо К * -1)-1)-"™'- In я 

п '

Последний же предел ввиду ограниченности величины б„ 
равен нулю, и расходимость ряда (12.14) следует из приз­
нака Бертрана.
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Примеры.
I. Возьмем так называемый гипергеометрический ряд 

/Ч<*. р. у. х) =

, V  а(а+1)...(а+я-1)Р(Р+1)...(Р + я - 1) .
^  я1т(Т +1)...(Г +л-1)

g ( g + l ) p ( P + l )
1.2." /«-J- м ‘

. . арЧ+я-ы-х- 
1 Y 7 ( 7 +  О 

а  (а +  1) (а -j-2) р (Р +  1) (Р + 2 )
^ I • 2 ■ 3 • у (т+ 1) (Y + 2) ^ (12.18)

целях общности исследования мы будем предполагать, что а , 
« — произвольные вещественные числа, причем числа а ,  р и у

Вр.  7 «  ШШаШ Щ  щ .
не являются целыми и неположительными (если хотя бы одно из чисел 
а  или р —целое неположительное, то написанный ряд становится 

уммой конечного числа членов, а при у =  0, — I, —2, ... функция 
■(а, р, у- а) вообще не определена).

“я (Y +  'OO+'O
+йт ~  Га +  л) (Р~+лГ*’ И потомуДля этого ряда, очевидно,

Пш Jf2_ =
п —оо ип+1

■ X. (12.19)

Значит, при 0 :5 = х < 1  признак Даламбера дает нам абсолютную 
сходимость (и тем самым —просто сходимость) гипергеометрического 
ряда. Следовательно, по теореме Абеля (§ 2 главы 6) гипергеомет- 
рическин ряд сходится (и притом абсолютно) при \ х | <  1. При х >  1 
члены гипергеометрического ряда, начиная с некоторого п, все ока­
зываются положительными. Поэтому то, что этот ряд не будет 
сходиться абсолютно, означает, что он должен просто расходиться. 
Применяя снова теорему Абеля, мы видим, что гипергеометрнческий 
ряд расходится и при отрицательных х, для которых | х | > 1 .  
Нам остается рассмотреть случаи х =  ;£ 1.

При х =  1 напишем

« я
“ я+1

Ю К )‘И В У ( 12. 20)

Мы имеем
1 а*

■ +т
П* 1+ -  1 п

и аналогично

! , - £  +  л*
1 р«

■if
Подставляя это в (12.20) и раскрывая скобки, мы получаем 

“я ■ , —а —Р +  у+ 1^® я
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где величина 0Я ограниченная. Заметим, что (12.21) можно понимать 
также как разложение отношения ия1ип+1 как функции от 1/л по 
формуле Маклорена.

Согласно (12.21) гипергеометрический ряд при х = 1  сходится 
на основании признака Гаусса при у —а  — (J >  О и расходится при 
у — а — Р ^  0.

Обратимся к случаю х =  — 1. Здесь отношение соседних членов

и„ _  ( 1 + п ] ( ' + п )  _ t Y + 1 - g - p 02 .22,

с ростом п стремится к — 1, так что, начиная с некоторого места, 
гипергеометрический ряд оказывается знакочередующимся. Значит, 
на основании признака Лейбница необходимым условием его сходи­
мости является

lim | j -= 0
Л-» 00

или, что то же самое,
1

Но

lim In
л-»оо U„ ■■ +°о. (12.23)

In = ln L f l
и, «,

«Л -1 In

Значит,
A  | u *+l1

lim In 1 =  In i! +  У  In «*
п — СО «л I«i ■ «А+1

(12.24)

Из (12.22) следует, что 

«*In
«А+i

,n( ,+ ».+ g - v - | +
**/■

или, разлагая написанный логарифм, понимаемый как функция от 
1 jk, по формуле Маклорена, получим

In «А
«*+1

а +  Р - у - 1  , elf

где все числа б* ограничены. Подстановка в (12.24) дает нам

lim In I — *ln + v / ' - « - t H - v + i
*«= I **/•

Из расходимости гармонического ряда следует, что при 
Y— а — Р >—  1

написанный ряд расходится с неограниченным возрастанием частич­
ных сумм. Следовательно, в этом случае выполняется (12.23) и, кроме
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того, [Иц411 <  | Таким образом, соблюдаются все условия приз­
нака Лейбница, и гипергеометрический ряд сходится.

Если же У—«  —Р ё ; — 1, то (12.23) не имеет места и гипергео- 
метрическии ряд расходится.

Выясним, наконец, вопрос об абсолютной сходимости гипергео­
метрического ряда при х = — I. Для этого необходимо, чтобы схо­
дился ряд модулей членов этого ряда. Но, очевидно, начиная с неко­
торого места, модули членов гипергеометрического ряда с д г = — I 
совпадают с членами гипергеометрического ряда с теми же значениями 
параметров а , р и у, для которого дс=1. Значит, при у —а  —р > 0  
гипергеометрический ряд с х — — 1 сходится абсолютно, а при 
— 1 <  у —а  — p i S O  также сходится, но лишь условно.

2. В частности, полагая в выражении (12.18) для гипергеометри­
ческого ряда a — — t и Р==у. мы получим

F(a, р, у, - х )  = F (  — t, р, р, —х) =

у  ( - 0  ( - < + ! ) . . . ( - f + n - 1 )  (
jLi п\л = о

V  / ( / - ! ) . . . (< -п  +  1)
' Ld п!
л=о

Xя,

т. е. биномиальный ряд (см. § 9 главы 7). Применяя к нему полу­
ченные только что для гипергеометрического ряда результаты, мы 
устанавливаем, что биномиальный ряд сходится при х | <  1, расхо- 

, дится при | х ) >  1; при х =  — 1 он сходится если /  >  0, и расходится, 
если < ^ 0 ,  а при х — 1 сходится абсолютно, если / >  0, сходится 

^условно, если — 1 < t  < 0 .  и, наконец, расходится, если / < — 1.

Условия сходимости (12.16) в признаке Гаусса вместе 
с условиями расходимости (12.17), очевидно, исчерпывают 
все логические возможности для значений параметров А и ц. 
Поэтому признак Гаусса является необходимым и доста­

точным, т. е. «идеально чувствительным» признаком 
сходимости. Практичность его также неоспорима. Ввиду 
сказанного еще в § 5 главы 3 его порок должен поэтому 
заключаться в недостаточной широте. И в самом деле, 
возможность представлять отношение соседних членов ряда 
в виде (12.15) оказывается не столь уж частой.

Примеры.
оо

1. Рассмотрим ряд ^  —:---- . Расходимость
г  г  Ш  п In п этого ряда, установ­

л ю
ленная в примере 5 § 4 главы 3, нами уже использовались. Для 

8»
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него Mbit очевидно, имеем

ип (Я+1)1п(Я+1) /, , 1 \ / .  , 1п (В +  1) —In Я \ _
ип+ 1 л In л \  п } ■. In Л )

или, разлагая как функцию и  ^  в ряд Маклорена и

удерживая два первых члена,

«я 
и п+1

+
1

л In л
•« U

л2 In я/
с

л In л ’

где 6„ и 9* — ограниченные числа, причем, как нетрудно проверить, 
все 9* начиная с некоторого места могут быть ограничены снизу неко­
торой положительной постоянной. Предположим, что в этих условиях 
отношение ип/ия+1 может быть представлено в виде (12.15). Сравнение 
с правой частью последней формулы дает нам Х = 1 , ц = 1  и 
9„/я2 =  9*/(л In л), т. е. 9л/6„ =  (In л)/л. Последнее отношение при 
возрастании л стремится к нулю. Однако в случае ограниченных сверху 
9„ и 6* и ограниченного снизу 9* этого не может быть. Значит, в виде 
(12.15) отношение соседних членов рассматриваемого ряда непред­
ставимо.

2. Для ряда
00

\  _ ! _  
Ш Я  Л In* Л

л = 2
«я

«ЛИ

мы также можем написать

- 1 _L I
л л In л ’

где числа 6*. как и в предыдущем примере, ограничены сверху, а начиная 
с некоторого места — и положительной постоянной снизу. Однако, как 
следует из того же примера 4 § 4 главы 3, этот ряд сходится.

§ 5. Сходимость знакопеременных рядов

Содержащийся в главе 4 материал позволяет оцени­
вать сходимость знакопеременных рядов лишь в двух 
случаях: когда речь идет об абсолютной сходимости и 
вопрос тем самым сводится к сходимости рядов с положи­
тельными членами и когда знакопеременный ряд является
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знакочередующимся и к нему применим признак сходи­
мости Лейбница.

Займемся более широким исследованием сходимости 
знакопеременных рядов.

Иногда бывает удобно представлять члены ряда в виде
СО

произведений, т. е. рассматривать ряды вида 2  апЬп-
Я * »  1

Положим

s„ =  V  акьк, tn =  2  bk
* - i  ft=i

и выполним следующее тождественное преобразование 
(называемое иногда преобразованием Абеля):

П П
sn — У. аьЬк =  щб14- У] пкЬк =

* = 1  к —2

[ — +  У] Як {tk — U-1) =
к =  2

I =  a^t +  а.г (/2 — î) 4” (^s— г̂) 4“ • • ■ 4" (tn — f,_i) =

I  =  /i (а2 -  Oi) 4- (о* -  Оз) 4- • • • 4- (ая-х -  a n) 4- « A  =
Я —  1

1 = 2  tk{ak- a k+l) + antn.
*= i

(В преобразовании Абеля нетрудно усмотреть конечный 
аналог интегрирования по частям.)

Абсолютную величину суммы | s„|  можно оценить через 
величины |/*j следующим образом.

Л е м м а .  Если последовательность

......... ап, . . .  (12.25)

монотонная (т. е. невозрастающая или неубывающая) и 

| | <  Т для всех k = l ,  . . . .  п,

| s „ | < 7 4 1a1 j +  2 i a „ | ) .
mo
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выполняя преобразование Абеля, 
мы имеем

У  h(Ok — o*+i) +  ̂ n/n
k-1

2  к* 11 в*—в ы  I+ 1 а„ 11 | ^
*=i

'ft=l
fl*+i I + !  On I )• (12.26)

Но из монотонности последовательности (12.25) сле­
дует, что все разности в (12.26) справа имеют один и тот 
же знак. Следовательно,

Isn У! (а*— fl*+i)
* =  i

- Г (
и требуемое доказано.

+  | a „ | j  =
а1- а п | +  !ая | ) < Г ( К | + 2 | а ,  |),

§ 6. Признак сходимости Дирихле

Рассмотрим достаточно широкий, практичный и чув­
ствительный признак сходимости знакопеременных рядов.

Т е о р е м а  (признак сходимости Д и р и х л е ) .  Пусть 
нам дан ряд

СО

2  апЬ„ = а1Ь1 + ... +  апЬя + ...  (12.27)
П = 1

п

Если частичные суммы /„ =  2  ряда
» - 1

00

2  ь„ ( 12.28)
ft = i

ограничены в совокупности некоторой постоянной Т*, а 
последовательность

а2, . . . ,  а„, . . .  (12.29)
монотонно не возрастает, и

lim а„ =  0,п~*со
то ряд (12.27) сходится.

(12.30)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (12.30) следует, что по лю­
бому е >  0 найдется такое N, что при п >  iV

| я „ | < е .  (12.31)

Кроме того, мы имеем для любого т

Ьп+1 +  ...+ Ь пш | =  | tn+m-  tm | ^ 2 Т*.

Положим в лемме из предыдущего параграфа Т =  27’*. 
Эта лемма даст нам тогда для п >  N и каждого
/» =  1, 2, . . .  ввиду (12.31)

л + т
£  « А

*=я-Ц
< 2 r * ( | a n+i! +  2!fl„ .m|) ^ 6 r * e ,

или, переходя к пределу при неограниченном возраста­
нии т, получим

л + т

lim >] я А ^ 6  Т*е.
т-*оо k = n + 1

Ввиду произвольности е > 0  это означает, что ряд (12.27) 
сходится.
I  С л е д с т в и е  (признак сходимости А б е л я ) .  Если для 

ряда (12.27) последовательность (12.29) является монотон­
ной и ограниченной, а ряд (12.28) сходится, то сходится 
и ряд (12.27).
г Д о к а з а т е л ь с т в о .  В рассматриваемом случае после­

довательность (12.29) должна иметь конечный предел. 
Обозначим его через а. Тогда

00 00

я„Ьп — (я„
00

- а ) Ь п +  а Ьп.
Л«1

(12.32)

Из определения предела следует, что 

lim (ап — а) =  О,
п —* СО

так что первый из стоящих в (12.32) справа рядов под­
падает под условия признака Дирихле и потому сходится. 
Второй же ряд сходится по условию. Следовательно, 
сходится и ряд (12.27).
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П р и м е р .  Положим для ряда

я = I
при любом п =  1. 2, . ..

33)

ая = — , *>„«=(—I)"+1cosnx.
V  п

Здесь, очевидно, выполняется условие (12.30), а на основании 
сказанного в § 7 главы I

2 >
*=|

2л +  1 
cos— s— х

2cosy

Последнее выражение при любом п ограничено сверху числом

JL + - 1 I
2 ^  2 cos (х/2) I ‘

Таким образом, условия признака Дирихле выполнены, и ря i 
(12.33) сходится.

Полагая в формулировке признака Дирихле

мы получаем, что ряд (12.27) —знакочередующийся, и 
признак Дирихле превращается для этого случая в при 
знак сходимости Лейбница.



ДВОЙНЫЕ РЯДЫ

§ 1. Определение двойного ряда

Вернемся к определению числового ряда, сформули­
рованному в § 2 главы 2. В его основе лежит рассмотре­
ние некоторой числовой последовательности

«1. иг> (13.1)
т. е. множества чисел, элементам которого приписаны 
целые положительные индексы (номера). Мы можем по­
этому считать, что последовательность (13.1) есть функ­
ция, которая каждому целому положительному номеру п 
ставит в соответствие число и„. Эта функция, очевидно, 
является функцией от одного независимого аргумента.

Как известно, представляют интерес и рассматриваются 
также функции от нескольких аргументов. В частности, 
можно рассматривать и функцию, которая каждой паре 
целых положительных чисел т, п ставит в соответствие 
число ит,п. (Это число можно также обозначить через итп.) 
Такую функцию мы можем задать таблицей вида

« и . и  к . . . ,  н,

UU t И22, . . .  «1

U m l i Wm2> . . . .  ы,

Обратим внимание на то, что в этой таблице и число 
(множество) строк бесконечно и каждая из строк содер­
жит бесконечное число (множество) членов.

П р и м е р .  Пусть все строки таблицы вида (13.2) являются гео­
метрическими прогрессиями с одним и тем же знаменателем р, а ее 

Г Столбцы —прогрессиями со знаменателем q. Очевидно, в этом случае

итп =  uuPn~I<7n,_1'
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Такую таблицу естественно назвать двойной прогрессией , а числа р и
<7_ е е  зна м ен а т елям и .

Числовой ряд определяется как формальная запись 
процесса суммирования чисел (13.1):

«1 +  « 2 + " '  +  «л +  ••• (13.3)
О п р е д е л е н и е .  Формальная запись процесса сум­

мирования чисел, составляющих таблицу (13.2),

«11 +«12 + . - .  +  «1я + • • •  +
+  «21 +  «22 +  • • • +  «2 п +  • • • +

(13.4)
+  ит\ +  Um-2 + . . . +  Umn + . . . +

называется двойным рядом. Как и в случае простых рядов, 
мы можем начинать нумерацию строк (и членов в каждой 
строке) не обязательно с первого номера.

Двойной ряд (13.4) можно обозначать также как
ОО

2  «тп или, если область значений номеров т и п не
т, л = 1
вызывает сомнений, просто как У] итп.

т, п
Очевидно, как строки, так и столбцы двойного ряда

(13.4) являются простыми рядами. Далее мы будем на 
этом основании говорить о сходимости строк или столб­
цов двойных рядов.

§ 2. Сходимость двойных рядов

Для определения суммы ряда

«1 +  «2 +  • • • +  «л +  • • • (13.5)
нами были введены частичные суммы

«Я =  «1 =  ..  • +  «„ (13.6)
И ИХ предел s =  lim sn (если он существует) был принят

Л —* ОО
по определению за сумму ряда (13.5). Заметим, что такому 
подходу способствовало прежде всего достаточно естест­
венное представление о частичных суммах (13 6), в кото­
рых члены ряда (13.5) складываются по порядку.
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Такого бесспорного представления о частичных суммах 
в случае двойного ряда (13.4) уже нет, так как запись
(13.2) еще сама по себе не указывает того естественного 
порядка, в котором надлежит складывать выписанные 
числа. Буквальное понимание записи (13.4) подсказывает 
нам, например, понимание суммы (13.4) как «предела 
суммы пределов сумм чисел по строкам»:

Очевидно, осмысленность упомянутых здесь пределов 
означает сходимость каждой из строк двойного ряда
(13.4), а также сходимость ряда, членами которого яв­
ляются эти суммы. Обозначая сумму i-й строки двойного 
ряда через su :

Число s' называется суммой двойного ряда (13.3) по 
строкам.

Читая теперь запись (13.4) столбец за столбцом, мы 
можем понимать ее как

Здесь существование внутренних пределов означает схо­
димость столбцов двойного ряда. Обозначая сумму /-го 
столбца через s*,:

(13.7)

оо
s „  =  lim 21 “у, (13.8)

мы можем равенство (13.7) переписать как
т

s' =  lim V] s^ . (13.9)

s' = (13.10)

m
s * / =  lim 21 uih (13.11)

мы можем переписать (13.10) как
П

s ' =  lim 2 ]  s */* (13.12)
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Число s’ называется суммой двойного ряда (13.3) по
столбцам.

В § 5 главы 4 рассматривалось суммирование чисел, 
заполняющих бесконечную прямоугольную таблицу «по 
окаймлениям квадратов». Можно представить себе и дру­
гие схемы составления предела, описывающего сумму 
двойного ряда (13.4). Мы остановимся на достаточно общей 
и вместе с тем достаточно естественной схеме. 

О п р е д е л е н и е .  Сумма тп членов ряда (13.4)

«и +  м1* - Ь - -  +  Ы1Л +
+  «41 +  М22 +  • • • +  Мал +

+  U ml +  и тг + . . . +  Urnn

называется его (т, л)-й частичной суммой и обозначается 
обычно через sm,„ или, если это не вызывает недоразуме­
нии, через smn.

О п р е д е л е н и е .  Будем говорить, что двойной ряд
(13.4) сходится и имеет сумму s, если, каково бы ни 
было е > 0 ,  найдутся такие т0 и п0, что при т > т 0 и 
п > п 0

! Smn s ] <С. е.

Условие сходимости ряда (13.4) к сумме s можно 
записать также в виде

lim smn— s.
т — оо 
л-»оо

Подчеркнем, что мы имеем дело здесь с двойным преде­
лом: переменные т и п  могут возрастать совершенно не­
зависимо друг от друга.

П р и м е р .  Рассмотрим сходимость двойных прогрессий, т. е. 
двойных рядов вида (13.4), в которых итп *=apn~lqm~i. Будем счи­
тать, что |р  |, | v i <  1 -

Здесь для суммы i'-й строки мы имеем

Л

=  lim
Л -р ОО

у
L “</= ■ I—р"lim а —.— —

Л —* СО *—Р
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откуда согласно (13.9) 
мы имеем

т

s'»= lim Л
m-»oo Аи ( = 1

для суммы двойной прогрессии по строкам

lim - Л  _  а
ГП-+СО 1 ~  <7 (1 — р) (1 — ̂ 7)

(13.13)

Нетрудно подсчитать таким же образом, что и

как

^ - ( й = р) ( 1 _ ,г  <‘3 “ >
Наконец, частичная сумма smn двойной прогрессии вычисляется

^  ^  др7~ V 1 "*а У  <?*-*■ j ; р =  а ^
< = | / -1 i =  i

-рП_
р

1 — у"»
1 - 9

так что, переходя к пределу при неограниченном возрастании т и п ,  
получаем

5 lim smn—yj -г-—— — .
m-»oo (1 — P)(l — <?) (13.15)

Мы видим, что при I р |, I q | <  1 двойная прогрессия сходится, 
причем ее сумма s согласно (13.13), (13.14) и (13.15) совпадает с ее 
суммами s’ и s’ по строкам и столбцам. Далее будет видно, что такое 
совпадение является весьма распространенным и вместе с тем важным 

Робсто ятельством.
Если, напротив, хотя бы одно из чисел | р | или | q \ не меньше 

единицы, то соответствующая двойная прогрессия расходится.

§ 3. Критерии сходимости двойных рядов.
Теорема Маркова

Для выяснения вопросов, связанных со сходимостью 
двойных рядов, воспользуемся некоторыми аналогиями 
с фактами о сходимости обычных рядов.

Очевидно, что если члены двойного ряда tty  с ростом 
значений индексов i и / убывают достаточно быстро, то 
деойной ряд должен сходиться. В качестве характеристики 
убывания членов двойного ряда можно взять, например, 
сходимость его строк (или столбцов) и убывание сумм 
строк (столбцов) с ростом их индексов.

Т е о р е м а .  Пусть в сходящемся двойном ряде
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с суммой s сходятся все строки, а также пусть сходится 
ряд, составленный из их сумм, т. е. пусть существуют 
пределы в равенствах П

=  Игл У] U{j, i — 1, 2, * • • |
я-*оо /жж,

s ' =  lim V  s,„.
m -.со |

Тогда s =  s'.
Аналогично, если существуют пределы

s*j=  Нш У] utj, / =  1, 2,

s* =  lim V  "ij,
n-oo /=1

mo s =  s".
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольное e > 0  и 

найдем такие т0 и п0, что при т > т Х) и п > п 0
| s m„ - s | < e .  (13.16)

Но при каждом конкретном т

и стоящий здесь слева предел существует.
Так как неравенство (13.16) справедливо при любом 

достаточно большом п, мы можем, неограниченно увели­
чивая п, получить

т

S s / . - s
1 = 1

< е . (13.17)

Таким образом, по каждому е > 0  находится такое т0, 
что при m > m 0 имеет место (13.17). Но это и значит, что

т

s' =  lim 2  s „ = s ,
ГП-* 00 l __ I

и первая часть теоремы доказана. Вторая ее часть дока­
зывается аналогично.



Нам будет полезем следующий критерий равенства 
сумм двойного ряда по строкам и по столбцам:

Т е о р е м а  М а р к о в а .  Пусть нам дан двойной ряд

т, п
в котором сходятся все строки
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00
* == Umn» (13.18)

все столбцы
я-1
• оо

=  2  Umn% (13.19)

и ряд, составленный
т =  \

из сумм строк

s' =  s  w
m =  l

(13.20)

Тогда:
1) k-e остатки строк, составленные для каждого k, 

ГЙ»- У, итп
/»=* +1
00

образуют сходящийся ряд V  г(„ с некоторой суммой Rk.
m = l

2) Для того чтобы сходился ряд, составленный из сумм 
столбцов

П = 1
необходимо и достаточно существование предела

lim Rk — R.
А-»оо

3) Для равенства s' =  s" необходимо и достаточно, 
чтобы было R =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Для любых т и k мы имеем 

и суммирование по всем т дает нам
CO со со 00
у—J ' пх = у ^  j ^m i • '• • Umk

m =1 m =  1 m=»I
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Так как все стоящие справа ряды сходятся, сходится и ряд, 
стоящий слева, причем

=  (13.21)
2) Положив в (13.21) & =  0, мы получим

/?0 =  s',
и почленное вычитание (13.21) дает нам 

R0 — #* =  s * i + . . .  +  s**.
При неограниченном возрастании k мы имеем

к
R0-  lim /?*=  lim У] s „ ,  (13.22)

к — со к —со I =  |

и существование предела слева равносильно существова­
нию предела справа.

3) Очевидно, что r'„ =  sm, ,  следовательно,

2 ' Г - 2  (13-23)m = l т  =  1
Если же

R — lim R„ — О,
к —со

то (13.22) превращается в

/?„ =  lim 2  s „  =  s'. (13.24)

Формулы (13.23) и (13.24) дают нам требуемое.

§ 4. Свойства двойных рядов и признаки сходимости

Многие свойства простых рядов и их доказательства 
сохраняют силу и для двойных рядов, быть может, с незна­
чительными изменениями формулировок и рассуждений.

Т е о р е м а  о б  у м н о ж е н и и  д в о й н о г о  р я д а  на  
ч и с л о  (ср. с теоремой 2 § 8 главы 2). Пусть

2  “ т а  (13.25)
т, п

— некоторый двойной ряд, а с  — произвольное число, отлич­
ное от нуля. Тогда двойной ряд

т, п
(13.26)
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сходится тогда и только тогда, когда сходится двойной 
ряд (13.18). Если двойной ряд (13.25) сходится и сумма 
его равна s, то сумма двойного ряда (13.26) равна cs.

Т е о р е м а  Д и р и х л е  о п е р е с т а н о в к е  ч л е н о в  
р я д о в .  Пусть дан двойной ряд

получается из ряда (13.27) в результате произвольного

Г  тения расположения его членов.
Тогда, если ряд (13.27) сходится, то ряд (13.28) также 

шходится и имеет ту же сумму.
Для доказательства достаточно взять произвольную 

частичную сумму tmn двойного ряда (13.28) и столь боль­
шой прямоугольник

с суммой членов skh чтобы в нем содержались все члены 
суммы tmn. Дальнейший ход рассуждений не отличается 
от доказательства теоремы Дирихле для простых рядов. 

Т е о р е м а  о с л о ж е н и и  р я д о в .  Пусть

— два сходящихся ряда соответственно с суммами s и t. 
Тогда ряд

же сходится и сумма его равна s + t.
Доказательство этой теоремы практически ничем не отли- 
ся от доказательства соответствующей теоремы для 
;тых рядов (теорема 4 § 8 главы 2).
Т е о р е м а  о с р а в н е н и и  д в о й н ы х  р я д о в  с 

п о л о ж и т е л ь н ы м и  ч л е н а м и .  Пусть

V/  j Мтп (13.27)
т, л

с неотрицательными членами, а двойной ряд
тп (13.28)

ЫП + - - -  +  «1» +

+  W/1 +  • • • +  «/*

тп тп

^ I (Мтл 4" Утл)

(13.29)
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2  vrnn (13.30)
т, п

— два двойных ряда с положительными членами, причем 
найдутся такие номера т0 и пп, что при т > т 0 и п >  п„

Umn Vmn-
Тогда из сходимости двойного ряда (13.30) следует схо­

димость двойного ряда (13.29), а из расходимости двойного 
ряда (13.22) следует расходимость двойного ряда (13.30).

Из этого признака сравнения и рассуждений § 2 о схо­
димости двойных прогрессий можно без труда вывести 
признак сходимости двойных рядов, который, по аналогии 
со сходным признаком сходимости для простых рядов, 
можно назвать признаком сходимости Даламбера. 

Т е о р е м а .  Если для двойного ряда

Ц  итп (13.31)
т ,  п

с положительными членами найдутся такие т0, п0, что 
при т >• т 0, п >  п0 имеют место неравенства

u m + i< п 
и т п

^ р <  1, “т
Uтп

то двойной ряд (13.30) сходится.
Наоборот, если для двойного ряда (13.30) найдется 

такое т0, что при т > т 0 и некотором п
и т + !■ п ^  1

и ^  1 * и тп

или же найдется такое п0, что при п > п 0 и некотором т

ит■п + i I
“тп

то двойной ряд (13.31) расходится.
В своей предельной форме э т о т  признак приобретает 

следующий вид (см. следствие из § 5 главы 3):
Если для двойного ряда (13.31)

Ит
т-*оо и тп
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для всех п и
lim Um " + 1.

п —со и тп lm  <  1

для всех т, то этот двойной ряд сходится.
Если для (13.31)

П т —'"/*•'! =  k„ >  1
m -*o o  и тп

для некоторого п или
Пп, Л и ^ а ± ^ 1 т > \

п —+со и тп

для некоторого т, то этот двойной ряд расходится.
, Для двойных рядов имеют место аналоги и других 

признаков сходимости, известных читателю по главам 3 
и 12 для простых рядов. Так, применительно к двойным 
рядам можно сформулировать признаки сходимости Кошн, 
Маклорена — Кошн и другие чувствительные признаки.

§ 5. Абсолютная сходимость двойных рядов

По любому двойному ряду V] итп можно составить
т, п

двойной ряд ^  | итп I из модулей членов исходного ряда.
т, п

О п р е д е л е н и е .  Двойной ряд ^  ит„ называется
т, п

абсолютно сходящимся, если сходится двойной ряд ^  I итп |.
т, п

Т е о р е м а .  Абсолютно сходящийся ряд
2  итп (13.32)
т, п

сходится, т. е. имеет некоторую сумму s. Кроме того, 
для него существуют сумма s' по строкам и сумма s' по 
столбцам и все эти три суммы равны друг другу:

s = s ' = s \  (13.33)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании теоремы об умно­
жении двойного ряда на число и признака сравнения для 
Двойных рядов мы можем точно так же, как это делалось
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для простых рядов в § 2 главы 4, вывести из абсолютной 
сходимости ряда (13.32) его сходимость, т. е. существова­
ние его суммы s.

Обозначим через S сумму двойного ряда модулей

следовательно, любая строка двойного ряда модулей схо­
дится. Это значит, что сходится абсолютно (а потом\ и 
сходится) любая строка исходного двойного ряда. Таким 
образом, существуют все суммы si t .

Значит, сходится абсолютно, а тем самым и сходится, 
ряд, составленный из сумм по строкам. Пусть его сумма 
равна s'.

Аналогично доказывается сходимость ряда по столб­
цам. Обозначим его сумму через s". Равенство (13.33) 
следует теперь из установленного существования сумм 
s, s' и s" на основании критерия сходимости из § 3.

В качестве приложения установленных фактов мы 
можем сразу получить новое, достаточно простое доказа­
тельство теоремы об умножении абсолютно сходящихся 
рядов, потребовавшей в § 5 главы 4 довольно обстоятель­
ных рассмотрений.

Действительно, рассмотрим два абсолютно сходящихся 
ряда:

Пусть частичными суммами этих рядов будут sm и tn, 
а суммами — соответственно s и /. Положим

Очевидно, при любом т
П СО

£  I « „ l a s s
/ -1

Далее,
т со

У, 1 * 1 . 1 ^ 5 3

и
м1 +  ы« +  ••• +И/П+ • ••

WI +  0 J +  ••• +  »■ +  . . .

(13.34)

(13.35)

* *  I  ul i +  I “ f  1 +  •  •  •  + 1 um i ,  ^  n  —  , y i  |  +  j , +  . . .  +  |  f / i  1-
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Очевидно, что
1“Л | +  - - - + 1«»»!«| +

+  |Ит1’1 | + . . . + ! « Л | =  5 т Гл.
Из абсолютной сходимости рядов (13.34) и (13.35) сле­
дует существование пределов

lim Sm = S, П т ТЯ = Т.
т-* со п -* оо

Но это значит, что lim S„Tn=*ST, т. е. что двойной ряд
т-*оо
П -+ С О

2 ]  I umvn I
т, п

сходится абсолютно. Поэтому он и сходится. Обозначим 
его (т, л)-частичную сумму через атп, а его сумму через о. 
Мы имеем

а «= lim атп =  lim smtn = st,
ffl-ФОО Ш —* 00
п -ФОО п — со

а это и требовалось.

§ 6. Двойные функциональные ряды

В двойных функциональных рядах члены являются 
функциями от одной или нескольких переменных.

О п р е д е л е н и е .  Двойным функциональным рядом 
называется выражение

2>mn( *). 03.36)
т, п

где х  может быть скалярной или векторной переменной, 
т. е. принимать в качестве своих значений числа, или 
пары чисел, или тройки чисел и т. д.

Придавая в выражении (13.36) переменной х некоторые 
значения, мы будем получать те или иные численные 
Двойные ряды. В зависимости от конкретных значений х 
эти ряды могут сходиться или расходиться.

О п р е д е л е н и е .  Совокупность всех значений пере­
менной х, для которых ряд (13.36) сходится, называется 
властью сходимости двойного функционального ряда
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(т, л)-частнчные суммы smn двойного функционального 
ряда (13.36), а также его сумма s суть функции от пере­
менной х. При этом сумма ряда задана на области его 
сходимости.

О п р е д е л е н и е .  Двойной функциональный ряд (13.36) 
называется сходящимся в некоторой области изменения X 
переменной х равномерно, если сходимость частичных сумм 
smn (х) к сумме ряда s (л:) происходит равномерно по .V, т. е. 
если по любому е > 0  найдутся такие т0 и п0, что при 
т > т и и п > п 0 для всех х из X

I sm„ (х) s (х) | <  е.
На двойные функциональные ряды распространяется 

признак равномерной сходимости Вейерштрасса.
Т е о р е м а .  Если в двойном функциональном ряде

2С “ т п  (•<■)
т ,  п

каждый член является функцией, определенной на некото­
ром замкнутом множестве X, и существует такой сходя­
щийся числовой двойной ряд У] стп с положительными чле-

т , п
нами, что

\итп( х ) \^ с тя (13.37)
для любого х из X, то двойной функциональный ряд (13.37) 
сходится в множестве X равномерно.

Равномерно сходящиеся двойные ряды имеют непре­
рывные в области равномерной сходимости суммы; в пре­
делах этой области сходимости их можно почленно интег­
рировать и дифференцировать. Эти утверждения можно 
сформулировать в виде следующих теорем.

Т е о р е м а  о н е п р е р ы в н о с т и  с у м м ы  р а в н о ­
м е р н о  с х о д я щ е г о с я  д в о й н о г о  р я д а .  Пусть все
члены двойного функционального ряда

2 > * , ( х )  (13.38)
определены в области X, непрерывны в ней, а сам ряд 
сходится в X равномерно. Тогда суммой ряда будет функ­
ция, непрерывная на X.

Т е о р е м а  о п о ч л е н н о м  и н т е г р и р о в а н и и  
д в о й н ы х  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  р я д о в .  Если функ­
циональный ряд (13.38) сходится равномерно на некот о-
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рой области X и имеет суммой функцию s (дс), а под­
множество М области X таково, что все интегралы вида

5 итп (х) dx 
м

существуют, то составленный из этих интегралов двой­
ной ряд

у; $ итп (х) dx
т ,  п М

также сходится и имеет суммой функцию
jj s (х) dx. 
м

Т е о р е м а  о п о ч л е н н о м  д и ф ф е р е н ц и р о в а ­
нии д в о й н ы х  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  р я д о в .  Пусть 
двойной функциональный ряд (13.38) сходится в области 
X и имеет сумму s(x). Пусть х есть векторная перемен­
ная. имеющая вид (x lf . . . ,  х я), где xlt . . . ,  хп — обычные 
скалярные (т. е. принимающие вещественные значения) 
переменные, члены этого ряда имеют всюду в X непрерыв­
ные частные производные по некоторой компоненте вектор­
ной переменной xt, а составленный из этих производных 
двойной функциональный ряд

2  и т п ( х х , . . . ,  х„) (13.39)
т , п

сходится в X равномерно и имеет сумму о (х). Тогда двой­
ной ряд (13.38) сходится на X равномерно и частная про­
изводная по х, его суммы равна сумме двойного ряда (13.39):

- £ - s (x ) * = o (x ) .

§ 7. Двойные степенные ряды

Пусть члены двойного ряда являются функциями от 
Двух независимых переменных:

У ,и тп(х,у). (13.40)
т , п

О п р е д е л е н и е .  Двойной функциональный ряд вида 
(13.40) называется степенным, если каждый его член итп
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имеет вид атях"У, где коэффициенты ряда атп не зависят 
от х и у.

Области сходимости двойных степенных рядов описы­
ваются теоремой, аналогичной теореме Абеля.

Т е о р е м а .  Если двойной степенной ряд

2  атпхтУп (13.41)
т, п

сходится при некоторых значениях х0 и у0, то он сходится 
(и притом абсолютно) при всех парах значений (х, у), для 
которых

I* I <  !*01 “ \у\<\Уо\-
Наоборот, если ряд (13.41) в точке (дг0, у0) расходится, 

то он расходится также во всех точках (х, у), для которых

! *1>!*о1 или \у\>\у„\.
Сформулированная теорема налагает некоторые огра­

ничения на форму областей сходимости степенных двой­
ных рядов. Тем не менее эти области могут иметь доста­
точно разнообразные очертания.

П р и м е р ы .
1. Двойная функциональная прогрессия

аху +  ах*у -|- . . .  + п хту +  ... +
-\-axy* - f  ajfiy* +  . ..  - f  ахтуг+  . ..  +

+ axyn +  aX*yn +  . ..  + а хтуп+  ... -f-

сходится, очевидно, при х | < 1  и | у  I <  1, а также при дг=>0 и 
произвольном у, равно как и при у =  0 и произвольном х. Область 
сходимости этого ряда имеет, таким образом, вид, изображенный на 
рис. 17.

2. Рассмотрим двойной функциональный ряд

1 +  х +  дс* +  х* +  ... +
+  у +2ху +  3х*у +  4 х*у+  . ..  +
■+■ у*+Ъху* +  6х*у*+ 10xsj/J - f  ... -4-
............................................  (13.42)

Общий член итп этого двойного ряда может быть записан как

Предположим, что при некоторых заданных х и у двойной р*1 
(13.42) сходится абсолютно. Это значит, что для получения сум*"* 
ряда мы можем складывать его члены в любой последовательности
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В частности, если сумма s (х, у) ряда (13.42) существует, то она 
кажет быть получена как

*(*• У) = 1+ ( * + « / ) + (* ,  +  2*у+р2) +  (хз +  3 ^ 4 - 3 ^ , . . .  -

=  1 + ( * + у )+  (* +  </)’ +  ( * + У)1 +  ... =  V  (* +  (/)". (13.43)
п=х0

Таким образом, необходимым условием абсолютной сходимости двой­
ного ряда (13.42) является абсолютная сходимость простого ряда, 
стоящего в (13.43) справа. Но это условие состоит в том, что

I х +  У I <  I. (13-44)
а для суммы ряда мы имеем

*(х, y) =  TZ_ \ _ y ■ (13.45)

i Далее, из абсолютной сходимости двойного ряда (13.42) должна 
следовать также сходимость двой­
ного ряда

2  ( “ О "  « * / . * =
= 2

для суммы которого имеет место 
соотношение

00

*(*. — У)“  2 ]  (■*—У)"•
л = 0

так что условием существования 
этой суммы будет

] лг —У . <  1. (13 46)
Значит. (13.44) и (13 46) со­

ставляют необходимое условие абсо­
лютной сходимости двойного ряда (13.42). При этом сумма его опре­
деляется из (13.45).

Предположим теперь, что выполняются неравенства (13.44) н 
(13.46), и покажем, что двойной ряд (13.42) сходится абсолютно. Соста­
вим для этого двойной ряд модулей членов двойного ряда (13.42). 
Для (т , л)-частичной суммы sm,„(x, у) этого нового двойного ряда 
мы имеем

*■•■(*. Й - 1 !  2  \ж\, \у \1^т̂  £
<=о/=о *=о г+/=*I, 1^0

=  23 | ж | ' | у  I * - '  — |>*. (13.47)
*—о i-о к=о
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При
| ' 1 + 1 » | < |  Шча,

(а это условие, как легко видеть, равносильно паре неравенств m  j 
и (13 46)) стоящая справа о (13.47) прогрессия сходится, так что

Вт' л{х' у) <  Т — | ж *— ! у | ’

Мы видим, что в условиях (13.48) все частичные суммы двойного Вя,
модулей ограничены в совокупности 
Следовательно, этот двойной ряд СХо; 

У дится, а исходный двойной ряд (13.421
сходится тем самым абсолютно.

Таким образом, область абсолют- 
ной сходимости двойного ряда (13.42| 
представляет собой внутренность квад. 
рата с вершинами (1, 0), (0, 1), (—I о» 
и (0, —1) (рис. 18).

/

-1 -7~ -0
Из последней теоремы сле­

дует, что область сходимости ря­
да может отличаться от области 
его абсолютной сходимости разве 
лишь некоторыми точками гра­
ницы этой области (ср. рассужде­
ния по поводу ряда (6.7) в § 3 

главы 6). Мы не будем здесь подробно останавливаться 
на анализе этого вопроса, предоставляя его читателю.

•/

Рис. 18.

§ 8. Разложение функций двух переменных 
в двойные ряды Тейлора и Маклорена

Для полноты изложения выведем формулу Тейлора 
для функций двух независимых переменных.

Т е о р е м а  1. Пусть функция f  (х, у) имеет в неко­
торой области изменения переменных х и у (для опреде­
ленности мы можем представлять себе эту область в виде 
некоторого прямоугольника) непрерывные смешанные про­
изводные вида

дхкду1 ’
* +  / 2= л + 1,

а тонка (//„, у0) находится внутри этой области.
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Тогда для любой точки (л:, у) из этой области имеет 
формула Тейлора

. г /„  \ I х — хо df (хр. у0) , у — уп д / (Хр, ув) ,
f(X, У )= 1 (Х»' Уо’ ^  1! дх i  П э7-------- hду

(х -хр)- д*Цх0, у 0) . (х — лсь) (у — t/р) d*f(xe, y 0) , 
+  2! дх* ' r  1! I! дх ду
Ш — Уо)2 д*1(Хц, у0) , (х —Хр)" д"/(хр. у0) |

+  2i ду2 “г  • • • *г „! дхя "Г
(х —Хр)'»-* (у —у0) д"/(хр. Уо)

( л - * ) !* !  дх"-*ду* _г • "  
, (У-Уо)" дя1(хв, у ,,)

я! дх4 /?п (х, «/), (13.49)

afr остаточный член R„ (х, у) может быть записан в виде
, (х-х,)"+* д"+У(£, л) ,

К„(Х,У)— (п + 1)! дхя+1

.. + (х. х,)"+>-» (У-Уо)» »+»/(£. л)
(п+1 -* )!* ! fan+l-k Qyk

(У — Уо)п+1 Л)
(я+ 1 )!  дуп+1+

причем I имеет вид хп +  Ъ(х — х0), а х\-вид у0 + Ч у — Уо), 
где 0 < 0 <  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

x - x 0 = h, y -yo^=g  (13.50)

и рассмотрим при фиксированных h u g  функцию

ф (0  =  /(*о +  М. Уо +  1ё)- (13.51)

Она является функцией от одной независимой переменной t. 
При этом переменная <р зависит от t сложным образом, 
через посредство линейных функций x0 + th и y0+tg, 
а также функции от двух переменных f. По условию функ- 
г*я I Дифференцируема по своим аргументам до п +  1 раза 
погтЧНТе’1ЬНО‘ ^ еРвые производные линейных функций 
^остоянны (в нашем случае они равны соответственно h 
J *  а 806 последующие производные тождественно обра- 
сло-ТСЯ' В НУЛЬ Поэтому теоремы о дифференцировании 

* нои Функции показывают, что функция <р имеет непре- 
ные производные по t до (п +  1 )-й включительно и для
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любого / е [ 0 ,  1] имеет место формула Тейлора

Ф (0  -  Ф (0) +  тг Ф' (0) + . . .  +  5  ф,'° (0) +  т н т п г  м .
( 13.52)

где О < 0 < 1 .
Правила дифференцирования сложной функции (13.51) 

дают нам

ф '

ф '

+ % &

=  + С*
дхп

Ф а"+1/
д*"+*

h"Hl+ . . . + C j ^   ̂ Ufl+X-k (Л I
Я+1 3  - - * 1  кд ь П б  1дхп+1~"ду*

..
д у п 1 °  ’

где все значения /  и ее производных, приведенные в фор­
муле без указания аргумента, берутся в точке (дс, //). 
(Выражения для первых производных функции ф полу­
чаются непосредственно; выражение для производной про­
извольного порядка можно получить, рассуждая по индук­
ции.) Подставляя эти выражения для производных в ( 13.52) 
и учитывая (13.50) и (13.51), мы непосредственно полу­
чаем (13.49).

Если функция от двух переменных /(дс, у) имеет в не­
которой области изменения х и у непрерывные смешанные 
производные всех порядков, то можно написать формулу 
Тейлора (13.49) для любого значения п. Запишем ее в сле­
дующем виде:

/(* . У)
г I а/ , , а«/ а*

2Г +
, dnf hn 

дхп п\ '

J 4 _ h a 4 — ^ L  Ж .
дх ду * ^  дх*ду 2! 1! 

Ag*а*/
г ду* 21 • дхду* 1121 +  ( 13-53)



«8] РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕЧНЫ Х 253

Рассмотрим теперь двойной ряд 
V

дхт дуп л У*' (1 3 .5 4 )
т.п

где т ,  /1 =  0, 1, 2, . . .  и условно положено

/ -  *>/ д*/ d*f д±__ ¥f
дх*ду«' дх„ дхкду0 • ду, jy^ i-

I  Если в (13.53)
lim Rn(x, у) =  0,

п — сс

то двойной ряд (13.54) сходится и его сумц й будет функ­
ция /(дс, у).
I О п р е д е л е н и е .  Представление фуцции от двух 

переменных в виде двойного ряда

2  а т п { х - х 0)т ( у - у 0)л
т,п

Называется разложением этой функции < двойной ряд 
Тейлора.

В частности, при дсо =  «/о =  0 разложение в двойной 
ряд Тейлора называется разложением в дайной ряд Мак- 
лорена:

2  атпхтуп.
т, п

Как и в случае простых рядов, если разтоженне функ­
ции в двойной ряд Тейлора возможно, п это разложе­
ние является единственным.

Т е о р е м а  2. Пусть двойной ряд

2  Стп (дс -  дс„)т (У -  Уо)п (13.55)
т ,  п

сходится в некоторой области к функции f (х, у). Тогда 
тот ряд является двойным рядом Тагора (функции 
/(дс, у), т. е.

Стп 1 dmJrnj (X, у) 
т !  л! дхт дуп Х»тх9 

У—У*

(13.56)

Для
почленно

доказательства достаточно продифференцировать 
частным образом ряд (13.55) п раз по дс и
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|* | +  | * 1 < 1  034Н)
(а это условие, как легко видеть, равносильно паре неравенств (13.44) 
и (13 46)) стоящая справа в (13.47) прогрессия сходится, так что

* т .п (х ■ У) < 7 1
*1-1*1 '

Мы видим, что в условиях (13.48) все частичные суммы двойного ряда 
модулей ограничены в совокупности 
Следовательно, этот двойной ряд схо­
дится, а исходный двойной ряд (13.42) 
сходится тем самым абсолютно.

Таким образом, область абсолют­
ной сходимости двойного ряда (13.42) 
представляет собой внутренность квад­
рата с вершинами (1, 0), (0, I), (— 1,0) 

_  и (0, — 1) (рис. 18).
X

Рис. 18.

главы 6). Мы не

Из последней теоремы сле­
дует, что область сходимости ря­
да может отличаться от области 
его абсолютной сходимости разве 
лишь некоторыми точками гра­
ницы этой области (ср. рассужде­
ния по поводу ряда (6.7) в § 3 

будем здесь подробно останавливаться
на анализе этого вопроса, предоставляя его читателю.

§ 8. Разложение функций двух переменных 
в двойные ряды Тейлора и Маклорена

Для полноты изложения выведем формулу Тейлора 
для функций двух независимых переменных.

Т е о р е м а  1. Пусть функция f(x, у) имеет в неко­
торой области изменения переменных х и у (для опреде­
ленности мы можем представлять себе эту область в виде 
некоторого прямоугольника) непрерывные смешанные про­
изводные вида

д*+Ч 
дх*ду‘ ’

* +  / : 5 = л + ] ,

а точка (у0, у0) находится внутри этой области.
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Тогда для любой точки (лг, у) из этой области имеет 
ормула Тейлора

Щх, y)=f(xо, Уо) X—Xt дЦх9, у,) | у —уп а/(Же, у„) 
1! дх "т-----------------------------............... .. I! ох 1! ду

_1_ (*-*)*  »/<*«■ Уо) _|_ ( * - * ) (у-Уо) &f(xt, у„) 
2! дх* т  И и дхду +

+
(У — Уо)2 дЧ (х„. уо)

2! ду1 ' + _i _(* — *о)" d" f(xe ,  уо) ,
дхп

(х — Жр)"-* (у —Уо) дп1(х<>. Ув) .
(n — k)\k\ дх*-»ду* '

? f Ob y )  +Rn{x< у)> (13 49), (j/~ Уо)"
"г л!

гй.’ остаточный член Rn (х, у) может быть записан в виде

(n +  1)! dx„+i "Г. . .
(ж, ж„)»+>-* (y—y0)k

+ (л +  !_*)!*!
d"+l/ ( l 4 )  , 
ax"+»-fcду* "г •••

( У - У о ) " 1» Т1)
'• f  (л+1)! 3 ^ »

лрцчс.и 5 имеет вид х0 +  0 (х — дг,), а 4 — вш? t/„ +  0 (0 — Уо). 
где 0 < б <  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

x — x0 = h, y - y 0 = g (13.50)

и рассмотрим при фиксированных h u g  функцию

ф(0 =./(*,+«!, ifc+te)- (13.51)
Она является функцией от одной независимой переменной /. 
При этом переменная <р зависит от t сложным образом, 
через посредство линейных функций x0 +  th и y0+tg, 
а также функции от двух переменных f. По условию функ­
ция /  дифференцируема по своим аргументам до п+  1 раза 
включительно. Первые производные линейных функций 
постоянны (в нашем случае они равны соответственно h 
и g), а все последующие производные тождественно обра­
щаются в нуль. Поэтому теоремы о дифференцировании 
сложной функции показывают, что функция ф имеет непре­
рывные производные по /до(л-(-1)-й включительно и для
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любого ( е [ 0 ,  1] имеет место формула Тейлора

Ф ( t ) - ф (0) •+ тг ф' (0) ■ + • • • +  ~  Ф,я) (0)+1̂ г Ф("“ > т ,

(1 3 .5 2 )

где 0 <  0 <  1.
Правила дифференцирования сложной функции (1 3 .5 1 )  

дают нам

Ф dJxh+ddyZ'

Ф' =  ^ /1 *  +  2 dxdybS+ W **'

дхп — /1"*#* + . . .  - f  —  gn dx'-bey* s ду"ь

дхп̂
^  f Un+l-kffk i Л+1 a и  ь S T  • • •дхл+1*дук

+  - Ц ^ 7 / Г \

где все значения f и ее производных, приведенные в фор­
муле без указания аргумента, берутся в точке (дс, у). 
(Выражения для первых производных функции <р полу­
чаются непосредственно; выражение для производной про­
извольного порядка можно получить, рассуждая по индук­
ции.) Подставляя эти выражения для производных в (1 3 .5 2 )  
и учитывая (13.50) и (13.51), мы непосредственно полу­
чаем (13.49).

Если функция от двух переменных f(x, у) имеет в не­
которой области изменения х н у  непрерывные смешанные 
производные всех порядков, то можно написать формулу 
Тейлора (13.49) для любого значения п. Запишем ее в сле­
дующем виде:

I d* f hn ,
A ir Л и I •

+ т&8 ‘

дхп п!
_____ и I д»1 h*g
дхду ' дх*ду 2! 1! '

... + * L  8* , Л _  JIELj .  4 -  *  в "  4 -  R (X и\ду* 21 ^  д хд у*  11 21 > д уп п  1 "г (*>У>- (13.5:
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I Рассмотрим теперь двойной ряд 

I  Z  * £ & * “»*. 03 .5 4 )
т ,п

где т, я = 0, 1, 2, ... и условно положено 

t  #>f d*f _  а * /  д‘1
дх° 0у° <3х* 0хк ду9 ' ду1 дх° ду1

I  Если в (13.53)
lim Rn(x, у) = 0,

п-*00

то двойной ряд (13.54) сходится и его суммой будет функ- 
иия f(x, у).
; О п р е д е л е н и е .  Представление функции от двух 

переменных в виде двойного ряда

£  атп (х -  х0)т (у -  уаУ
т ,п

называется разложением этой функции в двойной ряд 
Тейлора.

В частности, при х0 =  //„ =  0 разложение в двойной 
ряд Тейлора называется разложением в двойной ряд Мак- 
лорена:

2  °тпХту п. 
т, п

Как и в случае простых рядов, если разложение функ­
ции в двойной ряд Тейлора возможно, то это разложе­
ние является единственным.

Т е о р е м а  2. Пусть двойной ряд

У, Стп (* -  х0)т (у -  у0)п (13.55)

сходится в некоторой области к функции f(x, у). Тогда 
тот ряд является двойным рядом Тейлора функции 
f(x, у), т. е.

Стп
1 д"+п1 (л, у)

т \ п\ д хт дуп ХштХщ
У—У*

(13.56)

Для доказательства достаточно продифференцировать 
почленно частным образом ряд (13.55) т раз по х и
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п раз по у . Мы получим
дт+*Цх, у) _

дхт дуп
=стпт ! л ! +  V  cklk ( k - l ) . . . ( k - m  +  l ) l ( l - l ) . . .

к > т

п + 1 )  (дс -  х0) " т( у - у оу- \

Положив в этом тождестве х = х0 и у = у0, мы получим 
(13.56).

П р и м е р .  М ы мож ем р ассм атр и в ать  e*v к а к  функцию^ от одной 
перем енной и =  ху. Р а зл о ж ен и е  ее  в р я д  М ак л о р ен а  по этой перемен­
ной дает  нам

' " - ‘+Т1- +  Т Г + -  «3.57,

П редстави м  п р аву ю  ч асть  этого  р авен ства  в виде д во й н о го  ряда: 

* ■ » -  2  стп*тУп•т,п
где, очеви дн о ,

{1/п! при т  =  л ,

О п ри  тфп.стп ' (13.58)

В си л у  единственн ости  р а зл о ж е н и я  ф ун кц и й  в  двойн ой ряд 
Т ей л о р а  д о л ж н о  бы ть

| Qm̂ngxy
стп1—т!п! дхт дуа (13.59)

*=0 |/= о
В  том , что  это  д ей стви тельн о  т а к ,  м ож но у б е д и тьс я , в ы п о л н я я  не­
посредствен но  ди ф ф еренц ирован ие (д л я  оп ределен н ости  мы полагаем  
т S i  п):

дт*ху
~d^— ymeXU'

и далее , на осн ован и и  ф орм улы  Л ей б н и ц а  д л я  п рои зводны х высших 
п о р я д к о в  от  п р о и зв ед ен и я , п олучаем

д*ут(>хУ
дуп (т — п)\ jГ пеху+С'п т\

(т — л-И)! ут-п̂ хе*У+ ...

• +  С*Л
т!

(т — л+*)! х>ех>'+... +  утх \ ху-

П ри у = 0  это вы р аж ен и е  р а вн о  своем у первом у ч л е н у . Е сли  при 
этом т > я ,  т о  оно обращ ается  в н у л ь , а есл и  т =  п, то  он о  равно 
m l, и (13 59) дает нам с р а зу  (13 .58).
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§ 9. Ортогональные и ортонормальные системы 
функций от двух переменных

В главе 8 рассматривались ортогональные и ортонор- 
шальные на сегменте функции от одной независимой пере­
менной, причем сами системы функций понимались как 
последовательности.

Введем теперь аналогичные понятия для систем функ­
ций от двух независимых переменных. Будем рассматри­
вать функции на прямоугольнике с вершинами (а, с), 
(a, d), (b, с) и (b, d) (рис. у 
19), который далее будет обо­
значаться как [о, 6 ]х [с , d\.

О п р е д е л е н и е .  Нормой “ ""
уфункции ф на прямоуголь­

нике [а, 6 ]х [с , d] называ- с ~—....... ...................
^етсн квадратный корень из 

йятеграла ______ I_________ |

$ $ Ф* (*, у )  d x  d y .
Р и с . 19.

Функция, норма которой равна единице, называется нор­
мированной.

Функции ф! и ф2 называются ортогональными на 
прямоугольнике [а, 6 ]х [с , d], если 

ь d
$ 5 <Pi (*, у )  <Рг(х. y ) d x d y  =  0.
а с

Система функций называется ортогональной на прямо­
угольнике, если любые две функции из нее ортогональны 
на нем.

Система функций называется нормированной, если нор­
мирована каждая функция.

Система функции называется ортонормальной, если она 
является ортогональной и нормированной.

Естественная схема построения ортонормальных систем 
Функций от двух переменных на прямоугольниках возни­
кает из следующей теоремы.

Т е о р е м а .  Пусть
Фо (*). Фа ( А  ф* (* )........
Ф«(У), Фi(y), ФгЫ.

(13.60)
(13.61)
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(13.63). Получаемый при этом двойной ряд Фурье пазы- 
вается тригонометрическим двойным рядом Фурье. Далее 
мы будем говорить только о таких двойных рядах Фурье и 
эпитет «тригонометрический» будем опускать.

Вопрос о сходимости двойного ряда Фурье функции / 
к этой функции является довольно сложным. Его реше­
ние напоминает решение Еопроса о сходимости простого 
ряда Фурье. Мы ограничимся указанием на некоторые 
достаточные условия сходимости ряда Фурье в точке 
(х, у) к значению функции f  в этой точке:

1) Всюду существуют и ограничены первые частные
df д\производные и

2) В некоторой окрестности точки (дг, у) существует
вторая смешанная производная 'или непрерыв­
ная в этой точке.

Многие формальные свойства простых рядов Фурье 
сохраняются при соответствующих переформулировках 
и для двойных рядов Фурье.

Так, можно «сдвигать» прямоугольник разложения 
функции вдоль осей координат, а также изменять длины 
его сторон.

Если разлагаемая функция /  оказывается четной по v 
при любом значении переменной у, то в ее двойном ряде 
Фурье коэффициенты при функциях
sinmx, sin тх cos ту, s in /лд: sin пу, т, п — 0, 1, 2.........
обращаются в нуль.

Сходные утверждения имеют место при нечетности 
функции f по переменной дг при любом значении у, 
а также при ее четности или нечетности по у при любом 
значении х.
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§ 1. Постановка вопроса

Выяснение сходимости того или иного ряда имеет для 
использования в теоретических и прикладных вопросах 
принципиальное значение: только сходящийся ряд мы мо­
жем понимать как «бесконечную сумму», а именно как 
предел последовательности его частичных сумм. Более 
того, в некоторых вопросах значение суммы ряда по срав­
нению с фактом его сходимости вообще не играет роли. 
Например, чтобы пользоваться некоторыми приемами для 
вычисления суммы знакопеременного ряда, важно быть 
уверенным в его абсолютной сходимости, т. е. в сходи­
мости ряда модулей его членов (см. §§ 2 и 3 главы 4), 
однако значение суммы этого последнего ряда в этих рас­
суждениях никакого интереса не представляет. Анало­
гично в § 10 главы 5 в качестве условия почленной диф­
ференцируемости функционального ряда в некоторой точке 
приводилась равномерная сходимость ряда производных 
его членов в какой-либо замкнутой окрестности этой 
точки, но значения суммы ряда производных в остальных 
точках окрестности были несущественными. Можно при­
вести и другие примеры такого рода. Наконец, специфика 
данного курса часто требовала от нас заострять внимание 
именно на фактах сходимости рядов, а не на значениях 
их сумм.

Однако имеются вопросы (например, как в §§ 8 и 10 
главы 7, связанные с вычислениями значений функций 
или констант), в которых важна не констатация сходи­
мости ряда, а именно вычисление его суммы. В приложе­
ниях (например, технического характера) доля этих воп­
росов даже преобладает. Кроме того, если уж мы дока­
зали наше право обращаться с суммой ряда, как с числом, 
то естественно, возникает вопрос и о величине этого числа, 

о*
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Здесь следует предостеречь читателя от представления, 
согласно которому изображение числа в виде сходящегося 
ряда является как бы «неявным» и потому в каком-то 
смысле незавершенным и нуждающимся в преобразовании 
к более законченному виду. Но в каком смысле выраже­
ние л*/6 следует предпочесть равной ему (как было уста­
новлено в § 11 главы 9) сумме ряда

-р  +  - р + " * + 5 Г  +  *** <14 л )
или значение In 2 —сумме ряда

2 ( т  +  1П р +  +  ■*■'••) ( 14-2j
(см. § 11 главы 7)?

Очевидно, в пользу таких «замкнутых» выражений, 
как л2/6 или In 2, говорит доступность их приближенных 
значений. Большинство людей из числа получивших хоть 
какое-то образование, знает о числе л хотя бы то, что 
оно «несколько больше трех». Для таких лиц описанная 
числом л*/6 сумма ряда (14.1) будет представлять собой 
количество, «немного большее чем полтора». Вместе с тем 
при ее описании суммой ряда (14.1) величина числа лг/6 
не поддается столь непосредственной численной оценке, 
а требует еще некоторых подсчетов. Приближенное числен­
ное значение In 2, может быть, не столь памятно многим, 
но его можно почерпнуть из достаточно распространенных 
таблиц. Этого, однако, нельзя сказать о значении суммы 
ряда (14.2). Поэтому факт равенства этой суммы числу 1п2 
может оказаться вполне содержательной информацией.

Таким образом, замена сумм рядов (14.1) и (14.2) соот­
ветственно числами л*/6 или In 2 позволяет, прежде всего, 
дать количественную оценку этим суммам.

Вместе с тем, если для каких-либо расчетов оказы­
вается нужным значение л*/6 или In 2 более точное, чем 
имеющееся в реально доступных источниках, то его пред­
ставление в виде суммы соответствующего ряда и вычис­
ление как частичной суммы с достаточно большим числом 
членов позволит его получить с требуемой точностью. 
В этом смысле задание числа в виде ряда может оказаться 
«более явным».

Нелишним будет здесь заметить, что практикуемая 
достаточно часто запись вещественных чисел в виде деся-
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тнчных дробей, по существу, также является представле­
нием вещественного числа некоторым рядом, а именно 
рядом

e . » I O » + . . . + « . . l 1 0 + * + *fc +  £ + . . . +  «t + .
10"

где N — некоторое натуральное число, a a.N, . . . .  o_lt о0, 
flb . . .  суть целые числа из 0, 1, 2, . . . ,  9. Всякое при­
ближенное значение вещественного числа, записанного 
десятичной дробью с конечным числом знаков, является 
(если отвлечься от правил округления) просто частичной 
суммой этого ряда. Говорить, что именно такое десятич­
ное представление числа является «самым явным» и «окон­
чательным», едва ли правомерно. Лучше сказать, что 
часто оно оказывается наиболее наглядным. Часто, но не 
всегда. В связи с регулярным обращением к ЭВМ нагляд­
ными становятся и иные представления чисел. Если же, 
скажем, в результате физического эксперимента значение 
некоторой константы оказалось равным 1,64, то экспери­
ментатор дорого бы дал, чтобы иметь право объявить его 
равным лг/6.

Из сказанного вытекает, что суммирование ряда и 
представление числа в виде суммы ряда следует рассмат­
ривать как две стороны одного процесса: сопоставления 
различных форм представления одного и того же числа. 
При этом целью такого сопоставления в зависимости от 
ситуации может быть как разложение заданного числа 
в ряд, так и суммирование заданного ряда.

Существенную при этом роль играет следующее обсто­
ятельство. Одно и то же число может быть представлено 
в виде сумм рядов, весьма сильно отличающихся друг от 
друга по внешнему виду. Чтобы не выходить из круга 
уже приводившихся примеров, укажем на ряды из фор­
мул (7.-21) и (7.22), описывающие л/4, или на ряды из 
формул (7.32) и (7.34), описывающие In2. Ясно, что.вто­
рые из этих рядов значительно удобнее для проведения 
вычислений, чем первые: при их использовании для до­
стижения нужной точности можно ограничиться учетом 
значительно меньшего числа членов.

Поэтому нахождение сумм сходящихся рядов часто 
сказывается удобным расчленять на два этапа. Во-первых, 
Данный ряд следует преобразовать в другой, вспомога­
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тельный ряд, сумма которого известна или поддается 
эффективному вычислению. Во-вторых, — по сумме вспомо­
гательного ряда найти сумму исходного ряда.

Далее мы приведем несколько таких преобразований.

§ 2. Линейные преобразования рядов

В примере из § 8 главы 2 (стр. 41) описывается спо­
соб нахождения суммы ряда

* _Д_ * I I *____ L
1 - 2  2 - 3 ^ ' , - т  п (п н -  1) ~  —

путем представления каждого его члена в виде разности
_1___ =  2 . _____ !_

п ( / ! +  1) _  п Я +  1 '

Этот прием может быть применен и в других случаях.
Примеры.

2л+  1I -J?____ 5— I 1___ _  V  (_|\л+1 Л  _
1-2 2-3  ^  3-4 U  1 ' л (л +  1)П — I

V  /(—О""1 . (-»)" ‘\ » , 1  » » , > , 1
п ^  я + 1  1 ~  1 ^  2 2  3  ^  3  4п— I 

2. I
V i - H V i + V i )  у Т З ( К 2 + ^ з )

» v  £ л + Т - К я

л = I ’ ” v’ 1 '' "  " 1 ’ " 1 я = |

у __________ !_____________ у  Уп+\-\Гг,
“  V n ( n + \ ) ( V n  + V n + \ )  \г п (я+1)

V n + \ V \  V i  +  V i  V 3 + " ‘“ ]

Следующая теорема может рассматриваться как обоб­
щение этого приема:

Т е о р е м а  1. Пусть для ряда
u i +  ы2 +  . • • +  «<! +  . • .  (1 4 .3 )

найдется такая сходящаяся последовательность th t%, ■■■ 
. . . ,  t„, ... с пределом Т, что д.гя некоторого целого поло* 
жительного q и для всех п  =  1, 2, . . .  в ы п о л н я е т с я

ия — 1ц — я̂+f ■
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Тогда
00

2  “ n  = ti +  t2 +  ... +  tq- q T .  (14.4)Пшш 1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначая через sn п-ю частич­
ную сумму ряда (14.3), для любого п >  q мы имеем

s „ =  У, ик =  у ; ( / * _ / *  ) =  £ / * - £ / * *  -
* = |  * = |  fc=l *=1

=  1̂ +  U +  • • ■ +  /* +  /*+! +  •. . +  //1 —
t q +1 •••  ̂л+1 •• • tn+ q  ~

*  *1 +  ̂ 1 +  • • • +  t q  “  (*л+1 +  • • • +  tn + q )-

При неограниченном возрастании п каждая из перемен­
ных /я+* по условию стремится к Т, и мы получаем (14.4). 

П р и м е р ы .
1. В озьм ем  п рои звольн ое  целое полож и тельн ое  q. Т о гд а  д л я  

лю бого а .  не я в л я ю щ е го с я  целым неполож ительн ы м  числом .
00
V  . ____ !_______
L i  (а +  л )(а + л  +  <?) _
/1 = 0 /1 = 0

у  1  (_ ! ________ !___ \L d q \ a  + n а +  л + д /
ОО

- 2 (;
П а ю ж и м

1
я =  0

<7(а +  л) <7 (а +  л+  17),

q{a +  n) =  tn. О чевидно, что lim  <„ =  0. и при м енение д о к а ­

занной теоремы  даст

1
L  (a +  n)(a+n+<?)П — 1 ' q ( a  +  l + a  +  2 + ' " + а  +  <?)'

В частности, п о л а га я  a  =  1/2 и q — 2, мы после поч ленн ого  ум но­
ж ения р я д а  на (1/2)* получаем

_ + _ L j ____ ! _ +  ' Л * + 1 \  »
7 +  5 - 9  +  7 -  11 Ь )  1 2 0 '

2. Д л я  ряда

П=| (« + п) (а +  я +  1)(а +  л +  2)

1 V  (________!____________________ !_______  )
2 .  \ ( а  +  п ) ( а  +  л  +  1) ( а  + л  +  1) ( а  +  л  +  2 ) )

в*!
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мы мож ем п р и н я ть   ̂ ^

=  У  (а +  л)(<х +  /»+1)
(очеви дн о , здесь п ри  увели чении  п п ерем енная  / „  стрем ится к нулю ) 
и 4  =  1 н п олуч и ть

I :
Я =» I

(а + л) (а + л + 1)(а + л + 2) 2 (а + !) (а + 2 ) '

Е сли  а  =  1/3, то  после у м н ож ен и я р яд а  на (1 /З )3 мы получаем

1 , » , I_______ — L
4 - 7 -  1 0 ^ 7 -  10- 168-

Дальнейшее обобщение доказанной теоремы состоит 
в следующем:

Т е о р е м а  2. Пусть для ряда
wi 4 ‘ H» +  --- +  w/, +  -”  (14.5)

найдутся такая сходящаяся последовательность tu tt , ... 
. . . ,  t„, .. .  с пределом Т и такие вещественные числа си 
с...........сч, что

ci +  ct +  • • • +  сч — 0»
и при всяком /1 =  1, 2, . . .

U n = c lt„ +  . . .  +  c vt n, 9 . (14.6)

Тогда ряд (14.5) сходится и

U4 =  Cl*l +  (cl+<*)f* +  --- +  (Cl+<'2 +  .-- +  <Vl)fv ! +

+  (c* +  2c, +  . . .  +  ( ? - l ) c , ) 7 \  (14.7)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выразим все члены данного 

ряда (14.5) в виде (14.6) и так выпишем эти выражения 
одно под другим, чтобы слагаемые, содержащие t с оди­
наковыми индексами, располагались по одной вертикали: 
для экономии места мы выполним эту запись в форме 
таблицы 1 (числа, стоящие в заголовках столбцов, умно­
жаются на все числа, стоящие в соответствующем столбце, 
и все такие произведения суммируются).

Суммы чисел в каждом из столбцов, лежащих межд> 
сплошными вертикальными линиями, равны нулю, а с во>- 
растаннем п все числа /„, tmn, . . . ,  tn¥g стремятся
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Таблица  1
t i  I t  1» ••• l q - i l 4 ...................tn tn + i ••• 61+7-1 1 я+7 •••

Cl Cq Cj ... C?_| 4 ,
Cj Ct  ... Cq_2 Cv-1 • i

Cl ... Cq- з Cq-2 . .?
... • • Cq

• • c q - 1 CQ
C| c* • cq - t c,-f

Cl : ... ...

• • Cq C, ... Cq

■ Cl c* ... Cq_{ Cq

к общему пределу Т. Отсюда и следует (14.7). Особенно 
удобно пользоваться этой теоремой, когда 7  =  0.

П р и м е р ы

I.  Д л я  ряда ?  ( — ----- )- ----- --- 1 мы имеем

(  ' - г -I п
П о этом у  его  сум м а р авн а

ci6 +  (Ci+Cj) î +  (Ci +  2c*) 7  =  1 + 4  • * 4"^ 1 ^  '

OO
, V  (  1 1 3 4

,U 'n 1 V n +  1 V n  +  2
lim t n

n —co
= 0. 7 = 3, C i= l,

2 . Д л я  р яд а

будет

у  и ______
_  111 п In

/1 =  2

I
(л +  1) 7 1п(л +  2Ь

tn 1 , Г =  0. <7=3. Cj= 1, с, =  — 2. с ,=  1.

так  что сум м а это го  р я д а  о к азы в а етс я  равн ой

I 1 In 3 —In 2 
In 2 In 3 — In 2 In 3 '

3. С ум м а ряда
oo
V  sin -f-2 (n -f-1) sin + ( n +  2) sin

П — I
равна sinn —sin = —l.
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4 . С ум м а ряда

2  ( « <  +  <n +  l ) . b i ^  +  < » + 2 ) . i n ^ - 3 ( n  +  3)sin ^ з )
л =  1 
равн а

sin  л +  2 sin +  3 sin -5- +  (1 +  2 • 1 — 3 ■ 3) I im n sin — =
& О  П — СО П

=  2 + Д ^ - 6 л  =  2 +  1 3̂ -6 л .

§ 3. Теорема Абеля и почленное дифференцирование 
и интегрирование рядов

Знание суммы равномерно сходящегося в некотором 
промежутке функционального ряда позволяет, переходя 
к производным или к первообразным его членов, находить 
суммы других рядов. Этим приемом мы несколько раз 
пользовались в главах 1 и 7. К сожалению, мы не всегда 
можем воспользоваться им при вычислении сумм функци­
ональных рядов на границе области их сходимости. Спе- 
дукицие рассуждения открывают в этом направлении дос­
таточно широкие перспективы.

Приведем сначала для полноты изложения модифика­
ции принципа сходимости Коши и критерия Коши схо­
димости рядов (см. §§ 4 и 5 главы 2) для случая равномерной 
сходимости.

Т е о р е м а  (принцип сходимости). Если 
s,(x), s,(x), ...

— некоторая последовательность функций, то для того, 
чтобы она равномерно в области D сходилась к предельной 
функции s0 (х), необходимо и достаточно, чтобы по каж­
дому е >  0 наииось такое п, что для любого т >  0 и для 
всех х е О  имело бы место

\sn, „ ( x ) - s n(x) | < е .
Т е о р е м а  (критерий сходимости). Для того чтобы 

функциональный ряд
«1 (*) +  «* (*) +  •••

сходился равномерно в некоторой области D, необходимо и 
достаточно, чтобы последовательность его частичных
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f  сумм s, (х), s, (х), ... обладала следующим свойством-. 
I  каково бы ни бьио е > 0 ,  существует такое п, что при 
* мобом m ig  0 для всех х <= D л т п о

Д о к а з а т е л ь с т в а  этих теорем отличаются от дока­
зательств соответствующих утверждений о сходимости 
числовых последовательностей и рядов лишь тем, что 
вместо чисел s* рассматриваются функции s*(x), а каждый 
словесный оборот «найдется такое п, что...» заменяется 
оборотом «найдется такое п, что для всех ;t e D  и ...»

Установим теперь следующий более конкретный факт.
Т е о р е м а .  Если вещественный ряд

сходится равномерно на сегменте [0, /?].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сходимость ряда (14.8) согласно 

критерию Коши означает, что по любому е >  О найдется 
такое п, что для всех т >  0 выполняется неравенство

Кроме того, при любом x e [ 0 ,  R]
(*//?)" ^ (х //? )" +1^ . . .

Таким образом, мы оказываемся в условиях леммы из § 5 
главы 12, оценивающей в данном случае частичные суммы 
ряда

I snчп (к) sn (дг)' <  е.

Щ +  axR +  • • • +  anRn +  . . . (14.8)
сходится, то степенной ряд

Щ +  ape-f- . . .  - f  . . . (14.9)

\anR*+ . . .+ a nunRn m | < e .

т. e. ряда
аяхя+ая+1х*+1+  . . .  + а я+тхпля +  . . .  

Эта лемма дает нам

1а,д:'Ч-ояНх"+Ч - . . .  + а пт

- р (! а«I [ i  )" +  2 1 +«1 [ i  7  в(! ! +  21а»+« !)•r )
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Поскольку эта оценка является рвавномерной по х, сфор­
мулированный выше критерий сводим ости Коши утвер. 
ждает требуемую равномерную Я-’ходимость ряда (14.9) 
на сегменте [0 , /?].

Т е о р е м а А б е л я 1 *). Если вещественный степенной ряд
а0-\-ахх +  . . .  +  flsv-*" +  ••• (14.10)

имеет радиус сходимости R, пр*и 'чем сходится (не об язи 
тельно абсолютно) и при x = R. т п  • сходимость будет равно 
мерной на всем сегменте [0, R ), а м?£/мма ряди непрерывной 
слева в точке х — R функцией, т - е-

liin У > ла- =  Щ] a,R*. (14.11)
»—« - 0 n = 0 _л=0

Симметричное утверждение ыл*teem место в случае схо­
димости ряда (14.10) при х — — RR
- Д о к а з а т е л ь с т в о .  По преды дущ ей теореме ряд
(14.10) сходится на сегменте [О , /?]_равномерно. Тогда
в соответствии с теоремой § 8 г.н^вы 5 (или с теоремой 2 
§ 5 главы 6) его сумма является! непрерывной функцией 
от х на всем сегменте [0, /?] и, &  частности, имеет место
(14.11) .

П р и м е р ы .
1. В §  8  г л а в ы  7 нами б ы л о  у с т а н -  овлен о  («(юрмула (7 .2 0 )), что 

при 0  <  х <  1
. ж» , ^

a rc tg  х = х — g- -------5~ — • "

С тоящ и й  зд ес ь  с п р а в а  р я д  при  х  =  П сходи тся  (на основан ии  при з- 
н ака  сх о д и м о сти  Л ей б н и ц а). П оэтом у с о г л а с н о  д о к а за н н о й  теореме 
(и, р а зу м е е т с я , вви д у  неп реры вн ост(И  а р к тан ген са) действительно

a r c t g l - 1 - i .  +  l  — ...
2 . В § 11 гл а в ы  7 бы ло  д л я  0  <  х < S  • получено  р азл о ж ен и е

хл х3
In ( 1 + х )  = х — g" 3

Т ак  к ак  н а п и с а н н ы й  р я д  с х о д и тся  и п р&‘ х=>1, по  теореме А б еля  (и 
на о сн ован и и  н еп реры вн ости  л о г а р и ф м а )  мы имеем

'"’ - ' - Т  +  Т ----- -

1) В о т л и ч и е  от теорем ы  А б еля  и з  § 2 главы  6  ее иногда н азы ­
ваю т в т о р о й  т е о р е м о й  А б е л я .
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3 . Н апиш ем  р а зл о ж е н и е  1 — x * , с п р ав е д л и ­

вое д л я  х |  <  1. И н те гр и р у я  его  почленно от 0  до  некоторого  х <  I» 
мы получ и м  г

С тоящ и й  сп р ава  р я д  сходится и при х = 1 ,  а стоящ ий  слева  и н т е гр а л  
я в л я ет ся  непреры вн ой  ф ункц ией  своего  вер х н его  п редела. Э то д а е т

Р а зл о ж ен и е  под ы н тегральн ой  ф ун кц и и  из (14 .12) на п ростей ш и е
дроби д ает  нам

J  _  1
I 3 Э 3 * I I  I 2х - 1 , I 1

| + х *  х + 1 + х * - х + 1  З х + 1  6  х * - х + 1  +  2 х * - х + 1  ’

и ли , после  п р ео б р азо в ан и я  последнего  слагаем ого ,

§ 4. Последовательности разностей

О п р е д е л е н и е .  Последовательностью разностей (точ^ 
нее, первых разностей) для последовательности

Дип = ия - и „ ц  (п =  0, 1, 2, . . . ) .  (14.15f

Последовательностью (первых) разностей для последов 
вательностн (14.14) является

X
(14 12)

и

нам возм ож ность вы числить сум м у ряда 1 — у  у  —  .

l + x * ” ' 3 x + l  fi х * - х + 1 +  3  ~
I I I »  2 х — I 2 1
l гЗ ч I к а _* I "•* ч ~

о ткуд а, наконец ,
(

и, п о л а га я  х = 1 ,  получ аем  1 — f  +  у

Ml, Wj, >, , ,  Min •••

называется последовательность

(14.13}

2» • • • » (14.14}

Д*Мх, Дги.2* • ••» Д*м,л» • • • 9
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А*«я =  Д (Д«я) =  Д («я -  «яч») =  Дм я -  Д«яи- 
Она называется последовательностью вторых разностей 
для исходной последовательности (14.13).

Аналогично определяются последовательности третьих, 
четвертых и т. д. разностей. Вообще, если для после­
довательности (14.13) определена последовательность к-х 
разностей

Д*м„, Д*«1. Д*«г. •••• Д*ыя.
то последовательностью (fc-f-l)-x разностей для нее назы­
вается последовательность

Д*+1и0, А*+,ы,..........Д*+1«я,
где

А*+1ия =  Д(Д*и„ — A*«n+i) п = 0, 1, 2, . . .

Иногда для единообразия сама последовательность 
называется последовательностью своих нулевых разностей, 
и это отражается в обозначении:

А °н„ =  Ыя.

Члены различных последовательностей разностей дан­
ной последовательности (14.13) удобно располагать в сле­
дующем 4ггреугольном» виде:

«о. «1» «2. М3. «4. •••
Д«0, Ды„ Ды2, Дм3, . . .

Д*«0> А*«1. Дг«2. ••• (14.16)
Д3ы#, А 3Ы!, . . .

Согласно определению разностей их можно определять 
последовательно одну за другой. Вместе с тем можно 
вычислять сразу сколь угодно высокие разности и непо­
средственно.

Л е м м а .  Для любых п и к
A*u, = ип- Qunч +  Cfun+, -  . . .  + ( — 1 )кип+к. (14.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о  ведется индукцией по к.
При f t = l  формула (14.17) приобретает вид

Ь}ин=*ип- и лп, 
что верно на основании определения.



Предположим теперь, что формула (14.17) справед­
лива при данном к и любых значениях п. Заменив в ней п 
на п - f  1, мы получаем

Д*«я+1 =  ыя+1 -  С*ыя+1 +  Ciun v* — — 1 )*ия+*+1. (14.18)

Вычитая из формулы (14.17) формулу (14.18) почленно 
и объединяя справа слагаемые с одинаковыми номерами 
членов и, мы имеем
Д *н„-Д *иЯ)1 =

=  « » - ( ! +  С1) «я+1 +  (Ci +  CJ) и n't +
+  ( -  l )M ( c i  +  c i+ , ) + . . . + ( -  1)*+1ыя+1+*. (14.19) 

Ввиду того, что

Ci +  C i+ '-C tt ' ,  для / =  0 , 1 ......  к,
а по определению

Д"и„ -  Д*мя+, =  Д*+1мя, 
формулу (14.19) можно переписать как

Д*- 1и п =  мя -  С1+ |«я+1 - f  CJf ,и„,, — . . .  +  (— l)*+,/ w „  

а это и требовалось.
С л е д с т в и е .  Полагая в формуле (14.17) я =  0, мы 

для любого к имеем
Д*м0 =  ы0 -  CiUj +  С |м ,- . . .  +  ( -  1)*и*. (14.20)

§ 5. Преобразование рядов по Эйлеру

О п р е д е л е н и е .  Преобразов маем Эйлера называется
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переход от ряда

v  ( - i ) - « „ (14.21)

к ряду
л — 0

со
Y  Д*«о
2 d  2 ^ *  

* =  0

(14.22)

Заметим, что форма записи ряда (14.21) не предпола­
гает, что этот ряд знакочередующийся, и употребляется 
единственно ради удобства.
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Л е м м а .  
п — О, 1, 2,

Если ряд (14.22) сходится, то при лю бом

Нтk — OO
=  0. (14.23)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оценим выражение, стоящее под 
знаком предела. Согласно лемме нз предыдущего параг- 
)афа мы имеем 
А*и„ I _

Заметим, что сумма всех коэффициентов при модулях 
здесь равна единице, так что сумма любого набора этих 
коэффициентов не превосходит единицы.

Для любых к и г <  к мы можем написать

I А*Ц" 
I 2*

V п1Г ип+1 ! +
/= о

V  с к
^  2* U п 

l^r + l
(14.24)

Выберем теперь произвольное е > 0  и найдем в соот­
ветствии со сходимостью ряда (14.21) такое г, что | мя+/ \ <  т 
для всех / >  г. В силу сделанного замечания о коэффици­
ентах второе слагаемое в (14.24) справа меньше, чем г.

Обратимся к первому слагаемому. На основании схо­
димости ряда (14.21) модули его членов должны быть 
ограниченными. Пусть ! м „ | < ( / .  Далее, при любом 
I = 0,1, . . . ,  г мы имеем

Значит,

W * ( * - ! ) . . . ( * - / +1)С* = ------------71----------- к' <  к \

V  4Z Т>1-0
Ищ+1\ < и Tkr

2Г-

lim
к-» оо

kr
2* =

Наконец,
О
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(в чем легко убедиться, применяя г раз правило Лопн- 
таля с дифференцированием по к), и поэтому можно найти 
такое к, начиная с которого

/=о
м я +/ < 8 .

Таким образом, правая часть (14.24) с ростом к стано­
вится меньшей, чем 2е, и произвольность е > 0  дока­
зывает наше утверждение.

Т е о р е м а .  Если ряд (14.21) сходится, то полученный 
в результате его преобразования по Эйлеру ряд (14.22) 
также сходится, и гуммы их равны:

У  ( -  !)"«„= У  §54  • (И .25)
н=0 »=0

f Д о к  а з а т . е л ь с т в о .  Составим по ряду (14.21) двой­
ной ряд

К (14.26)
n,h <|-=0* = 0

и, имея в виду применить к нему теорему Маркова 
(см. § 3 главы 13), проверим соблюдение ее условии. 
Г Рассмотрим для двойного ряда (14.26) ряд-строку

00

к — О
и применим к нему теорему 1 § 2 , положив в ней <7 =  1 и

Щ  / * = ( -  I V ^ r 5-

Замечая, что по только что доказанной лемме 

Т — lim /* =  0,
k  — СО

в результате мы получим
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Таким образом, в двойном ряде (14.26) сходятся все ряды- 
строки.

Почленное суммирование (14.27) дает нам
00 оо
2 * - . -  2 ( - i v « „ .

я = 0  я =  0

Справа здесь стоит ряд, сходящийся по условию. Сле- 
довательно, сходится и ряд, стоящий слева. Эго значит, 
что существует сумма s' двойного ряда (14.26) по стро­
кам, которая равна правой части равенства.

Составим теперь для двойного ряда (14.26) ряд-столбец

2 л * = 2 ( - п "
( Д*«(1 Д* + Ч , \
\  2* 2* + » )

-1 =  0

Естественные преобразования дают нам

(-1 )"  ^ « „ - ( Д Ч . - Л Ч и т ) ) -
СО

V  - _ 1
00

V
/ ■  2 * п

Л « 0 л =  0
оо1 V

2*+i

1
2S+T

л = О
оо

У  ((— 1)" Д*м„ — (— l)"4* Д*ыя41).
л *=0

Снова пользуясь теоремой 1 § 2 (с <7 =  1) и доказанной 
леммой, мы получаем, что

ОО
У  Оя* =  25ч (А"Ыо-  Нш (— 1)" Д*ы„). (14.28)

Но из сходимости ряда (14.21) следует, что П т ы„ =  0.
П-+СО

Поэтому и для любого фиксированного k
lim Д*и„ =  0,

так что равенство (14.28) может быть записано в виде

Д *Ио
ОО
V ank = 2*"i • (14.29)

л *  О
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значит, что в двойном ряде (14.26) сходятся все

?яды-столбцы. Мы видим, что общие условия теоремы 
(аркова выполнены. Нам остается рассмотреть остатки 

рядов-строк и нх суммы.
Прежде всего, согласно теореме I § 2

С =  У  апк — (— \)п^ ~ ,
к =  т

и поэтому
00 оо

R{m)=  2  С ’ =  2^ 2  (— 1)" (14.30)
п=О п=0

Вводя вместо внутренней суммы остаток исходного
ряда

ОО

п =  £  (— 1 )я+,ияч,
п — 0

мы получаем
т

1 = 0

или, применяя к последовательности г(„ г,, . . .  формулу
(14.19),

^  Д»г0.

Ясно вместе с тем, что члены ряда являются (первыми) 
разностями соответствующих его остатков. Поэтому мы 
имеем

К<т > 2т 'Vm 1, о>

а согласно лемме правая часть при неограниченном возра­
стании т стремится к нулю, т. е.

lim |/?i*>| =  0.т-*со

Следовательно, по части 2) и части 3) теоремы Маркова 
(сумма s’ ряда (14.28) по столбцам существует и равна
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его сумме по строкам, т. е. s'. Но из (14.28) вытекаем, щ0
ГГ» / ии у w

-2 24-2* = 0

Д*ц0
2* + »

а последняя сумма и есть правая часть (14.25).
Примеры.
1. В озьм ем  ряд

СО

У  (— 1  +  1  —1  +  ...  (14 3|)
я  — О

и составим  п оследовательн ости  его  р азностей :

■■ у .
1 1 1
3 * 4 * 5

1 1 1 1
1 • 2 ’ 2 • 3 ’ 3 - 4 ’ 4.5* "■

1 1 1
1- 2 - 3 ’

1
2 • 3 • 4 ’

1
3•4 • 5 ’ •

1 • 2 • 3 • 4 ’ 2 • 3 ■ 4 • 5 ..........

Н етр у д н о  п р о в ер и ть , что  д л я  р я д а  (14 .31)

к\Аки„ (л-И)(я +  2) . . . (я4-*+1) •
Д ей стви тельн о , будем  рассу ж д ать  по и н дукц и и . П ри к — 0  зто 

верно:
АО 1 0!Д«я «я „ + 1  „ + 0 + Г

П р ед п о л о ж и в , что так о й  вид  имеют Д*и„ и Д*и„+1, мы получим

Д*“я+1 = к'.
(л 4-2) (я 4-3)... (я -(-* -)-2) * 

т а к  что по определен и ю  (*-}- 1)-й разности

Д*+,«я = Д*«я-Д*Ия+,=*
к\ к!

(п+1)(п+2) .. .(л +к  +  1) (я+2)(л +  3)...(«4-* +  2)

(я + 2)...(п + *+1) U+1 п +  к +  2 )
к\ *4-1

(п4-2)...(л4-*-М) (я+1)(л4-*4-2) “
(*+!)«______

( я + 1)(я4-2)... (л4-*4-2) •
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к' I
0  ч астн ости , Л*//„«* fi") =  ' ( - к ‘д о в а гельн о , п реобразован и е

Э йлера р я д а  (14.31) д а ет  нам

2  2 j f t A 4 -  2  2*
1

* = 0 *=0 ( * + 1) ’

1 2  2 • 2* ' 3 - 2 »  ' 4 • 2* +  ...

п — О
и мы п олучаем  равенство

В - 4 Н-К-
0  сущ ности , этот ф а к т  нам  стал  известен ещ е в § 11 глав ы  7: сумм а 
каж дого из этих рядов равн а  In 2 .

Ш К  со
1 1

2 . Д л я  р яд а  У  (— 1)л ип =  1 — ^ ■ + -g- — . . .  последовательности

П — 1
разностей б у д у т  следую щ им и:

I. ‘ ' Г
2

1-3’

3 ’ 5  • 7 *
2 2

* * * »

2 - 4
3 - 5 ’ 5 - 7 ’ 

2 - 4
1 • 3 ■ 5  ’ 3 • 5 • 8  ’ ■"*

2 - 4 - 6
1 • 3 • 5 • 7 ’ • ’

Е стественно  п р ед п о л о ж и ть , что здесь
ь!

Л *ия =  2*
—  ( 2 /» + 1 ) ( 2 п  +  3 ) . . . ( 2 д  +  2 Л + 1 )  ‘ (1 4 3 2 )

Д ля п р о вер ки  этого  п р ед п о л о ж ен и я  и н дукти вн ы м  переходом  напиш ем

Л Ч , +1 =  2 * .  

и составим  разн ость  

Л* ,ия =  Д*ия — Д*ня+|  =

*!

2*

.2*

к'.

(2п +  3) (2/1 +  5 ) .  ,.(2 /1  +  2* +  3) 

I 1 1
(2п +  3 ) . . . ( 2 п  +  2 * + 1 )  \ 2 п +  1 2п+2к +  3 ,

к'. 2(*+1)
(2  л  +  3 ) . . .  (2 л  +  2k +  I ) (2 /i +  1) (2 п +  2к +  3)

( * + 1)!в  9*+1 _ ________________________
(2л +  1 ) . . . ( 2 л  +  2* +  3) ‘

Мы видим , что предп олож ен и е  (14 .32) подтвердилось. С оответственно
при л =  0  мы имеем

A kUa — 2* 1 3-. . . -(2Л+1) ’
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Таким  о б р азо м , п реоб разован и е  Э й л ер а  дает нам

У  м ) . . . - 4 У
Лг!

I • 3 •... - (2* -Ь 1)
1
2

Преобразование рядов по Эйлеру во многих случаях 
ускоряет нх сходимость. Однако это имеет место отнюдь 
не всегда.

П р и м е р .  П усть
СО

^  ( 1)" ип — 1 4 +  |g •••
л = 0

П о сл ед о вател ьн ы е  ряды  разностей  им ею т здесь вид

4 ' 16’ 64......
3 3 3
4 ’ 16* 64’

9 9̂
16’ 64......

27
64’

Н еп о ср ед ств ен н о  м ож но п р о вер и ть , что здесь 

а су м м а  р я д а , согласн о  п рео б р азо ван и ю  Э й лера,
00

2  w *  =  T \ l + i  +  { i )  +  -)*fe — о

А б солю тн ая  вели чин а п-го  остатка  и сходного  р я д а  равн а  в на- 
(1/4)" 1 ,

ш ем с л у ч а е  ~р _ ( | 4) = 3 . 4« - i  ' а п р еоб разован н ого  -  1 2

1 (3 8 )"  4 / 3 \ "
2  1— (3/8) 5  \  8  у *

§ 6. Преобразование рядов по Куммеру

Удобно вычислять значения сумм сходящихся рядов, 
используя следующее простое соображение. Для нахожде­
ния суммы ряда можно заменить его другим рядом с из­
вестной суммой, а затем суммировать только «поправки».
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слн эти поправки быстро убывают, то и составленный 
из них ряд будет сходиться достаточно быстро. На этом 
соображении основано преобразование рядов, предложен­
ное Куммером.

00 00

[ Т е о р е м а .  Если 2  ип, vn — сходящиеся ряды,
пж*0 П а  о

СО

причем 2  vn — t, то при любом с ф  О
п =* О
00

s=  2  «я=с/+ 2 (*  ~ с щ )

(14.33)
а = 0 /»=* О

и, в частности, при с — 1

п = 0

«=< +  S  (U* ~ Vn)-п = О
Д о к а з а т е л ь с т в о  очевидно:

00 ОО ОО 00

s =  2  2  ( « » - а ,» ) + с 2  * . - 2  ( ! - с ^ )  и» + с / -
л*=0 я=*0  ̂= 0 л = 0
Если в условиях этой теоремы с— lim — , то

Ч-»00 Vn
l i m f l - e ^ W o ,

П—+СО \ “ л /

так что стоящий в средней части (14.33) ряд сходится 
принципиально быстрее, чем исходный ряд.

Примеры.

! .  Д л я  ряда V
п = I

с известной сум м ой:

VI 1
! 7  составим  всп ом огательны й  р яд^  ла+1  п= I

00
Л 1 Лаv  v  1 ла

2 * Vn ~  2d л*=  6П=\ П= 1

ь lim «я ,= lim - 1 1 п-- -— =1. Поэтому
п -*ооvn п  —  00

О О О О со
V 1 я ,+ V  (  1 _ .. 1\ = л5_ V

Пжм\
-и ■ 6 + £  \л*+1 а*У 0а =1 Л*1
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Е сли  у д е р ж ат ь  в пт п р е о б р а з о в а н н о м  Р я д с > с ка ж ем , 9 членов, 1о 
погреш ность м ож но  о ц ен и л  ить к а к

^  л-оа(п*+1Э <  100 —j„n*+ 1 ’п= 10 1<~ 10
т . е . она  о к аж е тс я  более е  чем в 100 р а з  м ен ьш с погреш ности, полу, 
ценной при у д ерж ан и и  тотгого ж е п т с л а  ч.'<ен ов  в исходном  ряде.

ОО

2. Д л я  р я д а  ^  sin s n s  — во е  п о л ь зу ея ,ся тсм  ж с вспомогательным 

л = 1
• „ л sin3 — 

п
ряд о м  «обратны х к в а д р а -а т о в »  В  в и д у  тоГ0 , ч т 0  п — j ~  л "« -'ш

л»
будем  иметь

V sm - = -  +  6 ^

осэ
V \ - s -

/ I3 sin3
sin3

К ак  нетруд н о  оц ен и ть , п п о я в л я к п  ц и й ся  п |1Н ч л ен ах  Р яда коэффициент 
убы вает  п ри м ерн о  к ак  З/.'У л3.

С У М М И РО В А Н И Е 
РА С Х О Д Я Щ И Х С Я  РЯ Д О В

§ 1. Расходящиеся геометрические прогрессии

В предыдущих главах достаточно явно подчеркивалась 
необходимость соблюдать при операциях над рядами неко­
торые предосторожности. Например, умножение рядов 
нуждалось в проверке их абсолютной сходимости, почлен­
ное интегрирование —в равномерной сходимости и т. п. 
Вместе с тем эти условия не всегда оказываются матема­
тически необходимыми, т. е. иногда можно допускать выхо­
ды за пределы дозволенного и при этом не совершать 
ошибок. Фактически это означает возможность получать 
на том или ином этапе рассуждений расходящиеся ряды, 
проводить с ними некоторые преобразования и возвра­
щаться в область сходящихся рядов, обогатившись нуж­
ной количественной информацией. Ясно, что для этого 
надо уметь обращаться с расходящимися рядами и по 
крайней мере с теми из них, которые сохраняют и в самой 
расходимости оттенок сходимости.

В § 1 главы 1 и в § 2 главы 2 говорилось о возмож­
ности различных истолкований понятия «суммы бесконеч­
ного ряда». По существу, если для определенности гово­
рить пока только о числовых рядах, суммирование каждого 
ряда есть некоторый прием, позволяющий бесконечной по­
следовательности чисел, являющихся членами ряда, ста­
вить в соответствие некоторое число, называемое его суммой. 
Этот прием должен быть достаточно единообразным и 
плодотворным. Чтобы оправдать название «суммирования», 
связь между членами ряда, с одной стороны, и его 
‘суммой», с другой, должна обладать хотя бы некото­
рыми свойствами той связи, которая имеет место между 
конечными наборами слагаемых и их обычными суммами.

Одним из таких приемов оказывается переход от по­
следовательностей чисел к пределам их частичных сумм.
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Именно он и рассматривался в качестве суммирования во 
всех предшествующих главах книги. Однако только что 
описанные весьма скромные требования к «суммированию» 
дадут нам возможность и других вариантов понимания 
этой операции. В частности, окажется целесообразным 
приписывать определенные значения «суммы» тем или 
иным расходящимся рядам.

Начнем, как и в главе 1, с рассмотрения (теперь уже, 
возможно, и расходящихся) геометрических прогрессий! 

Пусть нам дана прогрессия

1 + * + * * + • • •  (15.1)
Поставим вопрос о том, какой м о ж е т  б ы т ь  сумма 

прогрессии (15.1); иными словами, чему она должна быть 
равна, если только она существует (или, в более осто­
рожной форме, чему она должна была бы быть равна, 
если бы она существовала). Обозначим эту гипотетиче­
скую сумму ряда (15.1) через s(x).

Естественно считать законным преобразование

х +  х* +  . . .  =  х(1 +  * +  . . .),
так что

ac +  xj +  . . .  =  ;cs(x). (15.2)

Далее, очевидно, что
1 + 0  +  0 +  . . . =  1. (15.3)

Складывая почленно (15.2) и (15.3) (и считая такую опе­
рацию также законной), мы получим

1+ *  +  ** +  . . .=  1 + xs(x),
т. е.

S ( * )  =  1 +  XS (х),
откуда получаем

s (x) = rZ7  ПРИ х ^ Ы .  (15.4)
Мы видим, что аналитическое выражение для суммы 

ряда (15.1) в случае его расходимости (т. е. при | х | > П  
совпадает с таковым для случая, когда он сходится. Это 
означает, что проводимые нами рассуждения не противо­
речат обычной практике суммирования сходящихся гео­
метрических прогрессий. В частности, полагая в (15.4)
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х =  — 11 мы получаем
s ( - l )  =  l - l + l - . . .  =  | ,  

а  в случае х =  —2 мы имеем
s (—2 ) =  1 — 2 - h 2 2 —23-h . . .  =  Ti_ 5 =  2 .. (15.5)

Здесь «суммы» рядов с целыми членами оказываются 
дробными числами. Не следует, однако, усматривать в этом 
каких-либо противоречий ни со здравым смыслом, ни 
с законами арифметики. В самом деле, сумма любого 
конечного числа целых слагаемых должна быть целой; 
но здесь это никак и не оспаривается. Ясно также, что 
множество всех целых чисел является замкнутым, и по­
тому предел всякой последовательности целых чисел (ча­
стичных сумм ряда с целыми членами) также должен быть 
целым числом. Но ведь в наших рассуждениях s ( —2) 
не е с т ь  предел последовательности частичных сумм! 
Такого предела в рассматриваемом нами случае вообще 
не существует; s (—2) — это всего лишь некоторое число, 
функционально зависящее от ряда (15.1). От этой функ­
циональной зависимости требуется лишь соблюдение не­
которых свойств типа линейности: при умножении каж­
дого из членов ряда на некоторое число его «сумма» умно­
жается на это же число, а при почленном сложении двух 
рядов складываются и их «суммы». Кроме того, мы допу­
стили, что если все члены ряда, кроме одного, суть нули, 
то «сумма» ряда равна этому единственному отличному от 
нуля числу. В этих условиях ничто не мешает «сумме» 
ряда с целыми членами быть и нецелой.

Сходные рассуждения можно провести по поводу того 
соображения, что в ряде (15.5) за каждым положитель­
ным членом следует больший по абсолютной величине 
отрицательный член и тем не менее «сумма» ряда оказы­
вается положительной.

Положив, наконец, х = 2, мы согласно (15.4) получим 
1 + 2  +  2* +  23 +  . . .=-----1, (15.6)

что совсем уже удивительно.
Весьма выразительно высказывается Эйлер. «Я пола­

гаю, что каждый ряд должен обладать определенным зна­
чением. Однако чтобы справиться со всеми возникающими 
здесь трудностями, следовало бы это значение не имено­
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вать суммой, поскольку с этим словом обычно связывают 
такое понятие, как если бы эта сумма получалась в ре. 
зультате действительного суммирования, а эта идея для 
расходящихся рядов не имеет места».

§ 2. Суммирующие функции

Пусть

U: «! +  «» +  •.••= V) и„
П *= 1

— некоторый числовой ряд. Через cU будем обозначать 
ряд сих см» + . .  • Если, кроме того,

V: t>i + V  vn
П = 1

также является рядом, то под суммой U-\-V будем пони­
мать ряд, члены которого являются суммами соответству­
ющих членов рядов U и V, т. е.

СО

(Ui + Vi) + (Ui + vJ + . . .=
П = 1

Поставим ряду U в соответствие некоторое число s(U), 
которое будем называть его суммой. Мы можем считать, 
что имеем дело с функцией s, определенной для некото­
рых рядов и принимающей численные значения. Функ­
цию s будем называть суммирующей функцией.

Примером такой суммирующей функции может служить
гг

lim V  и„.

Эта функция определена на множестве всех сходящихся 
рядов, и для каждого сходящегося ряда ее значение равно 
обычной сумме этого ряда. Так определенную конкрет­
ную суммирующую функцию мы обозначим через s0.

Все упоминаемые далее суммирующие функции принято 
связывать с именами вводивших их математиков. Для 
«обычной» суммирующей функции s0 этого не делают. 
Однако по справедливости обычное суммирование рядов 
следовало бы называть «суммированием по Коши».



СУММИРУЮЩИЕ ФУНКЦИИ 285»*1

I Вычисление значений суммирующей функции s„, т. е. 
переход от рядов U к их суммам s0 (U), а также система­
тические реконструкции по числу s0(U) ряда U, встре­
чающиеся, например, при разложении функций в ряды, 
позволяют решать, как мы имели возможность убедиться, 
большое число разнообразных задач. Поэтому есть осно­
вания надеяться, что систематическое употребление сум­
мирующих функций, отличных от обычной суммирующей 
функции s0, также окажется полезным методом.
Р Можно представить себе чрезвычайно много суммирую­

щих функций. Для оправдания своего названия они 
должны обладать некоторыми свойствами обычных сумм. 
Мы выберем два таких свойства.
f Во-первых, суммирующая функция s не должна про­

тиворечить обычному суммированию сходящихся рядов. 
Иными словами, если U — некоторый сходящийся ряд, то 
значение s (U) должно существовать и быть равным s0 ((/). 
Суммирующая функция s, обладающая этим свойством, 
называется регулярной (по иной терминологии — перма­
нентной).

Во-вторых, для суммирующей функции s, если ее пони­
мать как операцию над рядом, должны соблюдаться неко­
торые законы операции сложения. В качестве таких зако­
нов мы возьмем дистрибутивный закон:

s (cU) =cs(U),
н некоторую комбинацию коммутативного и ассоциатив­
ного законов, выражающуюся в возможности почленного 
сложения рядов:

s(U + V)=s(U) + s(V).
Оба эти закона могут быть объединены в единый закон 
линейности: для любых двух рядов U и V и чисел а и 
Ь из существования значений s(U) и s(V/ ) следует суще­
ствование значения s(ail +  bV) и равенство

f . s(aU+ bV) = as{U) + bs(V).
Суммирующая функция, обладающая этим свойством, назы­
вается линейной.

Как следует из теорем 2 и 4 (или, что то же самое, 
из теоремы 5) § 8 главы 2, суммирующая функция s0 
является линейной. Поэтому свойство линейности сум­
мирующей функции не противоречит свойству ее регуляр-
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ности. Вместе с тем своими свойствами линейности и регу. 
лярности суммирующая функция однозначно не опреде! 
ляется. Далее мы рассмотрим несколько суммирующий 
функций, которые линейны и регулярны, но отличны 
как от функции s0, так и друг от друга.

§ 3. Суммирование по Пуассону — Абелю

О п р е д е л е н и е .  Если суммирующая функция s 
определяется равенством

sp(U) =  sP( У] ] =  lim V  ипхя =  И т Н т У  «*х*
\я  =  |  /  *-*>—° я ~ 1  х—1 —0/1 —оо

ТО такое суммирование называется суммированием по 
Пуассону — Абелю.

Примеры.
1. Для ряда

1-1+1-...-= 2 (-1)*+»я=1
суммирование по Пуассону—Абелю дает

lim (1—х + х * —...)=» lim — !—  =  J_ 
х—1—О х—1—о 1 +  X 2*

2. Возьмем ряд U:
1—2 + 3 —4 +  .. .+ (2 л  — 1) —2 л + .. .

Для него
СО

sp (U)=* lim ^  ( - l ) * +‘ nx*.*”*1 —°/l = 0
Но при любом х, близком к 1 и меньшем 1, стоящий под знаком пре­
дела ряд сходится, и в соответствии с теоремой 5 § 8 главы 2 мы 
можем написать

2  (—1)"+1 пхп =  2  (-1 )"+1* "+  2  (—1)"-*(n— 1)Л»0 П **0 Пж О
Суммируя стоящие справа ряды (первый есть геометрическая прогрет-

— “ m  §................... ............................. iy пороге
получаем

сия. с которой мы имели дело в предыдущем примере, а сумму второго 
можно найти при помощи формулы (1.24) из § 7 главы 1),

» „ ( ( /)=  lim ( - J ------------- ! L ' i . i
Р х—j —о v 1 + л  (1тл)*У  2 4 4

3. Рассмотрим теперь ряд

(15.7)

предел lim cos лб не существует, так что согласно необходи- 
п — 00

ну признаку сходимости ряда (см. главу 2, § 6) ряд (15.7) расхо- 
:я.
Просуммируем этот ряд по Пуассону — Абелю. Возьмем с этой 

лью произвольное х <  I , рассмотрим ряд

1+2 (15.8)

■ составим ряд модулей членов этого ряда:

°°
1  +  ^  | х" cos пв |

Признак сходимости Коши (см. § 7 главы 3) дает нам. что

| Xя cos пв | = 1 X | /  cos лв ig  | х | <  1.

так что последний ряд сходится. Это значит, что ряд (15.8) сходится 
абсолютно, а потому —сходится. Найдем его сумму.

Заметим, что хп cos пв есть вещественная часть комплексного числа 
(x(coeO +  ( sin 0))". Поэтому

| + 2 хясо8пв
есть вещественная часть выражения

у  +  2 < * (« » •+ <*in в)у».

или, суммируя имеющуюся геометрическую прогрессию, получаем

1 х (сов 6 +  ( sin 9)
2 +  1— x(cos9 +  ( sin 9) '

Умножение числителя и знаменателя этой дроби на комплексное число, 
сопряженное знаменателю, дает нам

1 , х (сов 0 +  1 «1п 6) (1 — х (сое — 1 sin 9))
2 +  (1 —х (сое 9 +  1 sin 9)) (1 —х (cos 9 — i sin 9)) '

(15.9)
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После очевидных вычислений (ср. § 8 главы !) оказывается, что вещест­
венная часть этого выражения равна

1 хсов 8 -х »  1 1-Х »
2 1 - 2 хсо89 +  х» “  2 1—2хсов9+х* '

Таким образом (подчеркнем, что мы предполагаем 9 Ф 0), 

{и)яЯ,1 'Г-о  2" l- 2 x c o s 9  +  x» =  0>
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; § 4. Линейность и р ег у л я р н о е!с \Ммирования
по Пуассону — Абелю

К  Линейность суммирования по Пуассону -  Абелю выте- 
. кает нз того, что для любых рядов U и Vоо
Wbp(aU +  bV) =  Нш Y  (aun +  bvn)xn ='-«-«„Го0° 00

К =  lim У  аипхп +  Пш У\ bv„xn = a sP(U )+bsP(V). I *-|-оя=0 *—i—о„„о
4. Рассмотрение ряда

00
V -  £  sin пв (9 ф  0)

Я -1

проводится аналогично тому, как это делалось в предыдущем примере 
Здесь вводится степенной ряд

а" sin л9,
Я«= I

который при | х | < 1  сходится, и его сумма, как видно из рассужде­
ний в предыдущем примере, равна мнимой части выражения (15.9), т. о

Значит,

х sin 9
1 — 2х сое 9 +  х* '

sp (V )=  lim
1— 2xcos9 -fxJ

1 sin 9
2 I - c o s 9

2
2 яп g c°* ?

2 sin1 2 I

К  Установим регулярность этого суммирования, 
р Т е о р е м а . Если 0  — сходящийся ряд, то он суммируем 
по Пуассону — Абелю и sP (U) =  s0 (U). 

г Д о к а з а т е л ь с т в о .  Составим по ряду U: щ +  
степенной ряд

£  «■*"• (15.10)
я =  0

V Из сходимости ряда U следует, что радиус сходимость 
-степенного ряда (15.10) не менее единицы, причем при 
х=* 1 этот ряд сходится. Поэтому во второй теореме Абеля 
(см. § 3 главы 14) сумма ряда (15.10) непрерывна в точке 
х =«1 слева, т. е.

sP (U) =  Нш f ]  ыях" = 2 “" =  so (U),**»1~ 0Я —О я —о
а это и требовалось.

§ 5. Суммируемость рядов по Пуассону —  Абелю 
и их абсолютная сходимость

5. Для ряда U ~ \+ q +  при q >  1 и при 9=  I мы имеем

sp (l/)=  lim £  <?»*« -  +  00.
*-*|_ 0 я-.о

так что прогрессия со знаменателем, ббльшим единицы, расходится и 
по Пуассону —Абелю. СледЬвателыю, формулы (15.5) и (15.6) не имеют 
смысла не только с точки зрения обычной сходимости, но и с точки 
зрения сходимости по Пуассону — Абелю. Вместе с тем они поддаются 
истолкованию с точки зрения более широких принципов суммированн < 
Так, формула (15.5) имеет смысл с точки зрения суммирования 
по Эйлеру, которое будет рассмотрено в § 9.

Различие между абсолютной сходимостью ряда и его 
условной сходимостью с точки зрения суммирования по 
Пуассону — Абелю, вообще говоря, сохраняется; например, 
ряд

1- 1+ 1- 1+ .. .
по Пуассону — Абелю суммируем, но ряд, составленный 
из модулей его членов, т. е. ряд

1 + 1+1 + I+...B
10 Н. Н. Воробьев
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нет. Тем не менее здесь это различие оказывается как 
бы более слабым, чем в случае обычной сходимости.

Например, это проявляется при рассмотрении операции 
умножения рядов.

О п р е д е л е н и е .  Пусть нам даны ряды
U:
V: t>0 + i/,+...

Произведением этих рядов будем называть ряд
W: Wo +  tt>i+---.

в котором
wn =  u0v„ +  ulvn- l + . . . + u llv0 (п =  0, 1, 2, ...) .

Как было показано в § 5 главы 4, для абсолютно 
сходящихся рядов U и V имеет место 

So(U)s0(V)=*s0(W).

Если же оба ряда U и V сходятся, но лишь условно 
(см. § 4 главы 4), то это естественное на первый взгляд 
соотношение перестает быть верным (утрачивает смысл 
его правая часть).

П р и м е р . Пусть каждый из рядов U и V есть

Уг ‘гуТ ' I п
Тогда для члена wn ряда W, являющегося произведением U и V, 
мы имеем:

" -‘- |),ч(т7?+7 т = т +'
к*у л-*+1 + "+к» -I,

Ввиду того, что k (n —f t+ l ) : m *
2

здесь должно быть

&1.
так что ряд W не удовлетворяет необходимому признаку сходимости 
из § 6 главы 2, и сумма So (W) не существует.

Однако, с точки зрения суммирования по Пуассону — 
Абелю различие в этом вопросе между абсолютной и 
условной сходимостями утрачивается.
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Е Т е о р е м а . Если ряды U и V суммируемы по Пуас­
сону — Абелю, то их произведение W также суммируемо 
по Пуассону — Абелю, и

sP(U)sp(V)=sp(W ). (15.11)

К  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Суммируемость рядов U и V 
по Пуассону — Абелю означает, в частности, сходимость

епенных рядов и £v„x"  при —1 <  дс <  1.

эвательно, по теореме Абеля (см. § 2 главы 6) каждый 
такой ряд сходится, и притом абсолютно. Но тогда по 
теореме об умножении абсолютно сходящихся рядов

| ] u nx" £  =
А -0  /1 — 0

СО 00

=  £  (“ of* +  + . . .  +  u nv 0) Xя =  2 ® / ,
/1=0 n =  О

Левая часть этого равенства по условию при х - * - \— О 
имеет предел, равный произведению Sp(U)sP(V). Значит, 
и правая его часть имеет предел, который по определе­
нию есть sP(W).

Щ. Таким образом, с точки зрения умножения рядов 
суммирование рядов по Пуассону— Абелю даже «ближе» 
к сложению конечных наборов слагаемых, чем суммирова­
ние рядов в обычном смысле.

 ̂ П р и м е р ы .
В - 1. Пусть оба ряда U и V являются одним и тем же рядом

1-1 + 1-1+...,
т. е. Ил =  р„ =  (—1)п+1. Тогда, как нетрудно подсчитать, ю„ =  (— 1)л+»л, 
*• е. ряд W есть 1— 2 +  3 - 4  +  ...

Как следует из примера 1 § 3,

•я <«/>->00-у.
Поэтому по только что доказанной теореме sp (И7)= 1/4. Эго согла­
суется с результатом примера 2 § 3.10*



2. Рассмотрим ряд
СО оо со

2 <-■>■*■«.“ 2 <-ч« 2 Mn+'i-»)- <15
П =  1 Л «= 1 * — I

Проверим его сходимость и найдем его сумму.
Так как этот ряд знакочередующийся, к нему естественно прим< 

нить признак сходимости Лейбница (см. §§ 6 и 7 главы 4). Сначала дока­
жем монотонность последовательности uv  иг, ... Преобразуем для 
этого разность соседних модулей членов ряда: 

п л 4-1 1
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■ 2*(«+i-*)_ 2
“  21  [ k ( n + \ - k ) ~ k ( n  + 2 - k ) ) ~ Z + \

:(л+1-*) Ldk(n+2—kf *— 1

2 А(п + 1-*)(л+2-*) п+ 1
или, выписывая последнюю сумму в обратном порядке, получим

;+ •1 . 1
И"+ ,“ 2л +  2 . 3 ( п - 1 )

I____ 1
■ я (n -f-1). I я + Г

Значит, заменяя во всех знаменателях последний сомножитель 
на я, получим

_L_. , _ ! _____ !__
2 л , 2 - 3 л т ’ ‘ ' т я ( л + 1 ) я  л + 1

eL/*+_L+ | ' \__ L
я ^1-2 +  2 -3  +  • • * ^ я ( я + 1) ; я + Г

или, применяя уже известный прием, получим

 ̂ * /, I , 1 1 . ,1 I \ I
( ‘ “ г + 2  “ з  +  - • * +  я - j + т  _ ^ + Т “

j_n+lj
'-(l-

Оиеним теперь величину и„. Мы имеем

“я“ +̂2(Н!=Й) + • • -+<1Т=Т)2 + ;Г-
В знаменателе каждой из дробей один из сомножителей не меньше, 
чем л/2. Заменив его на я/2, мы дробь только увеличим. Значит,
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Щ вынося я /2 за скобки, мы получаем

м |/>+f+...+i3T+il T+sl T+...+J+iy 
\ 2 ~  — ) 
ли л нечетное,

(l4 + ” + n45 + ̂  + ̂  + ̂ 5 + -  + 2L+'V 
\ 2 2 2 2 /

если я четное,

:('.,.*ГЕЗ*СТ1)

s (

если л нечетное,

я — 2 
2 2

или, производя для упрощения записи оценку с некоторым «запасом», 
у  получим

f  Но, очевидно, к >  „ (V k + X + V k )  при любом целом А>  1, 
*

5 откуда без труда получается, что \/к  <2(J/T + I — V k ) ,  или, пола-
гая к =2, 3......... я и суммируя, имеем

1 . 1
Таким образом

...+ |ЛГП-)̂ Г)=2(УТЙ-К2)- 
ня<1(2(КЯ+1-К2)+1),

l i m « , <  11m i ( 2 ( K « + l - V r2 ) + l ) - 0.
П —* 00 п — соп

Значит, ряд (15.12) сходится.
Непосредственное вычисление суммы ряда (15.12) затруднительно, 

однако мы можем здесь воспользоваться тем, что он является произ­
ведением ряда

2  <-»"* г
на себя. Этот последний ряд сходится к сумме In 2 (см. § 11 главы 7), 
но лишь условно, и потому говорить о сумме в обычном смысле для
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pro произведения на себя неправомерно. Но он сходится (с той же 
суммой In 2) в смысле Пуассона-Абеля. Следовательно, и его 
произведение на себя. т. е. ряд (15.12). также сходится в смысле 
Пуассона-Абеля и имеет сумму In* 2. Так как, наконец, ряд 
(15.12) по доказанному сходится и в обычном смысле, его обычная 
сумма (на основании регулярности суммирования по Пуассону—Абелю) 
также должна быть равна Гп*2.

3. Рассмотрим ряд

1 +3 2 + 4
5
8 +  ( - 1)*+»

2"  +  ( - 1)"+1 3 • 2»-‘ (15.13)

Он не сходится (даже условно), поскольку

Однако этот ряд может быть получен в результате перемножения
ряда

1 - I  +  1 - I + . . . (15.14)
и геометрической прогрессии

,+т+т+- (,5,5)
В самом деле, в нашем случае

«я—(—l)"4 (l —у + Т ± 5») *
и суммирование стоящей в скобках конечной геометрической про­
грессии дает нам требуемое.

Нам остается вспомнить, что сумма ряда (15.14) по Пуассону — 
Абелю равна 1/2, а прогрессия (15.15) сходится в обычном смысле 
(а потому и по Пуассону — Абелю) и имеет сумму, равную 2. Следо­
вательно, ряд (15.13) также должен сходиться по Пуассону —Абелю
и сумма его должна быть равна 2 --^- =  1.

§ 6. Теорема Таубера

В результате разного рода формальных выкладок — 
и, в частности, в результате переходов от одних рядов 
к другим — мы можем получить те или иные ряды, заве­
домо суммируемые по Пуассону — Абелю. Примером этого 
могут служить рассмотренные в предыдущем параграф 
произведения рядов. Во всех такого рода случаях может 
представлять интерес выяснение сходимости этих рядов 
и в обычном смысле.

Таким образом, возникает вопрос о признаках сходи­
мости специально для тех рядов, которые заведомо

жруемы по Пуассону — Абелю. Эти признаки, отно- 
4еся как к рядам, суммируемым по Пуассону -  Абелю, 

так и к рядам, суммируемым в каком-либо ином смысле, 
|1чно называются тауберовыми теоремами. Исторически 

ервая из них, принадлежащая самому Тауберу, состоит 
Ш следующем.
В Т е о р е м а  Т а у б е р а .  Для того чтобы суммируемый 
по Пуассону — Абелю ряд

“o + «i + “* + - (15.16)

‘имеющих сумму s, сходился в обычном смысле (и, разу­
меется. также имел сумму s), необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось предельное соотношение

lim ul +  2ut + ...+ n u n ■ 0. (15.17)

В Часть теоремы Таубера, касающуюся необходимости, 
мы выделим как самостоятельную лемму.
В  Л е м м а . Если сходится ряд (15.16), то имеет место 
(15.17).
I  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ряд (15.16) сходится и 
г, — п-й его остаток. Сходимость ряда означает, что

lim гЛ =  0. (15.18)
л —♦ СО

Далее, мы имеем

р 1 + 2 ц 1+  .. +  пия _  ( 'p - r i )  +  2 ( 'i - * - t )  +  --+ w (< v ._ i-/-a) _

Г р Г я-1 — ПГл   я-1

Таким образом,

lim ц»+2ц«+•••+"“- =  П т  ' • + * + — + ' • &  _  П т  Гп.
i f .  (1-00 п  л-.00 П п —оа

По (15.18) второй предел справа здесь равен нулю. Если 
бы первый предел не существовал или существовал бы, 
но был отличен от нуля, то нашлось бы такое е > 0, что 
при сколь угодно больших значениях N выполнялось бы 
неравенство 1Л, + г1-Ь.. + /'л-1|>Ае. 05.19)
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Найдем теперь в соответствии со сходимостью ряда 
(15.16) такое п, что при k > n

(15.20)

, что
п

_  2 V  1 
т > 7  2 г* 1* 

* - 0
(15.21)

Число N можно брать сколь угодно большим. Возьмем 
его таким, чтобы было одновременно

N > 2 (m  — n) и N > n + m .  (15.22)
Напишем

I N - 1 I п N - 1

2 г. < у |г,|+ 2 i'*i-
* = 0  I * - «  * - Л + |

Из (15.21) следует, что здесь первое слагаемое меньше, 
чем те/2. Из (15.20) следует, что второе слагаемое 
меньше, чем (N — п)г/2. Значит, с учетом (15.22)

|A f-l I
5  r J <

(N — п)г (N +  W —n) e 
2

< N e

а это противоречит (15.19), и лемма доказана.
Переходим к доказательству достаточности. Начнем 

с того частного случая, когда члены ряда (15.16) убывают 
настолько быстро, что

Jim пип =  0. (15.23)

Положим б„ =  max | ku„ |.*̂ л
Из (15.23) следует, что по мере увеличения п вели­

чина 6„ монотонно стремится к нулю.
Возьмем произвольное N и напишем
N

2 U»“S =  
л - о

N

2«»( 1-х")- 2 “«*" +
Л—в nm N -t-l

(15.24)
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Заметим, что при 0 <  х <  1 должно быть

1 —лс" = (1 — х)(1 +-Х +  . . . +  *"-»)< Л (1 _ * )

xN+iУ XяL  1- х  ^  1- х - (15.2=25)

В  Пользуясь этими оцен нами и свойствами б„, мы мож«»ем 
оценить первые два слагаемых в (15.24) справа:

п = о I п-в п-в
< 6̂ ( 1-  *)

I |  M-U 1|л-АГ + | | n=yv + l
Поэтому из (15.24) следует, что

111 п , - s Î (1 - • « ) ДоН-{Я-+ ъ А " -х) + 1 *К |п—о I In»»»
(1 5 .^ 2 6 )

£ Возьмем произвольное е > 0  и выберем х так, чтовбы  
было (1 — x )N = e ,  т. е. х = \ — у .  Назначим теперь N 
настолько большим, чтобы выполнялось неравенство 

&лч1<е*.
а х, зависящее от N, — настолько близким к единиь-ле, 
чтобы выполнялось неравенство

I П —0

Тогда в (15.26) левая часть может быть оценена 1С=ак
I ЛГ I

2 u*-s <e60+-f + е =  (2 +  б0) е,

Н произвольность е >  0 доказывает сходимость ряда (15.1 6).
Выделенный условием (15.23) частный случай р а з о б р а н .
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Обратимся теперь к общему случаю. Положим 
ы, +  2ы ,+  . . .  + n u H =  v„ 

и (условно) о0 =  0. Тогда при п =  1, 2, . . .

«л =  ^  (Vn -  V n - l),

так что

л=0 л = 1 п 1 я = 1
или, сдвигая на единицу нумерацию слагаемых во второй 
сумме справа, имеем

V цв*я-«в + £ ~х*~ 2  -iTfTx"l>

2  «„*"-«, + (1-*) 1 — * * +  2  ТГТЙЛГ^1- <15‘27)л = 0 п=| л = 1
Рассмотрим теперь выражение (1 —х) 2 " T f ■*"» которое

Я = |
мы представим в виде

(1-х)2^-^ + (1-Дс) 2 7 Л
л =  1 л =  Л/ +  1

Возьмем здесь произвольное в > 0  и выберем в соот 
ветствни с (15.17) N  настолько большим, чтобы при лз= 
^ N + 1  было | v j n | < е. В этом случае с учетом (15.25) 
при любом 0 <  х <  1 будет

1 ( 1 - * )  2  7 г Н < е - (15.28)
я =  ЛГ +  | |

Далее, приближая х к единице, мы можем добиться того, 
чтобы было

N

< i-*> 2  х Н < е- (15.29)
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| « О бъ ед и н ен и е (15.28) и (15.29) дает нам, что при значе­
ниях х, достаточно близких к единице

^рСледовательно, поскольку левая часть этого неравенства 
не зависит от е,

lim ( 1 - х )  У и-я-  Xя = 0 .—-о njfr+l п
К  Равенство (15.27) дает нам поэтому

оо 00

lim У и пх* =  и0+  Пш У т Ё к * » 1-
*-*1-Оя“ о X -1 - 0  Л(Я+ '>

Но по условию суммируемости ряда левая часть равна 
здесь sP(U) =  s. Поэтому

Пш У
’ л =  1

x»+‘ =  s - u 0. (15.30)

00
Рассмотрим теперь вспомогательный ряд ^  .

Для него мы имеем согласно (15.17)

lim n(fl+l) О,
так что мы оказываемся в условиях уже разобранного 
частного случая. Тем самым мы от (15.30) можем перейти 
к равенству

2т$п г-*-*
Наконец, мы имеем для любого N

(15.31)

п (п + \)
у  EJL — X  v* =  V  _  У  °«-i
£  п л+ 1 м  п —  п

V Vn-Vn-i
N + 1 ~  _  “» N + 1 'Л*1
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2 я(П+1) -  2  +л —I п—1
Здесь предел справа по условию равен нулю, и (15.31) 
дает нам

£  un =  s - u 0.
Я — 1

Таким образом, ряд (15.16) сходится в обычном смысле 
и сумма его равна s.

§ 7. Суммирование по Чезаро

Рассмотрим еще одну суммирующую функцию, отлич­
ную как от функции s„, приводящей к обычной сумме 
ряда, так и от функции sP, приводящей к его сумме по 
Пуассону — Абелю.

В качестве такой функции для ряда U: m0 +  « i +  «i +  • • 
возьмем предел средних арифметических частичных сумм 
s* этого ряда, т. е.

sc (10= Hmim |  2 s* =  ,im J  2 2— " k-01-0
Такое понимание суммы ряда называется его суммиро­

ванием по Чезаро.
П р и м е р ы .
I. Для ряда 1 — 1 +  1 — 1 +  1— ... мы имеем

1 для нечетного к, 
О для четного к.Поэтому

I  V  Sjk„ l ( i + 0+ l + 0+ . . . )  =
для нечетного

1
tj- для четного п.

Следовательно, sc ( i/)=  1/2.
2. Для ряда 1—2 + 3 —4 +  ... будет * + 1 

2 
*— у  для четного к.

для нечетного к.

g Значит,

»П СУММИРОВАНИЕ ПО ЧЕЗАРО

т2 **“7(,-'+2- 2+
для нечетного п,

1
— у  для четного п.

и с ростом п последовательность этих сумм ни к какому пределуII —яе стремится. Таким образом, рассматриваемый ряд по Чезаро не 
■ммируем.

а- Метод суммирования Чезаро является линейным. Дей- 
ивителыю, если U, V и aU +  bV — ряды, как они были 
определены в конце § 2, то

п - I  к

Sc(aU +  b V )=  Hm ~  У У (а«, +  <щ,) =
* - о г - о

п - 1  к /1 -1  к

« а Н т  1  2  2 “, +  &Ит т 2  2  t,' =sflSc (U) +  bsc (V).■ /1-со 4_0/=0 " - 00 ft = 0 f==o
Щ Докажем, что суммирование по Чезаро является и 

■регулярным, т. е. если ряд U: u0 +  ui +  ua + - - -  сходится 
и $о (U) =  s, то он суммируем по Чезаро и Sc(U) =  s.

|  Мы имеем

lim 2  н * =  Urn s„ =  %(U) =  s.Я—♦ООДвО n — 00
ассмотрим разность

h (V )—Sc(U)---- Hm s „ -  Hm у  2  s*"1( я-l \ /1-1
s » -  — У S* =  lim i  У

n*"0 ) я *“o
(S/i-S*).

Очевидно, здесь u0 не входит ни в одно слагаемое послед­
ней суммы, и, входит только в одно, иг — только в два 
и т. д. Таким образом,

*, согласно лемме из предыдущего параграфа, для сходя­
щегося ряда последний предел равен нулю.
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Удобный необходимый признак суммируемости ряда 
по Чезаро, в известной степени напоминающий необходи. 
,\.ый признак сходимости рядов, описанный в § 6 главы 2, 
дается следующей теоремой.

Т е о р е м а . Для того чтобы ряд U: h0 +  ui +  “i + •.. 
был суммируем по Чезаро, необходимо, чтобы было

lim ^  =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть s„ — л-я частичная сумма 
ряда U (при этом мы полагаем so =  0), и предположим, 
что предел

Ит -i ^ s* = sc(tO
существует. Тогда, очевидно, и

Пт ^  У = lim 2 * -* е («0 lim',—00 »=о \̂=о п~'ео
так что

Но тогда (мы повторяем только что проведенное рассуж­
дение) должно быть и lim - =  0, и из последних двух

п -*оо п
равенств следует, что

Urni2ZJ-=L= Hm-̂ -О. '
Ряд из примера 1 под этот признак подходит, а ряд 

из примера 2—нет.

§ 8. Соотношение между сходимостью 
по Чезаро и по Пуассону — Абелю

Суммирование по Чезаро в известном смысле «слабее» 
суммирования по Пуассону -  Абелю. Точный смысл этого 
утверждения содержится в формулировке следующей тео­
ремы:
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Т е о р е м а . Если ряд U суммируем по Чезаро, то он 
■ ируем и по Пуассону — Абелю, и 

sP(U) =  Sc(U).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ряд U: И о + ^  +  ̂ Ч * . . .  
пируем по Чезаро и имеет в этом смысле сумму s. 
основании теоремы § 7 отсюда следует, что

lim —  <!-» 00 П
=  0 .

Это в свою очередь значит, что при любом е > 0 ,  начи­
ная с некоторого места, будет | ип | <  пг. Далее, ряд

2 пгхП
п — 0

схо,
при
дов;

одится При любом ! х ! < 1 ,  как в том можно убедиться, 
имения, например, признак сходимости Даламбера. Сле- 
ательно, при любом | х | <  1 сходится и ряд

S “пХ*.
п =  0

Но (ПОЛОЖИМ условно S_1 =  0)

2  Unxn=  2  ( s « - s „ - i )x " =  2  snxn -  2  snx"+1 =
п — 0 п — 0 п = 0 п — 0

= (1 - X )  2 3  SnX",

и, повторяя этот ход рассуждений еще раз, получим

У  ипх* =  { \ -х )*  2  ( J ]  s* )х". (15.32)
п — 0 п =  0 w = 0 /

I Рассмотрим теперь ряд

т ^ -1 +*+*■+...
■  умножим его на себя. Мы получим
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1 =(!-*)* Ц (п + 1)Л
Вместе с (15.32) это дает нам

£  unx ”-S c (U )  =  ( l - x ) ' Z  ( £  s> -S c (U ))(n  +  \)x° .

(15.33)
При любом натуральном N стоящую справа сумму можно 
разбить на две части: одну, охватывающую все слагаемые 
для л от 0 до iV — 1, и другую, содержащую все осталь­
ные слагаемые:

(1-х)* " £ '(  £  s*- S c («/))(«+  1)*- +л = 0 = 0 '
+ ( 1- х ) * £  f £ s * - S c ( C o ) ( n  +  l ) r .п=ы к—0 /

Выберем N таким, чтобы при любом n > N  было

TFT is.-ScwU*-
*=о I

Тогда при любом 0 < х < 1  мы получим (увеличивая, если 
надо, N еще больше)

(1- х ) *  £  £ ( 5* - ( л + 1)* с (< /))х » <
л = АГ*= 0

< ( 1- х ) *  £  (л +  1)едг" =  (1 — х)*е £  ( л + 1)дс" =
n = N  n = N

=  (1 — х)* е — RxN <  в. (15.34)

Кроме того, зафиксировав N и выбирая х достаточно 
близким к единице, мы можем добиться того, чтобы было

N-1/ п
О -  х)* £  ' У] S* -  (Л + 1 )  Sc ((/)) х» <  е. (15.35)
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I Из (15.33), (15.34) и (15.35) следует, что

Jimo 21 (И)-0,
т. е. S p ( U )  =  s c (U) ,  а это и требовалось, 

t  Обращение этой теоремы не имеет места: существуют 
ряды, суммируемые по Пуассону — Абелю, но не сумми­
руемые по Чезаро. Так, ряд

1 — 2 +  3 - 4  +  ..•

суммируем по Пуассону — Абелю (см. пример 2 из § 3), 
но не суммируем по Чезаро (см. пример 2 из § 7).

Из доказанной теоремы следует, что всякая таубе- 
рова теорема для суммируемости по Пуассону — Абелю 
должна естественным образом порождать соответствую­
щую тауберову теорему и для суммируемости по Чезаро. 
В самом деле, пусть некоторые условия обеспечивают 
для любого суммируемого по Пуассону — Абелю ряда его 
сходимость. Тогда, если какой-либо ряд суммируем по 
Чезаро, то на основании только что доказанной теоремы 
он суммируем (и имеет ту же сумму) и по Пуассону — Абелю, 
и взятые условия гарантируют его сходимость (к той же 
сумме).

*91

§ 9. Суммирование по Эйлеру

Теорема § 5 главы 14 о сходимости преобразованного по 
Эйлеру ряда в случае сходимости исходного ряда и 

1 О равенстве в этом случае их сумм носит односторонний 
характер: из сходимости преобразованного по Эйлеру ряда 
сходимость исходного ряда следует не обязательно.

Пример. Возьмем еще раз неоднократно рассматривавшийся ряд 
1_1 +  1_1 +  ... (15.36)

Имея в виду, что преобразование Эйлера исходит из знакопеременной 
®ОСледователыюстн членов ряда (см. формулу (14.21) и последующее 
замечание), первая строка треугольной таблицы (14.16) здесь при­
обретает вид

1 1 1 1 ...,
•ее последующие строки состоят из одних нулей. Следовательно,
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преобразование Эйлера превращает ряд (15.36) в ряд

-I+0+0+...
с суммой 1/2.

Это дает нам основание ввести суммирующую функ­
цию sE, определяемую для ряда U =  и„ — их +  иг —.. .  ра­
венством

и назвать приписывание ряду U числа sE(U) его сумми­
рованием по Эйлеру. Как нетрудно проверить, суммирова­
ние по Эйлеру является линейным. Его регулярность явля­
ется предметом теоремы § 5 главы 14.

Суммирование рядов по Эйлеру носит весьма «сильный» 
характер. По Эйлеру поддаются суммированию многие 
весьма резко расходящиеся ряды. Так, для ряда

так что преобразование Эйлера приводит в данном слу­
чае к ряду

сумма (обычная) которого равна 1/3.
Вместе с тем возможности суммирования по Эйлеру 

(как, впрочем, и любого иного суммирования) ограни 
чены. Например, получить формулу (15.6) путем сумми 
рования по Эйлеру ее левой части не удается.

1 _2 +22 —2» + ...
последовательностями разностей будут

1 2 4 8 16—1 —2 —4 —81 2 4 . . .  —1 —2

_* _  1 т 1 _  1 I
2 4 8 16 "*■••• '



ГЛ А ВА  16

СХОДИМОСТЬ РЯДОВ ФУРЬЕ

Сила и роль математики заключаются не только в том, 
что она указывает пути к решению многих задач, но и в 
том, что она доказывает, что на этих путях мы действи- 

ьно приходим к искомым решениям. Поэтому жела- 
ьно, чтобы и при изучении математики не оставалось 

гических пробелов и каждая освоенная и применяемая 
'рема была бы снабжена доступным доказательством. 

Данная глава начинается с доказательства теорем 
грихле и Фурье, сформулированных соответственно в § 2 

главы 9 и в § 2 главы 11.

§ 1. «Вторая» теорема о среднем
I  Кроме хорошо известной в анализе теоремы о среднем 
(в данном курсе нам приходилось неоднократно пользо­
ваться ею в главе 1), имеется еще и другая теорема 

алогичного характера, которая называется «второй» 
■ремой о среднем.
Т е о р е м а  1 («вторая» теорема о среднем). Пусть <р и 

If — интегрируемые на сегменте [a, &] функции, причем 
щия ф, кроме того, еще и монотонна. Тогда на [а, Ь] 

дется такая точка что

1 4> ( x ) f ( x ) d x  =  <f(a +  0 ) \ f ( x ) d x  +  (p (Ь - 0 ) \ f ( x ) d x .  (16.1)
•  а I

■  Предварительно докажем следующую лемму:
■  Л е м м а . Пусть

«!>«,>...>«,,>0, (16.2)
иь ы2, и „ — произвольные числа,

Д ( £=*1,  •••» л). (16.3)
t Тогда Ael ^ e lul + .. .+ г„ и „ < В е 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

« , +  ... +  «* =  s* (* =  1........... я),
eiui +  • • • +  епы,, =  S„

и применим преобразование Абеля (см. § 5 главы 12). 
Мы получим

S„ =  «I (ei -  e j  +  s2 (е, -  е,) + . . .  ■+s„_! (в ,.! -  е„) +  snen.
Ввиду (16.2) все стоящие справа в скобках разности 

положительны. Значит, подставив вместо каждого s* 
число А, мы всю сумму на основании (16.3) уменьшим, 
а подставив число В  — увеличим. Но это значит, что

А («4 -  е,) +  А (е, -  е,) + . .  .■+ А (е^ , -  ея) +  Ае„ =
=  i4e1< S < B e 1,

что и требовалось.
Перейдем теперь непосредственно к доказательству 

теоремы. Для определенности мы будем считать, что 
функция ф является невозрастающей. Эго значит, что 
в точке Ь она должна достигать своего наименьшего зна­
чения. Положим

Ф(х) =  ф(х) —ф (6 - 0).

Функция ф, подобно функции ф, на [а, b] интегрируема 
и убывает, но к тому же еще и неотрицательна.

Рассмотрим теперь произвольное дробление сегмента 
[а, Ь] точками:

а < х 0< х 1< . . . < х „ < Ь ,
положим

т„— min f(x), Мк =  max f{x) 

и найдем для каждого k =  1, . . . ,  п такое число ц», что 

Р» (*» — дс*-ж) =  $ f (х) dx (16.4)
x*-i

(последнее можно сделать на основании п е р в о й  тео­
ремы о среднем).

Совершенно ясно, что

m * < p * < A f* .
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Iflo,'гэтому, умножая каждое такое неравенство на неотри- 
;льное число

’M**)(**-**-i) 
и суммируя полученные неравенства по всем k, мы получим

IS (**) (** ~ **-i) ±5
2  (**) (** -  Af*-i) ^  t  М »Ъ (**) (** -  Хк-1). (16.5)»*= 1 k-l

Так как по условию функция ф интегрируема, при 
граниченном дроблении сегмента [а, b] крайние в этой 

эрмуле суммы сходятся к одному и тому же пределу, 
)рый есть интеграл

$ф(х)/(х)Лг. (16.6)

К этому же пределу должна сходиться и средняя часть 
р(16.5). Но согласно (16.4) ее можно переписать как

Ц  4 > W  5 f(x)dx. 
*='

:• Рассмотрим теперь интеграл 
целом

(16.7) 

переменным верхним

/ ( г ) =  ]f(x)dx.

Очевидно, /  (г) есть функция, заданная на сегменте [а, 6] 
« непрерывная на нем. Поэтому (на основании теоремы 
Вейерштрасса) /(г )  достигает своих минимального и мак­
симального значений, которые мы обозначим соответственно 
через .4 и В. Кроме того, будучи непрерывной функцией, 
I (г) принимает (в силу теоремы Коши) и все промежу­
точные значения между А и В.

Г Полагая

«*= $ /(*)dx,
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заметим, что

J f ( x ) d x =  X  $ f ( x ) d x = X  щ ^ В  

*м
для всех Аг =» 1, п.

Мы видим, что находимся в условиях доказанной выше 
леммы, применение которой дает нам

Ф (*оМ ?=  2  Ф (**) \  f ( x ) d x ^ ( x 0) B .

к = 1 **-i
При переходе к пределу сумма интегралов (16.7) схо­
дится к интегралу (16.6), и мы получаем 

ь
ф(а +  0М < $ф (х)/(*)4х^ф (а +  0)В.

Значит, можно положить

\* (x ) f(x )d x = 4 (a + 0 )C ,  (16.8)

где А ^ С - ^ В ,  и по замеченному выше найдется такое S, 
что 1(Ъ) =  С. Таким образом, (16.8) переписывается как

$ ф (*) f  (*) d* =  ф (а +  0) $/(*)<&. (16.9)
а а

Наконец, переход от функции ф к первоначальной 
функции ф дает нам

$ (Ф (х) -  <р (Ь -  0)) /  (х) <Ь: =  (ф (а  +  0 ) - ф ( & -  0)) $ f  (х) dx.
а а

В качестве первого приложения доказанной свторой 
теоремы о среднем» установим следующий факт.

Т е о р е м а  2. Если функция f удовлетворяет условиям 
Дирихле и

+  2  (fl<«cos«x-f-&„sin/ix)



—  ее  ряд Фурье, то

* Ч «ВТОРАЯ» ТЕОРЕМА О СРЕДНЕМ

. м м
где М — некоторая положительная константа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть [а, Ь] — один из сегмен­
тов, на котором функция /  монотонна и непрерывна. По 

5рой теореме о среднем мы имеем

s — \ f (*) cos пх dx --

= *^f(a  +  0) j  cos nxdx +  ̂ f (b  — 0) J  cos nx dx =  

(/ (a +  0) (sin n\ — sin no) + /  (b -  0) (sin nb -  sin nl))

;̂ -(i/(a+0)+/(6-0)|).L .... .........
Жчастей [дгь дс<+1] (i =  0, . . . .  г — 1), в каждой из которых 
■функция /  монотонна и непрерывна. Тогда, согласно 
ж  только что доказанному, должно быть

вл== 2  i  \  f(x )c o sn x d x <
■  <■=' xt-i

^Стоящая справа сумма состоит из конечного числа конеч­
ных слагаемых. Обозначив ее вместе с коэффициентом 
2/л через М, мы получим требуемую оценку для а„. 

V  Оценка для Ьп получается точно так же.
Щ В дальнейшем нам будет нужна не столько сама вторая 
“теорема о среднем, сколько полученная в ходе ее доказа- 

Ж/гельства формула (16.9), справедливая для функции ф, 
[ЮТорая не только монотонно убывает, но и неотрицательна.
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§ 2. Исследование двух интегралов

Вычислим несобственный интеграл

Не следует поддаваться соблазну получить значение 
этого интеграла, попросту положив в формуле (11.13) из 
§ 3 главы 11 х =  0 и / = 1, ибо сама формула (11.13) есть 
следствие интегральной формулы Фурье, доказательством 
которой мы сейчас как раз и занимаемся.

Рассмотрим поэтому при различных значениях / зави 
сящие от параметра а  интегралы

При любом конечном значении t такой интеграл, оче­
видно, является непрерывной функцией а.

Далее, на основании «второй» теоремы о среднем (точ 
нее, на основании формулы (16.9)) при любых а > 0  и t

Эта оценка справедлива для всех I и для всех а. 
Неограниченное увеличение t дает нам

т. е. при всех а > 0  имеет место сходимость интегралом 
I, (а) к соответствующим несобственным интегралам / да (а). 

Выполним далее дифференцирование:

sin х dx ■» е-^— (cos а  — cos £),

где а < 5 < / .  Таким образом,
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Последний интеграл можно вычислить, применяя 
зажды интегрирование по частям (см. пример в § 2 

[главы 11). Эго дает нам

А .  I 1п\  -  е <1Х («wx+asinx) I 
d a ' , ' a > T+tf I-

При неограниченном возрастании / последнее выражение 
юдится к — -|qra l . причем эта сходимость, очевидно, 

равномерна при о с > 0 . Следовательно, согласно теореме 
6 главы 5

2) сходимость / /(а )  к /« ,(а) равномерна по а ^ О .
Из утверждения 1) в результате интегрирования сле­

дует , что
СО

и  (а) =  J г * *  =  arctg а (а Si 0),

а из 2) — что функция /« (а )  является непрерывной прир̂ О.
Е Если а  неограниченно возрастает, то, очевидно, I, (а) 
(а тем самым и /« (а ))  стремится к нулю, и поэтому 

lim /оо(а) =  С — arctg а  | = 0 ,

суда С =  я/2. 
Таким образом,

/о,(а) = ег*1* dx =  ^  — arctg а  =  arctg ,

и по непрерывности /<»(а) —

J^idx = /oo(0)-limarctgi--^.

Интересующий нас интеграл вычислен. Мы можем 
исать полученный нами результат как

lim С<—ОО (16.10)
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Пусть теперь Л > 0 ,  а « — произвольное целое поло­
жительное число. Рассмотрим интеграл

Полагая nt =  x, мы можем переписать его в виде 

sin хГ sin х

I Хdx.

(16.11)

Из (16.10) следует, что при любом Л > 0  

"

Полагая здесь Л =  е и вычитая получающееся равен­
ство почленно из (16.11), мы будем иметь

Л
l i m f ^ < t t  =  0. (16.12)

Вычислим теперь при 0 < Л < л  предел 

Mm
Стоящий под знаком предела интеграл мы можем, оче­
видно, преобразовать к виду

f — !) Л1
или, интегрируя отдельно от 0 до некоторого е <  /г и от 
е до Л,

t* t sinnt . . .  С I sinnt) 5H7 —  d/+) 577 — '
Воспользовавшись дважды первой теоремой о среднем, 
перепишем эту сумму в виде
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I

де 0 < е < £ , < / i .  Переходя по л к пределу и поль- 
уясь формулами (16.11) и (16.12), мы получаем

т* -
Г sinn/ .. St яЛ" )— *“ KSTT-

I Полученное равенство справедливо при любом 0 <  е <  Л. 
>начит, оно остается в силе и при приближении е к нулю. 

Но тогда и стремится к нулю, и мы окончательно 
Юлучаем

— О s,n 5l 2
)десь стоящий справа предел равен, как известно, еди 
ннце. Поэтому при любом 0 < Л < я

sin nt 
sin / (16.13)

В  В § 11 нам понадобится р а в н о м е р н о с т ь  этой схо­
димости ДЛЯ h из [а, я — а] при любом а  из ^0, Для 
ее установления обратим внимание на непрерывность 
(а потому и равномерную непрерывность) функции ~^( 
на сегменте [а, л —а]. Это значит, что по любому е > 0  

прейдете я такое п, что при t ', t" из [а, я — а] и |/' — П < 7  
будет

|-5Г7-15Н<‘- <|6|4>
■  Возьмем теперь произвольное натуральное п, положим 
Для краткости — — tr, подберем такие натуральные к' и 

что а  будет заключено в [<2*-, <2*4 -2], А —в
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[/а -. *»-+»]. и напишем

>2к’+2 к' <2/+2 Л
f 2
а »—*' + ! /2/

(16.15)

Каждый из стоящих справа интегралов с ростом п ста­
новится малым. Действительно,

<2*' + 2 <2*' + 1 <2*'+2
) Чп*- I ъ S S t*а а /2А. + 1

(причем, если а > / 2*<+ |, то первый из интегралов отпа­
дает). Здесь в каждом из двух интегралов функция sin nt 
не изменяет знака, и потому к ним применима (первая) 

нем, т. е. найдутся такие f$*- из (а, (2* -: i] 
из [/2*'+i, /»•+>], что

Т S? “‘-ШЛЬT 'Sin"""+Ewb; Т ,,П"М''
а а т  12к‘ + \

Последние два интеграла суть разности некоторых коси­
нусов, деленные на л; поэтому 

*2*'+ 2

тео|рема о ср<
и tJk' + I из [/
*2*' f  2

Jа
sin nt ..
~lETdt

sin Л/ I/ sin/J*. s i n ^ .+ ,

где AT — ограниченная величина.
Аналогично оценивается последний интеграл в (16.15):

Г sin nt .. I I 
3 sin t dt =" sin qk.'?*- +*"'?*•+2 n=—>

| ‘ 2ft" |

где /?*« ИЗ [tik-, <2*4-2j И из [ /» -+ ,, /2*-+2].
Наконец, для каждого из остальных к" — к' интегра­

лов в (16.15) разбиение его на сумму двух интегралов, 
применение к каждому из них первой теоремы о среднем, 
выполнение интегрирования и применение формулы (16.14)
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дает с некоторыми из [/„ , /г/+1] и /?,+, из [/„+ь /«+,]

“ 1 (cos -  cos nlti«) +

= ' . I f c o s nsm t$i n ^
21

~  (COS n /w+1 — COS я / , ;+1)

+  5̂ 75---- 77 (cos ЛsuW$/+ l n \

Л — cos n 

2/ +  I

21 + 1 Я +
21 + 2

1 2 
n/f, n

_i__2
>'?/+! n

I I|sin/J, ' '̂ H-l
Собирая все найденные оценки, мы получаем

I Г sin nt

и rin/ d t \< М' + М•
Здесь правая часть за счет выбора достаточно большого п 
^сжет быть сделана сколь угодно малой вне зависимости 
от конкретного h из [а , л — а]. Эго, очевидно, равно- 

льно нужной нам равномерной сходимости.

§ 3. Исследование одного класса интегралов

Пусть Хя (л =  1, 2, . . .)  — такая последовательность 
нкций вещественной переменной, что при любом Л >  О

А

В предыдущем параграфе было установлено (соотно- 
ния (16.11) и (16.13)), что в качестве функции Хл. обла-

этим свойством, можно взять

мо-Звт. (16.17)

(16.18)



Далее мы будем вести рассуждения применительно 
к произвольной функции Хл. удовлетворяющей условию
(16.16) . Однако нашей целью будет получение результа­
тов о конкретных функциях, описываемых равенствами
(16.17) и (16.18). Первым из них мы воспользуемся при 
доказательстве теоремы Дирихле, а вторым —при доказа­
тельстве теоремы Фурье.

Пусть <р -  произвольная функция, заданная на неко­
тором сегменте [ -  С, С]. Нас будут интересовать интег­
ралы вида ^

/ х.» (а. ь, ф) =  -^ J q>(x)xn(x)dx, где —С < а ,  Ь < С ,

(16.19)
а также пределы этих интегралов при неограниченном 
возрастании п: ^

/ х (о, Ь, ф )=  lim i  С ф(*)Х» (*)<**•
п—со J  а

В случае (16.17) интеграл в (16.19) называется интегра­
лом Дирихле, а в случае (16.18) - интегралом Фурье.

Л е м м а  1. Если Ь >  0, а функция ф на сегменте 
[а, b] монотонна, то

/* (О, Ь, ф) =  у  ф ( +  0).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что функ­
ция ф на сегменте [а, Ь\ положительна и монотонно убы­
вает. Тогда по «второй» теореме о среднем (точнее, но 
формуле (16.9)) найдется такое %<Ь, что

/*.»(0, Ь, ф) =  1 Ф ( +  0) |  х„ (х) dx,

так что

М 0, Ь, ф )=  lim / х. , ( 0 ,  Ь, ф) =  ^ ф ( + 0) lim (  х« М  dx,
ч - с о  „-.00 о

и на основании (16.16) / х (0, Ь, ф) =  у ф ( + 0).
Пусть теперь функция ф на сегменте [а, b] монотонно 

убывает, но может принимать и отрицательные значения.
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эзьмем тогда такое С > 0 ,  что функция ф(х) =  ф(х) +  С 
сегменте [a, b] положительна. Тогда мы имеем 

ш ь
/х (0, ь, ф)=^ Пт \ (Ф(*)-С)Хл(*М* =■ "-“сТ

1 с ь
=  я- Ji™ 1 ♦  w  X» W  d x ~ £  IJjn J Хл (X) dx,C n—co

что в принятых обозначениях с учетом формулы (16.16) 
значает

М О . Ф )- /* ( 0 .  Ь, Ф ) - § у .

[Но для положительной монотонно убывающей функции ф 
по доказанному имеем / х (0, Ь, ф) =  у ф ( + 0), откуда

/х (0. Ъ, Ф ) = 4 ф ( + 0 ) - 1 с = 1 ( ф ( + 0 ) + С - С )  =

= - у ф ( + 0).

Пусть, наконец, функция ф монотонно возрастает, 
осмотрим функцию гр (дс) =  — ф (дс), которая монотонно 
*вает. Тогда мы имеем по предыдущему

/ х (°, Ь, ф) =  1% (0, Ь, — ф) =  lim $(— ф(дс))Хл (*)<& =  п~*со 0 
Ь

! —  lim |  ф (дс) х« (х) Лс =  — у  ф ( +  °) =  ф ( +  °).

Л е м м а  2. Если а <  0 и функция ф монотонна на 
енте [а, 0], то

/ х (а, 0, ф) =  у  ф (—0).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем функцию ф(х) =  ф(— д). 
Эта функция определена на сегменте [0, — а] (здесь 
— а > 0 )  и монотонна. Значит,

/ Х(о, 0, ф) =  / х (0, — а, ф).
Но по предыдущему

М О , - о ,  Ф) =  ЧЧ+0);
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следовательно,
/ х (а, 0, Ф) =  ф ( + 0 )  =  ф (—0), 

а это и требовалось.
Л е м м а  3. Если функция <р задана на сегменте [а, 6] 

и монотонна на нем, то

/* (а, Ь, < р )= 4 (е +[а, 6] ф ( + 0) +  е [ а ,  6] ф ( - 0 ) ) ,  (16.20)

( 1, если а < 0, Ь > 0, 
е+[а, 61 =  { „ (16.21)1 ( 0 в противном случае,

е> 1  06 .22)
( 0 в противном случае.

Геометрически е+[а, 6] =  1 означает, что, двигаясь 
п „„„„ в пределах сегмента

примторш tfla'.bM [я, Ь\, можно подойти
(—-------------—---------------) к точке 0 справа, а
’________________  . е- [а, 6] =  1 — что можно

а b подойти к точке 0 слева
(см. рис. 20).

Д о к  а з а т е л ь с т в о .  
Случаи а =  0 и 6 =  0 
фактически нами уже 
рассматривались соот-

Полотвш пуля, 
при которых с[а.о]=1

Рис. 20.

ветственно в леммах 1 и 2. Им отвечали случаи, когда 
е+ [а, Ь] =  1 и е- [а, 6] =  0 или соответственно е+ [а, Ь] =  0 
и е- [а, b] =  1.

Пусть теперь а <  0 <  Ь. В этом случае е+ [а, 6] =  
=  е-[а , 6 ] = 1 .  Поскольку / х,„(а, Ь, <р) является интег­
ралом, должно выполняться свойство аддитивности 

/ х.я(я, Ь, ф) =  / х, * (я, 0, ф) +  / х,я(0. Ь, ф), 

и при переходе к пределу —
/ х (я, Ь, ф) =  / х(я, 0, ф) +  / х (0, Ь, ф).

Поэтому на основании лемм 1 и 2 

/ х (а, Ь, Ф) =  4  (Я> ( +  0) ■+ Ф ( - 0 ) )  -

«= J-(e+[fl. 1̂<Р(+ 0) + е"[я, 6]ф(—0)).

Пусть, далее, а < Ь < 0. Здесь е+[а, 6] =  е-[й , 6] =  0. 
1родолжим функцию ф произвольно (соблюдая только 
“ дотонность и интегрируемость) на сегмент [а, 0]. Тогда, 

вспоминая, что / х, п(я, Ь, ф) — интеграл, мы можем 
шисать

W e ,  Ь, Ф) =  /Х.я (а , 0, ф) —/ х. л (6, 0, ф),
«И, переходя к пределу и пользуясь леммой 2, 

р х (я, Ь, ф) =  1 ( ф ( _ 0 ) _ ф ( _ 0 ) ) = -

=  1  (е+ [а, Ь] Ф ( +  0) +  е- [а, Ь] Ф ( - 0 ) ) .

Наконец, случай, когда 0 < а < 6, рассматривается 
но так же.

I  Т е о р е м а . Пусть функция ф задана на сегменте 
[а, Ь\ и кусочно монотонна. Тогда

| / х (я, Ь, ф) =  |  (е+ [а, Ь] Ф ( +  0) +  е- [о, Ь] Ф ( - 0 ) ) ,  (16.23)

где е^[а, b] и е~[а, Ь] определены, как и выше, по (16.21) 
и (16.22).

■  Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению кусочно моно­
тон ной  функции (см. § 2 главы 9) можно указать конеч­

ное число таких точек а =  дг0<дс1< . . . < х г =  Ь, что 
в каждом из сегментов [х*_х, jc*] k =  1, . . . ,  г, функция ф 

■юнотонна.
Щ Пользуясь тем, что / х,Я(я, Ь, ф) — интеграл, запишем 

Лс.п (Я, ь ,  ф )=  2  l x .n i .Xk -l ,  х„,  ф),
Мет |

или, в пределе,

/х (я, ь ,  ф )=  21 1%(Хк-1, х„,  ф). (16.24)*=i
Из монотонности функции ф на каждом из сегментов 

**] следует, что к каждому слагаемому в (16.23) 
справа можно применить лемму 3:

М о , Ь, ф )=  j  у  (е+[**-!, х * ]ф (+ 0 )  +

+  е [дс*_ 1, хл] ф (—0)),
*/l 11 н. Н. Воробье*
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или
/ х (а. Ь, q:) =  * <р (4- 0) V  е+ [дг*-1( х„] +

к -1
+  у ф ( - 0 )  У  e-[x*_lt х*]. (16.25)

*=. I

Очевидно, что для того, чтобы к точке 0 можно было 
подойти по сегменту [а, Ь] слева, необходимо и достаточно,

Положения пуля, при поторыхг---------------Л---------- -----'t
...,е*[тн .хнН ,  г ‘[хк.хкчН,...

Е~--Е-------- 1--------
—1

(—“tt-------- -— , 1
. ,е - [ х н . х кН ,  с~[х к 'х м Г '>  -

Пвлотения пуля, при поторых 

Рис. 21.

чтобы к 0 можно было подойти слева по одному (и, оче­
видно, не более чем по одному) из сегментов [дс* ,̂ г*] 
(рис. 21). То же справедливо и для подхода к 0 справа.
Значит,

2  *»] = с+[а. Ь],
к—1

2  И**-!. -»*J=е_ [°.k** I
Поэтому (16.25) может быть переписано как 

/* (0. Ь, ф )= 4 - (е + [а, & ]<р(+0) + е - [ а ,  ^ ф (-О )), 

а это и требовалось.
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§ 4. Доказательство теоремы Дирихле

Теорема Дирихле была сформулирована в § 2 главы 9. 
К  Установленные в трех предыдущих параграфах факты 
■^позволят нам привести здесь ее доказательство.

Г  П усть /  —интегрируемая функция на сегменте [—л, л] 
и

s(x) =  ^  +  2  (a„cosnx  +  ft„sinnx)

Ж — ее тригонометрический ряд Фурье. Это значит, что 
«Коэффициенты  ап и Ьп определяются по формулам (9.5)—

Рассмотрим сумму Фурье

s „ ( x ) = y +  2  (ак coskx +  b„s\nkx).

ановка в нее вместо коэффициентов Фурье их зна- 
JfeJieHHfl дает нам

К; 8„ (х) = ̂  i f (0 (у + 2  (cos** cos ki + sin bxsinkt)\ dt,
- Я  '  * = i  /

$ m (|+  2 cosfe(x-o)̂ .
I  Вычисляя стоящую в квадратных скобках сумму (это 
можно сделать подобно тому, как в § 8 главы 1 была 

тослена знакопеременная сумма косинусов), мы получаем

* sin (2л + 1 )  —я—
$ / ( 0 -------- г—Г— dt.t —x 

1 2
(16.26)

Займемся преобразованием этого интеграла, предполагая, 
что функция [ удовлетворяет условиям Дирихле.

F Пусть сначала — л < х < л .  Разобьем стоящий в (16.26) 
Интеграл на два интеграла: в пределах от — л до х и 

Ч» 11*
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ОТ х  до я. Получим

* * 1<2я + 1) Ц ^  * sln(2n + l ) ,-= ^
= 4  {  /<■о ------- T = r ~ d t + l i  \  ш --------7= 7 ~ d t

" Л  2 sin —2“  " Л  2 * Х

Сделаем в первом интеграле подстановку (/ —х)/2 =  — р, 
а во втором — подстановку (t — x)f2 =  y. Тогда мы получим

(я+х)П
S.M-4  iб

(Л —Х)/2

+ i  5 /<*+2»)Й̂ |±̂ Л,.
В нашем случае 0 <  (я d t х)/2 <  я. Полагая в первом 
интеграле f ( x -  2у) =  <р, (у), а во втором f(x  +  2у) =  ф* (у) 
и =  Хя (у) и пользуясь обозначениями и резуль­
татами предыдущего параграфа, мы получаем 

s ( x ) =  Urn sH(x) =  Ix {o, Фх) +  / Х(0, Ф*)“

= у(ф.<+0) +-ФЛ-0)) = ytf(* + 0) + /(x-0)), 
т. е. формулу (9.8).

Пусть теперь х =  ±  л. Предположим для определен­
ности х = — я. В этом случае равенство (16.26) перепи­
сывается как

. ” sin (2л +  I)- ^ 7-

Разобьем последний интеграл на два: в пределах от — л 
до 0 и от 0 до л. Получим

s„ (—я)
5 sin (2л +  1) —к— 1 р sin (2л + 1) —у -

U '* - z q r - * +i

Сделаем подстановки: (я +  0/2 =  у в первом интеграле
и (я — f)/2 =  y — во втором. Замечая, что sin (2л +  1 )^ у -  ■* 

=  sin (2n 4-l)^ Y ^  при всех п, мы получаем
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sA-") = i  j fi-л + 2у) to(2n+\)y
t i ny аУ +

Я/2

К  На основании теоремы предыдущего параграфа должно 
быть
|  s ( - n)=  lim s„(—я) =  у ( /(—я +  0 )+ /(я  —0)).

Л-ФОО *

Точно так же получается, что

5(я)=  lim s„(Ji) =  \ ( / ( - л  +  0 )+ /(л -0 )) .
п — СО *

}месте с предыдущим это дает нам (9.9), и теорема Ди- 
Мнхле доказана.

§ 5. Теорема Фурье

к  Обратимся к доказательству теоремы Фурье, сформули- 
. f  рованной в § 2 главы 11. Утверждение этой теоремы сво­

дится к доказательству равенства ( 11.7)

/(*+0) + / (*—0)
2 Нш у  |  Q  /  (/) cos a (x — t) dtj da

при оговоренных в теореме условиях, которым должна 
удовлетворять функция }.

, Для дальнейшего введем обозначение

/  (X, х) -  1  ̂ j f (t) cos a (x—t) <ttj da. (16.27)
1 Начнем с того, что no условию теоремы Фурье функ­
ция /  должна быть абсолютно интегрируемой, т. е. должен
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сходиться интеграл

Г 1/(01 Л- 
— 00

Но при любых а и х тождественно по t 

| / ( / ) c o s a ( x —.Q |3 £  1/(01*

Следовательно (более подробное рассуждение сильно напо­
минало бы доказательство признака равномерной сходи­
мости Вейерштрасса из § 7 главы 5), при любых х и a  
абсолютно сходится интеграл

J /  (/) cos a(x  — t) dt

и сходимость эта равномерна в любом конечном интервале 
изменения а. Значит (см. теорему § 5 главы 5 о переходе 
к пределу под знаком интеграла), мы можем интегриро­
вать этот интеграл по параметру в любых конечных пре­
делах:

/  (<) cos a  (х — t) d /j da =  $ /  (/) cos a(x  — t) daj dt.

Внутренний интеграл справа вычисляется непосредственно. 
Вместе с (16.27) это дает нам

f нп
Разобьем теперь промежуток интегрирования на две части: 
от -  со до 0 и от 0 до оо. Получим

*>" i  |  / (0 * ж_Г° dt+ ip (t) —xlr° dL
Введем подстановку x — t=*y в первом интеграле и х  — 
— < =  — у — во втором. Мы получим

П К  | “I/+ j  | /<*+») ± p -d y .
(16.28)
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I  -Если бы верхние пределы в этих интегралах были 
f конечными, то предельное поведение интегралов при А.-*- оо 

[влилось бы в соответствии с теоремой § 3: пер- 
13 интегралов в пределе был бы равен / ( х - 0 ) ,  а вто- 
(х +  0). Покажем, что наличие бесконечных пределов 
<артины не изменяет. Для определенности мы займемся 
ш из интегралов в (16.28). Рассмотрение другого 
рала можно произвести совершенно так же. 
з абсолютной интегрируемости функции /  следует 
мость интеграла

которая притом равномерна по А.. Эго значит, что по 
любому е > 0  можно найти такое А, что при всех А,

и, так как при любых А. и у >  1

< 1,

также сходимость интеграла

СО
(16.29)

Далее, согласно сказанному в § 3, полагая

Хя(0 =
sin nt 

t

при достаточно больших значениях А мы имеем

(16.30)
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Комбинирование (16.29) и (16.30) дает нам, что

sin ку

- т / ( * - 0 )

i r  { / ( * - » ) d t j -

+

U - J  f ( * - y ) ^ d y - ± H x - 0 ) < - +  -

а это означает, что

Hm ^ f ( x - y ) ^ y L dy = ^ f ( x - 0). 

Аналогично мы получаем, что

Hm ^  \ f(x +  y ) ^ ~ ^ -d y  = -^f(x +  0).
А,-.» ■ •(

Тем самым, учитывая (16.28), имеем

lim У (Я., х) =  у ( / ( * - 0 ) + / ( *  +  0)),
А-»оо

и теорема Фурье доказана.

е,

§ 6. Коэффициенты Фурье разрывных функций

Пусть определенная на [— л, л] функция f  разрывна, 
но вместе со своей производной f  удовлетворяет условиям 
Дирихле, и имеют место разложения в ряды Фурье:

оо

f  (*) “  Т  +  2  cos п х + ь» sin  "*).
п = 1

00
/' (х) =  у  +  ^  (°п cos пх +  Ьп sin пх).

П = 1
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Пусть далее дг1э хг- г — точки разрыва / ,  перечислен­
ных в порядке их возрастания (т. е. слева направо). Допол­
ним этот список «на всякий случай» точками х0= — л и 
хг —л (см. по этому поводу конец § 2 главы 9) и будем 
считать, что

/ ( - я  +  0 )  =  / ( я + 0 ) ,
/ ( -  Л — 0 ) = / ( л  — 0).

Положим, наконец,
f(x, + 0 ) - f , ( x l - 0 )  = 6l для i=>0, 1, . . . .  г. (16.31)

Тогда имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а .  Если функция f  и ее производная f  удов­

летворяют перечисленным euiue условиям, то их коэффи­
циенты Фурье связаны следующими соотношениями:

г ,
On -  — 2  б<sin (16-32)

i= l

2 6' cos,tr ' + - r - -  <16-33)

Д о к а з а т е л ь с т в о  напоминает доказательство тео­
ремы 1 § 14 главы 9. Мы имеем

Л

а„ —  ̂ f (х) cos пх dx. (16.34)
— Л

Разобьем интервал (— л, л) на интервалы непрерывности 
функции /, которых конечное число. Применение к каж­
дому из них интегрирования по частям

^ /  (х) cos пх dx =  ПЕЛЕ f  (х) — J f  (х) sin пх dx

дает нам
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В силу непрерывности синуса первое слагаемое справа 

переписывается как f (х<. — 0) — ип f{xl- 1 +  0).

Суммирование этой разности по i от 1 до г с учетом
(16.31) и (16.32), а также с заменой хо +  0 на хг +  0 дает 
нам Г

sin nxdx

или, замечая, что последнее слагаемое есть b’Jn, мы полу­
чаем (16.32).

Соотношение (16.33) устанавливается аналогично.

§ 7. Скорость сходимости рядов Фурье

Рассуждения теоремы предыдущего параграфа можно 
повторять, применяя их к первой и второй, второй и 
третьей и т. д. производным функции /  предполагая, 
однако, что как сама функция, так и все ее участвующие 
в рассуждениях производные удовлетворяют условиям 
Дирихле.

Итак, пусть
хо) = — л, х \1)..........х<'>_,, х<» =  л, / =  0, 1............к,

— точки разрыва /*й производной функции /  (считая саму 
функцию за ее нулевую производную), плюс, если нужно, 
точки ± л ,  соответственно со скачками 6}/),...,б<^_1,в<г,>,
и

а«)
/ (,) (х) =  — b У  (аЦ1 cos п х  +  ЬЦ] sin лх).

П — 1
На основании только что доказанной теоремы мы имеем 

по аналогии с (16.32) и (16.33)
ri-i

— ж  1  <16-35>

Г1-1 (/) 

я ЛЛ L i  1 i  1 П ’
• = l

(16.36)
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или, полагая

i -  У  б}'- 1 » = (16.37)

4- У 6(, — s i n — ВМЛ м  t i n (16.38)

и исключая из системы равенств вида (16.35) и (16.36) 
все аМ и ЬМ с промежуточными верхними индексами, мы 
получаем

где буквы AM и ВМ, а также знаки при них чередуются 
в (16.39) как при последовательном дифференцировании 
«минус-синуса», а в (16.40) —как при последовательном 
дифференцировании косинуса.

Равным образом принимают свои значения и знаки 
— как к-я производная косинуса, начиная с а<п°\ a d<*> — 

как к-я производная синуса, начиная с Ь
Из формул (16.39) и (16.40) видно, что наибольшее 

влияние на приближение к нулю коэффициентов Фурье 
имеют разрывы самой разлагаемой функции, а затем — 
последовательно — разрывы ее производных.

Говоря более точно, имеет место следующая теорема: 
Т е о р е м а .  Если функция f является 2я-периодической 

(в смысле f  (— л) =  f  (л)) и имеет непрерывные и удовлет­
воряющие условиям Дирихле производные до (к — 1)-й вклю­
чительно, а k-я ее производная удовлетворяет условиям 
Дирихле, то для ее коэффициентов Фурье ап и Ь„ спра­
ведливы неравенства

(16.39)

(16.40)

еде М — положительная константа.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу непрерывности функции 
f  и ее первых k — 1 производных должно быть

А0 = В0 — Ai = В^ = .. . = Ah~i = В i,-i =  0.
(16.39) и (16.40) суть 

взятые с надлежа-

/ *0 — о » *
Вместе с тем числа с<„*> и d<*> изВместе с тем чш-ла сп ». ~п х —
коэффициенты Фурье производной / (*>, ____
щими знаками. Так как эта производная удовлетворяет 

*,L' ия основании теоремы 2 § 1 имеемщ п  14 II — 
условиям Дирихле, мы на

Подстановка этого в (16.39) и (16.40) дает нам требуемое.
------ положить k = \ ,  т. е. принять, чтоВ частности, если положить к =  1, т. е. п р и н тD, -,.и 

функция f  непрерывна, а ее производная удовлетворяет 
условиям Дирихле, то сходимость ряда Фурье к f  является 
равномерно непрерывной и абсолютной.

Действительно, в сформулированных условиях 
коэффициентов разложения функции f  в ряд Фурье

для
имеет

место
_  м

On  I =  „аI»- >•

так что требуемое выводится непосредственно из цепочки
u o n o n ^ U P T R *неравенств:
| а„ cos пх+ ЬЯ sin пх | I ап | | cos пх | +  | Ья 11 sin пх | ^

и нам остается сослаться на признак равномерной сходи­
мости Вейерштрасса (§ 7 главы 5).

§ 8. Улучшение сходимости рядов Фурье 
методу выделения особенностейпо

Из сказанного выше видно, что скорость сходимости 
рядов Фурье к соответствующим функциям существенно 
зависит от степени гладкости этих функций, т. е. от суще­
ствования во всем интервале разложения производных 
вплоть до достаточно высоких порядков. Если же функция 

пачпыпы то сходимость к ней ее ряда Фурьеимеет разрывы, то сходимость к ней ее v ; r _
(нмеющая место, если функция удовлетворяет условия^
Т1 \  Г  О  Р  •  С  ( Т О  1 1 Г Ч М / О Т  ^ U I T U  П Я Ш Р  U t l t >
(ИМ ЧУЩ ЫЛ m v v iw , —------- Т J

Дирихле) в силу § 8 главы

I
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номерной, и вопрос о скорости сходимости вообще стано­
вится несколько беспредметным.

Тем не менее и в теории и на практике приходится 
заменять недостаточно гладкие функции и, что еще хуж е,— 
их производные, частичными суммами их рядов Фурье, 
причем желательно, чтобы погрешность от такой замены 
была незначительной, даже при удержании в сумме малого 
числа членов. Это может быть достигнуто в результате 
улучшения сходимости рядов Фурье, которое принадле­
жит А. Н. Крылову и несколько напоминает преобразова­
ние числовых рядов по Куммеру (см. § 6 главы 14). Пред­
ложенное Крыловым улучшение сходимости рядов Фурье 

.состоит в: 1) в выделении из функции некоторой части, 
которая в силу своей негладкости плохо влияет на сходи­
мость ряда Фурье, но зато удобно представляется в неко­
тором замкнутом виде и 2) в суммировании оставшейся, 
хорошо сходящейся части.

Формально эта задача ставится следующим образом: 
требуется представ1 ть функцию \  в виде суммы <р -+- ф, 
где функция ф имеет замкнутый аналитический вид, а ф 
является достаточно гладкой и потому разлагается в быстро 
сходящийся ряд Фурье. Ясно, что при этом функции f  и 
Ф имеют одни и те же нарушения гладкости, которой 
обладает функция ф. Иногда точки нарушения гладкости 
функции называются ее особенностями, а весь описывае­
мый здесь метод — методом выделения особенностей.

Проиллюстрируем сказанное на следующем примере.
П р и м е р . Возьмем полученное нами в § 13 главы 9 разложение 

в ряд Фурье функции f (х) = еах:

Их). sh ал  , 2  sh ал
* “Т-----------ал

V  (—l y « (_ l)m___“ гпч „„ I 1— ‘Г *
aJ-fn2 а*+л* ■ sin пх

Функция /, рассматриваемая, как 2л-периодическая, является 
разрывной: в точке л она имеет скачок, величина которого равна 
еал — « ал =  2 sh ал . Скачок величины а* (е°я — е~оя) =  2a* sh ал  имеет 
в этой же точке и- каждая ее k-я производная.

Подставим задачу улучшить сходимость ряда Фурье этой функ 
иин настолько, чтобы фактически пришлось суммировать лишь ряд 
члены которого убывают как обратные кубы. 6  соответствии со ска­
занным выше для этого следует найти такую функцию <р, что раз­
ность /  —(р вместе со своей производной были бы непрерывны. Ясно, 
что в качестве функции ф можно взять квадратичный трехчлен



334 СХОДИМОСТЬ РЯДОВ ФУРЬЕ [ГЛ. 16

от которого потребуем, во-первых, больше для удобства 
ф(— л) =  ал2— &л +  с = 0 .

а затем
ф (л) — ф (— л) =  26л= /  (я) — /  (— я) =  2  sh ал . 

ф' (л) — ф' (— л) =  4ал =  / '  (л)—/ ' (— л) =  2а sh ал.

Отсюда непосредственно следует, что

а  . . 1 ,а = ^  sh ал , о =  — впал, с-- 
2л л = ( , - < 2' )sh “Л‘

Согласно формулам (9.15) и (9.21) разложением функции в ряд 
Фурье будет

ф (х )=  ( • —y ) sh an  +

+  2 ^ ал  V  ^ ( _  1)<« 3  cosпх+(— 1)"+» sin л х ),
П =* I

так что

/ (*) -  ф W =  Ц ,  - 1  +'y ) sh ал +
оо

, 2  sh а л  V  (, ( а  а  \ ,
+ - Н -  2 Д (“  1)“ \г ? + 7 ? - п > )со ,,и +

+  (-  т ) Й1ШС) >

п = 1

или, окончательно

ж / v / a  . . 1 \ sh ал
/ ( * ) - ( я * + * + ¥ ) —

2  sh а л  VI /(— 1)"+*а*sh а л  у  / ( -  
л \л*

п= 1

(— 1)* а* .
■ 7-5-;---- т- cos лх-f- V ~ sin пх
(п* +  а 2) п (л2 +  а г)

Несколько особый вид приобретает решаемая нами 
задача, если в качестве исходного материала задана не 
сама функция f, а ее разложение в ряд Фурье, причем 
каждый коэффициент разложения представлен в виде 
функции от своего номера п. В этом случае следует пред­
ставить коэффициенты ряда в виде (16.39), (16.40), а затем 
объединять слагаемые с малыми степенями п в знамена­
теле в самостоятельные ряды и пытаться находить в явном 
аналитическом виде их суммы.
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П р и м е р .  Рассмотрим ряд Фурье
СО

,  /(*)=» У  Sin пх (0 <  х <  я)
я = 2

и поставим задачу свести его суммирование к вычислению некоторых 
простых функций и суммирования ряда Фурье, коэффициенты кото­
рого убывают как обратные пятые степени номера п- 

Для представления коэффициента ’

в виде (16.40) разложим дробь по обратным степеням п (подобные 
разложения уже встречались нам в §§ 2 и 3 главы 12), и требуемое 
представление приобретает вид

Ь 1 | 1 I 1
л =  п f  п* ^  л»(п* — 1) *

Таким образом.
00 оо со

. . .  V  I _  . V  slnnx . V  sin пх
/ ( х ) = >  - * , « +  2 ^ 3 - +  l ^ r r r y  <164l)

^ V >1 = 2  я = 2  я =  2

Как было обнаружено в примере из § 6  главы 9, для 0 <  х <  п

л —2 У ■■х.
п  —  I

так что суммой первого из рядов в (16.41) является л  ̂ * — sin х.
Вычисление суммы второго ряда также несложно и может быть 

выполнено различными способами. Например, запишем формулу (9.21) 
в виде

(X* — -J  J ~А =  — cos х +  i  cos 2х—^  cos Зх+ . . . ,

а формулу (9.23)—в виде

( y ~ x) ==C0SJC+31 с* 3* + —

И. умножив второе из равенств на 2, прибавим к первому. Мы подучим

х1 лх я*
т — т + т I

л = 1

I
пг cos пх.

Стоящий справа ряд по признаку Вейерштрасса сходится равномерно. 
Поэтому его можно почленно интегрировать, и это интегрирование
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дает
х3 лх* л*х
12 4 ‘ 3 +С

ОО

V  17 - т  sm пх.шт П3П = 1
Постоянная С может быть здесь определена из того условия, что при 
х =  0 сумма ряда обращается в нуль. Следовательно, и С =  0.

В результате мы окончательно имеем

/(*)
ях*
т

л*х
3 2  sin х + V  s'n пх 

Zi п3 (п*— 1)*
л =  2

§ 9. О равномерной сходимости рядов Фурье

Примененным в предыдущем параграфе для вычисли­
тельных целей методом выделения особенностей функций 
можно воспользоваться и для доказательств теоретических 
утверждений. В качестве первого примера приведем рас­
пространение теоремы 1 § 14 главы 9 о равномерной
сходимости сумм Фурье к соответствующей функции, если 
последняя имеет изломы (разрывы первой производной).

Т е о р е м а .  Пусть заданная на сегменте [— я, л] не­
прерывная функция f разлагается в ряд Фурье и имеет 
кусочно непрерывную первую производную (т. е. конечное 
число точек излома) и абсолютно интегрируемую вторую 
производную.

Тогда суммы Фурье функции f сходятся на всем сегмен­
те [— я, л] к f равномерно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть хи . . . ,  х, — все точки из­
лома f, т. е. все те точки, в которых

П * - 0 ) # П * + 0 )
(в том числе, возможно, и точки — я или л, если 
/ ( —л)=^/(я) ) .

Возьмем заданную на сегменте [— л, я] и распростра­
ненную вне этого сегмента по 2л-периодичности функцию 
h(x) = x2, разложение которой в ряд Фурье на [— л, л] 
было нами получено в § 9 главы 9 (см. формулу (9.21)). 
Сдвинем, согласно § 6 главы 9, сегмент разложения этой 
функции вправо на xz- f  я и умножим полученную функ­
цию на

й < П * < + 0 ) - / ' ( * 1 - 0 ) )
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(4я есть величина в точке —л скачка производной про­
долженной с сегмента [— л, л] по 2л-периодичности функ­
ции Л).

Легко видеть, что получаемая функция «р, имеет излом 
в точке Х[ с тем же углом излома, что и функция f  в этой 
точке. Поэтому непрерывная функция

f — 2  Ф<
/ - 1

не имеет изломов вовсе. Она, очевидно, разлагается в ряд 
Фурье, и ее вторая производная на [— л, л] абсолютно 
интегрируема. Следовательно, по теореме 1 § 14 главы 9 
суммы Фурье этой функции сходятся к ней равномерно. 
Кроме того, как было замечено в конце § 11 главы 9, 
суммы Фурье каждой из функций cpf сходятся к своим 
функциям также равномерно. Поэтому в силу теоремы 
из § 3 главы 5 равномерно должны сходиться и суммы 
Фурье суммы функций

(/ — 2  ф^ и 2  ч»ь
\  <=I /  <=/

т. е. функции f.

§ 10. Неравномерная сходимость последовательностей 
непрерывных функций

Частичные суммы рядов Фурье являются непрерыв­
ными функциями. Поэтому, согласно § 4 главы 5, сходи­
мость ряда Фурье какой-либо функции в точке ее раз­
рыва не может быть равномерной. Для выяснения пове­
дения рядов Фурье в точках разрыва соответствующих 
функций рассмотрим некоторые общие черты неравномер­
ной сходимости непрерывных функций.

В примере из § 4 главы 5 в условиях неравномерной 
сходимости последовательности функций s„ были указаны 
различные значения двойного предела

lim s„(*n)
п —оо (16.42)
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в зависимости от выбираемой последовательности значе­
ний аргумента хя.

Множество всех значений двойного предела (16.42), 
которые могут быть получены при различных сходящихся 
к дг0 последовательностях аргумента, имеет вполне опре­
деленное строение, которое мы сейчас опишем. Точнее 
говоря, мы будем рассматривать следующую, несколько 
более широкую задачу. Пусть последовательность функций

Sj, s„, . . .  сходится к предель­
ной функции s, причем:

1) в любой окрестности неко­
торой точки х — х0 эта сходимость 
не я в л я е т с я  р а в н о м е р н о й ;

2) точка .v0, для которой нару­
шается равномерная сходимость в 
смысле условия 1), является и з о ­
л и р о в а н н о й ,  т. е. существует 
такая окрестность со точки дг0, что 
для любой точки х из to найдется 
содержащая ее окрестность, в ко­
торой последовательность функций 
S|, Sj, ..." сходится равномерно.

Пусть, далее, на плоскости изображены графики всех 
функций slt st , . . .  Пределом графиков s„ назовем такое 
множество S a точек на плоскости, что, какова бы ни была 
точка г этого множества, ее абсцисса принадлежит со и 
для любой ее окрестности К (например, для круга малого 
радиуса с центром в г) графики всех функций s„ с доста­
точно большими номерами проходят через К.

Опишем вид множества Sa.
Т е о р е м а  1. состоит из проходящего через со уча­

стка графика функции s и некоторого вертикального от­
резка, проходящего через точки (х0, s (лг0 — 0)) и (дг„, 
s(*o +  0)) и содержащего отрезок, соединяющий эти точки 
(рис. 22).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим прежде всего, что если 
точка х' из со отлична от дс0, то в имеется единствен­
ная точка с абсциссой х'\ точка (дс', s(x')). Действительно, 
пусть (дс', у) — другая такая точка. В некоторой ее окре­
стности последовательность s„ сходится к s равномерно, 
и потому, согласно теореме 1 § 4 главы 5, функция s 
в точке дс' непрерывна. Следовательно, во-первых, найдет­
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ся такая окрестность о>' точки х', что для всякой точки 
х  из « ' будет

|5(ДС)-5(ДС')|< {  | * / - S ( * ' ) | ,

а во-вторых, найдется такая окрестность ш” точки х ' , что 
для всех х из ш", начиная с некоторого номера л, будет

| s„ ( * ) - s (*) I <  у  |j/

Значит, для всех х принадлежащих одновременно ш, (о* 
и ш", будет

| « „ ( * ) - $ ( * ' ) ! <  у
и потому

| t f - s « ( x ) | ^ ! i ] - s ( x ' ) | - | s ( x ' ) - s „ ( x ) | > y  \ y - s (x )} .

Таким образом, точки графиков s„, начиная с некоторого 
га, не могут проходить достаточно близко к точке (х \  у), 
которая тем самым не принад­
лежит S u.

Обратимся к рассмотрению 
множества S 0 точек из Sa, имею­
щих вид (дг0, у). Покажем, что 
это множество составляет про­
межуток: если (х0, у') и (х0, у") 
с у' <  у" принадлежат S„ и 
у ' < у < у \  то (х0, у) также 
принадлежит S u. В самом деле, 
возьмем попарно непересекаю- 
/циеся круги К’, К и К" с 
произвольным достаточно малым 
радиусом е > 0  и соответственно 
Центрами в точках (хи, у'), (х0, у) 
и (дг0, у") (рис. 23). По условию, 
начиная с некоторого га', все 
графики s„ проходят через К', а, 
начиная с некоторого п — через К". Пусть я — большее из 
чисел л' и п". Тогда при га ^  я график функции s„ дол­
жен содержать некоторую точку (х'п, у'„) из круга К' и 
некоторую точку (х\ , у'п) из круга К" (пусть для опре­
деленности х'п <  х'п). Здесь мы имеем: s„(x'n) = y'n и s„(x’„)= 
=  у 'п . Ввиду непрерывности функции s„ она на сегменте
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[х'„, х'п] должна принимать любое промежуточное значение 
между у’п н у ' п и ъ  том числе — значение у. Пусть s„(x) =  
=  у, где х'„ < х< х'п. Во всяком случае, точка (х„, у) 
должна находиться на горизонтальном диаметре круга К. 
Таким образом, через круг К проходят все графики функ­
ций, начиная с п. Значит, точка (х„, у) принадлежит 5 И, 
т. е. S 0.

Возьмем теперь произвольно х ' ^ х 0 и х 'з > х 0 из о  и 
обозначим через S* множество тех точек из So,, абсциссы 
которых лежат в сегменте [х', х"]. Покажем, что множе­
ство S* замкнутое, т. е. если имеется сходящаяся к пре­
делу (х*. у*) последовательность точек (х„, у„), принад­
лежащих S*, то (х*, у*) также принадлежит S*. Это до­
казывается весьма стандартным образом.

Возьмем точку (х*, у*) и опишем вокруг нее произ­
вольный малый круг К*. Он содержит точки вида (х„, уп) 
при достаточно большом п. Возьмем одну такую точку 
(х„, уп) и опишем около нее произвольный малый круг 
Кп, содержащийся в круге К*- Поскольку по условию 
точка (х„, уп) принадлежит S*, через круг К„ и тем са­
мым— через круг К* проходят все графики функций s„ 
с достаточно большими номерами. Следовательно, точка 
(х*, у*) принадлежит S*.

Отсюда, во-первых, следует, что промежуток S Xt =  S0 
должен содержать свои концы, т. е. являться сегментом, 
а во-вторых, что он содержит точки

lim (х, s(x)) =  (x0, s (х0 — 0))
х  —*х $ ттт 0 

И
lim (х, s(x)) =  (x0, s(xo+ 0 ) ) ,

x — x ,  +  0

а следовательно, по доказанному выше — и соединяющий 
их отрезок.

Теорема доказана.
Обозначим через S0 = SX, максимальное значение орди­

наты для точек из S 0 =  S X„ а через S 0 =  Sx, — минималь­
ное значение. Эти числа можно находить, пользуясь сле­
дующей теоремой.

Т е о р е м а  2. Пусть со — некоторая окрестность точ­
ки х0, функция s„ достигает на со своего наибольшего



значения в точке Хя, и lim Хя=х0. Тогда
п —♦ СО

Sx,=  lim s,(X„). (16.43)
а - *  со

Аналогично, если s„ достигает на ш своего наименьшего 
значения в точке х„ и lim хп =  дг0, то

П —+СО

S , , =  lim sn(x„y (16.44)
И —*00

Разумеется, каждая из формул (16.43) и (16.44) имеет 
место, если существуют стоящие в них справа пределы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Точки (jt„, S x.) и (х0, 5*,), будучи 
пределами соответственно для последовательностей точек 
вида (Хп, s„ (.«„)) и (д:я, s„ (хя)), очевидно, принадлежат Sx,.

Всякая же вообще точка (х0, у) из Sa имеет вид пре­
дела некоторой последовательности точек (хя, sa (хя)). Но 
в наших обозначениях для хя из ш

s . ( x B) ^ s „ ( x « ) ^ s „  (Хя), 
или, переходя к пределу,

s(x0) = l i m  s „ ( x „ ) ^  lim sH (хя) =  lim s„ (X„) = 5(x0),
П - *00 П -+ С О  n  -»CD

т. e. у принадлежит сегменту [s(jc0), $(дг0)].
П р и м е р ы .
1. Для последовательности

*n(*»i)=, 1+nlxt, л = 1 , 2 .......

которая вблизи точки Хо =  0 сходится неравномерно (см. § 4 главы 5), 
в качестве окрестности о> можно взять всю вещественную прямую. 
Мы имеем

_п(1+п*зР)—2л*х?п(1 — л»х*) Л 
п(> I +  л»х» 1 +я*х« _ 0

при х = ±  -jj-, причем s„ (±  =  + -i . Так как s„(0) =  0 и при
больших по модулю значениях х значения функции sn (х) также 
близки к нулю, точка хя =  — действительно оказывается макси­

мумом, а точка хя =  — ^-—минимумом функции sn.
Таким образом, ясно, что •

s(x)0 = » — s(x„) — у .

4 101 НЕРАВНОМЕРНАЯ СХОДИМОСТЬ 341
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Графики функций *4 (х) и *40 (*). а также множество Su для этого слу­
чая изображены на рис. 24.

2. Для последовательности - 4 ~.s„ (х) =  пхе ‘ ,
которая также сходится неравномерно лишь вблизи хв =  0 , можно 
считать, что со есть вещественная прямая. Здесь

t'n(x)=ne~ 2 "Х -п^хГ-сГ 2 =  л<Г 2 (I -пх») = 0

при х =  ±  — • Поскольку *„ (0)=»0 и *„ (±  оо)=0, точка х — ~  
V п I n

является максимумом функции *я, а точка х = ---- v - —ее минимумом.
у  п

Мы имеем s„ (±  1/|^л) =  ±  у  — Таким образом, последова­

тельность *„ ( 1/Уп) неограниченно возрасгает, а последовательность 
*„(— п) неограниченно убывает. S0 в этом случае есть вся ось 
ординат.

§ II. Поведение рядов Фурье функций 
в точках их разрыва. Явление Гиббса

Обратимся к рассмотрению сходимости рядов Фурье 
к своим функциям в точках их разрыва. Замечательным 
здесь является то, что (в обозначениях предыдущего параг­
рафа), какова бы ни была функция f  н ее изолирован­
ная точка разрыва дг0, множество предельных точек F,, 
перекрывает сегмент между f(x0 — 0) и /(*„ +  0) симметрич­
ным образом и превосходит его по длине в каждую сто­
рону на долю

**0,090,
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где si есть уже встречавшаяся нам (см. пример 1 из § 12 
главы 7) функция интегрального синуса. Этот факт был 
замечен Гиббсом на примере разложения в ряд Фурье 
функции

<F°(.v) =
°° , /Л — X
У  sin пх _  | —2 ~

"  " |  О

для 0 ^ д с < 2 л ,

О для х  =  2л,
(16.45)

(см. § 6 главы 9) и получил название явления Гиббса.
Чтобы воспроизвести результат Гиббса, рассмотрим 

поведение сумм Фурье функции ср°. Мы имеем

или

Но при / > 0

к— I

si (*) =  jj ( V] cos М \ dt.
О \* = 1

cos Art =  —1—г  У  cos Art sin у
sin у  * = ,

1 Y  /  . 2 * - 1 . . , 2* +  1 Л_ _  >  - s m - y - A  +  s i n - f - /
i n  __  . . '

. 2я+1
2 sin i

I /  . 2/1+1 . . t \
= ------ J  Sin— A-sin-s-  =

2  sin i - '  '

ЯП ■

2  sin у

(16.46)

и «I* 2

2 * I——  dt — у  x.

Продолжая это равенство по непрерывности и на / =  0,JMbi получаем1 (16.47)



344 СХОДИМОСТЬ РЯДОВ ФУРЬЕ (ГЛ. 16

Будем исследовать превышения значений суммы Фурье 
sJ ( at) над соответствующими значениями функции ф° =  л 'Z* :

sH*)

2 n + l ,
2 ' (16.48)

Отметим прежде всего, что стоящий справа интеграл, 
согласно сказанному в конце § 2, сходится с ростом п равно­
мерно по х из любого сегмента вида [а , л — а] при 0 <  
< а < л .  Следовательно, равномерно в любом таком сег­
менте сходятся к своей предельной функции и суммы 
Фурье 5п(х).

Локальные максимумы правой части (16.48) достигаются 
в точках, для которых >

а (  й М - ^ ) - о ,

£ ( й М - г = ^ ) < 0 .  ,16.49)

Но из (16.45) видно, что
. 2л+1 sin —*— х

sin

В нуль эта дробь при 0 < х < л  обращается в точках 

*'-,"==2^ТТл ПРИ г==1..........Л - 1 .

Далее мы имеем
2л +  1 2л + 1  2г

1 2  C0S 2  2л + 1  Л

stn
2л +  1 л

I , 2л-)-1 2; г
1 Т  Sin ~2~~ 2п+1 Л C0S 2я+ I я  2/1 +  1 ( - 1 К
2  . , г 4 . г

sm “  Л ИП2МЛ2л+1

Знаменатель последней дроби, очевидно, положителен. 
Значит, при г нечетном, т. е. вида 2Ar-f-l, имеет место 
(16.49), и такие точки хг,п являются локальными макси-
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мумами функции si (х) - (при четных значениях г
соответствующие точки хг я оказываются локальными мини­
мумами). Значение этой функции в точке хг п, согласно 
(16.48), может быть записано как

х 2 л  - f  1 < * хГ- Л ап — 1 r - i  */+,

0 Sin у  / =  0 X/

1
sin ~

dt.

Перейдем от переменной / к переменной и, полагая в 1-м 
интеграле

» +  —■*''") Л = 2/Г+Т Л 2/Г+Т U '

Мы получаем 

Sn (%г, п)
Я — Хг

Г— 1 Я
я . 1 v  Г sin О71+ и)
Т +  5л + 1 Zi J / I , 1 \

' “ О 0 sin' .2/ i+ln + 2 / i + l U)
du ■-

1 = 0  l  sin X— r2/»+l
я/ +uВвиду ТОГО, ЧТО / ̂  Г ̂  n — 1, ДОЛЖНО быть 2^p-[ <  Y  •

Поэтому с ростом l при любом и возрастает,
так что последний интеграл с ростом / убывает. Отсю­
да следует, что локальные максимумы превышения убы­
вают слева направо, и первый из них, достигаемый при
х\,л =  0„ +  1я , будет наибольшим. В этой точке мы имеем

* (х \ » - * « • " --------2 2 л" 2 п + 1 J . du.
Ь sin 2 n + 1

а, переходя к пределу при возрастании я ,— 

lim s°n (Xi,„) — y  +  т  lim х1.я =
П -*  ОО п  —  с о

I  -  -  т + i™ STT f  -  tie.SO)
о sin 2n +1

12 H.  H.  Воробьев
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Но для последнего предела имеет место
я  я

,, I 1* sin и . 1

® Ш 2 л + 1  и 2л + 1
л и * И

л
(* sin и и
J и и
о

du ■■

-  e * £ l i m ^ ± i - d «  =  ^ d «  =  s in,  
J “ П — СО sjn    J

2л  +  1

где s i —функция интегрального синуса, о которой упоми­
налось в примере 1 § 12 главы 7.

Таким образом, (16.50) переписывается как
lim sS(x1>B) =  si лп — со

и потому в обозначениях предыдущего параграфа

Ф ° > ы л .  (16.51)

С другой стороны, возьмем произвольную сходящуюся 
справа к нулю последовательность . . . ,  хп, . . .Сравни­
вая достижимые на этой последовательности превышения 
с наибольшими, мы имеем

С*1.я) Л — *1.я
2 ^ S n  (*„)

или, переходя к пределу по п,

т. е.

si л - l i m s„(хя) - ,
L П — CQ L

si л >  lim s„ (xn).
n —  00

Но так как это неравенство справедливо для л ю б о й  
последовательности х„, число si л должно быть не мень­
ше, чем н а и б о л ь ш е е  из них по всем последователь­
ностям, т. е.

si л >  Ф°,
что вместе с (16.51) дает

si л =  Ф°.

Нам остается перейти от абсолютных величин превыше­
ний к относительным. Доля гнббсова превышения от скачка
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функции ф° будет составлять
si л — (д/2 ) _  sb i _  I 

л — л ~2 « 0 ,0 9 0 ,

а это и требовалось. Графики функций s# (*) и (jc) 
справа от нуля, а также верхняя половина гиббсова от­
резка изображены на рис. 25.

Переход к рассмотрению явления Гиббса для довольно 
широкого класса функций теперь уже не составляет труда 
и может быть проведен при помощи метода выделения 
особенностей.

Т е о р е м а .  Пусть /  — заданная на сегменте [— л, л] 
ограниченная, кусочно непрерывная и кусочно дифференци­
руемая функция с абсолютно интегрируемой второй про­
изводной.

Тогда в любой точке разрыва х* функции f имеет место 
явление Гиббса:
Fx, — шах { /(х * + 0 ), / (х * —0 )} si я

I / (х* + 0 ) —/ (х* —0 ) | я  2
min {/ (x*-f-0 ), / (х* — 0 )}

I f (х* + 0 ) —f (х* —0 ) I (16.52)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х*, 
разрыва функции f. Для каждого 
/ =  1, . . . ,  г сдвинем в соответ­
ствии со сказанным в § 6 главы 
9 сегмент разложения функции ф° 
из (16.45) на х* вправо и умножим 
сдвинутую функцию на

--(f(xt +  0 ) - f ( x 1 -0 ) ) .

jt* —все точки

Полученную функцию мы обозна­
чим через ср/. Очевидно, она задана 
на сегменте [— л, л], имеет единст­
венную точку разрыва х* с той же 
величиной скачка, что и функция f 
в точке xf, и дифференцируема во 
всех точках, отличных от х*. Сог­
ласно сделанному выше замечанию
суммы Фурье s„'i функции ф; сходятся к ней равномерно 
вне любой окрестности точки разрыва xj.

12»
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Значит, сумма У] ф/ является функцией с теми же

точками разрыва и скачками в них, что и функция /, а ее 
суммы Фурье, являющиеся суммами соответствующих

Т
сумм Фурье функций ф/, т. е. £  s„ti, сходятся к ней

равномерно (см. теорему из § 3 главы 5), за исключением 
любых наперед заданных окрестностей точек разрыва. 

Обозначим через sn сумму Фурье функции /. Функция

является непрерывной кусочно дифференцируемой функ­
цией с абсолютно интегрируемой второй производной. 
Согласно теореме § 9 ее суммы Фурье, каковыми будут

сходятся к ней равномерно.
Возьмем теперь произвольную точку разрыва х * —х*, 

функции f. Пусть для определенности функция /  в этой 
точке возрастает, т. е. f (х* — 0 ) < f (х* +  0). Пусть * , , . . .  
. . . ,  хп, . . .  — произвольная последовательность точек не­
прерывности /, сходящаяся к х* справа. Мы имеем

или, обращаясь к суммам Фурье этих функций,

Переход к значениям этих сумм Фурье в точках хп дает 
нам

( - 1

Г

Ф =  / — 2  Ф'

Г
S, — S/i, It 

i - i

/-»i / * = 1
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а переход по л к пределу —

+  И т 2  **./(*«) +  lim s„.,,(x„).
П  —  CQ l  _  j n  —  CO

1*1.

В силу равномерной сходимости к функции ф ее сумм 
Фурье, первый предел справа равен значению функции 
ф(х*).  По тем же причинам значению функции в точке х* 
равен второй предел. В результате, переходя к пределам 
и заменяя под знаками непрерывных функций дс*+0 на 
х*, мы можем написать

'  г
lim sn (*„) =  f  (** +  0) -  2 ]  Ф* (**) -  <Г/. (х* +  0) +

Я - 0 0  / = ,

1* 1.
г

+  ' 2  ф / ( * * ) +  lim s„'t, (хч). (16.53)
1— 1 п — ао

1* 1.
Подберем последовательность хи хг, .. .  так, чтобы 

оставшийся справа предел в (16.53) был максимальным. 
По разобранному в начале параграфа явлению Гиббса 
для функции ср,„ он будет равен

± ( / ( * * + 0 ) —/ ( j c * - 0 ) ) s i  я. (16.54)

Кроме того, по определению функции должно быть

ф |.(х* +  0) =  J  ( / (X* +  0 ) - / ( * * - 0 ) ) | . (16.55)

Предел в (16.53) слева тогда тоже принимает свое макси­
мальное значение; согласно принятым обозначениям это 
будет / \ . .  Тогда подстановка (16.54) и (16.55) в (16.53) 
дает нам непосредственно
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В случае убывания функции f  в ее точке разрыва х* 
мы сходным образом получаем

Fx. —f(x*— 0 ) si я  1
/ (х* —0 ) — / (х* +  0 ) л  У '

Вместе с (16.56) это дает нам левое равенство в (16.52).
Правое равенство в (16.52) получается аналогично.
Явление Гиббса может наблюдаться, как реальный 

факт. Предположим, что некоторое периодическое коле­
бание с разрывами подвергается преобразованию, полно­
стью гасящему все гармоники с достаточно высокими ча­
стотами (такие преобразования, равно, как и осуществ­
ляющие их устройства, принято называть фильтрами). 
Тогда, измеряя величину отклонения вблизи точки раз­
рыва, мы можем наблюдать не просто различные значения 
между верхним и нижним пределами в этой точке, но и 
значения, выходящие за пределы этого интервала.

§ 12. Экстремальное свойство сумм Фурье

Если функция удовлетворяет надлежащим условиям, 
то ее суммы Фурье не только неограниченно прибли­
жаются к ней в пределе, но каждая из этих сумм в не­
котором, именно в квадратичном смысле (см. § 3 главы 3) 
описывает ее наилучшим образом. Точное содержание 
этого утверждения заключается в следующей теореме.

Т е о р е м а .  Если функция f интегрируема на сегменте 
[— я,  л] с квадратом, то из всех тригонометрических 
многочленов вида

• П
tn (*) =  У  +  2  (а* C0S kx +  bk sin kx)

k = 1
наиболее близким к f в квадратичном смысле на сегменте 
[— л, л] будет п-я сумма Фурье. Иными словами, интеграл

\ { f ( x ) - t n (x))'dx, (16.37)
—  Я

зависящий от многочлена tn достигает своего минимума 
при t„(x) — s„(x), т. е., когда коэффициенты tn суть ко­
эффициенты Фурье функции /.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем интеграл (16.57) в виде

Мы можем рассматривать его как функцию от коэффици­
ентов а0, аи Ьл, . . . ,  ап, Ьп.~Для достижения этим интег­
ралом минимума необходимо, чтобы его частные произ­
водные по этим коэффициентам были равны нулю. Напри­
мер, при т =  1, п

или

+  ^  (о* coskx + Ьь sinA:x)jj cos mx dx =  О,

я я

f  f  (х) cos m x d x ~ Y  \  cos mx dx ~
~ Л —Я

n Я n я
— V  a* J cos kx cos mx dx — ^  jj sinA:xcosmAfdjc =  0.

k =  l —я k =1 - я

Вычисляя имеющиеся здесь интегралы по формулам (8.28),
(8.29) и (8.30), мы получаем

Л
— $ /  (х) cos mx dx - f  лат =  0,

— Л

т. е. ат есть соответствующий коэффициент Фурье. Ана­
логично можно убедиться в том, что коэффициентами 
Фурье являются и все числа в Ьк и а0. Все вторые производ­
ные по ао, ак и Ьк здесь равны л, т. е. положительны, и 
мы действительно имеем дело с минимумом. («Расщеплен­
ность» переменных в исследуемом выражении избавляет 
нас от необходимости проводить более сложные рассмот­
рения.)

То обстоятельство, что суммы Фурье наилучшим обра­
зом описывают поведение функции /  в целом, еще не
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означает, что они хорошо описывают ее в отдельных точ­
ках, даже если те являются точками непрерывности f. 
Для этой цели более приспособленным оказывается сум­
мирование по Чезаро.

§ 13. Суммирование рядов Фурье по Чезаро.
Теорема Фейера

Возникает естественный вопрос об условиях, которым 
должна удовлетворять функция /, чтобы ее ряд Фурье 
воспроизводил ее значения. Достаточными являются усло­
вия Дирихле, но они иногда могут представляться слиш­
ком стеснительными. Вместе с тем и значения функции 
не обязательно должны получаться как обычная сумма 
ряда Фурье, а могут определяться и иным, более общим 
образом.

Ответ на один из вариантов поставленного вопроса 
связан с переходом от обычного суммирования ряда Фурье 
функции к его суммированию по Чезаро (см. § 7 главы 15).

Именно, имеет место следующее утверждение.
Т е о р е м а  Ф е й е р а .  Если функция f интегрируема 

на сегменте f— л, л] и периодична с периодом 2л, то 
для всякой точки х, для которой существует предел

Иш 4- ( f  ( * + f)+ /  (х - 1)) = /  (дг), (16.58)
<-*о 4

ряд Фурье f суммируем в этой точке по Чезаро и имеет 
в ней сумму f(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании (16.26) для п-й 
частичной суммы Фурье функции /  в точке х мы имеем

sin (2 л + 1) 1 - х

. t — xsm —2—
dt.

Приведем выражение в правой части к более удобному 
для нас виду интеграла Дирихле (см. начало § 3). Поль­
зуясь описанным в § 6 главы 9 сдвигом сегмента раз­
ложения, мы можем написать

«»(*)

Я

-AJ / ( * + 0
sin (2л + 1)

. t ип 2
dt.
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I
$ 13]

Разбивая этот интеграл на две части: от — л до 0 и от О 
до л , заменим в первом интеграле / на — / и  переменим 
местами пределы интегрирования; тогда интеграл приоб­
ретает вид

. р sin (2n-f I) —
s  /<*-<>•

ь sin у
dt.

Сдвигая сегмент разложения, во втором интеграле мы по­
лучаем

ЛI
Все вместе это дает

sin (2л +  1) у

j /
Ш  у

dt.

sn(x) " (х +  /) +  / ( , _ 0  «п (2л+ ! ) 4
2 ‘ . / 

о яп 2
или, производя подстановку 2/ вместо /,

dt.

Sn(x) =  — \  /<* +  2' ) + / ( * ~ 2' > s i n ( 2n+ l ) /  dt
sin /

Полагая последовательно /1 =  0, 1, . . .  и складывая п 
таких равенств, мы получаем
s0 (дО- K . .+ s , , -!(*) =

я р  '
f (х + 2 /)-(-/ (х—2f) sin / +  sin 3/ +  . ,,- f  sin (2n— I) / ^

Ц sin/

Но при / >  0 (переход к / =  0 можно осуществить по не­
прерывности)

П П
V  sin (2г — 1) / =  У  sin / sin (2r — 1) / =
r*=l г =  |

=  Ж  2  (cos (2r “  2)* ~ cos 2rt) =
i — cos 2л/ sins n t

r*l

2  sin / sin nt (16.59)
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Выражение

мы обозначим через а„ (х) и будем называть суммой Фей 
ера для функции /.

Учитывая (16.59), мы можем написать

Стоящий здесь интеграл обычно называют интегралом 
Фейера.

Заметим, что для функции / (х)  =  1 «нулевой» коэффи­
циент Фурье До равен 2, а все остальные коэффициенты 
Фурье суть нули. Поэтому все частичные суммы ряда 
Фурье для этой функции равны единице, суммы Фейера 
от нее также равны единице^ так что и интеграл Фейера 
от нее должен быть равен единице:

[О, я/2] функция, для которой lim q> (/) =  0. Покажем, что

Возьмем с этой целью произвольное е >  О и найдем 
в соответствии с предельным условием на <р такое 6 < л / 2 ,  
что из 0 следует | ср ( / ) | <е / 2 ,  и разобьем проме­
жуток интегрирования на две части: от 0 до 6 и от 6 до 
л/2. Для интеграла по первой части мы будем иметь 
с учетом (16.61)

Л/2
f (x + 2 t)  +  f ( x - 2 t )  ( sin nt 

2 V sin t
(O & J d t.  (16.60)

0

Л/2

(16.61)

Пусть теперь <р — произвольная интегрируемая на

для нее

(16.62)

л 2
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Вместе с тем для интеграла по второй части промежутка

Интегрируемость функции <р на [0, л/2] означает ограни­
ченность последнего интеграла, по крайней мере при дос­
таточно малом б, так что при достаточно большом п вся 
правая часть станет меньше чем е/2, и (16.62) установлено.

Теперь мы можем, умножив (16.61) на [(х) и отняв 
почленно от (16.60), получить

По условию первый сомножитель под знаком интеграла 
вместе с t стремится к нулю. Но тогда по только что 
доказанному к нулю должен стремиться и весь интеграл. 
Теорема доказана.

Заметим, что описываемая в теореме Фейера сходимость 
зависит от конкретного значения х лишь в той мере, в какой
от х зависит сходимость полусуммы у  (f(x +  2t) +  / ( *  — 2/))

к пределу f(x). Если же функция f на сегменте [— л, л] 
непрерывна, а поэтому и равномерно непрерывна, то и 
сходимость указанной полусуммы к f(x ) (каковое значе­
ние в случае непрерывности просто совпадает с f (х)) будет 
равномерной по х на сегменте [— л, л]. Это значит, что 
равномерной будет сходимость сумм Фейера ст„ (х) к f  (х).

Таким образом, для случая непрерывных функций тео­
рема Фейера дает следующий весьма законченно выгля­
дящий результат.

Т е о р е м а  2. Если функция f непрерывна на сегменте 
[— л, л] и / ( — я) — f  (л), то ряд Фурье этой функции 
в каждой точке х этого сегмента суммируем по Чезаро 
с суммой f (х), причем сходимость сумм Фейера является 
равномерной на всем сегменте [— л, л].

лл
2

j  * » № «
в

7(* +  2<) +  < (х —  21)
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§ 14. Равенство Парсеваля

В качестве первого примера применения теоремы Фен- 
ера выведем важное равенство Парсеваля.

Т е о р е м а  1. Если f —заданная на [— л, л] ограни­
ченная функция, удовлетворяющая условиям Дирихле, и

СО

- f  У  (а„ cos nx +  bn sin пх) (16.63)
П =1

— ее ряд ФурВе, то
я  со

~  $ (/(x ))* d x  =  ?|  +  2 {0)1 +  6!;)
— л  п =1

(последнее равенство и называется равенством Парсеваля).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим сначала, что при лю­

бом п в силу экстремальности сумм Фурье (см. § 12)

$ ( f ( * ) - s „ ( x ) ) * d x ^  $ ( f ( x ) - an(x))9dx (16.64)
- л  .  - л

(где, как обычно s„ —суммы Фурье, а оп — суммы Фейера 
для ряда (16.63)). Покажем, что стоящий справа интеграл 
с ростом п стремится к нулю. Заключим для этого каждую 
из точек разрыва функции /  в малый интервал и обозна­
чим сумму (объединение) всех этих интервалов через ы, 
а ее дополнение до сегмента [— л, л] — через Я. Возьмем 
п-ю сумму Фейера о„ функции /  и напишем равенство

Я

2̂  J  ( f ( x ) - o n(x)), dx =
—  Я

=  2̂ - S 0  (*> -J‘CT" (*»* dx +  5i К (*) ~  (*))* dx
ш Q

и будем оценивать каждый из стоящих справа интегралов.
Обозначим верхнюю границу f на ы через М, а сумму 

длин составляющих <о интервалов через а. В любой точке 
непрерывности функции /  в интеграле Фейера полусум­
ма пределов функции справа и слева может быть заме­
нена просто на значение функции, и формула (16.60)
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приобретает вид

J
так что в нашем случае с учетом (16.61) на основании 
первой теоремы о среднем будет

| а я (дс)|<Л*.

Поэтому во всяком случае 

и мы получаем

r  $ ( / ( * ) -  «• (*))* dx ^  ~  а. (16.65)

С другой стороны, в силу равномерной на Q сходимо­
сти сумм Фейера ап к функции / ,  каково бы ни было 
е > 0 ,  начиная с некоторого п будет | / (х)  — оа(х) | < е .  
Таким образом,

2^ {  (/ (*) “  °п (*))* dx еа =  е*. 
а

В итоге мы получаем

Л

2^ |  0  ( * ) - а* (*))■<(* s S ~  а +  е \
—  Л

причем выбираемые заранее а  и е могут быть взяты сколь 
угодно малыми. Но тогда в силу (16.64)

Л

2̂  J" (f (*) -  sn (х))г dx <  а  +  е*.
—  Л

Заметим, что ввиду неотрицательности подынтегральной 
функции неотрицательным должен быть и сам интеграл.
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Далее мы имеем стандартным образом 

I =  $ (f (х) -  s„ (x))J dx =■
— Я

=  j  +  2  (e»cos**+ ft*ein A x)jj dx =

я  л л я

=  j  /* (х) d x - a 0 j  f (х) d x - 2  2  flk J cosAx/ (x)dx —
—я  —я .  k =  l —я

л я  я

“ 2 2  I  s inAx/ (x)dx +   ̂ “4- ^  +
* =  1 —Я — Я

л я  л я
+  а0 2  °к $ cos Ах dx +  а9 2  Ьк $ s inAxdx +

Л =* 1 —Я
л л /  я

А в  I —я 
я

+  2 2  1а*а' $ co sA x co s te d x + a * A , $ cos Ах sin te d * -f
k =  l (m \  '  - Я  M— Я

я  я  \
+  А*а, $ sin Ax cos lxdx +  bkb, $ s inAxsintedx ,

— Я —Я /

или, пользуясь формулами (8.27)—(8.29), (9.5)—(9.7) и 
элементарными тригонометрическими фактами,

/ “  J /г (х) d x - ф -  2л 2  о ? - 2 л  2  &* +
л = I k = I

+ • -j- 2л +  л 2  °1 +  п 2
к —1 к =  1

или

У =  f  r ( x ) d x - J f +  2  (al +  П))
— Я '  к — 1 /

и окончательно

f  / * ( x ) d x - ( - f -  +  2  M + « > ) ^ “ r a + A
- Я  '  k =  I /

Отсюда требуемое следует немедленно.
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Равенство Парсеваля представляет собой естественное 
обобщение на ортонормальную систему тригонометрических 
функций теоремы Пифагора (ср. (8.24)). Механический его 
смысл (см. § 4 главы 9) состоит в том, что при рассмотрении 
любого 2л периодического движения материальной точки 
энергия этого движения (определяемая интегралом от квад­
рата амплитуды) полностью исчерпывается энергиями сос­
тавляющих его гармоник.

В § 14 главы 9 было установлено, что функции из 
весьма широкого класса разлагаются в тригонометрические 
ряды единственным образом. Равенство Парсеваля дает 
возможность в некотором смысле обратное утверждение.

Т е о р е м а  2. Один и тот же тригонометрический 
ряд может быть рядом Фурье не более чем одной задан­
ной на [— л, л] непрерывной функции.
:. Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /  и g — заданные на [— л, л] 
непрерывные функции с одними и темн же коэффициентами 
Фурье. Из самого вида формул (9.5)—(9.7) немедленно 
вытекает, что в этом случае все коэффициенты Фурье 
разности f — g суть нули. Но разность f — g вместе с функ­
циями f н g  является непрерывной на [— л, л] функцией, 
и к ней применимо равенство Парсеваля, имеющее в дан­
ном случае вид

$ (f(x)-g(x))*dx = 0.
— Я

Для непрерывных же функций /  и g это возможно лишь 
при их тождественном равенстве.

§ 15. Теорема Вейерштрасса

В качестве другого важнрго следствия теоремы Фейера 
(имеющего многочисленные как теоретические, так и прак­
тические приложения), приведем следующую теорему.

Т е о р е м а  В е й е р ш т р а с с а  (о приближении непре­
рывных функций полиномами). Если F — заданная на сег­
менте [о, b] непрерывная функция, а е >  0 — произвольное 
число, то найдется такой полином Р, для которого

\F t y  — Р (х ) \< г  при всех х из [а, 6]. (16.66)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сдвигая интервал задания функ-

лц и и  на а влево и изменяя его длину в ь_ — раз, мы



приходим к рассмотрению функции f  на сегменте [0, я]:

f(x )= F  (а + ± = ^ х ).

Продолжим функцию /  на сегмент [— я, 0] по четности 
и будем приближаться к ней, суммируя ее ряд Фурье по 
Чезаро. В силу установленной в предыдущем параграфе 
равномерной сходимости этого суммирования, по задан­
ному е > 0 ,  начиная с некоторого п, будет

\ f ( x ) - o n( x ) \< ± .  (16.67)

Но каждая сумма Фурье s* является суммой конечного 
числа выражений вида

a cos рх -(- b sin qx (16.68)

с целыми р и q. Поэтому суммой конечного числа таких 
выражений является и всякая сумма Фейера а„.

Каждое из выражений (16.68) разлагается, согласно 
§ 3 главы 7, в ряд Маклорена, который в любой конеч­
ной области изменения переменного х  сходится и притом 
равномерно (в чем можно без труда убедиться, применяя 
к оценке остаточного члена в § 3 главы 7, признак Вейерш- 
трасса из § 7 главы 5). Значит, равномерно сходится и 
степенный ряд, составляющий сумму Фейера ап. Отсюда 
следует, что мы можем взять некоторую частичную сумму 
р (х) этого степенного ряда, для которой будет

I р (*) — о„ {х) | <  для всех х из [— л, л].
 ̂ *

Вместе с (16.67) это дает нам

I /(■*) — Р (■*) I <  *•
Наконец, полагая

Р ( т ^ * )  = р (*)
и обращая внимание на то, что Р вместе с р также 
является полиномом, мы окончательно получаем (16.66), 
а это и требовалось.
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I IJ

ПРИМЕНЕНИЕ РЯДОВ ФУРЬЕ 
В ТЕОРИИ ИЗГИБА БАЛОК

§ 1. Общая схема решения задач

В главе 10 описывалось применение рядов Фурье 
к исследованию упругих колебаний струны. В данной 
главе мы рассмотрим некоторые вопросы упругого изгиба 
балок.

Использование рядов Фурье для решения задач статики 
упругих тел производится по следующей схеме.

Прежде всего из физических соображений выводится 
соотношение, которое связывает функцию, описывающую 
геометрическое состояние деформированного тела, с при­
ложенными к телу нагрузками. Это соотношение, вообще 
говоря, содержит, помимо самой функции состояния, еще 
И ее производные, а также некоторые интегральные харак­
теристики.

Затем, исходя из геометрических очертаний тела и 
кинематических условий, ограничивающих его перемеще­
ния, выбирается ортогональная система функций, по кото­
рой указанная функция состояния разлагается в ряд Фурье.

Подстановка этого ряда Фурье в выведенное соотноше­
ние приводит к тождественному равенству двух рядов 
Фурье, от которого, пользуясь теоремой 2 § 14 главы 9, 
можно перейти к равенству коэффициентов при одинако­
вых функциях. Из этих последних равенств можно вычис­
лить значения коэффициентов Фурье и тем самым описать 
состояние деформированного тела.

Этот процесс подстановки ряда Фурье в характери­
зующее изгиб соотношение следует осуществлять доста­
точно осмотрительно, ибо в ходе его приходится несколько 
раз почленно дифференцировать ряды Фурье, коэффи­
циенты которых вычисляются лишь впоследствии. Убедиться 
в правомерности этого дифференцирования, т. е. (см. § 10 
главы 5) в равномерной сходимости ряда, составленного
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из производных членов дифференцируемого ряда, априори 
довольно затруднительно. Поэтому при решении каждой 
конкретной задачи мы будем рассуждать примерно следую­
щим образом.

Сначала мы будем предполагать, что написанный с неиз­
вестными пока коэффициентами ряд Фурье можно (в смысле 
теоремы § 10 главы 5) почленно дифференцировать нужное 
число раз. Выписывая производные и решая получающиеся 
уравнения, мы будем находить интересующие нас коэффи­
циенты Фурье. £го будет означать, что если ряд Фурье 
поддается почленному дифференцированию (и притом 
столько раз, сколько это требуется), то он является 
вполне определенным, найденным нами рядом. Если теперь 
из рассмотрения полученных коэффициентов будет видно, 
что этот построенный, вполне определенный ряд действи­
тельно почленно дифференцируем, то все операции, про­
деланные фактически именно над этим рядом, были закон­
ными, и найденные коэффициенты Фурье — искомые. Если же 
окажется, что получился недифференцируемый ряд, то это 
значит, что проделанные с ним ранее действия были мате­
матически некорректными, а полученный на их основе 
результат — необоснованным, хотя, возможно, и верным. 
Далее мы познакомимся с примерами исходов обоих типов.

§ 2. Изгиб балки

Будем далее называть балкон достаточно жесткое и тон­
кое упругое тело. Тонкость и жесткость балки понимаются 
в том смысле, что как поперечные ее размеры, так и пере­
мещения точек в результате приложения к балке усилий 
считаются достаточно малыми по сравнению с ее длиной. 
Мы будем предполагать балку прямолинейной, т. е. счи­
тать, что отклонениями ее формы от прямолинейного 
отрезка можно пренебречь. В отличие от струны (см. § 1 
главы 10), балка оказывает сопротивление только изги­
бающим (т. е. изменяющим кривизну) усилиям. Напротив, 
мы будем считать, что растягивающим (т. е. изменяющим 
длину балки как целого) усилиям балка вовсе не поддает­
ся. В этом параграфе содержится формальный вывод диф­
ференциальных соотношений, связывающих нагрузку, при­
ложенную к балке, с деформациями балки.
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Предположим, что балка расположена вдоль оси Ох 
между точками х*=0 и х = 1. Вертикальное перемещение 
точки балки с абсциссой х будем обозначать через v (х). 
Положительным на оси v будем считать направление вниз 
(рис. 26). Мы ограничимся рассмотрением плоского изгиба, 
т. е. будем предполагать, что все прикладываемые к балке 
усилия действуют в плоскости xOv.

т X

Для каждой системы нагрузок R, приложенных к балке, 
будем через MR(x) обозначать вызываемый ею (а также 
порожденными ею реак­
циями опор) изгибающий 
момент в сечении х этой ~

’балки.
Рассмотрим теперь две 

прикладываемые к балке 
системы нагрузок, R и S . 

г Мы будем при этом пред­
полагать, что изгибающие 
усилия, порождаемые нагрузкой S, приложенной к пред­
варительно ненагруженной балке, совпадают с дополни­
тельными изгибающими усилиями MR+5 — Л1л, возникаю­
щими в балке, к которой предварительно приложена 
нагрузка R. Иными словами, мы будем считать, что

Рис. 26.

Л1Л(дг) +  М5 (х) =  МЛ+5(х). (17.1)

Разумеется, такое предположение носит чисто физи­
ческий характер и должно каждый раз проверяться. Ясно 
вместе с тем, что если нагрузка R «не очень сильно» 
изменяет прямолинейную форму балки, а нагрузка S — 

. поперечная, то предположение (17.1) не противоречит 
обстоятельствам дела.

Из (17.1), предполагая «непрерывность» зависимости 
значения изгибающего момента М% (х) в каждой точке х 
от нагрузки R и обозначая через aR нагрузку R, «умно- 

j женную» на а (т. е. увеличенную в а  раз, если а > 1 ,  
и уменьшенную в 1/а раз, если а < 1 ) ,  мы можем полу­
чить, что

Ma*(*) =  oA M *). (17.2)
•

Возьмем балку, на которую действует распределенная 
нагрузка R, имеющая некоторую интенсивность q(x) 
в каждой точке х. Пусть характер прикрепления балки
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к несущим ее конструкциям таков, что реакция левой ее 
опоры состоит из силы Р и момента М (рис. 27). В этом 
случае изгибающий момент M *(*) в поперечном сечении 
балки с абсциссой х равен, как легко подсчитать,

M + P x - ] ( x - t ) q ( t ) d t .  (17.3)
о

Дифференцируя это выражение по х (последнее слагаемое 
дифференцируется, во-первых, как интеграл с переменным 
верхним пределом х, а во-вторых, как интеграл, завися­
щий от параметра дг), мы получаем

X Xdftl п (х) * /* с
— =  /> +  (*-*)«/(*)--] q(t)di =  P - \ q ( t ) d t .

о о
Повторное дифференцирование дает нам 

. <PMR (x)
dx* ■ =  — <7 (*)• (17.4)

Обратимся теперь к д е ф о р м а ц и я м  балок.
Пусть приложенная к балке нагрузка R состоит из 

двух моментов, приложенных к ее концам, которые равны

Рис. 27. Рис. 28.

по величине М, противоположны по направлению и изги­
бают балку выпуклостью вниз (т. е. в направлении воз­
растания и). Будем считать, что никаких других усилий 
к балке не приложено. В результате действия на балку 
двух указанных моментов правый конец балки повернется 
относительно левого на некоторый угол, который мы обо­
значим через ф (рис. 28). Этот угол, очевидно, является 
некоторой функцией изгибающего момента М:

Ф =  Ф(М). (17.5)
Предположим, что ф есть линейная функция М:

<р=Ш. (17.6)
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Это предположение соответствует закону Гука о пропор­
циональности деформаций усилиям. В условиях выбран­
ных нами направлений изгибающих моментов и осей коор­
динат (дс — направо, а о — вниз) угол ф оказывается отри­
цательным. Поэтому должно быть f c < 0 .

Считая впредь рассматриваемую балку однородной по 
длине, можно показать, как это делается во всех курсах 
сопротивления материалов, что

« 21

где / — длина изгибаемой балки, /  — момент инерции ее» поперечного сечения относительно горизонтальной прямой, 
лежащей в плоскости этого 

шеечен и я и проходящей через 
р е г о  центр тяжести, а Е — мо- 
|  дуль Юнга материала балки.

В целях полноты изло­
жения напомним этот вывод.

В теории изгиба призма­
тических балок обычно прими- 

f  мается «гипотеза плоских сече- 
|  ний» Сен-Венана. Она состоит 

в предположении, что каждое 
Р поперечное сечение ненагру- 

женной балки после приложе- 
*'Ния к ней изгибающей нагруз­

ки остается плоским и лишь поворачивается около оси изги- 
I бающего момента. Формально это равносильно предполо­

жению о том, что абсолютное удлинение ДI в направлении 
В  каждой нормали к сечению есть линейная функция коор- 
2 динаты г, характеризующей положение этой нормали по 
I  высоте балки. Тем самым линейной функцией коорди- 
L наты г должно быть и нормальное напряжение а в каждой 

точке сечения.
Заметим, что при отсутствии продольной нагрузки на 

• балку равнодействующая внутренних продольных усилий 
в каждом ее сечении должна быть равна нулю. Значит, 
при одних значениях г нормальные напряжения положн- 

I  тельны, а при других — отрицательны. В качестве начала 
if отсчета г выберем тот уровень по высоте балки, на кото-
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ром нормальные напряжения (а потому — и удлинения) 
равны нулю.

На рис. 29 изображен график удлинения Д/ в зави­
симости от г. Поскольку балка предполагается жесткой, 
и углы ее поворота —малыми, угол <р можно по величине 
отождествить с его тангенсом и (с учетом выбора направ­
лений осей) написать:

Д/ =  — ф2.

А так как напряжение а определяется соотношением

должно быть

Обозначим через Ь (г) ширину балки на уровне г. Тогда 
усилие, действующее в «элементарном слое» dz, будет 
равно

ab (z) dz =  — ~~ zb (z) dz,

а момент всех таких усилий относительно оси г =  0 —
г,

M = — j* ггЬ (г) dz.

Последний интеграл есть момент инерции /  сечения отно­
сительно «нейтрального слоя» г =  0. Таким образом, М —
=  — что вместе с (17.6) и дает (17.7).

В условиях рассматриваемой на рис. 28 нагрузки R 
в каждом поперечном сечении балки с абсциссой х возни­
кает изгибающий момент М^дг), который, очевидно, пос­
тоянен по длине балки и равен М:

MR(x) = M0 = M.
Из (17.6), (17.7) и (17.8) следует, что

Ф _  А*о
I ~  Е Г

(17.8)

(17.9)

Отношение <р// есть угол поворота балки, отнесенный 
к единице ее длины, т. е. средняя кривизна балки. По­
скольку в наших условиях балка однородна и действую-
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щ!1Й в ней изгибающий момент постоянен по ее длине, 
кривизна балки во всех ее точках одинакова и равна 
средней кривизне. Но в условиях предполагаемой жест­
кости балки ее кривизну можно принять равной второй 
производной вертикального смещения точки балки по ее 
длине. Поэтому

Вместе с (17.9) это дает нам

Заметим теперь, что кривизна («искривленность») изо­
гнутой балки в некоторой ее точке х зависит только отI изгибающего момента М (х) в этой точке и не зависит от 
того, какими будут его значения в остальных точках 
балки. «Физически» (т. е. интуитивно) 'это представляется 
совершенно очевидным, а с формальной точки зрения это 

!соответствует принимаемой при изучении напряжений 
в теле возможности отсекать любую его часть и заменять 
ее действие на оставшуюся часть тела надлежащей систе­
мой сил.

I независимо от приложенной к балке нагрузки R. Иными 
словами, функция прогиба п(х) балки связана с дейст­
вующим в балке изгибающим моментом М (х) дифферен­
циальным уравнением

Из (17.12) следует, что, какова бы ни была дважды 
интегрируемая функция М (х), описывающая изгибающий 
момент в балке, можно указать соответствующую ей функ­
цию у(х), описывающую прогибы этой балки. Эта функ­
ция v (х) определяется по М (х) единственным образом 
с точностью до линейного слагаемого Ах + В , соответст- 

; вующего перемещениям балки как твердого тела. Для 
определения постоянных А и В следует указывать те или 

; иные способы закрепления концов балки. Коль скоро эти

_  dhj 
I

Значит, для каждой точки х балки можно написать

(17.11)

d-v (х) __ М  (дс) 
~Тх5 ~  EI • (17.12)
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способы закрепления указаны, функция прогиба о(дг) 
определяется по функции изгибающего момента М (х) 
однозначно.

С другой стороны, из того же равенства (17.12) сле­
дует, что по любой дважды дифференцируемой функции 
у(дг), для которой выполняются те или иные начальные 
(или краевые) условия, отвечающие кинематическим усло­
виям закрепления балки, можно указать такую функцию 
М(х), что приложение к балке усилий, приводящих в каж­
дой ее точке х к изгибающему моменту М (х), породит 
в каждой точке х вертикальное смещение у(дг).

Ввиду линейности дифференциального уравнения (17.12) 
при любых нагрузках R и S, для которых выполняется 
(17.1), должно иметь место и

d*vR+s(x)
dxT-

MR(x)+ Afs (x) 
E l

а при любом вещественном а  из (17.2) следует:
<Pva „  (X)

dx* - a -

MR (x) 
E l

(17.13)

(17.14)

Отсюда в свою очередь вытекает, что при исключении 
перемещения балки как твердого тела должно быть

(*) =  vR (х) +  vs (х) (17.15)
и

vaR(x) = avR(x). (17.16)

Отметим, наконец, что из (17.4) и (17.12) следует:

(17.17)

Это соотношение принято называть дифференциальным 
уравнением изгиба балки.

§ 3. Свободно опертая балка

Пусть балка длины I, находящаяся под воздействием 
некоторой нагрузки, свободно оперта по концам. Это зна­
чит, что на обоих концах балки обращаются в нуль как 
вертикальные ее смещения:

Р(0) =  *(/) =  О, (17.16)
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I так и изгибающие моменты:

M (0) =  A f(/) =  0 (17.19)

(т. е. кривизна балки; см. рис. 30).
Действуя в соответствии с намеченным в § I планом 

решения задачи, выберем в качестве функции состояния 
■  балки функцию ее прогиба о(дс) и займемся подбором 

ортогональной системы функ­
ций, по которой будем раз­
лагать эту функцию прогиба.

Рассмотрим для этого од- 
• нородную по длине двухпро- 
К ет н у ю  неразрезную балку с 
«левым концом в х — — / и 

правым — в х = 1, одинаково опертую обоими своими кон- 
жЦами на опоры и имеющую промежуточную опору при 

х =  0, препятствующую вертикальному смещению балки 
в этой точке: ц(0) =  0. Пусть эта балка загружена «не­

ч етн ы м  образом», т. е. каждой силе, приложенной к ней 
в точке х — с, соответствует равная ей по величине и про­
тивоположная по направлению сила, приложенная к балке 
в точке х — — с, а каждому моменту, приложенному 
к  балке в точке х =  с, — равный ему по величине и сов­
падающий по направлению момент, приложенный в точке 
х « — с (рис. 31).

Р

Рис. 30.

Рис. 31.

|  Соотношение (17.3) и следствие 1 теоремы § 8 главы 9 
показывают, что изгибающий момент М (х) в рассматри­
ваемой балке является нечетной функцией х и, в частно­
сти, М (0) =  0. (.Физически» естественно предполагать, что 
Соответствующая функция прогиба у (х) также является 
нечетной. Формально это также вытекает из следствия 1 
теоремы § 8 главы 9, ибо функция М (х) согласно (17.12) 
отличается лишь постоянным множителем от второй про- 
взводной v’(x) функции v (х), a v (0) =  0.
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Левая половина рассматриваемом неразрезной балки 
воздействует на правую ее половину лишь некоторой вер­
тикальной («перерезывающей») силой и не прилагает к ней 
никакого изгибающего момента. Поэтому, если удалить 
левую половину балки, заменив ее соответствующей реак­
цией опоры, расположенной в точке х =  0, то ни на изги­
бающих усилиях в правой половине балки, ни на значе­
ниях функции прогиба v(x) при х > 0  это никак не ска­
жется. Наоборот, если рассматривать первоначально лишь 
правую часть балки, то присоединение к ней «по нечетно 
сти» левой части не изменит имеющейся картины изгиба.

Таким образом, естественно считать балку с левым 
концом в * =  0 'н  правым в х = 1 и свободно опертую на 
опоры своими концами половиной описанной выше «нечет­
ной» неразрезной балки. Будем поэтому, в соответствии 
со сказанным в § 11 главы 9, рассматривать разложение 
функции прогиба v (*) такой балки на сегменте [0, /J 
в ряд Фурье по синусам:

Заметим, что функция прогиба v является непрерыв­
ной функцией и поэтому, согласно теореме Дирихле, дей­
ствительно может быть разложена в ряд Фурье (и в том 
числе в ряд Фурье по синусам (17.20)), который везде 
сходится к этой функции.

Возникает соблазн определить коэффициенты этого 
разложения непосредственно на основании дифференциаль­
ного уравнения изгиба балки (17.17).

В качестве примера, однако, возьмем случай, когда 
балка загружена равномерно распределенной нагрузкой 
интенсивности q на участке от 0 до с < /  и никак не за­
гружена в оставшейся части (рис. 32).

Чтобы воспользоваться при этом дифференциальным 
уравнением изгиба (17.17), нужно четыре раза продиффе­
ренцировать почленно ряд, описывающий функцию про­
гиба. Однако, согласно теореме § 10 главы 5, мы можем 
быть уверены в правомерности этого дифференцирования 
и в том, что полученная производная равна правой частя
(17.17), лишь в случае равномерной сходимости ряда чет­
вертых производных членов ряда (17.20) к функции q (х).

ОО
(17.20)
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Рис. 32.

Но в рассматриваемом случае все четвертые производные 
членов ряда для о(х), являющихся синусами с некоторыми 
коэффициентами, суть те же синусы, снабженные другими 
коэффициентами, так что являются во всяком случае не­
прерывными функциями. Следовательно, и их частичные 
суммы также непрерывны. В случае равномерной сходи­

мости непрерывной должна быть на основании теоремы 
из § 8 главы 5 и сумма всего 

|ряда. Но в действительности 
эта сумма равна q (лг), а эта 
функция разрывна.

Полученное противоречие 
показывает, что теорема о 

почленном дифференцирова­
нии рядов не дает нам осно­
ваний воспользоваться в этом случае дифференциальным 
уравнением изгиба (17.17) для нахождения коэффициентов 
ряда из (17.20).

Конечно, все сказанное не означает, что при исполь­
зовании здесь для наших целей уравнения (17.17) коэф­
фициенты Ьп из разложения (17.20) будут определены не­
верно и что пользоваться уравнением (17.17) заведомо 
нельзя. Более того, описанный путь в данном случае при­
водит на самом деле к верному ответу. Однако правомер­
ность такого пути и обоснованность ответа могут быть 
установлены лишь на основании более тонких и более 
частных соображений, чем общая теорема о почленном 
дифференцировании рядов.

§ 4. Первая возможность ограничиться 
~эукратным дифференцированием

соответствии со сказанным в предыдущем параграфе 
твенно попытаться рассматривать такие соотношения, 
двающие состояние деформированной балки, которые 

содержат производные от функции прогиба менее чем чет­
вертого порядка. Такого типа соотношения существуют. 
Одно из них уже фактически имеется в нашем распоряже­
нии—это равенство (17.12):

(Pv (X) М (х)
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Пусть теперь на балку действует некоторая нагрузка 
R, приводящая к изгибающему моменту MR(x) в каждой 
ее точке х. Найдем из соображений статики (в той мере, 
какой это нам. удастся) аналитическое выражение для 
момента MR (х) и разложим его в ряд Фурье на [0, /] по 
синусам:

00 _____________ ^  .

откуда

Л т *.
. ял : Sin у Х . (17.22)

Если приложенная к балке нагрузка R не содержит со­
средоточенных моментов, то MR(x) является непрерывной 
функцией х, так что ряд Фурье этой функции сходится 
к ней равномерно (см. § 6 главы 16). Впрочем, во многих 
конкретных случаях эта равномерная сходимость будет 
вытекать уже из признака Вейерштрасса (§ 7 главы 5).

Разложением функции прогиба vR(x) от нагрузки R 
пусть будет'

vr (х) =  У  bR%n sin у  х.

Дифференцируя этот ряд почленно два раза (и запоминая, 
что это дифференцирование накладывает на нас обязатель­
ство проверить впоследствии его законность), мы получаем

<PvR(x)
dx*

CD
2 . Inn \a . ЛЛbR,n[T ) s m T x.

П — I

Подставим теперь в (17.21) вместо функций М (х) и — 
их разложения в ряды Фурье; мы будем иметь

00 00

( Я \* V  L. О • пл I V  . ПЛ
т) 2i ь*-п П sin т х =  — ш  Z i mR' nSm~тх-

/1 = 1 п = 1

Если оба эти ряда сходятся равномерно, то приравнива­
ние, в соответствии со сказанным в § 13 главы 7, их 
коэффициентов дает нам

( j ) V n ' i a =  r / m*.'

окончательно

l 1 Р т„Ор _ =  ег -г. R, я
R,n л* £ / ~пХ~ * (17.23)

Vr (x)\
=  1  Z  Y  mR. я . «Л

л* £7 Zi ~п*~ Sln Т  Х‘п = \ (17.24)

Вторые производные членов стоящего справа ряда про­
порциональны соответствующим членам равномерно схо­
дящегося ряда из (17.22). Следовательно, и этот ряд вто­
рых производных сходится равномерно^ Тем самым дву­
кратное дифференцирование ряда из (17.23) законно.

Как будет видно из ближайших параграфов, описан­
ная возможность находит довольно широкий круг при­

ложений.

§ 5. Случай сосредоточенной нагрузки

Пусть балка свободно оперта своими концами при 
|  ж =  0 и х = 1 и загружена вертикальной силой Р, прило- 
■  женной вниз к точке х = с рI (рис. 33). _с _____ .

£
Рис. 33.

х-1

Очевидно, в этом случае 
([реакции опор направлены ^  

вверх и равны Р (I — с)/1 для х-0 
елевой опоры и РсЦ — для 

правой. Элементарный стати­
ческий расчет показывает, что для изгибающего момента 
Мр справедливо соотношение

Р 1- ^ - х ,  если
МР (х) =  (17.25)

К  Я у  (/ — *), если с < х < / .

Для коэффициентов тп разложения Мр(х) в ряд Фурье 
на [0, /] по синусам (см. § 4) мы имеем

I
mn = j  |  /WP (x)sin ~ x d x ,
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*
или, подставляя выражения для значений функции МР(х) 
согласно (17.25) отдельно для д с < с  и для х ^ с ,  имеем
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т =  2 р ! ^ 1 С , * „ ! “ *  +
о

/ I
+  Р у  I \  sin у  х dx — ~  Р j  х sin ^  х dx. (17.26)

С С
Интегрирование по частям дает нам при любых а и Ь
ь ь ь
S . пл , I пя I 1 C  пя .х sin -r xdx — — х — cos -у- х ------ \  cos -у х ах =

I пя I \ пл j  I
а а а

Ы ___ ПЛ , , о/ ПЛ ,
=  -Й Н со8 Т 6 + ^ с08Т в +, / / \* . лл , /  / \* . пл

+  Ы  s , n  T  Ь - [ п я )  8 | П Т в -\— /
Подставляя такие выражения вместо первого и третьего 
интеграла в (17.26) (и беря второй интеграл непосредст­
венно), мы получаем

2(1—с) п / cl пяс . / I \г • ллс\ .
т" = -L F ± p \ - cos Т  +  ( is )  s'" T - )  +

+  т Ч ^ С05т + < - 1 ) - ^ ) -

или, после отбрасывания взаимно уничтожающихся членов,
п л (17.27)2Р/ . лл

™--55g»s,n т с-
Подстановка в (17.23) дает нам

2 р/з t . лл „b =  — Уг-^ sin -г  с, я4 Е/ л4 I
(17.28)

и окончательно
ОО 00Y  t ■ лл 2 Р/3 V  I , лл . пя

Vp(x)= 2 * Ья*1п Т Х = Ц*ЁГ 2d п* sin т  с sin -у  х.
(17.29)

Производная функция прогиба по длине балки есть 
тангенс угла поворота ф ее поперечного сечения. Ввиду

предположенной жесткости балки этот тангенс мы будем 
при любой нагрузке R балки отождествлять с самим углом 
поворота:

<b>R (*)
- З Г -  =  ч* <*>■

Поэтому выражение для фР (х) может быть получено путем 
почленного дифференцирования ряда из (17.29):

фр (* ):
2 рр_ у  ___ !_
я3 E l  Ad (2г+1)3г=0

sin (2' + |)п  х. (17.30)

Заметим, что х и с входят в выражение для прогиба 
‘балки в (17.29) симметрично. Отсюда вытекает известное 
«правило взаимности»: прогиб в точке х от силы, прило­
женной в точке с, равен прогибу в точке с от силы той же 
величины, приложенной в точке х. Стоящий в (17.29) ряд 
сходится весьма быстро, и для практических целей доста­
точно в нем удерживать малое число членов.

Пример.  Найдем vp (l/2) при с =  //3. Положив для этого в (17.29) 
х — Ц2, мы получим

( I \  2 РР V  * . пя . пя
9р \ 2 Г 1 ? - е г 1  ^ s , n T T s , n X -п = 1

Здесь члены, соответствующие п =  2, 3, 4, обращаются в нуль, а член 
с п =  5 имеет коэффициентом 1/625. Поэтому, ограничиваясь лишь 
первым членом ряда н полагая

/ м  К з  рр  „ т 7 7 я , рр
VP \ 2 ) sa я* EI - ° - 017781 Ei •

мы допускаем относительную ошибку, не превосходящую 0,002.
Действительно, точное значение величины прогиба равно 

. '23 РР n n m „  РР 
I т rw,,. -FT- =  0,0177471290 El El

Рассмотрим теперь случай, когда нагрузка R на балку 
i  состоит из вертикальных сил Pl t . . . , P k, приложенных 
^Соответственно к точкам с абсциссами х = с1 . . . ,  ск.

В этом случае мы можем искать коэффициент разло- 
* жен и я

. , v  l плvR (х) =  > bn sin т  х
/1=1
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при помощи метода наложения, т. е. на основе соотно­
шения

Л М * )=  £  MPl(x)t (17.31)
i - i

которое вытекает из (17.1).
Если теперь положить

00

МР.(х) =  2  mi.»sin™x
i = i

и, как и раньше,
со

• , | / , V  - л яМЛ(х)= 2, sin — ДГ, 
/1 = 1

то из (17.31) будет следовать
к

"»*.« =  У, т1.п-
1 = 1

Но разложение каждой из функций MPi нам уже 
известно. Согласно (17.27)

2IP, . ля— ------L c m ---- -

так что
т‘-п=  (Tmji- s ,n T ci'

21 V  D  ■ « Л
m«-"= w 2 p ,s i n T - c"

1 =1
(ля)!

Поэтому (17.23) дает нам
Я

и 2 /» 1 V  п . лл
b R .n  -  я* E l  п* 2 i  P ' Sin / с , ‘

1 = 1
и мы получаем

** <*> -  я2*- т г 1  ( £  i sin - г  с‘) sin *  *• (17-з2> <1=1 \ 1=1 /
При применении метода. наложения мы пользовались 

. только линейностью соотношения (17.1) и не пользова­
лись линейностью дифференциального уравнения (17.12) 
и вытекающего из него равенства (17.15). В действитель­
ности, однако, мы могли бы это сделать; тогда формула
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(17.32) получилась бы в результате непосредственного сум­
мирования коэффициентов в ряде Фурье в формулах вида
(17.29). Поступая так, мы лишь придерживались обычной 
в математике «экономии предположений», состоящей в том, 
чтобы не пользоваться тем, без чего можно обойтись.

§ 6. Прогиб балки от распределенной нагрузки

Пусть балка находится под действием вертикальной 
нагрузки, распределенной по ее длине с плотностью д(х) 
(рис. 34). да/

Мы будем решать эту ттТТТ'
задачу способом наложения. 1 Ш 1 1 И

Обозначим через Мс (х) ^
изгибающий момент, порож- 
денный в балке элементарной 
сосредоточенной силой q (с) dc,
приложенной в точке х = с, и напишем интегральный аналог 

[формулы (17.31):
I

Мд (х) =  5 Мс (х) dc. 
о

Формула (17.22) дает нам

М9(х) =  jj 1 2  т<-* sin Т  dc’ 

где, в соответствии с формулой (17.27),

-ДГ-I
Рис. 34.

2/

m‘- » = ( ^ 9 (c )s in T c'
Значит,

М д  (X) =  §  J  я  (с) (  2  ж  Sin- T  sin - у - *  d c -

Стоящий здесь справа ряд можно понимать как функ­
циональный ряд относительной переменной с. Согласно 
признаку Вейерштрасса он сходится равномерно, и потому 
.его можно почленно интегрировать:

м ч (X) =  ~  2  Ж  ( J’ Я (с) ««• - у  cd<) sin Т -*• (,7-33)
/; = I 'О '

1 3  Н . Н Воробье в
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Для перехода от разложения в ряд Фурье момента 
Мч (х) к разложению в ряд Фурье функции прогиба vq (х) 
нам остается, в соответствии с формулой (17.23), умножить
п-й коэффициент ряда (17.33) на -„* £/ „» • В итоге мы 
получим

М * ) =  2  i  ( f  ^ (c) s in -T -c d r )s in -y -x . (17.34)
n = l '0 /

Разумеется, как и в предыдущем параграфе, мы могли бы 
применять метод наложения не к моменту, а непосред­
ственно к прогибам, беря в (17.29) вместо Р элементарную 
силу q (с) dc и интегрируя ряд почленно по с.

П р и м е р .  Рассмотрим распределенную нагрузку, описанную 
в примере из § 3. Для нее

q при 0 <  х <  с, 
при с <  /.

На основании Сказанного в § 10 главы 9 (переходя от сегмента 
[0. л] к сегменту [0, /]) имеем

<?(*)■

?<*)■ V  • ял
= qn sm т х'

п  =  I
где

или

‘', **) =  F F  1  л» 1+сов —  cj sin ~ х .  (17

отождествлять с самим углом):
ОО

«г9 (*)•
dv4 (х) 

dx
2 ql*

Л4 W  2  J r  ( lи - е) с о е  ~  х. (1 7 3 9 )
П = |

В частности, если с =  /. т. е. если равномерная нагрузка q распре- 
■  делена по всей длине балки, то мы получим

(17.35,

(17.30,

2 f  . . .  м  .Яп = ~1 \ q(x) sin —  xdx.
о

Учитывая вид описываемой в (17.35) функции q (х), мы получим

т $ qsin хdx=T q -Jr (-cost  xij =■ (‘ +coŝ r c) •
(17.37,

Подстановка в (17.34) дает нам

„ 2 /< V  1 I 1 Л , ял \ . пл
(Х)= Е/ 1  л* я 4 п v1+C0S —  С) Sm Т  Х'

гли I 
ОО

2

I (2г+  1) л .. 
(2/-Н-1)» I

<T»W

0

у  1 сп-(2г +  1 ) л г 
л« EJ L  (2г +1)« C0S /

г = 0

( 1 7 .4 0 )

( 1 7 .4 1 )

§ 7. Прогиб от сосредоточенного момента

Пусть та же свободно опертая балка загружена в точке 
х — с сосредоточенным моментом величины М (рис. 35). 

Представим функцию прогиба, как и выше, в виде

vM(х) — 2  ьп sin х'
П *= I

Для решения этой задачи методом наложения можно 
взять е > 0  и заменить момент М парой Ме вертикаль-

f  ных сил величины Л1/е каждая: силы Рх, приложенной

С
х-0

М

£ ■

с*е

х ш1 х-О

2

Рис. 35. Рис. 36.

“ Л
х-1

38)

Дифференцируя v v  (ж) по х ,  мы получаем выражение для та н ге н са  
угла поворота сечения балки (который ввиду ее жесткости можно1

в точке с и направленшой вверх, и силы Ръ приложенной 
в точке с +  е и направленной вниз (рис. 36), после чего, 
устремив е к нулю, перейти к пределу.

Для разнообразия мы применим теперь метод нало­
жения непосредственно к функции прогиба, т. е. вос­
пользуемся равенством (17.15), которое в данном случае 

13*
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записывается как ,
vMt (*) = — vP, (дг) +  vP, (х),

или, после перехода к пределу по е,
vM (х) =  lim vM (х) =  lim (— vP, (х) +  vP, (х)).

е—0 е —  оо

Формула (17.32) дает нам теперь

им (х) =  lim
е -0  '

i l / S  оо 
2 е у  1
л* £ / Г><

п = 1
/  . ЛЛ / , » . лл \  . лл \x fs in  -j-(c  +  e ) - s i n  t с) sin / xj,

откуда (проверка законности почленного дифференцирова­
ния ряда по с не составляет труда)

vM (*) =
СО

2 Ml* V  1 1- 1 /  • / . \ . ял \  . лл
“  *  Т Г  1  «г Т  ( s,n - г  (С +  е) -  sin -  с) sin -  х =

П= 1

2 Ml* V  1 лл лл==------—  У ------ — Г ns —г— i лла  /  1 / COS С  Sin -J- JC =я* El ^  п4 I , I Iп =* |
лл2 A f 1 лл . , п

=  л » т г 2  «* cosT cs,n T * -  (17-42>
'I = I

Почленное дифференцирование (17.41) по х дает нам 

dvM(x) 2 Ml 1 лл . лл , „
Фм (■*) = —т;— =  it тг Z  тг cos у-  с s,n ~гх- (17АЗ)dx л* ЕI _  л1

л = 1
Правую часть этой формулы мы примем, как и раньше, 

за описание угла поворота сечения балки в точке с абсцис­
сой х.

§ 8. Статически неопределимая .балка

Разложение в ряд Фурье функций прогиба и углов 
поворота изогнутой балки позволяет рассматривать и ста­
тически неопределимые задачи. Общий подход здесь не 
отличается в принципе от обычного. Именно, «лишние»
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реакции опор рассматриваются как неизвестные внешние 
силы, которые вместе с известной нагрузкой осуществляют 
прогиб, удовлетворяющий кинематическим условиям, выте­
кающим из особенностей опор. Эти условия записываются 
в виде уравнений относительно неизвестных реакций. Осо­
бенностью рассматриваемого 
здесь приема являются спе- _______  q
пифические (в виде рядов ! П1П! 1П П п Г1ТГ11! i IП11ПТТ 
Фурье) представления функ- я

ного ограничимся примером
балки длины /, жестко заделанной левым концом, свободно 
опертой правым и находящейся под воздействием равно­
мерно распределенной по всей длине балки нагрузки q 
(рис. 37).

Если бы эта балка была свободно оперта на обе опоры, 
то согласно (17.39) (где следует положить с — 1) угол ее 
поворота в точке х =  0 под воздействием нагрузки q был бы 
равен

Если, далее, в точке с =  0 к этой балке приложить 
сосредоточенный изгибающий момент М, то угол поворота 
от такого момента в точке дс =  0 ввиду (17.43) должен 
быть равен

Условие жесткой заделки левого конца балки озна­
чает, что

ций прогиба и угла поворота. х '^ 
Для иллюстрации сказан- Рис. 37.

со

(17.44)

00

(17.45)

Ф? (0) -I- фм (0) =  0.

Вместе с (17.44) и (17.45) это дает нам
СО оо

4 ?/3 V 1
я« El Z  (2г+1)4

V ___L

2 / у  I
я* EI п*

00
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Вступив при изучении изгиба балок на путь исполь­
зования теории рядов, естественно применять различные 
известные в этой теории формулы и соотношения. Напри­
мер, в примере из § 11 главы 9 была вычислена сумма 
стоящего в знаменателе ряда. Она оказалась равной я1/6. 
Поэтому (17.46) можно переписать как

=  <|7 -47)г = 0

Можно, просуммировав оставшийся здесь ряд, 
что

со
v  1 я4
Z i  (2Г+1)4 -  96 •г—О

найти,

(17.48)

Тогда окажется, что
M = — ±qP,  (17.49)

что, как известно, является точным решением задачи.
Можно, наоборот, действуя классическими методами 

сопротивления материалов, получить формулу (17.49) непо­
средственно, и тогда (17.47) даст нам формулу (17.48) 
для суммы ряда. Здесь представляется любопытной логи­
ческая эквивалентность формул (17.48) и (17.49) в пред­
положении, что установлена формула (17.47).

Искомая функция прогиба получается теперь путем 
сложения функций прогиба свободно опертой балки, загру­
женной в одном случае равномерно распределенной нагруз­
кой q, а в другом — моментом М, приложенным к ее левому 
концу. Для этого надо сложить i/? (x) из формулы (17.34), 
положив в ней с — 1, и оЛ)(х) из формулы (17.41), положив 
в ней с =  0. В итоге мы получим

2  тг» ( 1+ ( - 1)n) cos Т~х ~
* л= ‘

ю / ,  у __ ! _  JL V _!_cjnпл
я* я4 41 Zd (2/-+1)* El Zd п* s,n l

r —0 n = l
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ИЛИ

v(x) I4 qV_ у  

л» El Z  (2r)&
f - = l

00

__c 2rn „ 2 #  V  I • «я
C S / X *» El 1* 8,П / *  “П = |

4 \
T l я» Z

1 cos 2гл

f - i
(2r)» /

I
4л*

Y  I • ПЛ \
1  T * s ,n X x  • /1=1 /

§ 9. Сложный изгиб балки

Пусть теперь к балке кроме поперечной нагрузки, 
которую мы всю обозначим через S, приложены в ее 
концах еще и продольные силы ±  Т (рис. 38). Нагрузку,

S

[ состоящую из этих двух продольных сил, обозначим 
через R. Очевидно, продольная сила при функции про- 

Е гиба о(х) порождает в точке с абсциссой х изгибающий 
\ момент MR(x) = Tv (х).

Дифференциальное уравнение (17.12)
cPv(x) М (х)

difl ~  EI

* может быть теперь записано как

- g ?  -  -  Е7 <М* W  +  М5 (х))------(Tv (х) +  Ms (x)).
(17.50)

Положим, как обычно,
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И

Мы имеем

СО

Ms (х) =  У  m„sin"y х.
Л«= 1

cPv (X) 
djfl (т)* 21 ̂ "Т*-

Я  — I

(17.52)

(17.53)

так что подстановки в (17.50) согласно (17.51), (17.52) 
и (17.53) дают нам

Приравнивая коэффициенты при одинаковых тригоно­
метрических функциях справа и слева, мы получаем

откуда

и потому

- ( ± у Ь пп* = - ^ { Т Ь я +  тя),

Ья ■ тп
EI ’ л * ^ л * _ Г

V (X) = У тя
EI

"  Л* ~  п*— Т

. пп Sin J  X . (17.54)

Если величина Т отрицательная, т. е. если сила Т  
растягивающая, то вычитаемое в знаменателе каждого 
члена ряда (17.54) положительно и каждый член этого 
ряда оказывается меньше соответствующего члена ряда
(17.24). Это полностью соответствует и наглядным пред­
ставлениям: приложение растягивающих усилий должно 
уменьшать прогибы от поперечной нагрузки.

Если величина Т положительная, т. е. если сила Т  
сжимающая, то вычитаемое в знаменателях членов ряда
(17.54) отрицательно. Его присутствие уменьшает знаме­
натели и потому увеличивает члены ряда. Это также
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достаточно естественно: приложение сжимающих усилий 
увеличивает прогибы от поперечной нагрузки.

Однако увеличение сжимающего усилия Т может про­
исходить лишь до тех пор, пока ни один из знаменателей 
членов ряда не обратится в нуль, т. е. пока будет

Очевидно, если последнее неравенство будет выполняться 
при л =  1, то при всех больших значениях л оно также 

* останется в силе. Значит, одним из необходимых условий 
I применимости формулы (17.54) является

Сжимающую силу, равную Е /л 4//4, принято называть 
критической. При приближении сжимающей силы к кри­
тической знаменатель в первом члене ряда (17.54) при­
ближается к нулю, а сам первый член ряда неограни­
ченно возрастает, сколь бы малой ни была поперечная 
нагрузка R. В строительной механике это явление 
называется потерей устойчивости при продольном изгиб?. 
Его формальный анализ требует дальнейших рассуждений, 
которых мы здесь проводить не будем. Мы ограничимся 
рассмотрением случая, когда соблюдается неравенство
(17.55).

Для осмысленности всех проведенных рассуждений 
необходимо, чтобы было законным дуукратное почленное 
дифференцирование ряда в (17.51), т. е. фактически ряда 
в (17.54), а также выполнение почленного интегрирования.

Заметим в этой связи, что при фиксированном Т 
знаменатели в коэффициентах ряда в (17.54) имеют поря­
док л4. Если числители этих коэффициентов, т. е. числа т„, 
будут с ростом п убывать, как 1/л4, то коэффициенты 
в целом будут убывать, как 1/л4, а их вторые производ­
ные—как 1/л4. Тогда ряд для будет мажорироваться
рядом обратных квадратов (с некоторым постоянным 
множителем, который, как известно, на сходимость ряда 
не влияет). Тем самым, согласно теореме Вейерштрасса 
(см. § 7 главы 5), этот ряд сходится, и притом равномерно 
и абсолютно. Как и в § 4, замечаем, что умножение 
членов рядов на ограниченные функции не нарушает

Т < Е 1 £ (17.55)
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равномерной сходимости. Это замечание оправдывает и 
почленное интегрирование ряда.

В качестве примера рассмотрим случай, когда попе­
речная нагрузка S  состоит из единственной сосредоточенной 
силы Р, приложенной к балке вертикально вниз в точке 
с абсциссой х = с. В этом случае, как мы видели в § 5 
(см. формулу (17.27)), коэффициенты тп ряда Фурье для 
М (х) убывают, как 1/л1, так что условие двукратной 
почленной дифференцируемости ряда выполнено.

Фактические выкладки дают нам в результате подста­
новки в (17.54) значений для т„ из (17.27)

Из формулы (17.54) видно, что функция прогиба i>(*) 
в сложном изгибе зависит линейно от коэффициентов т„, 
а эти последние зависят линейно от поперечной нагрузки. 
Это значит, что и о(дс) зависит линейно от поперечной 
нагрузки, н мы м<?жем в случае сложного изгиба по 
отношению к поперечной нагрузке также применять метод 
наложения.

В частности, умножение (17.56) на q (с) и интегриро­
вание по с от 0 до / дает нам разложение в ряд Фурье 
для функции прогиба vq (jc) в случае распределенной 
нагрузки q (с):

со 2 1

V(x) =

(17.56)

оо ПЛд <7 (с) cos у  с
sin у  xdc, (17.57)

а дифференцирование ряда (17.56) по с — разложение в ряд 
Фурье функции прогиба в случае сосредоточенного
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момента М, приложенного в точке х = с:

*«— V
плcos у -с

п* — пТ
■ пл Sin -рАГ. (17.58)

п — | £ /

Почленное дифференцирование разложений для v., v4 
и vM, описываемых формулами (17.56), (17.57) и (17.58), 
дает нам разложении угла поворота сечения балки для 
соответствующих нагрузок.

Заметим, наконец, что по отношению к параметру Т 
дифференциальное уравнение (17.50) линейным не яв­
ляется: в нем нагрузка умножается на функцию прогиба 
v (х), в образовании которой она сама и участвует. Поэ­
тому нет оснований ожидать, что по отношению к про­
дольной нагрузке окажется применимым метод наложения. 
Формула (17.54) это подтверждает: члены входящего в нее 
ряда не пропорциональны величине Т.

§ 10. Балка на упругом основании

Обратимся к конструкции, анализ которой провести 
описанным в § 4 приемом не удается.

Пусть рассматриваемая нами балка имеет кроме жест­
ких опор по концам, препятствующих ее вертикальным 
смещениям в этих точках, еще упругое основание по всей 
ее длине, оказывающее сопро­
тивление вертикальным сме- q
щениям каждой точки балки.
Упругость основания пони­
мается в том смысле, что его 
реакция в каждой точке балки 
пропорциональна вертикаль­
ному смещению этой точки.
Действие упругого основания на балку можно отождест­
вить с внешней распределенной нагрузкой, интенсивность 
которой пропорциональна функции прогиба.

Рассмотрим пример, отличающийся от приведенного 
в конце § 3 лишь наличием у балки упругого основания 
(рис. 39). Именно будем считать, что на балку действует 
поперечная нагрузка, равномерно распределенная от 0 
до с < 1  и отсутствующая между с и I. Эту нагрузку

д ш ш ттттш п тш
£ ---------------------

W----------С ------- и
------ £

х ш

Рис. 39.

Л



388 РЯДЫ ФУРЬЕ В ТЕОРИИ ИЗГИБА БАЛОК |ГЛ. 17

обозначим через S,. Распределённую нагрузку, являющуюся 
реакцией упругого основания, обозначим через St .

Здесь по условию
qs, (*) =  — kv (■*) (17.59)

(знак минус означает, что реактивная сила опоры напра­
влена навстречу прогибу).

Далее, согласно (17.1) мы имеем
M s,+*,(*) =  MSl (x)-f-M s,(*), (17.60)

а ввиду (17.4) —
d*MSi (х) 

dx*

и, учитывая-(17.59),
d‘MSt (х) 

dx*

-  Qs, (x)

qs, (x) = kv(x).

(17.61)

Вместе c (17.60) и (17.61) это дает нам

d Ms'dis' {x) =  -  w + * » (* )•  ( i ?-62)

Наконец, вспоминая (см. (17.11)), что

A f s . + s .  ( X ) : - - - - £ / ^ .
так что

<™S, + S t(x) c .d*v(x)
dx* ~  E l  dx* • 

мы из (17.62)-получаем

E I * $ l  + kv(x) = qst (x). (17.63)

Эго соотношение является дифференциальным уравне­
нием изгиба балки, лежащей на упругом основании. Мы 
видим, что это дифференциальное уравнение — четвертого 
порядка. Воспользоваться им для непосредственной под­
становки в него разложения функции прогиба в ряд Фурье 
мы не имеем права, как это видно из примера, приведен­
ного еще в § 3. Читатель может убедиться в том, что 
присутствие в уравнении члена, описывающего действие 
на балку упругого основания, не спасает положения. 
Вместе с тем описанная в § 4 возможность ограничиться 
двукратным почленным дифференцированием ряда здесь



неприложнма, так как в дифференциальном уравнении 
одновременно присутствуют как сама функция v, так и ее 
четвертая производная.

Из сказанного видно, что для решения дифференци­
ального уравнения (17.63) при помощи ряда Фурье 
требуется изыскать другую возможность ограничиться не 
более чем трехкратным почленным дифференцированием 
ряда. Такая возможность открывается при рассмотрении 
потенциальной энергии изгиба. Заметим, что описываемый 
далее энергетический метод имеет весьма широкую область 
применения, выходящую за пределы теории изгиба балок.

§ 11. Вторая возможность ограничиться
двукратным дифференцированием.
Потенциальная энергия изгиба балки

Рассмотрим, как и в § 2, изгиб незакрепленной балки 
длины / моментами, приложенными к ее концам (см. рис 22).

При изменении момента от М до определяе­
мый соотношением (17.5) угол <р поворота правого конца 
балки относительно левого изменится на <p(Af-|-AAf) — 
— <р(М). Следовательно, приложенный к правому концу 
балки изгибающий момент произведет работу

(Ф(М +  ДМ) —<р(М))М*, (17.64)

где М * — некоторое промежуточное между М и М +  ДЛ4 
значение изгибающего момента. Мы можем положить

М* Т М + В\М,  где 0 6 <  1,

и переписать выражение для работы (17.64) как

(<р (М +  ДМ) — <р (/И)) (Af -f- 0 ДЛ4). (17.65)

Пусть теперь изгибающий момент М изменяется, 
возрастая непрерывно от нуля до некоторого окончатель­
ного значения М0 (а угол — соответственно от нуля до <р0). 
«Мгновенная» работа этого момента, когда его значение 
равно М, получается из (17.65) при ДМ -»-0 и равна 
A4.p'(M)dM, а полная работа —

м.
( / =  $ ,Щ'(М)с1М.

* 111 ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ ИЗГИБА БАЛКИ ЗЯ9

(17.66)
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В частности, если <р есть линейная функция М (см. 
формулу (17.6)), то выражение (17.66) для работы изги­
бающего момента запишется как

м.

U = Y l \  M dM ’
О

или, выполняя интегрирование, получим

u = i h Mi - ( 1 7  6 7 )
Иначе, с учетом (17.7), это равенство переписывается как 

( ^ ) 2 / -  i  £ /  (-ft-)’ -  j  М0Фо- (17-68)

Работа приложенного извне усилия переходит в потен­
циальную энергию изгиба балки. Поскольку балка одно­
родна и, кроме того, в условиях приложенных к ней 
внешних усилий изгибающий момент во всех ее точках 
один и тот же, потенциальная энергия изгиба балки рас­
пределена равномерно по ее длине. Это значит, что потен­
циальная энергия изгиба в каждом участке балки пропор­
циональна длине этого участка. Поэтому, если взять элемент 
балки длины Ах, то заключенная в нем потенциальная 
энергия будет равна

~ М 0^ -А х .

Но фj l  есть угол поворота поперечного сечения балки, 
отнесенный к ее длине, т. е. кривизна балки. В условиях 
предполагаемой жесткости балки ее кривизну можно 
принять равной второй производной смещения точки балки
по ее длине: • Вместе с (17.9) и (17.10) это дает
нам, что потенциальная энергия изгиба балки на участке 
длины А* равна

1 , .  cPv . El Г cPv \2 .T A f„-^r Ax =  - 2- ( - 3 ir ) Ах.

Далее, количество потенциальной энергии изгиба балки, 
заключенное в элементе Ах ее длины, зависит только от 
изгибающего момента в точках этого элемента Ах и 
не зависит от того, какими будут значения изгибающего 
момента в остальных точках балки.
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Таким образом, «плотность» потенциальной энергии 
изгиба балки по ее длине в точке х при наличии изгиба­
ющего момента М в этой точке равна

* \л  & v £ /  ( (Pv
2 М Ч * = ~  \1йг)  • (17.69)

Значит, выражение (17.69) описывает плотность потен­
циальной энергии в балке в той ее точке х, в которой 
изгибающий момент равен М, « независимо от того, чему 
равен изгибающий момент в остальных ее точках. В част­
ности, эта плотность не зависит ни от характера загрузки 
балки в целом, ни от способа ее закрепления на опорах.

Поэтому, если внешняя нагрузка на балку такова, что 
в каждой ее точке х изгибающий момент равен М (дс), то 
Тютенциальная энергия изгиба всей балки равна

{  \  М <*> = -Т i { ^ J dx =  WT i* M'(x)dx.
Ь o o

(17.70)

§ 12. Потенциальная энергия изгиба балки 
в случае нескольких нагрузок

Обозначим через UK потенциальную энергию изгиба 
балки от нагрузки R. Согласно (17.70) мы можем написать

|  ‘ ' « - - т г Й т ё 1)-’ *'- <|7-7|>0

Пусть, как и в § 2, к балке приложены две нагрузки 
R и 5 , причем имеет место соотношение (17.1):

Мк+5(х) =  Л Ы *) +  ЛЫ*)- (17.72)

В § 2 мы видели, что если балка закреплена, т. е. 
не может перемещаться, как твердое тело, то из (17.72) 
должно следовать-

t'«t s W  =  l’K + (17.73)
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Далее,' применяя формулу (17.71) для трех нагрузок: 
R, S  и R +  S, мы имеем

Е1
2

О о
£ / /• <Pvs (х) \г ( cPvs (x) \2+т)НИ «*-НИ«*-О

- « * « + » i * + " »  (17.74)

Потенциальная энергия изгиба (7/?+s численно равна 
работе внешних нагрузок R и S, совершаемой ими в резуль­
тате смещений точек балки, к которым эти нагрузки при­
ложены. С этой точки зрения каждое из трех слагаемых, 
стоящих в (17.74) справа, имеет свой механический смысл. 
Пусть сначала на балку действует одна лишь нагрузка R. 
Тогда потенциальная энергия изгиба балки есть UR и 
равна работе AR, совершаемой усилиями из R. Приложим 
теперь к балке дополнительную нагрузку S. Составляющие 
ее усилия совершат работу Л5, равную Us, но, кроме 
того, точки приложения усилий из R будут под воздей­
ствием S «подаваться»; усилия из R на этих перемеще­
ниях произведут работу, которую мы обозначим через 

и которая будет равна

Ur+s — Ur — Us — Е! ^
d*vR (x) d*vs (х)

dx* dx* dx. (17.75)

d?vR (x) <Pvs (x)
Заметим, что если вторые производные — и

являются ортогональными (см. § 3 главы 8) функциями, 
то интеграл в правой части (17.75) обращается в нуль. 
Это простое соображение будет иметь для нас далее реша­
ющее значение.

Пусть теперь к балке приложены нагрузка R и про­
порциональная численному параметру а нагрузка aS, 
причем для любого (или хотя бы для любого достаточно
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малого по абсолютной величине) а  выполняется равенство, 
аналогичное (17.72):

Потенциальная энергия UR+aS изгиба балки, находя­
щейся под нагрузкой R-\-<xS, равно как и работа состав­
ляющих эту нагрузку усилий, зависит от а. Обозначим 
потому их соответственно через U (а) и А (а). В частности, 
очевидно, что

A (V ) =  A R, U  (0) =* U R.

Поскольку мы рассматриваем условия, в которых вся 
работа внешних сил переходит в потенциальную энергию 
изгиба, должно быть

тождественно по а.
С учетом (17.76) формула (17.75) может быть записана 

как

Это равенство справедливо тождественно при всех а. 
Поэтому его можно продифференцировать по а  и положить 
а  =  0. Ввиду (17.77) мы получим

Если выразить U (а) через функцию прогиба о(х) и 
параметр нагрузки а  (а также, разумеется, и через осталь­
ные параметры задачи), то мы получим требуемое соотно­
шение, в которое надлежит подставлять вместо функции 
прогиба v ее разложение в ряд Фурье. По сравнению 
с уравнением изгиба балки (17.8) мы сейчас, используя 
соотношение (17.72), получаем (кроме значительной общно­
сти рассуждений) то нужное нам преимущество, что должны 
требовать не четырехкратной почленной дифференцируе­
мости рядов, а только двукратной.

и потому
М* (х) +  a /И, (х) =  /И*+а5 (х), 

vr (х) +  ai's (х) =  vR+aS (х). (17.76)

A(*) = U( а) (17.77)

UR+aS- U R- U aS = aEI J
5

dA  (ос) 
da

dU (а) • d-uR (x) d*vs  (x) 
| dxi dx* -A x.  (17.78)

a
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§ 13. Функции прогиба 
с ортогональными вторыми производными

Способы закрепления концов балки с опорами в точках 
О и / формально выражаются путем фиксации значений 
функции ее прогиба v(x) и ее производных при х =  0 и 
х =  1. Так, факт «свободной опертости» балки описывается 
равенствами (17.18) и (17.19).

Пусть функции

«1 (*)......... vn (х), ...
удовлетворяют условиям закрепления балки на ее опорах 
(т. е. могут оказаться функциями прогиба балки при 
некоторых ее нагрузках), а вторые их производные

^t'l (А) <Ру„ (а)
rfx* ..........  dx? ' (17.79)

ограничены в совокупности и составляют ортогональную 
систему (см. § 4 главы 8).

Будем в качестве функции, описывающей состояние 
балки, рассматривать вторую производную функции про­
гиба, т. е. d ■ Ввиду предположенной жесткости балки
можно считать, что эта вторая производная совпадает 
с кривизной балки в соответствующей точке.

Предположим, что функция и (г) прогиба балки, нахо­
дящейся под воздействием некоторой нагрузки R, такова, 
что ее вторая производная представима в виде равномерно 
сходящегося ряда

d'-v (х) 
dx*

у
п *= 1

. <Pvn (x)
1я dlfl • (17.80)

От вторых производных (17.79) мы можем перейти к «вто­
рым первообразным». Используя при этом произвол 
в выборе постоянных интегрирования, мы можем обеспе­
чить, чтобы первообразные удовлетворяли условиям за­
крепления балки. В этом случае по равенству (17.80) мы 
можем написать

00

V (х) =  v  anvn (дс).
Л*=1
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Фиксируем теперь некоторое натуральное п и  прило­
жим к балке, как это описывалось в предыдущем пара­
графе, дополнительную поперечную изгибающую нагрузку 
aS„, приводящую к прогибу avn (дс). Напишем согласно 
(17.79) выражение для производной U потенциальной 
энергии изгиба Un (а) =  UR +  aS„ по а  при а  =  0:

" Г  * .
О

или, пользуясь разложением для v(x),

U'n (0) =  £ /  J ( “И г  £  а^ т  (*)) d~Vd̂ tX) dx.
0 \  m =* I /

Двукратное почленное дифференцирование ряда дает нам

U'n(0) = EI
СО

,т = I
Mm (*) 

dx*
<РУп (*) \ 

dx* dx.

Правомерность почленного дифференцирования ряда обус­
лавливается равномерной сходимостью ряда производных 
его членов (17.80). После умножения этих членов на огра­
ниченные v'„ (х) равномерная сходимость ряда не нарушится, 
и его можно почленно интегрировать, что состоит в пере­
мене порядка суммирования и интегрирования:

U'n (0) =  El У  ат
т = I

Г <PVт (X) 
1 dx*

&Уп (*) 
dx* dx.

Из ортогональности на (0, /] вторых производных (17.79) 
мы получаем

/
U’n (0 )=  Ela„ [ ( - ^ ^ - J d x .  (17.81)

■
Последнее выражение, как было установлено в предыду­
щем параграфе, равно работе внешней нагрузки на балку!на перемещениях, соответствующих прогибу v„. С другой 
стороны, мы можем записать выражение для этой работы 
непосредственно, как сумму (интеграл) произведений сил 
на линейные перемещения, или моментов на угловые
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перемещения, или и тех и других вместе. Приравнивание 
этих двух выражений дает нам уравнение, из которого 
можно определить коэффициент а„.

В следующих, параграфах мы рассмотрим несколько 
конкретных случаев.

§ 14. Свободно опертая нагруженная балка

Пусть к балке, свободно опертой своими концами при 
х =  0 и x = t, приложена некоторая поперечная нагрузка 
R. Напишем разложение функции прогиба v r (x ) это й  
балки в ряд Фурье по синусам на сегменте [0, /]:

СО

Ок(лг)= V  fe„sin -^* . (17.82)
П *=1 .

Все синусы обращаются в нуль при дс =  0 и х = 1, а 
вторые их производные суть также синусы (с некоторыми 
коэффициентами) и потому составляют ортогональную си­
стему на [0, /]. Следовательно, мы можем воспользоваться 
результатами предыдущего параграфа.

В нашем случае формула (17.81) переписывается как

U'n (0) =  E/bn J  sin -р x * dx,

или, выполняя простые преобразования, получим

U'„ (0) =  Е!Ьп ( ^ j*  sin* ^ x d x  = EIb„
У о

и мы имеем

<17-83)
Вычисляя Ч'п(0), как работу внешних сил на переме­

щениях, соответствующих прогибу s in ^ x , мы находим
коэффициенты Ь„ и тем самым — искомое разложение для 
vr  (* ) .

П р и м е р .  Рассмотрим прогиб свободно опертой балки под воз­
действием поперечной сосредоточенной силы (см. рис. 26),
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Пусть рассмотренная выше свободно опертая балка загружена 
вертикальной силой Р, приложенной в точке с абциссой х = с  
(см. § 5).

Работа t/я (0) силы Р на перемещении, сответствующем функции 
прогиба sin ^  *• очевидно, равна Р sin ~  с. Значит, (17.83) дает нам

2 /* 1 _ . пл
л* E l  п * Р  s n I с-

Поэтому разложение функции прогиба vр (х) будет таким:

Vp (х) = 2 Р / з у  1
л* £ /  Ad п*

п 1 1

, лл . лл sin -у- с sin — х. (17.84)

что совпадает с формулой (17.29). Проверка законности двукрат­
ного почленного дифференцирования этого ряда была нами проделана 
в § 5.

§ 15. Работа продольных сил 
при сложном изгибе балки

N

Рассмотрим теперь имеющую две опоры балку, кото­
рая, помимо изгиба поперечной нагрузкой, подвергается 
еще растяжению или сжатию продольными силами.

Нагрузку на балку, состоящую из поперечных и про­
дольных усилий, обозначим через R.

Выше мы не делали различия между расстоянием, 
отсчитываемым от левой опоры балки по направлению 
к правой по прямой линии, и расстоянием, отсчитываемым 
вдоль искривленной линии прогиба балки, характеризуя 
оба одной и той же координатой х. Теперь нам придется 
различать эти два вида расстояний. Поскольку основные 
соотношения, описывающие потенциальную энергию изгиба 
балки, касались точек самой балки, а не точек объемлю­
щего ее пространства, мы сохраним х для обозначения рас­
стояния вдоль балки. Расстояние же по прямой линии мы 
будем характеризовать координатой £.

Как было условлено в «определении» балки (см. на­
чало § 2), мы не будем учитывать изменения длины балки 
от приложенных к ней продольных усилий, считая его пре­
небрежимо малым. Это значит, что х-координаты концов 
балки (и тем самым-ее опор) будут равны 0 и / неза­
висимо от ее деформаций, вызываемых нагрузками.
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Н а п р о т и в , изменение расстояния между концами балки, 
и з м е р е н н о го  по прямой, нам учитывать придется. |-коор- 
дннату левой опоры мы при любых вариантах нагрузки 
будем считать равной нулю, а g-координату правой опоры

в условиях нагрузки R, завися­
щую от R, будем обозначать че- 

Т  рез lR. Очевидно, lR^ l ,  потому 
что после загрузки балки она 
искривляется и расстояние ме­
жду ее опорами уменьшается.

Разность / — lR можно подсчи­
тать следующим образом.

Пусть vR(x) — функция про­
гиба балки от воздействия на­
грузки R. Из рассмотрения эле­

мента дуги искривленной балки (рис. 40) видно, что 
dl2 =  (dx)2 -  (dvR (дг))*, -откуда

dZ

Рис. 40.

В результате интегрирования мы находим расстояние 
между опорами балки:

(17.85)

Считая что все значения достаточно малы (что вы­
текает из предположения о жесткости балки), мы можем 
(17.85) переписать как

i I

Вернемся теперь к схеме рассуждений из § 12 и § 14. 
В качестве «основной» нагрузки (как и в § 12, мы ее 

обозначили через R) мы выберем действующие на балку 
продольные силы zh Т (см. рис. 38). Представим функцию
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прогиба vR(x) от нагрузки R на сегменте [0, /] в виде 
разложения по системе функций

(*>..........vn (*)............

имеющих попарно ортогональные на [0, /] вторые произ­
водные:

00

Vr (*) =  У, c»vn (*)• (17.87)
П *= I

В качестве «дополнительной» нагрузки (в обозначе­
ниях § 12 это нагрузка aS) возьмем поперечную нагрузку, 
порождающую прогиб av„ (x).

Подсчитаем теперь в соответствии со сказанным в 
конце § 12 работу основной нагрузки на перемещениях, 
обусловленных дополнительной нагрузкой. Очевидно, это 
будет работа силы Т на перемещении, равном изменению 
расстояния между опорами, вызванному добавлением к 
основной нагрузке дополнительной нагрузки.

Эта работа равна

Т  (Ir  —  Ir +o s),

или, учитывая формулу (17.86) вместе с ее вариантом, 
получающимся при замене R на R + aS, получим
Т  (Ir — Ir+os) =
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Производная этой работы по а при а  =  0 равна

)
dx dx (17.88)

§ 16. Общий случай изгиба балки

Вернемся к изгибу свободно опертой балки, лежащей 
на упругом основании, описанному в § 10. В целях крат­
кости изложения мы ограничимся рассмотрением наиболее 
общего случая изгиба, считая, что на балку действуют 
разнообразные поперечные нагрузки, а также приложен­
ные к концам продольные силы (рис. 41).

Будем по-прежнему искать функцию прогиба этой 
балки в виде ее разложения

причем коэффициенты а„ будем находить из уравнения 
(17.81).

Примем для определенности, что поперечная нагрузка 
5 на балку состоит из сосредоточенных сил Р1, . . . , Р к, 
приложенных в точках х = си . . . ,  с», моментов AfI f . . . ,  М,, 
приложенных в точках x = dl t . . . .  d,, и распределенной 
нагрузки с интенсивностью q(x) в каждой точке х.

Пусть продольная нагрузка R состоит из сжимающих 
с и л ± 7 \  приложенных к концам балки. Коэффициент 
упругости основания примем равным k, а реактивную 
нагрузку на балку со стороны упругого основания обо­
значим через S*.

Подсчитаем работу U,, (0) всех внешних сил на перемеще­
ниях, соответствующих прогибу vn(x).

S

Рис. 41.

00

V (X) =  v  a„v„ (х),
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Работа сосредоточенных сил Р\........Рг, как уже было

Работа моментов Mlt . . . ,  М, равна сумме произведений 
величин этих моментов на углы поворота соответствующих 
поперечных сечений балки в точках du . . . , d t, т. е.

Работу распределенной нагрузки q(x) можно получить 
интегрированием по х работы элементарной силы q(x) dx, 
приложенной в точке х балки:

Аналогично, работа сил S* реакции упругого основа-

гое основание поглощает энергию, т. е. совершает «отри­
цательную» работу независимо от смещения точек балки 
вверх или вниз, т. е. независимо от знака v„(x).

Наконец, работа продольных сил ±  Т в соответствии 
с формулой (17.88) равна

Таким образом, формула (17.81) может быть записана 
в нашем случае как

выяснено в предыдущем параграфе, равна
Т

'  2  Ррпфй-

Ц  M,V' (d,).

\ q (*) V„ (х) dx.
о

—k s I vn (x) I dx.
0

Знак модуля выражает здесь то обстоятельство, что упру-

U

X  P<v* (с'> +  2  M,v'n(dl) + \q(x)vn(x )d x -

U
(17.89)
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§ 17. Общий случай изгиба свободно опертой балки

Пусть мы имеем дело со свободно опертой балкой на 
упругом основании, которая загружена системой усилий R, 
как это описано в предыдущем параграфе.

Будем искать функцию прогиба этой балки в виде ее 
разложения в ряд Фурье на [0^/] по синусам:

есть суммарная площадь, ограниченная осью абсцисс и п
п.ч

полуволнами синусоиды sin -j- х. Но площадь одной такой 
полуволны равна

00

( 1 7 .9 0 )

В этом случае u„ =  sin у * ,  так что 
Интеграл же

лл dvn (дг) • лл лл
COS j  X

о о

• л j sin -1-х  ах —
о о

I
о

6
Далее,

оо оо

и поэтому

(  dl'R <*> dvr
J  dx d

u
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Наконец, =  _  (у )*  sisin у * ,  откуда

Подставляя все вычисленные выражения в формулу 
(17.89), мы находим

Нам остается подставить это выражение для Ьп в фор­
мулу (17.90).

§ 18. Изгиб симметрично нагруженной балки, 
жестко заделанной по концам

Рассмотрим случай, когда балка с опорами в точках 
х =  0 и х — 1 жестко заделана по концам (рис. 42). Фор­
мально это значит, что для функции прогиба балки имеют 
место соотношения

Балку с так устроенными опорами можно, подобно тому 
как это делалось в § 8, исследовать как статически неоп­
ределимую систему, т. е. представить ее как свободно 
опертую балку с тон же нагрузкой, но к которой по кон­
цам приложены дополнительно моменты М0 и М,, пока 
неизвестные. Величина этих моментов определяется так, 
чтобы они в соответствии с уравнениями (17.92) компен-

Отсюда следует, что

п*л4 п-ла
2 Р 21

о(0) =  у(/) =  0,
и' (0) =  v' (/) =  0.

(17.91)
(17.92)
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сировалн «до нуля» углы поворота от внешней нагрузки 
в точках jc =  0 и х — I.

Однако в том случае, когда нагрузка балки оказы­
вается симметричной относительно ее середины, более эф­
фективен другой метод.

Симметричность нагрузки балки относительно ее сере­
дины состоит в том, что каждой силе, приложенной

к балке дг, соответствует равная ей 
по величине и совпадающая по на- 
правлениюсила, приложенная вточ- 
ке I — х, а каждому моменту, прило- 

Рис. 42. женному в точке х, — равный ему по
величине и противоположный по на- 

правлениюмомент, приложенный в точке I — х(рис. 43). Если 
для удобства перенести начало координат в середину балки, 
то, как и в аналогичном случае, разобранном в § 3, из 
следствия теоремы § 8 главы 9 и выражения (17.3) для

I 'd х-1

Рис. 43.

изгибающего момента в сечении балки следует, что 
MR[x — -{jj, а потому и vR(x — -̂ J суть четные функции

от х — у .  Иначе говоря, это означает, что vR и суть
функции, симметричные относительно х = 1/2.

Для исследования изгиба таких балок найдем, в соот­
ветствии со сказанным в § 13, систему функций

М *), М *).........М *). •••, (17.93)
которые

1) были бы симметричны относительно х = 1/2:
vR(x) = vn(l-x), л =  1 , 2 , . . . ;  (17.94)

2) удовлетворяли бы условиям (17.91) и (17.92):

^  (0) =  ря (0 =  0, о; (0) =  v’n (I) =  0; (17.95)



3) вторые производные которых были бы попарно орто­
гональны на сегменте [0, /]:

|  =  0 при п ф т .  (17.96)

В качестве такой системы функций можно взять систему

v„ (х) =  1 -  cos ^ y ~x.
Для этих функций мы имеем

v’n (х) =  -^р- sin х, (17.97)

v’n(x) = { ^ p -J  co s^p -x .  (17.98)

To, что для них выполняются условия (17.94), (17.95) и 
(17.96), видно непосредственно.

Покажем, что всякую функцию прогиба t/(x), удов­
летворяющую условиям (17.91) и (17.92), можно разло­
жить по таким функциям в ряд:

00

v(x)= У  ^ ( l - c o s ^ - x ) .  (17.99)
П =  1

Действительно, составим разложение функции v (х) 
в пр межутке (0, /) в ряд Фурье по косинусам:

00

v (*) =  -у +  а п COS -^р- X. (17.100)
П =  1

Так как вторая производная функции прогиба и(дг) 
пропорциональна изгибающему моменту, она, очевидно, 
должна быть интегрируемой и ограниченной. Следова­
тельно, по теореме § 5 главы 16, стоящей в (17.100) справа, 
ряд сходится при всех * равномерно и абсолютно. Поэтому 
мы можем написать
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При х = 0 левая часть этого равенства и все разности
со

справа обращаются в нуль, и мы имеем Оо+ У^ая =  0.
П =  1

Нам остается положить — а„ = \ п-
После сказанного исследование изгиба симметрично 

загруженных балок с жестко заделанными концами 
проводится стандартным образом по схеме, описанной 
в §§ 13 и 14.
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§ 19. Функция прогиба 
симметрично загруженной балки 
с жестко заделанными концами

Рассмотрим балку с жестко заделанными концами на 
упругом основании, которая загружена симметричной 
относительно х — 1/2 системой усилий R. Обозначения для 
отдельных элементов нагрузки соответствуют введенным 
в § 16.

Будем искать функцию прогиба этой балки в виде 
разложения в ряд на [0, /] вида

СО

»*(*)“  (17.101)
/1  =  1

Здесь v„(x)= 1 — cos—— х, и выражения для первых
и вторых производных этих функций нами уже были 
выписаны в (17.97) и (17.98).

Далее,

|  J 1 т -  COS -  ДС j rfjf =  ^  ^ 1 —  COS Xj dx =

- L - s i n - ^ x U / .

Мы d v p ( x )  ^  л 2ля 2лпимеем — =  7 - j - s i n  —— х, так что в силу
Д —1
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ортогональности синусов
• dvR (х) dv„ (дг)

Ох -  |  ( I * .  2 *  . i „ M )  й »  , i n « «  х £  _\ dx dx

и, наконец, из формулы (17.98) получаем 

о

Подстановка всех найденных выражений в (17.89) 
дает нам

г
V  n  / i  2ля \ . V  w 2лл 2лл , .2 , р 1 11 - c o s  —  с,) +  2 , М/ —  sin -у -  d ,+
= i  ' / = I

+  \  q(x) f 1 -  cos дс j d x - k l  +  T l n =  E I\n

Остается из каждого такого линейного относительно Хп 
уравнения найти* соответствующее а.„ и подставить полу­
ченные значения в (17.101).
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