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Н астоящ ее пособие написано на основе лекций, прочитанных 
автором для студентов старш их курсов математических ф акул ь­
тетов М О П И  им. Н. К. Крупской и М Г П И  им. В . И. Л енина. Ц ел ь  
пособия —  подвести студентов к  современному пониманию так и х  
важ ны х понятий геометрии, как многообразие, поверхность, линия, 
и изучить их основные свойства.

Ч асть изложенного в пособии м атериала (например, гл а в ы  
I, I I ,  IV ) м ож ет составить содерж ан и е соответствую щ его сп ец ­
курса, а другая часть (главы  I I I ,  V , V I )  обеспечит ф акул ьтати в­
ный курс для студентов, интересующ ихся геометрией. Н екотор ы е 
примеры и упражнения могут бы ть использованы на спец сем и н а­
ре, а так ж е могут служить темам и д ля курсовых и дипломны х 
работ по геометрии.

Зам етим , что излагаемый м атер и ал  тесно примыкает к р а з ­
делу «Элементы топологии. Линии и поверхности в евкли довом  
пространстве> из учебного пособия «Геометрия II»  В . Т . Б а з ы ­
лева и К. И. Дуничева (М ., П росвещ ение, 1975). Там ж е  приве­
дены и многочисленные примеры, которы е полезно и сп о льзовать 
при чтении спецкурса по данному пособию.

Хорош о известно, что теория дифференцируемых м н огообр а­
зий составляет предмет дифференциальной топологии [13], а не 
геометрии. Современная дифференциальная геометрия и зучает 
дифференцируемые многообразия с  обогащенной (дополн итель­
ной) структурой. Именно в таком  см ы сле и надо понимать н а­
звание настоящего пособия.

Автор считает своим приятным долгом  выразить искреннюю 
признательность кафедре геометрии Ленинградского го су д а р ст­
венного педагогического института им. А. И. Герцена (за в . каф ед­
р ой —  проф. А. Л . Вернер) и доктору ф изико-математических наук, 
старш ему научному сотруднику М Г У  Л . Е . Евтуш ику з а  их цен­
ные замечания по содержанию пособия.

Автор



ГЛ А ВА  I

ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ

Здесь предполагается знание элементов топологии 
в объеме соответствующего раздела программы по гео­
метрии для педвузов [ 2 ].

§ 1. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е МНОГООБРАЗИЯ. ГЛАДКИЕ  
МНОГООБРАЗИЯ

Пусть G — открытое множество в R" (где Rn — 
«-мерное числовое пространство с его естественной то­
пологией).

Отображение f : G-»-Rp переводит каждую точку 
х =  (л;1, х2, ..., xn) e G  в определенную точку /(*) =  </= 
=  (у\ У2, y p) ^ R p . Следовательно, отображение f  
определяется р  функциями у‘= у ‘ (х\ х2, ..., хг>) — ком­
понентами от ображения f.

Если каждая из функций у 1 имеет в G непрерывные 
частные производные до порядка k  включительно, то 
отображение / называется отображением класса  гл а д ­
кости Ch или просто отображением класса  Ск. Пишут: 

(G, Rp) или, короче,/ e C ft (если G u p  известны).
Если компоненты у ‘ отображения / имеют в G не­

прерывные частные производные любого порядка, то 
множество таких отображений обозначают через 
C°°(G, Rp). Множество всех аналитических от ображе­
ний из G в Rp, т. е. таких, компоненты которых в ок­
рестности каждой точки x e G  можно разложить в схо­
дящиеся степенные ряды, обозначают через C“ (G, Rp). 
Наконец, C°(G, Rp) — это множество всех непрерывных 
отображений множества G в Rp. Имеем C°(G, Rp)=d 
zdC ^G , R . . . zdC°°(G, Rp)Z3Ca (G, Rp). Можно по­
казать, что в этой цепочке ни одно включение не яв­
ляется равенством.

Пусть X — хаусдорфово токологическое пространст­
во. Гомеоморфизм ф некоторого открытого подмноже­
ства UсгХ  на открытое подмножество в R™ называется 
п-мерной картой (или п-мерной системой координат).



При этом U называют коор ди н ат ой  окрестностью или 
областью карты <р. Если x ^ U ,  то ф(х) =  (л:1, х2, ..., 
xn) e R n. Эти п вещественных чисел х 1 называются к о ­
ординатами точки х в данной карте ф. Если x ^ U ,  где 
U — область карты ф, то говорят, что ф — координат­
ная система в точке х.

Пусть имеется хаусдорфово топологическое прост­
ранство X, на котором задано покрытие {Ua} областя­
ми «-мерных карт (п — заданное натуральное число): 
Х :== U£/а» где Uа — область карты фа и А — множество

а е А
индексов. Тогда пространство X  называется п-мерным  
топологическим м ногообразием .

Для нужд геометрии такое определение многообра­
зия оказывается слишком общим и на пространство X  
кроме его отделимости обычно налагают и другие тре­
бования, такие, как связность [ 12] или наличие счет­
ной б азы  [5 J.

Пусть многообразие X обладает счетной базой. Это 
значит, что существует такое семейство В открытых 
в X множеств, что для любой точки х ^ Х  и любой ок­
рестности Vx этой точки существует открытое множе­
ство В Х̂ В  такое, что x ^ B xczV x. Это семейство В  и 
называется базой топологии пространства X. Будем 
предполагать, что топология пространства X обладает 
такой базой В, которая содержит не более счетного 
множества элементов В х (тогда X называют простран­
ством со счетной базой). Мы не будем требовать, что­
бы многообразие X было связным топологическим про­
странством.

Как известно, в пространстве с базой В  всякое о т­
крытое множество Ua есть объединение элементов из 
В. Таким образом, если топология многообразия X  
обладает счетной базой, то мы можем считать, что 
покрытие { Uа} содержит не более чем счетное мно­
жество элементов Ua (т. е. множество А не более чем 
счетно).

Пусть X — я-мерное топологическое многообразие и 
k — целое число, причем Множество А —
=|(фа)абл карт ф„ называется атласом  класса С* на 
X, если выполнены двй условия (аксиомы атласа клас­
са Сй):

1) области Uа этих ^арт образуют покрытие много­
образия X, т. е. Xcz U Ца\

afcA 1



2) для любых а ,  |ЗеЛ таких, что и а(]и ц ф 0 ,  ото­
бражение фр°фа-1 : Ф«(^.П£/»)-*Фи(^«Пйц) принадле­
жит классу Ск. Эти отображения фр°фа-1 называются 
п реобразованиям и координат.

Пусть А — атлас класса Ск на многообразии X. 
Карта ф на X называется Ск-согласованной  с А, если 
Ли{ф} — также атлас класса Ск на X. Атлас А клас­
са Ск называется дифференцируемой структурой клас­
са С* на X, если каждая карта, (^-согласованная с 
А, принадлежит А (свойство максимальности атла­
са  [3]).

Ясно, что каждый атлас класса Сь на X определяет 
однозначно дифференцируемую структуру класса Ск, 
а именно-множество всех ¿^-согласованных с ним 
карт.

Пара (X, А ), где X — «-мерное топологическое мно­
гообразие и А — дифференцируемая структура класса
О  на X, называется п-мерным м ногообразием  класса
О  (точнее, п-мерным дифференцируемым м ногообра­
зием  класса  Ск) .

Пусть А0 — некоторый атлас класса Ск на X. Атлас 
А0 можно пополнить до единственной дифференцируе­
мой структуры А класса С’1. Атлас Л0 называют бази ­
сом  О-структуры А. Таким образом, пара (X, Ао) оп­
ределяет единственное (/'-многообразие (X, А ), если 
А0 — какой-либо атлас класса Ск на X.

Заметим, что С°-многообразие — это просто тополо­
гическое многообразие.

Если в данном выше определении атласа класса Ск 
положить к = со (т. е. потребовать, чтобы отображения 
Ф р° фа-1 были аналитическими), то получим атлас 
класса О .  Атлас А класса О , обладающий свойством 
максимальности, называется аналитической структу­
рой  на X, а пара (X, А )— аналитическим м ногообра­
зием.

Многообразия класса С* (&>0) называются также 
гладкими.

Пример 1. А ф ф и н н о е  п р о с т р а н с т в о  Ап. 
Как известно [2 ] , при определении структуры прост­
ранства Ап базой этой структуры служит числовое про­
странство Я™. Поэтому в качестве карты ф можно взять 
тождественное преобразование в Область такой 
карты — все Я ". Следовательно, можно рассматривать 
атлас А0=  {ф} из одной карты ф. Соответствующее 
преобразование координат у1[ = х 1 (1= 1, 2, ... л) опре­



деляется, как видим, аналитическими функциями. С ле­
довательно, аффинное пространство Ап (как и евкли­
дово £ п) является примером дифференцируемого (и 
даже аналитического) многообразия.

Пример 2. Рассмотрим сферу 5 п-1 в евклидовом 
пространстве Е п: 5 п_1 =  {А'е£'п|р(0, д ;)= г > 0 } ,  точки 
Х[ (0,0, ..., О, г), х2(0, ..., О, — г) и гиперплоскость Е п- Х : 
:х™ =0 (предполагаем, ^ то  в  ̂ Е п выбран ортонорми- 
рованный репер (О, ¿ь ¿2, ¿п}). Определим отобра­
жения ф : 5 п- 1\ { х , г | ;  ; 5 „ _ 1\  {х ^ ^ Е п -х  как 
стереографические проекции из точек х х и х2 соответ­
ственно на Нетрудно проверить, что Л0=  {ф, 
\|э}— базис дифференцируемой структуры на сфере 
5п-1.

Можно убедиться, что проективное пространство 
Р п, эллиптическое пространство Римана 5 „ и гипербо­
лическое пространство Лобачевского Ап являются 
С°°-многообразиями.

З а м е ч а н и е .  Уитни в 1936 г. доказал, что если на 
топологическом многообразии X  существует С’-струк- 
тура, то на нем существует и С“-структура, при­
чем из максимального С’-атласа можно выбрать 
атлас О-согласованных карт, т. е. базис ^ -стр у к ­
туры [15].

Поэтому во многих вопросах геометрии можно рас­
сматривать сразу С°°-многообразия. Можно было бы 
рассматривать сразу С“-многообразия. Однако требо­
вание аналитичности нередко оказывается слишком 
сильным (как известно, поведение аналитической 
функции в целом определяется ее поведением в сколь 
угодно малой окрестности одной точки).

Как показал Кервер в 1960 г., для всех су ­
ществуют топологические многообразия размерности 
п, на которых нельзя ввести никакой Сй-структуры при 
& >0. Можно показать, что если X  — топологическое 
многообразие размерности яй-^4, то на X существует 
Сй-структура, £ > 0  [15].

Будем обозначать л-мерное дифференцируемое 
многообразие через Хп, Уп, ..., М п. При этом, как пра­
вило, мы не будем указывать, какому классу Ск при­
надлежит это многообразие, считая 6 достаточно боль­
шим, для того чтобы все рассуждения были коррект­
ными. Заметим только, что всякое ¿^-многообразие я в ­
ляется и СР-многообразием для р < к .



§ 2. ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И РУЕМ Ы Е ОТОБРАЖЕНИЯ

Пусть Хп, Ур — дифференцируемые многообразия 
классов Ск и Сч соответственно и О — открытое под­
множество в Хп. Рассмотрим отображение /: й-*-Ур. 
Пусть ф — карта с областью ¿/ сб  и г|5— карта с обла­
стью 1/=)/(¿7). Отображение / называется дифференци­
руемым к л асса  Ст ( т ^ т т  (&, ¿7) ) ,  если отображение 
фо/о ф-1 :ф ( и ) - ^ ( У )  (где ф(1/)<=Я», г|)(У)с=ЯР) 
принадлежит классу Ст, для любой карты ф, область 
которой

Отображение фо/о ф"1 переводит точку ф (х )е  
е ф ( и ) а К п в точку уег[)(У )с1ЯР. Если ф(л:) =  (х1, х2, 
..., хп) (и, значит, х 1 —  координаты точки х<=и  в карте 
Ф) и у = ( у 1, у\ Ур ),  то у * = у а (х\ х2, ..., хп),а= = \ , 
2, р. По определению, ¡^ С т{Хп, УР)<^~уя^ С т(Кп, 
№ ).

Если в качестве Ур взять Я, то получим веществен­
ную функцию / класса Ст от п аргументов, определен­
ную на множестве <3. Пусть по-прежнему Хп — много­
образие класса Ск и Схк— множество функций класса 
Ск, определенных на открытом подмножестве О, со­
держащем точку х ^ Х п ( к > 0). Если ф — карта в точ­
ке X И ф (х )=  ( я 1, х 2, ...,х„)<=Кп, то х=ц>~1 (х1, X2......
хп) И у = } ( х )= 1 (ч > 1~(х\ х2, ...,хп) У = Г ( х 1, х2, . . . ,х п),

где /*=/<хр->. Обозначим — , (/) 

пишут

Зададим п чисел и рассмотрим линейный
функционал X: Схк-+ К , действующий по закону У/<=
<=Схк\ X ( / ) = ! '  —̂ г (суммирование по I от 1 до /г). 

дх х
Этот функционал обозначают так:

дх1 х
На множестве всех таких функционалов определим 

сложение по правилу (Л^+Хг) (Л =-^1 (/)+ ^ (/ )  и ум­
ножение на число по правилу (а р )  (/ )= а Х (/ ).

Множество Тх всех функционалов вида (1) стано­
вится векторным Я-пространсТвом. Оно называется 
касательным пространством к.многообразию Хп в точ­
ке х , его векторы —  касательными векторами к много-

дГ_ 
дх1

. Вместо
<рМ

!



образию Хп в этой точке. Таким образом, в данной
карте ф вектор Х ^ Т х определяется п числами В ы ­
бирая £1= 6ь* (символ Кронекера), получим п векто­
ров * 2  =  ̂ - ( ¿  =  1 ,2

Покажем, что векторы Хк° линейно независимы. 
Рассмотрим равенство

\ *X l= 0  ( У е « ) .  (2)

Функционал %kXk° можно применить к функции

х ^ С хк. Получим KhX°h(X i)= 0  или к к ~  =0, т. е.
дх*

Xk6 lh = 0 .  Отсюда A,ft= 0 .  Таким образом, равенство (2) 
возможно лишь при всех №, равных нулю. Следова­
тельно, векторы -^-линейно независимы.дх*

Согласно формуле ( 1), каждый вектор Х ^ Т х яв- 

ляется линейной комбинацией векторов — ■ Следова-
дх* •

тельно, базис пространства Тх и dim Тх= п .

Дифференциал функции / в точке х  определен фор­
мулой

* / = , a 5 l < u ' -  ( 3 )

Если /, g ^ C xk, то d f+ d g  есть дифференциал функции 
/ + g e C xft. Если a e R ,  то ad }  —  дифференциал функции 
а / е С / . Следовательно, дифференциалы функций из 
Сх\ вычисленные в точке х, образуют векторное про­
странство Т,с* над полем R вещественных чисел. Имеем

х‘<=С/ и, значит, dx ‘^ T x*. Так как
д х ‘

■ R, то в си-

лу формулы (3) заключаем, что любой дифференциал 
d f^ T x* является линейной комбинацией п линейно не­
зависимых дифференциалов d x l (как дифференциалов 
независимых переменных). Следовательно, dim Тх* =  п 
и (dx‘) — базис векторного пространства Тх*.

Всякий элемент df пространства Тх* определяет ли­
нейное отображение d f ; Тх-+  R по закону

( d f ) ( X ) = X ( f y  Y X < = T x. (4)



Если взять / = х \  Х = -^ г ,  то по формуле (4) полу-
дх

чим Шх1) ( —  ̂=  8*. Таким образом, векторное прост-
\̂ -*в / гр

ранство Тх является сопряженным пространству Тх, 
а базис (йх*) пространства Тх* сопряжен базису (дк)
пространства Тх ^где •

Элементы пространства Тх* называются ковариант- 
ными векторами  (короче, ковекторами) или линейны­
ми формами в точке х, а само векторное пространство 
Тх* называется кокасат ельным пространством к мно­
гообразию Хп в этой точке.

З а м е ч а н и е .  В  евклидовом пространстве Е п возь­
мем ортонормированный репер _/?=(0 , е \, е2, ..., еп) и 
какой-либо вектор у = а !е‘= 0 .  Пусть / — функция 
класса Ск (& > 0 ), определенная в некоторой области 
й а Е п. Тогда в точке х<=0 определен вектор g г a d f=

е {. Находим
X

; . ё га(1/ = а ' ^ -  = а ' ^ г  (/). (5)

V  Ж .  
£ 1 дх‘

д х ‘

Таким образом, вектор V определяет линейное отобра­
жение X : Схк—>-Я по закону X (¡) = а ‘ — . Отождест-

ах х
вим вектор V с этим отображением X. При этом, как 
показывает формула (5), u(f)=~u•grad/ есть производ­
ная функции / в направлении V.

Базис пространства Тх, т. е. упорядоченное множе­
ство из п линейно независимых векторов Х\, ..., Х„ из 
Тх, называют р еп ер ом  в точке х и обозначают Их [10]. 
Реперу Я х пространства Тх соответствует в простран­
стве Тх* сопряженный базис или корепер  0Ж — упорядо­
ченное множество из п линейно независимых линейных 
форм 0' в точке х  таких, что 0‘ (Х л )= 6 и1- Репер (дк) и 
корепер (йх1) называют естественным репером  и ко­
репером  в карте ф, где ф(х) =  х2, ..., хп).

Пусть ф! и ф2 — карты, определенные в окрестности 
точки х ^ Х п, причем ф1(*) =  (х ^ х 2, ..., х п), ф2(*) =  (У1> 
у2, уп) . Как векторы из Тх, ?ак  и ковекторы из Тх* 
будут иметь различные представления относительно 
этих карт.



Теорема. При переходе от карты ф, к карте ф2 б а ­
зисные векторы в Тх преобразуются по зак он у

д дх’ д
ду1 X ду1 х дх1 (6)

а  базисны е ковекторы в Тх* преобразую т ся по закону

ду1с1у1
дх*

й х и. (7)

. П По условию, ф1 ( * ) = ( * ' ,  х2, .... х п), (р2(х) =  (у>, 
У > Уп). Так как ф1 и ф2 — гомеоморфизмы, то для 
них существуют обратные отображения (также гомео­
морфизмы) и, следовательно,

дг^срг'(х', х2,..., хп), ъ (? Г 1(х1, х2,...,х")) =
=  (У\ У2,...,  уп).

Отсюда

У1= У 1(х\ х 2......х я). (8)
Точно так же найдем

х * = х Н у \  У2,..., у п). (9)

При этом правые части в формулах (8 ) и (9 ) являют­
ся функциями определенного класса Ск (к > 0 )  гладко­
сти, так как фЬ ф2 — карты атласа класса Ск на Х„ (по 
предположению).

Формулу (6 ) можно вывести просто, если восполь­
зоваться правилом дифференцирования сложной функ­
ции. В самом деле, пусть /еС-Д  Тогда в карте ф! по­
лучится функция р (х \  х2, ..., хп) . При переходе к кар­
те ф2 мы должны применить формулы (9 ) и получим 
функцию р (х ' (у \  у2, ..., уп), .... х*{у \  у2, ..., у п )). По­
этому

V / еС / . Это и есть формула (6 ). Формулы (7 ) полу­
чим, дифференцируя функции (8 ). ■

Заметим, что так как ( - -7) — базис в Тх, то матри-
• \ду 1х

Да дх’
ду1

в формуле (6) невырожденная: det
ду'

Ф 0 . 
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§ 3. Д И Ф Ф ЕРЕНЦИАЛ ОТОБРАЖЕНИЯ

Рассмотрим снова дифференцируемые многообра­
зия Хп и Ур> открытое подмножество GczXn и ̂ диффе­
ренцируемое отображение f :  G—*-Yр. В каждой точке 
x g G  отображение f порождает линейное отображение 
Ux-.Tx-+TJ{x) (где Тт  — касательное пространство к 
Ур в точке f ( x ))  по следующему закону.

Если X  е= Тх, g  е= С ){Х) (где С /(х) — множество 
функций класса Ск, определенных в некоторой окрест­
ности точки f (x )  многообразия Ур), то положим

( / * * ( * ) )  (g) =  X { g o f ) .  ( 1)

Так как g  е  С д Х), то g°f<=C xk и, значит, правая 
часть в формуле (1) определена. Если ф — карта в ок­
рестности точки х ^ Х п, а г]з — карта в окрестности точ­
ки y = f  (х ) , то ф (х) =  (х1, х2, . . . ,х п). Отсюда ф" 1 {х\
х2....... хп) , y = f ( x ) f °  ф-1^ 1. * 2> *")• Далее, имеем
^ {у ) =  {у\ У\ •••> Ур)>?- е. (у1, у2, .... y v ) = W °  Ф-1 ^ 1. 
х2, ..., хп) . Следовательно,

уа — уа {х1, х2,..., хп)(а =  \,2,..., р). (2)

Полученную систему уравнений (2) называют вы раж е­
нием отображения f в координатах [ 20].

Мы видим, что есть линейное отображение
в R, определенное на С/(Г). Следовательно, f*x(X)<= 

е=7/(*). Пусть ( ¿ г )  n h = g °  f = g * ( y l (x\ ...,х п),

..., у?(х\  ..., х п) ) .  Тогда

Учитывая формулу (1), заключаем, что если вектор 

Х ^ Т х имеет в базисе ( - А )  координаты то соот-
\ ОХ )  х

ветствующий вектор f*x(X) имеет в базисе 

координаты



Таким образом, если отображение /: б-*-У р в ко­
ординатах имеет вид (2) и в точке х ^ б  выбран репер

(-^ т ) а в точке/(х)— репер , то линейное
\дх1)х, \ду //(*)
отображение ¡»х выражается формулами (3) с помо-

щью якобиевой матрицы отображения ф-1.дуа 
дх1

Отображение /*ж называется диф ф еренциалом  ото­
браж ения  или индуцированным от ображ ением  (его 
обозначают также f'x или d f) .

Отображение / индуцирует еще отображение
fx* : Т*ДХ)->Т Х* по следующему закону. Если g ^ C ) (X)
и, значит, d g = ( d g ) f ( X)̂  Т д х), то положим fx* (d g ) =
= d ( g ° f ) x.

Если f<=C*\ g (= C /(X), то go f(= C xh и, значит, 
d(go f ) x^ T x*. Пусть отображение f  в координатах име­
ет вид уа= у а {х\ х2...... хп), a g  —  вид g = g » ( y \  у2, ...,
у?). Тогда go f = g * ( y 1(x\ •••> * n). •••> Ур (х \ •••» *"))•

Поэтомуd(g o f) =  ( ^ ) fU )' ( j¿ r ) x d x t' T- e -

— (d-^-r) ( d x l. Следовательно, если ковектор d g e .
\дх1 ) х \ду ]/(х )

еГ/(^) имел в корепере (¿t/a) координаты ( -^f-|
\ду ¡f (x )

то соответствующий ковектор f x* ( d g ) ^ T x* имеет

в корепере (dx{) координаты | '=  í^ - r )  Ча- Так выра-
\дх !х

жается в координатах отображение f x*.
Пусть даны дифференцируемые отображения 

f :X n —*Yp и g  : Yp-^Zq. Тогда возникает индуцирован­
ное отображение (g°f)*x : Тх -+- T(go/)(X), которое можно 
получить как композицию двух индуцированных ото­
бражений f„x : Tyr+Ti{x) и g„f(X): Тf(X)-*-T(gof)x,n  получа­
ем так называемое цепное правило:

(g 0f ) * x = g * f ( x ) ° f * x '

Отметим два частных случая. 1. Т о ж д е с т в е н -  
н о е о т о б р а ж е н и е  е: Хп-*-Хп. Согласно формуле 
(1 ),V X<=Tx, Y g e= C /(x): ( f * x { X ) ) g = X ( g o f ) .  Так как 
f = e ,  то f ( x ) * = e ( x ) = x .  Следовательно, g ^ C xh. По-



этому X (g o f)  = X ( g ( x ) ) = 1 *  ( - ¿ j j g )  • Итак, f e { X )  =

=  e**(A ) — V \-^T ) — Х,т. e. e*x есть тождественное 
\dx‘ )x

преобразование векторного пространства Tx.
2. Пусть / : Хп-*-Ур есть диффеоморфизм класса Ch 

(короче, Ch — диффеоморфизм; это значит, что / биек­
тивно и отображения / и f-1 принадлежат классу Ch).

Так как /-1 о f = e ,  то по формуле (4) получим 
{¡~х) *t(x)°U x= e*x  — тождественное отображение. Сле­
довательно, fix  обратимо, причем обратным к нему 
служит отображение ( / - ’ ) „Пх), т. е. (f*x)~] =  (f~l)*№). 
Отсюда следует, что отображение f*x биективно и по­
тому dim 7’a:= d im  Тцху Следовательно, п = р ,  т. е. диф- 
ф еом орф ны е м ногообразия имеют одинаковую  р азм ер­
ность.

Пусть по-прежнему множество G открыто в I »  и 
дано дифференцируемое отображение f : G-+Yp.

Р ан гом  отображения f в точке x ^ G  называется 
ранг индуцированного отображения /*ж : Тх-*-Тцх), т. е. 
размерность векторного подпространства f*x (Tx)cz  
a T f ( X). Можно сказать, что ранг отображения / в точ­

ке х  равен рангу якобиевой матрицы
дх1

в точке

<р(х). Из анализа известна следующая теорема [11].
Теорема о ранге. Пусть дан ы  дифференцируемые 

м н огообр ази я  Хп и Yv и дифференцируемое отобра­
ж ен и е f : Xn-+Y p, которое имеет один и тот ж е ранг г 
в к аж дой  точке х ^ Х п. Тогда в окрестности любой точ­
ки существует карта ср (в которой ф (л:) =  (л:1, 
х2, ..., х п) ) ,  а  в окрестности точки y = f { x ) существует 
карта т|) (в которой ф(1/)== (у\ у2, ..., ур) такие, что в 
этих координат ах отображение f  выражается форму­
лам и

у * = х ‘ (¿ =  1, 2 ......г); ys= 0  ( s = r + l , . . . ,  р).
С л е д с т в и е .  Пусть дан о  дифференцируемое ото­

бр аж ен и е f  : Xn-*-Yn (м ногообразия одинаковой р а з ­
мерности п ) . Если f  имеет в точке х максимальный  
ран г  (п ),  то существует такая открытая окрестность 
U точки х, что суж ение f\u 'есть диффеоморфизм 
U на f (U ) .

П Пусть в точке х ^ Х п ран/ f = n .  Так как det |



есть функция непрерывная, то она отлична от нуля в 
некоторой окрестности точки х. По теореме о ранге 
найдутся окрестность и  точки х, карта <р в этой окре­
стности и карта ч|з в некоторой окрестности точки 
\ (х )^ У п такие, что в этих координатах отображение 
имеет вид г/‘= х *  (1= 1, 2, ..., п). Из этих уравнений 
следует, что сужение /|и биективно, причем как оно, 
так и обратное ему отображение дифференцируемы. 
Следовательно, это есть диффеоморфизм Ь  на { ( и ) .  Я

З а м е ч а н и е .  Легко проверить, что (^-диффео­
морфизм является отношением эквивалентности на 
множестве всех дифференцируемых многообразий. Это 
основное отношение эквивалентности в диф ф еренци­
альной топологии (которая изучает те свойства фигур 
в Хп, которые сохраняются при диффеоморфизмах). 
Диффеоморфизм является частным случаем гомеомор­
физма, но не наоборот. Известно, что если п ^ б  и 
гладкие многообразия Хп и Уп гомеоморфны, то они и 
диффеоморфны [4]. Иначе обстоит дело при л > 6 . 
Так, в 1957 г. Милнор нашел [15], что существует в 
точности 28 гладких многообразий, гомеоморфных се­
мимерной сфере 5 7 (и, значит, гомеоморфных между 
собой), но попарно не диффеоморфных. Таким обра­
зом, при л> 6  диффеоморфизм и гомеоморфизм — это 
два различных отношения эквивалентности.

§ 4. ПОГРУЖЕНИЯ И ВЛОЖЕНИЯ

Дифференцируемое отображение f  : Хп-*~УР называ­
ется погружением, если Ух<=Хп ранг /*ж= я  [21]. Яс­
но, что при этом п ^ р .  Погружение / инъективно толь­
ко локально (в некоторой окрестности и х каждой точ­
ки х ^ Х п), но не обязательно глобально. Например, 
отображение / :  # -+ Е2 (на Е2 задан ортонормирован- 
ный репер) по закону

2а*2 аЩ  2 — П
* = 7 Т 72’ У==" 1-И 2 » *  =  СО1ИЙ> 0

(здесь /(Я) — строфоида) является погружением. Оно 
(как и всякое погружение) локально инъективно, но 
не является глобально инъективным, так как две раз­
личные точки ^ =  — 1, ¿2 = 1  из К переходят в одну и 
ту же точку А (а, 0) е Е 2.



Погружение / : Хп-+Ур называется вложением, если

Х п ~ 1 {Х п),  т. е. когда / — гомеоморфизм нэ' свой об­
раз в индуцированной топологии. Таким о^ азом , вло­
жение есть инъективное погружение. Обратное, вооб­
ще говоря, неверно. Например, отображение / : 
по закону x = í ,  y = s m t  является владением.

Из этих определений можно заключить, что к аж ­
д о е  погруж ение локальн о является вложением. Это 
значит, что если /: Хп-*~УР — погружение, то для каж­
дой точки х ^ Х п существует такая ее окрестность 1!х, 
что сужение /|учесть вложение Их в Ур.

Пусть I : Хп-*-Ур — погружение (класса С\ как диф­
ференцируемое отображение). У каждой точки х ^ Х п 
найдется карта ср, в которой ф(х) =  (х1, х2, ..., хп), с 
областью определения 11с:ХПу а у точки ¡(х) = у  — кар­
та т|), в которой чр (¿/) =  (у1, у2, ..., ур), с областью опре­
деления такие, что отображение / будет пред­
ставлено в координатах уравнениями

уа = у а (х 1, х 2,..., х п), ( а = 1, 2 ,..., р), ( 1) 

где v x e U  ранг дуа
дх^

==П (/ =  1, 2 ,..., П).
? ( * )

Мы всегда можем считать координаты х1 пронуме-
ду?рованными так, что det
дх1

ф  0 . Тогда, как известно

из анализа, в некоторой окрестности \ Jo d J  первые п 
уравнений системы ( 1) можно разрешить относитель­
но х 1: х 1= х *  (у\ у2, ..., уп), причем правые части — 
функции класса Ск в 0 о■ Подставив такие выражения 
для х' в остальные уравнения системы ( 1), получим 
уа =  уа (у\ у2, ..., уп) ( а = п + 1 ,  ...,р). Это означает, что 
в области и 0 кроме карты ф,_в которой ф(х) =  С*1» * 2> 
..., х п), имеется еще карта ф с ф{х) =  (у1, у2, ..., уп).

Перейдем к карте ф и вместо ук будем обозначать 
координаты по-прежнему через хк. Тогда система (1),  
представляющая погружение / в координатах, примет 
вид

Г У1==х! п),
1 У *= У '(х 1, х 2......х я) (а =  п-\-1,..., р),

где уа<=Схк.



\
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Ясно, что верно и обратное: если / в некоторой ок­
рестности каждой точки х ^ Х п можно представить в 
координатах уравнениями вида (2), где уае С ж\ то 
/ — погружение класса С*.

Пусть Хн и Ур — дифференцируемые многообразия. 
Рассмотрим тот случай, когда Хп — подмножество в 
УР : Хпа  Ур. Пусть £: Хп-*-Ур — вклю чение  (сужение 
на Хп тождественного отображения е  : УР-^ У Р, т. е. 
= е\ х п ). Тогда если / — погружение, то Хп называется 
погруженным м ногообразием , если же I — вложение, то 
Хп называется подм ногообразием  в Ур [20; 21].

Важно уяснить, что на погруженном многообразии 
Хп индуцированная топология может и не совпадать с 
топологией Хп как дифференцируемого многообразия. 
Если же Хп — подмногообразие, то эти топологии со­
впадают.

Введем несколько новых понятий. Топологическое 
пространство X называется л окальн о компактным, ес­
ли выполнены два условия: а) X отделимо; б) для вся­
кой точки х ^ Х  существует компактная окрестность.

Например, числовое пространство Я " является ло­
кально компактным (но не компактным) пространст­
вом.

Нетрудно доказать, что всякое топологическое мно­
гообразие Хп локально компактно.

Говорят, что локально компактное пространство 
Хп счетно в бесконечности, если оно является объеди­
нением не более чем счетного множества компактных 
множеств.

Например, числовое пространство Я является счет­
ным в бесконечности. Так, К1 =  и[—п, п].

Следующие результаты установлены Уинти в 1934 г. 
для ^-многообразий, счетных в бесконечности [15].

Теорема 1 ( т е о р е м а  У и т н и  о п о г р у ж е н и ­
ях) .  Д ля лю бого Ск-м ногообразия Хп ( к ^  1) и л ю б о го  
р ^ 2 п  существует бесконечное множество Ск-п огруж е­
ний Хп в №.

Теорема 2 ( т е о р е м а  У и т н и  о в л о ж е н и я х ) .  
Д ля лю бого Ск-м ногообразия Хп ( к ^ 1 )  и л ю б о го  
^ 2 я + 1  существует бесконечное множество Ск-в л ож е­
ний Хп в 1̂ р.

Заметим, что в теореме 1 оговорка р ^ 2 п  сущест­
венна. Например, окружность (я = 1 )  нельзя погрузить 
в К1.



nycTbR+n=  { ( х 1, х2, ..., xn)<=Rn\xn^ 0 } .  Естествен­
ная топология из R” индуцирует на подмножестве R+n 
свою топологию, вместе с которой множество R+n стано­
вится топологическим пространством (подпространст­
вом в R ") . В дальнейшем мы будем понимать R+" как 
подпространство в Rn.

Пусть X — отделимое пространство со счетной ба­
зой и пусть (U a)aeA —  открытое покрытие пространства 
X такое, что для каждого а е Л  определен гомеомор­
физм фа множества Va на открытое подмножество про­
странства R+", причем хотя бы для одного значения а  
множество фа(^а) содержит точки, для которых хп=  
=  0. Тогда X называется п-мерным м ногообразием  с 
к р аем  (или с границей). Точка х^.Х  называется внут­
ренней, если найдется пара (t/a„, фа„) такая, что x e i/ a„ 
и фао( 1 / « . ) П { ( ^ , - , ^ ) ^ +»|х,,=О} =  0 .  Точка х е Х  
называется граничной  (или точкой края), если она не 
является внутренней. Множество всех граничных точек 
называется границей  (или краем ) многообразия с кра­
ем X.

Пусть Й — открытое подмножество в R+” и функ­
ция f  определена на Q. Говорят, что эта функция при­
надлежит классу Ch, если ее можно продолжить до 
функции F  класса Ch, которая определена на некото­
ром открытом множестве Q' в Rn, причем Это 
значит, что F ^ C k (Q') и F|Q =/.

Если указанное выше семейство 5о(фа)«ел облада­
ет свойством (^-согласованности карт, т. е. тем свойст­
вом, что отображение фР ° : фа(^оП^р)_>'Ф»(^аП^р) 
принадлежит классу Ch длй всех а, ß, для которых 
и а(]и 6Ф 0 ,  то говорят, что семейство S 0 карт фа опре­
деляет на X структуру (^-многообразия с краем. Сама 
же Сй-структура на X — это семейство карт Sz^So, об­
ладающее свойством максимальности по Ch- согласо­
ванности карг.

На (^-многообразиях с краем можно определить 
функции класса Ch, касательные векторы и ковекторы. 
Д ля ^-многообразий с краем можно определить поня­
тия гладкого отображения, ранга отображения, погру­
жения и вложения. Все эти понятия определяются та­
ким ж е способом, как и для обычных (^-многообразий.

В топологии доказывается, что многообразие с кра­
ем может быть гомеоморфно только многообразию с



\

краем, причем при этом гомеоморфизме край перехо­
дит в край.

Примеры. 1. Отрезок, луч числовой прямой — при­
меры одномерных гладких многообразий с краем.

2. Круг, полуплоскость в Е 2 — примеры двумерных 
гладких многообразий с краем.

3. В евклидовом пространстве Е 3, в котором задан 
ортонормированный репер, рассмотрим фигуру 
5 *= {М (л ;, у, г)\х2 +  у2+ г 2= г 2, г ^ О ) .  Это верхняя 
полусфера вместе с большой окружностью х2 +  у 2= г 2, 
2 = 0 ,  лежащей в плоскости хОу. Легко видеть, что 
5 * — двумерное гладкое многообразие с краем. Краем 
служит указанная окружность плоскости хОу.

Мы будем обозначать через Х„, Х'„, Хп", Ур, ... 
О-многообразия или О-многообразия с краем соответ­
ствующей размерности.

Пусть даны два О-погружения: /: Хп-+ У р (п ^ .р )  
и £  : Х'п-^-Ур. Говорят, что погружения / и £  находятся 
в отношении а  к, если существует О-диффеоморфизм 
к : Хп- уХ'п такой, что ? = д к .  Обозначим через Ск (я , 
Ур) множество всех О-погружений я-мерных многооб­
разий (с краем или без края) в многообразие Ур .

Докажем, что он — отношение эквивалентности на 
множестве О  (я, Ур).

а) Так как тождественное отображение е : Х п-+Х„  
можно рассматривать как О-диффеоморфное, то 
У ^ С * (л ,Т р ) :/ а й/.

б) Пусть дано § е О  (я, Ур) и fвkg■ Следователь­
но, существует О-диффеоморфизм к : Хп-+Х 'п такой, 
что f = g h .  Тогда существует О-диффеоморфизм 
к~1 : Хп'-*-Хп такой, что ^ = ^ - ' .  Имеем

в) Пусть даны /, и ^ С к (п, УР)\ причем ¡оиМ и 
gOhU. Это значит, что существует О-диффеоморфизм 
к : Хп-+Х'п такой, что ¡ — д к ,  и если и : Хп"-+Ур, то 
существует такой О-диффеоморфизм г1: Х'п-+ Х п", что
г = и * .

Из соотношений /=^/г и £= м ^  имеем ¡ =  и Ц к). 
Так как t k :X n-+X n" есть О-диффеоморфизм, то 
/ст̂ и, что и требовалось установить.

Элементы фактор-множества Ск (п , Ур)1ак называют­
ся п-мерными поверхностями к л асса  О  в м н огоо б р а ­
зии Ур. Таким образом, я-мерная поверхность клас­
са О  в многообразии Ур — это класс эквивалентных 
О-погружений я-мерных многообразий (или я-мерных 
многообразий с краем) в Ур.



Поверхность Рп класса Ск при называет гл а д ­
кой  поверхностью. Каждое погружение I : Хп-?Ур  одно­
значно определяет класс эквивалентных ему погруже­
ний — «-мерную поверхность Рп в Ур. При этом само 
погружение / называют параметризацией «-поверхно- 
сти Р п.

Если f и £ — эквивалентные погружения, то / =  £«
и, значит, }(Х п) = д ( Н ( Х п) ) ,  т. е. }(Х п) = ё ( Х ' п ) .  Мы 
видим, что эквивалентные погружения имеют своим об­
разом одно и то же погруженное многообразие Д Хп) 
в Ур.

Если «-поверхность Рп определяется погружением 
! :  Хп-*~Ур, то будем отождествлять /ч с множеством 
! (Х п) и даже писать Р„<=Ур. Однако при этом надо 
помнить, что поверхность Рп (т. е. множество [(Х п)) 
в общем случае погружения может и не быть подмно­
гообразием в Ур и что для данной поверхности Рп су­
ществует бесконечное множество параметризаций.

Примеры поверхностей даны в [2].
В многообразии Ур «-поверхность Рп называется 

линией  (или кривой) при « =  1 и гиперповерхностью  
при п = р — 1.

§ 6. ПРО И ЗВЕДЕН И Е МНОГООБРАЗИИ.
ПОНЯТИЕ РАССЛОЕННОГО МНОГООБРАЗИЯ

Пусть даны О-многообразия Хп и Ур. На декарто­
вом произведении Хп ХУр можно определить ^-струк­
туру следующим способом. Возьмем карты ф на Хп игр 
на Ур с областями определения \JczXn и У с:У р и оп­
ределим отображение фХг|) : и х  по закону 
(фХф) (х, у) =  (ф(х), $ (у ))< = К п+Р.

Можно проверить, что это отображение есть гомео­
морфизм и Х У  на ф (^ )Х ^ (^ ) '= К 'г+р- Значит, ф Х ^— 
карта на ХпХ Ур-

Если А0, Во — атласы класса Ск на Хп и Ур соот­
ветственно, то Л о Х В о =  {ф Х 1р|феЛ0, ■феВо} есть ат­
лас класса Ск на Хп х У Р. Этот атлас порождает на 
Х пХ У р  структуру ^-многообразия. Полученное 
О-многообразие ХпХ У Р называется произведением  
данных ^-многообразий Хп и Ур; при этом сП т(ХпХ 
X  УР) = п + р .

Рассмотрим так называемые естественные проек­
ции  л ь  п2 многообразия ХпУ.УР на оба множителя: 
щ (х, у) = х ,  л 2(х, у ) = у У { х ,  у)(=ХпХУР. Если



ф|фМ =  '(*', х 2, ... ,х п) — карта на Хп, т|з|$ 1 у )  =  \у\ 
У2, — >УР) — карта на Ур, тр фХф| (ф Х^) (х, у) =
=  (х1, . . . , х п, у 1...... ур) — карта на ХпХ У Р. Отсюда (х ,
¿/ )= (ф Х ^ ) -1 (х \ ...,х п, у1, - , У р);  Я1 (х, у ) = х = > х =  
= Я 1°(ф Х ^ )-1 ( * 1> - >хп, у1,... ,у р). Значит,(х1,... , х п) =  
=  у (х )= > (х 1, . . . ,х п)= < р °Я 1 ° (ф Хф )->(*ь... ,х п, г/1, . . . , 
Ур)•

Мы видим, что проекция я ь  вы раж енная в к о о р ­
динатах, представляет собой  естественную проекц ию  
числового пространства на  Я" и поэтому выра­
жается уравнениями вида

х ‘= / 1(х\ ..., Xя, у 1,...,  уР),

где означает ¿-ю координату точки (х\ ... ,х п, у 1, . . . ,  
ур)^]{п+р' Ясно, что эти функции дифференцируемы,

причем - ^ - = 8*, ^ - = 0- Поэтому У (х , у)<=ХпХ У Р

II д / 1 д IIранг - х ,  —у  = п .  Значит, ж  —■ дифференци- 
||см: ду ||(дг,г/)

руемое отображение ранга п. Аналогично убеждаем­
ся, что яг — дифференцируемое отображение ранга р.

Введем теперь более общее понятие расслоенного 
многообразия (оно локально сводится к произведению 
двух многообразий).

Пусть Р, X, У— гладкие многообразия. Р а с с л о е н ­
ным м ногообразием  (или, короче; расслоением )  назы­
вается четверка (Р, X, У, я ) ,  которая состоит из п р о­
странства расслоения Р, б а з ы  X, типового (или стан­
дартного) слоя  У и сюръективного дифференцируемо­
го отображения п :Р ^ -Х  (называемого п роекц и ей ), 
удовлетворяющего следующему условию: для к аж ­
дой точки х ^ Х  существуют открытая окрестность и  
и диффеоморфизм /г:я-1 (£/)—>-/7><У (называемый к а р ­
той расслоения) такой, что V х ^ и ,  У«/еУ:я(/1-1 (х, 
у ) ) = х .  Все такие окрестности V образуют открытое 
покрытие базы X, а соответствующие диффеоморфиз­
мы /г составляют так называемый атлас расслоения. 
Множество я_1(л:) называется слоем  над точкой х.

Расслоение называется тривиальным, если сущест­
вует карта расслоения, для которой I I = Х .  Тогда Р  
диффеоморфно произведению X X  У, а я становится е с­
тественной проекцией на X. В общем случае расслое­
ние только локально тривиально. Заметим, что всегда 
сП тР=сН т.Х '+сН т У.



Примеры. 1. Для любых ^-многообразий X и У 
можно построить расслоенное пространство (X X  У, 
X, У, я ) ,  где л :Х Х .У -*-Х — естественная проекция на 
первый сомножитель. Это расслоение — тривиальное.

2. Р а с с л о е н н о е  м н о г о о б р а з и е  р е п е р о в .  
Пусть X — гладкое многообразие; Р — {Я х \х^Х} — 
множество всех реперов во всех точках многообразия 
X, п=А\т Х; V — я-мерное векторное пространство 
над полем Я; У — множество всех базисов в V.

Зафиксируем в пространстве V какой-либо базис 
В 0. Тогда всякий элемент £ е У  определяется невы­
рожденной матрицей ||аг; || (матрицей перехода от ба­
зиса В о к базису В ) .  Легко видеть, что с помощью 
этой координации множество У становится я2-мерным 
гладким многообразием.

Пусть ф — карта в окрестности £/ точки х ^ Х п, 
ф(х) =  (х1, ... ,х п). Тогда координатные векторы репе­
ра Я х, где х ^ и ,  можно представить в виде Х{=%^дк, 
причем (М||Ь к\\¥=0.

Переменные х 1, будем считать координатами 
репера Можно проверить, что эта координация
превращает Р  в гладкое многообразие; с П т Р = я + я 2.

Определим проекцию л :Р -+ Х  равенством 
^ .Р \ л (Р х) = х .  Ясно, что л — сюръективное и диффе­
ренцируемое отображение. Множество я_1(^/) есть 
множество всех реперов Я х, у которых х ^ и .  Опреде­
лим отображение к :л ~ 1( и ) ^ и у ,У  следующим обра­
зом. Если репер /?же я -1 (£/) имеет координаты (х1, 
|г*) в карте ф, то положим к (Я х) =  (х, В ) ,  где х== 
=  ф-‘ (л:1,... ,х п), В  — базис из У, определяемый мат­
рицей |Ц(*||. Легко заметить, что к — диффеоморфизм. 
Возьмем теперь произвольный элемент [х, В ) ^ 0 у .У .  
Пусть ф(х) =  (л;1, х 2, . . . , х п) и базис В  определяется 
матрицей ||&/*||. Тогда по определению к имеем к~1(х, 
В ) = Я Х, где Р х имеет координаты (х ‘, Ь/к). Следова­
тельно, л(к~ 1(х, В ) ) = х ,  что и требовалось. Итак, (Р, 
X, У, я) — расслоенное пространство. Оно называется 
расслоенны м  м ногообразием  реперов.



ВНЕШНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ

§ 7. РАССЛОЕНИЕ, КАСАТЕЛЬНОЕ К МНОГООБРАЗИЮ. 
ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ И ЛИ Н ЕЙ Н Ы Е  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ

Пусть Хп дифференцируемое С*+1-многообразие, 
Т(Х п) = [ } Т х — множество всех векторов, касательныххехп
к Хп\ ф|ф(х) =  (х1, х 2, . . . , х п) — карта на Х„ с обла­
стью определения и.

Рассмотрим отображение ф: и7’*->'Я'1Х Н '‘ по сле­
жек _

дующему закону: если Х = 1 1д ^ Т х, то ф (*) == (х\ ... ,  
хп; ,_§"). Значит,_ если обозначить <р(Х) =
— (ф '(^). фл+‘ (^))1  то <р1(Х ) = х ‘ — координаты точ­
ки х  в карте ф, а фп+,(.Х') =  |г— координаты вектора 
X в естественном репере (д,-)*.

Ясно, что ф есть биекция множества Т ( 1 } ) =  и Тх 

на Ф({/ )Х 1*га. _ ^
Отображение ф называется картой на множестве 

Т(Х п), ассоциированной  с картой ф [5]. Можно по­
казать, что в Т(Хп) можно ввести топологию (притом 
однозначно определенную), для которой карты ф~яв­
ляются гомеоморфизмами. Множество всех таких 
карт образует атлас А класса Ск, который и опреде­
ляет дифференцируемую структуру на Т(Х„). Следо­
вательно, Т(Хп) становится гладким многообразием 
размерности 2п.

Естественная проекция я : Т(Х „)-+Хп определяет­
ся так: VХ ^ Т х п (Х )= х .  Ясно, что я — сюръектив- 
ное отображение. Возьмем Х<=Тх. Тогда <р(Х) =
=  ( * ‘...... хп, ....... 1п). Пусть Я1 — проекция ЯПХ Я "
на первый множитель. Тогда Я1 °ф(Х) — (х1, ..., х п) =  
= ф (х ) . Мы видим, что координаты точки х = я ( Х )  в 
карте ф представляют собой первые п координат век­
тора X в ассоциированной карте ф. Поэтому ясно, что 
проекция я дифференцируема.

. Если х ^ Х п, то п~'(х) =  Тх — слой над точкой х. 
Типовым слоем в этом случае служит /г-мерное век­
торное пространство V над полем I*. Зададим в V 
какой-либо базис Во.



Рассмотрим отображение Л:яг Ч и )-+ и Х ,У  по сле­
дующему закону: если Х ^ Т х<=.лг1{11), то Л(Х) =  
=  (х, и), где вектор V имеет в базисе Во те же коор­
динаты £г, что и вектор X в репере (<50-

Нетрудно заметить, что /г — диффеоморфизм. Так 
как Н(Х) =  (х, 1 ) ,  то /г-1 ( х , 1>)— Х(=Тх. По определе­
нию проекции я  имеем У х ^ и ,  У и е У  п (к~ 1(х, » ))  =  
— х. Таким образом, четверка (Т(Х „), Хп, V, я ) есть 
расслоенное пространство с пространством расслое­
ния Т(Хп). Это расслоенное пространство называется 
касательным пучком  (или касательным расслоением ) 
к м ногообрази ю  Х п-

Пусть Т *(Х „ )— []Т*х — множество всех ковек-

торов, касательных к Хп. Аналогично изложенному 
выше, множество Т *(Х п) можно наделить структурой 
гладкого многообразия и получить расслоенное мно­
гообразие (Т *(Х „) , Х п, V*, я ) , которое называется 
кокасат ельным расслоен и ем  к м ногообразию  Хп.

Пусть дано некоторое расслоение (Р , X, У, я) и 
открытое в X подмножество и. Сечением  класса С* 
над и  называется С*-отображение $:и~*-Р  такое, что 
ло в=Ми\  здесь ¿¿с/ — тождественное отображение 
множества и  на себя. Значит, V х е У  5 ( х ) е я - 1(л). 
Можно сказать, что в есть функция, которая каж дой  
точке х ^ и  ставит в соответствие определенны й  эл е­
мент слоя н ад  этой точкой.

Рассмотрим касательное расслоение (Т (Х п), Хп, 
V, я ). Векторным полем  класса С* на (^-многообра­
зии Хп называется С*-сечение касательного расслое­
ния Т(Х п). Если X — векторное поле, то Х\ 
е л - 1(х) — Тх. Пусть ф — карта в окрестности и  точ­
ки х е !  Тогда Х = ^ 1д{ в каждой точке х ^ и .  Поле 
X имеет класс С* тогда и только тогда, когда £г — 
функции класса Ск. Заметим, что векторное поле X 
может быть определено не на всем Хп, а лишь в не­
которой области в а Х п.

Пусть в области в  задано дифференцируемое се­
мейство <т гладких линий так, что через каждую точ­
ку х ^ й  проходит в точности одна линия У&(Т. Пусть 
Ф — карта, определенная в окрестности и  точки 
х  и <р(дс) =  ’(х1, ... ,х п).

Линия у э х  в карте ф определяется параметриче­
скими уравнениями ¿е/ , где I  — некоторый



интервал в Я и х1\1) — дифференцируемые в / функ-
йх1 ,ции, причем ——  не обращаются в нуль одновременно <а

ни в одной точке из /.
Любая функция ! класса С к на многообразии Хп

является на кривой у функцией от переменной t, при-
d f  д /  Лх1 й , йх1 д ,п 0чем — =  -А - —  или — ( / ) = ------  —т- (п . Следова-

дх* йг dt у dt дх‘ 1 ’
I й \ йх1 ( д \ „тельно, получаем вектор —  = —  — г е Тх,
\ а  /хет dt \<?дг /д-ет 

который называется вектором, касательным к линии у  
в точке х.

Таким образом, по известному семейству а  глад­
ких линий в области б егХп мы можем определить се­
чение касательного расслоения Т(Х „), т. е. векторное

поле в области в ,  по закону 5 (л :)= -^ -  (——) , где
dt \ дх[ )х  ег

у — линия из а ,  проходящая через точку х.
Для другой параметризации х 1= х 1{х), т е / ', ли­

ний семейства а  имеется О-диффеоморфизм /->/': 
х = х Ц ) ,  который приводит к эквивалентности О -п о ­
гружений 1-уХп, 1'-+-Хп (см. определение кривой). 
В каждой точке х ^ у  получим касательный вектор

.  (1)
¿ и  ¿V  \ dt / ж-ет

В области (? получается новое поле векторов, каса­
тельных к линиям семейства а ,  которое выражается 
через старое поле векторов, касательных к тем ж е 
линиям, по формуле ( 1).

Обратно: пусть X — векторное поле класса Ск на 
Хп, которое не обращается в нуль ни в одной точке 
х ^ Х п. Пусть <р — карта, определенная в области и  а
с Х п и ф(дг) =  (х1, ...,хп). Тогда Х = 1 ‘ -Д -,гд е  £* —

ох
функции класса Ск в С/. Рассмотрим систему обыкно-

d x l
венных дифференциальных уравнений = ^ г(х1,

х 2, ... ,х п), где х1 — неизвестные функции переменной
I. Согласно известной теореме существования реше­
ний такой системы, можно указать такие числа б> 0  
и 8> 0, что эта система имеет единственное решение 
х 1= х ‘ (1, Хо1), определенное для Н < е  и удовлетво-



ряющее начальным условиям хг(0, х 0}) — Хо* для лю­
бого набора (хо1, ... ,х 0п), если |л:0г| < б . Таким обра­
зом, в некоторой области <3<=  ̂ определено семейство 
<т гладких линий х 1= х ‘У, Хо1), для которых полем ка­
сательных векторов служит данное поле X. Линии се­
мейства ст называются интегральными кривыми век­
торного поля X.

Пусть X, У — векторные поля на многообразии Хп 
и пусть в карте ф имеем У = г г д е  |г, ц1 —
функции класса С к. Если / — функция класса Ск на 
Хп, то

У  ( / ) = Уду/; х у  Ф = Х Ы д , / ) = ?  (<?,У<?,/+У<&/). 

*  (/ )=  £'<?,/; ГАГ (/)*=К  (5 4 -/ )= У  (^ '< ?/ / + &'<&/)• 

Следовательно, Х У  ( / ) — У Х  ( / ) = ( 5<д ,У — т\1д ^ ) д }/ .
Мы получили новое векторное поле [X, У] = Х У — 

— УХ класса Ск~х, которое в естественном репере (<Э/) 
имеет координаты

Векторное поле [X, У] называется скобкой  полей
X и У (или коммутатором полей X, У, или скобкой  Ли 
этих полей).

В частности, возьмем векторные поля ^  =  б*‘5г, 
д;=бг'д/. Значит, в формуле (2) надо положить £г=  
= '6к1, У = 61!. Тогда получим [д к, д г ]= 0 , т. е. скобки 
любых двух полей координатных векторов естествен­
ного репера равны нулю.

Нетрудно проверить, что скобка Ли обладает сле­
дующими свойствами:

1». \х, у+г\ = \х, п-ил’, г\.
2". [X , /У ]  =  ( Х ( / ) ) У + / [ Х ,  У], / е С ‘ Й .

30. [X , У ] = - [ У ,  X ].

4«. [X , [У, г\ ]+ [У , [ г ,  * ] ]  +  [.?, [X , П 1 = 0  (тож­
дество Якоби).

5°. к *х [Х , У\ =  [к^хХ , к*хУ] \ ? х ^ .Х п и любого 
диффеоморфизма /г многообразия Хп на себя.

Рассмотрим семейство gt'Xn-+■Xn диффеоморфиз­
мов многообразия Хп на себя, зависящее от парамет­
ра I (— оо<с^<с+оо). Это семейство называется о д ­

(2)



нопараметрической группой диф ференцируемых п р е ­
образований  м ногообразия Х п (или потоком н а  м н о­
гообразии  Хп), если отображение g :  RXXn-+Xn по за- 
К0НУ g(t> x ) = g t ( x ) удовлетворяет следующим усло­
виям:

Io) g  дифференцируемо;
2°) g t+ s = g t ° g s для любых t u s ;
3°) go — тождественный диффеоморфизм.
Покажем, что однопараметрическая группа gt ин­

дуцирует векторное поле на многообразии Хп.
Действительно, для произвольной точки х ^ Х п оп­

ределим отображение fx :R -+X n по закону fx (t) =  
— g t(x ) ,  т. е. fx ( t ) = g ( t ,  х ) , где х фиксиро­
вано. По условию Io это отображение диф­
ференцируемо. Пусть gt —  какой-либо диффео­
морфизм из группы g t. Если y = g t (x ), то в 
координатах этот диффеоморфизм выражается урав­
нениями y l— y ‘ (t; х 1, х 2, . . . , х п) ,  где правые части 
представляют собой функции, дифференцируемые по

всем своим переменным. При этом не обращают­

ся в нуль одновременно (в противном случае мы по­
лучили бы, что диффеоморфизм gt не зависит от í,

ду‘
1что противоречит условию). Значит, ранг

дt
и поэтому отображение является некоторым Ск-по­
гружением Я в Хп и определяет гладкую кривую 
ух<^Хп. При / = 0  получим f x ( 0 ) = g o ( x ) = x  (см. ус­
ловие 3°), т. е. х е у * .

Таким образом, все многообразие Хп оказывается 
покрытым семейством гладких кривых ух. На самом 
деле это покрытие является разбиением. Чтобы убе­
диться в этом, достаточно проверить, что если у ^ у х, 
то уу[\ух= ф . Предположим противное: пусть у ф у х 
и г ^ у у[\ух. Тогда имеем z ^ y x= > z = g t¡(x), г ^ у у=Ф- 
=̂ z — gt2(y)■ Отсюда gtt= g t г(y) и, следовательно,

У = ё 7 г1° ё (Л х ) .  (3)

В силу условия 2° gt° g - t = g t + ( - t ) = g o — тождествен­
ный диффеоморфизм. Значит, ¿ г 1 = 5 - ;.  Поэтому
g'i¡log t1 =  g - t 1°gtl =  g^-t1)+tl =  g t 1- t t , Равенство (3) при­
мет вид */=£г,-(2(х). Отсюда следует, что у ^ у х, а это



противоречит условию. Следовательно, уу[)у * = ф . 
Данное многообразие Х„ оказывается покрытым се­
мейством {у*}.ге*я глаДких кривых так, что через каж­
дую точку х ^ Х п проходит в точности одна линия это­
го семейства. Поле X касательных векторов к лини­
ям этого семейства и есть векторное поле, индуци­
рованное группой

Обратно: пусть на многообразии Хп дано вектор­
ное поле X. В  общем случае не существует такой од­
нопараметрической группы преобразований много­
образия Хп, которая индуцировала бы данное поле 
X. Однако локально такая группа существует. Имен­
но, в некоторой окрестности любой точки х ^ Х п су­
ществует л о к а л ь н а я  однопараметрическая группа л о ­
кальных п реобразован и й  [16], которая в этой окрест­
ности индуцирует данное поле X. Точнее, справедли­
ва следующая теорема.

Теорема. Пусть на гладком  м ногообразии  Хп з а ­
дано векторное п ол е  X. Д ля лю бой  точки х ^ Х п су­
ществуют: а) е е  окрестность Ы\ б) число  е > -0 ; в) 
единственное семейство дифференцируемых отобра­
жений д г .и -+ Х п, |*| < е  — такие, что выполняются 
следую щ ие три услови я :

1) от ображ ение £ : ( — г, е)Х .и -+ Х п|я(*, * ) = £ < ( * )  
диф ференцируемо;

2) если Щ, |«|, К - М < е  и х , g t (x )e = U , то

3) для х<=и вектор Х\х есть касательный вектор 
кривой ух ’Л -+ёг(.х).

Доказательство см. в [16].
Пусть в  — открытое подмножество на гладком 

многообразии Хп (в частности, 0 = Х п). Для простоты 
будем здесь предполагать, что Хп принадлежит клас­
су С°°, и будем рассматривать на множестве в  век­
торные поля такж е класса С°°. Множество всех та­
ких полей обозначим через И1 ( в ) .  Какой алгебраи­
ческой структурой естественно наделить это множе­
ство?

Предварительно напомним некоторые сведения из 
алгебры.

1. Пусть А —  кольцо, на котором определен внеш­
ний закон композиции с множеством операторов й, 
т. е. (будем писать ¡(X, а ) = К а ) ,  удовлет­
воряющий условиям:



а) v X e Q ,  V a , b e A  X (a +  &)'=kx +  M;

б) \ (a b )= (k a )  b*=a(kb).
Тогда А называют кольцом с операторами.

2. Пусть М — коммутативная группа (с аддитив­
ной записью), на которой определен внешний закон 
композиции f:AX.M-*-M  (запись: f ( a - m ) = a m ) ,  име­
ющий множество операторов кольцо А и удовлетво­
ряющий условиям:

а) V a  е Д  v x , y ^ M  а  (х -\ -у )= а х -{-  ау\
б) (a-[-ß).«=cuc-|-ß.x:;
в) а (ß ( * ) = ( € $ ) * .

Тогда М называют левым м оду л ем  над кольцом А 
(или левы м  А-модулем). Аналогично определяется 
правый Л-модуль (операторы из А действуют на эле­
менты из М справа). Если кольцо А коммутативно, 
то понятия левого и правого Л-модулей совпадают. 
Если кольцо А имеет единицу е, которая служит ней­
тральным оператором внешнего закона (т. е. г х = х ) ,  
то Л-модуль М называют унитарным.

Заметим, что если в качестве кольц а А взять п о­
л е  К  и построить унитарный К -м одуль, то получим  
векторное пространство над п олем  К. Таким образом, 
понятие модуля является обобщением понятия вектор­
ного пространства.

3. Пусть А — коммутативное кольцо с единицей, 
М — унитарный Л-модуль. Если, кроме того, М явля­
ется кольцом с операторами и множеством операто­
ров служит Л, то М называется ал геб р ой  н ад  А или 
А -алгеброй  (или гиперкомплексной системой над А ). 
В частности, R-алгебра — это векторное пространст­
во V над полем R, причем в этом векторном прост­
ранстве задан второй внутренний закон композиции 
умножение (конечно, не скалярное!) таким образом, 
что V становится кольцом с операторами и множе­
ством операторов служит R.

Обозначим через F (G ) множество вещественных 
функций класса С°°, определенных на G. Это множе­
ство можно естественным образом наделить струк­
турой векторного пространства над полем R вещест­
венных чисел. Именно, если /, g e F ( G ) ,  а ,  ß e R , то 
можно определить функцию a f+ ß g ^ .F (G ) следую­
щим образом: Vx(=G { a f+ ? ,g ) x = a f ( x ) + $ g ( x ) .  Б о ­
лее того, положим (fg) ( x ) = f ( x ) - g (х ). Легко видеть,
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что теперь становится алгеброй над полем К
(короче, Я-алгеброй).

Выше мы обозначили через ^ ‘ (б )  множество 
всех векторных полей класса С°°, определенных на 
множестве С?. На этом множестве определим опера­
цию сложения и операцию умножения на элементы 
кольца /''(б). Именно, если X, У ^ 0 1( в ) ,  ц,
ТО ПОЛОЖИМ ( *  +  У ) ( £ ) = , В Д  +  У ( £ ) ,  ( Д ) ( | Г )  =

=/*(&)• Легко проверить, что теперь £)‘ (0 )  стано­
вится унитарным модулем над кольцом /’’(б ) .

Однако наделение множества £ ! ( 0 )  алгебраиче­
ской структурой можно провести иначе. Ясно, что это 
множество есть векторное пространство над полем Я. 
Скобка [,] определяет в векторном пространстве 
О '(в )  второй внутренний закон композиции — умно­
жение. При этом О 1 ( в )  становится кольцом с опера­
торами и множеством операторов служит Я. Таким 
образом, 0 1(й )  превращается в Я-алгебру.

Алгебра, в которой умножение антикоммутативно 
и удовлетворяет тождеству Якоби, называется а л геб ­
рой Ли.

Итак, множество 0 1(й )  становится алгеброй Ли 
над полем Я, если в качестве умножения взять скоб­
ку Ли.

Возьмем кокасательное расслоение (Т*(Хп), Хп, 
V*, я ) ; пусть й  — открытое подмножество в Хп (в 
частности, й  — Хп).

Ковекторным полем  (или линейной дифференци­
альной формой, короче: 1-формой) класса Ск, опреде­
ленным на б , называется СА-сечение кокасательного 
расслоения Т *(Х п) над в .  Если со есть 1-форма, х е  
е б ,  то сои ^ я ~ 1( х ) — Т*х. Поэтому если ф — карта 
в окрестности ¿Уст6  точки х, то со— а ^ х 1 в каждой 
точке х ^ и .  При этом 1-форма со принадлежит клас­
су Ск тогда и только тогда, когда а, — функции клас­
са Ск.

Обозначим через ¿М б ) множество всех 1-форм 
класса С00, определенных на открытом подмножестве 
й  многообразия Хп. Если со1, а 2^ 0 х ( 0 ) ,  то в каж­
дой координатной окрестности и  а  в  имеем со1 =
— аМ х ‘, со2= а {2ё х 1. Пусть а, р е Я . Положим асо'+ 
+  |3(й2=  (ааН +  раг2) ^ 1'. Этим законом на множестве 
б  определена новая 1-форма асо’+рсй2^ / }1 (б )  п
О1 (б ) становится векторным пространством над Я. 
Однако и здесь можно поступить иначе. Если /,



е / Д б ), то в каждой координатной окрестности С/сг 
положим /со'+^О)2=  (/С/Ч-Я0 »'2) ^ '  при условии, 

что в этой окрестности а 1= а М х 1, о)2= а г-2£?л:‘. Можно 
проверить, что множество £>1( 6 ) становится унитар­
ным /'(б)-модулем.

Пусть А — коммутативное кольцо с единицей и 
М-унитарный модуль над А. Обозначим через М* 
множество всех линейных отображений модуля М в 
кольцо А, т. е. таких отображений д:М->~А, что V а, 
Ь<=А, У х, у ^ М  $ (ах -\ -Ь у )= а® (х )+ Ь 8 (у ). В алгебре 
доказывается, что М* также является унитарным А- 
модулем. Он называется м одулем , сопряженным  (или 
дуальны м ) к М.

В каждой точке векторное поле Х ^ 0 1(й )
определяет вектор Х\г е Тх, а 1-форма со̂ £>1(6 ) оп­
ределяет ковектор о)/* е Тх*•

По этому закону /7(С)-модули и Э 1 (б )  оп­
ределяют в точке векторные пространства Тх*
и Тх над полем Я. Эти векторные пространства явля­
ются сопряженными в каждой точке х ^ б .  Отсюда 
следует, что ^(б)-модуль £>1( 6 ) является дуальным 
к /•'(О)-модулю .О1 (б ) .

Многообразие Хп называется параллелизуем ым , 
если существует п линейно независимых сечений ка­
сательного расслоения Т(Хп), т. е. существуют такие 
векторные поля Х ^ 0 1(Хп), что для каждой точки 

векторы Хц х образуют базис в Тх. В этом слу­
чае можно определить п линейно независимых 1-форм 
со>^0\(Хп) таких, что для каждой точки х ^ Х п ко- 
векторы (£>{х образуют базис в Тх*.

Проще всего выбрать формы со̂  так, чтобы базис 
был дуальным к базису Х ц х:

“ и V  X е= Х п. (4)

Если в координатной окрестности и  карты ф имеем
Х1 =  Ъ,1кдк, det||gi&|| =7̂=0, то надо взять соу= 1 { с1хк, где 
|||/*|| =  |||г*||-1. Тогда мы получим в точности соотно­
шение (4).

З а м е ч а н и я .  1. Можно доказать, что Хп парал- 
лелизуемо тогда и только тогда, когда касательное 
расслоение Т(Х п) тривиально.

2. Необходимым условием параллелизуемости Х п 
является существование на нем векторного поля без 
нулевых точек. В топологии известна следующая тео-



рема: гл а д к о е  м ногообрази е Хп допускает векторное 
поле б ез  н улевы х  точек тогда и только тогда, когда  
эй лерова характеристика этого м ногообразия равна  
нулю: % (Х „ )= 0 . Это имеет место, например, если X 
компактно и нечетномерно ([3 ] , с. 67). В частности, 
на сфере S 2n- i  ПРИ любом п существует гладкое век­
торное поле без нулевых точек, так как %(*$2я-1) = 0. 
Но х (52я ) = 2, поэтому на четномерной сфере (в част­
ности, на обычной сфере 5 г с :£ з )  такого поля не су­
ществует.

3. Милнор доказал, что единственными паралле- 
лизуемыми сферами являются S i, S 3, S 7. На других 
нечетномерных сферах число линейно независимых 
векторных полей меньше размерности сферы. Други­
ми авторами в 1961— 1962 гг. ([2 4 ], с. 209—221) бы­
ло установлено, что М (п— 1 ) = р ( я ) — 1. Здесь М (п—
— 1) — максимальное число линейно независимых 
векторных полей на сфере S n- 1. Число р («) находит­
ся следующим образом. Представим натуральное чис­
ло « ^ 1  в виде произведения нечетного числа и сте­
пени двойки: п =  (2а(п) +  1) •26(п>; затем разделим 
Ь(п) на 4: b (п) = с ( п )  -i-4d(n), где с ( п ) ^ .  3. Тогда 
р (и) =  2c(rt)+ 8d (п ).

Как следствие этой теоремы получается результат 
Милнора о том, что из множества сфер параллели- 
зуемы только сферы S i, S 3 , St.

Эта теорема замечательна тем, что вопрос о чис­
ле М (п— 1) она сводит к арифметической природе 
числа п.

4. Числовое пространство R" параллелизуемо, так 
как на R" существует п линейно независимых вектор­
ных полей dt. Следовательно, параллелизуемы евкли­
дово пространство Е п и аффинное пространство Ап.

Используя модель проективного пространства Р п 
в виде связки прямых пространства Е п+1 и учитывая, 
что только сферы S i, S 3, Sr параллелизуемы, заклю­
чаем, что из всех проективных пространств над полем 
R параллелизуемы только Р 1, Р з, Рт-

5. В классической дифференциальной геометрии 
при изучении р-мерной поверхности Vp в Ап мы так­
же в каждой точке x ^ V p имеем векторное простран­
ство Тх, касательное к Vp в этой точке. При этом 
удобно наделять Тх структурой центроаффинного или 
даже аффинного пространства и рассматривать Тх как 
р-мерную плоскость в Ля, называя ее касательной



плоскостью к поверхности Ур в точке х ; ее обозна­
чают Тр (х).

Важно отметить, что касательные плоскости 
Тр(х\) и Тр(х2) , х\Ф х2, могут иметь общие точки, что 
неверно для касательных пространств к многообра­
зию Хр (когда не существует никакого объемлющего 
пространства с линейной структурой).

Это замечание является существенным для гео­
метрии многообразия Хп, так как при построении ка­
сательного расслоения как дифференцируемого 2п- 
мерного многообразия важно, что Тх,(]Тх,— ф , х\ф  
ФХ2.
§ 8. ТЕНЗОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТО РН Ы Х  
ПРОСТРАНСТВ. ТЕНЗОРЫ

Пусть У и V? — векторные пространства над по­
лем К; А\т]/— п; &шЧ7— т ; ( а О к к »  — базис в У, 
(Ь^х^&т  — базис в №. Используя множество У х  № =  
=  {(х, у )\ х е У ,  у е Ш , построим новое векторное 
пространство, которое обозначим через У®М7. Имен­
но, примем следующие определения [25].

1°. Базисом в У®1У служит множество всех упоря­
доченных пар (щ, ¿ 0 , которые запишем в виде 
а1® Ь1=!н. ^ ^

2°. Каждому элементу (х, где х — х1щ,
"у=у*Ь( поставим в соответствие в У®ХР элемент 
х<&у’— х 1у~!и, который назовем тензорным произве­
дением векторов я и у. ^

3°. Если"р, а^ У ® № , а<=К, р = р нЪи то по
определению полагаем р +  я =  (р и +  Яи)!и, а р —
=  (ар“)Гн-

Отсюда следует, что У® ^ — векторное простран­
ство размерности п -т  над полем К. Оно называется 
тензорным произведением  данных векторных прост­
ранств У и Ж. Из 2° и 3° получаем следующие двой­
ства тензорного произведения векторов: Ух, х\, Хг^У, 
Vу, ух, у2<=№, Уа<=К

X <8> (ух +  Уг)=х ®  ух 4- х  ®  у/,

( * 1+ * * )  <э у = * 1  ®  у + * 2  ®  у ; ( !)

(а х ) ®  у = х  ®  (а у )= а  <£у).



Условимся в векторном пространстве счи­
тать допустимой не всякую замену базиса (/«). Имен­
но, если в векторных пространствах V и ХР заменим 
базисы: =  а\>а,, Ь г = Ь 11>Ь{,то в силу ( 1) а ^ ^ Ь ^  —
= а'\,Ь\'а1 (В) Ь(. Положим — ®

Указанной замене базисов в V и № поставим в 
соответствие замену базиса в УфУ? по закону

/ 1'1>=а\’Ь с /к -  (2 )

Только такую замену базиса в пространстве 
(которая индуцирована заменой базисов в простран­
ствах V и V?) будем считать допустимой.

Теперь нетрудно проверить, что элемент х ® у  не 
зависит от выбора базисов в пространствах V и V? 
(а значит, не зависит и от выбора базиса в простран­
стве Пусть х = х 1щ, у = у * Ь { и, следовательно,

х ® у = х ‘ у ‘/ и . (3)
•* I •*

Заменим базисы в пространствах V и а ^ = а г а 1, 
пусть х  =  х 1̂ ,  “у — у‘ гЬ1 В пространстве

У<8>№ рассмотрим вектор (х ® у )'— х 1'у 1' / п ’, состав­
ленный по тому ж е закону (3). Пользуясь формулой 
(2 ), находим ( х ® у ) ' =  (х 1’а1 )(у * 'Ь г )^ ц .

Но, согласно закону преобразования координат 
вектора при замене базиса, имеема ‘,х 1' — х ‘, Ь ^ у ^ -у *
и потому (х<Е>у)'=х‘у‘1 и = х ® у ,  что и требовалось 
установить.

Т ензором  над векторными пространствами V и № 
называется всякий вектор пространства Это
элемент вида Т = ( ‘^ц, где 11(̂ К  называются коор­
динатами тензора Т в базисе (}»).

После допустимой замены базиса (2) тензор Т 
будет иметь другие координаты При этом

Т = Г * ' У 1 „ ' = Г 1'а,,'Ь‘1'?и.

(Но 7 = / ‘7(<- Отсюда ¿‘(= а { '6*Л/'*'или — ,
где ||5/'|= ¡¿г/̂  1—1, ||бГ||=||̂ '1-1 . Так выражаются новые 
координаты Ь1'1* тензора Т через его старые координа­
ты при замене базисов в V и №.



Аналогично определяется тензорное произведение 
любого конечного множества векторных пространств 
над полем К.

Для геометрии важным является тот случай, когда 
каждое из пространств-сомножителей тензорного про­
изведения совпадает с данным векторным простран­
ством У (dim V = n )  или с дуальным к нему простран­
ством V*, причем каждое из этих пространств пред­
полагается отнесенным к одному и тому же базису 
(ei)  в V или дуальному базису ( е к)  в V*.

Рассмотрим, например, тензорное произведение 
У*<8>У<8>У* Его базис ( е ‘<8>е/<8>ек) . Вектор Т этого

пространства записывается в виде Т =  ti.k e ‘® e j® ek 
и называется тензором валентности 3 = 1  +  2 или 
тензором типа ( 1, 2 ) (один раз контравариантным и 
дважды ковариантным). Если в векторном простран­
стве V заменить базис: e r = c li>et (тогда дуальный ба­
зис в V* заменится по формуле е 1' =  с\'е1), то, как 
легко проверить, координаты тензора Т преобразуют­
ся по закону ¿/».'ft»

Нетрудно заметить, что по такому ж е закону пре­
образуются и координаты тензора t ’i£. (или тензора 
t fa ) — элемента векторного пространства 
(соответственно У® У *® V*).

Во многих вопросах (но не во всех) не представ­
ляет интереса различать эти тензоры: важно лишь 
число контравариантных и число ковариантных ин­
дексов. В таких случаях условимся отождествлять 
эти тензоры и писать координаты тензора в виде t>m 
(не отмечая точками пропущенные места). Заметим, 
что тензор типа (0, 1) с координатами щ есть просто 
ковектор а = щ е ‘ из V*, а тензор типа ( 1, 0) с коор- 
динатами а 1 есть вектор a = a lei из V.

Рассмотрим операции над тензорами.
I. С л о ж е н и е .  Пусть А и В  — тензоры одного и 

того же типа (р, q ). Это векторы в тензорном произ­
ведении р  пространств V и q пространств V*, которое 

р ?
обозначается через Эти векторы мож­
но сложить; получим вектор С = А  +  В. Согласно из­
вестному правилу сложения векторов, координаты 
тензора С (сумма тензоров Л и В ) равны сумме



соответствующих координат данных тензоров А и В.
II. У м н о ж е н и е .  Пусть даны тензор А типа (р,

р ч
Я) и тензор Т типа (г, з). Значит, У)<8>С<8)V*),

г з 1х..Лр
Г е  (<8> У) <8> (<8> У * ) . Пусть а координаты тензо- 

ра А, — координаты тензора Т. Элементы

/.-* поля К  являются координата-
р+г g+s

ми некоторого вектора £/е(<8> У )® (® У *). Этот век­
тор и , представляющий собой тензорное произведе­
ние данных векторов Л и Г, является тензором типа 
(р +  г, я +  э ) .  Значит, чтобы перемножить два тензо­
ра Л и Г, надо каждую координату тензора Л умно­
жить на каждую координату тензора Т; получим тен­
зор 11=А<&Т. Таким же образом можно получить 
тензор Ч Р = Т ® А . Тензоры V и V? — векторы одного

Р+г g+s
и того ж е векторного пространства (®  У)<8>((8> У*). 
Легко заметить, что в общем случае соответствующие 
координаты этих векторов различны и потому А ® Т Ф  
ф Т ® А  (уж е х ® у Ф у ® х ) .

Итак, умножение тензоров не подчиняется закону 
коммутативности. Однако, как нетрудно проверить, 
оно подчиняется закону ассоциативности (Л ® В )® С =  
= А ®  (В ® С )  и закону дистрибутивности А ® (В  +  
+  С ) = А ® В + А ® С ,  (А +  В ) ® С — А ® С + В 0 С .

III. С в е р т ы в а н и е .  Возьмем тензор Л типа (р,
р g

рф О , яф О , Л е (® У )® (< 8>У*). Из всех координат 

а ,  ; , этого тензора отберем все те, у которых 
i t= js .  Элементы поля К

- и~\1 р __ (сумма по & от 1 до п)

являются координатами тензора А\ типа (р— 1, я— 1)

А х <= у )  ®  V *)  ,

о котором говорят, что он получен свертыванием  тен­
зора Л по индексам й  и ¡э.

Пример. Дан тензор Л типа (1, 2) с координата­
ми а'/*. Свернув его по индексам £ и к, получим тен­
зор А х с координатами а/ =  а*/*. Проверим, что А\ —



действительно тензор, т. е. что при замене базиса эле­
менты a¡ поля К  преобразуются по тензорному за ­
кону.

При замене базиса имеем а 1/‘ц> ==с\с^сХ-а1̂ . Поэ­
тому а 1. =  а)'кг =  Ъ^с^с1>а% =  с],ь'1а 11к =  с^а)>‘, т. е. 
а ,/  =  с^ а ,, что и требовалось установить.

Если р =  д, то операцию свертывания можно про­
должить, пока не будут уничтожены все индексы. 
При этом получим тензор нулевой валентности, т. е. 
инвариант — некоторый элемент поля К, который, ко­
нечно, не зависит от выбора базиса в векторном про­
странстве V. Поэтому операция свертывания являет­
ся источником получения инвариантов.

Рассмотрим частный случай, когда А — тензор ти­
па (1, 1), причем А =  а® Ь. Координаты тензора А 
таковы: а ‘/ = а ‘&/. Свернув тензор А по индексам г и 
/, получим инвариант < а , Ь > = а кЬь. Этот инвариант
имеет простой геометрический смысл, который заклю­
чается в следующем.

Векторное пространство V служит пространством 
переносов я-мерного аффинного пространства А п над 
полем К. Зафиксируем точку О е Л п- Тогда, как из­
вестно [2], можно отождествить пространство Ап и 
пространство V. Возьмем в V какой-либо базис 
В — (в1) и в Ап получим репер Я = ( 0 ,  е,_).

Ковектору Ь е У *  можно поставить в соответствие 
гиперплоскость П: £>,х‘ + 1 =  0 пространства А п (заме­
тим, что О^П ).

Если в V заменить базис, то в Ап получим в но­
вом репере Я ' =  (О, в1>) другое уравнение:

Ьг х1' +  1 = 0. (4)

Это уравнение в старом репере Я  имеет вид 
с\>Ь¿ь х к 1 =  0 , т. е. Ь1ф 1Хк+ 1 =  0 или Ь[х‘ + 1 =  0 . 
Значит, уравнение (4) определяет ту ж е гиперплос­
кость П. Прямая (О, а )  с направляющим вектором а  
имеет параметрические уравнения х1= а Ч .  Точка А
такая, что ОА — а, имеет координаты А ( а 1, а п). 
Пусть вектор а  не параллелен плоскости П; значит, 
а ‘Ь1=Ф0. Найдем точку Х — (0 ,  й)пП. Имеем Ь1(а 11)-\-



+  1 =  0. Отсюда / = -----------и координаты точки X та-
1 1 | ■ 'V

ковы: х ‘ = -----г~ а 1. Поэтому О Х — — —  ОА и, следо-а>Ь) а1Ь1
вательно, А О = а 1Ь1ОХ\ значит, отношение трех точек 
А, X, О есть (АХ, 0 )  =  а ‘Ь1. Итак,

а) < а ,  6 >  =  0^а||П;
б) если же < а ,  Ь > Ф 0 ,  то < а ,  Ь >  =  (АХ, О).
IV . С и м м е т р и р о в а н и е .  Возьмем какой-либо

тензор А с координатами аьш - С помощью этих ко­
ординат можно определить другой тензор В, имею­
щий, например, координаты ¿ й т =#«/». Говорят, что 
тензор В  получен из тензора А подстановкой его ин­
д ек со в  й  и I. В подстановке может участвовать любое 
число одноименных (только нижних или только верх­
них) индексов тензора А.

Операция симметрирования тензора А типа (р, д )  
состоит в следующем. Из его одноименных индексов 
выбираем некоторое их число э, над этими индекса­
ми производим «1 всевозможных подстановок и берем 
среднее арифметическое полученных при этом в! тен­
зоров.

Так, с помощью тензора А с координатами а//* мы 
можем получить новые тензоры: А\ с координатами
00, , * =  - 1  (ацн +  ацк) ;  А2 с координатами а Ш к) =  у Х

Х (^ ци +  а кц) (промежуточный индекс, не участву­
ющий в симметрировании, ставится между вертикаль­

ными черточками), Л3 с координатами £*(«•/*) =  —  (ац к +

+  + аки + а1‘к+
Если тензор не изменяется от симметрирования по 

некоторым индексам, то он называется симметриче­
ским  по этим индексам. Так, если тензор а*/ симмет­
рический, то ащ )= ац ,  т. е. (ац -\ -ац )= ац . Послед-

Ш!
нее равенство имеет место тогда и только тогда, ког­
да а ц — ац.

Ясно, что в результате симметрирования данного 
тензора по некоторым индексам получится тензор, 
симметрический по этим индексам. Например, ац;/)*=



= -^ -(а чк +  а ик), а (ц )ъ=  — (анк +  ацц) и,значит, а { т =

— Щт-
V. А л ь т е р н и р о в а н и е .  Возьмем поделенную 

на «! ту же сумму я! тензоров, что и в IV, но с чере­
дующимися знаками перед слагаемыми: знак « +  », 
если подстановка взятых индексов четная, и знак 
«— », если подстановка нечетная. Например, а 1ц]к=

~ ~ 2 ~(а ‘1к—а1‘ь) (квадратные скобки, окружающие

индексы, указывают на альтернирование по этим ин­
дексам). Заметим, что если тензор симметричен по 
некоторым индексам, то альтернирование по этим 
индексам дает нулевой тензор. Например, если а у ,•] =

— ац, то й[<7] =  ~2 ^а11— =

Если тензор не изменяется от альтернирования по 
некоторым индексам, то он называется кососимметри- 
ческим  (или антисимметрическим) по этим индек­
сам.

Например, если а т = а ц ,  т. е. -^■(ац— а ц ) = щ !, то

а,7=а/,-. Легко проверить, что свойство тензора 
быть симметрическим или антисимметрическим по не­
которым индексам не зависит от выбора базиса, сле­
довательно, это свойство самого тензора.

Если тензор кососимметричен по некоторым индек­
сам, то симметрирование по этим индексам дает
нулевой тензор. Так, если а ц = —ац, то а(,7)=  ■— (ац  +  

+О//)=0.
Поливектором  называется тензор типа (р , 0 ) или 

(0, ц), кососимметричный по всем своим индексам.
Аффинором называется тензор типа ( 1, 1) .  Пусть 

а 11 — координаты аффинора в каком-либо базисе (е [) 
пространства V. Каждому вектору ~х=х■?е1 аффинор 
ставит несоответствие вектор у = у 1е~ где у 1= а 1,х>\ 
короче, у=А~х.

Итак, всякий аффинор определяет некоторый ли­
нейный оператор в векторном пространстве V. Верно 
и обратное: всякий линейный оператор в V осущест­
вляется при помощи некоторого аффинора. В  этом и 
состоит геометрический смысл аффинора.



Пусть Х п есть (^-многообразие (для простоты 
можно взять к = о о )  и х^Хп. Обозначим

К *  =  «§> тх) 0  (®  Г х), Трч (Х п) =  и тр9,х.
* ех п

Множество Трд( Х п)  можно наделить структурой 
(^-многообразия размерности п + п р+1’.

Естественная проекция л: Трч(Хп) - 1>-Хп определя­
ется обычно: п ( Х ) = х ,  если X  е  Т%,х- Пусть V — ве­
щественное я-мерное векторное пространство и Гр<7=  

р ч
=  Можно показать, что четверка
( Т рд (Х п) ,  Хп, Трд, п )  есть расслоенное пространство с 
пространством расслоения Тря(Х п)  (доказательство 
этого утверждения аналогично доказательству соот­
ветствующего утверждения для касательного рассло­
ения, и мы его опускаем). Это расслоенное простран­
ство называется тензорным расслоением  типа (р, я). 
При р =  1, <7 = 0  получим касательное расслоение 
Т (Х п ) ,  а при р — 0, 4 = 1  — кокасательное расслоение 
Т * ( Х п\.

Тензорным  полем  типа (р, я) и класса Ск на 
О-многообразии Хп называется С*-сечение тензорного 
расслоения Трч(Х п).

Если Т — тензорное поле типа (р, я), то Т1х е
е л -1 (х )  =  Т%'Х. Если ф — карта в окрестности точки 
х ^ Х п, то относительно базиса (д{) пространства Тх
тензор ГI* имеет координаты В точке х  эти
координаты — вещественные числа. Если же берется
все тензорное поле Т, то Р — вещественные функ-
ции. Поле Т имеет класс Ск тогда и только тогда, 
когда эти функции принадлежат классу Ск.

Заметим, что тензорное поле Т может быть опре­
делено не на всем многообразии Хп, а лишь на неко­
тором его открытом подмножестве (?. Вместо слово­
сочетания «тензорное поле Т» употребляют и такое: 
«поле тензора Т».



Пусть V — векторное пространство над полем К , 
dim V= п. Внешним п рои зведением  ковекторов х  и ^ 
(т. е. элементов из V*) называется антисимметриче- 
ский тензор: х /\ у = х ® у —у® х. Значит, x /\ y ^ V *® V *.

Если ( e ‘J i^ i^ „ — базис в V*, то е0\ е!= е ‘® е '—  
— ei ® ei'  Пусть xj=xie\ у = y,ei. Тогда x/\ j^= xiyje‘<2> 
®e^—yjxie^ ® & = lciyjej®er—xlyiei<8>ei==(xlyj—xjy i)e?  ®  
®еЛ Но (е 'ф е1)  — базис векторного пространства 
V *® V*. Значит, внешнее произведение х/\у  (как век­
тор пространства У *® У *) имеет в этом базисе коор­
динаты t i}= x iy j—x iy i: x l\ y = t i;e i<2>ei. Имеем

<♦ •* •*

Таким образом, если использовать внешнее произве­
дение векторов базиса в V*, то получим

У1 У)
Из чисел 1, 2, ..., п возьмем какие-либо два р аз­

личные: 1о</о. В сумме (1) найдутся член

где г‘о</о. Поэтому формулу (1) можно записать так:

+ tn e i  <g> e l) =  {tu e l ® e > — t^e1 <g) e ‘) =  
* *♦ -+• 2  -* -► •* -*•

= y  £ ) = \  ‘ и *  h i * •

где tu^xtyj—x jy ^  x‘ X) .

( 1 )

(2)
/</



Внешнее произведение р  ковекторов х х, х? из 
V* определяется формулой

( — ® . . .  ® л ,

где [ а ^ —ар) — подстановка индексов 1, 2.......  р  и
[с^аг-ар] — число беспорядков в этой подстановке.

Таким образом, х 1/\.../\хр есть антисимметриче- 
ский ковариантный тензор валентности р  (короче, ко- 
вариантный р-вектор), это определенный элемент тен-

р
зорного произведения ® V*.

Если (е‘) — базис в V* и х ^ = х а{е̂  ( а =  1, 2, 
1= 1 , 2 ......л ), то

. ^ Д - Д л ^ ^  (— ®  е ‘* ®  . . .®  А
Обозначим через

••• Х (

ХР1хХР1% ... X?

определитель из координат с номерами ц, к, 1р 
данных ковекторов х 1, хр. Тогда

( )̂ ••• р *

Значит, tlíti ..л — координаты внешнего произве-
р

дения х 1 Д  ... Д х р как вектора из <8> V* относительно

базиса ( е 1‘ ®  е ‘р) этого векторного простран­
ства.

Введем внешнее произведение векторов базиса ( е ‘) 
в  V*:

Тогда получим формулы, аналогичные формулам (1)
и (2):

_1

х '/\ х > /\ ...А х р =  2  (4)

х х /\х2/ \ . .  • /\хр =  - у  и,.лре_1' / \ . . .  Д  А (3)



Вообще всякий ковариантный антисимметрический 
тензор А валентности р, т. е. тензорЛ =а/1...^е,§£>...

можно записать в виде

А= ^ а̂ Р£ / \ - Ы р
или в виде

А = - 2  Л'.™*Р£ ‘Л - Д А  (5 >

Заметим, что всякий такой тензор А (т. е. ковари­
антный р-вектор) определяется значениями своих Срп 
координат, у которых ¿1< г 2< ...< / р. Эти координаты 
называются существенными (остальные координаты 
этого тензора выражаются через существенные коор­
динаты либо равны нулю).

Ковариантный р-вектор вида х 1 Д  ... /\хр, 
называется разложимым. Из формулы (5) следует, 
что всякий ковариантный р-вектор А есть сумма раз­
ложимых р-векторов.

Из сказанного выше следует, что внешнее умно­
жение обладает следующими свойствами:

1°- х Л У = — (антикоммутативность; отсюда 
хД х= 0).

2°. х /\(£+  г) = х/\У^г х  Д г  

(•*+ */)Дг= х  Д г +• г/Д г

3°. ( а х ) /\ у = х /\ (а у ) = а  (х /\ у ), а ^ К .
^  ^  -♦

4°. х 1/\х 2/\ .../\ х р= 0 ^ ф (х 1, х 2, . . . , х р линейно з а ­
висимы). "* **

В самом деле, )£/\х*/\.../\хр =  0 (нулевой вектор 
из ® V*) тогда и только тогда, когда равны нулю все 
его координаты , т. е. равны нулю все миноры 
порядка р матрицы ||л:“;-|| из координат ковекторов 
х1, ...,хР. Это и означает, что ковекторы х 1, ..., хр ли­
нейно зависимы.

р
Обозначим через Д У * множество всех ковариант-

р р
ных р-векторов. Ясно, что Д  1/*с<8) V*. Если А, В е

(дистрибутивность).



р
œ /\ V *, то и А +  В  — к о в а р и а н тн ы й  ан ти си м м етр и че-

р
ский тензор валентности р и, значит, Л +  В е Д У * .  

р р 
Далее, (A<=/\V*, a^ K )= > aA Œ /\ V *. Таким образом, 

р р
подмножество Д У *  векторного пространства ® У * яв-

р
ляется подпространством в <8>У*.

р
Векторное пространство Д У * называется р -й 

внешней степенью векторного пространства У*; его 
элементы называются внешними элементами степе­
ни р.

р
Базис пространства Д У * образован внешними 

произведениями е ’'/\ е1*/\ .../\ е‘р, где индексы i\, i2, —, 
ip пробегают значения от 1 до я так, что i\ < i2< . . .< ip.

р
Отсюда следует, что dim Д У * =  Срл (число сочетаний 
из п элементов по р ) .

р р
Рассмотрим р-вектор Л е Д V* и ^-вектор B œ /\V*, 

где p +  q ^ n — dim У*. Пусть

А  =  — au ,..., е1>/\е‘> / \ е ‘р , 
р  !

в = *

Внешним произведением  поливекторов А и В  на­
зывается (p  +  q ) -вектор

ЛД 8 = -^ - ^  Д ... Д Л Д ^ -Д ...

, р+ч 
...Д<Л<= Д У * .

Это определение распространяется и на случай р =  О 
или q = 0, если условиться считать, что а / \ В = а В  и 
А /\ а = а А ,  где а е К .  В случае р — 1, q — \ внешнее 
произведение ковекторов x = x ie l и y — yje1 есть би-

-♦ >+ ■+ 
вектор х/\у, рассмотренный выше.

Из определения Л Д В  получаем такие следствия:
1. (аА )/\ В  —  А /\ (аВ ) — а (Л Д В ) — скалярный 

множитель можно выносить за знак внешнего произ­
ведения.



2. А/\(В\ +  В 2) = А /\ В 1 +  А /\В2, (дистрибутив­
ность). (А1+ А 2) А В = А 1/\ В + А 2/\В

3. Если А есть р-вектор, В  есть о-вектор, то 
Л Д В = ( — \)рчВ/\А.

4. Для любых р-вектора А, <7-вектора В  и г-век­
тора С имеем (А /\ В )/\ С = А /\ (В /\ С )  (ассоциатив­
ность). Поэтому здесь скобки можно опустить и пи­
сать Л Д В Д С .

Обозначим через Д У * прямую сумму векторных 
р

пространств Д У * для всех р> 0 (надо брать лишь 
р ^ п ,  так как всякий р-вектор при р > л  является ну­
левым и, значит, соответствующее векторное про- 

р
странство Д У * состоит из одного нулевого вектора). 
Таким образом, Д У * есть прямая сумма п +  1 вектор-

0 1 п
ных пространств / \]/* =  К, Д У *, Д У *, п = Ц т  У*. 
Каждый элемент г е Д У *  однозначно представим в

п р
виде 2 = 2  2р, где гре Д У * .  

р-о

Так как Д У * есть прямая сумма пространств

Д У *, р = 0, 1....... п, то сН т(Д  У*) =  2  <31т(Д1/*) =
р-0

П
= 2  2я (как сумма биномиальных коэффи- 

р-о

циентов). Для любых двух элементов х
р-0

Таким образом, на векторном пространстве Д У * 
определено умножение. Можно проверить, что теперь 
Д У * есть алгебра над К. Она называется внеш ней  
алгеброй  (или алгебр ой  Г рассм ан а) вект орного про­
странства У*. Каждый элемент из У* есть линейная 
форма, определенная на векторном пространстве У.

р
Каждый элемент из Д У * (т. е. каждый ковариант- 
ный р-вектор или, иначе говоря, каждый внешний эле­
мент степени р)  называют внешней ф орм ой степени р 
на векторном пространстве У.

Пусть ф* — г линейно независимых линейных 
форм, т. е. г линейно независимых ковекторов из V*



(удобнее в дальнейшем писать ср*, а <]>*), а ч|з* — 
другие г элементов из V* таких, что

фЛД<Р*=0 (сумма по ¿  =  1, 2 ,..., г). (6)

Л ем м а Картана. Равенство (6 ) имеет место тогда 
и только тогда, когда формы  гр* являются линейными 
ком бинациям и форм фй, т. е. “фг =  с/* *ф*, с симметри­
ческой матрицей коэффициентов: с1и = сы -

□ Включим формы ф* в какой-либо базис (ф1,
Фг, ф̂ 1........ ф") пространства V*. Тогда г|)/ =  сгаф“
(сумма по юс=1, 2, п). Равенство (1) примет вид

Д ? й= 0 .  (7)

Значит, внешняя квадратичная форма, стоящая сле­
ва, является нулевой. Эта форма есть элемент век-

2
торного пространства Д У *, и этот элемент — нуле­
вой вектор. Следовательно, в любом базисе простран- 

2
ства Д  У* все координаты этого вектора равны нулю. 
Базис образован элементами фа\/фр» где «< Р - Равен­
ство (7) можно записать так:

* +  сла?вЛ сР* = 0  (¿. ¿ =  1. 2 ,...,'г ; а = г - \ - 1,...,  п)

или

2  Л ч * — ^ а 'Р *Л 1Рв =  0 -
1<п

Теперь данная 2-форма разложена по элементам ба- 
2

зиса в Д У *, и так как форма — нулевая, то сы— 
— С1к= 0, с ка— 0. Значит,

сы = с л . (8)

Обратно: пусть условие (8 ) выполнено. Тогда

Ф*Л'РЙ= С«'Р, Л'Р* ==2  — <7'*) 'р,А <РА==0- ■
к *

§ 11. В Н ЕШ Н И Е ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ

Пусть Х п есть С*-многообразие, и р — целое
р

число такое, что 0 < р < п . Рассмотрим /\Т*Х, т. е. р-ю 
внешнюю степень векторного пространства Т*х. Пусть 
ф — карта, определенная в окрестности II точки х, и



4> (х )~ (х \  хп) .  Тогда (д^ х  —  базис в Г* и (с1х1) х—  
сопряженный ему базис в Т *х. Значит, базис вектор-

р
ного пространства /\Т*Х образован элементами 
№х1')х А (й х ‘‘) х/\.../\ (с1х ‘р)х, ¿1< 12< .. .< г Р. Положим

/\ Т *(Х „ )=  и Д  у* 
х '

Можно доказать, что множество /\ Т *(Х п)  наделе­
но естественным образом структурой С*- 1-многообра­
зия размерности п +  Ср„ [15]. Это многообразие назы­
вается расслоением  р-форм на Хп. Естественная про- 

р
екдия я: /\ Т *(Х п)-+ Х п определяется так: я (£ 2 )= * ,  

если £2еД 7'**.
Пусть V — векторное л-мерное пространство над 

полем И вещественных чисел. Можно показать, что 
четверка

( К т * { Х п), Х п, Л У * ,  я) 

есть расслоенное пространство с пространством рас- 
р р 

слоения /\ Т *(Х п), базой Хп, типовым слоем Д У *  и 
проекцией п.

Дифференциальной формой степени р  (или р-фор- 
м ой) и класса Сг на С*-многообразии Хп называется 
_  р
Сг-сечение расслоения /\ Т *(Х п).  Если Хп^ С к, то 

— 1 ([15], с. 72). Если £2— р-форма, то £2/̂ е  
р

е я ~](х)  — Л Т *х  и, значит,

г = а 11,„1р(с1х  )хД *.*/\ ic ix р)х,

В точке х & Х п коэффициенты И. Если же
берется дифференциальная форма 2 , то а/,.../ —веще­
ственные функции: И = а 11...1р(х)с1х 1'/\ .../\ (1х ,р, где 

При этом 2  е  С ' <н> (все «/,...< ( * ) е  С ').
Заметим, что р-форма £2 может быть определена не 
на всем многообразии Хп, а лишь на некотором его 
открытом подмножестве (?.

Как было установлено выше, £2^ есть ковариант- 
ный р-вектор. Поэтому задание р-формы £2 на мно­
жестве в  означает задание на этом множестве поля



ковариантного р-вектора. Значат, дифференциальная 
форма на й  есть частный случай тензорного поля на 
этом множестве О. Всякую7 1-форму называют также 
формой Пфаффа на Х п (или на О). Пусть Х„^С°° 
и <3 открыто в Хп. Обозначим через Ар(й )  множество 
всех р-форм (класса С°°) на б. Можно проверить, что 
Ар(С )  есть /'(С)-модуль. Положим Л °(0 ) =  /7(£?) и

во
обозначим Л (С ) = 2  А Р(в) прямую сумму ^(О )-мо- 

р - 0
дулей Ар( в ) .  Элементы модуля А ( в )  называются 
внеш ними дифференциальными формами на м нож е­
стве й  (без указания степени). Они состоят из сла­
гаемых, которые являются р-формами, причем число 
слагаемых, отличных от нуля, конечно.

Пусть 0 , со̂ А (О ) .  Каждая из этих форм одно­
значно представима в виде

«• во

0 = 2  г р’ * * ’
р —0 0 —0

Положим 0До) =  ̂  я р/\г'ч. Этим на ^(О)-модуле
РлЧ

А ( в )  определено умножение. Оно превращает А ( в )  
в ассоциативную алгебру над кольцом Р (О ). Эта ал­
гебра называется внеш ней алгеброй  (или алгеброй  
Г р ассм ан а ) н ад  множеством  О (в частности, над Хп 
при 0 = Х п).

§ 12. В Н ЕШ Н ЕЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ

Пусть на множестве б ,  открытом в Хп, задана 
р-форма:

Внеш ним  дифференциалом  этой формы называет­
ся (р-Ь 1) -форма:

£>со= йа{1...1р/\с1х 1'/ \ ... /\й х1р

(иногда вместо 1)со пишут с/со).
Нетрудно проверить, что формы й ы  не зависят от 

выбора координат х к на множестве О.
Из этого определения вытекает ряд следствий. 
С л е д с т в и е  1. Внешний дифференциал от полного  

диф ф еренциала функции равен  нулю.



□  Имеем ...........

о Ш )= о  £  л ^ * = ^ ^ 'Л ^ * =

“ 2  ( Л 1 л М ^ )‘1х'/' ‘и ' =0' ■
/ < Л

С л е д с т в и е  2 . Ясли u>=a/1.../pí̂ л:,■Д...Дí^л:í ,̂ — р- 
ф орм а, в= Ь },...,9и х / '/\.../\(1х ,1 — д-ф орм а, т о

О(0>/\в)=^(.О<0)/\в-\-(-\)Ры/\Ов. (1)
□  Имеем

<й/\Ь=а1г.л Ь]1...]их^ /\ .../\ (1х1р/\с1х>'/\.../\с1х1ч.

Значит,

О (<» /\®)~ & / р-\- с̂1Ь ] ¡...] ̂  ̂ х 1' / \ ...

- ( 1 х 1р А а х ^ А - /\ Л х ,ч = Ь ] ,...,11(Га11...1рА ^ х ^ А -

• ■•№ х,Р № х > 'А --Л 4 х ? ч + а 1 1...1^Ь}1...,9А 4 х ^ А - . ‘ 

...Д ^ Д оГлА Д ... А ^ х ’ч =  (¿^ ...^ Д ^ '-Д . • • Л < * х 1р) Л  

Л Ф ]  Д .. .Дс?*'«)+ а/1„.у£*/* Д ... (—1)РД  

А ^л-/9А ^ АД ...Д ^ = (£ )(О )Д 0 + ( -  1)р Шд/Ж ■

С л е д с т в и е  3. £слы а е Р ( б )  (говорят, что а — 
дифференциальная форма степени р = 0), то

Д (а0)=сГаД04.а 0̂
(эта формула получается из ( 1) при р = 0 ).

С л е д с т в и е  4. Я^сгб со ==dfi/\df2A ....A d fp , гд е  
/*<=£(С). 7ог<За со= (¿ Л Д ^ 2Д  ... Д^/р-») Д^/р. При­
меняя формулу ( 1) и учитывая, что £> Щ к) —  0 (соглас­
но следствию 1) , получим £>©=£) (¿/•ДЙ/ЗД ... д  
Д с?/р->) Дй/р. Повторяя эти рассуждения, найдем

£>«, =  ,0 (¿/ ‘Д ^ / Т Х .-.Д */ / *-2)ДсГ/р"  , Д ^ / /’= ...
...= £ >  М Р )/\ Л /2/\ - {\ с 1 /Р = 0 .

С л е д с т в и е  5. £>(а>1 +  со2)= £ )со 1 +  Осо2 (это оче­
видно).



С л е д с т в и е  6 ( т е о р е м а  П у а н к а р е ) .  Внеш ­
ний диф ф еренциал от внеш него дифференциала равен  
нулю .

□ Пусть а = а 11...1ри х !'/\.../\с1х1р. Тогда

О ш =с1а11'„[ /\ й х!'/\ .../\ й х1р.

Учитывая следствия 4 и 5, находим О ф со )= 0 . ■  
Внешняя дифференциальная форма со называется 

замкнутой, если 0. Форма ю называется точной, 
если существует форма 0 такая, что < п= Щ .

В  силу теоремы Пуанкаре всякая точная дифферен­
циальная форма является замкнутой. Обратное невер­

но: 1-форма (о= Х(1у ~  замкнута на множестве 
^  К х 2  +  у2

Я2\ { 0} ,  но не является точной.
Однако локально обратное утверждение справедли­

во: если со — замкнутая форма, определенная в коорди­
натной окрестности и , то на окрестности и  существует 
форма 0 такая, что <й=£>0 [12]. Тот факт, что это об­
ратное утверждение справедливо только локально, а 
не на всем многообразии в целом, имеет важное значе­
ние в топологии дифференцируемых многообразий. Те­
перь нетрудно ответить на вопрос, когда 1-форма со яв­
ляется полным дифференциалом. Если со=й/, то £>ю= 
=  0. Обратно: пусть со =  й1йх{ и /)со=0, т. е. (1а1/\(1х*=

=  0 или йхк/\ ёх ‘=-0. Отсюда 
д х к

Ь<1

й дй1 д а ьи так как подобные члены приведены, то — — ¡г.
дх* дк

Как известно из анализа, в этом случае в некоторой 
окрестности 11 точки х существует функция {(х\  х2, ...,
х п) такая, что а‘=  -^4-и, значит, <а=-££- й х 1. Следо- 

д х ‘ д х ‘
вательно, с о = 1>/: в £/.

Пусть Хп и У к — многообразия класса С°° и /
-^Ук есть ¿ “ -отображение. Пусть со — некоторая 
р-форма на Уь. Тогда на Хп определена р-форма со* =  
= / *  (со) следующим образом. Предположим, что И и



V — открытые множества в Хп и Уд, в которых введе­
ны соответственно системы координат ф |<р (л:) =  (х1, ..., 
хп)\ 'И'Ф(у) =  (У1, —. Ук)- Отображение / имеет на и  
следующее выражение в координатах (предполагаем, 
что } ( и ) с У ) :у * = у З ( х 1, ..., х п), / = 1 , 2, ..., /г. Если фор­
ма со имеет на множестве ¿7 выражение

<°= {У\-'.,У*)(1у1'/\.../\(1у1Р, (2)

то

......х п) й х 1'/\ .../\ й х1р,

где

(х1) = а М р (у1 (х 1),..., у* (х 1)) . (3)

Следовательно, форма и* получается из формы ю, ес-
£¡„1

ли в о  подставить у<== уз (х1, х2, ..., хп) и йу! —  —¿-¡-йх*.

Из формул (2), (3) заключаем, что отображение 
/•-форм на У* в формы на Хп действует по закону 
/* (а ) = и «  с1{. Непосредственным вычислением можно 
убедиться, что /*((0^ 0)2) =  ( Г М ) А ( ^ М ) ,  ¿>(/*Х 
X  ( а ) )= / *  (О(о). Поэтому можно сказать, что отобра­
жение /* является гомоморфизмом внешней алгебры 
А(Ун) во внешнюю алгебру А (Х п), причем этот гомо­
морфизм коммутирует с оператором внешнего диффе­
ренцирования.

§ 13. РАСПРЕДЕЛЕНИЯ И КОРАСПРЕДЕЛЕНИЯ  
НА МНОГООБРАЗИИ

В каждой точке х ^ Х п существует касательное век­
торное пространство Тх (его обозначают также 
Тх (Хп) ) .  Зададим натуральное число р  такое, что 1 ^  

— 1; пусть Тр (х )—р-мерное подпространство в 
Тх, а ГР =  {Тр (х) | х еХ п} — множество, элементами ко­
торого служат всевозможные Тр (х) из Тх для всех 
х<=Хп.

Назовем р-мерным распределением  (или диф ф ерен­
циальной системой размерности р) на многообразии 
X отображение Ар : Хп-+ Т р такое, что Ар (х) — Т р ( х ) с :  
с^ Т(х), т. е. АР(х) — определенное векторное подпро­
странство касательного векторного пространства Тх 
[4; 12]. Говорят, что распределение Ар принадлежит



классу Ск в точке х ^ Х п, если в некоторой окрестности 
и  точки х  существуют векторные поля Ль Хр клас­
са Ск такие, что в любой точке Х о^ и  векторы Л ^ ,, , 
Хр]х0 порождают подпространство Ар(*о) (и, значит, 
образуют базис этого подпространства). Мы будем 
рассматривать распределения класса С°°.

В каждой точке х ^ Х п существует касательное про­
странство Тх* ковекторов. Зададим натуральное число 
<7 такое, что — 1; пусть Тд* (х ) — ^-мерное под­
пространство в Тх* и Тд* =  {Т ч* (х) |хеЛ „} — множест­
во, элементами которого являются всевозможные 
Тд* (х ) для всех х ^ Х п.

Назовем я-мерным кораспределением  (или систе­
мой Пфаффа ранга  <7) на многообразии Х„ отображе­
ние дд-.Хп-^Тд* такое, что вч(х )— Тд* ( х ) а Т х*. Гово­
рят, что кораспределение 09 принадлежит классу Ск в 
точке х е Х „ , если в некоторой окрестности и  точки х 
существуют 1-формы в 1, 02, ..., 09 класса Ск, порожда­
ющие в д в каждой точке х ^ и  (следовательно, 0/ ли­
нейно независимы).

Пусть В 1 = а{1йх‘ (¿ =  1, 2.........л; / = 1 , 2 ,..., <7).
В каждой точке существует (я—¿7) -мерное век­
торное подпространство Тп- д { х ) а Т х такое, что У Л е  
е ^ . , ^ )  0/(Л )=О . Этим на многообразии Хп опреде­
лено распределение Дп- д такое, что \ х ^ Х п : Ап-д (х )  =  
=  Тп-ч{х). Говорят, что распределение Ап-д ассоци­
и рован о  с кораспределением  0 , [4].

Обратно: пусть на гладком многообразии Хп зада­
но распределение Др. В каждой точке х е Л „  сущест­
вует р-мерное векторное подпространство АР( х ) а Т х. 
Подпространство АР(х) можно рассматривать как пе­
ресечение п—р различных (л— 1) -мерных векторных 
подпространств На (а =  р +  1, ..., л).

В самом деле, возьмем какой-либо базис В =  (еи ....
—► а*

е р, е Р+х, е п) в пространстве Тх такой, что е ^ А Р(х), 
I = 1, 2, ..., р. Обозначим через На подпространство в 
Тх, порожденное векторами В \ { е а} для фиксирован­
ного а. Ясно, что Н а различны и АР{х )— Г\Н„. Пусть 
0=(<0\ 02, ..., 0П) — корепер в Тх*, взаимный реперу В 
в Тж. Тогда 0* (е3) = 6/г' (г, у =  1, 2, ..., п). Следователь­
но, 0 а (е; )= О  для всех }Ф а .  Поэтому уравнение 0а= О  
(а  фиксировано) определяет подпространство Н а, со­
держащее АР (х ) .



Таким образом, заданное распределение Др явля­
ется ассоциированным с построенным (п—р)-мерным 
кораспределением 0п- р =  {0р+1, ..., 0" } .  Систему 1-форм 
0а называют ассоциированной с расп ределени ем  АР.

Здесь важно отметить следующее. Если векторные 
поля Хг (я, ¿ = 1 , 2, ..., р) порождают распределение АР 
и функции ¡ ^ ^ ( Х п )  таковы, что Ух<=Хп ¿еЩ/^Н^О, 
то векторные поля очевидно, порождают то
же распределение АР.

Точно так же: если 1-формы 0“ порождают (я—р )- 
мерное кораспределение 0„_р и функции каь^ Р ( Х п) 
таковы, что У х^ Х п  : с!е1||/1аь|| то 1-формы 0Ь =  
=/гаь0а определяют то же кораспределение 0п-р.

Это обстоятельство будем учитывать в дальней­
шем.

Возьмем в точке х ^ Х п репер /?ж= { и ь  и2, ..., уп} и 
взаимный ему корепер 0 * =  { 0 1, 02, ..., 0П}. Следователь­
но, е*(г//)=83Л Возьмем вектор 1 ^ Т Х. Имеем | =  |/о,-и, 
значит,

0' (?) =  в1 №  ¡)= №  Щ = УЬ)= \1.
Итак, ^ = 0 * (| ) , поэтому £ = 0*(£)и{. Следовательно, 
сами 1-формы 0г являются координатами вектора во 
взаимном репере Я х: для любого £,^ТХ можно найти 
такие значения форм 0‘, что |* =  0г (надо взять 0* =  
= '0 *(| )) . В частности, для любого  ̂ мож­
но найти такие значения форм ёх\  что =  йх1.

Возьмем функцию ¡^ ,Р (Х п) и произвольный вектор 
и ^ Т х, v =  viдi. Дифференциал с!/ функции f  есть ли­
нейная форма, определенная формулой Уу^ Т х \ {Щ) X
X (и) — у (1) . Находим /(у) = и *  -Щ -и, выбирая йх{= ю 1,

дх

получим V (/) =  -^уйх1 — это дифференциал функции /, 
дх

как он определяется в анализе.
Если на многообразии Хп имеем ^=сопэ1, то ¿ / = 0

^так как • Мы приходим к такому выводу:

если на многообразии Хп функция /— постоянная, то 
ее дифференциал й/ является 1-формой, которая в к аж ­
дой точке х ^ Х п аннулируется любым вектором а е  
е Г ж : (с?/) (у) = 0 .  Верно и обратное: если /е/7(Хп ) 
и У » е Г * ,  Ух<=Хп (¿/) ( у ) = 0 ,  то /=соп81 на Х п (это 
известно из анализа).



Пусть на гладком многообразии Хп задано распре­
деление АР. Подмногообразие Ур в Хп называется ин­
тегральным м ногообразием  распределения АР, если 
У х е У р  Др(лг) =  7’* (У р).

Распределение АР называется интегрируемым (или 
вп олне интегрируемым), если для каждой точки х ^ Х п 
существует р-мерное интегральное многообразие, про­
ходящее через точку х.

Кораспределение 0„-р называется вполне интегри­
руем ым , если вполне интегрируемо ассоциированное с 
ним распределение Ар. Если при этом кораспределение 
0п-р задано системой линейно независимых форм 
Пфаффа 0а, то говорят, что система форм 0“ вполне 
интегрируема.

Пусть распределение Ар, заданное на Хп, вполне ин­
тегрируемо. Тогда через каждую точку х ^ Х п проходит 
интегральное многообразие Ур этого распределения.

Точка х, как точка многообразия Хп, имеет карту 
Ф в некоторой координатной окрестности {/ на Хп:

< р : £ / —» Я я , (1)

Точка х, как точка подмногообразия Ут, имеет карту 
чр в некоторой координатной окрестности V на Ур :

— № , Ц (х)=У',...^Р)<=К.Р.

Отсюда х= 'ф -1 (^1, ..., tP) и, значит, в силу (1) (х1, ..., 
х п)==ф0ф-1( 1̂, ..., №). Поэтому

х ‘ = х ‘ & , Р , . ..,& ),  (2)

причем эти функции дифференцируемы, так как Хп — 
гладкое многообразие, а Ур — его гладкое подмного­
образие.

Пусть !^ Р ( Х п) и Л =/ц^. Тогда ^  =  Ж * Т*е '

'¿ Г = ‘^ Г ' Г Г  ( /  =  1 . 2 . . . . ,  я ;  ¿  =  1 , 2 , . . . р ) .  (3 )д г  д г  дх

Но —естественный репер в пространстве ТХ(УР), а

— естественный репер в пространстве Тх (Х„). 

Так  как векторы каждого из этих реперов линейно не- 
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•зависимы, то из (3) заключаем, что У х е У р  ранг дх1
д Р

равен р.
Координаты х { точки х всегда можно занумеровать

так, что (М дх‘
д (*

ф  0 (&, t =  1 ,..., р ) . Разрешая первые

р  уравнений системы (2) относительно (что можно 
сделать лишь локально), найдем Р = № (х 1, ..., х*>). Под­
ставляя эти выражения в остальные п—р  уравнений 
системы ( 1), получим

х а= х я (х 1......хР) (а = / 7 + 1 ....... п). (4)

Уравнения (4) определяют многообразие УР в некото­
рой окрестности и * с .и  точки х  на Хп, т. е. определяют
У,Л£/*.

Это имеет место для одного интегрального 
многообразия ]/р данного распределения Др. Так 
как Др вполне интегрируемо, то через каждую 
точку дге£/* должно проходить р-мерное инте­
гральное многообразие этого распределения и это 
многообразие в окрестности II* можно задать 
системой уравнений вида (4 ) . Следовательно, указан­
ное семейство интегральных многообразий должно су­
щественно зависеть от п—р  произвольных постоянных 
и определяется в окрестности и *  системой вида

Х?=Х?{Х\...,ХР\ сР+\..., с"). (5)

Мы предполагаем, что ха дифференцируемы по х г и по
&. Выражение «существенно зависит» означает, что 

\ \ д х а есть п—р  (равен числу произвольных посто-
Р ЗН Г Р ?  
янных).

Разрешая уравнения (5) относительно с“, получим 
ул( х \ . . . ,х п) = с а. (6 )

Если задать произвольную точку х0(х0* ) ^ и * ,  то, 
подставив ее координаты в (6 ), определим значения 
са= у а (х01, х0п) и, значит, у а (х\ ..., хп) — уа (х0‘, ..., 
х0п) есть то интегральное многообразие, которое про­
ходит через точку лг0. Заметим, что функции уа, входя­
щие в левые части уравнений (6), не могут быть 
связаны никакой функциональной зависимостью, 
т. е. не существует такой дифференцируемой



функции Ф(ыР+1, ип)Ф О , что Ф (ур+\ ..., у71) — ®- 
В  противном случае мы получили бы, что Ф ( с р + 1, .. . .  
с п) = 0, и отсюда одно с“ можно было бы выразить че­
рез остальные. Следовательно, в уравнениях (5) число 
постоянных можно было бы уменьшить, а это означало 
бы, что не все эти постоянные существенны вопреки 
предположению.

Так как функции уа не связаны функционально, то 
их дифференциалы йуа — линейно независимые 1-фор­
мы в любой точке х е Х п. На каждом интегральном 
многообразии ]/р распределения Ар функции уа= сопз1:. 
Поэтому, согласно сказанному выше, 1-формы ё у а ан­
нулируются любым вектором у ^ Т х {УР). Итак, п—р 
линейно независимых форм Пфаффа ¿уа задают корас- 
пределение 0п- р =  {0“} ,  с которым ассоциировано впол­
не интегрируемое распределение Др. Функции г/“ (я1,..., 
х п) в (6) называются первыми интегралами вполне 
интегрируемой системы Пфаффа 0“= О , а вся система 
равенств (6) называется общим интегралом этой сис­
темы Пфаффа.

Если то же распределение Ар ассоциировано с ко- 
распределением 0и-р, заданным 1-формами 0Р, то дол­
жна существовать невырожденная матрица ||Лар||, Ларе  
е / 7(Хп), такая, что

^ = к У у \  (7)

Обратно: если имеют место равенства (7), где У х е  
скЩ/го/Н^О, то с системой Пфаффа 0Р ассоцииро­

вано то же распределение Ар, что и с системой с?1/“. 
Ясно, что последняя система вполне интегрируема. 
Значит, вполне интегрируема и система 09.

Таким образом, система Пфаффа 0В вполне интегри­
руема тогда и только тогда, когда для каждой точки 
х ^ Х п существует такая окрестность и  и такие функ­
ции Ааэ, «/“^ ( С / ) ,  что ||/гав||=7̂ 0, и 0Р=  
= К Ы у а.

§  14. ТЕОРЕМА ФРОБЕНИУСА

Пусть на гладком многообразии Хп кораспределе- 
ние 0п-р (система Пфаффа) задано линейно независи­
мыми 1-формами 0“ (а , р, у = р + 1, ..., « ).

Теорема 1 ( т е о р е м а  Ф р о б е н и у с а ) .  К ораспре- 
д ел ен и е  0п-р вполне интегрируемо тогда и только тог­



да, когда существуют 1-формы 0ра такие, что

Я0« =  0РД0$. (1 )

□  Пусть система форм Пфаффа 0“ вполне интегри­
руема. Тогда для каждой точки х ^ Х п существует т а ­
кая ее окрестность и  и такие функции АД что Уд: 
с1е1 Ц/г^Н^О и

0«=/г^г/Р. (2)

Значит, £)ба=.й(ЛрДй?г/Р. И з равенства (2) находим 
й У9= Ъ ?0Т и поэтому Д8“ =  ̂ ЛрДЛ?07= 0 тД ( —Л?^Лр);
/}0«=0тД0т, где 6? =  —Л?а?Лр. Необходимость дока­
зана.

Докажем теперь достаточность. Пусть дана система 
уравнений Пфаффа

0е= 0 ,  (3)

где &а= а 1 ас1х1 ( а = р + 1 ,  ..., п\ 1= 1, ..., п). Эти уравне­
ния линейно независимы в окрестности (] точки х ^ Х п - 
Если в системе (3) п—р = п — 1 (т. е. р =  1), то найдем 
отношения между йх1:

где «р*— х").

Это так называемая нормальная система обыкно­
венных дифференциальных уравнений. Считая, что в и  
функции фг непрерывны и имеют непрерывные частные 
производные по всем аргументам х\ х2,. . . ,х п, как из­
вестно из теории дифференциальных уравнений, полу­
чим общий интеграл этой системы в виде

Ун(х\ ..., х п) =  сн ( А = 2 ,3

т. е. систему п— 1 независимых первых интегралов 
(сЛ= с о п з1). Следовательно, через каждую точку х0е £ /  
проходит (и единственное) интегральное многообразие 
(интегральная кривая) системы (3). Итак, при п—р —  
=  п— 1 система (3) вполне интегрируема.

Далее применим индукцию. Предположим, что тео­
рема уже доказана для р = 6 — 1 ( ¿ > 1 ) .  Рассмотрим 
систему (3), удовлетворяющую условиям ( 1) и такую, 
что р = к ,  и положим х п — х0п, йхп =  0, где х0 (х01, ..., 
Хоп)е/ 7 . Тогда система (3) является системой п— Н 
уравнений Пфаффа с п— 1 переменными; для нее р '—



=  \п— 1) — \п—5?) = & — 1 и, значит, по предположению 
индукции, эта система вполне интегрируема. Она име­
ет п—к различных первых интегралов ^ { х 1, ..., хп~1) =  
= С 0П81 (а, р = 1 ,  2, ..., п—£). Без ограничения общно­
сти можно считать, что в окрестности и  имеем

^  Поэтому УРавнения Уа = Уа (Л;1> •••> хп~1)

можно разрешить относительно Xя:

х а= х * ( у 1, . . . ,  уп~*; х я~1).

Подставив эти выражения ха в первоначальную сис­
тему (3), получим систему

0«=О , (4)

которая при хп= х 0п, йхп= 0  эквивалентна системе 
йуа= 0 (по построению).

Значит, система (3), как и система (4), эквивалент­
на следующей:

в = а у а-{-га(1ха—0, (5)

где
г*= г “ (у1,..., у*-*-, хп).

Система (5) удовлетворяет уравнениям (1) (по усло­
вию), т. е. £ 0<1= ё |5Л в “(, (где 0“р — некоторые линей­
ные формы). Из (4) находим

£ 0' = с1г*/\с1хп =  -1 4 - ¿у$/\с1хп +

дг— йх*/\с1хп Ц=п — к-\-\, п — 1),
1 дх‘

Так как из системы (4) следует, что ¿г/р= 0 р—г*йхп, то 
получим

£ 0 ‘ =0!> Д  йхп йх1 /\йхп=~ /̂\Ь1,

(в силу равенств ( 1) , которые по условию выполняют­
ся). Далее, так как формы (Гэ и йх1 независимы, то по-

следнее равенство возможно только при (^=

= п —к + 1, ..., п—  1). Значит, 2а= 2в (г/1, ..., уп~к, хп). 
Поэтому (5) — нормальная система обыкновенных диф-
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ференциальных уравнений относительно переменных 
уа и хп. Ее общий интеграл имеет вид

иЧУ1,...,  Уп~к, х п) — са— const (а =  1 ,2

Следовательно, система (3) эквивалентна системе 
dua— 0, т. е. вполне интегрируема, и теорема доказа­
на. ■

З а м е ч а н и е  1. Сравнивая уравнения (1) и (3 ), 
заключаем, что теорему Фробениуса можно иначе 
сформулировать так: для того чтобы система уравне­
ний Пфаффа (3) была вполне интегрируемой, необхо­
димо и достаточно, чтобы равенство нулю внешних 
дифференциалов DQa= 0 было алгебраическим следст­
вием самой системы (3).

З а м е ч а н и е  2. Рассмотрим систему линейно не­
зависимых уравнений Пфаффа 0“ =  О, т. е. a¡a(x\ ..., 
xn)dx ‘= 0 (о с = 1, 2 , ....я—р).

По условию, ранг ||а,“|| =  я— р в некоторой окрест­
ности U точки х ^ Х п. Пусть для определенности 
detЦар“||̂ =0. Обозначим xa= z a, д:п~р+х =  их, ..., хп =  иР. 
Данная система примет вид

a\{z1,..., zn~P\ ul,...,u P )$ z t-\ -a *{z \ ...,z n-P\ в 1,...

..., ир) й и * = 0 .

Отсюда d z * -{■ alaidu*= 0  или

d zt= < $d u t, (6)
где

(г*,..., z*~P; и 1,... UP).

На р-мерном интегральном многообразии Vp перемен­
ные являются функциями независимых переменных 
щ : zf‘= z t‘ (и1, и2......ир) и, значит, систему (6 ) можно

записать в виде ~ t d u ^ ty fd u 1. Так как дифференциалы

duх независимы, то

- ^ = t { z \ . . . , z ' - P \  «i......и”). (7)
да

Обратно: систему вида (7) можно привести к виду (6 ) 
и, значит, к виду 0“=О . Таким образом, система я— р 
линейно независимых уравнений Пфаффа от п пере­
менных, имеющая вид 0“= О , эквивалентна системе 
уравнений в частных производных (7).



Найдем условие полной интегрируемости системы 
уравнений (7 ), т. е. полной интегрируемости эквива­
лентной ей системы уравнений Пфаффа:

0 . (8)
Надо потребовать, чтобы равенства Б ( —(1га +  

+-ф(“£?ы<) = 0 , т. е. ¿ 1р(“Дйы* =  0 , были алгебраическим 
следствием системы (8 ) или, что то же самое, системы
(7). Имеем

или

откуда

Значит,

___4р_______^  йл*1\йи*=0.
дг* да” дг* Ъ да*

Если эти условия выполняются тождественно, то сис­
тема (7) вполне интегрируема.

З а м е ч а н и е  3. Можно дать еще одну формули­
ровку теоремы Фробениуса. Пусть Х„ — гладкое мно­
гообразие и на открытом множестве бсгХ „ задано 
р-мерное распределение Др и векторное поле X (глад­
кое). Говорят, что векторное поле X принадлежит рас­
пределению Др, и пишут Х еД р, если У х е  б  X¡х е  
е Д  р (х).

Распределение АР называется инволютивным, если 
для любых гладких векторных полей X, У, принадле­
жащих ДР, их скобка принадлежит Др : (X, У еД р)=Ф- 
^ [ Х ,  У ]еД р.

Пусть Х3 (я, t, к =  1, 2, ..., р ) — гладкие векторные 
поля, заданные на й  и такие, что в каждой точке х е б  
векторы Xŝ x образуют базис в Д р(*). Значит, все Х8е  
е.Д р.

Если распределение Др инволютивно, то требование 
инволютивности выполняется и для полей Х3 : [Х 8,



ХУ|еАр, т. е. [X,, где с* ,*— гладкие функ­
ции на в.  Пусть X, У—  любые два гладких векторных 
поля на (3, принадлежащие распределению Др. Тогда 
если Х,=Ъ,%, Х = К Х Я, У = ц яХш, то Х = Щ а‘д 1, У =  
=  и, значит,

[X, У\= {Х^д, ( ^ )  -  Р & ,  ( / Д О )  д) =

=  д,  =

( М У -  № М ) Ъ + № д1\>‘ -  ^ д^ ‘) Чд! =
=  Х у  [Л-,, ХД +  ̂ Х Ц ).

Получим

[X , П = ^ Л * + л ^ * = ( ^ + л у *  е д р.

Следовательно, чтобы распределение Др было инволю- 
тивным, необходимо и достаточно, чтобы для каких- 
либо р линейно независимых гладких векторных полей 
Хя, принадлежащих Ар, выполнялось условие Хг\^
«=ДР (5, * = 1, 2 , ..., р).

Теорема 2 . Д ля того чтобы распределение Др было 
инволютивным, необходимо и достаточно, чтобы оно 
было вполне интегрируемым (это еще одна формули­
ровка теоремы Фробениуса).

□  Пусть на открытом множестве Ос=Х„ задано 
гладкое распределение Др. Если х ^ в ,  то в некоторой 
окрестности точки это распределение можно задать 
системой п—р линейно независимых уравнений Пфаф­
фа 0а= О , где %а= а г айх1, которую можно заменить эк­
вивалентной системой

с1ха — $с1х‘ = 0 ,  (10)

где 5, г, к =  1, 2, ..., р\ а, р, у = р + 1, ..., п.
Вектор ((1х1) принадлежит Др, если его координаты 

йх1 удовлетворяют системе (1 0 ). Значит, векторные по­
ля Ха=  (6з(, 1|)5,а) е Д р; они являются гладкими (функ­
ции предполагаются гладкими) и линейно незави­
симыми. Если Хз =  £>3{дг, то распределение Др инволю- 
тивно тогда и только тогда, когда выполняются равен­
ства

и л . ,
«  ~Т~1 «  ", ; =Сц&П- дх‘ дх1



Учитывая выражение координат Ха, получим 

^  а 5̂/ * д${ ,.р __ск.{1 (1 ---1 п"\
а ? - - * '  1 ? - '  Л  <; ......

ИЛИ

(И)
дх* Т  дхр т дх1 дх$

Если здесь взять ¡— 1 ^ Р , то получим 0 = с й*4бгь. 
Значит, все сг«( =  0. Поэтому система (11) примет вид

дх5 ^  дх9 дх ‘ +  д х 9 ?

что в точности совпадает с системой (9), полученной 
выше.

Итак, распределение Др является инволютивным 
тогда и только тогда, когда в каждой точке х е (3  вы­
полняются равенства ( 12) , т. е. когда ассоциированная 
система 1-форм 0“ вполне интегрируема. ■

§  16. УРАВНЕНИЯ СТРУКТУРЫ ЕВКЛИ ДОВА 
ПРОСТРАНСТВА

В евклидовом пространстве Еп зададим ортонорми- 
рованный репер /?о= (О, Л, —» /п)^(«начальный» ре­
пер). Всякий другой репер Ях=  (х , е \,..., еп) определя­
ется радиусом-вектором своего начала х : х — хг1г и ко­

ординатными векторами £ ¿ = 1**/*.
Если потребовать, чтобы репер был ортонорми- 

рованным, то векторы е,- должны удовлетворять усло­
вию

£{*£?у=8;у ( 1)
(6,7 — символ Кронекера). Следовательно, матрица 
||£¿*11 должна быть ортогональной. Поэтому я2 элемен­
тов этой матрицы должны удовлетворять л + С 2„ =

=  п +   ̂=  п (п +  уравнениям (1). Значит, не-
2 2

зависимыми останутся я2 — п ■ - - элементов

1гк. Вместе с я переменными х‘ они составят г = п +  
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, л (л — 1) л(л +  1)
Н------- -— = — ------параметров, от которых зависит

ортонормированный репер Ях в Е п.
Но задание упорядоченной пары реперов (Я0, Ях) 

однозначно определяет движение /|/(£0) = # *  [2 ] . По­
этому можно сказать, что группа движений пространст­
ва Е п зависит от г== ~ ^ параметров. К аждая сис­

тема значений этих г параметров определяет свой ор­
тонормированный репер Ях и, значит, соответствующее 
движение / пространства Е п.

Обозначим через иа ( а =  1, 2, ..., г) те значения рас­
сматриваемых параметров, для которых получен репер 
Ях=  (х, еи ..., е~).

Придадим этим параметрам бесконечно малые при­
ращения йиа, т. е. рассмотрим новые значения иа +  йиа 
указанных параметров. Эти новые значения парамет­
ров определят новый ортонормированный репер 
Ях'(х', е\, . .. ,е 'п), где х '= х + А х ,  е / = е ) + Ае7. Обозна­
чим через йх и главные части бесконечно малых 
приращений Ах и Ае,- соответственно. Векторы йх и 
йв1 можно разложить по координатным векторам ре­
пера Ях:

^  л ■+
(1х=ще{\ (/, у, А = 1 ,..., п). (2)

Здесь со', ац1 представляют собой 1-формы, которые 
(как будет показано ниже) линейно выражаются через 
дифференциалы йиа параметров иа.

Эти 1-формы со*, <в,л называются компонентами 
движений репера Ях ([26], с. 137). Их нельзя брать 
произвольно.

Прежде всего надо учесть, что мы имеем семейст­
во ортонормированных реперов Ях. Следовательно, со­
отношения ( 1) должны выполняться тождественно 
(при любых значениях иа из допустимой области опи­
сываемой точкой (иа) ) .  Поэтому указанные соотно­
шения можно дифференцировать. Находим (¿е,-)е3- +  
+  е^ = 0  и, используя уравнения (2 ) , получим

(о/ • в] -[- • б/= 0  или (о/ 8̂ у -|- о)у8^ = 0 .

Отсюда © ^ + © / = 0 , т. е. (я Хп)-матрица <»=(со»/) 
должна быть кососимметричной. В частности, все эле­



менты главной диагонали этой матрицы равны нулю:
« ¿ '= 0  ( ¿ = 1, 2 ...... п ).

Однако существуют и другие условия, которым 
должны удовлетворять компоненты движений репера 
Я х,—  это так называемые уравнения структуры про­
странства Е„. Чтобы получить их, запишем систему
(2 ) (используя репер Яо) в виде

й (хЧъ) =  а  « ? / *)= ¿1$Тк.

Следовательно, система (2) эквивалентна такой си­
стеме:

с1хк =  ̂ Ч- (3)

Отсюда

^ = 1 ‘кС1хк, (4)

Так выражаются формы юг, через коорди­
наты начала х, координаты векторов е, репера Ях и 
дифференциалы этих координат. Так как Ы =  
=  6 Л  то

(5)

Д алее, находим

(6)
Из (3) и (4) получим (¡¡р = —Ькй% -̂ Отсюда

</1* =  -!*® /. (7)
Теперь равенство (6 ) примет вид

/\<1хь ,

или

Ош‘=1Ц йхк/\ш1].

Используя первое из уравнений (4), получим

От1 — о)̂ До)у. (8)

Из равенства (8 ) по теореме Фробениуса заключа­
ем, что система форм юг вполне интегрируема.

Из второго уравнения системы (4) находим £>югг‘=  
=  откуда, используя (7), имеем 0 (а р =
=  —\к*т! /\й\1к— \к*й%1к А т 1. С учетом второго из 
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уравнений (4) получим

Ош{=ш*/\ш{. (9)

Отсюда по теореме Фробениуса следует, что система 
форм со,-3’ вполне интегрируема.

Итак, мы получили уравнения

Оо)г=1)^Д())у; /)<оу =  <й/ -)- (Оу= О

(/, у, А = 1, 2 ,..., л), (10)

которые и называются уравнениями структруы евкли­
дова пространства Е п. В силу уравнений ( 10) система
(3), или, что то же самое, система (2 ) (это та же си­
стема (3), записанная в векторной форме), вполне 
интегрируема. В этой системе неизвестными являются 
х* и т. е. векторы х, е,-, которые и определяют ре­
пер Ях. Покажем, что если выбрать начальные усло­
вия так, чтобы соответствующий репер (Ях)о был 
ортонормированным, то эти начальные условия опре­
делят такое решение х, ей для которого репер Ях так­
же будет ортонормированным.

Прежде всего заметим, что компоненты со', со̂  не 
зависят от выбора неподвижного репера /?о (они за ­
висят только от положения репера Ях' относительно 
репера Ях). _

В самом деле, если от репера Яо(0, /*) перейти к 
реперу Яо '=  (О', /*) (перенос начала), то 0 ' х — 0 ' 0 +■ > —► — ► “*■
+  Ох и, дифференцируя, полечим йО 'х— й О х {= (а 1е1). 
Если же от репера Я о =  ( 0 , /*) перейти к реперу Я'о — 
=  (О, 1'к) (замена координатных векторов), то коор­
динаты каждого вектора, конечно, меняются, но сами 
векторы х, в1 останутся неизменными. Значит, в урав­
нениях (2 ) ни один из векторов йх, е,-, йв1 не изменит­
ся при замене неподвижного репера Яо, а потому 
останутся неизменными и компоненты со', ©Л

Пусть начальные условия для системы уравнений 
(2 ) выбраны так, что соответствующий репер Ях° =
— (*о, (гОо) — ортонормированный.

Рассмотрим «бесконечно близкий» репер Ях=  (х, 
в(), где х= х0+ с1х ; е г =  («¡)о+юг** (е/Ь- Находим

ег е} = [(ег)0+«>? (<?й)0] • [{е}\ + «у (е()0| =



Так^как репер /?■*« — ортонормированный, то (е*)оХ  
X  (е л )о = б гл и поэтому

' в) =  Ь) +  4" = ^  +  ®/ +

+ ш} + 2  а)*сп** 
ь

В силу уравнений структуры имеем ш,^+о)/=0, 
и так как мы учитываем (при интегрировании) лишь 
бесконечно малые первого порядка, то в1-е~=Ьц. Сле­
довательно, репер Ях — ортонормированный.

Применяя такую же процедуру к Ях (принимая 
репер Я* за начальный репер Я*“), найдем, что всякий 
соседний репер Я*’ является ортонормированным, 
и т. д. Значит, все семейство реперов \ЯХ), образован­
ное решениями системы (2 ) , состоит из ортонормиро- 
ванных реперов.

З а м е ч а н и е .  Как отмечено выше, система 1-форм 
со' вполне интегрируема. Первое уравнение системы
(4) показывает, что первыми интегралами системы 
уравнений сог= 0  являются х к, т. е. координаты точки 
х  — вершины репера Я*. Если мы положим

х* = х* ( Г , . . .^ р) (11)

(где правые части — дифференцируемые функции в

некоторой области й с г ^ ,  причем ранг Ц-^ “!  равен р

в £ 2) и подставим это выражение в первое из уравне­
ний (3 ) ,  то получим, что 1-формы га* зависят только 
от р независимых дифференциалов й#*. После интегри­
рования системы (3) получим семейство реперов 
{/?*}, вершины которых заполняют р-поверхность ( 11).

Обратно: если в системе уравнений (3) формы о ' 
зависят только от р независимых дифференциалов и 
выполняются уравнения ( 10) , то эта система при за ­
дании репера '(Ях) о определит семейство реперов 
{/?*}, вершины которых заполняют некоторую р-по­
верхность (здесь везде рассмотрение локальное). Си­
стема (2 ) будет определять не только эту поверхность, 
но такж е и все те, которые получаются из нее с по­



мощью произвольных движений, т. е. все ей конгруэнт­
ные поверхности (26].

§ 16. УРАВНЕНИЯ СТРУКТУРЫ АФФИННОГО 
И ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВ

В аффинном пространстве Ап зададим аффинный 
репер /?о==.(0, a i,...,a „ ) {«начальный» репер). Всякий 
другой аффинный репер Ях= [ х ,  е\,...,еп) определяет­
ся радиусом-вектором О х = х = х 1щ и координатными 
векторами Значит, репер Rx в А„ зависит от
r = n + n 2= n [ n +  1) параметров х ‘, £<*.

Задание упорядоченной пары реперов (R 0, Rx) од­
нозначно определяет аффинное преобразование 
}\f(.Ro)— Rx [2J. Таким образом, группа аффинных 
преобразований пространства А„ зависит от г = п ( я +  
+ 1) параметров.

Обозначим через иа ( а =  1, ..., г) те значения этих 
параметров, для которых получен репер Rx= { x ,  
£ i , ..., еп\.

Придадим параметрам иа бесконечно малые при­
ращения dua, перейдя к новым значениям ua+ d u a 
этих параметров. Эти новые значения параметров 
определят новый аффинный репер Rx' = [ x ' ,  е/, ..., 
e„'J, где х '= х + А х ,  е/=е,+Д е,-. Для главных частей 
dx, dei бесконечно малых приращений Ах, A снова 
получим уравнения

d x — ^ ei, det= J i e i .  ( 1)
Однако теперь в этих уравнениях ei — просто линейно 
независимые векторы (не единичные и не ортогональ­
ные). Мы снова придем к уравнениям (3) и (4) § 15, 
где ||gi*II — невырожденная матрица (тогда как в 
§ 15 она была ортогональной). Дифференцируя внеш­
ним образом систему ¿4), получим первые две фор­
мулы {10) § 15:

Du>‘— d Да);; ъРш{ =  ш?/\ш{. (2)

Это и есть уравнения структуры пространства Ап. 
Обратно: если 1-формы а 1, <*>/ удовлетворяют урав­
нениям (2) ,  то система ( 1) вполне интегрируема и 
определяет единственное семейство аффинных pene­
s’* 67



ров {/?*}, начальный репер которого совпадает с про­
извольно заданным аффинным репером (Я*) о-

Если формы ю* зависят только от р независимых 
дифференциалов и удовлетворяют уравнениям (2 ), 
то получим (при заданном начальном репере (Ях)о) 
семейство аффинных реперов {/?*}, вершины которых 
заполняют некоторую р-поверхность в Ап• Система
( 1) определяет не только эту поверхность, но и любую 
ей аффинно-эквивалентную.

Рассмотрим теперь эквиаффинное пространство 
Ап. Здесь репер Я* должен быть таким, что (М 111̂ 11 =  
=  1, т. е.

(#1,

Значит, группа эквиаффинных преобразований в Ап 
зависит от г = п ( п + 1 )  — 1 параметров.

Дифференцируя тождество (3) (напомним, что 
определитель дифференцируют «по столбцам»), полу­
чим

(щ ек, е2......£л) +  (^и ........«*)+••• +

е2>•••» — О-
Учитывая, что определитель с двумя одинаковыми 
столбцами равен нулю, а также равенство (3), най­
дем

и > 1 . . . -|-ю*=0.  (4)

Уравнения (2) и (4) и есть уравнения структуры 
пространства Ап-

В  проективном пространстве Рп зададим проектив­
ный («начальный») репер Я о= (М о, М и „.,М п, Е 0) —
упорядоченную систему п + 2 точек Мо, М\......Мп, Ео
общего положения. Как известно [2], пространство Рп 
порождено ( п + 1)-мерным вещественным векторным 
пространством V.

В пространстве V существует базис В 0=  {Мо, 
...,М п) (определенный с точностью до гомотетии) и 
такой, что вектор Ма порождает точку Ма ( а = 0 , ...,
п ),  вектор Е о = М о +  ... + М п порождает точку Е 0 (еди­
ничную точку репера Яо)- Всякий репер Я в Рп можно
теперь задать базисом В = ( А ,  А\..... Ап) в У, считая,



что векторы Аа порождают вершины Аа репера Я, а 
вектор Ё = = А +  ... + А п порождает единшшую^ точку
этого репера. При этом пишут # = ( Л ,  А\,...,Ап). 

Задание упорядоченной пары проективных реперов 
и Я определяет проективное преобразование в Р п, 

переводящее репер Яо в Я- 
Пусть

А9= х а9М* (а, р = 0 , 1, 2 ,..., п). (5)

Так как векторы X  образуют базис в V, то они линей­
но независимы и потому <1е1 Цх^Н^О. Матрица ||Хр II 
содержит (гг+1)2 элементов. При умножении всех 
векторов базиса В на одно и то ж е число полу­
чим гомотетичный базис Ви который определит тот ж е 
репер Я. Поэтому, чтобы определить репер Я, доста­
точно знать элементы матрицы ||хр“|| лишь с точ­
ностью до общего множителя. Этот множитель можно 
выбрать так, что (1е1:||л:рв|| =  1. Следовательно, репе^ Я 
определяется заданием числовых значении (п +  1)
— 1 =  ге(я+2 ) параметров. Это значит, что группа 
проективных преобразований пространства Рп зависит 
от г= г е („ +  2 ) параметров. Обозначим через иа значе­
ния этих параметров, при которых получен репер Я. 
Дадим этим параметрам бесконечно малые прираще­
ния йиа, т. е. рассмотрим новые значения иа+ а и а ука­
занных параметров Они определят новый^ проектив­

ный репер Я '= (А ',  А 1̂ . . . ,А п' ) ,  где А /=А »+А А *- 
Обозначим через йАа главную часть приращения 

ААа и разложим векторы йАа по базису (Аа) , порож­
дающему репер Я'-

Здесь соа*5— 1-формы, которые будут найдены в 
дальнейшем. Для этого используя формулы (5^, пере­
пишем равенство (6) в виде (1 {Хд}М%)=<й<?х£Мъ  или 
(так как векторы Мт постоянны) в виде ^йха)^% 
= х ртсо</Мт. Отсюда х ^ ^ = й х а}.  Следовательно,

^\— х\йх\} (7)
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где

Находим

Ди£=<*£?ДЛс1. (9)

Выразим из (7) (¿ в̂т= х в т(Ов6 и, подставив в (9), по­
лучим

£ > « £ = * 1  < / х ? л « 5 . (Ю )
Из (8)|следует х1йхт -\-xidx\-Q  и^в силу (7) имеем 
х^1х\=  — ш|. Поэтому (10) примет вид £>ш£= —и^Дю*, 
или

Ав£=<о1Ди>?. (11)

Условие де1||лгр“11 =  1 можно записать так:

(А , Л1, . . ,Л „ )= 1 ,  (12)

где слева стоит определитель из координат векторов
А, А\,...,Ап.

Дифференцируя тождество (12), получим

(о>оЛ, Д , . . . ,  Л я)-|-(Л, «{Лх,..., Аа)

+  (Л , Л1э... ,  <олЛв) = 0 ,  

откуда, учитывая (1 2 ), находим

.(13)
Уравнения (11) и (13) составляют уравнения 

структуры пространства Рп-
Если система 1-форм шав удовлетворяет уравне­

ниям (11), (13), то система (6) вполне интегрируема 
и определяет единственное семейство реперов, началь­
ный репер которого совпадает с произвольно задан­
ным репером. При а = 0  получим часть уравнений
( 10)

£)и>о =  «>оДа? * Ф = 0 ,;1 ,...,[п ),

среди которых имеем следующие:

== <1>оДи>*Деву (г, у =  1, 2 ,..., л).



Отсюда по теореме Фробениуса заключаем, что 
система 1-форм <о* вполне интегрируема. Из уравне­
ний (6) следует, что точка А неподвижна тогда и 
только тогда, когда все ю '= 0 .

Если формы со* зависят только от р независимых 
дифференциалов и удовлетворяют уравнениям (11), 
(13), то точка А при заданном репере (Я) о опишет 
р-мерную поверхность в Рп. Однако система (6) опре­
деляет эту поверхность с точностью до проективного 
преобразования. Это видно из того, что решение си­
стемы (6) — поверхность Ур —  определяется заданием 
начального репера Яи Задав другой начальный репер 
Яг, получим другое решение У'р. Проективное преоб­
разование, переводящее Я\ в Я 2, переведет Ур в У'Р.

ГЛАВА II I

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ГРУПП Л И  
И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ

§ 17. ГРУППА ЛИ И ЕЕ А Л Г Е Б Р А  Л И

Группой Ли  называется г-мерное многообразие 
й г^ С а, которое одновременно является группой с 
групповой операцией класса С“, т. е. отображения

О х 0 - * 0 \ { ё ,  Q —>Q\g — g ~ í (1)

принадлежат классу С".
Каждый элемент порождает диффеомор­

физмы группы на себя:
а) левый сдвиг Ье : \ У х ^ й г : ЬЙ\х) *=цх\
б) правый сдвиг Rg :Gr-:>-Gr\Vx^.Gr'.Rg{x)=xg•,
в) внутренний автоморфизм а§= Ь о  Яг~1. 
Аналитичность этих отображений непосредственно

следует из аналитичности отображения (1).
Пусть вг —  группа Ли и Н т — ее  подмножество, 

удовлетворяющее двум условиям: а) Н т — подгруппа 
группы б г в теоретико-групповом смысле; б) Н т —  
подмногообразие в в г. Тогда Н т называют подгруп­
пой Ли группы Ли в г [16].

Теорема 1. Если подгруппа Н  группы Ли й  от­
крыта, то она и замкнута [8].

□  Так как Н  — подгруппа, то й  можно разбить на 
левые классы смежности цН=^ЬеН. Множество Н  —



открытое, поэтому и множество LgH — открытое (по­
скольку Lg —  диффеоморфизм). Следовательно, мно­
жество G \ H = [}gH  открыто, а потому Я  замкну- 

ефН
то. ■

Теорема 2. Компонента G группы JIu Gr, содержа­
щая единицу е, является открытой подгруппой и нор­
мальным делителем в Gr.

О Пусть G —  компонента (иногда говорят «связ­
ная компонента») единицы е в группе Ли Gr. Для лю­
бого g^ G r множество gGg~l связно (поскольку, по 
условию, О связно и Lg, Rg- i  — диффеоморфизмы). 
Так как e ^ G ,  то e ^ g G g - 1 и потому

gQg-1  с  G (2)

(поскольку G —  компонента единицы е). Заменив в 
соотношении (2) g  на g r1, получим g~lG gcG . Отсюда 
GczgGg-1, что вместе с (2) дает V g^G r gGg~l=G . 
Это и означает, что G — нормальный делитель в Gr.

Пусть U — область определения какой-либо коор­
динатной карты, содержащая точку е. Значит, U — 
открытое и связное множество. Без ограничения общ­
ности можно считать, что UczG (т. е. можно взять 
область U «достаточно малой»). Тогда для каждого 
g^G  множество gU  является открытой окрестностью 
точки g, причем gU^G. Следовательно, G = [)gU , а

geo
потому G — открытая подгруппа. ■

Пусть G — какая-либо группа (не обязательно 
группа Л и). В  алгебре доказывается, что если 
"(Ял)ьел— какое-либо семейство подгрупп группы G, 
то ПЯя, — подгруппа группы G. Пусть теперь М —

Х6Л
некоторое множество элементов группы G и Н(М) — 
пересечение всех подгрупп из G, содержащих множе­
ство М. В силу сказанного Н (М ) — подгруппа груп­
пы G. Ясно, что это минимальная подгруппа из G, со­
держащая множество М: если для какой-либо под­
группы Я 1 имеем MczHi, то H(M)czH\. Говорят, что 
подгруппа Н (М )  порождена множеством М. Пусть 
M -l =  {x^.G\x~l^ M } .  Докажем, что Н (М ) состоит из 
всех элементов вида

х = х 1х2...хч, (3)

rue х \ е M\J М - 1 (1 =  1, 2 ,..., дО.Имеем М с:Н (М ) и 
Я  (М )— подгруппа группы G. Поэтому все элементы



вида (3) группы б  входят в Н (М ). Обозначим через 
Н\ множество тех элементов группы в ,  которые пред­
ставимы в виде (3), т. е. в виде произведения конеч­
ного числа элементов множества Заметим, 
что {х, у^Н\)=*-ху, х~1̂ Н и  Следовательно, Н\ — под­
группа, содержащая М. Как отмечено выше, (х е  
е Я 1)= > х е Я (М ) и потому Н 1<пН (М ). Но Н (М ) — 
минимальная подгруппа, содержащая М. Значит, 
Н (М ) = Н  1.

Теорема. 3. Если группа Л и й г связна, то она по­
рождается любой открытой окрестностью и  единич­
ного элемента е.

□ Пусть и  — открытая окрестность единицы е 
группы и и~1- { х ^ О г\х-1̂ и } .  Обозначим У =  
=  и о и ~ 1. Значит, если х ^ У ,  то и лг^ еУ , а потому 
У = У -1. Так как отображение й г+ О г \ £Г->£_1 принад­
лежит классу О ,  то оно тем более непрерывно. Но 
оно и обратимо: обратным служит отображение £Г!->- 
-*■ £=  (я-1) -1 (это, по существу, то ж е отображение), 
причем это отображение, очевидно, также принадле­
жит классу О .  Значит, отображение есть диф­
феоморфизм (и тем более — гомеоморфизм) и потому 
переводит открытое множество в открытое. Отсюда 
заключаем, что множество и~1 — открытое; открыто 
и У (как пересечение двух открытых множеств [/ 
и и~1).

Если обозначить через V1 множество всевозмож­
ных произведений по { сомножителей из У, то анало­
гично убеждаемся, что множество Уг— открытое. По­
этому открытым является и множество Я = Я ( У )  =

00
=  и V 1— подгруппа, порожденная окрестностью У.

Подгруппа Н ( и ) ,  порожденная окрестностью С/, со­
держит окрестность У (так как Усг£/) и, следова­
тельно, ^

И  (У) с :  Н  (¿7). (4)

Согласно теореме 1, подгруппа Н  замкнута. Поэто­
му ее дополнение б г\ Я  открыто. Если предположить, 
что в , \ Н ф 0 ,  то получим, что в г есть объединение 
двух непустых непересекающихся открытых множеств 
Я  и б ,\ Я  и, значит, группа й г несвязна, что противо­
речит условию. Следовательно, ОГ\ Н = 0 ,  а потому 
Я = б г. Учитывая (4), имеем &г= Н [ и ) .  Я



Примеры групп Ли. 1. Рассмотрим группу GL(n, 
R) — группу автоморфизмов векторного пространства 
R". Если в Rn задать базис (аг), то автомор­
физм >f(=GL(n, R) определяется своей матрицей^ а/II 
относительно базиса (а,). Именно, если х = х !а/, то 
f$ c )= 1 /= y ia i, где у‘= а /х К  причем det||c/||^0.

Поэтому GL (ti, Я) (называемую общей или полной 
линейной группой) часто отождествляют с группой 
невырожденных матриц порядка п над полем R.

Если автоморфизму geG L (n , R) соответствует 
матрица ||Ь/||, то произведению g° f  соответствует 
матрица с ^ = Ь 1ка ,к. Здесь правые части — аналитиче­
ские функции от а р  и Ь‘к.

Автоморфизм f~l определяется с помощью матри­
цы 1|а/|| =  |1М1-1. Значит, а/ — аналитические функ­
ции от с/*. Таким образом, GL[n, R) есть группа Ли 
размерности г = п 2.

Как известно, группа всех матриц ||а/|| порядка п 
над R есть л2-мерное вещественное векторное про­
странство, изоморфное векторному пространству R". 
Поэтому можно сказать, что GL(n, R) = R n,\Aio, где 
Мо — множество всех вырожденных матриц порядка 
п. Легко заметить, что отображение /-Hla/ll опреде­
ляет на GL(n, R) две карты: одну для d e t a i l  >  О и 
другую для det||a/||<0. Значит, GL[n, R) — несвязное 
многообразие класса С®.

2. Векторное пространство R" является группой Ли 
размерности г = п  относительно сложения.

3. Обозначим через SL(n, R) множество всех та­
ких / e C L (n , R ), для которых detlla/H =  1.̂  Это под­
группа Ли, ее называют специальной линейной груп­
пой.

4. Ортогональная группа 0(п) определяется как 
подгруппа в GL(n, R ), удовлетворяющая требованию 
ортогональности матрицы HfljMI. Группа О(п) является 
подгруппой Ли и состоит из двух связных компонент. 
Та из этих компонент, которая содержит единицу, на­
зывается специальной ортогональной группой SO(n). 
Ясно, что SO (n)= SL(n , R )f]0 (« )-

5. Можно также проверить, что группа Dn движе­
ний в Е п, группа А (л, R) аффинных преобразований в 
Ап и группа Р (п, R) проективных преобразований про­
странства Рп являются группами Ли, имеющими со­



ответственно размерности п (п + 1 )1 2 , п ( п + 1) ,  п (п +  
+ 2).

Напомним, что алгеброй Ли над полем К называ­
ется пара (V, [, ]) , где V — векторное пространство 
над Я, а [, ] — внутренний закон композиции в V 
(умножение) такой, что V становится кольцом с опе­
раторами и множеством операторов служит Я, причем 
умножение [, ] антикоммутативно и удовлетворяет 
тождеству Якоби (см. § 7).

В § 7 мы установили, что если б  —  открытое мно­
жество на гладком многообразии Х п и О1 (в )  — мно­
жество всех гладких векторных полей на множестве 
в , то О1 (в )  — алгебра Ли над полем И, где в качестве 
умножения взята скобка Ли [, ].

Пусть Хк= 1 ‘кд1 — система линейно независимых 
векторных полей на (7сгХп. Возьмем еще какое-либо 
поле У = т^ З .-е ^ Ч б ). Если рассматривать значения 
этих полей в фиксированной точке х ^ в , г о  Хщх, У\х
е Тх и поэтому такие, что У х̂ =У?Х%\я. Но
для произвольно взятого поля X не найдется таких 
чисел А,*, что Х = Х кХк-

Известно, что всякое векторное пространство име­
ет базис конечный или бесконечный. Если векторное 
пространство не имеет конечного базиса, то оно бес­
конечномерно. Значит, векторное пространство £>* (¿?) 
над Я — бесконечномерное. Поэтому и полученная 
алгебра Ли й ' ф )  — бесконечномерная.

Если в качестве Хп взять группу Ли б г, то анало­
гично получим бесконечномерную алгебру Ли 0 1( 0 Г). 
Свяжем с й г конечномерную алгебру Ли.

Векторное поле X, определенное на б г, называется 
левоинвариантным, если оно инвариантно относитель­
но дифференциалов левых сдвигов, т. е. Уц, 
йЬг (Х\/1)= Х \ гН. Обозначим через дг множество всех
левоинвариантных векторных полей на группе Ли вг. 
Легко видеть, что — векторное пространство над 
полем И. Рассмотрим отображение дг-»-7'е(бг) (е —
единица группы вг) по закону У Х е д т / ( Х ) = Х \ е.
Тогда (по определению действий над полями) полу­
чим

/ (* + п = ( * + * \ = * 1в+ г 1г,



f  (aX)=(.aX)^=a{XQ, a e R .

Следовательно, f — линейное отображение векторного 
пространства gr в векторное пространство Te(Gr). 
Возьмем какой-либо вектор Х\е €= Те (Ог) и рассмот­
рим векторное поле X, определенное по закону

X\x= d L x (X Q . (5)

Покажем, что определенное так поле левоинвариант­
но. Для любых левых сдвигов Lf и Lg имеем L ;(h ) — 
= f h ,  L g (L f(h ))  =  {g f )h = L gf(h). Значит, Lg-L; = L gf. 

В § 3 мы получили «цепное правило»:

-  г. т - е . d l g ° f \ x = d g \ f( x ) ° d f u .

Из равенства (5) находим
dLg(X \^i=dLg'dLx (X\ )̂. (6)

Тогда правая часть формулы (6 ) примет вид 

dLg‘dLx {X ^ —d (Lg'Lx) (X^)—dLgx (Xle)=X^gx
(здесь снова использована формула (5 )). Итак, фор­
мулу (6 ) можно переписать в виде

Y g ,  dLg (X\x)=X\gx.
Следовательно, векторное поле X, определенное 

формулой (5 ), левоинвариантно. Мы видим, что в
отображении f каждый вектор Х\ (= Те (Ог) получается
из определенного векторного поля Х ^ г (для поля X, 
определенного формулой (5 ), имеем f ( X ) = d L e 
(Х 1е) = Х , е, так как dLe есть тождественное отобра­
жение векторного пространства на себя). Следователь­
но, f  — сюръекция. Возьмем два различных векторных 
поля X, и предположим, что X lg=Y je, Для У х е
e G r находим X\x — dLx (X ^), Yix = d L x (Y\e), и так 
как X ie— Y)e, то V x^ G r X lx= Y t x, т. е. X = Y ,  что

противоречит условию. Значит, X ^ Y= > f(X )=/=f(Y ) 
(отображение f инъективно). Таким образом, линейное 
отображение f биективно и векторные пространства 

и Те ( Gr) оказываются изоморфными.



Из формулы (5) следует, что каждое левоинвари­
антное векторное поле аналитично (так как отображе­
ние йЬх — аналитическое). о

Для гладких векторных полей X, У на и люоого 
диффеоморфизма А многообразия Хп на себя имеем 
Н ^Х, У]=[Н„хХ, к*хУ] (см. § 7).

Пусть теперь X, У ^ 0г, ¿ г  — левый сдвиг. Находим
с1Ьх(\Х, К1|А)= [^ /.г (-Х'|д), ¿Ье (У\̂  =  [ Х ^  У\еН] —
— [X , У]\еЛ. (по определению). Следовательно, X, У(=
е а г=>[Х, У]е=0г, а потому дг — алгебра Ли над полем 
Я. Это г-мерная алгебра, так как, по доказанному вы­
ше векторные пространства 0г и Те (Ог) изоморфны, 
а (П тТе{Ог) =  г. Она называется алгеброй Ли группы 
Ли Сг. Положив \ Х ^ Г Уе] =  [Х , У]]е, перенесем ком­
мутатор [ ,  ]: из 0г В  Те ( в г )  и с помощью изоморфизма 
! отождествим д, с Те(Ог). Таким образом, с помощью 
отображения йг+Те (Ог) мы переносим структуру 
алгебры Ли 0Г на векторное пространство Те(Ь Г).

З а м е ч а н и е .  Вместо левых сдвигов Ьё в основу 
произведенных построений можно было бы положить 
правые сдвиги определить с их помощью правоин­
вариантные векторные поля и соответствующую ал­
гебру Ли. Обозначим через I симметрию относитель­
но е, т. е. отображение I: по закону Ухе=Ьг 
1 (х )= х ~ 1. Можно доказать, что если Х ^ г ,  то *** — 
правоинвариантное векторное поле. Так как [1*л,
I*у ]= и {Х , У], то отображение /.: есть изомор­
физм алгебры Ли левоинвариантных векторных по­
лей на алгебру Ли 0Г правоинвариантных векторных
полей на группе Ли в г. „

Пусть Ха {а, Ъ, с = 1 ,  2......г) — какой-либо базис
в 0Г. Так как [Ха, Хь]е=цг, а 0, - г -мерное векторное 
пространство над полем Я, то

[Х а, Х ь] = с еаЬХ с, сеаь К. (7)

Числа ссаь называют структурными константами 
алгебры Ли 0Г. Поскольку умножение в 0Г антиком­
мутативно и удовлетворяет тождеству Якоби, струк­
турные константы удовлетворяют условиям

0 ; (8 )

СаьСс<1-\-СмСса-{~С4аСсЬ— 0 , ИЛИ С(вйС^)С =  0 ,  (9 )



где символом ( ) обозначено циклирование по ин-/ 
дексам, стоящим в скобках. Если заменить базис:
X а> = р аа>Ха (раа, <= R, det \\раа.\ ф  0), ТО из
[Ха', Хь>] =  ССа>Ъ’Х с> имеем

\Ра'Ха , Рь'Х ь] — Са'Ь'РСс'Х с =Ф- Ра'Pb'CabXс =

— Рс'Са’Ь’Х  с =$-рС'Са'Ь' — Ра'Р^’СаЬ =Ф- ССа’Ь' —

=  Р сраа’РЬЪ~ССаЬ.
Таким образом, при замене базиса в константы 

сгаь преобразуются как координаты тензора типа
(I;  2).

Обратно: пусть даны r-мерное векторное простран­
ство V над полем R и тензор с типа (1; 2) над V, ко­
торый в некотором базисе (Ха) удовлетворяет услови- 
ям (8 ) , (9 ). Определим на V скобку [, ] равенством 
[X а, Хь\— ссаьХс, которое продолжим «по линейности»: 
если Х==1°Ха, У=ч\ьХь, то

I * ,  Н  =  [ № ,  ^ Х ь] =  ̂ [ Х а Г Х ь] = с еаЬ\аг,ьХ с.

Теперь V становится кольцом с операторами и 
множество!» операторов служит R. Значит, V есть R- 
алгебра. В этой алгебре умножение антикоммута­
тивно и удовлетворяет тождеству Якоби. Следователь­
но, на векторном пространстве У определена структу­
ра R-алгебры Ли. Можно сказать поэтому, что 
алгебра Ли полностью определяется своим тензором 
с типа ( 1; 2 ) , удовлетворяющим условиям (8 ) и (9 ). 
Тензор с называют тензором структуры данной алгеб­
ры Ли.

§ 18. С Т Р У К Т У Р Н Ы Е  УРАВНЕНИЯ ГРУП П Ы  ЛИ

В приложениях теории групп Ли к геометрии ча­
сто вместо всей группы Ли б г рассматривают лишь 
некоторую окрестность единичного элемента. Это объ­
ясняется тем, что в геометрических приложениях 
обычно имеют дело с системами дифференциальных 
уравнений, для которых существование решения га­
рантировано лишь локально (в некоторой окрестно­
сти начальной точки).

Локальной группой Ли называется аналитическое 
многообразие Хг с отмеченным элементом е, открытой 
78



^окрестностью С /аХ , этого элемента и парой аналити* 
йеских отображений ,ср: ихи~ *-Х г и ф: и~*~и таких, 
Что имеют место следующие три условия:

1°) в некоторой окрестности а11  точки е выпол­
нено равенство «р(х, е)=<р(е, х ) = х ;

2°) в некоторой окрестности Угс: С/ точки е выпол­
нено равенство хр(х, ф (*)) =ф .('ф(*), х ) — е;

3°) для некоторой окрестности Узс:£/ точки е вы­
полнено включение <р(УзХ У3)с:£/, причем

Уд:, У, 2 £ ^ 3(? (л , <р(г/, г ))= ?(< р (х , у), г ).

Вместо 1ф(х, у) пишут ху, а вместо гЬ(х) пишут 
х- 1 [16],

Условимся, что во всех случаях, где используются 
координаты, речь будет идти о локальной группе Ли.

Пусть — группа Ли, и  — открытая окрестность 
единицы е, удовлетворяющая условиям 1°, 2°, 3° (яс­
но, что группу Ли в г всегда можно рассматривать 
как локальную группу Ли). Окрестность и  можно 
сузить так, чтобы она стала координатной окрест­
ностью некоторой карты. Координаты точки в 
этой карте будем обозначать через иа (а, Ь, с =  1, 2 ,...,
г). Карту всегда можно выбрать так, чтобы все коор­
динаты точки е были равны нулю: е ° = 0 .  Пусть Х =

=  £а — — векторное поле в £/. Тогда |а= | °(ы '......

иг) = 1 а(и). Левый сдвиг Ьа{и) = а - и — о с помощью 
отображения <р можно записать в координатах так:

......ат\ и ',..., иг) г=<р°(а, и). ( 1)

Если поле X — левоинвариантное, то

уа,|и€=[£/ сИа (Х1и) = Х {аич (2)

Так как X в базисе имеет координаты £“=

=  5° (и), а отображение Ьа задано в координатах 

формулами ( 1), то йЬа (Х ш) =  условие

(2 ) примет вид

( - ^ - ) $ 4(й) = $ а(®). (3)

Возьмем какой-либо базис (Ха) алгебры Каж-



дое из полей Ха удовлетворяет условию (3 ), поэтому 

имеем систему уравнений ( я ) = g  (v). Отсюда

( ^ f ) =  £  (v)-ZZ(и) и, значит, № = Ц (»)

(¡м1=||$а||-1 ) . Применяя к этому равенству свертку 
с тензором dub, получим

И  (и) dUb = i ea (V) ( - g - j  du\ (4)

т. e.

?£(«) dub= \ ca (v) dva. (5)

Векторы X aiu образуют репер Ru касательного
пространства Tu(Gr) в каждой точке u ^ U . Взаимным 
ему является корепер 0„ из 1-форм

(6)
Формулы (4) означают, что каждая из 1-форм 

(ос является левоинвариантной, т. е. удовлетворяет ус­
ловию

V a c  U , ¿аше= ш е. (7)

Здесь можно писать V a e G r, поскольку поля Ха, а 
значит, и формы <ас определены глобально на всей 
группе Gr.

В сякая 1-форма, определенная на Gr и удовлетво­
ряющая условию (7), называется левоинвариантной. 
Значит, корепер 0и, взаимный реперу Ru, образован 
левоинвариантными 1-формами.

Формулу (4) можно записать так:
Y a ,  u ^ G r шс (и, йи)=<лс (cpf (у (а, и), d<?(.a, и). (8)

где ас надо рассматривать как постоянные. Это дру­
гая запись того же условия (7) левоинвариантности 
1-форМЫ (0е.

Используя формулу (6 ) , находим Dac— d b c А 
д\сь

/\dub =  —~ d u a/\dub. Так как в силу (6 ) dub=  

= i d b(od, то



Далее, имеем

гь~с__¡¡с „ 7 с 5̂/ | ^5* п

Поэтому

о « - — Т 5 й  -| § - • ' Л * ' ' — -5- 1 »  ( ¡ ¡ й  - ^ -  • ' Л « ' )  = -

— Т  Ч *3 “' Л “/ + й  1 *  “< Л " /)  ”

_ 1 ¡е  /^а ^5/ -> а  ^5* \ ^ л /
“ ” Т  ь  ^  ■ ^ “ * ' - £ з - К Л ® л2 V а«“ ч/ <ьв /

Из равенства [Х^, X)] = с « <̂.Х'г находим 

%с ( 5̂/  ̂ - с
6Ч е‘, '5^—

Следовательно,

Ошс =  — ~  са/«/'До)/,

откуда, обозначая с°й\— —ссйи получим

° ^ а =  у  с%с<&ь /\ыс, (9)

Левоинвариантные 1-формы со“ называются базис­
ными инвариантными формами группы Л и  б г. Они 
должны удовлетворять уравнениям (9 ), которые на­
зываются структурными уравнениями или уравнения­
ми Маурера — Картана группы Ли в г. Постоянные 
саьс— — саьс называются структурными константами 
группы Ли. Ясно, что они удовлетворяют тем же со­
отношениям, что и константа саьс, т. е.

С(Ьс)== 0, С(ЬсС/)а =  0, (10)

З а м е ч а н и е .  Отображение <р определяет закон 
композиции на группе: <р(и, х))=их), что можно под­
робнее записать в виде

‘и>а=<¥а (и и г; V ',..., ъ г).



Можно показать, что базисные левоинвариантные 
1-формы соа группы Ли удовлетворяют системе ли­
нейно независимых уравнений

( 1 1 )

Зная функции <ря(ы, о), находим 1-формы со“ из си­
стемы (11).

Теорема 1. Система г линейно независимых форм 
Пфаффа ша(ы, йи), заданных на некотором открытом 
множестве 0  аналитического многообразия Хг, явля­
ется системой базисных инвариантных форм некото­
рой локальной группы Л и тогда и только тогда, когда 
система дифференциальных уравнений (8) инвари­
антности этих форм, имеющая вид

вполне интегрируема.
Заметим, что в системе (12) имеется г линейно 

независимых уравнений и г + г = 2 г  переменных иа 
и и6.

О Пусть соа(и, йи) — инвариантные формы груп­
пы Ли в ,. Тогда они удовлетворяют условию инва­
риантности (8) и, значит, система (12) имеет реше­
ние

(в некоторой окрестности точки е ^ Ц ) ,  где а° — про­
извольные постоянные.

Прежде всего отметим следующее. Так как груп­
пу Ли в г можно рассматривать и как локальную 
группу Ли, то для нее выполняются условия 1°— 3° 
в некоторой окрестности £/ единицы е группы.

Будем считать, что в и  выбраны координаты так, 
что все координаты точки е равны нулю: е“= 0  ( а =  
=  1, 2 , . . . , г ) .  Согласно условию 1°, имеем

й'0)= и Р  (и, йи), ( 12)

т>*=<р* (а, и) (13)

'рв;(и," £ )= ¥ “ (е, и ) = и а. (14)

Покажем, что в некоторой окрестности единицы е 
отличны от нуля следующие якобианы:



(1е1!
д<?а (и, е)

ди°
=  1, det

дуа (е, у) = 1 .

Поэтому в силу непрерывности якобианы (15) от­
личны от нуля и в некоторой окрестности точки е:

В той окрестности, где отличен от нуля первый из 
якобианов (15), возьмем произвольную точку г>ь =  
=  Соь и рассмотрим систему уравнений <рь(а, и )= и сА  
Согласно теореме существования неявных функций, 
эта система разрешима относительно аь: аь==(рь (и, 
V!,). Таким образом, выбирая произвольные постоян­
ные аь, можно получить решение (13), проходящее 
через любую точку (но°, Уо6) пространства всех пе­
ременных. Значит, система (12) вполне интегри­
руема.

Обратно: пусть система (12) вполне интегрируема. 
Общее решение можно записать так:

/ в (И, V) =  Ca, (16)
где ¿а=сопа1 и ^  — аналитические функции. Так как 
переменные иа, уь входят в левые части уравнений 
(16) существенно (формы <аа{и, ¿и) содержат г ли­
нейно независимых дифференциалов йиь), то ранги

д/а „ д/в равны г. Поэтому уравнения (16) раз-
ди°

решимы как относительно иа, так и ь ь.
Разрешая (16) относительно Vй, получим

ъ а= у а (с, и). (17)
Полагая <ра(£, 0 ) = с а, определим отсюда константы 
6а и подставим их в решение (17). Тогда оно примет 
вид

уа — уа (с, И), (18)

причем фа(с, 0 ) = с а, так как
<Ра (с, 0 ) = ъ “иь _ 0= у а (с, и)|и»_0= ? а ( £  0 ) = с а. (19)

В частности,
<р«(0 , 0) = 0 . (2 ° )

Вполне интегрируемая система (12) имеет реше­
ние va= u a. Это должно быть ее единственным реше-
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нием, удовлетворяющим нулевым начальным усло­
виям О= 0 .  Однако решение и“=<ра(0, и) удов­
летворяет тем же начальным условиям (20). Поэто­
му эти решения должны совпадать, т. е.

<р*(0, и) =  иа. (21)
Уравнения (18) дают решение системы (12). Сле­

довательно, можно сказать, что эти уравнения опре­
деляют преобразование переменных иа в переменные 
vb (при постоянных са), сохраняющее инвариантные 
формы (£>а. Последовательное выполнение таких пре­
образований также сохраняет формы <оа инвариант­
ными. Поэтому из равенств va=<pa(a, и), ю а = ф а (£>, 
и) следует, что

w a=<pa ф , 9 (а , и)) =  сра (с , а ). (22)

Полагая здесь иь= 0 и учитывая (19), получим 
Фа(Ь, а) = с а. Формулу (22) можно записать так:

<р(а, и))=<рв (ср(0, а), а). (23)

Будем считать в Uс Х г отмеченной точку с коор­
динатами иа= 0. Тогда равенства (19) и (21) пока­
зывают, что выполнено условие I o из определения ло­
кальной группы Ли, а равенство (2 3 )— что выпол­
нено условие 3° из этого определения.

Так как в уравнения (18) переменные са и иь вхо­

дят существенно, то det ф 0  и det ^  ф  0
дс ди1

и, значит, эти уравнения можно разрешить относи­
тельно са и иь. В частности, разрешимы уравнения

9е (х , у) = 0 (24)
и

<Р“ (У, х ) = 0 .  (25)

Обозначим их решения соответственно через 1р“’(я) 
и аа(х). Имеем

<?°(х, ф (л:))=0, (26)

9° (а (х ) , х ) = 0 .  (27)

Далее воспользуемся формулой (23):
<?а (а(х), <р'(х, ф (* )))= <р»(?(« (* ), х), ;И *)) =

=<Р“ (0, ф (* ))= ф * (;с ) . (28 )



С другой стороны, в силу равенства (26) полу­
чим

?а (а (х), <р(х, <]> ( * ) ) ) = <ра (а  (* ) , 0 ) = а а(х). (29)

Из формул (28), (29) следует, что (лг) =гра (л:), и 
равенство (27) примет вид

Из равенств (26) и (30) заключаем, что выпол­
нено и условие 2° из определения локальной группы 
Ли. Единственность этой группы следует из единст­
венности решения (18) системы (12), удовлетворяю­
щего начальным условиям (1 9 ). ■

Теорема 2. Линейно независимые \-формы со“ яв­
ляются инвариантными формами некоторой локаль­
ной группы Ли тогда и только тогда, когда они удов­
летворяют структурным уравнениям вида (9):

О(0в = ^ - с “сш®Д«)с { с ь с = —сась— const). (31)

□ Необходимость установлена выше при выводе 
уравнений (9).

Докажем достаточность. Из (31) непосредствен­
но следует, что система 1-форм со“ вполне интегри­
руема. Пусть иа — ее первые интегралы. Тогда со“ =  
— abadub. Докажем, что коэффициенты а&“ являются 
функциями только от ис. Предположим, что в коэф­
фициенты аьа кроме первых интегралов ис входят и 
другие переменные v

Подставив со“ и в уравнения (31), получим

<Pe (<l>(x), л :)= 0 . (30)

<иа= а ь  (a , v )d u b.

Тогда



Значит, формы юа зависят только от своих первых 
интеграло^в иь: соа= ю а\и, йи). Составим систему 
уравнений инвариантности этих форм:

(V, й ъ)= ш “ (и, йи). (32)

Внешнее дифференцирование этих уравнений с ис­
пользованием (31) дает систему внешних уравнений

clv)/\(S>̂ ŷ, й ъ) =

=  Сьса>ь (иГ(1и)/Х<яс (и, ёи ).
6.«

Но эти уравнения удовлетворяются алгебраически в 
силу самих ж е уравнений (32). По теореме Фробе- 
ниуса, система (32) вполне интегрируема, а значит, 
согласно теореме 1, определяет однозначно локаль­
ную группу Ли. ■

З а м е ч а н и е .  Согласно условию теоремы 2

£(Ьс)== 0. (¿3)
Если же продифференцировать внешним образом 
уравнения (31) ,  то, используя затем эти же уравне­
ния (31), получим

С(ЬсС/)а — 0 ‘ (34)

Оказывается справедливой следующая теорема, ко­
торую приведем без доказательства.

Теорема 3. Е сли  константы саьс (а, Ь, с =  1, 2...... г)
удовлетворяют тождествам (10), то они являются 
структурными константами некоторой г-мерной ло­
кальной группы Ли.

Пусть со“ — базисные инвариантные формы груп­
пы Ли вг, а £2— р — форма, определенная на й г. Эту 
форму можно разложить по формам со“ (образующим 
корепер в любой точке н е б г):

® =  са1...ар«>а'Л -Л < » ар, (35)

причем коэффициенты са1...ар можно считать альтер­
нированными и, значит, кососимметрическими.

Теорема 4. Определенная на группе р-форма О ин­
вариантна (точнее, левоинвариантна) тогда и только 
тогда, когда в ее разложении (35) по базисным ин­



вариантным формам все альтернированные коэффи­
циенты са1...ар — постоянные.

□ Если в разложении (35) все Са„.лр постоянны, 
а 1-формы ша инвариантны, то ясно, что и сама р- 
форма £2 является инвариантной. Поэтому достаточ­
ность условия очевидна. Докажем необходимость. 
Возьмем инвариантную р-форму и разложим ее по 
базисным инвариантным формам: са1.~а (и1,...,

По условию эта форма левоинвариантна,
т. е. сохраняется при замене иа на <ра (а, и). Значит, 
учитывая инвариантность базисных форм, можно за ­
писать тождество

са1...ар№ (а 'и ),..., Чг(а, и))ш«.Д...Д<Л>=:

= с в1...0р(«1,..., а г) и>а,Л —Л “^ -

Отсюда следует совпадение альтернированных коэф- 
фициентов:св1...вр(?1(а, и),..., <?г (а , и,))— са1...ар(их,..м т). 
Полагая здесь иа= 0, получим

С а,...ар  а г) '—  С ах.~ар  (0 ,•  • • ,0 ) ,

где аь — произвольные. Следовательно, са, — ар — по_ 
стоянные. ■

З а м е ч а н и е  1. Две г-мерные группы Ли и г и 
в /  называются изоморфными, если существует диф­
феоморфизм /:бг->-Ог', сохраняющий групповую ком­
позицию, т. е.

V « !, /(И х-И 2)=/(«1)‘/(И2)-]
Оказывается, что две г-мерные группы Ли бг и 

(?/ изоморфны (локально — в некоторых окрестно­
стях V  и £/' своих единиц е и е') тогда и только тог­
да, когда их структурные константы саьс и Сь>с> свя­
заны тензорным законом преобразования: 

л *  „Ъ с . а
Сь,с ‘ ~~“ Р& РЬ'Рс'СЬс* 

где коэффициенты Раг, Ра’— постоянные и /?*»=!&»
а „а' «а 

Ра'РЬ  = 0 * .
Пусть 91 и 83 — алгебры Ли над полем К. Линей­

ное отображение о 21 в 8  называется гомоморфизмом,
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если

V * .  К е я  «<[*, У[)=[о(Х), о (К)].

Если при этом о-1 ( 0 ) = 0 ,  то а называется изомор­
физмом алгебры  31 в 83. Справедливо утверждение: 
группы Ли в г и в /  локально изоморфны тогда и 
только тогда, когда изоморфны их алгебры Ли ®г и 
®/ [4].

З а м е ч а н и е  2. Можно показать, что всякая под­
группа Ли Н т группы Ли является интегральным 
многообразием системы уравнений вида 0‘ («, е?и)=0 
(¿ =  1,... ,г —т ), проходящим через единицу е группы, 
где 0‘ (ы, й и ) = с а1®а(и, с1и), саг=соп&1. Следуя 
Г. Ф. Лаптеву, эти линейно независимые 1-формы 0* 
будем называть определяющими формами подгруппы. 
При этом имеет место утверждение: система линейно 
независимых инвариантных \-форм группы Ли явля­
ется системой определяющих форм некоторой под­
группы Л и тогда и только тогда, когда эта система 
вполне интегрируема. Интегральными многообразия­
ми этой системы являются все классы смежности по 
указанной подгруппе и только они.

Пусть Я — алгебра Ли над полем К  (характери­
стики 0 ); 33, © —  векторные подпространства в §1. Че­
рез [53, 6 ] обозначают векторное подпространство в 
31, порожденное множеством векторов [X, У], где 
Х е й , Уе(5. Подпространство 0  называется подалгеб­
рой в % если [ё , Э ] с Э .  Оказывается справедливым 
следующее утверждение: пусть б г — группа Ли, Н т — 
ее подгруппа Л и, <8Г и Ьт — их алгебры Ли. Тогда 
кт — подалгебра в ®г. Обратно: каждая подалгебра 
в <3г является алгеброй Ли определенной связной под­
группы Ли в й г [23].

З а м е ч а н и е  3. Инвариантной подгруппой или 
нормальным делителем группы в г называется под­
группа, инвариантная относительно группы {аа} внут­
ренних автоморфизмов группы й г:

Vaa ^ { a a} а '{Н)=Н.

Можно доказать, что система инвариантных 
1-форм сог(и, йи) группы б г является определяющей 
для некоторой инвариантной подгруппы Нт тогда и 
только тогда, когда внешние дифференциалы форм



<û‘ выражаются только через эти формы: 

Dml=  ~  /\а&.

Из уравнений (36) заключаем, что 1-формы ю* 
(i— 1, 2,... ,г—т) являются базисными инвариантны­
ми формами некоторой (локальной) группы Ли Gr- m. 
Элементами из Gr- m являются классы смежности по 
Н т в Gr, т. е. Gr-m — G r/H m (точнее, Gr- m изоморф­
на G r/H m). Таким образом, система определяющих 
форм сог инвариантной подгруппы Н т группы G r са­
ма является системой базисных инвариантных форм 
фактор группы Gr/ H m [11, 18].

Пусть 53 — векторное подпространство алгебры Ли 
5(. Это подпространство называется идеалом в SC . е с ­
ли [93, 21] сЗЗ. Следовательно, всякий идеал алгебры 
51 есть частный случай ее подалгебры.

Справедливо следующее утверждение: идеалу hr- m 
алгебры Ли @г группы Ли Gr соответствует инвари­
антная подгруппа H r- m в Gr. Обратно: если подгруп­
па Ли Hr-m — нормальный делитель в Gr, то ее ал­
гебра Ли К-т является идеалом в @г.

З а м е ч а н и е  4. Можно доказать, что группа Ли  
Gr коммутативна тогда и только тогда, когда ее тен­
зор структуры нулевой: c V = 0 .  Но тогда и саьс— 0
и, значит, в алгебре Ли ©г получим [Хь, Х с] = 0  для 
любого базиса (Ха) алгебры ®г. Нетрудно заметить, 
что при этом

v X , K e ® f, \Х, К ]= 0 . (37)

Обратно: из (37) легко получить саь с = 0 .  Алгебра, 
удовлетворяющая условию (37), называется коммута­
тивной. Таким образом, группа Ли Gr коммутативна 
тогда и только тогда, когда коммутативна ее алгебра  
Ли Я .

§ 19. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ  ЛИ. Р Е П Е Р Ы

Пусть G и G — группы. Представлением (или го­
моморфизмом) группы G в группу G называют отоб­
ражение f:G -+G  такое, что V x, y ^ G  f { x y ) = f ( x ) X  
X ï(y ) .

При y = e  (единица в G) получим f ( x ) ~ f ( x ) - f ( e ) .  
Следовательно, f ( e ) = ë  (единица в G). Далее, имеем 
f(xx~1) = f ( x ) f ( x r l), т. е. ë — f(x )f(x ~ l), и, значит,



Мы видим, что: а) / (х ),/(#)<=/(б )  =*- 
= ^ (х И (г / )= К х < ,)е / (0 ) ,  б) П х )е= П О )= > т х ))- ' =  
*= П х - ')е= П в ).

Следовательно, Д б ) — группа (подгруппа в О). Из 
алгебры известно, что ядро Н  гомоморфизма / (пол­
ный прообраз единицы ё) является нормальным де­
лителем в б ; группа /(б) изоморфна фактор-группе
а / Н :1 { в ) ~ в / Н .

Как известно [2 ], для всякого множества Е Ф ф  
существует группа Зе всех преобразований этого мно­
жества. Ее подгруппы называются группами преоб­
разований множества Е.

Можно рассматривать представление 
группы б  в группу Зе- Е сли гомоморфизм /— инъек­
тивный (и, значит, группы б  и Д б ) изоморфны), то 
/((3) называют реализацией группы б  в виде группы 
преобразований множества Е  (при этом говорят, что 
/— точное представление).

Всякая группа (? допускает реализации в виде 
групп преобразований, например в виде группы ее 
левых сдвигов или в виде группы ее правых сдви­
гов.

Из сказанного выше следует, что в общем случае 
представления группа /((7) есть реализация
фактор-группы в /Н  в виде группы преобразований 
множества Е, где Н  — ядро гомоморфизма /. В этом 
общем случае представления / говорят, что группа б  
действует на множестве Е  (и называют б  группой опе­
раторов). Пусть f ( g ) = g ^ З E. Вместо £ (х ) пишут 
£ (х )  и даже цх (при операторной точке зрения).

Фигурой будем называть всякое подмножество в 
Е Ф ф .  Пусть Г — группа преобразований множества 
Е. В множестве Р (Е )  всех фигур из Е  можно устано­
вить отношение э к в и в а л е н т н о с т и : Р ,  если З / е  
еГ|/(/г) = Р .

Элементы фактор-множества Р (Е )[Г  называются 
классами интранзитивности группы Г.

Возьмем элемент а ^ Е .  Так как ( а } е Р ( £ ) ,  то эле­
мент а определяет содержащий его класс интрази- 
тивности 1 ( а ) — {{(а )  |/еГ}, который называют орби­
той элемента а относительно группы Г.

Группа Г называется транзитивной, если У а, Ь&Е 
Я / еГ| /(с) =  Ь; в противном случае группа называ­
ется интразитивной. Для транзитивной группы Г  име­
ем V о е £  Ь(а) = Е ,  т. е. существует только один



класс интразитивности из одноэлементных подмно­
жеств множества Е  и этот класс совпадает с Е.

Пусть дано представление / :(?—>-@£. Говорят, что 
и  транзитивно действует в Е , если /((/) — транзитив­
ная группа преобразований Е.

Пусть // — произвольная подгруппа группы в  и 
Ч/“  — множество левых смежных классов по под­
группе Н. Тогда (? действует транзитивно на мно­
жестве О///. Действительно, для любых двух элемен­
тов и = а Н  и х) =  ЬН этого множества имеем а~1и =  
=  Ь~1ю и, значит, ь = {Ь а ~ 1)и.

Можно показать, что действие группы (? на мно­
жестве й /Н  является точным, если подгруппа Н  не 
содержит никакого нормального делителя группы (?, 
отличного от {ё}. Всякая транзитивная реализация* 
группы в  может быть с точностью до изоморфизма 
получена таким образом.

Пусть (? действует на множестве Е. Зафиксируем 
точку х0в Е. Множество {£е0| я(х< >= хо} называ­
ют группой изотропии или стационарной подгруппой точ­
ки х0 (легко видеть, что НХо действительно является 
подгруппой в (?). Возьмем уо^Ь(хо) (орбита точки 
х 0). Тогда Я р ^ (? \ ё(хо)=уо. Пусть Гк=НХа, 1(=НУа. 
оначит, п (х о )= х о  1(уо)=уо. Поэтому соотношение 
Уо— ё(хц) можно записать так: у0=  (ёН) (х0) =
— {ё^ё~1){у о). Следовательно,

Точно так же имеем х0= е - 1(г/0) =  (ё~Ч) (и0) =  
=  (ё~11 ё)(х 0). Отсюда ё-Чц<=Нъ. Значит, Н Уа=  
— ёН х £  \ т. е. группы изотропии точек х 0 и уо (од-' 
ной орбиты) сопряжены.

Будем рассматривать различные представления 
группы Ли вг в виде группы гомеоморфизмов анали­
тического многообразия Хп (причем все такие рас­
смотрения будут носить локальный характер). Будем 
называть Хп пространством представления группы 
б г или пространством с фундаментальной группой

[11].
Если группа (?г действует в Хп транзитивно, то Хп 

называется пространством Клейна или однородным 
пространством.

Возьмем в Хп фигуру Р. Множество Н Р= {и < =  
е (? ,.| и ( р ) = р )  является подгруппой в вг, она назы­
вается стационарной подгруппой фигуры Р. Если фи­
гуры Р и Т7' (/-эквивалентны, то их стационарные под­



группы сопряжены (доказательство такое же, как и 
выше).

Репером пространства представления группы на­
зывается такая фигура R, стационарная подгруппа 
которой является единичной, т. е. H R— {e}.

Теорема 1. Если представление группы Gr — точ­
ное и транзитивное, то в пространстве представления 
Хп существует репер, состоящий из конечного мно­
жества точек.

□ Возьмем точку х ^ Х п. Так как Gr транзитивно 
действует в Хп, то стационарная подгруппа

И Ххф в г. (1)
Как в самой группе Gr, так и в ее подгруппе #*, 

будем рассматривать лишь связную компоненту еди­
ницы. Поэтому из (1) следует, что dim Hx = r\ < .r .

Если Я ж, =  {е}, то уже точка Xi образует репер 
(это имеет место в случае просто транзитивного пред­
ставления, т. е. такого представления, когда для лю­
бых х, у ^ Х п существует единственный элемент g е  
e G r такой, что g ( x ) = y ) .  Пусть НХ1Ф {е). Тогда су­
ществует точка х 2^ Х п, не инвариантная относитель­
но # *, (если бы все точки из Хп были инвариантны 
относительно Нх„ то ядро представления было бы от­
лично от {е} и, значит, представление не было бы 
точным).

Стационарная подгруппа НХг сопряжена с Нх, и, 
значит, dim НХг= г\ , но НХгф Н Хх (иначе точка х 2 бы­
ла бы инвариантна относительно НХп что неверно). 
Поэтому их пересечение Hx,f\HX2= H XiiX!— стационар­
ная подгруппа упорядоченной пары (хи х 2) точек, 
причем dim X2= r 2<r\.

Если Нх„ *2= { е } ,  то доказательство закончено. Ес­
ли же Нх^Хгф {е} , то в СИЛУ точности представления 
группы Gr существует точка х%, не инвариантная от­
носительно Нхих2 и, значит, HXi, X2czHXr Их пересече­
ние #»„ хДНх, — стационарная подгруппа 
упорядоченной тройки [xi, х 2, Хз), причем 
dim Н Хи х,, Ха— Г з < Г 2, и т. д.

Наконец, получаем упорядоченное множество то­
чек (хи х 2, . . . , х т) такое, что его стационарная под­
группа Н х...... Хт — {е}. Значит, это упорядоченное
множество точек и есть репер пространства представ­
ления. ■



З а м е ч а н и е  1. Если представление транзитив­
ное, но не точное, то реперы в обычном смысле по­
строить нельзя. Можно построить лишь фигуру Р, 
стационарная подгруппа которой совпадает со ста­
ционарной подгруппой всего пространства. Обозна­
чим эту подгруппу через Нхп . Можно доказать, что 
# *„  = # — максимальный нормальный делитель груп­
пы в г, содержащийся в стационарной подгруппе Н х 
точки х^Хп. Для группы в г/ Я  представление / явля­
ется транзитивным и точным.

З а м е ч а н и е  2. Если представление не транзи­
тивное, то все пространство разбивается на классы 
интранзитивности — орбиты точек, причем на каж ­
дой орбите группа действует транзитивно. Для 
каждой орбиты можно строить реперы, как указа­
но выше.

В дальнейшем будем рассматривать только одно­
родные пространства. На построенный репер Я воз­
действуем всеми операторами группы Получим 
полное семейство реперов Бц, так как если Я — ре­
пер и а е б г, то а (Я) также репер. В самом деле, 
пусть Я '= а Я . Значит, фигуры Я  и Я' эквивалентны. 
Поэтому их стационарные подгруппы сопряжены: 
Нкг = а Н ка~1. Но # « = { е } ,  так как Я — репер. Сле­
довательно, Н ц, = а {е }а ~ 1=  {е }, т. е. Я' также репер.

Если Я '^ З д, то З а е б г|а(/?) — Я' (по определе­
нию 5 Я). Легко видеть, что такой оператор а един­
ственный. В самом деле, если предположить, что Я '—  
— Ь (Я ), то а(Я )==Ь (Я ). Отсюда (Ь-1о) ( Я ) = Я ,  и так 
как Я — репер, то Ь~1а — е и, значит, а = Ь .  Следова­
тельно, группа действует на множестве 5 *  просто 
транзитивно.

Теорема 2. Существует биекция
□ Возьмем в множестве 5 «  какой-либо репер Яо 

и назовем его начальным репером: поставим ему в 
соответствие единичный элемент е группы С оглас­
но сказанному выше, для каждого репера Я  сущест­
вует, и притом единственный, элемент а е б ,  такой, 
что Я — а(Я о).  Значит, £ « = 5 * ,,.

Каждому реперу поставим в соответствие
именно тот (единственный) элемент для ко­
торого Я = а (Я 0): д ( Я ) — а. Ясно, что Я 1ф Я 2=>- 
^^(ЯО т^Я С Я г) и, значит, £  — инъекция. Д ля V Ь е  
е б ,  имеем Ь(Яо)==Я', следовательно, в ( Я ' ) = Ь  и



поэтому g — сюръекция. Окончательно получим, что 
g — биекция. ■  .

С л е д с т в и е .  Координаты иа точки и на группе 
0 Г можно рассматривать как параметры соответст­
вующего репера Я, т. е. такого репера, что ¿ {Я )  =  и 
(и, значит, Я — g~iu).

В пространстве Хп представления группы Ли в г 
введем локальную координатную систему К'.'11-*-Яп 
(где и  открыто в Хп), К (х ) =  (х', х 2, . . . , х п) ^ Я п, 
е и .

Если 1/с(5Г и х =  и (х ), причем х (х ‘), х (х ‘), где х ‘ 
и х ‘ — координаты точек х  и х  в одной и той же си­
стеме К, то

х 1= / ‘ (иа, х ») (г, у, * = 1 , 2 , . . . ,  п ;

а, Ь, с = 1 ,  2 ,...,  г), (2)

Потребуем, чтобы функции были аналитически­
ми функциями своих аргументов. Эти функции долж­
ны удовлетворять следующим трем условиям:

/'(О, х к) = х ‘ (3)

(так как единица е в б , получается при иа= 0),

/4«. /*('и. •*))= /'(? (и, V) ,  л); (4)

х 1= / !{и , х *), (5)
*

где и = и ~1 (условия (3 )— (5) имеют место в силу 
того, что мы рассматриваем представление группы й г 
в группу преобразований множества Хп).

Однако можно считать, что формулы (2) или (что 
то же самое) формулы (5) определяют преобразова­
ние старых «абсолютных» координат х1 в новые «от­
носительные» координаты х 1 той же точки.

Таким образом, представление группы б г опреде­
ляет в и а Х п семейство {Ки) эквивалентных между 
собой систем координат (предполагается, что перво­
начальная система координат К  выбрана). Свяжем 
эти системы координат с реперами следующим обра­
зом. Начальному реперу 7?0 поставим в соответствие 
исходную «абсолютную» систему координат, которую 
обозначим Ко- Возьмем произвольный репер 
Тогда 13,и^О г\Я =  и(Яо). Этот репер Я будем обозна­
чать через Яи.



Координатами точки х  относительно репера /?„ на­
зовем абсолютные координаты т̂. е. координаты в 
системе Ко или, как говорят, относительно репера R0) 
точки х — к-1 (х ) . Следовательно, с каждым репером 
Ru оказывается связанной своя координатная систе­
ма К и• Связь между абсолютными координатами х 1 
точки х (т. е. координатами относительно репера R0) 
и ее относительными координатами х 1 (т. е. относи­
тельно репера Ru) и определяется формулами ви­
да (2).

Заметим, что если репер и точку подвергнуть одно­
му и тому же преобразованию группы, то относитель­
ные координаты точки не изменятся.

Это следует из того, что u(Ro) — Ru и и (х ) — х, 
причем точка х имеет относительно Ru те же коорди­
наты, что и точка х  относительно /?0.

§ 20. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА ТЕОРИ И  П РЕД СТА ВЛЕН И Й  
ГРУППЫ ЛИ

В § 19 было отмечено, что левоинвариантные 
1-формы и“ группы Ли Gr удовлетворяют условию

(1,
V dv° ' ¡Vc -  о

Поэтому можно записать

и®- f  (а, «>), (2)

где «  означает равенство лишь главных частей, т. е. 
членов нулевого и первого порядков. В самом деле, 
разлагая здесь правую часть по степеням ю*’, т. е.

П и .  0 ) + (  ”> )
\ дтг J ívc- o

и учитывая, что <ра(и, 0 ) = и а, мы и получим форму­
лу (2).

Рассмотрим формулы (2) § 19:

x l= f l {ua, x k). (3)

Будем здесь считать х ‘ абсолютными координата­
ми точки х, х1 — ее относительными координатами. 
Зафиксируем х1 (точка х  неподвижна в абсолютной 
системе координат) и изменим параметры иа (тогда 
изменятся и относительные координаты, так как, по



формуле (4) § 19, x l*=xl(u, х ) ) .  Получим х ‘= 1 1(и +  
+ d u , x + d x )  и, согласно формуле (2), находим

(и, со), x + d x ) .

В силу формулы (4) § 19 имеем

x l= f l (a, / (« , x  +  dx)). (4)

Разложим функцию fk(ш, x + d x )  по степеням и: 
/ * (“>, x - \ - d x ) = f k (0 , x-\-dx)-\- 

+ / а/«(.  • « + * * > .) (5)
\ да> )шс -о

Разложим функцию fh(a>, дг-f-dx) по степеням dx:

/ * ( ( » ,  x - \ - d x ) = f k (со, х )  -f- а/ (с*|’ х )  .
с̂д»

Учитывая формулу (3) § 19, запишем равенство
(5) в виде

/ * (“ , x - \ - d x )= x k-\-dxi + - ^ - ^ f k (^  х ) +

+  V V r ) _  ^  \ (0 » + ... .
^  /шс - 0 ■

Учитывая лишь бесконечно малые первого поряд­
ка, получим

/*-(о>, x - \ - d x ) ^ x k-\-dxk-sr { df (м’ ~У) ) (0* =
\ д<й ¡<ас -  О

Обозначим  ̂ ^ ’b j   ̂ Формула

(4) примет вид

j e ' « / '(к а, jc* +  X*).

Разложим правую часть по степеням А,*:

1 дхк 1

Отсюда Х *= 0  {принимаем во внимание



лишь бесконечно малые первого порядка); так как
dfl (и, х ) фО  (см. формулу (3) § 19), то кк=det I -------д ft| дх*

=  0, или в развернутой записи

d x * - £ ( x )  ш «= 0 , (6)
где 1

й и _ _ ( д г Ь ь л . ) ^ .

Таким образом, равенству (6) должны удовлетво­
рять относительные координаты х 1 точки х ^ Х п при 
условии, что ее абсолютные координаты х1 сохраня­
ются, т. е. что точка х  остается неподвижной при пре­
образованиях из Gr.

Систему (6) называют системой дифференциаль­
ных уравнений инвариантности точки пространства 
представления [11].

Система дифференциальных уравнений (6) вполне 
интегрируема, так как ее решением служит многооб­
разие, определяемое уравнениями (1),  где x ^ c o n s t ,  
в пространстве всех переменных xk, иа. Это инте­
гральное многообразие максимально возможной раз­
мерности г, причем через каждую точку пространства 
всех переменных проходит одно такое многообразие. 
Следовательно, система (6) вполне интегрируема.

Обратно: пусть система (6) вполне интегрируема. 
Тогда она имеет интегральное многобразие размерно­
сти г, проходящее через наперед заданную точку: 
xt= xl ( =  const), и °= 0 , которое можно определить 
(локально) системой вида

х‘= / ‘ (а, х), (7)

причем хг=сопв1 и /'(О, х ) — х 1.
Так как 1-формы ю“ левоинвариантны; т. е. 

(о°(ф(а, и), с1у(а, и )) — аа(и, йи), то многообразие 
с11= } 1((р(а, и), х )  является интегральным. Как изве­
стно, любые (дифференцируемые) функции от первых 
интегралов также являются интегралами. Поэтому 
интегральным будет и многообразие сг2=*/'(а, 1к(и, 
х )) .  При иа— 0 получим с11= ? 1(а, х ), с'2= / * (а, х ) ,  
т. е. с,\ = с 12. Однако начальные условия х 1— с'\, 
иа= 0  определяют только одно интегральное многооб-



разие и поэтому

/ ‘ (а, /Н и, х ) )= / !(ф(а, и), л:*). (8)

Система уравнений (7) определяет некоторое се­
мейство б  преобразований пространства Хп "(перемен­
ных х1). Формула (8) показывает, что произведение 
двух преобразований из в  принадлежит множе­
ству О.

Далее, используя формулы (8), имеем
• •

/ '(и , / *(« , - * ) ) = / '(<р(й, и), * * ) = / '( 0 ,  х * ) = х ‘. (9)

Значит, преобразование, обратное любому преоб­
разованию из б , также принадлежит й. Из (8) и (9) 
следует, что й  — группа. Формулы (7) на самом 
деле устанавливают сюръективное отображение

причем формулы (8) показывают, что произ­
ведению любых двух элементов из Сг отображение / 
ставит в соответствие произведение соответствующих 
элементов из (?. Значит, { — гомоморфизм группы Ли 
б г в группу преобразований (некоторой области в 
Хп), т. е. I — представление группы Сг. Этим доказа­
на следующая основная теорема теории представле­
ний группы Ли.

Теорема Ли — Картана. Система дифференциаль­
ных уравнений

с1х1=1а<*>а (10)

определяет в пространстве переменных х х 2, х п 
представление группы й г с данными инвариантными 
1-формами со® тогда и только тогда, когда коэффици­
енты £?а— ^ а(х) являются функциями (аналитически­
ми) только от переменных х1, хп и эта система
(10) вполне интегрируема.

В качестве примера применения формул (1) най­
дем левоинвариантные 1-формы со“ аффинной группы 
А(п, I?). Эта группа действует в аффинном «-простран­
стве Л„. Преобразование ¡<=А(п, Я) переводит точку 
х ^ А п в точку у = ? ( х ) ^ А п. Пусть относительно одного 
и того же аффинного репера Я точках имеет коорди­
наты х1, а точка у — координаты у\ Тогда, как из­
вестно,



Преобразование ?&А(п, Я) определяется числовыми 
значениями г = п 2 +  п = п ( п + 1 )  параметров в ‘/, и».

Возьмем другое преобразование g ^ A (n ,  Я). Пусть 
ё ( у ) — г и в репере Я точка г  имеет координаты г ‘. 
Тогда г ‘ — Ш/у1 +  а‘. Следовательно, —
+  и!)-\-а1, т. е.

г 1= а1]ъ {х к -|- (а1) ^  а ‘). (12)

Имеем ( ё ! ) ( х ) — г, причем из (12) заключаем, что 
gf  определяется параметрами

с ‘к = а ^ { ,  с1= а 11т)1 (13)

Согласно формуле (1),

. . .
V дvb ¡Vе — о

В данном случае роль иа играют а‘], а поэтому 
система форм юа состоит из форм ю‘/ и со‘. По фор­
мулам (13) находим

^а* = ( “Г т )  (0*» ¿ а* = а‘А '\ <М /*-о

Отсюда о Д а л е е ,  йа1=  ( -^ т -) ш/ или с1а‘ =
\ дь1 /о—о

= а/ш/ и, значит,

чи}=а{йа1. (14)

Мы видим, что левоинвариантные 1-формы со*/, а>‘ 
группы Л (/г, Й) представляют собой найденные в § 17 
относительные компоненты подвижного аффинного ре­
пера. Там было показано, что эти компоненты удов­
летворяют уравнениям структуры аффинного прост­
ранства Ап:

I (15)
I £>«»/=

С точки зрения теории групп Ли уравнения (15) 
следует называть уравнениями структуры аффинной 
группы А (п, Я), само же пространство Ап является 
пространством представления группы А(п, Я ). Точно 
так же уравнениями структуры евклидова простран-



ства Е п (или проективного Рп)  служат уравнения 
структуры группы движений Ь„ (соответственно про­
ективной группы Р (п , Я).

§  21. Г Е О М ЕТ Р И Ч Е С К И Е  О БЪ ЕК ТЫ

Для одной и той же группы Ли в г можно полу­
чить различные ее представления. Чтобы получить 
транзитивное представление, необходимо потребовать 
я ^ г .

Например, в проективном пространстве Р3 дейст­
вует проективная группа Р (3, К ). Однако эта же 
группа действует и на четырехмерном многообразии 
М4 прямых из Р 3. Таким образом, для одной и той 
же группы Р (3, К) мы уже имеем два различных 
пространства представления: Р 3 и Мц.

Пусть дана группа Ли Сг. Геометрическим объек­
том, присоединенным к группе Ог, называется всякая 
точка какого-либо пространства представления этой 
группы [11].

Пусть Хп — пространство представления группы 
Ли йг, х ^ Х п, и Н х— Ц ^ в г ¡ ¡ ( х ) = х } — стационарная 
подгруппа точки х  (объекта х). Напомним, что если 
у ^ Ь (х )  (где Ь (х ) — орбита точки х  относительно 
в  г), то подгруппы Н х и Ну сопряжены. Так как мы 
условились рассматривать только транзитивные пред­
ставления, то V х ^ Х п Ь (х )= Х п и можно сказать, что 
Нх и Ну сопряжены для любых точек х, у из Хп.

Основная теорема теории представления групп Ли 
сразу же приводит к следующей основной теореме 
теории геометрических объектов.

Теорема 1. Система дифференциальных уравнений 
вида

^ - ¿ С О а= 0 ,  (1)

где соа(и, с1и) — левоинвариантные формы группы Ли 
(5Г, является системой дифференциальных уравнений 
инвариантности геометрического объекта х с относи­
тельными координатами х1 и группой преобразований 
й г тогда и только тогда, когда выполнены два усло­
вия: 1) коэффициенты \1а являются аналитическими 
функциями только от переменных хк\ 2) система (1) 
вполне интегрируема.

Можно доказать, что представление группы б г, в 
котором переменные х1 играют роль относительных



координат геометрического объекта, определяется од­
нозначно [11].

Геометрический объект х  называется линейным 
объектом (или квазитензором) ,  если группа преобра­
зований его координат линейна, т. е. эти преобразо­
вания имеют вид

х 1= Ь к (и )х к-\-Ь1 (и). (2)
Геометрический объект д: называется линейным 

однородным объектом (или тензором), если группа 
преобразований его координат линейна и однородна, 
т. е. если эти преобразования имеют вид

х ‘= Ь 1к (и) х* . (3)

Теорема 2 (т е о р е м а Г. Ф. Л  а п т е в а [11]). Гео­
метрический объект х является квазитензором только 
Тогда, когда его система дифференциальных уравне­
ний имеет вид

а х ‘= ( к ‘]ах^-{-/г‘а)ша, (4)

где к1 ¡а и /гг0 — постоянные (т. е. функции |‘а (х) — ли­
нейные).

Геометрический объект х является тензором толь­
ко тогда, когда его система дифференциальных урав­
нений имеет вид

й х 1= !г )ах ^ а, (5)
где й1 ¡а — постоянные (т. е. функции &а(х) — линей­
ные однородные).

З а м е ч а н и е .  Рассмотрим какой-либо тензор над 
вещественным векторным ^-пространством V, напри­
мер тензор Т валентности (0, 2 ) .  Пусть в базисе 
В = ( е ¿2 тензор Т имеет координаты *,/, а в базисе 
В '— Се '̂) — координаты /¿у. Тогда, как известно,

ич>— а\>а]Лф (6)
где е^ — а'^е^

Можно считать, что V является пространством 
представления дентроаффинной группы Л°„ размер­
ности г — п2 (роль иа играют а1/ ) .  Мы видим, что 
уравнения (6) имеют вид (3 ). Следовательно, Т явля­
ется геометрическим объектом и притом тензором 
в смысле Г. Ф. Лаптева. Чтобы под символом Г  по-



нимать точку пространства представления, следует 
учитывать, что Т является вектором пространства 
К *® V*, которое также служит пространством пред­
ставления группы А°п-

Инвариантом называется тензор, имеющий только 
одну координату.

Конечные преобразования инварианта задаются 
уравнением вида х = Ь (и )х ,  а его дифференциальное 
уравнение есть й х = х к асо“, ка=соп&1.

Инвариант называется относительным, если 
Ь (и)Ф  1 и, значит, не все ка равны нулю.

Инвариант называется абсолютным, если Ь(ы)== 1, 
т. е. х — х. Значит, дифференциальные уравнения аб­
солютного инварианта имеют вид ё х = 0  (т. е. все ка 
равны нулю).

Г Л А В А  I V

свя зн о сти  в р а с с л о е н и я х

§ 22. ЛИНЕЙНАЯ СВЯЗН ОСТЬ НА ГЛАДКОМ 
МНОГООБРАЗИИ

Пусть Хп — гладкое многообразие и — множе­
ство всех (дифференцируемых) векторных полей на 
Хп. Мы знаем, что Д 1 является унитарным модулем 
над кольцом Р (Х п) .  Элементы модуля Б 1 будем обоз­
начать X, У, ... . Известно, что каждое векторное поле 
на Хп есть сечение касательного расслоения Т(Хп).

Линейной связностью на многообразии Хп называ­
ется отображение А  : (вместо А (Х , У) 
пишут А ХУ), которое удовлетворяет следующим двум 
условиям (аксиомам линейной связности на Хп) :

1°- V/, g ^ F (Л„), \/Х(, К е О 1: Ч/х1+ех У =  
+ £ У  х,У.

- ^ 2 ° .  Чх у У 1+ ё У * ) = ( Х / ) У 1+ / ч х У 1-\-(Х е)У2+
+  2*

При этом определено отображение А х : 
которое называется ковариантной производной отно­
сительно векторного поля X.

Пару (Хп, V )  называют пространством линейной 
связности (или аффинной связности) и обозначают 
через Ьп.



Пусть и  — координатная окрестность на Х„ с кар­
той <р: и~*-Яп и ц>(х) =  (х1, х2, х п) .  Тогда в и  оп­
ределены векторные поля д/дх{.

Обозначим V  а = У г  и определим на С/ функции
в х 1

Г*// формулой

П)

Пусть V — другая координатная окрестность (со­
держащая точку х) с картой -ф : У—>-/?" и ■§(х) =  (ух, 
у2, уп). Тогда

ду1 ) ду*

Если х^и$\У, то х имеет координаты х 1 в карте 
Ф и координаты у> в карте г|з и, как мы знаем, * ' =  
= д с1(у', уп), у‘=у1(х\ хп) ,  где правые части 
этих равенств — дифференцируемые функции. Как из­

вестно, — = д~  - А  .-Имеем 
ду1 ду1 дх}

По аксиоме 1°, левая часть этого равенства есть 
д*1 -  (  9 \——гУ /[ — т~ и> следовательно, ду‘ \ ду'' /

т * ‘ (2)
Используя аксиому 2°, находим

(  д \ =  ( д*Х» ду' д 1 _ . д . Г* .  дУ* \ - д
\ ду1 )  ' ду^у* дх1 дхр ду* Ъх4 / дук

Учитывая, что матрицы |^|| и ||-̂ г|| взаимно

обратны, а векторы — линейно независимы, полу­
ду

чим

г ’*— ^  ?>хР дУк г?  I д2* р ду*
ду1 ду‘ дх* 1 ^ -  (3)
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Пусть Л =  Гфа)«<= л — дифференцируемый атлас, 
определяющий на Хп структуру дифференцируемого 
многообразия. Тогда координатные окрестности и а 
карт фа образуют покрытие многообразия Х„. Допус­
тим, что в каждой координатной окрестности 1}а за­
дана система функций Гкц ^ .Р (и а)  такая, что в пере­
сечении С/аП̂ р любых двух окрестностей имеют место 
формулы (3 ) .

Тогда можно определить V* формулой (1 ). Мы
получим линейную связность в каждой коорди­
натной окрестности 1}а.

Затем мы можем определить линейную связность
V  на всем многообразии Хп следующим способом. 
Пусть X, У & О 1, х^Х„. Существует координатная 
окрестность £/„, содержащая точку х. Положим

Тогда V  — линейная связность на многообразии 
Хп, индуцирующая в каждой координатной окрестно­
сти и а связность

Таким образом, линейная связность на многооб­
разии Хп определяется в общем случае заданием л3 
функций Г*г/ от п аргументов. Эти функции Гй,7 назы­
ваются коэффициентами аффинной связности V  в ре-

пере ( а ? ) '
Пусть Х — \* —~~г * У = ц ?  - А - . Найдем координаты 

дх‘ дх’
Пользуясь аксиомами 1° и 2°, находим

Заметим, что V, (1* ^ ) = ( - ^ + Г , У ) ^ г .

Это так называемая 1-я ковариантная производная 

векторного поля . Ее записывают короче:

ОХ
В координатной окрестности и  зададим п линейно 

независимых векторных полей Х{ ( ? = 1 ,  2, ..., п) и



вместо естественного репера (— тЛ будем пользовать-
\ дх1 )х

ся репером (л ^ *. Положим
^ х ,Х ^ у ^ Х к. (4)

Так, определенные функции укц ^ Р ( и )  называют­
ся коэффициентами связности V  в репере (Х^) [10].

Пусть Х 1= а {  . Значит, У х ^ и  (1е1||аЧи=т^0. 
дх‘

Имеем

Сравнивая с формулой (4), находим

У и =  йр ^a¿a jr f s -)- af —- f - j  . (5)

Формулы (5) в точности совпадают с формулами

(3), если положить а / = —̂  , т. е. если брать Х{=  ~гт
ду оу

(это частный случай выбора репера (X ¡)).
Таким образом, если известны функции Ткц и век­

торные поля Xi, то по формулам (5) определяются и 
функции yki¡. Обратно: зная функции yki¡ и вектор­
ные поля X¡, можно по формулам (5) найти функ­
ции Tk¡¡.

Пусть корепер (со*)* взаимен реперу (X ¡)x. Тогда 
(úi= a '¡d x '. Определим 1-формы формулами coft; =  
= у кца>‘. Находим

Ош1=  da‘jf\dxl =apüq -- - t со*’Д м ?.

Рассмотрим 1-строчную матрицу 2  =  ( 2 1, 2 2, ..., 
2 " ) ,  элементами которой являются 2-формы 2 г=  
— D a1—©рД(о‘р. Матрица 2 определяет так называе­
мое кручение связности V.

Имеем

2 l  —  D w f---щР/\а>р =  —L.



где введено обозначено

5 р , = 2  "{"“ {р0 ?! • (6)

Поэтому

Ои>‘ =  Дшр -(— 5р?<о? Ди>«. (7)

Если Х , =  -^т, то а {= д {, а согласно формулам 
дх

(5), у*</ =  Г *17 и тогда, используя формулы (6), по­
лучим

5р? = 2 Г {р?1. (8)

Далее, по формулам (3), учитывая, что =

д*хр= — , находим 
ду‘ ду‘

л'к дх1 дх” дук ТЛ?
г ‘" , = 1 7 ‘ V

Следовательно, Г ^ ] — координаты тензора типа 

(1; 2) в естественном репере . В силу формул

(8) функции Я'р? также определяют в точке х ^ Х п 
тензор типа (1; 2 ). Функции 5 ‘р(7 в формулах (1) 
(т. е. функции, определяемые формулами (6)) — 
координаты этого тензора в репере (Х ^ . Тензор Б1РЧ 
называется тензором кручения связности V ; он косо­
симметричен по Нижним индексам.

Матрицу (о= (сой,) размера п Х п  называют фор­
мой связности V .

Так как в корепере .(©')* имеем то

О щ  =  ¿/уу/Д“7+ Уп + ~  5р,ш',Д<1)в̂  .

Положим йуьц = у к11,ч(ач (функция ук/{,д называется 
пфаффовой производной функции укц по форме а>ч)
[12]. Тогда



Рассмотрим (п Х п )-матрицу й=||й**||, элемента­
ми которой Я В Л Я Ю Т С Я  2-формы 0 .кг — Ь(Ик1— оЛДоЛ. 
Матрица й определяет так называемую кривизну 
связности V .

Имеем

2 ? = Ои>/ — ш/Д

где

$РЧ — 2 + “ -̂ УлЗрд — . (9)

при этом учтено, что 5 [рц] =  8рч в силу косой симме­
трии этого тензора по нижним индексам. Таким об­
разом,

О а ) / = с о / Д с о ? - [ - ( Ю )

Уравнения (7), (10) называются уравнениями струк­
туры пространства Ьп-

Если взять естественный репер из векторов Х г= д ;,

то У?/=Г// и -^-$ря = Г [ Р(?]И в силу формулы (9) по­

лучим

&Тр1  ̂  ̂  ̂  ̂ /11\
Рч ~дх*-------дх«~' ч р1~  р1 ^  (11)

Используя формулы (3), можно проверить, что в 
точке х ^ Х п функции ЯкгМ, определенные формулами
(11),  являются координатами тензора типа (1; 3) в 
естественном репере (д[)х. Следовательно, функции 

в формуле (10), определенные формулами (9), 
являются координатами этого же тензора в репере 
(%•)*. Тензор называется тензором кривизны
связности V ; он кососимметричен по двум последним 
нижним индексам р и

З а м е ч а н и е  1. Как известно, равенство тензора 
нулю не зависит от выбора базиса в векторном про­
странстве. Если тензор кручения равен нулю, т. е. 
5 ‘р„ =  0, то в случае естественного репера

г 1р«1= ° .  т- е - г и  =  г ?р- Обратно: Г'[от, =  0= ^ 5р (7 =  0.
В этом случае линейная связность V  называется 

симметрической (или линейной связностью без круче­



ния). Пространство линейной связности без кручения 
будем обозначать через Ь°п.

З а м е ч а н и е  2. Если равен нулю не только тен­
зор кручения, но и тензор кривизны, то формулы (7) 
и (10) принимают вид

D w t=  <sPД Шр] D c o f = mf/\(o¿.

Именно такой вид имеют уравнения структуры аф­
финного пространства Ап. При этом необходимо учи­
тывать следующее. В случае пространства Ап формы 
a 1, (úft определены во всем пространстве, тогда как в 
пространстве Ln они определены лишь в некоторой 
окрестности каждой точки. Поэтому можно сказать, 
что в этом случае пространство L°„ для каждой своей 
точки имеет окрестность, геометрия которой совпада­
ет с геометрией некоторой области в Ап, хотя все Ь°п 
может быть отлично от А п. Говорят, что в этом слу­
чае L°n есть локально аффинное пространство.

Рассмотрим пространство Ьп. Для любых X, У&О1 
положим

T ( X , r )  =  vx Y - V r X - \ X > Y ] -  (12)
Формулы (12) устанавливают отображение Т: DxX 
X D x-*-Dl. Заметим, что

Т(Х, Y) =  -T (Y , X). (13)

Так как [fX, Y]=f{X , Y]— (Yf)X , то T(fX, Y) =  
= fT (X , Y ). Далее, имеем Т (Х х+ Х 2, Y) =  T(X U Y) +  
+  T(X2, Y ).

Мы доказали, что отображение Т является F -ли- 
нейным по первому аргументу. В силу равенства (13) 
оно F -линейно и по второму аргументу. Определим 
теперь отображение 5 : D iX D 'X D ]-* F (X n) по закону

5  К  X, Y)=»(T(X , Y)).

Ясно, что это отображение /■’-линейно по каждому 
аргументу. Следовательно, где D l2 — множе­
ство гладких тензорных полей типа (1; 2) на много­
образии Х п-

Возьмем снова координатную окрестность UczXn 
и естественный репер (d¡). Если Х — l'di, У=ц''д,, то, 
как было показано выше,



ЧуХ= (*11д£ -|- Г//тчг2̂ ) дъ. (15)

Как известно,
[X, У]=& дЛ*--пЩ *)дк. (16)

Итак, из (14), (15), (16), (12) следует Т(Х, У) =  
= 5 кц%{г\1ди-

Таким образом, отображение 5 е ^ ' 2 есть тензор­
ное поле кручения связности V . Если Т(Х , У) =  0, то 
согласно формулам (12) получим

ЧхГ-Ч уХ =\Х , У].
Следовательно, поле тензора кручения 5  позволя­

ет для любых X, У& О 1 построить векторное поле 
Т(Х, У), которое характеризует отклонение векторно­
го поля — УуХ  от скобки [X, У] полей X и У.

Рассмотрим далее отображение 8  : £ ) , Х .0 1Х£>,->- 
-*-/)1 по закону

Тих, у, г)= чхчуг—чут1хг —ч[х,г\г. (17)
Из формулы (17) заключаем, что К(Х, У, 1 )  =  

= —В.(У, X, I ) .  Непосредственной проверкой (как и 
выше) можно убедиться, что отображение Й является 
Р-линейным по каждому аргументу.

Определим отображение Я :В \ Х 0 хх 0 {х 0 '-* -Р  (Хп) 
по закону

/ ? ( ю ,  х, у, г )  = м % (х ,  у, г ) ) .
Очевидно, это отображение /•'-линейно по каждому 

аргументу. Следовательно, / ?еЛ !3 (где /)*з — множе­
ство гладких тензорных полей типа (1; 3) на много­
образии Хп). Если в координатной окрестности и  
имеем Х = 1 'д и  У = г 1̂ <Э/, 1 = 1 кдк, то, пользуясь фор­
мулой (17), получим

И (Х , у ,

Значит, отображение есть поле тензора
кривизны связности V . Из формулы (17) следует, 
что поле тензора кривизны Я  позволяет для любых 
X, У, построить векторное поле К(Х, У, 1 ) ,  ко­
торое характеризует отклонение векторного поля 

от векторного поля У[х,у]2.



Пусть I  — промежуток в Я. Гладкой кривой (пара­
метризованной) на многообразии Хп называется диф­
ференцируемое отображение у : 1-*-Хп ранга 1 в каж­
дой точке

Дифференцирование по параметру £ будем обозна­
чать точкой. Дифференциал ¿у этого отображения 
переводит вектор сИ, касательный к / в точке I, в век­
тор ¿ у —

Вектор у(1) называется касательным вектором к 
кривой у в точке у({). Если и  — координатная окре­
стность на многообразии Хп, то пересечение у(1)(]и  
можно задать уравнениями х ‘= х 1^ ).  При этом 
у Ц )— х 1д1. Если кривая у задана, то функции х‘ =  
— известны и можно рассмотреть систему диф-

йх^ференциальных уравнений ------ =£*(/). Решение этой
Iи

системы определит в Хп семейство интегральных кри­
вых так, что через каждую точку некоторой области 
в а Х п  проходит в точности одна кривая этого семей­
ства (у — одна из этих кривых). Касательные векто­
ры к кривым семейства определяют некоторое вектор­
ное поле X на многообразии Хп (точнее, в области
б ). Таким образом, на Х„ существует векторное по­
ле X такое, что Х ^ )— уО).

Для поля У е Ь 1 получим («вдоль кривой 7») се­
мейство векторов УТ(/) =  У (^ . Следовательно, для век­
торного поля V хУ определено вдоль кривой у семей­
ство векторов (У х У )Т(<). Семейство векторов У({) 
называется параллельным вдоль кривой у, если 
(^ х У )Т(о =  0 для всех ¿е/. При этом говорят, что 
вектор У ( 0  получен из вектора У(70) параллельным 
переносом вдоль кривой у. Если обозначить 
(и значит, £ } = х 1), У =т)/д/, то получим

ух Г =  (^ 7 1 *  +  Г ^ К -

Так как (ух К)т«) =  0, то 

Отсюда



Таким образом, чтобы семейство векторов У{*)“ *
было параллельным вдоль кривой т_(0.

необходимо и достаточно, чтобы координаты (/) 
вектора У(/) удовлетворяли системе дифференциаль­
ных уравнений (1).  При этом следует иметь в виду, 
что в этой системе Г м1/ = Г /г1/ (х ‘ (^ ) ,. . . ,х " ^ ) )  —  из­
вестные функции переменной t (функции х ‘(^) извест­
ны, так как кривая у задана). Заметим, что в урав­
нениях (1) участвуют только значения полей X и У 
на кривой -у. Следовательно, условие параллельности 
(У хУ )т(* )= 0  не зависим от значения полей Х а  У вне 
кривой у. '

Возьмем какой-либо вектор 7\(/0). Как
известно из теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений, система (1) имеет, и притом единственное,
решение г\к такое, что14т$_/0=1]о. Значит, существует 
единственное семейство векторов У(/), параллельное 
вдоль кривой -у( 0  и такое, что У(^о) =  Уо.

Пусть Z [t) — другое семейство векторов, парал­
лельное вдоль "у(0> причем ¿ ( ¿ 0) =  Z Q— ’йдk ^ .T Чtll)' 
Вектор ^о =  аУо+р2о, (а, р е Р )  определяет семей­
ство векторов Щ <). параллельное вдоль у(Ь). Так 
как уравнения системы (1) однородны, то №7(*) =
= в у ( 0 + р г ( 0 .

Отсюда следует, что линейная зависимость (или 
независимость) векторов в «начальной» точке ^(/о)^ 
е Л л  сохраняется (и притом с теми ж е коэффициен­
тами а, р,... в случае линейной зависимости) и для 
соответствующих семейств векторов, параллельных 
вдоль у У ).

Пусть ^ (/ о ) , . . . , Хп^о) — базис векторного про­
странства ТТ(<0). Эти векторы определяют п семейств 
Х ,( 0 ,  параллельных вдоль кривой у (0> и в точке 
у {и )  получим базис ^ (¿ О ,.. .  ,Х п(и )  векторного про­
странства Вектор Х (и )  =аУГг(£о)> опре­
деляет семейство векторов Х ^ ) =  а1Х1^ ) ,  параллель­
ное вдоль 7 ( 0 ,  и при 1 = и  получим Х ( и ) = п ‘Х1(и ).

Следовательно, параллелизм векторов вдоль кри­
вой у (0 индуцирует изоморфизм т : 7т(/0) —<> по 
закону т(Х(/о) ) = Х  (£1).

Кривая у называется геодезической, если семей­
ство касательных векторов у ^ )  параллельно вдоль у-



Положив в уравнениях (1) г\к= х к, получим уравне­
ния геодезических в пространстве Ьп:

* ! £ 1 + Г» *£!_ (2)
м  а ' 1 М <Н

Это система п дифференциальных уравнений вто­
рого порядка с п неизвестными функциями Как 
известно из теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений, такая система имеет единственное реше­
ние, удовлетворяющее начальным условиям

■Х*У)\Ы1Л= Х 0, ■ /  =£о .М |/=/„

Таким образом, если, задать точку Хо^Ьп и вектор 

ТХо, то через точку х 0 в некоторой ок­

рестности этой точки проходит единственная геодези­
ческая, которая в точке х 0 имеет своим касательным 
вектором вектор Хо.

Заметим, что на геодезической линии допустима 
линейная замена параметра: т = а ^ + Ь  (а, Ь = с о г ^  
а Ф 0 ), так как при такой замене уравнения (2) со­
храняют свой вид.

Пусть Ли, Хг,...,Х п  — базис векторных полей в ко­
ординатной окрестности 11аЬп. Возьмем X, У & 0 '(^ )  
и найдем координаты в репере (X¡) (см. § 22). 
Имеем Х = % ‘Х1, У = г]/Х/. Далее, находим У * У =  
=  ( V хц к)Х к, где '&Х'Г],г= Х ( ц ,1)-\-у,1ц1‘г\1 — координа­
ты вектора У *У  в репере (Хк) х.

Пусть X 1= 0.1̂ /  — разложение Х{ в естественном 
репере (д/). Тогда Х = № = | 'а ^ / = 5 /̂ /, где 1'== 
=  а ,/£*.

В корепере (йх1),  взаимном реперу (<?*), имеем 

(й х к) (X ) = (с1хь) {Уд,) =  У (йхк) (д])= Й ?

Отсюда ^ ^ а ^ Л х 1 (X ), т. е. £г= со г(Х ), где (со1) — ко­
репер, взаимный реперу (Х/). Находим

X  (71*)= У д ^ * = д,гр {й х ! ) (X ) =  (аГт)*) (X ) .

Далее,



Ч х Ъ = № * )  (X )+*>) (X )  т) / .
Обычно в этой записи не указывают поля X, от­

носительно которого берется ковариантная производ­
ная поля У, и записывают эту формулу так: У т]*=
==С?Г]*-|-С0/*Т]Л

Теперь можно определить ковариантную произ­
водную V хТ  произвольного тензорного поля Т  отно­
сительно векторного поля X.

Пусть со— поле ковектора, т. е. 1-форма, и 7 =  
какая-либо интегральная кривая векторного 

поля X. Для 1-формы со существует семейство ковек- 
торов <от(*) вдоль кривой у.

Говорят, что семейство ковекторов параллельно  
вдоль у, если для любого семейства векторов У (Л , 
параллельного вдоль у, функция / = ©  (У )т«) посто­
янна. ^

Если У = г\}Х/, со=а/со< (обозначения те же, что 
и выше), то со(У)=огг]/. Находим

(3)
Так как семейство У(£) параллельно вдоль у. то 

аг]‘ +  со/‘т]/=0 . Отсюда ¿т]*=со^ц1 и формула (3) при­
мет вид (с1ак— соА'а,)г]й= 0 ;  так как х\к можно считать 
произвольными, то ¿я*—со/Иа;=0. Это условие парал­
лельности семейства ковекторов соТ(#) вдоль кривой 
у  У). Поле ковектора с координатами У а * — г/а*— 
—©¿‘а,- называют ковариантной производной  поля ко­
вектора со относительно векторного поля X  и обозна­
чают У*со.

Пусть в Ьп дано тензорное поле Т типа (г, э) (его 
координаты имеют г верхних индексов и 5  нижних) и
V какая-либо интегральная кривая векторного по­
ля X.

Говорят, что семейство тензоров Т ^ )  параллельно 
вдоль у, если для любых г  семейств ковекторов 0*Т(о 
и любых 5 семейств векторов Уь(0> параллельных 
вдоль у, функция /=7(0>,.. . ,ег; У,......У*)т(0 посто­
янна.

Отсюда легко найти выражение для ковариантной 
производной У хТ , пользуясь такими ж е рассуждения­
ми, что и выше. Так, для тензора Т типц (0; 2) с ко­
ординатами ац получим, что^7хТ есть тензор V Щ]= 
— йац—ащац11—а/*со/*. Д ля тензора Т  типа (1; 2) с



координатами а1 ¡к найдем, что УхГ есть тензор
У а ;/ * = ^ а ‘/*+а'/АШ<‘— —а‘/<со‘*.

Аналогично можно выписать и координаты кова- 
риантной производной V хТ  тензора Т любой другой 
валентности. При этом если в некоторой точке х ^ Ь п 
имеем Х 1 х = 0 , то полагаем (У х Т )х= 0  [23].

Д л я  функции (тензор валентности нуль) счи­
таем У х / = Х ( / ) .  Таким образом, оператор V* сохра­
няет тип тензоров.

§ 24. РА ЗВЕРТК А  КРИВОЙ у  ИЗ В АФФИННОЕ 
ПРОСТРАНСТВО А п

В пространстве Ьп зададим гладкую кривую у- 
В § 23 было отмечено, что на 1 п существует вектор­
ное поле X  такое, что Х&)— у ( 0 ‘ Пусть (Х{) — базис 
векторных полей в координатной окрестности и а Ь п, 
а (со1) — взаимный ему базис ковекторных полей. Ес­
ли Х = 1 ‘Х и  то ¥ = а 1{Х) и у*ц& = ецл(Х ).

В аффинном пространстве А п с фиксированным ре­
пером Яо —  (О, в1, е2, ... ,е п) рассмотрим систему урав­
нений

йу—^ац с1а1=щак, ( 1)
где (о 1= ы 1(Х ), щ к= -т к (Х ). Здесь неизвестными яв­
ляются векторные функции у{Ь) и а ^ )  скалярного 
аргумента £. Если перейти к координатам этих век­
торных функций, то получим систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений.

К ак  известно из теории дифференциальных урав­
нений, решение такой системы однозначно определя­
ется заданием начальных значений неизвестных:

У\1-и = У ч ,  «/!<-<„=(Л/)о. ПРИ этом если начальные зна­
чения (а,) о выбраны линейно независимыми, то при 
любом I (при котором определено решение) векторы 
а г( 0  линейно независимы. Пусть это выполнено.

Точка у  такая, что Оу=^уЦ),  опишет в простран­
стве А п некоторую кривую \о- В каждой точке */(г)е= 
&уо определен аффинный репер Я (0  =  [у  (0  > 1̂ (0  »•••» 
а „ ( 0 ) .  Следовательно, в пространстве А п получим 
однопараметрическое семейство реперов Я(0> задан­
ных вдоль кривой уо-



Пусть f — какое-либо аффинное преобразование 
пространства А п. Это преобразование порождается 
некоторым линейным преобразованием А  пространст­
ва переносов V и некоторым вектором переноса а. 
Если f ( y ) = z ,  то

z = A y - \ - a ,  (2)
«•# -►

и так как а<еУ, то каждый вектор а,- перейдет в век­
тор

b i= A&i. (3)

Заметим, что линейный оператор А и вектор а не за ­
висят от t. Поэтому из формул (2) и (3) находим 
d z — Ady, dbi— Adai, или, учитывая систему (1), d z =  
= о ÿbi, db j= ® jkbk-

Следовательно, система векторов z, bi такж е яв­
ляется решением системы дифференциальных уравне­
ний (1). Отсюда заключаем, что кривая уо и семей­
ство реперов R (t)  вдоль нее определены лишь с точ­
ностью до аффинного преобразования пространства 
А п. Этого вполне достаточно, так как в геометрии 
пространства А п изучаются лишь те свойства фигур, 
которые сохраняются при любых аффинных преобра­
зованиях этого пространства.

Таким образом, каждая точка x = x ( t)Œ .у  отобра­
жается в точку y = y ( t ) Œ y о. Семейству векторов 
Y ( t ) = ^ X i ,  заданному вдоль кривой у, соответствует 
семейство векторов v — y\lai вдоль кривой уо с теми 
же координатами г\1 относительно репера R ( t) .

Говорят, что кривая  уо получена развертыванием  
кривой у из Ьп в аффинное пространство А п. Находим

d v  =  (V4k)a k.

Если семейство векторов Y (t)  параллельно вдоль 
у, то Vr)ft =  0, но тогда и dv —  0, т. е. вектор v не из­
меняется при смещении точки у  вдоль кривой уо- При 
этом можно сказать, что семейство векторов v ( t ) 
параллельно в обычном смысле вдоль кривой уо, т. е. 
в смысле геометрии пространства А п.

Касательному вектору у ( 0  к кривой у  соот­
ветствует вектор ш'а,-, т. е. вектор dy, касательный 
к кривой уо- По определению, у  — геодезическая, если
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семейство касательных векторов ^"(0 параллельно 
вдоль Тогда в силу сказанного выше вектор йу  не 
изменяется при смещении точки у  вдоль уо. Следова­
тельно, й у — с, т. е. не зависит от t. Отсюда у= Ы -\-  
+ С 1 и, значит, 70 — часть прямой. Итак, геодезиче­
скими в Ьп являются такие линии, развертки кото­
рых в аффинное пространство лежат на прямых.

З а м е ч а н и е .  Пусть Х п — дифференцируемое мно­
гообразие. Направлением  в точке х ^ Х п называется 
одномерное векторное подпространство каса­
тельного пространства Тх. Значит, если на многооб­
разии Х п задано 1-распределение Дь то его значение 
в точке х ^ Х „  и есть направление в этой точке.

Если задана кривая у на многообразии Х„, то 
можно говорить о семействе направлений Ах (л: (^)) 
вдоль кривой у. Говорят, что это семейство направ­
лений параллельно вдоль у, если существует парал­
лельное вдоль этой кривой семейство векторов У(£), 
порождающее данное семейство направлений. Это 
значит, что У(¿ )^ А \ ( х ^ ) ) для любого  ̂ из проме­
ж утка I  определения кривой у.

Семейство направлений А] (*(*)) вдоль у можно 
задать семейством векторов Щ )  = ЪХг. Если семейст­
во векторов^ У(0 =  порождает это же семейство 
направлений, то |*  =  ат|*, где а = а (1 ) .  Тогда находим

V?*= (¿/а) ц* -}- а щ к.

Следовательно, (сИп а)|*+аУ т]* .
Так как, по условию, семейство векторов У(£) па­

раллельно вдоль у, то \ 7т1 * = 0  и У |* = (й И п  а)|* .
Обратно: пусть для семейства векторов 2 ( ^ = 1 %  

вдоль кривой у имеем У £ * = 0 |*. Здесь 1-форма 0 за ­
висит только от одного дифференциала М  (и в коэф­
фициенте не содержит других независимых перемен­
ных). Значит, £ 0 = 0 , т. е. 0 — полный дифференци­
ал (рассмотрение локальное).

Рассмотрим семейство векторов У (0 = А 2 (£ ), Л =  
= Л (£ ) . Если У = г\1Х{, то ц к— к \к. Отсюда находим

Щ *= ((1к-\-М )\к.

Если в качестве функции к взять решение диффе­
ренциального уравнения (¡к-\-И.0 =  0, то получим 
Уг]* =  0  и семейство векторов У(£) будет параллель­
ным вдоль кривой у.



Таким образом, семейство направлений 
параллельно вдоль кривой у ( 0  в пространстве Ь п 
тогда и только тогда, когда для какого-либо семейст­
ва векторов У”(^), порождающих это семейство н а­
правлений, выполняется соотношение (V  хУ)Т(о =
= 0 У ( /) ,  где X  1к о = у ( 0 -

§ 25. ПРОСТРАНСТВО Ьп С НУЛЕВЫМ  ПОЛЕМ 
ТЕНЗОРА КРИВИЗНЫ

Поставим задачу найти условие, при котором про­
странство Ьп обладает абсолютным параллелизмом 
векторов, т. е. для любых двух точек х\, Х2^ Ь п изо­
морфизм х\Тхг*~ТЖ1 (см. § 23) не зависит от кривой 
у, соединяющей на Ьп точки х\, Х2. Значит, система 
уравнений

(11\1 -( -0 )^  =  0, (1)

определяющая семейство векторов У(0> параллель­
ное вдоль у, должна иметь решение при любых V  и 
любой кривой у. Следовательно, система (1) долж на 
быть вполне интегрируемой.

Поэтому внешние дифференциалы левых частей 
уравнений (1) должны обращаться в нуль вследствие 
самих же уравнений (1).

Находим йг]1 А ^ 1 {-\-Ц,В(о1‘= 0 .  Используя уравне­
ния (1) и уравнения структуры пространства Ь п, по­
лучим т1/#'/«а>*Лмг= 0 ;  так как 'П/ произвольны, то 
Я1!к«йк/ \ сог= 0 .  Приведем подобные члены:

0 ( / < « ;
получим Я1!ы—Я1цк=Ъ, откуда 2Яг/*г= 0 .  Отсюда 
%11к1= 0 ,  т. е. Ьп— пространство с нулевым полем тен­
зора кривизны.

Обратно: если /?г/* г= 0, то система (1) вполне ин­
тегрируема и для любых точек х\, х ^ Х п  изоморфизм 
Х'.ТХГ+ТХ2 не зависит от выбора кривой V. соединяю­
щей точки *1 и Хг. Итак, доказана следующая тео­
рема.

Теорема. Д ля  того чтобы пространство Ь„ облада­
ло абсолютным параллелизмом векторов, необходи­
мо и достаточно, чтобы его поле тензора кривизны  
было нулевым,



* '• '........ ln z

Поливектор е1А.„ 1п валентности п называется 
п-вектором. Его существенной координатой называ­
ется координата ё — в\ 2 ... „. Следовательно,

О , если среди чисел i u / 2,...
i n есть равные;

^  если среди„чисел i u  i 3 ^ 

i n равных нет.

Пусть (X i) — базис векторных полей в некоторой 
области G czLn°. Возьмем произвольную точку x ^ G  
и п линейно независимых векторов Y ^)\х =-ц{к)Х¡\х и 
составим свертку:

v = se u . . j X i y  -V-f)“ ® det ^*>1- 0 )
Через точку л: проведем в пространстве Ьп° про­

извольную гладкую кривую у (0 -  Каждый из векто­
ров Y(k) определит семейство векторов Yw (t), парал­
лельное вдоль кривой y ( t) .  При этом вдоль указан­
ной кривой выражение V является функцией от t.

Если функция V остается постоянной для любых 
векторов V (k)\x (линейно независимых) и любой кри­
вой y ( t) , то пространство Ь„° линейной связности без 
кручения называется пространством эквиаффинной 
связности (а соответствующая связность — V -экви­
аффинной связностью). При этом число |У | называ­
ется объемом п-мерного параллелепипеда, построен­
ного на векторах У(&)> а л-вектор называется 
основным п-вектором.

Из определения следует, что семейство «-векторов 
6t1...in (i) параллельно вдоль y (t) . Следовательно,
V^/1I.../n =  0, т. е.

Отсюда, учитывая, что отличен от нуля
только тогда, когда все индексы различны, находим

d e = е х — ш2 —(— • - - —|— uj/i),
или d ln e  =  wa“ (суммирование по а = 1 ,  2 ,.. . ,« ) . Зна­
чит, сумма ш«“ есть полный дифференциал.
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Обратно: пусть V  — линейная связность без кру­
чения и такая, что сумма <оав есть полный дифферен­
циал: ша“=Ж р, < ре/\ Найдем функцию ё из условия 
dlné=úí<p. Значит, е = с е ф (c = c o n s t, е — основание 
натуральных логарифмов). Функция ё определяет на 
пространстве Ln° поле я-вектора с существен­
ной координатой е ц ... п— ё. Проведенные выше вы ­
кладки показывают, что относительно поля этого 
л-вектора связность V  является эквиаффинной.

Итак, связность V  без кручения является эквиаф ­
финной тогда и только тогда, когда сумма соаа (т. е. 
след формы связности со =  Нсоу'П̂ ) есть полный диффе­
ренциал.

Этому условию можно придать другой вид. В си­
лу уравнений структуры имеем

ZK =  “аДЦ +  -1  R lke Ш*Д<Л (2)

Нетрудно заметить, что о)врЛ(Ова = 0  (сумма по а , 6 =  
=  1 ,2 , . . . ,л).

В самом деле, для каждого слагаемого «>ЙД<»Й 
(ао и Ро фиксированы) в этой сумме найдется другое 
слагаемое: Эти слагаемые взаимно уничто­
жаются. Равенство (2) принимает вид

/ \u f .  (3)

Если и«“ — полный дифференциал, то Dcoa“= 0  и из 
формулы (2) найдем (учитывая косую симметрию 
тензора кривизны по двум последним нижним индек­
сам)

R m —О (суммирование по а). (4)
Обратно: из (4) в силу (3) получим D(oaa— 0 и, 

значит, coa“ — полный дифференциал (рассмотрение 
локальное).

Итак, эквиаффинная связность характеризуется 
тем свойством, что ее кручение равно нулю, а тензор 
кривизны Rjki удовлетворяет условию R m — 0.

Для пространства L„° имеем уравнения структуры

Diol=w*/\u)¿t (5)

D<oJ=u>*/\«o» +  - y  (6)



Дифференцируя внешним образом уравнение (5), на­
ходим

О-

Приведя подобные члены, получим /?{*«] = 0 .  Учи­
тывая косую симметрию тензора кривизны по двум 
последним нижним индексам, имеем

(7)

Такому условию удовлетворяет тензор кривизны 
пространства Ь п°. Оно носит название тождеств Би- 
анки  1-го рода. Из (7) следует

(8)
Тензор называют тензором Риччи ли­

нейной связности V  (не обязательно без кручения).
Произведя в равенстве (8) свертку по индексам /

И &, получим Я *к-=
В силу (4) заключаем, что эквиаффинная связ­

ность характеризуется тем, что ее кручение равно ну­
лю, а ее тензор Риччи симметричен: Р 3г= Р гз  [17].

§ 27. СВЯЗНОСТЬ В ЕЙ Л Я

Пространство Ь„° линейной связности без круче­
ния называется пространством с угловой метрикой, 
если во всех касательных пространствах Тх ( х ^ 1 п°) 
задан поляритет направлений, который сохраняется 
при параллельном перенесении направлений.

Этот поляритет можно задать с помощью поля 
симметрического дважды ковариантного тензора Цц, 
причем координаты его достаточно знать лишь с точ­
ностью до общего множителя (отличного от нуля).

Поляритет направлений Д /, Д /', порождаемых 
векторами У|ж= г ) /Х/, выражается услови­
ем

ё ц \ Ч = 0. (1)
Это условие должно сохраняться при параллель­

ном переносе направлений, т. е. когда У | ' = а | г,
=  РлЛ

Дифференцируя тождество (1), находим
< Л ё ц )\Ч = 0, (2)



Значит, тензор Vgi/ определяет тот же поляритет,
что и gij, поэтому

V gij^Q gu-  (3)
Здесь 0 — некоторая 1-форма. Условие (3) харак­

теризует пространство с угловой метрикой. Тензор gij 
(заданный с точностью до общего множителя его ко­
ординат) называется основным тензором этого про­
странства, а ковектор 0 — дополнительным ковекто- 
ром [13].

Нормируя основной тензор ¿ n = X 2g a ( X ^ F ) , по­
лучим

Vgij =  4 i i $ = ® - \ - ^ d 1п )̂-
Итак, при умножении основного тензора gu  на Я2 

дополнительный ковектор преобразуется по закону
(4).

Пусть теперь даны два направления A i'(x ), 
А2" ( х ) а Т х, порождаемых векторами Х\ *=£% •, Y ix—  
=г\>Х/. Угол ф между направлениями можно опреде­
лить по формуле

cos Л  = _____ Sl' i 4  (5)

где c = c o n s t  («масштабная константа» по А. П. Нор- 
дену [17]). При этом мы предполагаем, конечно, что
giiVV¥= 0. gimW ^O-

Так как поляритет относительно тензора gu  со­
храняется при параллельном переносе направлений, 
то сохраняется и угол между двумя направлениями, 
переносящимися параллельно (это же можно прове­
рить и непосредственным вычислением, используя 
формулу (5 )). ж

Если основной поляритет невырожденный (det 
Hg^ll^O ), то такое пространство с угловой метрикой 
называется пространством В ейля  или Wn, его связ­
ность V  — связностью Вейля, а его геометрия — гео­
метрией Вейля.

Имеем V g a = 6 g i/  (причем d e t a i l  =7^0), т. е.

+ £ * / « ? =  d g u  -  bgt!. (6)
В естественном корепере \d x f) находим

*H=T*Hd x \  d g lJ= d tg l}d x t, b— v td x l,



ё  1кТЬ + Я у Г Й = д& 1} — ю&1}. (7)
Аналогично,

=  —  (8)

ё1ьти -\-еы т*]=д&}1- ъ £ }1. (9)

Сложим почленно (7) и (8) и вычтем (9); тогда, учи­
тывая симметрию gi| и то, что связность без кручения 
(Г*Р1?= Г % ,)»  получим

Т*‘= -у  ё м + д,Еи -  д&„) -

“ у  (Ю)

§ 28. ПРОСТРАНСТВО РИМАНА

В классическом понимании римановым простран­
ством У„ называется эквиаффинное пространство 
Вейля [17].

Из этого определения следует, что все сказанное 
выше о пространстве £„° и, в частности, о вейлевом 
пространстве имеет место и для пространства Рима- 
на. Однако эквиаффинность приводит здесь ко мно­
гим новым свойствам.

Дифференцируя внешним образом уравнения (6) 
§ 6, используя исходное уравнение и уравнения струк­
туры пространства Ь п°, находим

— Х— (# « /? /« + £ /* /? /« ) ®г/\<а*=0.

Умножая обе части этого равенства на цЧ и свер­
тывая по индектам г и /, получим

/г£)0-1-/?а%,а>7\и>*=О. (1)
Так как связность эквиаффинная, то /?,‘„ = 0 н ,  зна­
чит, £)0 =  О, а потому 1-форма 0 — полный дифферен­
циал. л

Обратно: если 0 0 = 0 ,  то из (1) следует Я “г* = 0 , 
т. е. связность эквиаффинная, а так как она, по ус­
ловию, вейлева, то мы имеем риманово пространство. 

Итак, чтобы пространство было римановым,



необходимо и достаточно, чтобы 1-форма 0, опреде­
ляющая поле его дополнительного ковектора, была  
полным дифференциалом.

Как известно, при перенормировании основного 
тензора пространства №п его дополнительный ковек- 
тор меняется по закону 0 =  0+2сИпА. Если явля­
ется римановым пространством Уп, то 1)0 =  0 и, зна­
чит, 0=б/ф  (рассмотрение локальное). Возьмем нор­
мирующий множитель X2 так, чтобы 2с11п Я-)-с?ф =  0, 
т. е. Я,2 =  се-4’, где с= согЫ . Тогда 0 =  0.

Значит, в римановом пространстве Уп основной 
тензор можно нормировать так, что дополнительный 
ковектор будет равен нулю  (такое нормирование оп­
ределяется с точностью до постоянного множителя с). 
Обычно, говоря о римановом пространстве, предпола­
гают, что такая нормировка основного тензора уж е 
проведена.

При этом уравнение (3) и формулы (10) § 6 при­
нимают вид

Выражение, стоящее в правой части формулы (3), 
называется скобкой Кристоффеля тензора ¿ц  и обоз­
начается так: {Л/г}.

Значит, коэффициенты, связности в Уп в естествен­
ном репере (д,) равны скобкам Кристоффеля основ­
ного тензора: Г * ,/=  {*»/}. Отсюда заключаем, что 
связность риманова пространства полностью опреде­
ляется заданием поля его основного тензора дц.

Пусть ¿ 4 — тензор, взаимный основному: gtigii=  
= б г ;. Дифференцируя это тождество, находим V g li =

Основной тензор пространства Уп удобно ис­
пользовать для перебрасывания индексов. Так, из 
тензора получаем тензор

Заметим при этом, что для индексов координат 
тензоров в Уп мы применяем единую нумерацию. Н а­
пример, у координаты ¿5./ первым показан верхний 
индекс 5 (тогда первое место внизу помечено точкой). 
В формуле (4) левая часть получена так: индекс 5

(2)

(3)

0.

¿и—



мы опустили с помощью тензора g¡s на свободное 
первое место.

Можно проверить, что справедливы следующие 
правила ковариантного дифференцирования тензор­
ных полей ( Т , Ф —-тензорные поля, K ^ F ( X n) ) :  
10) у ( 7 ± ф ) = у 7 ’± у ф ;  2°) V (X T )= d X T + X V T ;  
3°) У (Т Ф ) =  (Ч Т)Ф -{-Т(Ч Ф ). Из формулы (4) по 
правилу 3° находим V  (giSts- i)= g is '^ ts.¡, т. е. опера­
ция перебрасывания индексов с помощью основного 
тензора в Vn перестановочна с операцией ковариант­
ного дифференцирования.

В точке x ^ V n возьмем два вектора: X¡ x = % lXi,  
Y [x— r\¡X¡. Скалярным произведением этих векторов 
называется их свертка с основным тензором: <Х,

Используя формулу (2), легко проверить, что ска­
лярное произведение сохраняется при параллельном 
переносе векторов: ¿ (g í/^ V ) — 0.

В римановом пространстве Vn рассмотрим ге-век-
торе/,.../ с существенной координатойe12,..n— e = V ^ g ,  
где g = d e t ||g ,7 l| — так называемый дискриминант ос­
новного тензора, а е = :± 1  выбрано так, чтобы под­
коренное выражение было положительным.

Такой я-вектор в Vn называется дискриминантным 
тензором. Объем параллелепипеда, построенного на 
векторах Y(k)\x=r\\k)X¡, определяется формулой

V = e d e t  |h(i)||=V' e clet i|(K(r), Y {s)) J ,

т. e. выражается через скалярные произведения (фор­
мула Грама для пространства Vn).

Отсюда следует, что объем параллелепипеда, по­
строенного на векторах х, сохраняется при парал­
лельном переносе этих векторов (это и означает эк­
виаффинность пространства Vn). Следовательно, дис­
криминантный тензор в Vn есть его основной га-век- 
тор и потому удовлетворяет условию V£i,.../„ =  0.

Из сказанного выше следует, что риманово про­
странство Vn можно определить как такое гладкое мно­
гообразие Х п, на котором задано поле дважды кова­
риантного симметрического невырожденного тензора 

gi¡-Д ля риманова пространства Vn касательное в точ­
ке х  векторное пространство Тх становится евклидо­



вым векторным пространством, так  как теперь в Тх 
определено скалярное произведение векторов <У, 1'}х. 
Риманово пространство Уп называется собственно ри- 
мановым либо псевдоримановым  в зависимости от то­
го, являются ли его касательные пространства Тх 
собственно евклидовыми либо псевдоевклидовыми.

Нормой (или длиной) вектора У\х называется чис-
л ° У  (У , У ) Х'Пусть в Уп дана дуга для гладкой кри­
вой у У ), а ^ ^ р .  В точке х ( ^ ) е 7 (£) имеем каса­
тельный вектор ’'у ( /) е 7 ’*«) к кривой у СО- Пусть 
№ )* — репе{) в точке х  и (а)1)* — взаимный ему ко­
репер. Если у У ) = 1 ‘Х {, то, как известно, £‘= (о ‘(у/)) 
и норма вектора ^(^) равна где со* =
— ю * М 0 )-

По аналогии с евклидовым пространством, опреде­
лим дифференциал длины дуги у (()  формулой
ds2=gij())^(al.

Если репер (Хг) естественный: X ,=<?,-, то ык= й х к 
и тогда ds2= g ijd x idx!'. Здесь правая часть — диффе­
ренциальная квадратичная форма, причем инвариант­
ная, так как получена в результате полного свертыва­
ния тензора gц  с дважды взятым тензором йх1. Эту 
форму называют метрической формой (или линейным  
элементом) пространства Уп. Пусть дуга у (¿) задана 
параметрическими уравнениями х 1— х 1{1:), а г ^ г ^ р .  
Длиной дуги у  (¿) называется интеграл от дифферен­
циала длины дуги:

Р ии-  ""—¡м г.я _______
5 =  1 У ^ цЛх ^ Х 1 =  \  У  g ljX^Xi сН =  1(у).

а а
В собственно римановом пространстве дифферен­

циал с/я всегда вещественный. В псевдоримановом 
пространстве имеются кривые трех видов: 1) вещест­
венные (¿/в — вещественный); 2) мнимые (¿5 — чисто 
мнимый); 3) изотропные (¿ 5 = 0 ) .

Евклидово пространство Е п обладает полем мет­
рического тензора £г/=е,е/, где ек — координатные 
векторы какого-либо репера # = ( 0 ,  еи е2, ... ,е п) —  в 
Еп (не обязательно ортонормированного).

Значит, евклидово пространство есть частный слу­
чай риманова пространства.

Но в_^аффинной системе координат в Е п имеем 
&<7 =б<"е/ =  соп&1:, тогда как в произвольном римано-



вом пространстве Vn не существует «прямолинейных»
координатных систем.

Если для каждой точки x ^ V n существует коорди­
натная окрестность Ux, в которой можно выбрать та­
кую карту ф, что # 17= const в окрестности Ux, то про­
странство Vп называется локально евклидовым. К аж ­
дая такая окрестность геометрически устроена как 
некоторая окрестность в евклидовом Е п.

В дальнейшем под римановым пространством бу­
дем понимать только собственно риманово простран­
ство. Линейная связность на Ул, коэффициенты кото­
рой в естественном репере определяются формулами 
Г*»7 =  {*</}, называется римановой связностью [23] 
или связностью Леви-Чивита [5, 8].

Пусть Vп связно. Тогда каждые две точки х, у е  
можно соединить дугой. Определим отображе­

ние р: VnXW-»-R+ формулой р(х, y ) = m i l { y x,y) ,  
ух, » е Г , где Г — множество всех гладких дуг, соеди­
няющих точки х, у. Можно доказать, что отображе­
ние р является метрикой на Vn, причем топология в 
Vn, определяемая этой метрикой, совпадает с исход­
ной топологией многообразия Vn [8].

Таким образом, риманово пространство Vn явля ­
ется метрическим.

Заметим, что в случае псевдориманова простран­
ства такое ж е отображение р не является метрикой, 
так как здесь возможно р(х, у) =  0, х ф у  (когда точ­
ки лежат на одной изотропной линии). Для римано- 
ва пространства Vn можно доказать следующую тео­
рему: если х, yz= Vп, l[yx,v) = p ( x ,  у ) ,  то ух,у — дуга 
геодезической [23].

Следовательно, геодезические линии в Vn можно 
рассматривать как аналог прямых в Е п-

З а м е ч а н и е  1. В геометрии нередко используют 
понятие пути (более общее, чем понятие кривой). 
Пусть Е  — топологическое пространство. Параметри­
зованным путем называют непрерывное отображение 
f '.l-^Е , где /  — любой промежуток в R. Тогда всякую 
параметризованную кривую y (i)  в Х п можно считать 
частным случаем параметризованного пути (когда/ — 
локальный гомеоморфизм). Обратное неверно. Н а­
пример, постоянный путь / ( i ) = c o n s t  имеет своим об­
разом лишь одну точку и не определяет кривой. Дру­
гой пример дают «кривые» Пеано: множество точек 
на плоскости, заполняющих квадрат и определяемых



параметрическими уравнениями * = * ( < ) ,  «/=«/(<), где 
правые части непрерывны на сегменте [О, 1]. «Кри­
вая» Пеано есть параметризованный путь, но это не 
есть кривая, как ее понимают в геометрии.

З а м е ч а н и е  2. Пусть Уп и V / — римановы мно­
гообразия. Отображение ?:Уп-*-Уп называется изо­
метрией (или изометрическим отображением), если 
оно удовлетворяет двум условиям: а) f — диффеомор­
физм; б) f сохраняет метрику, т. е.

V * .  У е  Т х, у х ' е  У п’( Х ,  У ) =  < /* * ,  /*К > .

Отображение /  называется локальной изометрией, 
если у каждой точки существует такая откры­
тая окрестность и , что сужение f \u  является изомет­
рией многообразия и  на {(11).

Из определения следует, что если f — изометрия 
риманова многообразия на себя, то f сохраняет рас­
стояния, т. е. У х, у ^ У „  рЩ х), ?Ху ) ) = рХх , у ) . Мож­
но доказать [23], что верно и обратное: если отобра­
жение f риманова многообразия на себя сохраняет 
расстояния, то /  — изометрия.

Изометрия риманова пространства Уп на себя об­
разует группу — подгруппу в группе 0111 Уп всех диф­
феоморфизмов Уп на себя. Произвольное риманово 
пространство Уп не допускает изометрий, кроме тож­
дественной.

З а м е ч а н и е  3. Пусть Х п — гладкое многообра­
зие. Согласно теореме Уитни существует вложение 
}:Хгг+-Ек (где Е к — евклидово пространство 
+  1). При этом на Х п возникает риманова метрика, 
индуцированная метрикой пространства Е к. Таким 
образом, на каждом гладком многообразии сущест­
вует риманова метрика.

В 1956 г. Нэш доказал, что всякое риманово про­
странство Уп можно изометрически вложить в евкли­
дово пространство Ек [5]. Значит, класс всех рима- 
новых многообразий не шире класса римановых под­
многообразий евклидовых пространств (и, следова­
тельно, не шире класса гладких поверхностей евкли­
довых пространств).

З а м е ч а н и е  4. В [5] риманово многообразие 
определяется как гладкое многообразие Х п, на кото­
ром задано поле тензора типа (0; 2 ), удовлетворяю­
щего условиям: а) УХ, ^ \Х ,  У )= £ (У , X); 
б) Ух^вХп X/ хфО, § (Х , Х)1 *^>0, П ри этом линейная



связность V  на Х п называется римановой, если У д —  
= 0  (вдоль любого векторного поля Х е 1 ) 1). В общем 
случае такая  связность обладает кручением. Среди 
всех римановых связностей на римановом многообра­
зии одна не имеет кручения. Она и называется связ­
ностью Л еви — Чивита.

§ 29. Т Е Н З О Р  К РИ В И ЗН Ы  РИМАНОВА 
ПРОСТРАНСТВА. СКАЛЯРНЫЕ К Р И В И ЗН Ы

Рассмотрим так называемый ковариантный тензор 
кривизны:

^ ■ т = ён ^ 1-т-
Этот тензор обладает следующими тремя свойствами.

1°. ^ ¡ ы  —  Яки!, т. е. первую и вторую пару индек­
сов можно менять местами.

□ Так как  Уп является частным случаем прост­
ранства Ьп, то для него имеем

^ 4 = 0) /Д №й + - у  (1)

В естественном репере (<?*) имеем со*— с1х*, с о /=  
=  Т‘ц(1х* и из формулы (1) находим

( -у  Я /*1 -  1 +  Г?уГ/*) йх'/\с1х1 =  0.

Отсюда

Я 1Ш =  д ^ - д ^ + Т ^ - Т % Т 1к1.

Так выражаются координаты тензора кривизны в 
естественном репере в любом пространстве Ьп°. В слу­
чае риманова пространства далее находим

(2)
Имеем

&з (ё  Л ) —^Г а/^Ч -
Отсюда

ёы ^зГ» -  д д ыТ*„.
Так как

\  ё !Л (^ ёщ + ^ ёш  -  д& „),



то

ё ь Р и  — у  к] +  — дк£ц).

Далее, так как У £ Лг= 0 , то dg|tl=gki(¡>hk + ghh<otk. 
Отсюда д^=гАгГ*(,>,+£А*Гй«г. Теперь формула (2) 
принимает вид

) +

Отсюда прямо следует, что Я н ^ - Я з и , / .  ■
2°. /? а ^ г= —Яр>*<=— т. е. ковариантный тен­

зор кривизны пространства Уп кососимметричен как 
по индексам первой пары, так и по индексам второй 
пары.

□ В Уп, как и во всяком пространстве Ьп, имеем 
/?!/« =  — /?.;»• Умножая обе части этого равенства на 
ёы  и свертывая по индексу £, получим Я к}ы = — Янцк. 
Применив к этому равенству свойство 1°, найдем 
ЯыН)^1 Яшк}‘ И

3°. /¡ф = 0  — тождество Бианки
I  рода для ковариантного тензора кривизны.

□ Так как Уп есть частный случай пространства 
Ьп°, то

Свертывая с тензором Цм по индексу /, получим 
требуемое равенство. ■

Так как риманово пространство Уп есть частный 
случай пространства эквиаффинной связности, то его 
тензор Риччи симметричен: Я ц— Яц.

Функция Я = ё 1}Яц называется скалярной кривиз­
ной. Это инвариант, так как он получен путем полной 
свертки двух тензоров цЧ и Яц.

В точке х ^ У п  ( я ^ 2 )  возьмем два неколлинеар- 
ных вектора Х\х=% % , У,х =г\*Хц  пусть (X.) — ка­
кой-либо репер в точке х. Эти векторы определяют 
двумерное векторное подпространство Щ 0 касательно­
го пространства Тх. Число

~\~ёы (Г*/Г/4г-Г*4Г//).

К ш  4" 4" $ ф — о.

(3)



называют секционной кривизной или кривизной про­
странства Уп в точке х в двумерном направлении  П 20. 
В случае п = 2  имеем

^¿x1)2-{-2gu d x 1d x 2-\- g22 (¿л 2)2;

тензор Яцм  имеет одну существенную координату 
# 1212. Применяя формулу (3), получим

К  =  (£=(1е1 Ц^Ц). (4)

В общем случае Уп (п> 2)  множество всех геоде­
зических, проходящих через точку х ^ У п в направле­
нии векторов из П 2°, образуют двумерное подмного­
образие Уг (оно называется геодезическим в точке х ).

Гауссова кривизна У% в точке х  и вычисляется по 
формуле (3). Из этой формулы следует, что

<Л.1№ -  К  (ВяВл -  ёчёл,)) 0. (5)
Кривизна К  в точке х е У п в двумерном направле­

нии не зависит от выбора этого направления тогда и 
только тогда, когда в левой части формулы (5) стоит 
нуль-многочлен относительно ц к, т. е. когда

Я цЫ= к  (в)

Умножая равенство (6) на g hi и свертывая по ин­
дексу I, получим

Я * « = А Г (8 2 ^ -8 ? ^ * ) . (7)

В формуле (7) проведем свертку по индексам 
к я I:

Я]к =  К ngjk) 1
т. е.

R)Ь= { \  — ll)K g]k  ̂ (8)

У множая равенство (2) на и свертывая, полу­
чим

/? = « (1  — п )К -  (9)

Если в любой точке х кривизна К  в двумерном 
направлении не зависит от выбора этого направления, 
то кривизна К  является функцией точки, причем К  и 
скалярная кривизна Я связаны формулой (9).

Нам понадобится еще одно тождество, которому 
удовлетворяет тензор кривизны пространства Ьп°.



Как известно, уравнения структуры этого пространст­
ва имеют вид

ш*Дсо*; (Ю)

¿ Ц  =  (В* Д  (О* - у  Я 1т  Д ш 1. (11)

Если уравнения (11) продифференцировать внеш­
ним образом и использовать уравнения (10), то полу­
чим

7Яу*1Д »7\ш, =  0. (12)

Положим Я/*/,я1(0"'-Можно проверить, что функ­
ции $ ы ,т  образуют тензор типа (1.4). Теперь равен­
ство (12) примет вид

Я 11Ы,т'»т/\и>к/\ш 1 =  0.

Отсюда /? /[« ,„ ,]= О и, учитывая, что 
получим тождества

Н ) М , т - \ ~ Ц ] т Ь , 1 ==0г (13)
которые называются тождествами Бианки I I  рода. 

Свертывая в (13) по индексам I и пг, находим

Я.11ы ¿= % ць1~
Умножая это равенство на и свертывая, получим

$ ,1 = Я ,1  — ё * Я №
Но и потому * = # * ,* .

Равенство (14) примет вид

2/?/,/ =  /?,/. (15)

Уравнение (2) можно записать в виде Я 1л = {  1— 
—п) К$11 или, учитывая (9), в виде

(16)
п

Подставим (16) в (15):

2 г. Г,



Следовательно, если п > 2 , то /?,г=0  и, значит,
й Я = 0, а потому Я =  сопэ1. Тогда в силу равенства 
(9) /С=соп51:. Итак, доказана следующая теорема:

Теорема Шура. Если в каждой точке (« >
> 2 )  кривизна в двумерном направлении не зависит 
от выбора этого направления, то эта кривизна посто­
янна и во всем У„ (т. е. не зависит и от точки х).

Такое риманово пространство Уп называется про­
странством постоянной кривизны. Заметим, что в этом 
случае и скалярная кривизна ^  =  сопэ1 (см. форму­
лу (9 )).

Если К = с о п з 1 = 0 , то из формулы (7) следует, 
что /? .у м = 0 , т. е. Уп — пространство с нулевым полем 
тензора кривизны, а так как оно одновременно и Ьп°, 
то такое Уп является локально евклидовым простран­
ством (в частности, евклидовым).

З а м е ч а н и е .  Можно показать, что пространство 
У„ постоянной кривизны допускает группу изометрий, 
которая зависит от такого же числа п(п+  1)/2 пара­
метров, что и группа движений евклидова пространст­
ва Е п. Частными случаями римановых пространств 
постоянной кривизны являются (кроме евклидова) 
такж е сферическое, эллиптическое пространства и 
пространство Лобачевского.

Пусть (Яг)* — репер в точке и (%0х — орто-
нормированный репер в той же точке, причем Я к=

Относительно репера _(■&).£. метрический тензор 
имеет координаты £лг=  { Х ь, Х г) =  g ц\(Ь)\(1 ) = \ 1

(символ Кронекера).
Следовательно, и £*г= 6 * г. Согласно тензорному

закону преобразования координат, ' ^  =  £(*)£(/)£ >в 
данном случае g'í/ =  &(Л)S(f)&*̂  т. е.

о ? )
к

Кривизна в двумерном направлении Д (Хк, Х{)х равна 
=  (здесь учтено, что векторы

Хк, %1 — единичные и попарно ортогональные). Учи­
тывая (17), находим

2 * « = * , . / . < & > * * " •  (18) 
I



Но R¡)StëIr= —Rj^stg,т= —R rш . П оэтом у '
=  - / ? . ы = = - ^ .
Итак,

^  К к[= —/?,£[к)13(ь). (19)
I

Из (17) и (19) вытекает, что

к,1
т. е.

2 /^ * = - / ?- (20) 
к,1

Формула (20) выражает геометрический смысл 
скалярной кривизны: сумма 2  К Ь1 не зависит от вы-

*,/
бора ортонормированного репера {Х ^х и отличается 
только знаком от скалярной кривизны. Я пространст­
ва Уп в точке х.

Из формулы (19) следует, что если в точке 
взять орт Хк (& фиксировано), то независимо от вы­
бора остальных п— 1 векторов ортонормированного 
репера ( Х ^ х сумма п — 1 кривизн Кы (1 ф к )  в п — 1 
двумерных направлениях А (Л'*., Х [) окаж ется одной и 
той же (обозначим ее через М щ ):

(21)
Это так называемая кривизна Риччи в направле­

нии орта Х к. Из (19), (20), (21) следует, что

я = 2 ж <*>-к
Если Х = 1‘Х 1 — ненулевой неединичный вектор, то

____  в 1его орт X  имеет координаты 40 .
У В ,* '?

Найдем кривизну Риччи в направлении орта X: 
М = —Я«Ео V ,  т. е.

Ец М
Так вычисляется кривизна Риччи в направлении
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данного вектора X  (не обязательно единичного). 
Имеем

д М _____ 2 (Rij  — M g i j )
gkl ^

Следовательно, направления gf, дающие стацио­
нарное значение кривизны Риччи М, определяются из 
условия

0 (22)

и, значит, такие направления являются главными 
направлениями тензора Риччи. В общем случае су­
ществует п таких взаимно ортогональных направле­
ний (их называют направлениями Риччи).

Риманово пространство Vn, в каждой точке кото­
рого направления Риччи неопределенны, называется 
пространством Эйнштейна.

В этом случае ранг системы уравнений (22) дол­
жен быть равен нулю и поэтому R a — Mgij. Умножая 
это равенство на g ‘i и свертывая, получим R — nM.

Отсюда М =  — R и, значит, 
п

Я у = “  £ц- (23)

Таково строение тензора Рикки пространства Эйн­
штейна. Можно доказать, что для пространства Эйн­
штейна размерности я > 2 скалярная кривизна R —  
=  const ([27]). Если Vn —  пространство постоянной 
кривизны ( К =  const), то, согласно формуле (8), 
R u = (  1 — n)K gu, а согласно формуле (9), Я = я ( 1  —

— п )К , т. е. /С(1 — п ) =  ~  и, значит, Rij =  —  g tj•

И так, всякое пространство постоянной кривизны  
( К =  const) есть пространство Эйнштейна, причем его 
скалярная кривизна определяется формулой

^ с = я ( 1 — л )/е .

М ожно доказать, что если Уз (г а = 3 )— простран­
ство Эйнштейна, то оно является пространством по­
стоянной кривизны /C =const. Каждое Уг есть про­
странство Эйнштейна.



Использованное выше определение линейной связ­
ности на гладком многообразии как отображения
V : Б 1, удовлетворяющее указанным двум
аксиомам, было предложено Кошулем в 1951 г. (в ра­
боте, опубликованной в Трудах семинара Н. Бурбаки).

Однако развитие теории связностей началось в 
1917 г. с работы Т. Леви-Чивита о параллельном пере­
носе векторов в римановой геометрии. Большой вклад 
в теорию связностей внесли Г. Вейль, Э. Картан, 
И. А. Схоутен, В. В. Вагнер, А. П. Норден, П. К. Ра- 
шевский, Г. Ф. Лаптев и др.

К концу 30-х годов XX в. в математике сформиро­
валось понятие дифференцируемого многообразия, а 
в последующие годы — понятие расслоенного про­
странства. Все это позволило строить теорию связно­
стей на более общей основе. Первыми в этом направ­
лении были работы Эресмана и А. К артана, опубли­
кованные в 1950 г.

Напомним определение гладкого расслоения (см. 
гл. I). Пусть Р, X, У— дифференцируемые многооб­
разия. Многообразие Р  называется дифференцируе­
мым расслоением над базой X с типовым слоем  У, 
если существует дифференцируемое сюръективное ото­
бражение (проекция) я  : Р -уХ, удовлетворяющее сле­
дующему условию: для каждой точки Х о ^ Х  сущест­
вуют такая окрестность II и такой диффеоморфизм 
/г: л_1(£/)->-С/Х У, которые диффеоморфно отображают 
слой я -1 (х) на {х}ХУ (х е £ /) .

Диффеоморфизм /г называется картой расслоения. 
Расслоение Р  называется тривиальным, если сущест­
вует карта расслоения с 11=X  (тогда Р  диффеоморф­
но X X  У). В общем случае расслоение только локаль­
но тривиально.

Пусть Р  и X  — дифференцируемые многообразия и 
й  — группа Ли.

Многообразие Р  называется главным расслоенным  
многообразием с базой X и структурной группой  б  
(такое многообразие обозначают Р (Х , б ) ) ,  если вы­
полнены следующие три условия [16]:

1°. Группа б  действует на многообразии Р  справа 
и дифференцируемо: если г е Р ,  а е б ,  то г а = / ? а ( г ) е  
е Р ,  причем Ь  не имеет на Р  неподвижных точек 
(или, как говорят, действует на Р  свободно). Послед-



нее означает, что если г а = г ,  то а = е  (единица груп­
пы).

2°. Х — Р /в ,  причем каноническая проекция 
я  : есть дифференцируемое отображение (зна­
чит, я -1 ( я (г ) )  — орбита точки г е Р ) .

3°.  ̂ Р  локально тривиально. Следовательно, для 
любой точки х ^ Х  существует окрестность и  такая, 
что ее полный прообраз п~1(и )  изоморфен произведе­
нию £/ХС? в следующем смысле: отображение 
/г :я _1(£/)-»-£/Х<3 по закону к (г) —  (я (г ) , ф(г) ) есть 
диффеоморфизм, обладающий свойством т (го ) =  
= |ф (2 )  •а У а ^ в .

Таким образом, слой п~1(х) над точкой х ^ Х  диф- 
феоморфен структурной группе в .

Пример 1. Пусть даны группа Ли в  и дифференци­
руемое многообразие X. Определим действие груп­
пы в  на прямом произведении X X  О по закону 
(х, а ) Ь = ( х ,  аЪ). Тогда X X  <5 — тривиальное главное 
расслоенное многообразие.

Пусть Р(Х , б ) — некоторое главное расслоенное 
многообразие. Если V — открытое подмногообразие 
в X, то я " 1 ( У )— открытое подмногообразие в Р  (так 
как отображение я  дифференцируемо и, значит, не­
прерывно). Многообразие я -1 (У) можно рассматри­
вать как  главное расслоенное многообразие с базой
V и структурной группой в .

Пример 2. О д н о р о д н о е  п р о с т р а н с т в о  в/Н . 
Пусть б  — группа Ли и Я  — ее замкнутая подгруппа. 
Можно считать, что Я  действует на в  справа: если 

А е Я , то Получаем главное расслоенное
многообразие б (0 /Я , Я) над базой Х = С /Я  со струк­
турной группой Я. Заметим, что в этом примере (? яв­
ляется транзитивной группой преобразований базы 
С/Я. Таким образом, б /Я  есть однородное простран­
ство с фундаментальной группой Н.

Пример 3. Р а с с л о е н н о е  м н о г о о б р а з и е  
р е п е р о в .  Пусть X  — дифференцируемое многообра­
зие. Напомним, что репером Р х в точке х ^ Х  называ­
ется всякий базис (Хи Х 2,...,Х „), п = 6 \т Х ,  касатель­
ного векторного пространства Тх. Обозначим Р —
— {Я.х \х ^ .Х } .  Можно считать, что каждый элемент 
я ^ б / , ( п ,  Р )  действует на Р  справа по следующему 
закону: если а=||<МИ, то Я * а = ( а 1% ,...,а„ 'Х () — но­
вый репер в той же точке х.



Отображение п:Р -*-Х  по закону n (R x) = x  есть 
проекция Р  на X. В локальных координатах (je1, х 2, 
n i в окрестности Ü точки х<=Х каж дый репер
К Œn~l (U) можно записать так: R x=  (X i..... Х п),
X i= \ ikdk, ||g<ft|| — неособенная матрица. Возьмем в 
качестве локальных координат переменные х 1, 
Можно проверить, что тогда Р  становится дифферен­
цируемым многообразием, и притом главным рас­
слоенным многообразием с базой X  и структурной 
группой G = G L (n ,R ) .
и / v а£С\М0ДРИМ главное расслоенное многообразие 
■г(л, и ) . Обозначим через Т касательное векторное 
пространство к многообразию Р в точке zg=P, а через 
Т'г —  касательное пространство к слою в точке к.

Связностью (или инфинитезимальной связностью) 
в расслоении Р называется распределение Г, задан- 
виям1,3 ^  И УдовлетвоРяющее следующим трем усло-

^ ( г ) есть дополнительное подпространство к
■/ г  В 1 г»

2°. V a e G , V z œ P  подпространство T (za )  есть об­
раз подпространства Г (г) при отображении dR a: 
Y (z a )= d R a(T {z)).

3°. Г (г) дифференцируемо зависит от z.
Пусть Q — открытое подмножество в Р  и X œ  

eZ)>(Q). Согласно условию 1°, в каждой точке z œ Q 
имеем X , z= Y lz + Z ,z> где Y, г<=Т'г, Z , z<=T(z). Векто­
ры У| г определяют векторное поле Y, которое называ­
ют вертикальной составляющей поля X. Точно так же 
векторы Z\ г определяют поле Z — горизонтальную со­
ставляющую поля X. Условие 3° означает, что если 
поле X  гладкое, то и поле Z  — гладкое (а тогда и 
поле Y будет гладким).

Если связность Г задана, то Г (г) называют гори­
зонтальным подпространством в точке z. Векторное 
поле X œ D1(P) называют вертикальным, если Vz œ P  
■Х{г<=Т'г\ поле X  называют горизонтальным, если 
У г е Р  Х| ге Г ( г ) ,

Заметим, что проекция я  : Р-*-Х порождает инду­
цированное отображение п .г : Т ^ Т " л(г), где Г"я(г) — 
касательное пространство к базе X  в точке я  (г ) . М ож­
но доказать, что я*г отображает изоморфно Г (г) на
Т я(г).

Отсюда следует, что если задано векторное поле X  
на базе X, то существует, и притом единственное, го­



ризонтальное векторное поле К  на Р, которое накры­
вает поле X, т. е. п * Х = Х  (именно, Х — п ^ Х ) .  Поле 
X  называю т лифтом (или подъемом) поля X.

К ривая в многообразии Р  называется горизонталь­
ной, если она принадлежит распределению Г (т. е. все 
ее касательные векторы горизонтальны). Пусть на ба­
зе X  задана гладкая кривая у = у У )  ( ¿ ^ /) .

Лифтом кривой у  называют горизонтальную кри­
вую 7 = 7  (О такую, что V ¿ е /  я ( 7 (*)) = у ( 0 - 

Нетрудно заметить, что для любой точки г 0е  
е я _1(у (М )_  (¿о ^ /)  существует, и притом единствен­
ный, лифт у, проходящий через точку г 0. В самом де­
ле, как  мы знаем, в некоторой окрестности и  точки 
^(¿0) е Х  определено _векторное поле X  такое, что
А|Т(<) = у ( 0 . когда у ( 0 < = а

Значит, в окрестности ( 3 = я -1 (£/) точки го опреде­
лено векторное поле X — лифт поля X. Существует, 
и притом единственная, интегральная кривая у  поля 
X, проходящая через точку г 0. Ясно, что у —  лифт кри­
вой у. Этот лифт обозначим через 7 (20). Пусть г\ —  
= ‘У(М Теперь определим параллельный пере­
нос вдоль кривой у с .Х  как отображение Оу: 
л -1 М М )  -»-я -1 (7 (^1))  по закону ат(2о ) = 2 ь Можно 
показать, что ат есть дифференцируемый изоморфизм 
слоя  я -1  ( у ( и ) )  на слой п~1( у ^ 1)) [16].

З а м е ч а н и е .  Пусть Р( Х,  (? )— расслоенное мно­
гообразие реперов ( 0  — 0 Ь (п , Я ), п = 6 .\т Х ). Можно 
показать, что инфинитезимальная связность в рас­
слоении Р  есть в точности линейная связность V  по 
Кошулю, которую мы определили в начале этой гла­
вы. Доказательство см. в [16].

Г. Ф. Лаптев подошел к теории связностей иначе и 
разработал аналитический аппарат, хорошо приспо­
собленный к изучению связностей [11; 18]. Здесь мы не 
будет рассматривать глобальные построения 
Г. Ф. Лаптева: они не простые и с ними можно позна­
комиться в указанных работах.



О СИСТЕМАХ УРАВНЕНИЙ ПФАФФА 
В ИНВОЛЮ ЦИИ

§ 31. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ СИСТЕМА СЕМЕЙСТВА 
ВНЕШНИХ ФОРМ

Пусть в некоторой области б  числового простран­
ства Я" дана внешняя форма степени р:

2 =  сч^...,ри х 1 > / \ й х и / \ .  . . / \й х 1р, (1)

где е  Р  (й). Мы можем считать, что в правой
части формулы (1) приведены подобные члены (и ко­
эффициенты проальтернированы).

Алгебраической производной от р-формы £2 по
I1-форме й х *  называется внешняя форма (в

общем случае степени р — 1), которая получается из 
формы й  с помощью следующих двух операций:

1) замены нулем всех слагаемых, не содержащих
1-формы

2) перестановкой 1-формы й х ‘к во всех слагае­
мых, где она содержится, на первое место (с учетом 
закона антикоммутативности внешнего умножения) и 
затем заменой ее единицей.

Алгебраические производные высших порядков 
(могут быть отличными от нуля только смешанные) 
определяются как производные от производных. Од­
нако при этом, как следует из определения,

______ ___________
д (с1х1) д ^ х 1) д (йГл̂ ) д (с1х')

Для данной внешней формы й  степени р можно найти 
множество всех ненулевых алгебраических производ­
ных (р— 1)-го порядка. Это определенная система ли­
нейных форм, ее называют ассоциированной системой 
форм внешней формы £2. Рангом р-формы £2 назы ва­
ется ранг ее ассоциированной системы линейных 
форм.

Пусть дано семейство внешних форм (сс=1, 
2,..., «), в котором ра — степень £2а (эти ра могут быть 
различными).



Ассоциированной системой этого семейства внеш­
них форм называют систему линейных форм, которая 
является объединением ассоциированных систем форм 
£2„. Рангом семейства внешних форм называется 
ранг ее ассоциированной системы.

Теорема 1. Пусть система внешних форм й а ( а =  
=  1, 2, ..., б) имеет ранг г и (мО к/« '- — базис ее ассо­
циированной системы. Тогда все формы £2а можно вы­
разить с помощью 1-форм ю*, причем никакой заменой 
базиса нельзя выразить формы £2а с помощью мень­
шего, чем г, числа 1-форм.

□ В доказательстве можно ограничиться случаем 
одной формы £2 степени р. Если г = п ,  то теорема спра­
ведлива (так как формы со* образуют корепер). Пусть 
г< п . Дополним формы о* новыми формами со5 ( £ =  
=  /•+ 1 ,...,п )  до корепера (шг)* в текущей точке х е б .  
Тогда каж дая форма, в том числе и форма Я, может 
быть выражена через 1-формы корепера со‘:

2 = ‘А'»'2 Д . • • Д “ р-

При этом можно считать, что в правой части этой 
формулы приведены подобные члены. Предположим, 
что форма £2 содержит хотя бы одно слагаемое с 
1-формой со5» ( /" < |о ^ « ) ,  т. е.

2=д<оЛ<Д...Д«)Лр-1 ДсоЕо-|-... ,

где а ф 0, а индексы Л],...,/гр_1 имеют различные зна­
чения, отличные от значения |о. Тогда

др~ 1&
*„-1

Значит, форма 0 должна войти в состав ассоцииро­
ванной системы. Но тогда она окажется линейной ком­
бинацией форм со1 базиса этой системы, который не 
содержит формы со5“. Мы пришли к противоречию, 
так как формы со* и со®0 принадлежат одному кореперу 
и, значит, независимы.

Предположим теперь, что с помощью замены бази­
са (со*) ассоциированной системы линейных форм 
нам удалось выразить форму £2 через меньшее, чем г, 
число 1-форм. Но тогда ранг ассоциированной систе­
мы оказался бы меньше г. Ш

Пусть в области ОстЯ" дано семейство внешних 
форм £2* ( а = 1 ,  2..... в). Характеристической системой



этого семейства называется система линейных форм, 
ассоциированная системе форм fia, D£2„.

Теорема 2. Пусть (dy{) 1<*<г — базис характери­
стической системы семейства форм £20- Тогда каждую 
форму £2« этого семейства можно выразить так, что 
ни под знаком дифференциала, ни в коэффициентах 
она не будет содержать других независимых перемен­
ных, кроме переменных у 1, .., уг.

□ Пусть £2 — одна из форм семейства (£2а) и р — 
степень этой формы. Согласно теореме 1,

Q =  aij„..ipd y t' f \ d y i' f \ . . . f \ d y ip, (2)

причем можно считать, что в правой части этой фор­
мулы приведены подобные члены. Если бы коэффи­
циенты содержали независимую переменную y h (h >  
> г) ,  то форма D£2 содержала бы член

d&¡ i '"i
----- * \  Р d y h/ \ d y l' / \ - A d y tp,

оу
который не имеет подобных, так как в (2) подобные 
члены приведены.

Следовательно, характеристическая система се­
мейства форм £2а содержала бы 1-форму d y h, которая 
не зависит от форм базиса (dy*), и мы приходим к 
противоречию. ■

Теорема 3. Характеристическая система вполне  
интегрируема.

Доказательство см. в [26].
Рассмотрим систему уравнений Пфаффа:

0«=О (o =  l ,2 , . . . , s ) .  (3)

Эта система имеет те же решения, что и система 
£0“== 0, где g — некоторая гладкая функция, отличная 
от нуля. Имеем

. D(.gQa) = d g / \b ,l-\-gD e\

Заметим, что через dg  могут войти дифференциалы 
новых переменных, которых не содержат формы 0“ 
(ни в коэффициентах, ни под знаком дифференциа­
ла). Чтобы отбросить dg, надо внешний дифф ерен­
циал D(gQa) умножить внешним образом на 0“ (с тем 
же индексом а ). Можно ввести следующее определе­
ние: характеристической системой уравнений Пфаф­



фа (3) называется ассоциированная система семейст­
ва внешних форм 0“, 0“Д Д 0 а.

Если не допускать умножения левых частей урав­
нений (3) на произвольные функции, то характеристи­
ческая система уравнений (3) получится добавлением 
к формам 0“ ненулевых алгебраических производных 
от форм 1)0“, т. е. она будет совпадать с характери­
стической системой семейства форм 0а.

В общем же случае 1-формы характеристической 
системы уравнений (3) могут отличаться от 1-форм 
характеристической системы форм 0® лишь функцио­
нальным множителем g  (отличным от нуля).

В силу данных выше теорем заключаем, что:
а) характеристическая система уравнений Пфаффа

(3) вполне интегрируема;
б) ее первые интегралы образуют наименьшую  

систему переменных, через которые можно выразить 
все данные уравнения (3).

§ 32. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ПФАФФА В ИНВОЛЮЦИИ

В настоящем параграфе для упрощения рассуж­
дений будем рассматривать системы уравнений П фаф­
фа, заданные в областях числового пространства над­
леж ащ ей размерности.

В теории систем дифференциальных уравнений с 
частными производными (как и в теории систем урав­
нений Пфаффа) важную роль играет следующее 
утверждение.

Теорема 1 ( т е о р е м а  К о ш и  — К о в а л е в ­
с к о й ) .  Если правые части уравнений системы

дг“ — /а  (Х1 х п- г 1 г г дгХ \

а = \ ,  2 ,..., г, (1)
аполитичны в некоторой области бос:К 'г(г+1), содержа­
щ ей точку М о^о1..... хо"; го1...... г 0г, (р21)о, -> (р /)о ,

где =  ? = 2 , 3 и <ра(х2,...,х п) - п р о и з -
дх‘

вольны е функции, аналитические в области 
содержащей точку М \(хо2, ...,Хо"), и в этой точке при­
нимающие вместе со своими производными значения

- К — (рт)о.
дх1



то существует единственное решение этой системы

г ° = Ф в (л:1,..., х п), (2)
аналитическое в некоторой области О а К п, содержа­
щей точку М'о(хо1,...,Хоп), и удовлетворяющее усло ­
виям

Фа (л;о, х 2,..., х п) — уа (х2,..., х п).
Заметим, что в системе уравнений (1) переменные 

х 1, х 2,...,х п являются независимыми, а га — неизвест­
ные функции. Число уравнений равно числу неизвест­
ных функций. Доказательство теоремы Коши — К ова­
левской см. в [26].

Эта теорема служит фундаментом теории систем 
уравнений в инволюции, основы которой изложены 
ниже.

Уравнения (2) определяют я-поверхность У „ с  
<=КЯ+Г класса О .  Так как функции Фа образуют реше­
ние системы (1), то при подстановке в систему (1) 
вместо г а функций Фа эта система обратится в тож ­
дество в области б . В этом смысле поверхность Уп 
называют интегральной поверхностью системы (1). 
Начальные условия, однозначно определяющие эту 
поверхность, имеют простое геометрическое истолко­
вание. Так как

(1га =  - !^ -с 1 х 1 + -!¥ Г с1хг , (3)
&х  дх

то в точке ЛЦхо1! —, х 0п, .го1, ..., известно вы­
ражение 1-форм йга через п линейно независимых

у )  вычислим по

формулам (1), используя координаты точки М 0). С ле­
довательно, известно касательное пространство

Т м а<Уп).
Уравнения

( г°  =  Г ( х 2,..., х»),
1 (4)[ Х 1 =  Хо

определяют поверхность Уп-\  класса О  в гиперпло­
скости х 1= х о 1, причем эта поверхность проходит 
через точку М0 (так как ф° (хо2..... Хоп)= 2 о а по усло-



й г а =  — й х ?  =  (/?“)„ ёх '* . (5)
д х 1

Значит, Т%' (К„_!) с  Т%о (1/„), а из (3) следует, что 
V п-\<^-У п.

Заметим, что М 0 есть проекция точки М0е Н '!(г+1) 
(указанной в формулировке теоремы) на подпростран­
ство Я/г+г.

Таким образом, содержание теоремы Коши — Ко­
валевской геометрически сводится к следующему. 
Пусть правые части уравнений системы (1) являются 
аналитическими функциями в окрестности точки М о е  
е Я л(г+1) и М 0 — проекция точки М0 на подпространст­
во  Кя+Г переменных х 1,...,х п, г \ . . . , г г. Тогда координа­
ты точки М о позволяют определить в гиперплоскости 
х '— Хо1 по формулам  (5) (п— I)-мерное векторное
подпространство Т~и , а по формулам  ( 3 )— п-мерное 

векторное подпространство Т -^ ^ а  7 ^  в пространст­
ве Яп+Г.

Если теперь в гиперплоскости дг1==лг01 задать по­
верхность Уп- 1 класса О ,  проходящую через точку

и имеющую своим касательным пространством 
в этой точке, то в пространстве Яп+Г найдется, и при­
том единственная, поверхность Уп класса О ,  которая
проходит через поверхность ]/п-\ и имеет Т с в о и м  
касательным пространством в точке М о.

Пусть в области СсгК'г+г дана система уравнений 
Пфаффа:

9‘ = 0  (а, р = 1 ,2 , . . . ,5 ) ,  (6)

где 0“= ааайга+ Ь рйх1, а, 6 = 1 ,  2.....  г, / = 1 ,  2,...,п ,
х *' — независимые переменные, га — неизвестные функ­
ции и ааа, Ь — аналитические в области в  функции 
переменных х 1, г а.

Из двух задач интегрирования: а) найти все ин­
тегральные многообразия данной системы уравнений;
б) найти интегральные многообразия при заданной 
системе независимых переменных — мы будем рас­
сматривать вторую задачу, так как при задании си­
стемы (6) указано, что х ‘ — независимые переменные.



Будем считать, что уравнения системы (6) линейно 
независимы в области 6 . Тогда в каждой точке этой 
области

ранг ||а“||= 5 .  (7)

При этом так как матрица ||ааа|| ранга 5 имеет 
г столбцов.

Д алее заметим следующее. Пусть на гладком мно­
гообразии дана система уравнений Пфаффа 0“= О , 
где %а= а ? й х 1 (а—  1, 2 I, / = 1 ,  2 и УР— 
интегральное многоообразие этой системы. В некото­
рой окрестности точки многообразие УР можно 
задать системой уравнений вида

х ‘= х ‘и \...,1 Р ). (8)

Эти функции х ‘ от переменных № (а, Ъ, с =  1, 2 
образуют решение системы 0“= О . Следовательно, если 
в эту систему вместо х ‘ подставить правые части урав­
нений (8), то получим тождество относительно

а‘ 1 $ - а ‘а= 0- 

Так как <На независимы на Ур, то

Далее,

(9)

да?
ОЪа= —̂ — (1х}/\с1х‘

и на многообразии Ур имеем

да1 /  _____д х1 I (Ю )
дх* \  д(а д(а # * )  л  ( }

Дифференцируем тождество (9) по переменной ¿ь:

Л»? дх1 дх1 , а д^х1
*7 ~ ^ Ь - = 0 .  (11)дх1 д1а ~



Поменяв здесь индексы а и Ъ местами, получим

д х 1  д я >  , а ?  ( 1 2 )

д х 1 д е  Ыь д ^д (а

Вычитая равенство (12) из равенства (11), получим 
формулу, в силу которой формула (10) принимает вид 
£>0а= О .

Итак, на интегральном многообразии системы урав­
нений Пфаффа 0«= О  обращаются в нуль и внешние 
дифференциалы форм 0“, т. е. кроме системы уравне­
ний 0“= О  всегда имеем и систему уравнений ¿)0“= О . 
Поэтому при отыскании интегрального многообразия 
Уп системы, (6) (если оно существует) надо рассмот­
реть новую систему

6“= ° ,  13) 
£0« =  О,

которая называется замыканием данной системы (6). 
Внешние квадратичные формы 1)0“ имеют вид

£>0« =  ааЬ(1га/\(1 гь+ саа!й г а/\с1х‘+ Ь*цс1х1 ¡\clxl. (14)

З а м е ч а н и е .  Пусть в некоторой области в а Х р  
дана внешняя квадратичная форма

ф ==а/;0)'Дш/ (¿, ;  =  1, 2 ,... р),

где a г je C ft(G). В точке Х о ^ й  получим ац(хо )е Я .
Внешняя квадратичная форма Ф позволяет постро­

ить отображение

Ф : 7 \ 0 х 7 \ 0->1* (15)

по следующему закону: если Х0, У0^ Т Ха, то

К« ) - а » <Л°) ц/(К0) ./ (К ,)

Отображение (15) является билинейной кососим­
метрической формой, определенной на векторном про­
странстве ТХо. Она называется билинейной формой, 
присоединенной к внешней квадратичной форме Ф (в 
точке л"о). Заметим, что У Х 0^ Т Хо Ф(Х0, Х о)= 0 .

Вернемся к рассмотрению системы (13). Для этой 
системы введем следующие определения.

Интегральным линейным элементом е(М о, с1) назы­
вается совокупность точки Мо(хо\ "ч хоп> го1, •••» 2ог) ^ 0



и ненулевого вектора й{йх \ йга) ^ Т Мо(0 ) ,  координаты 
которых обращают в нуль все формы 0“ (т. е. удовле­
творяют линейным уравнениям системы (13): 0а (с?) =  
=  0). Заметим, что если е(М 0, ё ) — интегральный ли­
нейный элемент, то интегральным линейным элементом 
является и ех(М0, Ы ), Я еЯ , КфО, так  как уравнения 
системы (6) — линейные однородные относительно диф­
ференциалов йх*, ё га. Следовательно, пара е(М 0, й) 
определяет одномерное векторное подпространство из 
Тмъ{6) и каждый ненулевой вектор Ы  этого подпрост­
ранства вместе с точкой М0 образует интегральный ли­
нейный элемент.

Система уравнений (6) в области бс=Яп+г опреде­
ляет (п + г—« )-мерное распределение А„+г- 5. Ясно, что 
d^.An+r-s (М0) . Если в каждой точке построить
интегральный линейный элемент, то этим будет опреде­
лено 1-распределение Д1с:Дп+г_8.

Интегральным двумерным элементом Е2(М0, й\, й2) 
называется совокупность точки М0е б  и двух линейно 
независимых векторов й\, й2̂ Т м 0(^ )у  которые удовле­
творяют не только линейным уравнениям системы (13), 
но и обращают в нуль все билинейные формы 1)0“ (с?ь 
й2), присоединенные к квадратичным формам £ 0 “ в 
точке М0. При этом говорят, что интегральные линей­
ные элементы е\{М 0> й\) и е2(М0, с12) находятся в ин­
волюции.

Векторы d\, й2 образуют базис двумерного век­
торного пространства Т'с^Ап+г-ЛМо) ■ Возьмем ка­
кие-либо ненулевые векторы (в, I, /,
=  1, 2). Имеем й3= с 8М}._ Так как  0“ — линейные 
формы и 0®(с?/) = 0 ,  то Qa(ds)= Q a■(csf d f ) = c sfQa(df) =  0 
и, значит, мы получили новые интегральные элементы 
е8(М0, <?8). Далее, так как £)0“ — билинейные формы и 
ф 0 “) dg) =  0, то

Ф0«)Г̂ ,̂ ) = (^)(с^/, cfdg)^c{cf(D ^)(d/, dg) =  0
и, значит, новые интегральные элементы ^(М о, Я\) и 
ё2(М0, <12) такж е находятся в инволюции. Таким обра­
зом, любые два вектора из Т' определяют интегральные 
линейные элементы в инволюции. Если в каждой точке 
М0̂ б  построить интегральный двумерный элемент Е2, 
то этим будет определено 2-распределение Д2с:Дп+, - 8 
такое, что любые два неколлинеарных вектора из



Д2(М) ( М е б )  определяют интегральный линейный 
элемент в инволюции.

Интегральным р-мерным элементом Е Р (М0, й и й2, 
ё р) ( 2 ^ р ^ л )  называется совокупность точки М0е О  
и р линейно независимых векторов ф е Г м Д б )  (/, g =
=  1, 2......р ) , если все его линейные элементы е/(М 0,
£?/)— интегральные: 0“ (с?/) =  О — и попарно находятся 
в инволюции: £)0“ (й?/, ¿й) = 0  ( f ф g ) .

Векторы df  образуют базис р-мерного векторного 
пространства Т"с=.Ап+г-*(М0) . Как и выше, убеждаем­
ся, что любые два неколлинеарных вектора й\, 32̂ Т "  
определяют интегральные линейные элементы в инво­
люции. Если в каждой точке М0е б  построить инте­
гральный р-мерный элемент Ер, то будет определено 
р-распределение ЛрСгДп+г-8 такое, что любые два не­
коллинеарных вектора из ДР(М) определяют инте­
гральные линейные элементы в инволюции. Поставим 
задачу: зная  интегральный элемент Ей0 ( 1 ^ /г < я ) ,  
провести через него интегральный элемент Ен+ь Она 
сводится к отысканию вектора йн+\ такого, чтобы пара 
ел+1 (М0, йн+\) была интегральным линейным элемен­
том и этот элемент находился в инволюции со всеми к 
интегральными линейными элементами ег(М0, ¿ 0  
(¿= 1 , 2, ..., Л) из Е/г°. Следовательно, координаты век­
тора йи+1 должны удовлетворять системе уравнений

| „ в ,
I ¿/¿+1)—0 — 1, 2 ,..., Л).

Так как координаты векторов известны (интеграль­
ный элемент Ен° задан), то (16) есть система линей­
ных уравнений относительно координат вектора <4+1  и, 
значит, рассматриваемая задача может быть решена 
средствами линейной алгебры. В общем случае вектор 
йн+\ определяется из системы (16) неоднозначно. Тог­
да возьмем какое-либо одно ненулевое решение й°н+\ 
системы (16) и получим интегральный элемент £°л+1— 
=  (Е°н, й°н+\). Система уравнений (16) называется по­
лярной системой элемента Ед°.

Таким образом, мы можем получить последователь­
ность вложенных один в другой интегральных элемен­
тов: Ео1а Е 2°сг.... с=£%. Такую последовательность на­
зывают цепью интегральных элементов.

Интегральный элемент Ен° называют особым, если 
через него проходит больше интегральных элементов



Еи+1, чем через соседние элементы Ей. При этом инте­
гральные элементы Ей0 и Ей считаются соседними, если 
координаты их линейных элементов ер  (ЛГ0, с?(°) и е* (М, 
¿¡) (¿= 1 , 2,..., Л) отличаются на бесконечно малые для 
каждого (.

Если г — ранг матрицы коэффициентов при неизве­
стных координатах вектора йи+\ системы (16) в случае 
неособого интегрального элемента Ен, то, чтобы полу­
чить особый интегральный элемент Ен, надо рассмот­
реть систему уравнений, которая получится, если при­
равнять нулю все миноры порядка г матрицы коэффи­
циентов системы (16).

Цепь интегральных элементов называю т особой, ес­
ли хотя бы один ее элемент — особый. Интегральное 
многообразие Ур называется особым, если в каждой 
точке касательное векторное пространство Тт
натянуто,на особый р-мерный элемент Е р.

Изучение особых интегральных многообразий пред­
ставляет дополнительные трудности, и такие многооб­
разия рассматривать не будем (см. [2 2 ]) .

Неособая цепь интегральных элементов называется 
регулярной. Построением регулярной цепи интеграль­
ных элементов Е ^ а Е ^ а  ...<^Е0п-\<=Е0п, как оказы­
вается, решается вопрос о существовании интегрально­
го многообразия ]/п (конечно, неособого).

Рассмотрим снова систему уравнений (6), заданную 
в области СсгК,г+г. Точка (элемент Е0 нулевого
измерения) при заданных значениях независимых пе­
ременных лгог зависит от г параметров гоа — значений 
2°. Интегральный линейный элемент Е\=-е\(М о, й х \  
йга) в заданной точке М0 определяется числовыми зна­
чениями дифференциалов с1х1, <1га, удовлетворяющих 
системе (6). Так как х { — независимые переменные, то 
различный выбор дифференциалов с!х‘ определяет на 
интегральном многообразии Уп различные линейные 
элементы — касательные векторы е \(М 0, й ), не меняя 
многообразия Уп. Поэтому будем считать дифферен­
циалы йх1 заданными. Следовательно, линейный эле­
мент Е\ определяется значениями г дифференциалов 
йга. Но 5 из этих дифференциалов можно найти из си­
стемы (6), при этом они выражаются через г\ =  г—5 
свободных параметров (значений остальных йг°). З а ­
давая числовые значения этих параметров йга, полу­
чим определенный линейный интегральный элемент 
£ 2=  .(£,», й%).



Через элемент Е\° проведем интегральный двумер­
ный элемент Е 2—  (£’1°, к2). Элемент е2(Мо, (12) должен 
быть интегральным и находиться в инволюции с эле­
ментом £ ’1°. Имеем й2(й2х \  ¿г2“) - При этом дифферен­
циалы й2х ‘ независимых переменных опять надо счи­
тать заданными. Дифференциалы (12га при отыскании 
линейного интегрального элемента е2 окажутся завися­
щими от Г\ произвольных параметров (как было и при 
отыскании 61). При этом уравнения системы (6 ) удо­
влетворяются:

0«(<*2)= О . (17)
Но элемент е2 должен быть в инволюции с уже выбран­
ным элементом в\°. Поэтому координаты вектора й2 
должны еще удовлетворять системе уравнений

Л ( ( / 2, ¿2) = 0 .  (18)
При заданном элементе 61° система (18) есть система 
линейных неоднородных уравнений относительно диф­
ференциалов й2га. С помощью уравнений (17) исклю­
чим из (18) 5 из дифференциалов й2̂ а и получим сис­
тему линейных неоднородных уравнений относительно 
г 1 дифференциалов й2г°. Пусть эта система совместна 
и в1 — ее ранг. Тогда мы найдем и Г\ неизвест­
ных й2г и и останутся свободными Г2= Г ]—в] парамет­
ров (значения остальных й2га). Задавая числовые зна­
чения этих г2 параметров й2га, получим определенный 
линейный элемент е2°, находящийся в инволюции с 
элементом ех0, и, значит, имеем определенный инте­
гральный двумерный элемент Е2°(М 0, й и й2). Конечно, 
задавая числовые значения й\Хг' и й2х 1, надо просле­
дить, чтобы векторы и й2 оказались линейно незави­
симыми.

Через элемент Е2° проведем интегральный трехмер­
ный элемент Е3(Е2°, с!3), где й3{й3х \  й3га). Дифферен­
циалы й3х независимых переменных считаем заданны­
ми (но так, чтобы векторы й\, й2, й3 оказались линейно 
независимыми). Так как линейный элемент е3(М0, ¿3) 
должен быть интегральным, то 5 из дифференциалов 
й3га найдем из уравнений 0а (с?3) = 0 .

Выражения найденных дифференциалов подставим 
в систему уравнений

</3) = 0 ,  (19) 

( /Я ') М ,  </3) = 0 ,  (20)



которая выражает условие того, что элемент е3 нахо­
дится в инволюции с каждым из элементов е Д  е2°. Си­
стема (19), (20) станет системой линейных неоднород­
ных уравнений относительно Т\ —  г— х неизвестных 
йъг°. Заметим, что система (19) в точности совпадает 
с системой (18) (только вместо й2 поставлено й3) . Сле­
довательно, система (19) совместна и ранг ее равен 

Пусть система (19), (20) совместна и ее ранг ра­
вен «1+ 52. Тогда найдем $1 +  $2 из Г\ дифференциалов 
¿з2а и останутся свободными г3= г  1— ($1 “Ьв2) = г  1— 
—в,—82= г2—52 параметров (значения остальных й&г?). 
Задавая числовые значения этих параметров, получим 
интегральный линейный элемент е3°, который находит­
ся в инволюции с элементами еД  е2°. Таким образом, 
найдем определенный интегральный элемент Е3°(Мо, 
й\, ¿ 2, й3) и т. д.

Пусть интегральный /г-мерный элемент прохо­
дящий через £°л-1, зависит от Гъ. произвольных пара­
метров. Следовательно, система уравнений

9‘ (<4)= 0, (21)

(Я 6-) ( ^ ,  ¿ й) = 0 ..... (/50“) ¿ А) = 0  (2 2 )

определяет неизвестные йпга с гн произвольными пара­
метрами, причем гн=Гн-\—5/1- 1. Мы предполагаем, что 
после исключения из системы (2 2 ) в из дифференциа­
лов с помощью уравнений (2 1 ) полученная систе­
ма совместна относительно г\ =  г—в неизвестных £?32а 
и ее ранг равен «1+ 52+  ... + 5/г_1. Придав числовые зна­
чения параметрическим величинам ¿ 32°, получим оп­
ределенный интегральный Л-мерный элемент
=>£°Л-1.

Через элемент Е \  проведем интегральный (/г+1)- 
мерный элемент £/,+1 =  (£0л, ¿4 +1). Элемент ен+\Що> 
йн+\) должен быть интегральным и находиться в инво­
люции с каждым из элементом еД  ..., е°п.

Дифференциалы ¿&+1*‘ мы по-прежнему задаем про­
извольно (только векторы й\, ..., ¿4, с4+1  должны быть 
линейно независимыми). Следовательно, ¿4 +12“ надо 
искать из системы уравнений

е-(£/*+1) = о ,  (23)
(б ¥ ){ (1 и £/4+1) =  0 , . . . , ( ^ )  (</*_!, с1к+1) =  о,
1--------------------------------------------------------- 1

( /5е«) (йГд, 0 А+1) = о .  (24)



Из системы (23) найдем 5 из дифференциалов ¿Л+12“ 
и найденные дифференциалы исключим из уравнений 
системы (24). Тогда система (24) станет системой ли­
нейных неоднородных уравнений относительно г\ не­
известных йи+\г°. Система подчеркнутых уравнений та 
же, что была и при построении элемента ед. Следова­
тельно, эта система совместна и ее ранг равен 5 ! +  52 +  
+  ... Н-в/,-].

Пусть система (24) совместна и имеет ранг «1 +  
+ 5 2 ... Ч-5й_!+5л. Тогда найдем 51+52+  ... +вд из г\ 
дифференциалов йн+\г° и останутся свободными Гн+1 =  
=  г\— (51+ $ 2+  ... + 5 л _ 1 +  5Л) = гь.—5/, параметров (зна­
чения остальных неизвестных йп+\га) , Таким образом, 
интегральный (Н+ 1)-мерный элемент Ен+и проходя­
щий через данный интегральный элемент £°л, зависит 
от гл+1 =  /-д—яд произвольных параметров. Придавая 
этим параметрам числовые значения, получим опреде­
ленный интегральный элемент £юд+1гэ£'0/1.

Пусть для системы уравнений Пфаффа (6) построе­
на цепь интегральных элементов Е ^ а Е ^ с ... с £ ° „  и 
пусть через каждый элемент Е°ь проходит интеграль­
ный элемент Еп+\ с произволом т +1 параметров (сво­
бодных величин йн+\га). Целые числа
5 =  Г - Г „  5! =  ̂ - ^ ...... 5„_1 5 „ = Г Л (25)

называются характерами цепи. Если цепь регулярная, 
то ее характеры называются характерами системы (6) 
уравнений Пфаффа. Складывая равенства (25), нахо­
дим «I +  х2 +  ... +  5л= г, т. е. сумма всех характеров 
равна числу неизвестных функций системы (6). Можно 
доказать, что характеры начиная с ^  не возрастают: 
■*1 -  ~ ^зп. Значит, если 5 л = 0 , то и г?л+1 =  0 [26].

Говорят, что система (6) уравнений Пфаффа с п 
независимыми переменными х ‘ находится в инволюции, 
если она допускает регулярную цепь интегральных эле­
ментов: Е о а Е 1а  ... < .̂Еп- 1а Е п- Оказывается справед­
ливой следующая теорема о системе уравнений Пфаф­
фа в инволюции:

Теорема 2 ( т е о р е м а  К а р т а н а ) .  Если для сис­
темы (6) уравнений Пфаффа построена регулярная 
цепь интегральных элементов Е0с :Е 1с : ... а Е п-\с:Е„  
с характерами в], в2, ..., 5Л, то: а) существует инте­
гральное многообразие Уп, имеющее в точке Е0= М 0 
касательное пространство, натянутое на интегральный 
элемент Е п; б) это интегральное многообразие опреде-



ляется заданием 5„ произвольных ( аналитических) 
функций от п аргументов, 8п-\ произвольны х функций 
п — 1 аргументов, ..., ^  произвольных функций одного 
аргумента и « произвольных постоянных.

Доказательство с м. в  [26].
Можно доказать, что если система (6) находится в 

инволюции, то через каждую точку М 0(х0\  2о“) е С  
проходит по крайней мере одно одномерное интеграль­
ное многообразие Уи через каждое одномерное инте­
гральное многообразие V1° — по крайней мере одно 
двумерное интегральное многообразие Уг и т. д., нако­
нец, через каждое интегральное многообразие У°п_1 
проходит по крайней мере одно интегральное многооб­
разие У„.

З а м е ч а н и е .  Пусть / (х1, ..., х п) , ср (х2, ..., х п) , -ф {х3, 
..., х п) — произвольные аналитические функции указан­
ных аргументов, области определения которых имеют 
непустое пересечение. Тогда и функция / +  ф +  ф явля­
ется произвольной аналитической функцией от п аргу­
ментов. Поэтому если система (6) находится в инволю­
ции с характерами 5, вь ..., я«, причем в ь— последний 
из отличных от нуля характеров, то говорят, что инте­
гральное многообразие Уп зависит от произвольных 
функций от к аргументов, и не указывают число произ­
вольных функций от меньшего числа аргументов.

Пример. Д ана система дифференциальных уравне­
ний

|  с1г1-\-г2с1и, — гЫ 'О = 0, ^26)
| й г 2-\-гАй г 3= 0.

Определить произвол решения (иначе говорят — широ­
ту решения), если и, V — независимые переменные, а 
г 1, г2, г3, г4 — неизвестные функции.

Дифференцируем внешним образом уравнения 
(26):

Г (1г2/\с!и  — с1г3/\с1ъ^=0, ^
1 ёг*/\с1г3= 0.

Систему (26) разрешаем относительно й г \  ё г2:

|  ё г 1= —г 2ё и -{ - г Ч ъ 1 ^ 8 )
1 г 1йг*.



С учетом уравнений (28) система (27) примет вид
I г 4й г 3/\с1а+ а?г3Д == 0 ,
1 ¿ г 4Д ^ г 3= 0 .  }

Линейный интегральный элемент ех (ЛГ0, й) задается 
точкой М 0(и0, о0, г0а) ( а = 1 , 2, 3, 4) и векторами й{йи, 
м ,  йга) , где йи, йи, йг3, йг4 произвольны, а йгх, й г2 
находим по формулам (28) в точке М 0.

Двумерный интегральный элемент Е2(М0, й, б), 
проходящий через в\ (М0, й ) , определяется еще вторым 
интегральным линейным элементом е%(Мо, б) с той же 
точкой М 0 и вектором б (бы, 6г>, .62“), где бы, <Ь произ­
вольны (только векторы й и б должны быть линейно 
независимы), бг1, бг2 находим по формулам (28) в точ­
ке М 0 а 6 23, бг4 надо брать такими, чтобы удовлетво­
рялись билинейные уравнения, присоединенные к урав­
нениям (29):

( г1йиЪг*-\-йъЪгъ=г1(1г3Ъи-\-с1гЧю,
I (^0)
I с1г*Ъг3 — й 2 3Ъг4= 0 .

Ранг матрицы коэффициентов при неизвестных 
б23, бг4 системы (30) равен двум. Следовательно, 
(30) — система Крамера. Из нее находим ¡бг3, бг4. Мы 
построили регулярную цепь интегральных элементов 
Е0= М 0с гЕ 1с:Е 2, и, значит, система уравнений (26) на­
ходится в инволюции. Характеристическая система 
форм системы уравнений состоит из левых частей этих 
уравнений или представляющих их форм й г1, йг2 и 
форм й г3, й гА, йи, йь. Всего получили шесть линейно 
независимых 1-форм. Следовательно, базис характери­
стической системы состоит из этих же форм и потому 
неизвестные функции га входят существенно. Имеем 
г— 4, 5 = 2 , 5 , =  2 и, значит, з2= г —  (я Ч ^ )  = 0 .  Система 
уравнений (26) имеет решение, зависящее от двух про­
извольных функций одного аргумента.

§ 33. К Р И Т Е Р И Й  КАРТАНА РЕГУЛЯРНОСТИ ЦЕПИ

В задачах  геометрии, которые приводят к исследо­
ванию системы уравнений Пфаффа

е* = о  ( а = 1, 2, . . . ,  5), (1)



обычно можно производить замену независимых пере­
менных, а также замену неизвестных функций:

х ‘= / 1(х1, . . . , х п), г а =  Фа (г1, . . . , г г, х 1, . . . , х п) 

( / = 1 ,  2 ,..., п; а = 1 ,  2 ,..., г),

где Фа — аналитические функции. Это приводит к 
замене базиса (йх1, йга) характеристической системы 
форм системы уравнений (1). Именно, вместо 1-форм 
йх* можно брать какую-либо систему 1-форм со' =  
=  а1! (хк, га)йх>, где ранг ||а /|| =  /г в 6 . Следователь­
но, система форм со‘ вполне интегрируема и ее инте­
гралами служат независимые переменные данной си­
стемы уравнений (1). Затем в базис характеристиче­
ской системы можно включить формы 0“ (вместо тех 5 
дифференциалов из йга, которые были найдены из 
уравнений (1)) и ^ = г  — $ = Г 1 форм соа, которые пред­
ставляют г\ остальных дифференциалов й га неизвест­
ных функций (формы (о® находятся из квадратичных 
уравнений /50“=  0).

Таким образом, имеем базис из 1-форм со1’, 0“, со" 
(всего п + г  ф орм). Если задать числовые значения этих 
форм, то это равносильно заданию всех дифференциа­
лов йх1, йга. Поэтому интегральные линейные элемен­
ты можно задавать значениями этих форм, причем на­
до брать 0“= О  (как этого требует система уравнений 
(1)).

Формы со1 можно считать заданными произвольно 
(так же как мы раньше считали произвольно заданны­
ми дифференциалы йх* независимых переменных). Сле­
довательно, выбор интегральных линейных элементов 
полностью определяется выбором значений форм со0. 
Построение цепи интегральных элементов и вычисле­
ние характеров цепи проводится точно так же, как и 
ранее.

При построении цепи интегральных элементов Е0а  
с :Е \а Е п-\<^Еп системы уравнений (1) мы для каж ­
дого Ей должны были подсчитать ранг матрицы коэф­
фициентов полярной системы, проверить, что соответ­
ствующая система неоднородных линейных уравнений 
относительно неизвестных йкга совместна, и, выбрав 
определенное решение этой системы, получить опреде­
ленный интегральный элемент Е°н. Оказывается, мож­
но поступать проще.



Н а интегральном линейном элементе еи\М 0, 
¿4) (0“ (£4) = 0 )  положим и г'= ы ‘л и обозначим со0 (¿4) =  
=  4 “. При построении элемента цепи Е л— (Е1- ь  £*) 
мы должны искать неизвестные 4® из системы уравне­
ний

¿ А) = 0 ,  ¿ д) = 0 , . . .

(/5б®) д?А) = о .

Пусть для каждого / г ^ л  ранг матрицы коэффициентов 
при неизвестных 4® равен ®1+52+  — + «л -1. Так мы оп­
ределим числа в!, 52, ...,5П (при этом в» находим как 
5п =  Г1— (®1+52+ ... + 5»-1)). Число Р  =  51 +  25г+ ... +  
+ п$п называется числом Картана для цепи. Пусть на­
иболее общий интегральный элемент Еп цепи зависит 
от N  параметрических 4® (т. е. тех 4®, которые оста­
ются свободными на интегральном элементе Еп). Спра­
ведлива следующая теорема.

Критерий Картана регулярности цепи. Если С}— И, 
то цепь регулярна и числа $2, $п — ее характеры. 
Если же (2>М для произвольных щ', то система урав­
нений  (1) находится не в инволюции и ее надо продол­
жать. Доказательство см. в [26].

Заметим, что не может иметь место неравенство 
<3<А^ (если такое неравенство получилось, то это пока­
зывает, что допущена ошибка в вычислениях и необхо­
димо все проверить). Число N  параметров, от которого 
зависит наиболее общий интегральный элемент Еп, оп­
ределяют следующим образом. На интегральном мно­
гообразии ]/п неизвестные га должны быть функциями 
независимых переменных хк. Следовательно, на Уп 
кроме равенства нулю форм 0“ формы со® должны быть 
линейными комбинациями форм со1':

и '= Ц  ш*. (2)

Выражения (2) форм со® подставим в квадратичные 
уравнения £)0“= О  и после приведения подобных чле­
нов получим уравнения вида

/ Ь п  V*) ( /, ] =  1, 2 ,..., л; /  <  У).

Так как формы со'1 линейно независимы, то

/?/л(**)=0 ( * . /= 1 ,2 .....п; /< /) .  (3)



Если система (3) позволяет выразить все /ь° как
функции от N  независимых параметров у \  у 2, ..., у н , 
т. е. 1ка= 1 к а ( у \  у 2, УN),  то в этом случае говорят, что 
наиболее общий интегральный элемент Е п зависит от 
N  параметров.

Если из уравнений В в а— 0 можно выразить все ыа 
по лемме Картана, то число параметрических вели­
чин 1ка подсчитывается непосредственно из полученных 
разложений ыа= 1 као)к с учетом лишь симметрии коэф­
фициентов разложения, о которой сказано в лемме 
Картана.

З а м е ч а н и е .  Как было сказано выше, формы (о° 
вместе с формами 0“, ш* образуют базис характеристи­
ческой системы форм системы уравнений (1). При ре­
шении конкретных задач формы ма мы находим из 
квадратичных уравнений 0 0 “ = 0  (по правилу отыска­
ния форм характеристической системы). Если найден­
ные формы ыа оказались линейно независимыми, то 
все они войдут в базис характеристической системы. 
Поэтому каждый раз следует только проверять, что 
формы ооа линейно независимы.

Пример. Ищем интегральное многообразие ]/3 си­
стемы

б1 == й г 1-\-х1йи2—2х1х 2с1х1 и Ч х2= 0 ,

03= з й г 2—х 3с1и3-{-хгх 2с1ха= 0,  ̂ ^

где х 1, х2, х3— независимые переменные. Определить 
широту решения [26].

Дифференцируем данные уравнения внешним об­
разом:

с1х'/\с1и2+ 2 х 1й х 1/ \ й х 2 +  й а х/ \ й х 2 =  О,
(5)

йи3/\с1х3 +  с1 (х1х 2) / \ й х 3= 0.

Положим

<«*= — (с1иг -\-хЫх2), и?=с1и>-\-хЧх', 

о с1и3 -\- с1 (х1х 2) .

Система квадратичных уравнений (5) примет вид

“ ‘Л***1 +  “> т \а ^ 2=  О,
ш3Д ^л :3= 0 .



Здесь число независимых форм сост равно <7=3. На 
интегральном линейном элементе е\{М.0, й\) формы 
6“ {а—  1, 2) равны нулю, а формы и (<¿1) =
=  ¿1® задаем произвольно. Зафиксировав произволь­
ный элемент в\ (М0, проведем через него интеграль­
ный элемент Е2(М0, й\, й2). При этом значения й2х {—  
=  и2‘ задаем произвольно, а оуа((12)= 1 2а ищем из усло­
вия (£)0а) (й\, й2) =  0, которое здесь имеет вид

и\1\ +  и \ й = . . .  | .
\ (правые части известны). 

и \ й = . . .  |
Находим ранг матрицы коэффициентов при неиз­

вестных ¿2°; имеем «1 =  2. Зафиксировав построенный 
интегральный элемент Е2, проведем через него инте­
гральный элемент Е$(М0, й\, й2, с13). Значения й^х1 за ­
даем произвольно, а соа (£/3) = / 3® ищем из условия 
(£>0“) (йи d3)= Q , (5 0 “) (с?2, d3), которое имеет вид

и?/з == ..

u\l\  +  iÜÜ

и?/33= . . .
(правые части известны).

Находим ранг Si +  s2 матрицы коэффициентов при 
неизвестных /30; имеем s i + s 2= 3 .  Следовательно, s2—  
=  1. Т ак как s +  s]-f s2+  ... + s n =  r, t o s j  +  s2+  ... + s „  =
—  r— s =  q. В данном примере si +  s2 +  s3= 3 .  Но уже 
Si +  S2==3. Значит, s3= 0 .  Число Картана Q =  s! +  2s2=

Разреш им систему (6) по лемме Картана: 

ш1= a d x 1 -\-bdx2, оi2— b d x x-\-cdx2, ш3— h d x 3.
Наиболее общий интегральный элемент £ 3 зависит 

от N = 4  параметров а, Ь, с, h. Имеем Q =  N. Следова­
тельно, цепь интегральных элементов E0a E ic iE 2czE3 
регулярна, система уравнений (4) обладает трехмер­
ным интегральным многообразием, которое существу­
ет с произволом одной функции двух аргументов (s2=

Пусть имеется система s линейно независимых 
уравнений Пфаффа



с п независимыми переменными х 1 и г неизвестными 
функциями 2“.

В ряде задач геометрии оказывается, что перемен­
ные х 1 и 2а кроме дифференциальных уравнений (7) 
связаны еще конечными (не дифференциальными) 
уравнениями

г а) = 0  (¿ = 1 , 2 ,..., г  < г ) .  (8)

Следовательно, мы приходим к системе уравнений (7),
(8). На интегральном многообразии уравнения (8) 
должны обратиться в тождества и, значит, эти тожде­
ства можно дифференцировать:

¿ / ,= 0 .  (9)

Мы получили новую систему уравнений П фаффа (7),
(9). Эту систему будем исследовать обычным методом. 
В силу теоремы Пуанкаре уравнения (9) не дадут 
квадратичных. Поэтому для системы (7), (9) получат­
ся те же квадратичные уравнения, что и для системы 
(7). Но при нахождении независимых форм ю® надо 
учитывать уравнения (9).

Пусть система уравнений (1) оказалась не в инво­
люции: N<<2— и ее надо продолжить. Это делают 
следующим образом. К системе уравнений (1) при­
соединяем уравнения

(10)
где 1к*=1к« (у \ у2, ..., у**) и у ® (о = 1 , 2......Щ  рассмат­
риваем как вспомогательные неизвестные. Полученная 
система уравнений (1), (10) называется первым про­
должением системы (1). Эту новую систему (1), (10) 
исследуем на инволютивность обычным способом. 
Уравнения В ва— 0 обратятся в тождество в силу (10). 
Следовательно, квадратичные уравнения, замыкающие 
систему (1), (10), будут содержать только внешние 
дифференциалы от уравнений (10).

Имеет место теорема Картана о том, что всякая  
система уравнений Пфаффа 0“= О  с помощью конечно­
го числа продолжений либо приводит к системе в ин­
волюции, либо приводит к противоречию [26].



ОСНОВЫ  ГЕОМЕТРИИ ПОГРУЖ ЕННЫХ 
М НО ГО ОБРА ЗИЙ

§ 34. МНОГООБРАЗИЕ, ПОГРУЖ ЕННОЕ В ПРОСТРАНСТВО 
ПРЕДС ТАВ Л ЕН ИЯ  ГРУППЫ Л И

Пусть Х п — пространство представления группы Ли 
Ог, которая действует в Х п транзитивно и точно (и, 
значит, Х п — однородное пространство с фундамен­
тальной группой Ог). Левоинвариантные 1-формы ой® 
группы 6 Г удовлетворяют структурным уравнениям 
(см. § 18):

° т<1== у с“с0)6А и)С («> Ъ, с = 1 ,  2.....г). (1)

В пространстве Х п зафиксируем какой-либо репер 
Я0 в качестве «начального» репера и координаты точек 
из Х п относительно репера Яо назовем абсолютными 
координатами этих точек. Д ля всякого репера Яи про­
странства Х п существует единственный элемент и ^ в г 
такой, что Яи =  и( Я0) . Координаты точек относительно 
репера Яи назовем относительными координатами, а 
репер Яи — подвижным репером.

Согласно § 20, представление группы в г как группы 
преобразований пространства Х п можно определить 
вполне интегрируемой системой форм:

Д л г '= й и '-$ '( .* )ш а  ( / ,  / , . / ^ = 1 , 2 ..... п), (2)

где х 1 — относительные координаты точек на Х п отно­
сительно некоторого репера Яи. Уравнения

\ х ' = 0  (3)

определяют формулы преобразования относительных 
координат при переходе к другому реперу Яи. При 
этом 1-формы и “ (и,йи) называют также компонента­
ми перемещений репера Яи.

Известно, что систему независимых первых инте­
гралов х ' системы уравнений (3) можно рассматри­
вать как систему абсолютных координат точки прост­
ранства Х п.

В пространстве Х п будем рассматривать р-мерное 
погруженное многообразие (р-мерную поверхность) 
Ур класса О . Согласно определению (см. § 5), Ур



есть класс эквивалентных С*-погружений ^ -м н о го о б ­
разия (или Сй-многообразия с краем) М р в Х п. В д аль­
нейшем ограничимся случаем, когда М р является 
Сй-многообразием. Поверхность Ур однозначно опре­
деляется каким-либо своим представителем (парам ет­
ризацией) /  : М р - ^ - Х где /  есть Сй-погружение. Если 
/(¿ )= л :, то на многообразии М р существует карта ф 
с координатной окрестностью и ф(£) == ( Я , / р ) ,  
а на многообразии Х п существует карта г|? с коорди­
натной окрестностью У ^ \ и ) ^ х  и 1|)(л:) =  (х 1, х п), 
где х 1 — абсолютные координаты точки х. О тображ е­
ние / выражается в координатах уравнениями

(параметрические уравнения поверхности Ур в окрест­
ности и  точки М р). Здесь у'<=.Ск\ и ) ,  V р а н г  
\\дуЧд^\\ равен р (», /, ¿ = 1 ,  2, р), так как 
ранг { равен р по определению погружения.

Поверхность Ур не изменится, если многообразие 
М р заменить на любое ему С^-диффеоморфное много­
образие М Р (замена параметризации поверхности Ур). 
Это приводит к тому, что на поверхности /(£ /)с= У р мы 
переходим от координат #  к координатам (Ь,
tP), где А<еС*(£/), det т Ч д П Ф О  в £/.

Естественному реперу (<Э/<Э/г)< взаимен корепер 
(Л г). Пусть (0*)— какой-либо корепер в точке 1<=и. 
Тогда <1е1: ||//<Ц#0.

При этом существуют 1-формы 0/' такие, что £>0*'= 
=  0^Д0/г (поскольку система форм 0* вполне интегри­
руема). Так как х 1 — система независимых первых ин­
тегралов системы уравнений (3), то система (3) рав­
носильна системе йх1= 0  и потому

На поверхности Ур уравнения (4) являются тож дест­
вами, откуда находим

х ’- = у 1 и1......V) (4)

дх'=У1ГКй х К, (ёе11|^| ф  0). (5)

й х к = (д у к\дР) (1$, (6)
Имеем

(7)
Из (5) — (7) следует, что

(8)



где Х ^ = у \ ,к {дук 1д11)111 и, значит, ранг ||Х /|| равен р.
Мы получили систему (8) дифференциальных урав­

нений поверхности Ура Х п. Запишем уравнение (8) в 
развернутом виде:

а х г- 1 а ( х ) ^ = Х 'в К  (9)

Дифференцируя уравнение (9) внешним образом, 
получим
Д Л ’у Д 0-^=0, (ДХ ^ =  4 Х ] - Х ' 1Ь11 - ( д \ 1а1дхк ) Х 11 ^ ) .  (10) 

Отсюда по лемме Картана находим

ДХ; =  ̂ б ' .  (11)

Если продифференцировать внешним образом фор­
мы 0 * = то можно найти формы 0^ и затем дока­
зать существование форм 0%- таких, что

- Я 0}= вУ де; +  в»дв^. (12)

Чтобы фиксировать точку х ^ .У Р, надо фиксировать 
ее «криволинейные координаты» I1, т. е. положить все 
формы 0' равными нулю.

И з уравнений (12) следует, что формы 0/ =  0у1е* _0
становятся инвариантными 1-формами центроаффин­
ной группы пространства ТХ(УР), которую называют 
такж е первой дифференциальной группой прост­
ранства М р. Обозначим ДЛ^|6< =0= Д Х /. При фикса­
ции точки х ^ У р  получаем систему

Д х / — 0; ДЛТ/ =  0.  (1 3)

Обозначим символом б дифференцирование при за ­
крепленной точке х е У р  (переменные изменение ко­
торых перемещает точку х по поверхности Ур, называ­
ют главными параметрами, а все остальные независи­
мые переменные задачи — вторичными параметрами, 
поэтому можно сказать, что б — символ дифференци­
рования по вторичным параметрам). Как следует из 
формул (9), (10), уравнения (13) в развернутом виде 
записываются так:

( 1 4 )

ЬХ1) - Х [ Ц - { д \ 'а1дх'<)Х1] ^ = 0 .  ( 1 5)



Как уже отмечалось, система уравнений (14) 
вполне интегрируема. Можно показать, что вся сис­
тема уравнений (14), (15) вполне интегрируема. Учи­
тывая структуру этих уравнений, в силу теоремы 
Г. Ф. Лаптева заключаем, что система функций х  
X 1! образует геометрический объект, присоединенный 
к стационарной подгруппе Я ж-группы <3=О гХ £)1р. На 
всей поверхности Vр получим поле геометрического 
объекта (х X ‘¡), который называется фундаменталь­
ным объектом первого порядка поверхности Ур. У рав­
нения (9), (11) и составляют систему дифференци­
альных уравнений этого поля.

Продолжая уравнения (11), убедимся, что функ­
ции х 1, Х 1}, Х ’ц образуют на поверхности Ур поле 
нового геометрического объекта, который называют 
фундаментальным объектом второго порядка, и т. д.

Как показал Г. Ф. Лаптев [11], изучение диффе­
ренциальной геометрии погруженного многообразия 
УрС^Хп сводится к изучению полей фундаментальных 
геометрических объектов, определенных на Ур. Суще­
ствует так называемый полный фундаментальный 
объект. Задание его координат как функций от р  па­
раметров I1 определяет поверхность Ур в Х„ с точно­
стью до преобразования фундаментальной группы й г.

Систему дифференциальных уравнений (8) погру­
женного многообразия можно упростить. Т ак как 
Х п — однородное пространство с фундаментальной 
группой вг, то /г<г. Мы можем каким-либо образом 
фиксировать относительные координаты х 1, придав 
им определенные числовые значения. Этим мы сузим 
группу преобразований репера Яи (т. е. ограничим 
свободу перемещений подвижного репера). Т ак  как 
х 1 — постоянные, то и 1,,а(х) =  С1а — постоянные и 
формы Ах1, обращение которых в нуль фиксирует 
точку в Х п, примут вид & .х'= —с'аю". Следовательно, 
Ах1 — левоинвариантные 1-формы группы Сг. Они ли ­
нейно независимы (поскольку относительные коорди­
наты х 1 точки в Х п независимы) и их можно вклю ­
чить в состав базисных форм со“, приняв А х ^ ю 7. 
Дифференциальные уравнения (8) погруженного мно­
гообразия примут вид

(16)

Как отмечено выше, ранг \\Х^\\ =  р. Мы можем 
перенумеровать формы ы7 так, что ёе1||Хг',||^=0. Систе­



му (16) разобьем на две подсистемы:

« ¿ = Х ,)У\

**= Х )Ы

(17)

(18)

(», J — l,  2 ,.., р; а, $ = р - \- 1,..., п).
И з системы (17) находим (11^11 =
Уравнения (18) примут вид

Левоинвариантные 1-формы сог группы й г называ­
ют главными. Их обращение в нуль фиксирует точ­
ку х  на поверхности Ур (так как при этом 0 ^ = 0 ). 
Но тогда в силу (16) и значит, точка х  ока­
зывается неподвижной и как точка пространства Х п-

Система дифференциальных уравнений (19) по­
верхности Ур не содержит параметрических форм 0г. 
Заметим, что система форм о ' вполне интегрируема 
(так как вполне интегрируемы системы форм 0 '). 
Независимые первые интегралы и1, и2, иР этой сис­
темы можно принять в качестве локальных коорди­
нат точки хеК р . Точку х  можно считать началом 
подвижного репера (напомним, что репер в простран­
стве Х п состоит из конечного множества точек).

Если поверхность задана системой уравнений 
(19), то говорят, что эта поверхность отнесена к под­
вижному реперу нулевого порядка (началом репера 
служит текущая точка поверхности). Функции А“,- в 
уравнениях (19) определяют на поверхности Ур поле 
фундаментального объекта первого порядка (относи­
тельно репера нулевого порядка). Продолжения сис­
темы (19) дадут последовательность полей фунда­
ментальных объектов {Л?}, (А?, А“/}, {А/, А/у, Л/у*}.. 
Таким образом, исходя из системы (19) мы опять 
приходим к схеме Г. Ф. Лаптева продолжений полей 
геометрических объектов, но при этом оказывается 
исключенным из рассмотрения пространство парамет­
ров Мр. Это значительно упрощает вычисления.

Дальнейшие упрощения в вычислениях связаны с 
так  называемой канонизацией подвижного репера Ии, 
которая состоит в следующем.

10* =  Л/шг, (19)



Рассмотрим изменения функций А“,- при преобра­
зованиях из стационарной подгруппы Нх точки х ^ У р. 
Накладывая определенные ограничения на преобра­
зования из Нх> придадим наиболее простые числовые 
значения максимально возможному числу функций 
Л“,-. После этого продолжим дифференциальные урав­
нения поверхности. При этом упрощаются уравнения 
(14) и получаются новые уравнения

шаг =  А?'и>1 (ах= р - \ - 1,..., рх). (20)

Говорят, что поверхность Ур отнесена к подвиж­
ному реперу первого порядка. С уравнениями (20) 
поступаем таким же образом (второй шаг в канони­
зации репера), получим репер второго порядка и т. д. 
Процесс канонизации будет закончен, когда все инва­
риантные 1-формы ма группы в г окажутся линейны­
ми комбинациями главных форм со'. Коэффициенты 
в этих линейных комбинациях являются числами ли­
бо функциями точки поверхности (дифференциалы 
этих функций представляют собой линейные комби­
нации главных форм). Эти функции — инварианты 
поверхности (аналогично кривизне и кручению кри­
вой в £ 3). Полученный при этом подвижный репер 
называется каноническим репером поверхности УРа  
с_-Х„.

Метод канонизации репера был развит в работах 
Э. Картана и С. П. Финикова и широко применялся 
в исследованиях их и их учеников.

Важно заметить следующее. В процессе канони­
зации репера мы обычно вынуждены отказаться от 
рассмотрения тех частных случаев поверхностей, для 
которых такая канонизация не проходит. Таким об­
разом, с помощью канонического репера мы изучаем 
не вообще гладкую р-поверхность, а лишь гладкую 
р-поверхность некоторого класса (именно того клас­
са, поверхности которого допускают рассматрива­
емую канонизацию подвижного репера). Поэтому с 
точки зрения общности исследования лучше пользо­
ваться методом Г. Ф. Лаптева продолжений полей 
геометрических объектов на погруженном многообра­
зии Ур. При этом можно не проводить канонизации 
репера или же провести частичную канонизацию, ко­
торая не налагает каких-либо жестких требований на 
поверхность. Примеры этого будут приведены в д ал ь­
нейшем.



Проективное пространство Р„ является простран­
ством представления проективной группы Р(п, Я). 
Будем предполагать, что в пространстве Р п задан 
«начальный» проективный репер Я о=Ш о, М ъ ..., М п, 
Е }. Тогда всякий другой проективный репер Р и мож-
но задать векторами Л/ (7 = 0 , 1, п), порождающи­
ми его вершины [2]. Деривационные формулы под­
вижного репера Я и имеют вид (см. § 16)

а А , ^ 4 А к  ( / ,  К , 1 = 0 ,  1,..., «), (1)

причем 1-формы со*7 удовлетворяют уравнениям 
структуры пространства Р п:

Ош?= ю /Д (в^ , ^  “ / =  0. (2)

Пусть в пространстве Р п задана гладкая р-поверх- 
ность Ур. Отнесем ее к реперу нулевого порядка Яш 
в котором Л0= Л сгК р . Как показывает первое из 
уравнений (1),

Ы А = ^0А - \ - ^ А г  (3)

(<о? = « £ , / = 1 ,  2 ,..., и), точка А неподвижна тог­
да и только тогда, когда формы о? обращаются в 
нуль. Следовательно, в подвижном репере нулевого 
порядка поверхность Ур определяется системой урав­
нений (см. формулу (16) § 34)

(г, у, £ =  1, 2,..., р\ а, р, у =  /> +1,—, «)• (4) 
Уравнение (3) примет вид

Перейдем к новому реперу $ и, вершины которого по-—►
рождены векторами В = А ,  В;=Л«-)-Л“,Ла, Ва— Аа 
(эти векторы линейно независимы). Формулы (1) 
для репера $ и примут вид

с1В=ик)В-\-ш‘В1, йЁ-р =  и>*Вк . (5)

Первая из формул (5) показывает, что теперь



Такой вид принимает система (4) в репере Ки (все 
Л“г= 0 ) .  Следовательно, Яи есть репер первого поряд­
ка поверхности Ур. Будем предполагать, что уже с 
самого начала поверхность Ур отнесена к подвижно­
му реперу первого порядка, и применять обычную 
символику, обозначая этот репер через Я и и записы­
вая уравнения (5) и (6) в виде

<М=ш°0Л +  ш'Ль =  (7)

(о‘= 0 .  (8)

Система (8) представляет собой систему диффе­
ренциальных уравнений поверхности Ур в Рп относи­
тельно подвижного репера первого порядка 7?«. Гео­
метрически этот репер характеризуется тем, что его
вершины А, лежат в касательной р-плоскости ТР(А)  
к поверхности Ур в точке А.

Рассмотрим систему форм <дг. Учитывая уравне­
ния (8), уравнения структуры пространства Рп и ис­
пользуя теорему Фробениуса, убеждаемся, что эта 
система форм вполне интегрируема. При оУ=0 точ­
ка А  поверхности Ур неподвижна (см. первое из урав­
нений (7 )). Независимые первые интегралы и1, иР 
системы уравнений ко!'= 0  можно принять за локаль­
ные координаты точки А  на поверхности Ур.

Относительно начального репера Ко имеем

2  =  Й 0 +  х 7М г  (9)

(абсолютные координаты точки А  взяты так, что 
х ° = 1 ) .  Находим

дА  дМо “ л  ЭЛЛ*,-Ъ1М7 + Х ? ---- (10)
к  1 1 А„Кдх* ах* * 1 дх*

Так как — фиксированный репер, то порождаю­
щий его векторный базис (М 0, М \, М п) может пе­
реходить только в базис, ему гомотетичный {3], а по­
тому, если дМ 0[дх% =1$М 0, то и с Ш ,/<?**r==X.£./И-̂ ■ 
и равенство (10) примет вид

(П )



Переменные х 1 в формуле (9) можно рассматри­
вать как координаты точки А в Рп- Следовательно, 
(д/дх~) — естественный репер векторного простран­
ства ТА (Р п), касательного к многообразию Рп в точ­
ке А. Отождествим этот репер с репером, имеющим
началом точку А  и координатные векторы дА/дхк .

Векторное пространство ТА (Рп) удобно наделить 
структурой аффинного, затем расширенного и, нако­
нец, проективного пространства. Как показывают 
формулы (11), это пространство определяется точка­
ми Л и М%, х> е . совпадает с данным пространст­
вом Рп.

Пусть теперь точка А описывает поверхность Ур, 
отнесенную к реперу Р и первого порядка, так что 
имеют место формулы (7), (8). Тогда в уравнениях
(9) имеем х^— х ^ и ' ,  и?), причем

ранг д х '
ди1

( 12)

в некоторой координатной окрестности и  точки А на 
поверхности. При этом (д/ди1) — естественный репер 
векторного пространства ТА (Ур), касательного в точ­
ке Л к поверхности Ур. Имеем

дЛ дхк  дА
ди1 ди1 дХ К

Из равенств (12), (13) следует, что векторы дА/ди1 
линейно независимы. Учитывая это, отождествим ре­
пер (д/ди1)  пространства ТА (УР) с репером, имею­
щим началом точку А  и координатные векторы дА/ди1. 
Здесь такж е удобно векторное пространство ТА (УР) 
наделить последовательно структурой аффинного, 
расширенного и, наконец, проективного пространства. 
Полученное при этом проективное р-пространство 
ТР(А)  называется р-плоскостью, касательной к по­
верхности Ур в точке А. Следовательно, эта плос­
кость определяется точкой Л и р  точками, порожда-
емыми векторами дА/ди1. Так как йА — (дА/ди1)с1и
то вектор йА  при любых значениях ё и 1 порождает 
точку, лежащую в плоскости ТР(А ).



Точку Л порождает и вектор Л * = Я Л , Я e F C í/ X R ), 
г. е. А, — дифференцируемая функция от координат 
ы* точки Л е У р  и параметра I, меняющего значение к 
при неподвижной точке Л. Находим

+  <14>X \ ди‘ Ы  ) ди‘
Формы со' (см. первое из уравнений (7 ))  образуют 

вполне интегрируемую систему на поверхности Ур 
(т. е. с учетом уравнений (8 ) ) ,  а ее независимые пер­
вые интегралы являются локальными координатами 
и1 точки Л на поверхности. Следовательно, существу­
ют такие дифференцируемые функции а ‘/ (от глав­
ных и, возможно, вторичных парам етров), что (о‘== 
= а 1}йи>, сИ  ||а‘‘у||=5̂ 0. Отсюда йи1= а 1]®1. Подставив 
это выражение в (14), получим

(1А*=и>оЛ * +  3, (15)

где

ш°== +  ; А ^ ш 'д А Ш .  (16)

Из (16) заключаем, что векторы Л/ линейно не­
зависимы и точки, порождаемые этими векторами, 
леж ат в плоскости ТР(А). Обозначая в формулах (15)
вектор Л * снова через А, запишем эти формулы в
виде Л4 =  (о°оЛ +  ю‘Л/, что в точности совпадает с пер­
вой из формул (7 ).

Система (8) есть система дифференциальных 
уравнений поверхности УрсгР „  относительно подвиж­
ного репера первого порядка К и. Н а интегральном 
многообразии системы (8) имеем /)соа =  0, что, ис­
пользуя уравнения структуры пространства Рп, мож ­
но записать в виде ©“„Д со ^ О . О тсю да, по лемме 
Картана,

ш ?=Й уо)', Ы ]= Ь У  (17)

Продолжая систему уравнений (1 7 ) , получим

д ^ Д ш /^ 0 , (18)
где

А Ъ*)= йЬ*ц Ьцщ— 4" (19)
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Д Ь Ь = Ь ф <  (20)

где Ьць симметричны по всем нижним индексам.
Если фиксировать точку А с У р, то из уравнений 

(19), (20) получим

Щ  + Ьцп°0 -  ЫрЧ - Ыип)+ ь\ ^ = 0, (21) 
К кгде Л/ =и>/|а1/ _ 0 и символом б обозначено дифферен­

цирование по вторичным параметрам, т. е. по пара­
метрам стационарной подгруппы На точки А.

Используя теорему Фробениуса, можно проверить, 
что система уравнений (21) вполне интегрируема. 
Учитывая вид этих уравнений, заключаем, что систе­
ма функций Ьа1! образует тензор (основной тензор по­
верхности Урс .Р п) .  На всей поверхности Ур получим 
поле этого тензора; уравнения ( 2 0 ) — дифференци­
альные уравнения этого поля.

Если поле основного тензора поверхности нулевое, 
т. е. ¿>“,7 = 0 ,  то уравнения (17) примут вид

(о ?= 0 . (22)
П ользуясь теоремой Фробениуса, устанавливаем, 

что система уравнений (8 ), (22) вполне интегрируе­
ма. Следовательно, она определяет некоторую под­
группу Н проективной группы пространства Рп. Те­
перь имеем

с1А=щА-\-ы1А1, (23)

Уравнения (23) показывают, что при любых прира­
щениях йик координат ик точки А эта точка, как и 
точки Л,-, не выходит из плоскости ТР(А). Следова­
тельно, когда точка А описывает поверхность Ур (точ­
нее, некоторую окрестность Ц аУ р ),  касательная 
плоскость ТР(А) остается неподвижной и потому 
Урс:Т р(А) (точнее, V а Т р(А )). В этом случае приня­
то говорить, что 'Ур есть р-плоскость (было бы точнее 
сказать, что поверхность Ур является локально плос­
кой). Подгруппа Я  и есть стационарная подгруппа 
плоскости ТР(А ). Обратно: если поверхность Ура Р п 
есть р-плоскость Рр, то, отнеся ее к подвижному репе­
ру первого порядка (А, Аь Аа), в котором Л<=Р„, 
А ^ Р р , среди деривационных формул получим и фор-



мулы (23). Значит, имеют место уравнения (8 ), (22) 
и потому Ьа,г/ =  0.

Таким образом, поверхность Ур в Р п является 
р-плоскостью тогда и только тогда, когда поле ее  
основного тензора — нулевое: 6“,/ =  0.

Прямая й а Р п называется одномерной нормалью  
поверхности Ур в точке Л е У р, если А& 1, йфТр(А). 
Если такая прямая задана в каждой точке Л е У р, то 
говорят, что вдоль поверхности определено поле с1(А) 
одномерной нормали. При этом предполагается, что 
прямая й(А) этого поля дифференцируемо зависит 
от точки А.

Пусть вдоль поверхности Ур в Р п заданы п—р по­
лей ¿Н(Л) одномерных нормалей. Говорят, что эти 
поля линейно независимы, если в каждой точке Л е У р 
плоскость, натянутая на прямые с1а (А), имеет раз­
мерность п— р. В  этом случае можно вершины Аа 
подвижного репера Я и выбрать на одномерных нор­
малях: А а^ й а (А). При фиксации точки Л будет фик­
сирована и каж дая из прямых с1а (А ). Поэтому бЛа=  
=  я0оЛ + я ааЛа. Следовательно, я ра= 0 ,  а # р ,  т. е. 
формы сора ( а ф $ )  стали главными (линейными ком­
бинациями форм со‘) . Уравнения (21) примут вид

ЬЬЬ +  Ь'ц {п°0 +  л1) -  Ь1)П*, -  ¿ 4 л * = 0 .  (24)

Можно проверить, что для каж дого фиксированно­
го значения а  (« = / ? + 1 , ..., п)  система уравнений 
(24) вполне интегрируема. Учитывая вид этих урав­
нений, заключаем, что каждая из систем функций Ьац 
(а  фиксировано) является тензором, присоединенным 
к стационарной подгруппе На точки А ^ У Р. Итак, 
если прямые (ААа) вдоль поверхности Ур описывают 
п—р линейно независимых полей одномерных норма­
лей, то поле основного тензора Ь“,-/ этой поверхности 
распадается в систему п—р полей дваж ды  ковариант- 
ных симметрических тензоров Ь®»/ (а  фиксировано 
для каж дого из этих полей).

Зададим на поверхности Ур гладкую  линию у сис­
темой дифференциальных уравнений

(о'=/'й, (о«= 0, (25)

где 0 — параметрическая 1-форма, вполне интегриру­
емая; £>е =  0 Д 01 , а 1‘ — дифференцируемые функции 
главных и вторичных параметров. П родолжая эту



систему, находим

С111 -  /Ч0+ 1 Ц  - 1 \ = /{о.

При смещении точки А вдоль кривой у имеем йА =
=со°оА +  0.М, где М =  1‘А1. Если зафиксировать точку 
Л е у ,  то получим

Ш = / 'я ? Л  +  (8/'+//я^)Лг. (27)

Чтобы фиксировать точку А на кривой у. надо поло­
жить 0 =  0. Тогда из уравнений (26) находим

Ы1+ / 'л - = / '< р  (<р= я ® + 01).
Теперь формула (27) примет вид

8 Ж = / 'я?Л +  9Ж .

Следовательно, при изменении вторичных парамет­
ров (при закрепленных главных параметрах) точка М 
может смещ аться только по прямой (АМ), касатель­
ной линии у в точке А.

Таким образом, хотя функции 1! и могут зависеть 
от вторичных параметров, но если они удовлетворя­
ют системе уравнений (26), то прямая (АМ), каса­
тельная к кривой у в текущей точке А, не зависит от 
вторичных параметров. В этом случае уравнения (25) 
определяют в некоторой области семейство
гладких линий —  интегральных кривых системы (25) 
(независимо от выбора подвижного репера первого 
порядка).

^ В  точке^Л линия у касается прямой (Л М )= [Л ,
йА], где й?Л =  м°оЛ +  0М. Находим второй дифферен­
циал точки Л при ее смещении вдоль у:

а!2Л =  ср°А +  +  9* ( 1[А, +  Ьяи11ИАш)у (28) 

где <ро=¿/«>8 4_ (<о8)2+ е/'ш?; = 20)06+ ^ 6+ 00,.

Д вумерная плоскость П2(А, у ) = [ Л ,  йА, йЩ  (если
она сущ ествует, т. е. если векторы А, ёА, с12А линей­
но независимы) называется соприкасающийся 2-плос­
костью к линии у в точке А.

Если Р а и Рг —  две плоскости (размерностей 5, I) 
в проективном пространстве Рп, то их суммой назы-
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вается плоскость наименьшей размерности, содержа­
щая каждую из плоскостей Р3 и Р*. Аналогично вво­
дится понятие суммы любого семейства (Л ^ )х €4 пл0‘ 
скостей Р п .

Сумма плоскостей ПгСЛ у), построенных для все­
возможных гладких кривых, проведенных на поверх­
ности Ур через ее точку А, назы вается соприкасаю­
щейся плоскостью к поверхности Ур в точке А. Из 
формулы (28) следует, что эта плоскость определяет­
ся точками, порожденными векторами А, Аи ФаАа, 
где Фа= Ь ац(и‘(£>1 (или Фа= м г(о“г ) — так  называемые 
квадратичные асимптотические формы поверхности У р.

Если линия у такова, что в точке А выполняется 
равенство Ьиц1‘11= 0, то из формулы (28) следует

П2(Л , у )с : Тр (А). (29)

В этом случае направление (АМ ), определяемое 
параметрами V, называется асимптотическим направ­
лением в точке А. Линия у с:У р называется асимптоти­
ческой, если в каждой точке Л е у  выполняется усло­
вие (29).

З а м е ч а н и е .  Если в точке Л е у  векторы А, йА,
(РА линейно зависимы, то порождаемые ими точки 
леж ат на одной прямой и не определяют плоскости. 
В этом случае говорят, что соприкасающ аяся плос­
кость П2(Л, V ) — неопределенная, и считают, что 
включение (29) имеет место и, следовательно, нап­
равление (I1)  — асимптотическое. В  частности, это 
справедливо в любой точке прямой, лежащ ей на по­
верхности. Значит, если прямая лежит на р-поверхно- 
сти, то она является асимптотической линией этой 
поверхности.

Рассмотрим матрицу ||&“г/||, где а  —  номер строки, 
а столбцы нумеруются двумя индексами: I, /. Нас ин­
тересует ранг этой матрицы, поэтому, учитывая, что 
Ьац==Ьац, при Л ф } будем выписывать лишь один 
столбец, именно тот, в котором £</. Таким образом, 
матрица ||Ьаг/|| имеет п—р строк и р ( р + 1)/2 столб­
цов. Следовательно, ранг \\Ьац\\ равен щ, <7<пнп(>1— р; 
р ( р + 1)/2).

Мы видим, что ц есть число линейно независимых 
асимптотических форм Ф“ поверхности УР. Пусть



^</г— р. Вершины Аа подвижного репера .всегда мож­
но перенумеровать так, чтобы первые q строк матри­
цы ||6 “,/|| были линейно независимы и, значит, осталь­
ные строки окаж утся линейными комбинациями пер­
вых <7 строк:

Ьи — ̂ аЬ?} (я , Ь — р-\-1,..., р-\-Я\ а =  р - \ - п ) .  
Формула (28) примет вид

^  =  <роЛ +  «р>л1 +  0 2 [ / Я  +  д а ^ ( ^ в +  Л ) ] .  (30) 
Следовательно, соприкасающаяся плоскость к по­

верхности Ур в точке А определяется точками, кото­
рые порождены следующей системой линейно незави­
симых векторов:

Л , Ац Аа =  Аа-^^аА,. (31)
Эта плоскость имеет размерность р +  <7 и ее будем 

обозначать через Т'р+д(А). Из (31) заключаем, что 
Тр(А )аТ 'р+ ч(А ). Если взять вершины репера Лае  
е Г 'р + Л Л ), т. е. Аа= А * а, то, как показывают форму­
лы (3 1 ), получим Хаа =  О И потому Ьа,7 =  0.

Итак, если  <7 вершин Аа подвижного репера лежат 
в соприкасающейся плоскости Т'Р+Ч(А), то формы 
фа( а = р + 1 ,  ..., р +  я) линейно независимы, а осталь­
ные формы Ф ” —  нулевые: Ф1’= 0 .

Рассмотрим еще один арифметический инвариант 
поверхности. Если заменить вершины подвижного ре­
пера по формулам

А = Х $ ; ,  (32)
то получим

Ф"АЛ =  Ф’Х М ;= Ф?А*,

фР=х2ф«. (33)

Следовательно, при замене вершин Аа репера по 
формуле (32) асимптотические формы Ф“ поверхно­
сти заменяю тся по формулам (3 3 ).

Пусть формы Ф“ зависят от г < р  независимых пе­
ременных (1-форм со1*). Перенумеруем формы щ' так, 
чтобы Ф “ зависели от форм ю1' (1\, /1 =  1, 2, ..., г) и 
не зависели от форм со'* (¿2, /2= ^Н-1, •••,Р)- Так как
©“¡= -^ < ?Ф “/с?со‘ * и формы Ф“ не зависят от и '* , то 

дФа/д(£/1* = 0 ,  т, е. .....  ........................



О)?, =  0. (34)

Из (34) заключаем, что ¿/“/, =  0, а потомуй“,*, — 0 
и, следовательно,

Продолжая уравнения (34) (с учетом уравнений 
(о“= 0  поверхности и уравнений ( 3 5 ) ) ,  найдем

Применяя, если надо, преобразование (33) над 
формами Ф", всегда можно получить по крайней мере 
одну из этих форм, зависящую существенно от пол­
ного числа г независимых переменных. Поэтому мож­
но считать, что для некоторого значения а = (осо ранг 
1 ^ 1 1 = г. Д ля такого значения а 0 из (36) найдем

Учитывая формулы (37), замечаем, что на поверх­
ности Ур система уравнений ©‘» = 0  вполне интегри­
руема. Эта система имеет г независимых первых ин­
тегралов. Ее интегральными многообразиями служат 
(■р—г)-мерные поверхности, содержащ иеся в поверх­
ности Ур, причем через каждую точку Л е У р прохо­
дит одна такая поверхность Ур- г• Говорят, что по­
верхность Ур с помощью системы уравнений  (о* * =  0 
расслаивается в г-параметрическое семейство поверх­
ностей размерности р— г.

Если точка А смещается по поверхности Ур- г
(со*1 =  0 ), то

(1А =  < * Н ) А - \ - ¿Л г, =  а>/,.А+  «>/$/,. (38)

Итак, когда точка А описывает поверхность Ур~г, 
вершины А, Л п о д в и ж н о г о  репера, ^определяющие 
касательную плоскость ТР- Г(А) к этой поверхности, 
не выходят из плоскости ТР- Г(А ). Отсюда сле­
дует, что эта плоскость неподвижна и локально 
Ур-г’аТ р -г(А ). Можно сказать, что Ур- Г есть ( р - г ) -  
плоскость (плоская образующая поверхности Ур). 
Когда точка Л описывает плоскую образующую УР- Г, 
имеют место формулы (38) и

(35)

(36)

(37)

(39)



значит, при этом плоскость ТР(А) неподвижна. Эта 
плоскость меняется только от изменения параметров 
и* * независимых первых интегралов вполне интегри­
руемой системы уравнений м'* = 0 .

Рангом поверхности Vp называется число незави­
симых параметров, от которых зависит семейство ка­
сательных p-плоскостей этой поверхности. Это число 
совпадает с наименьшим числом 1-форм ш'1, через 
которые могут быть выражены одновременно все 
асимптотические формы Ф“. М ожно такж е сказать, 
что ранг поверхности, отнесенной к подвижному ре­
перу первого порядка, есть ранг системы форм м“/.

Мы доказали, что поверхность Vp ранга г < р  пред­
ставляет собой r-параметрическое семейство плоских 
образующ их размерности р —г, причем вдоль каждой  
такой образую щ ей касательная p -плоскость к поверх­
ности Vp одн а  и та же.

Поверхность 1/2 ранга r =  1 называется разверты­
вающейся. Поверхность Vp ранга г < р  называется 
тангенциально-вырожденной. Изучением таких по­
верхностей занимались многие авторы (Э. Картан, 
H. Н. Яненко, С. И. Савельев, М. А. Акивис,’ 
В. В. Р ы ж к о в  и др .).

Рассмотрим гладкое многообразие Хр (р >  1) и 
некоторую его область G, на которой можно задать р 
линейно независимых гладких 1-распределений A‘i 
( i =  1, 2, ..., р ). Каждое распределение определяет 
в области G семейство о‘ интегральных кривых этого 
распределения. В  области G получим систему 2 Р=  
=  {сг1, ..., о р} из р  семейство гладких кривых, облада­
ющую следующим свойством: через каждую точку 
x œ G проходит по одной линии каждого семейства <т‘ 
так, чтобы касательное пространство TX(VP)  являет­
ся прямой суммой подпространств А*\(х).

Систему 2 р кривых, обладающую этим свойством, 
называют сетью (точнее, сетью гладких кривых) в 
области G. При этом 1-распределения Д^, задающие 
сеть 2 Р, в области G определяют (р— ^-распределе­
ния Дгр_! такие, что в каждой точке x œ G подпрост­
ранство А 1Р-\(х)  является прямой суммой подпро­
странств A1! (j¥=i). Пусть распределение Д'р_1 (i фик­
сировано) интегрируемо и у1— интегральная кривая 
распределения А\. Тогда через каждую  точку х ^ у 1 
проходит интегральное многообразие распределения 
A'p-i, причем на каждом из этих интегральных мно­



гообразий определена сеть 2 Р_ \(х) из кривых, при­
надлежащих семействам о ! (¡фС).

Назовем рангом сети 2 Р число г всех неинтегри- 
руемых распределений Д'р-ъ  задаваем ы х этой сетью. 
Ясно, что ранг сети является ее топологическим ин­
вариантом. М ножество всех сетей, определенных в 
области О, можно теперь разбить на три класса:

а) голономные сети —  сети ранга г — 0;
б) частично голономные сети, для которых 0 < г < р ;
в) сети полного ранга г = р .
Частично голономные сети можно подразделить на 

подклассы в зависимости от значения их ранга г.
Пусть 1>1 — модуль, двойственный Т7-модулю £>’, и 

сеть Ъра й  порождена векторными полями Х ^ Б 1. 
Тогда в области й  можно определить систему р  ли­
нейно независимых 1-форм шге / )  1 условием

'»1(Х ))1Х =  ъ‘] у л е О .  (40)

Уравнению о>‘(Х )1 * = 0  (7 фиксировано) удовлет­
воряет каждый вектор Х цх (¡= £0, и, значит, что 
уравнение определяет векторное подпространство 
А‘р-1(х )с :Т х. Система р— 1 уравнений «¡¡'(Х ) ¡х= 0  
определяет одномерное подпространство А11(х)<=.Тх. 
Следовательно, система уравнений <о/== 0  ( '/ =  1, 2, 
р; ¡Ф 1) определяет 1-распределение Аг1 в  области О. 
Таким образом, сеть Е р можно задать 1-формами оЛ 
удовлетворяющими условию (40).

Интегрируемость распределения Д'р-1  равносильна 
тому, что уравнение со‘= 0  вполне интегрируемо. Это 
позволяет легко найти ранг сети, заданной 1-форма- 
ми со1’.

Рассмотрим гладкую поверхность Ур в проектив­
ном пространстве Р п.

Пусть в области б с У р  задана сеть 2 Р гладких 
линий. Репер Я — (А, А\, .... А„) выберем теперь так, 
чтобы прямые ЛЛ/ были касательными в точке Л е ( 3  
к линиям этой сети. Деривационные формулы репера 
/? имеют вид

¿ / Л ^ ^ о Л + ^ Л ,,

с/А, =  ш/Л -{- <о/л у +  “г Л„  (41)

йАа =  Л ч>̂ Л; 4 “ о>а Л р
(/, у, £ =  1, 2, . . . ,  р\ а , р, у = / > +  1,...,  л).



Если теперь фиксировать точку А (шг= 0 ) ,  то этим 
будет фиксирована каждая из прямых АЛ/ и вторая 
строка формул (41) должна иметь вид

8Л ;= я/  А -¡- Я/А;

(б —  символ дифференцирования по вторичным пара-
3 вметрам и лД= о). Следовательно, формы оУ/ 

(1ф ])  — главные:

о)/=а/*и>* (1 ф у). (42)
Обратно: если в деривационных формулах (41) под­
вижного репера Я, присоединенного к поверхности 
Ура Р п, формы ш/ (¿ф ]) — главные, то на поверхно­
сти Ур выделена сеть: линии этой сети являются оги­
бающими прямых АЛ./ репера Я. Сеть 2 рс У рс :Р л на­
зы вается плоской, если р — п.

Продолжение системы (42) имеет вид

(¿а!к 4" а 1к (ш0 — <•>/ — шк~{~ ш}) — -(- 

+ аиаы и*—а{ьааш1 -[- Ь1^{= аш&1. (43)

И з (43) следует, что в общем случае система 
функций а 1 ¡к не образует геометрического объекта. 
Из (27) и (43) заключаем, что относительно стацио­
нарной подгруппы НА точки А е У р мы имеем систе­
му тензоров {акц, Ьац) (¿, /, й фиксированы, /#/, к) 
и квазитензоров {а>ц, &“//}.

Если обозначить ч ц = 2 а?/л, то из уравнений (43) 
находим

й'Н] -[- 4% («о — “/ —

и, значит, \кц — относительный инвариант. Система 
функций \-*// (¿, у, к =  1, 2, ..., р; кф 1, /) определяет 
геометрический объект, который назовем объектом 
неголономности сети 2 ра У р. Д ля каждого значения 
индекса к  сеть 2 Р определяет (р— 1 )-распределение 
А*р-1  такое, что Д*Р_ 1('^^ =  СЛЛ1...ЛЛ_ 1АЙ+1...ЛР) .  Р а с­
пределение Длр_1 интегрируемо тогда и только тогда, 
когда на поверхности Ур вполне интегрируемо урав­
нение ы* =  0, т. е. когда для данного А: имеем у*//=0. 
Таким образом, чтобы сеть была голономна (имела 
ранг /•=0), необходимо и достаточно, чтобы ее о б ъ ­
ект неголономности был равен нулю.



Пусть в пространстве Рп дано дифференцируемое 
многообразие Хг, образующим элементом которого 
служит /г-плоскость: Рн(и) =  Рн(и1, ..., иг) =  (М\, Мг.

Мн+\). Если точка МееРп порождена вектором М,
то, как обычно |[2], пишут л(М ) — М. Справедливо 
утверждение: если учитывать лишь бесконечно малые 
первого порядка, то

я (х5М3) е Р Л( к | ¿и)¥> л{х?йМ,) е  РнШ).
□ Плоскость Рп(и) определена точками, порож­

денными векторами Следовательно, плоскость 
Рн(и +  йи) определена точками, порожденными векто­

рами МвЛ-(Ш$, точка п(х3М8)^ Р н (и ) .  Эта точка 
принадлежит и плоскости Рн(и +  с1и) тогда и только 
тогда, когда справедливо равенство 

^  (7^ +  

где е5 — бесконечно малые (д:* +  е® —  координаты точ­

ки я (х8М1) относительно репера из точек л(М 3-ЫМ5) 
в плоскости Р/г(и +  йи)). Отсюда х$йМ5=  е5М5. Но

я(е*Л 1*)еР/1(ы). Значит, и л (х ?йМ3)<=Рн(и). ■
В плоскости ТР(А), касательной к поверхности Ур 

в точке А, возьмем два направления, определяемые 
направляющими параметрами (со1) и (со'). Это зна­
чит, что эти направления задаю т в плоскости Тр(А)
прямые (АМ) и (АМ), где^М =  а>°оЛ +  со‘Л/, М 
=  а%А + А .  Точка М = я (М )^ Т р(А) принадлежит 

плоскости Тр(л (М )), касательной к поверхности в 
соседней точке л(М ), взятой в направлении (АМ), 
только в том случае, если я(соУ/Л +  ыгс1А0^ТР(А), 
т. е. если я((о ‘^Лг) е Г р ( Л )  (так как я(«в°о^Л е7’р(Л )) . 
Отсюда следует

=  (1)
Мы видим, что соотношение (1) эквивалентно сле­

дующему условию:

направление (о>0 с Г р ^ П ^ С я ^ о А + ^ Л / ) ) .  (2)



Но в формуле (1) направления (м‘) и (со*) равно­
правны. Значит, если имеет место (2 ) , то справедливо 
и следующ ее условие:

направление (ш*) с Тр (Л) П Тр (я  ( ^ Л +  ш'Л,)). (3)

Направления (со*), (со*) на поверхности Ура Р п 
называю тся сопряженными, если они удовлетворяют 
условию (2) (а значит, и условию ( 3 ) ) .  Следователь­
но, два  направления (АМ)  и (АМ) на поверхности 
сопряжены тогда и только тогда, когда их направля­
ющие параметры удовлетворяют условию  ( 1 ).

Вершины Аа(а, Ь=р-\-1 , ..., р +  я) репера будем брать 
в плоскости Т'Р+Ч(А), соприкасающейся к поверхно­
сти Ур в точке Л. Тогда формы Ф а являются линейно 
независимыми и все остальные квадратичные асимп­
тотические формы Фя равны нулю. Условие (1) при­
мет вид

1/<о/= 0 .  (4)

Отсюда следует, что если направления прямых 
ААи ЛЛу репера Я  сопряжены, то все Ъац равны ну* 
лю, и обратно^. Значит, в каждой точке Л е У „  суще­
ствует р  линейно независимых попарно сопряженных 
направлений тогда и только тогда, когда асимптоти­
ческие формы поверхности можно одновременно при­
вести к каноническому виду

ф я= 2 # / (ш')2. (5)
I

Если асимптотические формы Ф а поверхности Ура  
с :Р „  приведены к виду (5 ) , то сеть интегральных 
кривых 1-распределений Дг' , =  ('ЛЛ1)  назовем сопря­
женной сетью поверхности Ур.

Как известно, для поверхности Ур инвариант <7 
равен рангу ||6 а,-/||. Если асимптотические формы по­
верхности приведены к виду (5 ) , то ¿7 равно рангу 
11&ан11. М атрица \\Ьац\\ имеет р столбцов. Следователь­
но, для поверхности Ур, несущей сопряженную сеть, 
имеем <7< р .  Если при этом <7 = р ,  то Ур называют 
поверхностью Картана (такую поверхность впервые 
рассматривал Э. Картан и называл ее «многообрази­
ем особого проективного типа»). Рассмотрим такую 
поверхность.



Ла= х Д ,  det ||Ха[| ф  0 . (6)

Тогда получим

dA t — о)? Л - f  и/ Л/ o»f X® Л

и новые формы {£>bi — 'kba(i)ai. Следовательно, при зам е­
не (6) вершин репера коэффициенты квадратичных 
асимптотических форм поверхности изменяются по 
закону

Матрицу ||Ä,fta|| можно выбрать так, чтобы матри­
ца \\бьц\\ стала диагональной. Будем считать такой 
выбор вершин Аь выполненным и вернемся к преж­
ним обозначениям. Имеем

<a?+t =  b?i+iu', u>f+y= 0  (/ Ф j )  (7)

(суммирование по i не производится). Здесь bfi+lф  О, 

так как ранг ¡¿>f/+ i|| равен р.
Докажем теорему существования поверхности 

Картана. Относительно выбранного подвижного репе­
ра R такая поверхность определяется системгй урав­
нений (7) и уравнениями

ü ) ® '= 0 ,  о ) ® = 0  ( о = 2 / ? 4 "  1 , . . . ,  п). ( 8 )

Дифференцируя внешним образом уравнения (7 ), 
(8 ), находим:

(суммирование по j  ф  I), (9)

(¿-^V. нет суммирования), (10)

<öp+iA u>,==0 (нет суммирования), (11)

где Д bft+,=  —d  1п&?/+< — (о®— «)p+i-(-2ü)j;

~ p + f tft+l p + i 
шр + 1 = - - ф 7  <+!■

З а м е ч а н и е .  Пусть дана система уравнений 
Пфаффа

0*= О , (12)
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у которой система квадратичных уравнений £>0“= О  
состоит из двух подсистем:

0?Д ш '=О , 

0?Дсо' =  О,

(13)

(14)

где —  линейно независимые главные формы на ин­
тегральном многообразии Хр, формы 0“; не зависят 
от форм а формы не зависят от форм 0а,- (в 
пространстве всех переменных). Тогда полярную мат­
рицу интегрального элемента можно записать в кле­
точном виде:

где матрица (А) записана с использованием только 
уравнений (1 3 ), а (В) — с использованием только 
уравнений (1 4 ). Имеем

О тсю да вытекает, что исследование системы (12) 
на инволютивность в этом случае упрощается. Вычис­
ляя ранги матриц типа (А )  и (В ),  можно найти чис­
ла (2" (аналогичные числу Картана общего слу­
ч ая), затем  найти число ЛГ параметров, от которых 
зависит наиболее общее выражение форм 0°,-, удов­
летворяющ их системе (13), и число ¿V" для форм 0°* 
системы (1 4 ).

В  силу теоремы Картана система (12) находится 
в инволюции тогда и только тогда, когда Q'— N' и 
<Э"=М".

Вернемся к исследованию системы (7 ), (8 ). Сис­
тема квадратичных уравнений, замыкающих систему 
уравнений Пфаффа (7), (8 ), состоит из двух подсис­
тем: подсистемы (9 ), (10) и подсистемы (11), кото­
рые можно исследовать в отдельности в соответствии 
со сказанны м в замечании.

Д л я подсистемы (9), (10) находим в  ̂— р2, в '2=  
= р ( р — 1), 5/з = 0 ,  С1' =  р(Зр—2 ) . Такое ж е значение 
получается и для ЛГ. Для подсистемы (11) имеем

Таким образом, система уравнений (7 ), (8) нахо­
дится в инволюции с характерами $1 =  5'1-|-8"2=

ранг (М )= р а н г  (Л )+ р а н г  (В ).

8[ =  р (п  — ‘2р), «2= 0 , 0" =  №'.



— р(п—р), 82= 5'2 +  5"2= р ( р — 1), 5 3 = = - ^ — о И спра­
ведлива следующая теорема.

Теорема 1. В проективном п-пространет е е  сущест­
вуют р-поверхности Картана с произволом р (р  — 1) 
функций двух аргументов (здесь  4 ^ 2 р ^ п ) .

Из формулы (9) следует а’^ = 0  (X /, к различны) 
и потому v/if t= 0 , т. е. сопряженная сеть на поверх­
ности Картана является голономной.

Пусть на гладкой поверхности Урс=Р„ задано 
1-распределение Д ь Это распределение называется 
фокальным, если на прямой АМ =  Ь\ (А )У А ^ У Р су­
ществует фокус, т. е. такая точка Р ф А ,  что при не­
котором смещении точки А по поверхности Ур точ­
ка Р описывает линию, касающуюся прямой АМ в 
точке Р (или ж е точка Р  неподвижна).

Когда точка А описывает поверхность УР= ( А ) ,  
точка Р описывает некоторую поверхность (Р )  так, 
что прямая ЛР, проходя через соответствующ ие точ­
ки Л и Р, касается обеих поверхностей: поверхности 
(Л ) — в точке Л и поверхности (Р )  —  в точке Р.

На поверхности Ур рассмотрим 1-распределение 
Д1 и отнесем эту поверхность к подвижному реперу 

(А, Ак, Аа), в котором (АА0 = А 1(А ), а I фикси­
ровано. Имеем

и А1= щ А -{- инАк щ Аа.
Если положить все а /г= 0 ,  то должна быть фиксиро­
вана прямая ЛЛ,-: б Л ;= зт ° ;Л + я ‘;Л(. Следовательно, 
я а, =  0 (что известно) и л^— О {¡¥=0- Значит, формы

— главные:

ш{=а/Л(1)й (/ фиксировано, у, £ =  1, 2 , . . . ,  р\ }ф 1). (15) 

На прямой ЛЛ/ ищем фокус Р. Имеем

Р = Х Л -| -Л г (16)

и при некотором смещении точки Л по поверхности 
Ур получим

^ ^ б Л  +  срЛ,, (17)

где 0 и ф — некоторые 1-формы. П одставив в (17)
дифференциал ¿Р , найденный из (1 6 ), и учитывая ли­
нейную независимость векторов, порождающих вер-



(18) 

(19)

(20) 

(21)
Уравнения (18), (19), (20) определяют 1-формы 

0, Ф  и функцию X.
Н аправление (АА1)  имеет в репере Я  направляю­

щие параметры юг̂ =0, остальные (¡¡¡=0. Уравне­
ние (2 1 ) перепишем в виде

О тсюда заклю чаем, что если направление АЛ*—  фо­
кальное, то оно сопряжено соответствующему направ­
лению  (<а )̂ смещения точки А. Следовательно, \-pac- 
пределение  Д1 на поверхности заведом о не может быть 
фокальным, если для него не существует сопряженно­
го I-распределения.

П усть ар —  сопряженная сеть на поверхности Кар- 
тана УраРп. Касательные к линиям этой сети опреде­
ляют р  линейно независимых 1-распределений ДИ. От­
несем поверхность Ур к подвижному реперу Я =  (Л, 
Л/, Аа ) , где Л Л ,= Д 1‘ (Л ). Тогда имеют место форму­
лы (7 ) , (8 ) . Ищем фокус Т7 на прямой ЛЛг, I фиксиро­
вано. Уравнение (21) теперь примет вид Ь?1+1ш‘= 0 , и

так как  Ьи+1 ф  0 , то (о*= 0. Следовательно, смещение 
точки Л должно принадлежать подпространству 
Дгп_ 1(Л ) =  (Л Л 1 ...Л/_1Лг+1 — Ар). При юг= 0  уравнение
(20) примет вид (см. формулу (9 ) )

Т ак  как  со3' не могут быть равны нулю одновремен­
но (при (ог= 0 ) ,  то ¿ [е Щ Я + а ^ ^ О . Отсюда П (^ +

+  а }ц) —  0. Это уравнение имеет р— 1 корней %^= 
= — ай} и, следовательно, на каждой прямой (ЛЛ<) 
имеем р— 1 фокусов Л Л порождаемых векторами
А ^ = — азц(А )+ А и  Пусть среди а^ц (» фиксировано) 
нет равных и, значит, все фокусы прямой (ЛА1) раз-

(Х+а/у)ш ^=0 (у ф 1). (22)



личны. Следовательно, различны все при фиксиро­
ванном I. Возьмем определенное значение индекса

/—jo. Подставив Х = —а/у0 в систему (2 2 ) , получим

( W ° = 0 ,  ( — а//о-)-а//1)ш ^ = 0  (Л #Л >)-

Значит, точка Л ,/о описывает ребро возвр ата развер­
тывающейся поверхности с образующими ЛЛ,- тогда, 
когда точка Л смещ ается по линии семейства сг;° сети 
öp (т. е. когда а^Ф О, а остальные (oJi= 0 , (о, = 0 ).

Таким образом, сопряженная сеть аР на поверхно­
сти Картана обладает тем свойством, что касательные 
к линиям любого семейства а 1 линий этой сети, взя ­
тые вдоль линии любого другого семейства а 1 линий 
этой сети, образуют развертывающуюся поверхность. 
Поверхность VpczPn, несущая сеть аР, обладающ ую 
этим свойством, называется р-сопряженной системой. 
При этом 2 < р < п .  Отнесем р-сопряженную систему 
Vp к подвижному реперу, построенному на касатель­
ных к линиям ее сети аР. Прямые AAi, взяты е вдоль 
линии сети, образуют развертывающ уюся поверх­
ность. Согласно сказанному выше, направления ЛЛ,-, 
ЛЛ/ сопряжены. Следовательно, сеть а Р, указанная в 
определении р-сопряженной системы Vp, является со­
пряженной сетью на этой поверхности. При отыска­
нии фокуса F  на прямой ЛЛ/ снова получим уравнения 
(18 ), (19 ), (2 0 ). Уравнение (21) примет вид Ьац(о‘= 0  
(нет суммирования) (так как baih= 0 , i¥=k, в силу со­
пряженности сети <тр). Это уравнение удовлетворяет­
ся, так как по определению р-сопряженной системы 
точка F описывает ребро возврата развертывающ ейся 
поверхности с образующими AAi тогда, когда точка 
А описывает на поверхности линию ы1 (для которой 
все o)ft= 0 ,  f t# / ) , где ¡ф и  По этой ж е причине формы 
Шг/ Ц ф () должны линейно выражаться только через 
формы а ‘ и « j  (см. уравнение (2 0 ) )  и, значит, сеть 
ор — голономная.

Можно доказать, что р-сопряженная система в 
проективном п-пространстве (2 ^ р ^ и )  существует с 
произволом  р (р — 1 ) функций двух аргументов.

З а м е ч а н и е .  Легко установить, что поверхность 
Картана есть частный случай р-сопряженной системы^: 
это такая р-сопряженная система, у которой в каждой 
ее точке соприкасаюшаяся плоскость 2 р-мерная



К ак  мы показали выше, для поверхности Урс :Р„, 
несущей сопряженную сеть, инвариант При этом 
если Ц = р ,  то Ур — поверхность Картана. Рассмотрим 
теперь строение поверхности Ур, несущей сопряжен­
ную сеть ор и такой, что Относя поверхность 
к подвижному реперу Я (А, Аи Аа), построенному на 
касательны х к линиям сети ар в точке А ^ У Р и Аае  

р+ч(А ), получим для асимптотических форм по­
верхности выражения вида

I
(1~ 1 ,  ^......р; а = р + 1 ,. . . ,р + < 7 ) .  Изменяя, если нужно,
нумерацию вершин Д- репера, всегда можно добиться 
того, чтобы ранг ||6 ам || был равен ц ( « = 1 , 2 , ...,<7). 
Заменой вершин Аа в соприкасающейся плоскости 
Т'р+ч(А) приведем эту матрицу к диагональному виду. 
Последующим нормированием вершин Аа приведем 
коэффициенты 6 55р+* к единице. Тогда поверхность Ур 
определится следующей системой дифференциальных 
уравнений:

(О“ = 0 ,  а>в = 0  ( з = / 7 - [ - ^ - | - 1 , . . . ,  п),

а>Г' =  0  /, 1 =

(/ =  ̂ + 1 ...... р), (23)

Щ — 0 , С0? =  0.

Дифференцируя внешним образом первое уравнение 
четвертой строки, получим

ю?+1Л тр+1 = 0  (нет суммирования),

или, учитывая первое уравнение второй строки систе­
мы (2 3 ) , имеем

шр+/Д<*>, = 0  (нет суммирования).
Отсюда по лемме Картана находим

«£+/=>.р+*«Л (24)

Дифференцируя второе уравнение четвертой строки, 
получим

2  ш?+‘Л шр+1=0,
I



что, используя уравнения третьей строки системы 
(23) и уравнения (2 4 ), можно записать в виде

У  ¿?/+гАр+/1«,Д “, =  0 .
/

Отсюда в силу независимости форм со‘, ы! имеем

Ь?1+1'Ър+1 — 0 (нет суммирования). (25)

Здесь возможны следующие случаи:
1°. Матрица ¡¿>«+г|| не имеет строк, состоящих 

из одних нулей. Тогда %ар+1 =  0 и, следовательно, 
<о°р+ «= 0. Дифференциалы векторов, порождающих 
точки А, Л/, Ар+1, разлагаю тся по этим ж е  векторам. 
Поэтому, когда точка Л описывает поверхность УР, 
соприкасающаяся плоскость Т'р+д (А) =  (АА 1 . . .Ар+Ч) 
неподвижна, поверхность Ур лежит в своей соприка­
сающейся плоскости. Следовательно, Ур —  поверх­
ность коразмерности <7 (это значит, что Ура Р р+ч, но 
Vр<£РР+ч-\).

2°. Матрица 1| состоит из одних нулей. Тог­
да фр+г=  ((о‘ ) 2 ( / = 1 , 2 ,...,<7) и поверхность Ур имеет 
ранг ¿7.

3°. Матрица ¡¿»+ ,|| имеет <7' строк, состоящ их из 
одних нулей, а в каждой из остальных строк есть эле­
менты, отличные от нуля. Пусть из одних нулей со­
стоят первые <7 '< < 7  строк этой матрицы. Тогда из ра­
венств (25) находим

0  — 0  (¿1, У1= :1 > 2 , . . . ,  ц ; ¿2» Уг= ^

В  этом случае система (23) имеет такой вид:

ОII
о ««*3IIо -ч3IIь3II9

0)?+'= с в ', (26)

(27)

ш?+'« = о , (28)

< +,1= 0 , (29)

« О - о . (30)

и>£+/,= 0 ,  н ф  ¡Ъ (31)
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0)/+,' = ^ +,*ш'., (32)

шр +1, =  0 ,

Дифферендируя внешним образом уравнения (2 7 ), 
(3 0 ) , (2 8 ) , получим:

®/,1Л<о*+ш»-Л«й/.‘= 0 ,  (33)

^ А “'1 +  ш,* Л (и/ н Л = о  (34)

«{•Дш».+ И' Д ] £  % +,* и )^ ;=  0. (35)
I

Из уравнений (3 3 ), (34 ), (35) по лемме Картана на­
ходим:

U)/.‘=«/,!/.соЛ+ Лм У ‘, А ^  Уь (36)

< ¡ 1  =  — а/.'/У- (37)

(38)

шр+^= —« м У 1+ аЬ У * , (39)

(40)

2  + (41)

Из (39) и (41) получим

^  b f?  ^  a/jW'-j-niia)*.
¿а /*

Т ак  как формы шй линейно независимы, то

я «  =  2г>?/+' ’а/Л, ^  ^ +/<Л/ Л = 0 , Рй = 0 .  (42)
¿я /*

Д ал ее, имеем

Dü)'! =  С)оД<и,> -|~ U)-''1 Д(1)у| -J- (0/> Д(И/2 Д “/*.

П одставив сюда выражения форм ш;1,, ш}1 из (3 6 ),
(3 8 ) , (4 0 ) , находим

О ш ^= ( шц+ + ailtuß)/\wtt.



Отсюда по теореме Фробениуса следует, что на по­
верхности каждая 1-форма со'1 вполне интегрируе­
ма. Следовательно, и вся система форм со'1 вполне 
интегрируема и определяет расслоение поверхности Ур 
на ^'-параметрическое семейство поверхностей УР-д 
Поверхность Ур~ч, имеет асимптотические формы

фPИí =  û <0?,+'*-^ -u M +' , = (ш '.)2+ ^  Ь“+,‘ ((°,)2- (43)
.1

Вершины /4/, репера не леж ат в касательной пло­
скости Тр-д,(А ) поверхности Ур- Ч>, поэтому появля­
ются новые формы

Подставляя сюда выражения форм и и>{‘ из (3 8 ) , 
(40) при (о‘> =  0, получим

Ф'* =  2  (и),1)2+ 2
¡л 1

Подставим в формулу (44) выражение для а[\ из 
первого равенства (4 2 ):

ф<.=2  «Ь. ((“'*)2+ 2  (^)а) = 2  а‘'1' фР+ч
» I * I*

Следовательно, поверхность Ур-Чг имеет <7— линейно 
независимых асимптотических форм (43) и, согласно 
доказанному выше, является поверхностью коразмер­
ности <7—

Дифференцируя внешним образом уравнение (2 9 ) , 
находим

Используя уравнения (2 6 ), (3 2 ), это можно запи сать 
в виде

<

(»1, /г фиксированы).
Отсюда в силу леммы Картана заключаем, что форма 

выражается линейно через формы со'1, м*3 (с  теми 
же индексами) и формы со"* (/, т = < 7 +  1 ,. . . ,р ) ,  а фор­
мы шг/, выражаются линейно через форму со'1 (с тем
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ж е индексом) и формы со'2, а т:

<»/!=а/!/,“ 1 +  а ^ У *  -\-а![\т шт , (45)

<*>/, =  а!-,/У * + а/,/У * а 111Пг шт. (46)

Имеем

¿)ш1‘ =  моДм** -)- <1), |/\о)/| -(- а>/*/\*«у* —)— , 

/)<»* =  шоДтг -|- о)Л Дсо^ +  «)'«Дш/а +  <от/\(01т,

что, используя равенства (4 5 ), (46 ), можно записать 
в виде

£«/. =  (юо 4 - й/”/ У ‘) Д ш' 2+ <иЛД (-°л+

+  («ЛяУ» — “»и)1 Д  ®т ,

Л(«' =  о)о/ \у+ (а:и У '  — <о£) ДаЛ -|-

+  (а/,лУ‘ — «4) Л “ '”.

Отсюда по теореме Фробениуса заключаем, что на 
поверхности Ур система 1-форм оД  шг вполне инте­
грируема и, следовательно, определяет расслоение 
поверхности Ур на (р— ^')-параметрическое семейство 
поверхностей Уч,. Поверхность Уя, имеет следующие 
линейно независимые асимптотические формы:

фр+'. =  (а)'.)2. (47)

Вершины А<2, А/ репера не леж ат в касательной пло­
скости ТЧ,(А ) поверхности Уч,, поэтому появляются 
новые асимптотические формы:

Ф'! =  ^  гг/“/, (о)'-)2, 
г,

Ф '= ‘о, ‘®/. =  У] «/,/, (“ 'О2,

которые являются линейными комбинациями форм 
(4 7 ) . Следовательно, поверхность Уч, имеет линей­
но независимых асимптотических форм, приведенных 
к каноническому виду (4 7 ). Значит, Уй, есть поверх­
ность Картана.

Таким образом, справедлива следующая теорема. 
Теорема 2. Если поверхность Ур<^Рп несет сопряжен­
ную сеть, а максимальное число д ее линейно незави-
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самых асимптотических форм Ф“ удовлетворяет усло­
вию 1 ^< 7 < р ,  то эта поверхность:

1°) либо имеет коразмерность д;
2 °) либо имеет ранг <7;
3 °) либо расслаивается двумя способами:
а) на q'-параметрическое семейство поверхностей 

размерности р—<7'  и коразмерности <7— ц', каж дая  из 
которых несет сопряженную сеть;

б) на (р— «7')-параметрическое семейство поверх­
ностей Картана размерности <7'Л

Нетрудно установить, какой из этих случаев име­
ет место для конкретной поверхности Ур, несущей 
сопряженную сеть. Д ля этого следует отнести поверх­
ность к подвижному реперу, построенному на к а са ­
тельных к линиям сопряженной сети и такому, что 
Аа*=Т'р+ч{А) ( а = р + 1,..., р + я ) .  Затем матрицу 
||&г,а|| коэффициентов асимптотических форм Ф“ надо 
привести к виду

элементарными преобразованиями над строками 

{Ь1Т\ 5 = 1 ,  2 , . . . ,  ? ) .  Заключение доказанной теоремы

связано со строением матрицы /?1=||£?/+,|.
Рассмотрим частный случай <7= 1 : поверхность УР 

имеет только одну линейно независимую асимптотиче­
скую форму Фр+1. Выбором вершин Аг (1= 1 , 2 ,. . . ,  р) 
в касательной плоскости ТР(А) всегда можно^ приве­
сти форму Фр+1 к сумме квадратов. Если в этой сумме 
окажется больше одного слагаемого, то матрица 
В\ — ненулевая и, согласно утверждению 1°, Ур есть 
поверхность коразмерности 1. Если ж е 6 1  =  0 , т. е. 
ФР+ 1 — квадрат линейной формы, то в силу утверж де­
ния 2 ° Ур— поверхность ранга 1 (развертывающ аяся 
поверхность). Ясно, что при 9 = 1  утверждение 3° не 
имеет места.

С л е д с т в и е  ( т е о р е м а  К.  С е  г ре ) .  Если по­
верхность УрСгРп имеет только одну линейно незави­
симую асимптотическую форму, то эта поверхность

{ЬРи У1) (48)



или принадлежит некоторому пространству Рр+и или 
является развертывающейся.

З а м е ч а н и е .  Можно доказать, что поверхность 
Ур в Р„ может нести голономную сопряженную сеть 
и не быть р-сопряженной системой.

§ 37. ПОВЕРХНОСТИ В ЕВКЛ И Д О ВО М  ПРОСТРАНСТВЕ

Пусть в евклидовом пространстве Е„ задана р-мер- 
ная поверхность Ур. Присоединим к поверхности Ур 
подвижный репер Я =  \х, е'н), где орты ^ 1 ......ер обра­
зую т базис касательного пространства Тх к поверхно­
сти в ее точке х, а векторы ер+1,. . . ,е п образуют орто- 
нормированный базис ортогонального дополнения 
Мп-р(х)  пространства Тх. Деривационные формулы 
такого репера имеют вид

с1х='я,е1, ¿<Га=ш'<?,-|-и>аер (/, у,

*  =  1. 2 , - . ,  Р; а ,$ ,У = Р + 1 , . . . ,п ) .  (1)

Следовательно, ©“ =  0, что при продолжении при­
водит к уравнениям

{Ь ц = Ь лл). (2)

Функции у11= е г в 1 — компоненты первого основ­
ного тензора поверхности. Находим

=  (3)
Дифференцируя тождество еа -е^— Ь^, где баР — сим­
вол Кронекера, получим

«>а +  «>3 =  0 . (4)

Точно так же тождество приводит к соотноше­
ниям

«а +  0, (5)

где ум — контравариантные компоненты метрического 
тензора у*/ поверхности. Функции Ьац образуют поле 
второго основного тензора поверхности (доказатель­
ство такое ж е, как и для случая 1^с=Р„). Если задать 
поля одномерных нормалей (х, еа), то функции Ьац 
для каждого фиксированного а определяют на поверх-
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ности поле дважды ковариантного симметрического 
тензора.

При замене базиса (е„) в плоскости Ы„-Р(х) вел и ­
чины Ьац (£, / фиксированы) преобразуются как коор­
динаты вектора и в плоскости Ып-р{х) имеем систему
~ р ( р + 1) векторов 'ь,1= Ь ^ = Ь ацеа. Пусть <7 —  число

независимых векторов этой системы. Вм есте с точкой 
х они определяют ^-плоскость Ыя(х)с:М п- р(х).

Векторы еа (а, Ь = р + \ ,. . . ,р  +  я) расположим в 
плоскости Ыч(х). Тогда все векторы разлагаю тся 
по векторам еа : Ь,1= Ь ^ еа  и, следовательно,

Ь1} = 0  (я=р-\-^-\-1,..-, п.). (6)

Таким образом, поверхность УР имеет ¿7 линейно н еза­
висимых вторых квадратичных форм Фа= 6 а;;(о'ю^.

Внешнее дифференцирование системы со,<1= 0 ,  по­
лученной из системы (2 ) и тождеств (6 ) ,  в силу л ем ­
мы Картана приводит к соотношениям

Ь“р»а =  с]ц1т , (7)
где симметричны по всем нижним индексам. М ат­
рица (Ьа1}) имеет <7 строк и р ( р + 1 ) / 2  столбцов; ее 
ранг равен <7. Пусть независимы столбцы с номерами
(1Гг /г) ( г = 1 , 2 , ...,<7) и матрица ( в У г) — обратная 

матрице Систему (7) разобьем на две системы:

Ь ^ у а= с я{г^ ,  И з первой системы н а­

ходим

« £ = 2 ? У г С?„г«>*, (8)

и вторая система приводит к конечным соотношениям

й ^ = » ? л в У Ч > л  (9 >
Уравнения |8 ) показывают, что формы (оа° —  г л а в ­

ные, а в силу (4) главными являются и формы ш<Л 
Если для поверхности Ур инвариант <7 имеет м акси ­
мальное значение р (р + 1 )/2 ,  то система (8 ) ,  а след о­
вательно, и конечные соотношения (9) отсутствую т.

Плоскость Т,р+я{х) =  Тр(х) +  Мч\х) (где Тр(х) == 
=  \х, Тх) —  касательная плоскость к УР в  точке х) 
есть соприкасающаяся плоскость к поверхности в точ-



ке х. Плоскость №ч\х), которая является ортогональ­
ным дополнением касательной плоскости Тр(х) в со­
прикасающейся Т'р+д(х), назовем главной нормалью  
поверхности Ур в точке х.

Пусть в некоторой области £2сгУр (в частности, на 
всей поверхности Ур) задана сеть 2 Р. Векторы е,- по­
движного репера возьмем теперь на касательных в 
точке х к линиям данной сети. Тогда <¡>¡1 '(*'#/) — глав­
ные формы:

ю{=а{ъи>* (I ф  у). (10)

Продолжение системы (10) имеет вид

(1а\ь — а{гщ  4 - а = .  (11)

Т ак как формы а ¡а —  главные в силу (5) и (2 ) , то из 
(11) ,  пользуясь теоремой Г. Ф. Лаптева, заключаем, 
что а !1к инварианты сети.

Гладкую линию у а У Р можно задать отношением 
форм а 1: ю 1=В11 (где 0 — некоторая 1-форма). При 
смещении точки х по линии у имеем йх— ^е^= 0 ^ =  
=  0а, где а =  1‘е ,• —  направляющий вектор касательной 
к линии у в точке х. Направление вектора а  должно 
быть инвариантным (не должно зависеть от вторич­
ных параметров реп ера): Ьа— §ха, где б — символ диф­
ференцирования по вторичным параметрам и 01 —  не­
которая 1-форма. Подробнее {Ы1)ег\-1!{шЬ^ + таеа) =  
=  0111в1. Из равенств (2) и (8) заключаем, что л ,а= 0 ,  
я ,-*= 0  (/ # / ). Т ак как у!(= 1  (е,-— орты), то из фор­
мул '(3) следует л ,г= 0 ,  откуда Ь11=Ъ\11- Если на ли­
нии у изменить параметризацию, то изменится и на­
правляющий вектор касательной к линии в точке х: 
а.\ =  ,ка. Находим б а 1 =  (бХ+М М а. Заметим, что 01 — 
полный дифференциал: 01 — сИ. Можно выбрать такую 
параметризацию линии у, которая удовлетворяет ус­
ловию Ь\ +  (б 1п % +  г#=0=4>1п % +  1 = с ) ,  т. е. 
приводит форму 0| к нулю. Будем считать, что такая 
параметризация уж е выбрана, и вернемся к прежним 
обозначениям: бя =  0 и потому б (а 2) = 0 ,  т. е. 
8(уц1Ф) =  0. Отсюда у1;7г£,= с = с о г ^ > 0 .  Заменяя 

■* а
вектор а  на вектор , приведем постоянную с к у  е



da dlJ +  l‘u>{ -  l ‘<»f ■* -  ~
ea= l\ T~vt\N,

единице. Получим у ц Н ^  1. Это значит, что |а| =  1. 
Так как йх=%а, то ( ¿ л ) 2= 0 2, т. е. 02 =  Й52, где й в —  
дифференциал длины дуги линии у. Орт а направляю ­
щего вектора касательной к линии у в точке х всегда

можно направить так, что 0 = ^ 5 .  Тогда 1‘=  и орт 

а = 1 1в1. Находим

¿к и 1

где

К ц = Ь ц 1 ‘11еа. (12)

Вектор К Т называют вектором относительной (или 
геодезической)  кривизны; ¡Сы—  вектором вы нуж ден­
ной (или нормальной) кривизны линии у в точке х\ 
Кт+Кы — вектором абсолютной кривизны линии у.

Входящие в формулу д л я  К т величины а ‘,Л вы р а­
жаю тся через „($=^0 из формулы (3) для ¿ = /  
( у « = 1 ,  с (у « = 0 ) и формулы (1и).

Д ля линии со' сети 2 Р (все й)Л= 0 ,  кроме со1; I фик­
сировано) имеем /‘= 1  и все остальные / *= 0 . П оэтому

КтЬ)—а 11е)=а'ц* К  ми)— Ьи еа= Ь и.
Следовательно, а>ц —  координата вектора относитель­
ной кривизны 1-й линии сети в точке х по орту к а с а ­
тельной /-й линии этой сети в той ж е точке, Ьца —  
координата вектора нормальной кривизны ¿-й линии 
сети в точке х.

Обозначим через й) символ дифференцирования в 
направлении линии о ’ сети. Вектор

djet
— а иек Л '^ еа $  Ф Л

называется вектором абсолютной кривизны векторного 
поля е,- вдоль линии a>L Векторы а ц = а кцек и Ьц—  
— Ьацеа называются соответственно вектором относи­
тельной и вектором вынужденной кривизны поля  е» 
вдоль линии q>. Равенство 6 , j = 0  {i¥=H есть условие 
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сопряженности на поверхности направлений, опреде­
ляемых векторами е,-, е$.

Равенство ац — 0 является условием того, что век­
тор переносится параллельно вдоль линии со̂ ' (при 
этом достаточно, чтобы а*ц = 0 , 1ф1).

Обозначим ац— ац=2ащ \. Условие (х, еТ, ¿¡) 
(/, I фиксированы, ¿=й=/'), т. е. а 'ц = а гц (гф1, /), выра­
ж ает  критерий того, что на поверхности Ур система 
форм <ог вполне интегрируема и, следовательно, эта 
поверхность расслаивается на двумерные поверхности, 
несущие сеть линий а>1, Если это имеет место для 
лю бых значений индексов », /, 1^=/, то сеть 2 Р голо- 
номна.

г Д л я  точки у = х + у аеа^М ч (х) имеем

Так как при смещении точки х формы не могут 
обращаться в нуль одновременно, то уа должны удов­
летворять уравнению

В  общем случае это уравнение степени р  относи­
тельно уа. Оно определяет в плоскости Мд (х) алгеб­
раическую гиперповерхность порядка р, не проходя­
щую через точку х. Эта поверхность называется при­
соединенной к поверхности Ур в точке х  и обознача­
ется через 9Я~1 (х).

Поверхность Уч-\(х) можно получить иначе. Р а с­
смотрим р-параметрическое семейство^ нормалей 
Ып-р (х )-поверхности Ур. Точка г = х + у аеа+ г аеа назы­
вается фокусом плоскости Nп—р (х) ,  если найдется та ­
кое смещение плоскости внутри семейства (или, что 
то ж е самое, такое смещение точки х на поверхности

О у= (^ -{- уаи>а) е ,+ (с1уь-\-уашьа) е ь -\-уаш’аев.
«♦

Ясно, что йу^Ы „-р(х ), если смещение точки по по­
верхности Ур удовлетворяет условию

‘»/+*Л*>в = 0 , (13)

или в силу (5) и (2 )

= 0. (14)



Ур), для которого йг^М „-Р[х ).  Если учесть, что <в'0=  
= 0 ,  то отыскание фокуса г  плоскости Л л-р (*) снова 
приводит к системе (1 3 ) . В  результате получается, 
что проекция точки г  на главную нормаль должна при­
надлежать поверхности У^-Цл:). Следовательно, если 
через каждую точку у е .У ч-  1^х) провести плоскость 
Еп-р-я — ортогональное дополнение к Nя(x) в N n-p{x), 
то получим поверхность Vn-p-lCzNя-р(х) с плоскими 
(я —р — ц) -мерными образующими, которая является 
геометрическим местом фокусов нормали Nn-pix) 
кфокусная поверхность), при этом

Уя- 1  (х)= Уя-р- 1  ( * )  П {х).
Если р + я — п, то присоединенная поверхность 
Р«-1( * )  всегда является фокусной поверхностью нор­
мали N n-pLx)=N я[x).

В  плоскости №ч[х) найдем первую поляру точки х  
относительно алгебраической гиперповерхности 
^я-Лх ). Если записать уравнение (14 ) в однородных 
координатах:

Р  (У°, Ур+1,..., У*+я) = 0 , (15)

то уравнение искомой поляры примет вид

( - т ( а = 0 ,  р + 1......р + я ),
\ <>У №

где нуль внизу скобки означает, что частные произ­
водные вычисляются в точке х  (1 , 0, .. . ,0 ) .

Дифференцируя по у а• ( а 0 фиксировано) левую  
часть уравнения (1 4 ) , находим

Уравнение (1 5 ) имеет вид

где еЛ= 0 ,  1, причем если ей= 0 ,  то вместо (уа*У* надо 
подставить у° и положить ав = 0 .  Находим

(-$£-) = ( — 1 )Рр.
\<>УЧо

Таким образом, первая поляра точки х относитель­
но поверхности Уд-1[х) определяется уравнением

^  у‘кЬ?ьуа — р = 0 .



Это можно записать в виде

где М — — уЩ^Та — вектор средней кривизны поверх- 
Р

ности Ур в точке х  (он является вектором нормали 
плоскости (16) к ак  гиперплоскости пространства
Мч{х)) и х у = у  — х ).

Вектор М можно получить другим способом. В озь­
мем в плоскости Тр (х) систему р попарно ортогональ­
ных ортов ¿й = Я г*е,-. Кривая на поверхности Ур, про­
ходящая через точку х в направлении »'*, имеет вектор 
нормальной кривизны

К  Жй)= Ьц̂ ккЬец'
Рассмотрим вектор

Л-1 А—1

В плоскости Тр (х) имеем два векторных базиса: 
(е,) и (¿й). Очевидно, матрица тензора уЧ в базисе 
(¿а) является единичной. Согласно закону преобразо­
вания координат тензора при замене базиса, имеем

к

и, значит, М  =  —  У11̂ е а. Следовательно, вектор 
Р

средней кривизны есть «среднее арифметическое» век­
торов Длг(а). К ак видно, этот вектор не зависит от вы­
бора ортонормированного базиса (¿*), использованно­
го при его построении.

Поверхность Ур называется минимальной, если в
каждой ее точке М = 0 .  В  дальнейшем исключим из 
рассмотрения минимальные поверхности и будем пред­
полагать У х ^ У р М ф 0. —V

Пусть т —  орт вектора М. Точку г, определяемую

радиусом-вектором , назовем центром
\М\



средней кривизны поверхности Ур в точке х. Если у ^  

е ( х, М), то ху = (М  и для точки у  пересечения сред­

ней нормали (х , М) с плоскостью (1) имеем

МЧ— 1 = 0 ,  5 = 3 - = - 5 -  , у = х 4
№  №  \М\ ' |AÍ|

Итак, доказана следующая теорема.
Теорема 1. Первая поляра точки х относительно 

присоединенной поверхности Vq~\ проходит через  
центр средней кривизны и ортогональна средней нор­
мали.

Пусть на поверхности Vnc~Е„ задано поле одно­
мерных нормалей \х, п), x ^ V p, n ^ N q(x). Возьм ем  
орт еа„ (а 0 фиксировано) репера так, чтобы он был 
коллинеарен вектору п. Тогда (х , п) =  \х, еа,). Имеем

dea = ^ a^i 4 -°Ч А - ( í 7 >

Так как (<?а„) — поле орта, то при фиксации главных 
параметров (когда все ю’ = 0 )  должно быть Ьеа — О 
(б — символ дифференцирования по вторичным пара­
метрам). Из (17) следует, что формы юга„ и ю“а„ —  
главные. Тогда и формы со*“0 являю тся главными.

Продолжая уравнения <i>/0=&?/<of, получим 

dbf) — Ь1)щ — Ь?£ «V -f- = bf]k®k- 

При фиксации точки х находим

b b : J - b l } ^ - b i f n ) = 0 .  (18)

Применяя теорему Фробениуса, нетрудно убедить­
ся, что система уравнений (18) вполне интегрируема. 
Учитывая вид этих уравнений, согласно теореме 
Г. Ф. Лаптева заключаем, что система величин b ff  об­
разует тензор относительно стационарной подгруппы 
точки X^Vp.

На всей поверхности Ур получим поле тензора Ь?/ 
(поле второго тензора поверхности Vp, соответствую­
щего заданному полю одномерных нормалей (х, еа„) =  
=  (х, п)).

На каждой нормали (х, еа)  возьмем точку у: у =  
—~х+реао, где р — некоторая гладкая функция точки



ж е  Гр. Чтобы имело место включение d y ^ N n~p\x) 
(т. е. y ^ V q-\), нужно потребовать

Р<4с+Ш,= 0 .  (19)

Н о <o£,-f-Y,,<0/’ — ОТсм. формулу ( 5 ) ) ,  где w“0= & “£«>*. 
Поэтому уравнение {19) можно записать в виде

b b f f - y l}) ^ = 0 .  (20)

Следовательно, точка х долж на смещаться в од­
ном из главных направлений тензора bf? {так  называ­
ются направления в плоскости Тр\х), которые попар­
но сопряжены относительно квадратичной формы

и попарно ортогональны). В  общем случае в 
каждой точке поверхности существует р  главных на­
правлений относительно тензора bit (или, что то ж е 
самое, относительно поля Jx, я ) ) .  На поверхности V„ 
получим р линейно независимых 1-распределений. Их 
интегральные кривые определяют на поверхности {или 
в некоторой ее области) ортогональную сеть, которая 
называется сетью линий кривизны относительно поля 
одномерных норм алей \х, еа,). Учитывая, что найден­
ная точка y<=Vq- 1 и у^\х, ея„), заключаем, что значе­
ния о являются абсциссами точек пересечения прямой 
\х, еа„) с присоединенной поверхностью V„-\.

Если главные направления относительно поля { * ,  
еа„) удовлетворяют условию ю % = 0  {сг= p + q + l , . . . ,  
гг), то dtf^N a {x) и точка у — фокус плоскости Nq\x'}. 
Если, кроме того, о>*а„ = 0 , то у — фокус нормали Jx, 
е а„) , а поверхность (у), описанная точкой у, называет­
ся эволютой поверхности Vp.

Имеем Тх, е„.) =  f a  п) где еа, —  орт, а п в общем 
случае не орт. П усть п = ’кеа„. Радиус-вектор точки у 
можно теперь выразить так:

¡ 7 = х + р Д  (21)

где р Д = р . При этом, как легко проверить, система 
{2 1 ) сохранится.

Если потребовать, чтобы проекция вектора dn на 
касательное пространство Тх была коллинеарна век­
тору d x = a ) ,ei смещения точки х, т. е. Ха)1аА =\ка,е7, 
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то снова придем к системе, определяющей главные н а­
правления относительно (х , еао),  где теперь р =  
= — А/ц.

Если искать точку г/<=(лг^*С) для заданного поля 
одномерных нормалей (х, еа)-1~Мя(х) при прежнем 
условии^йущЫп-р(х),т о, ^учитывая, что у==х+ре<Гя 
¿ у= (й 1е1+ й реа+ р((йа0еа+(йет) (напомним, что (о*<,= 
=  0 ) ,  получим о>‘ = 0  и, следовательно, точка х  непо- 
движна.^Таким образом, для поля одномерных норма­
лей (х, л )_1_Л^(.к) не существует сети линий кривизны.

Если^же задано поле одномерных нормалей (х , п ) , 
где (х, п)фЫ ч{х), (х, п) не ортогональна Ыч(х) и ( * ,  
т) — ортогональная проекция прямой (х, п) на глав- 
ную_нормаль Ыч(х), то сеть линий кривизны для поля  
(х , п) останется той же, что и дл я  поля (х, п{).

Пусть на поверхности Ур (или в некоторой ее об­
ласти £2) задана ортогональная сеть 2р. В  каком слу­
чае эту сеть можно рассматривать как сеть линий кри­
визны для некоторого поля одномерных нормалей (х, 
Л)? Направим вектор е* репера по касательным к ли­
ниям сети в точке х, а орт вектора п примем в к а ­
честве вектора еа нового ортонормированного базиса 

еа' ~ и‘Чеь в плоскости Ыч (х). Тогда

Ъи =  и } ь ьи { и 7 и Са .= Ы ).  (22)

Система (2 0 ) примет вид

Этой системе должно удовлетворять для р = р ,0 каждое 
из направлений со(» # 0  (г0 фиксировано, все" о ^ = 0 , 
/ # г 0). Следовательно,

8н0) (1),° = 0  (по г0 нет суммирования), 

и так как рг„ # 0  (р/„— один из корней уравнения 

(1^ ||р^°— Ъц | то Ь,1а= 0  (/ ф  /0). Полагая :0=



=  1, 2 , р, заклю чаем , что все 
$

ь * = о а ф у). (23)

Таким образом, дело сводится к существованию в пло­
скости Nq(x) такого ортогонального преобразования, 
которое приводит одну из вторых квадратичных форм 
фа= Ь ац(й,о>1 к каноническому виду. При ¡ф }  находим

^а’0’ Ь ц =  и а ^ с ' ^ Ь =  и<а’оЬ‘А ь  —

(так как матрица Ид- ортогональна, то и “ =  и^).
Следовательно, е  * _|_ Ьп (¿, /=1» 2, ...,р ; 1ф ])- 0 6 -  

о
ратно; если сущ ествует поле орта еа удовлетворяю­

щее для данной ортогональной сети 2 рс:Ур условию

еа. ± Ь и (1ф]\ I, ¡ = 1  2 ......р ) , то, включив вектор
о

еа> в новый ортонормированный базис в плоскости

Мд(х), получим, что условие (23) выполняется и, зна­
чит, данная сеть является сетью линий кривизны от­
носительно поля нормалей е а . Поэтому верна

следующая теорема.
Теорема 2. Д ля того чтобы данная ортогональная 

сеть 2 рс:Ур бы ла сетью линий кривизны для некото­
рого поля одномерных нормалей поверхности Ур, не­
обходимо и достаточно, чтобы в каждой точке х ^ ] /р 
существовала (ц—  1) -плоскость П9-1  (х) ( х ) , со­
держащ ая вектор вынужденной кривизны Кыу, ¡)— Ьц 
любой пары направлений сети в этой точке по отно­
шению друг к другу, т. е. чтобы ранг г системы

7ГР(Р— 1) вектоРов К щ .п— Ьц &ыл меньше Я- Тогда

если  У х е У р  (х , п)с=Л^(л;) и (х, п)_ЬП<,-1(х ) , то 2 Р — 
сеть линий кривизны относительно поля нормалей
(х ,п ).



С л е д с т в и е  1. Если г < ^ , то существует (? — г)- 
плоскость П^_г(л:), которая в плоскости Ыч(х) вполне 
ортогональна г-плоскости, содерж ащ ей все векторы

1, 3).
Для любого поля одномерной нормали (х, п)с2  

с= П^_г (х ) сеть 2р является сетью линий кривизны.
С л е д с т в и е  2. Если поверхность Ур несет ортого­

нальную сопряженную сеть, то эта сеть является сетью 
линий кривизны для любого поля одномерных норма­
лей (х, п) аЫ д(х).

Так как все &«/=0 (£# / ), то такая сеть называет­
ся просто сетью линий кривизны поверхности без ука­
зания поля нормалей (х, п).

Заметим, что далеко не всякая ортогональная сеть 
на гладкой поверхности является сетью линий кри­
визны для какого-либо поля одномерных нормалей. 
Так, поверхность У2а Е 3 (отличная от сферы) несет 
бесконечное множество ортогональных сетей, но толь­
ко для сети линий кривизны имеет место доказанная 
выше теорема. _

Назовем поле одномерных нормалей (х, п )сМ ч(х) 
особым, если относительно этого поля любое направ­
ление («>*) на поверхности Ур является главным. Нор­
мали (х, п) особого поля будем назы вать особыми 
нормалями. Д ля того чтобы сущ ествовало такое поле, 
необходимо и достаточно, чтобы в каждой точке х^О, 
(где О — некоторая область поверхности УР) сущест­
вовала ортогональная дХ<?-матрица (£/* ) такая, что 
(см .систем у (2 0 ))

Р ь $ = ъ ,

или

Уц =  каЬЬ, гДе Ав = Р ^ ° -  (24)

Отсюда вытекает следующая теорема.
Теорема 3. Для того чтобы в области £2 поверхно­

сти Ур существовало особое поле одномерных норма­
лей, необходимо и достаточно, чтобы в этой области 
поля метрического тензора уц и второго тензора Ьц 
поверхности удовлетворяли условию  (2 4 ).



Если поля нормалей (х, еа) заданы ( а = р + 1 , . . . ,  
Р +  <7)> то, как  известно, поле трехвалентного тензора 
Ъц сводится к системе <7 полей дваж ды  ковариантных
симметрических тензоров и ц  (для каждого значения 
а  свой тензор). В  этом случае равенство (24), выра­
жающ ее критерий существования особого поля норма­
лей, показы вает, что метрический тензор уг/ поверхно­
сти долж ен быть линейной комбинацией ее вторых 
тензоров Ьц-

С л е д с т в и е  1 . Поскольку ранг (а  — но­
мер строки матрицы ), из (24) следует, что если поле 
особых норм алей существует, то оно единственное 
(так как если система (24) относительно неизвестных 
На имеет решение, то оно единственное).

С л е д с т в и е  2. Если 9 = ^ тах=  -^ р '(р + 1 ) , то

ранг (б“/)-ранг ( ) = ?  и система (24) совме- 
\Уц ’

стна. Следовательно, для поверхности Ур с макси­
мальной размерностью главной нормали  (или, что то

ж е самое, с максимальной размерностью -у р Т р + 3 )

соприкасающейся плоскости) всегда существует осо­
бое поле нормалей.

Пусть поверхность Ур имеет особое поле нормалей. 
Мы можем у к азать  положение нормали (х, я ) этого 
поля_в плоскости Л^(лг). Для всевозможных ортов а==
= а 1в1 будем откладывать от точки х соответствующие 
векторы

ЬщЪ=Ь?,а М еа. (25)

Фигура, образованная их вторыми концами, назы­
вается индикатрисои кривизны поверхности в точке х. 
Если 2 “ — координаты произвольной точки индикатри­
сы относительно репера (х, ¿1) в плоскости Ыч{х), то 
в силу (25) и равенства |а| =  1 получим

( * = у „ м \  (2б)

I $ = у иа 1аК

Это параметрические уравнения индикатрисы кривиз- 
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ны (параметры а* связаны последним из уравнений 
(2 6 )) . Если имеет место соотношение (2 4 ), то вторая 
строка в формулах (26) примет вид 1 =  каЬ^а‘аЫ в си­
лу первой строки формул (26) получим

каг * = \ ,  (27)

а значит, индикатриса кривизны леж ит в (#— ^ -п л о ­
скости (27) плоскости Ыд (х).

Обратно: пусть индикатриса кривизны лежит в пло­
скости (2 7 ). И з (26) и (27) находим

{каЪ Ь -У „ )а ‘а > = 0 .  (28)

Если а  —  орт вектора v =  vlei, то 1!У у к1'ок̂ 1.
Поэтому (28) можно записать в виде

(М </ -  V//) ^ = 0 .  (29)

Уравнение (29) должно удовлетворяться при лю­
бых значениях Vх. Следовательно, левая часть (29) есть 
нуль-многочлен и мы приходим к соотношениям (24).

Учитывая, что к виду (27) можно привести уравне­
ние любой '(<7— 1 )-плоскости в Л/д(х), не проходящей 
через точку х, и что На — координаты вектора нормали 
к плоскости (27) (напомним, что репер (х, еа) в пло­
скости Мд (х) ортонормированный), приходим к такому: 
утверждению:

Теорема 4. Для того чтобы поверхность Ур имела 
в точке х нормаль, принадлежащую особом у полю нор­
малей, необходимо и достаточно, чтобы индикатриса 
кривизны в этой точке принадлеж ала некоторой 
(<7— I)-плоскости, не проходящей через точку х. Нор­
маль (х, п) из особого поля ортогональна этой (д— 1)- 
плоскости. . ; ,

С л е д с т в и е .  Поле особых нормалей и асимптоти­
ческие линии на поверхности Ур не могут существовать 
одновременно. Это непосредственно вы текает из дока­
занной теоремы, если учесть, что при наличии в точке 
х хотя бы одного асимптотического направления инди­
катриса кривизны проходит через точку х.

З а м е ч а н и е .  Те точки поверхности Урс=Еп, в ко­
торых квадратичные формы ф o='ví7 (aг(o, . Фа= & а,7 Игю/ 
линейно зависимы при (р 4- 1)/2, называются по- 
луомбилическими. Следовательно, можно, сказать, что 
поверхность УР имеет особую нормаЛь: а) во всякой



своей точке, если  <7 = р  (р -4-1) /2; б) только в полуомби- 
лической точке, если  <7< р ( р + 1 )/2 .

Д ля поверхности Урс Е п как риманова простран­
ства имеем

ш* Л 4  — -1- д  се*, (30)

где —  координаты тензора Римана — Кристоффе- 
ля (тензора кривизны этого риманова пространства). 
С другой стороны, в силу уравнений структуры прост­
ранства Е п имеем

О ш{ = ш? Д сой4 - ш?Д <4. (31)

Но соаг+ у “ м<° =  0. Поэтому запишем формулу (31) так:

Ощ — Д  — уи ^  о? /\щ . (32)
а

Так как <о?=£?/1>/,то, сравнивая формулы (30) и (32), 
находим

я\ .)ь= 4и 2  (ЬцЬЪ -  ЪЧФ“}). (33)
а

Правую часть равенства (33) можно выразить че­
рез скалярные произведения соответствующих векто­
ров:

$>цЬ(ь — Ь^Ьц). (34)

Уравнения (33) (как и уравнения (3 4 ) )  носят на­
звание уравнений Гаусса  для поверхности Урс :Е п. Тен­
зор Риччи имеет вид

— (35)

где М *=—  уЧЬц еа— вектор средней кривизны по­

верхности Ур.
Введем обозначения:

т -Ь ц ^ а у , Ь1кЬи у*‘ = $ И, (36)

где т =  таеа —  орт вектора М (предполагаем МФО). 
Равенства (36) определяют поля симметрических тен­
зоров а «7 , ро' на поверхности Ур и в силу (35) имеем

{М — \М\). (37)



Рассмотрим квадратичные формы
ср = а//<игоУ, (38)

Находим

¿ х — й2х —(йш‘ е14~ Ь1}^^еа
•> —►

и, значит, ф=  т-й2х. Дифференцируя тождество 
т -й х = 0, получим т-с12х + 4 т -й х = 0 .  Поэтому

Ч==т'(12х = —йп1-с1х. (39)

Следовательно, для неминимальной поверхности Ур 
в Еп форму ф можно рассматривать как  аналог второй 
квадратичной формы гиперповерхности.

Имеем
У * I "* I ь~* I(1еа—шае14- шае1 шаев.

Отсюда

■̂ртхйеа— щ^е1 = —у'Ао“~в1=—•

Поэтому

2 ( П ; ТхсГеа? = ^ Ъ % * \ -
а  а

— 2  —У*}7>цЬ]к<*>1и>к= Рйю'ш*= ф.
а

Итак,

^ = ^ ( Д Ртхс1еа?  (40)
а

*♦
независимо от выбора ортонормированного базиса (еа) 
в плоскости главной нормали Ыд (х).

Формула (40) показывает, что форма является 
аналогом третьей квадратичной формы гиперповерх­
ности.

Известно, что если на поверхности Ур задано поле 
одномерных нормалей (х, п )а Ы д (х), то, выбирая в 
качестве вектора е0„ (До фиксировано) подвижного ре­
пера орт вектора п, мы выделим из поля трехвалент­
ного тензора Ь?}- поле двухвалентного тензора Ъац . Его 
главные направления определяются из системы 
(рЬи — Уу)<*>1=0, где р — корень уравнения сЫЦрй“/ —



— у</И =  0- П оля этих направлений определяют на по­
верхности Ур ортогональную сеть —  сеть линий кри­
визны относительно поля нормалей [х, п\.

Нетрудно заметить, что

Ь*№ ^—’еа,сР х. (41)

Из (39) и (41 ) вытекает следующая теорема.
Теорема 5. Главные направления тензора ац явля­

ются главными направлениями относительно средней
нормали  (х , т ).

Если направления е,-, е,- сопряжены относительно 
конуса ф = 0 , то а ц = 0  (/, / фиксированы, » # / ), т. е.
т-Ь1} =  0, и обратно. Поэтому верна такая теорема: 

Теорема 6. Д ва направления на поверхности сопря­
жены относительно конуса ф==0 тогда и только тогда, 
когда вектор вынужденной кривизны этих направле­
ний по отношению друг к другу ортогонален средней 
нормали. :

Пусть г — ранг матрицы Цаг/Ц. Выберем векторы е, 
репера на главных направлениях тензора (щ. Тогда

р

1-1

где а .1/#/ ° ( 5 = 1 , 2 , . . м г), а /(//= 0  ( ¿ = Г + 1 ,..., р).

Д ля абсцисс р точек из (х, т){\Уч-\(х) получим

— >А/у8=6 (Х =  1/р, а ; ; = 0 ,  ¿ ф  ]), (42)

т. е.

г , П К / г 1) = 0 ' <43>
*=1

Следовательно, р—г из корней А; равны нулю.
Обратно: если р—г корней уравнения (42) равны 

нулю, то уравнение (42) должно иметь вид (43) и, зна­
чит, в точности р—г из ац равны нулю. Заметим те­
перь, что каж дом у нулевому корню уравнения (42) со­
ответствует р — оо, и, значит, получим несобственную
точку пересечения прямой (х, т) с поверхностью 

(предполагаем, что мы перешли к расширен­



ному пространству Е п) .  Итак, получен следующий ре­
зультат.

Теорема 7. Ранг матрицы ||си/|| неминимальной по­
верхности равен г (0 < г ^ р )  тогда и только тогда, ког­
да  средняя нормаль имеет с присоединенной поверхно­
стью (р— г)-кратное пересечение в несобственной 
точке.

Пусть некоторое векторное поле | = £ г'е/ на поверх­
ности аннулирует форму ■ф(̂ ) = 0 .  Т а к  как  Е п —  соб­
ственное евклидово пространство, то из (27) заклю ча­
ем, что Пртхйеа= 0 ,  ь где дифференцирование й берет­

ся вдоль векторного поля |. Поэтому ©а* (для всех а, 
к) и, значит, <о;а= 0 .  Следовательно, ранг системы 
форм {ю,а} ,  т. е. ранг поверхности Ур (число сущ ест­
венных параметров, от которых зависи т плоскость 
Тр(х)), меньше р  и поверхность является тангенциаль­
но вырожденной.

Обратно: пусть ранг поверхности Ур есть г < р . Тог­
да, как известно, через каждую точку проходит 
(р— г)-мерная плоская образующая поверхности Ур, 
причем вдоль такой образующей поверхность имеет 
одну и ту ж е касательную р-плоскость. Д л я  любого 
вектора | = | '^ (а> 4= | *0 ), принадлежащего этой обра­
зующей, получим о);а= 0  и, значит, ф ( | ) = 0 .

Учитывая, что форма тр не может принимать отри­
цательных значений (см. формулу ( 4 0 ) ) ,  приходим к 
такому утверждению:

Теорема 8. Ранг матрицы ||р̂ || равен  рангу повеох- 
ности Ур.

§ 38. СКАЛЯРНАЯ И СРЕДН ЯЯ К РИ В И ЗН Ы  
ПОВЕРХНОСТИ

Пусть на поверхности Ура Е п задано поле одномер­
ных нормалей (х, я)с= Л ^ (х), где п —  орт. Д л я  всякого 
направления (юг) в точке х на поверхности определен 
вектор

ПоТ Лп 
Г  = ------- ---------- ( (15*— У

который назовем вектором Родрига  д ля  данного на­
правления (ш‘) и данного поля п.



Если направление (щ‘) определить с помощью орта 
¿ = ^ е г-, а^орт п принять за вектор еа„ («о фиксировано) 
базиса (е а) в плоскости Мч(х), то, учитывая, что 

Н.ртхс1еаа — ша^е1 и “ао ■)- ==: 0 , получим

г“° =  — у1кЬ%°̂ е1. _ (1)
*♦

Возьм ем  вектор и =  и‘ег-. Тогда
г»./^о— (2)

Значит, 1»-га« = 0 , если направления t и о сопряжены 
относительно конуса Фа° = 0 .  Отсюда вытекает следую­
щее утверждение:

Теорем а 1. Вектор Род рига га0, найденный 
для данного направления £ и данного поля вектора 
<?а0, ортогонален (р— 1) -направлению, сопряженному 
направлению t относительно соответствующего конуса
ф°о= 0 .

С л е д с т в и е  1. Векторы га° и t коллинеарны тогда 
и только тогда, когда направление t является главным  
относительно нормали  (х, еа„) {т. е. относительно ко­
нуса Ф а° =  0) .

С л е д с т в и е  2. Векторы гаа и / ортогональны тогда 
и только тогда, когда направление t принадлежит ко­
нусу Ф а° = 0 .

В  сам ом  деле, согласно формуле (2 ), ¿-гв» =  —Ь?]М .
Д л я данного направления £ и векторов еа по фор­

муле (1) получим я векторов га. При замене базиса 
(е,) в касательном пространстве Тх векторы га (для 

данного направления £) не меняются (это непосредст­
венно следует из формулы ( 1) ) .  При замене векторов 
еа в нормальном пространстве N ". еа' — и%цеа (с орто­
гональной матрицей \и%>\) в силу (1) находим га' — 
е=и%ега. Следовательно, подпространство /?*(£) в Тх, 
порож даем ое векторами га, не зависит от выбора по- 
луортогонального репера (х, в{, еа, еа) . Д ля заданного 
на поверхности Ур векторного поля t получим распре­
деление Я  У ), которое называется распределением Род- 
рига для  данного векторного поля t.



Из следствия 2 вытекает еще одно утверждение:
С л е д с т в и е  3. Вектор £ ортогонален соответству­

ющему подпространству /?*(£) тогда и только тогда, 
когда направление t принадлежит всем конусам  фа=  
= 0 ,  т. е. является асимптотическим направлением на 
поверхности.

Если Т сЯ (1), то С = 1а^гаг, где (га*) —  базис си-

стемы векторов {га} ( £ = 1 ,  2 , .  Используя 
формулу (1) ,  находим

¿г=
или

( Ч ^ у + \ / ) ^ = = 0 - ^  (3 )
Если взять поле вектора п = ^  то, как из-

г
вестно, п-сРх— 1а Ф“г и из (3 ) заклю чаем, что на- 

е -* 
правление I является главным для нормали (х, п).

Обратно: если направление t является главным для 
некоторой нормали (х, п), то, выбирая базис (еа) в 
плоскости Мд(х) так, чтобы орт леж ал на этой норма­
ли, согласно следствию 1 получим, что £ и га° колли- 
неарны и, значит, tczR (t).

С л е д с т в и е  4. Отношение имеет место
тогда и только тогда, когда направление t является 
главным для некоторого поля одномерной нормали 
(х, п ).

Следствия 3 и 4 обобщают на случай произвольной 
гладкой поверхности УРа Е п известные свойства на­
правления, определяемого вектором Родрига на по­
верхности

Пусть некоторое направление и на поверхности УР 
ортогонально подпространству ЯХЦ ) . Тогда о -г“= 0 
для любого а.  Направления t и V сопряжены относи­
тельно любого конуса Фа =  0, что дает два  сопряжен­
ных направления на поверхности.

Обратно: если направления £ и и на поверхности 
сопряжены, то из формулы (2) следует ь - г а — 0 для 
любого а и, значит,



Таким образом, справедливо следующее утвержде­
ние:

Теорема 2. Если в точке х ^ У р  направлению  í со­
пряжено /¿-мерное направление Ш ° {х) , то подпростран­
ство ЯХЩ  имеет размерность р— & и является ортого­
нальным дополнением к Щ 0 (х) в пространстве Тх.

С л е д с т в и е .  Если для направления 1 не сущест­
вует сопряженных направлений на поверхности Ур, то 
ранг  {га} = Р  и Рх{}) — Тх.

П усть поверхность УрсгЕп отнесена к подвижному 
реперу Я = '(х , еи еГ, <С), где х ^ У Р, е ^ Т х, (х),
еа^ Ы п-р  (х) . Кривизна Риччи поверхности Ур в на­
правлении ~д.х=<ь1ег определяется формулой

Отсюда вы текает следующее утверждение:
Теорема 3. На минимальной р-поверхности (М = 0 )  

кривизна Риччи в данном направлении отличается 
только знаком  от суммы квадратов векторов Родрига 
га, соответствующих этому направлению.

Пусть в пространстве Тх базис (вг )~  ортонормиро- 
ванный (и, значит, весь подвижный репер — ортонор-

Имеем

а
Отсюда

^ а)2'
а

К ак известно,

Поэтому

$ 1 )= Р

а



мированный). Векторы Родрига для направления е1 
обозначим через /•<“. Т ак как К ^ {е{)= Ь ц ,  то формула 
(2) примет вид

* ^ ) = р л г ч , - ; 2 ( г ? ) 2. (5 )
а

(см. формулу ( 1 ) ) ,  и следователь-

<;?)==«,¡,;,у*'=у т .
*

Поэтому

а Л

Суммируя в равенстве (5) по £ от 1 до р и учитывая, 
что ^ К ( е 1) =  /?, где Я —  скалярная кривизна по-

I
верхности в точке х  и ^  =  РМ , получим

г &...

(рМ )2- Я = ^ Ф и)2. (6)
и

Итак доказана следующая теорема:
Теорема 4. Если поверхность Ура Е п отнесена к 

ортонормированному подвижному реперу, то в каждой  
точке х&Ур справедлива формула (6 ) .

С л е д с т в и е  1. Не существует поверхности УР в 
Еп, отличной от р-плоскости, на которой скалярная и 
средняя кривизны связана соотношением Я = ( р М ) 2.

С л е д с т в и е  2. Скалярная кривизна минимальной 
поверхности, отнесенной к ортонормированному по­
движному реперу, выражается формулой

я — 2
и

С л е д с т в и е З .  Единственной р-поверхностью в Е п, 
в каждой точке которой скалярная и средняя кривизны 
равны нулю, является р-плоскость.

В самом деле, если Я — М — 0, то из формулы (6) 
получим 6 ,7 = 0 , т. е. все ¿>°(7 = 0 .  Значит, второй основ­
ной тензор поверхности Ур — нулевой и, следователь­
но, Vр представляет собой р-плоскость.

Но г/ =  —
но,



1. Д оказать , что евклидово пространство Еп является глад­
ким многообразием.

2. Д оказать , что сфера Sn является гладким многообразием.
3. Д оказать , что проективное пространство Рп является глад­

ким многообразием.
4. Д оказать , что тор является двумерным гладким многооб­

разием.
5. Пусть X, Y, Z — гладкие многообразия; f : X-+Y, g  : Y->-Z — 

дифференцируемые отображения. Д оказать, что композиция 
g° f  является дифференцируемым отображением.

6. Проверить, что определение ранга отображения f  не зави­
сит от выбора локальных координат в окрестностях точек х 
и f(x ).

7. Пусть f  : Xp-y-Yq — дифференцируемое отображение ранга 
р ( p ^ q ) .  Д оказать, что можно так выбрать локальные коорди­
наты (х ‘) в окрестности точки х и (у1, у"' ) в окрестности точки 
f(x ),  что отображение f  определяется локально формулами у‘ =  
= x l (/ = 1 , 2 ,...,  р), у * = у а(х1, х2......х”) ( а = р + 1 .......<?)•

8. Пусть Хр —  гладкое многообразие в евклидовом простран­
стве Еп и Хг ( г < р ) — подмногообразие в Хр. Доказать, что 
Тх(Хт)<=:Тх(ХР).

9. Пусть f  : X„-+Yn — погружение класса Ск. Доказать, что 
f* : Т(ХР) ->-T(Yn) является погружением класса С *-1 .

10. В  области Q евклидова пространства Е 3 дана дифферен­
циальная форма Q =  Pdx-\-Qdy-{-Rdz, где Р, Q, R — дифференци­
руемые функции координат х, у, г  точки из Q. Найти условия 
полной интегрируемости этой формы.

11. Д оказать, что группа GL(n, R) невырожденных вещест­
венных матриц порядка п является группой Ли.

12. Найти алгебру Ли группы GL(n, R).
13. Пусть X и Y — многообразия класса С“  и f :X - * - Y — 

дифференцируемое отображение, Х\, Хг —  векторные поля на X 
и f,(X i) — Yt ( г = 1 ,  2 ). Доказать, что f*[Xi, Хг]—[Yi, У2].

К г л а в е  IV

1. Пусть y = Y ( 0 — геодезическая линия в пространстве аф­
финной связности (Хп, V ) . Если положить /=<p(s) (<p'(.s) =^0), 
то получится параметризованная кривая у — Y (ф(s ) )■ Доказать, 
что линия v является геодезической тогда и только тогда, когда 
Ф—-линейная функция.

2. Многообразие Хп называется параллелизуемым, если су­
ществует п линейно независимых сечений касательного расслое­
ния Т(Хп) над Хп, т. е. существуют такие векторные поля Xi, 
Xi,...,Xn на многообразии Хп («параллелизация»), что в каждой 

точке х^Хп  векторы Х^х ,.. ..  Хп\х образуют базис в Тх. Доказать, 
что на таком многообразии отображение V : Dl (Xn) ’X.Dl (X„)-*- 
-+Dl (Xn) по закону V x ^ '-fo ) =  X(\\l)Xi есть линейная связность.

3. Д оказать, что для линейных связностей V  и V  на много­
образии Хп разность V —V  есть тензорное поле типа (1; 2) на



Х„. Обратно: для любого тензорного поля « типа (1 ; 2 ) сумма
У + 5  есть линейная связность.

4. Доказать, что кручение связности V  на многообразии Хп 
равно нулю тогда и только тогда, когда в окрестности каждой 
точки х<=Х„ можно ввести такую координатную систему, что в 
этой точке Г?у (х ) = 0 .

5. Пусть V  —  линейная связность с коэффициентами Г у  

в естественном репере (с?,-) на многообразии Хп и — тензор

кручения связности V . Доказать, что функции — —  5*у

являются коэффициентами некоторой линейной связности V  без 
кручения на Х„, причем связности V  н V  обладаю т одними и 
теми ж е геодезическими.

6. Пусть Г*у и Г*у— коэффициенты двух линейных связно­
стей в естественном репере на многообразии Хп. Д оказать, что

_ й Г *  +  Х Г*
функции ЦТ* =  —-1----------определяют линеиную связность на

1 + *
этом многообразии.

7. Доказать, что в римановом пространстве объем паралле­
лепипеда сохраняется при параллельном переносе тех векторов, 
на которых он построен.

8. Доказать, что в римановом пространстве_ коэффициент
д l a V gсвязности удовлетворяет условию Г£г = ----- — , где g —

=  йе1Ц^|| и ¿ц — основной тензор пространства.
9. Пусть Хп —  параллелизуемое многообразие и Х1 ......-Хяе

е В ‘ (Хп) — параллелизация <Л цх > % ]\х>~ в каж дой точке 
х<=Хп. Доказать, что этим условием определена риманова мет­
рика на Хп.

К г л а в е  V

1. Найти произвол существования интегрального многообра­
зия уравнения Пфаффа ийх-\-гс1у-\-х(1г=а, считая йх/\Луфй.

2. Найти произвол существования интегрального многообра­
зия V2 системы уравнений ийх—gdy— %йГ/=0, — u )d x + y d g = 0 , 
на котором dx/\dyфQ.

3. Определить произвол существования интегрального много­
образия системы уравнений Пфаффа 0 *= О  ( а = 1 ,  2 ......«),

если система Овя — 0 имеет вид ф1Д (о1+ ф 2Д (о 2 =  0, ф2Д ш 1— 
— ф’Д ш ^ О .

Здесь 8 “ , ф1, ф2, ш1, <о2 — независимые 1-формы от 5 + 4  пере­
менных и система « ' = 0 ,  ш2= 0  вполне интегрируема.

4. Определить произвол существования интегрального много­
образия Уз системы уравнений Пфаффа в “ =  0  ( а = 1 ,  2 , . . . , в), 

если система Й 0‘ = О  имеет вид ф 'Д (о '= 0  ( » =  1, 2, 3 ). Все 0 “ 
ф‘, сог — независимые 1-формы, и система уравнений шг= 0  впол­
не интегрируема.



5. Используя критерий Картана, найти произвол существова­
ния интегрального многообразия У3 системы уравнений йг1 =  
—хЫи1— иЫх1, йг2= х г(1и2+хЫи3, йг3= —иЫх3+ х 1(1и1, на кото­
ром ёх^/\йхг/\йхгфй.

6. Используя критерий Картана, найти произвол существова­
ния интегрального многообразия У» системы уравнений Пфаффа

А * = 0  ( а =  1, 2 ......« ), на котором <о1Д (о2Д (о3=#0, если система

уравнений 0 6 “ =  0 имеет вид 0, ф3Дй>‘+ ф 4Д (02+ ф 5Л
Д й )3 = 0 ,  ф2Д<а2= 0 ,  ф®Д«а*—ф4Д<о2+ ф 3Дсо3 =  0 и все формы ф' 
линейно независимы.

7. Найти произвол существования интегрального многообра­
зия системы Пфаффа 0 “ = 0  ( а = 1 ,  2 ......« ), на котором (о‘Д

/\(о2ф 0 , если система уравнений £>0а =  О имеет вид ©‘Д ю 1-}- 
+кв2Дсй2= 0 ,  а^Дш 1—со1До)2 =  0 и формы «о1, ш2 линейно неза­
висимы.

8. Н а интегральном многообразии У3 системы Пфаффа 0 “ — О
( а = 1 ,  2 ......л) имеем ш1Д а 2Д ш 3т^0. Определить, находится ли

система в  инволюции, если система £ )0 “ = О  имеет вид © ‘Д соЧ - 
+ со 2Д<в2= 0 ,  ш2Да>2+ (о 3Д ш 3 =  0 и формы со1, ю2, со3 линейно 
независимы.

9. Н а интегральном многообразии Уз системы Пфаффа 0 “ = О  
имеем о)1Д ш 2Д о)3^ 0 .  Определить, находится ли система в ин­
волюции, если система ¿ 0 “ = О  имеет вид ш2Д о)1—¿ ‘Дсо2 — 0, 
(О3 Дсй3= 0 ,  ш3Д (01—(й2Д ш 3= 0  и формы ш1, ш2, ш3 линейно не­
зависимы.

К г л а в е  VI

1. Построить канонический репер Р (Л , Аи Аг, Л3) гладкой 
поверхности У2 в проективном пространстве Р 3 так, чтобы Л е У г , 
а прямые ААи АА2 касались в точке А линий сопряженной сети, 
заданной на поверхности.

2 . В  проективном пространстве Р в заданы попарно не пере­
секающиеся поверхность Картана Уз, плоскость Р« и прямая Р\. 
Д оказать, что проекция поверхности У» из центра на пло­
скость Р * является трижды сопряженной системой в Р*.

3 . (Обобщение задачи 2.) В  проективном пространстве 
Р л (п ^ 4 )  заданы попарно не пересекающиеся поверхность Кар­
тана Ур (р ^ п /2 ), плоскости Р, и Р „ - « - 1  ( в ^ р ) .  Доказать, что 
проекция поверхности Ур из центра Ря~—  ̂ на плоскость Р ,  явля­
ется р-сопряженной системой в Р 5.

4. Если в упр. 3 вместо поверхности Картана взять р-сопря- 
женную систему в пространстве Р„, то какова будет ее проекция 
из центра Р я- * - 1  на плоскости Р*?

б. В  упр. 3  выяснить, какая связь существует между преоб­
разованием Л апласа поверхности Картана У„ и преобразова­
нием Л ап ласа ее проекции на плоскость Р 5.

6. П усть Ур —  гладкая р-поверхность проективного простран­
ства Рп. Присоединим к  этой поверхности два семейства плоско­
стей, гладким образом зависящих от текущей точки Л е К р: се­
мейство (я — р)-плоскостей Рх(Л) (нормалей I рода) и семейство 
(р—  1)-плоскостей Рц(А) (нормалей I I  рода), где Р 1 (Л)П



ПГ„(Л) =  {Л }, Рц(Л )<=Тр(Л ), но АфРп(А) (ТР(А) — касательная 
р-плоскость поверхности в точке А). В  таком случае поверхность 
называется нормализованной в смысле А. П. Нордена [17]. При­
соединим к поверхности Ур подвижный репер Я = ( А ,  Аи Ал ), 
где А1̂ Р и (А), Аа^ Р : (А) {I, ¡, 1г= 1, 2 ,.. . ,р ; а ,  Р =  р +  1 ,.. . ,п ) . 
Доказать, что на нормализованной поверхности Ур реализуется 
линейная связность V  без кручения с формой связности »

где-«»* =  и а>д — 1-формы из деривационных формул
репера Я.

7. Доказать, что линия у сУ р  является геодезической линией 
в связности V , построенной в упр. 6, тогда и только тогда, когда 
в каждой точке х е у  соприкасающаяся плоскость этой линии 
пересекает нормаль I рода по прямой или является неопреде­
ленной.

8. Доказать, что в евклидовом пространстве Еп ( п > 3) не 
существует гиперповерхностей постоянной отрицательной кри­
визны.

9. Доказать, что, для того чтобы гиперповерхность Уп- 1  в 
Еп имела постоянную кривизну, необходимо и достаточно, чтобы 
линии кривизны этой гиперповерхности были неопределенными.
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В издательстве «Высш ая школа» готовится к вы ­
пуску серия учебных пособий «Актуальные вопросы 
прикладной и вычислительной математики». К аж д ая  
из книг указанной серии будет содержать материал 
по одному из современных направлений прикладной и 
вычислительной математики, изложенный в доступной 
и краткой форме. Авторами книг являются ведущие 
специалисты по этим направлениям. М атериал серии 
может служить основой для создания широкого цикла 
актуальных спецкурсов как в университетах, так  и в 
технических вузах страны.

В 1990 г. будут изданы следующие книги из этой 
серии:

В а с и л ь е в а  А. Б. ,  Б у т у з о в  В. Ф. Асимпто­
тические методы в теории сингулярных возмущении
(поз. 14, темплан 1990 г .).

В  книге в краткой и доступной форме изложены 
основы теории сингулярных возмущений, описаны а л ­
горитмы построения асимптотик решений для многих 
классов задач математической физики, приводящих к 
сингулярно возмущенным уравнениям, представлены 
современные результаты, активно используемые в при­
ложениях. Большое внимание уделяется применению 
методов теории сингулярных возмущений к различным 
прикладным задачам.

Предназначается для студентов вцзов, обучающ их­
ся по специальностям «Физика» и «П рикладная мате­
матика», а также аспирантов и специалистов, зани­
мающихся теоретическими, проблемами асимптотиче­
ских методов и их приложениями.

С о л д а т о в  А. П. Одномерные сингулярные опе­
раторы и краевые задачи теории функций (поз. 15, 
темплан 1990 г .).

Дается современное изложение нетеровской теории 
сингулярных интегрофункциональных операторов и



рассматриваю тся ее приложения к широкому классу 
локальных и нелокальных краевых задач для эллип­
тических систем на плоскости. Основное внимание уде­
ляется случаю, когда коэффициенты краевых условий 
являю тся кусочно-непрерывными, а граница области, 
в которой ищется искомое решение,— кусочно-гладкой. 
В  качестве иллюстрации даны решения основных сме­
шанно-контактных задач плоской теории упругости в 
классической постановке.

Предназначается для широкого круга специалистов, 
работающих в области теории функций и математиче­
ской физики, и студентов математических факульте­
тов вузов.

УВАЖ АЕМ Ы Е ЧИТАТЕЛИ!

И здательство «Высш ая школа» выпускает учебни­
ки, учебные, методические и справочные пособия. Под­
робнее познакомиться с аннотациями вам помогут ан­
нотированные планы на 1989 и 1990 гг. (вузы и тех­
никумы). Предварительные заказы  вы можете сделать 
в местном книготорге или в магазинах, распростра­
няющих учебную литературу.


