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«Там, где волъшинст»у алгориф- 
мистоа-любителей кажется, что 
алгорифм готов для публикации, 
профессионал поникает, что тя­
желая н утомительная работа 
только начинается*

Дж. Форсайт

ПРЕДИСЛОВИЕ

Сложная ли наука линейная алгебра?
Начало пятидесятых годов. Первые выпуски студентов - 

вычислителей, перед которыми открывается увлекательный 
мир решения новых еще никем неизведанных проблем. 
И вдруг вместо заманчивой перспективы неожиданное пред­
ложение — заняться созданием программного обеспечения 
электронных вычислительных машин (ЭВМ) для решения 
задач линейной алгебры. Особого восторга оно не вызвало.

Легко понять, почему это произошло. Мы были вос­
питаны в духе классических курсов, читаемых на мате­
матическом факультете. Линейная алгебра была препод­
несена нам столь четко и ясно, что не оставалось ни­
каких сомнений в том, что все основные задачи, рас­
сматриваемые этой областью математики, полностью 
решены.

В самом деле, теория определителей исчерпывающе 
отвечала на вопрос о том, когда существует решение си­
стемы линейных алгебраических уравнений, а правило 
Крамера указывало его явный вид. Все спектральные 
задачи сводились в основном к двум задачам — опре­
делению корней алгебраического многочлена и решению 
систем уравнений. Более того, в нашем арсенале были та­
кие «эффективные» численные методы, как метод Гаусса,* 
метод Данилевского и др. Эти методы вроде бы позволяли 
решать соответствующие задачи линейной алгебры во всей 
их полноте. Поэтому порученная нам работа первона­
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чально воспринималась как чисто механический процесс по 
переводу огромного количества известных к тому времени 
вычислительных алгорифмов с общепринятого языка ма­
тематических формул на язык команд ЭВМ.

Действительность оказалась значительно сложнее. 
Лишь после многих неудач и ошибок мы стали понимать, 
что рядом с классической линейной алгеброй не только 
существует, но и успешно развивается совсем «другая» 
линейная алгебра, о которой почти ничего не говорилось 
ни в основных, ни даже в специальных курсах. Эта линей­
ная алгебра была тесно связана со многими областями 
математики, уходила своими корнями в самые разнооб­
разные приложения, заставляла учитывать особенности 
ЭВМ и языков программирования, требовала решения 
новых системных задач и никак не согласовывалась с ши­
роко распространенным мнением о всемогуществе ЭВМ. 
Называлась она «вычислительной», хотя данный термин 
далеко не полностью отражал содержание этой «другой» 
линейной алгебры и нередко низводил ее до уровня жон­
глирования математическими преобразованиями.

Сравнительная простота теории линейной алгебры и 
кажущ аяся эффективность существовавших численных 
методов долгое время держали нас в своем плену. К со­
жалению, многие математики и сейчас попадают под их 
успокоительное обаяние, не замечая всей сложности, ко­
торая характерна для задач алгебры.

Причина подобного положения кроется, на наш взгляд, 
в основах обучения этой науке, в методике препода­
вания, в содержании обязательных и специальных курсов 
линейной алгебры, читаемых в вузах. Вычислительная 
алгебра сделала за последние пятнадцать лет громадный 
скачок вперед и является одним из самых развитых на­
правлений численного анализа. Содержание же лекций, 
как правило, слабо отражает достигнутый прогресс и 
по-прежнему ведется в духе изложения различных фак-
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тов типа теорем существования без учета проблем вычис­
лений.

Знакомство с линейной алгеброй в вузе начинается 
для студентов-вычнслнтелей с первых же лекций. Поэто­
му от того, что и как читается в теоретической части 
этого курса, во многом зависит формирование основы 
будущего восприятия всей вычислительной математики.

'..-.Нельзя не признавать красоту и изящество теории, 
построенной ка понятиях линейной зависимости, базиса, 
определителя и т. п. Но все практические вычисления, 
связанные с ними, весьма неустойчивы. Поэтому методы 
исследования, используемые в теоретической части курса, 
оказываются не очень полезными при непосредственном 
их применении для конструирования численных методов 
и часто приводят просто к неправильному пониманию 
вычислительной стороны дела.

Однако наличие подобных фактов в действительности 
предоставляет лектору исключительно благоприятную 
возможность формирования научных взглядов тех сту­
дентов, для которых вычислительная математика как 
предмет должна занять существенное место в образова­
нии. Конечно, реализация этой возможности требует из­
менения всего теоретического курса линейной алгебры, 
но выигрыш от такого изменения может быть очень боль­
шим. Численные методы алгебры станут естественной 
частью общего курса, не нужно будет дополнительно 
тратить драгоценные часы занятий на изложение их 
основ и, что самое главное, можно будет легко показать 
студенту громадную практическую значимость курса ли­
нейной алгебры во всей ее полноте.

Отсутствие органического единства в методике изло­
жения теоретической и практической частей курса линей­
ной алгебры не позволяет достичь должного эффекта 
в обучении студентов-вычислнтелей. В полной мере мы 
ощутили это на себе в первые годы работы. С тех пор
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прошло много лет. Но описанная выше ситуация с уди­
вительным постоянством повторяется снова и снова. К со­
жалению, и сейчас молодой специалист в области вычис­
лительной математики нередко оказывается совершенно 
беспомощным, встретившись с необходимостью грамотно 
решить систему линейных алгебраических уравнений, не 
говоря уже о проблеме собственных значений.

Все эти причины побудили нас предпринять попытку 
подготовить ряд взаимосвязанных и построенных на еди­
ной основе учебных пособий по линейной алгебре, содер­
жащих необходимый минимум теоретических знаний, без 
которого невозможно, воспринять огромное вычислитель­
ное богатство, и отражающих современные проблемы 
в области конструирования численных методов.

Настоящее учебное пособие представляет собой третью 
книгу из этой серии после теоретического курса [1] и 
задачника [4]. Посвящено оно вычислительным основам 
линейной алгебры.

Основной замысел книги был навеян темн трудностя­
ми, с которыми приходится сталкиваться, изучая числен­
ные методы линейной алгебры. Уже при первом знаком­
стве с существующей литературой, например, по библио­
графическому указателю [8], возникает недоуменный 
вопрос: «Почему решению в общем-то небольшого числа 
различных задач линейной алгебры посвящено такое ог­
ромное количество работ?» Нельзя на него дать однознач­
ный ответ, ибо это явление обусловлено многими причи­
нами.

Д ля линейной алгебры- характерна исключительная 
широта ее приложений. Учет конкретных особенностей 
задачи приводит к появлению новых модификаций чис­
ленных методов, а желание решить данную задачу как 
можно лучше значительно увеличивает их число. И вот 
здесь, на нащ взгляд, кроется одна из основных причин 
обилия публикаций.
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Что значит решить задачу лучше? Если задача ре­
шается на ЭВМ, то типичной ситуацией для линейной 
алгебры является использование стандартных программ. По 
крайней мере, так должно быть. Но для пользователя 
ЭВМ безразлично, какой из численных методов заложен 
в основу той или иной стандартной программы. Его 
интересуют, как правило, лишь три ее характеристики: 
время счета, объем требуемой памяти ЭВМ и точность.

Относительно легко сравнить методы по первым двум 
характеристикам. Что же касается точности, то это уже 
сделать значительно сложнее. Трудно даже ответить на 
вопрос, как сравнивать методы по точности. Именно этим 
обстоятельством и объясняется наличие большого числа 
работ, в которых либо ничего не говорится о точности 
численных методов, либо доказательство преимущества 
одних из них сводится к неубедительным эмпирическим 
доводам и эмоциональным рассуждениям.

Мы уже отмечали обманчивость простоты формулиро­
вок задач линейной алгебры. Однако во всей полноте это 
постигается лишь тогда, когда проводится анализ влия­
ния ошибок округления и возмущения входных данных 
на точность решения.

Существенный прогресс в исследовании устойчивости 
численных методрв произошел сравнительно недавно и 
связан с возникновением так называемого обратного ан а­
лиза ошибок. Основная идея этого анализа заключается 
в том, что реально вычисленное решение рассматривается 
как точное для той же задачи, но с возмущенными вход­
ными данными. При этом само возмущение выбирается 
так, чтобы его действие оказалось эквивалентным сово­
купному влиянию всех ошибок округления.

Обратный анализ предложил идею, но не инструмент 
для изучения ошибок округления. Д аж е для самых про­
стых алгорифмов исследозание эквивалентных возмуще­
ний остается тяжелой и утомительной работой, сопро­
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вождающейся выполнением большого числа весьма тонких 
выкладок. Тем не менее обратный -анализ позволил оце­
нить совместное влияние ошибок округления и ошибок 
входных данных на точность результатов и провести на 
этой основе сравнение численных методов между собой.

Исследование лучших численных методов линейной 
алгебры показало удивительную малость их эквивалент­
ных возмущений. Большая часть этих методов, предназ­
наченных для решения систем уравнений и проблемы 
собственных значений, представлена в настоящей книге. 
В ней же описаны и многие вспомогательные алгебраи­
ческие алгорифмы, позволяющие конструировать новые 
численные методы.

Возможно, что после знакомства с этой книгой у чи­
тателя появится желание использовать для решения своей 
задачи какой-либо иной метод. Прежде чем реализовать 
такое желание, стоит выполнить для нового метода 
столь же тщательный анализ ошибок, какой проделан 
здесь для всех численных методов.

Что же касается ответа на вопрос, поставленный в на­
чале предисловия, то линейная алгебра действительно 
простая наука, если оставаться в пределах классических 
формулировок обязательного курса и не замечать тех 
сложных проблем, которые в ней существуют. А каково 
ваше мнение?

В . В. Воеводин
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСОБЕННОСТИ МАШИННОЙ 
АРИФМЕТИКИ

Современная вычислительная техника стала необхо­
димым звеном выполнения самых различных научных 
исследований. Она позволяет автоматизировать сложней­
шие вычислительные процессы и получать достаточно 
быстро и в нужной форме решение многих задач. Однако 
за всем этим в действительности скрыто преобразование 
огромной информации. Это преобразование может быть 
весьма сложным или совсем простым, но в конечном 
счете оно всегда сводится к выполнению последователь­
ности простейших операций, описанных системой команд 
электронной вычислительной машины.

Общение с вычислительной техникой на уровне системы 
команд не эффективно для подавляющего большинства 
пользователей ЭВМ. Поэтому оно осуществляется на 
уровне каких-либо специальных машинно-независимых 
языков типа алгола, фортрана и других. Такие языки 
содержат многие математические символы, с помощью 
которых принято описывать арифметические операции 
над числовыми данными. Однако это не означает, что 
арифметические операции на ЭВМ обладают темн же 
свойствами, что и математические операции.

Машинная арифметика имеет свои характерные особен­
ности. Правильно учитывая их, можно достичь высокой 
эффективности в решении задач на ЭВМ. Невнимание же 
к этим особенностям нередко приводит к ошибочным 
результатам.

§ 1, Позиционные системы счисления

Общий эффект от решения задачи и даже возможность 
ее решения во многом определяется тем, как в действи­
тельности выполняются операции над числами. А это
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в свою очередь зависит от принятой системы записи 
чисел или, как говорят, системы счисления.

Наиболее совершенным принципом записи чисел являет­
ся тот, на котором основана наша десятичная система 
счисления. Известно, что любое неотрицательное чис­
ло х  может быть представлено в виде степенного ряда

х  =  а„- 10" +  а л- , - 10' , +  . . .  +  о0 +  а - 1 - Ю -' +  а . , - 10-* +  . . .

где коэффициенты щ могут принимать значения 0, 1 ,2 .......
. . . .  9. Перечислив подряд все коэффициенты, указав 
положение запятой и приписав числу некоторый знак, мы 
приходим к следующей системе записи:

х  =  ± а па я-1. . .а 0, а ^а

Несмотря на кажущуюся простоту, такая система 
явилась продуктом длительного исторического развития. 
Известный французский математик и физик Лаплас писал: 
«Мысль выражать все числа девятью знаками, придавая им, 
кроме значения по форме, еще значение по месту, на­
столько проста, что именно из-за этой простоты трудно 
понять, насколько она удивительна. Как нелегко прийти 
к этой методике, мы видим на примере величайших 
гениев греческой учености Архимеда и Аполлония, от 
которых эта мысль осталась скрытой».

Создание современной цифровой вычислительной тех­
ники не связано с какими-либо принципиально другими 
системами счисления. Запись чисел, с которыми опери­
рует ЭВМ, основана на той же идее, что и десятичная 
система. В математическом плане основные изменения 
невелики и заключаются в следующем.

Зафиксируем некоторое целое положительное число 
р > 1  и целые числа а*, а и . . . ,  a p i. Пусть любое не­
отрицательное число х  может быть представлено в виде 
ряда

x  — b„pn-]-bn-iPn~1- \-...-\-bo -\-b  i p л -\-Ь +  (1.1) 

где каждый из коэффициентов bt может принимать одно
из значений а 0, а , ........ а р.г. Снова перечислив подряд все
коэффициенты, указав положение запятой и приписав 
числу некоторый знак, мы получим аналогичную запись:

x  =  ± b j b n. 1. . . b 9,b ф  г . (12)
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' Описанные системы счисления называются позицион­
ными. Их название связано с тем, что роль, которую 
играет каждое число в записи (1.2), зависит от занимаемой 
им позиции. Отсчет позиции определяется положением за­
пятой или, что то же самое, положением коэффициента Ьп.

В литературе, связанной с вычислительной математикой, 
слово «позиция» чаще всего заменяется словом «разряд». 
Нумерация разрядов устанавливается в убывающем порядке 
подряд слева направо, причем первый разряд слева от.запя- 
той имеет нулевой номер. Различаются разряды числа до 
запятой и разряды после запятой. Число р  называется 
основанием системы счисления, числа ссо, а , ,  . . . ,  — 
базисными. Если используется система счисления с осно­
ванием р, то правую часть (1.2) называют р-нчной дробью. 
Дробь называется бесконечной, если в ее записи (1.2) 
имеется бесконечно Много ненулевых коэффициентов, и ко­
нечной в противном случае. Обычно в записи дроби (1.2) 
опускаются все первые и последние нулевые коэффициенты. 
Опускается и запятая, если все коэффициенты после 
нее являются нулевыми.

Выбор базисных чисел а<>, а ,,  а р. г определяется 
в основном требованиями удобства работы с веществен­
ными числами в данной системе счисления. Не видно 
каких-либо особых преимуществ, которые дало бы исполь­
зование базисных чисел, превосходящих по модулю осно­
вание системы счисления. Поэтому мы будем считать, 
что

1 « * ! < р  (1.3)

для всех k. В современной цифровой вычислительной 
технике чаще всего используются системы счисления 
с базисными числами a k =  k.

Т е о р е м а  1.1. Если базисные числа образуют сово- 
купость 0, 1, . . . ,  р — 1, то любое вещественное число мо­
жет быть представлено в виде р-ичной дроби (L2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что любое число х  
может быть представлено в виде ряда (1.1). Очевид­
но, что достаточно рассмотреть лишь положительные 
числа х.

Существует целое число п1 такое, что выполняются 
соотношения

р"*<дс </?«•+>.
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в свою очередь зависит от принятой системы записи 
чисел или, как говорят, системы счисления.

Наиболее совершенным принципом записи чисел являет­
ся тот, на котором основана наша десятичная система 
счисления. Известно, что любое неотрицательное чис­
ло х  может быть представлено в виде степенного ряда

х  =  оя ■ Ю" • 1 0 * -» + ... -f- а0 -J- a~i • 10'* +  a_j • 10~* ..

где коэффициенты aj могут принимать значения 0, 1 ,2 .......
. . . ,  9. Перечислив подряд все коэффициенты, указав 
положение запятой и приписав числу некоторый знак, мы 
приходим к следующей системе записи:

* =  — OnOn-i•.• «о. a -ia  j . . .
Несмотря на кажущуюся простоту, такая система 

явилась продуктом длительного исторического развития. 
Известный французский математик и физик Лаплас писал: 
«Мысль выражать все чиста девятью знаками, придавая им, 
кроме значения по форме, еще значение по месту, на­
столько проста, что именно из-за этой простоты трудно 
понять, насколько она удивительна. Как нелегко прийти 
к этой методике, мы видим на примере величайших 
гениев греческой учености Архимеда и Аполлония, от 
которых эта мысль осталась скрытой».

Создание современной цифровой вычислительной тех­
ники не связано с какими-либо принципиально другими 
системами счисления. Запись чисел, с которыми опери­
рует ЭВМ, основана на той же идее, что и десятичная 
система. В математическом плане основные изменения 
невелики и заключаются в следующем.

Зафиксируем некоторое целое положительное число 
Р > 1  и целые числа ао, а и  . . . ,  а р 1 . Пусть любое не­
отрицательное число х  может быть представлено в виде 
ряда

х  =  Ьяр + Ь „ - 1р * -* + .. .+ Ь Л+ Ь  &  * +  Ь +  (1.1)

где каждый из коэффициентов Ь, может принимать одно 
из значений ао, o l t . . . ,  ap-v  Снова перечислив подряд все 
коэффициенты, указав положение запятой и приписав 
числу некоторый знак, мы получим аналогичную запись:

( 1.2)
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‘ Описанные системы счисления называются позицион­
ными. Их название связано с тем, что роль, которую 
играет каждое число в записи (1.2), зависит от занимаемой 
им позиции. Отсчет позиции определяется положением за­
пятой или, что то же самое, положением коэффициента Ьп.

В литературе, связанной с вычислительной математикой, 
слово «позиция» чаще всего заменяется словом «разряд». 
Нумерация разрядов устанавливается в убывающем порядке 
подряд слева направо, причем первый разряд слева от.запя­
той имеет нулевой номер. Различаются разряды числа до 
запятой и разряды после запятой. Число р  называется 
основанием системы счисления, числа Оо. а ь  . . . ,  a p-i —  
базисными. Если используется система счисления с осно­
ванием р, то правую часть (1.2) называют р-ичной дробью. 
Дробь называется бесконечной, если в ее записи (1.2) 
имеется бесконечно Много ненулевых коэффициентов, и ко­
нечной в противном случае. Обычно в записи дроби (1.2) 
опускаются все первые и последние нулевые коэффициенты. 
Опускается и запятая, если все коэффициенты после 
нее являются нулевыми.

Выбор базисных чисел Оо, а р. х определяется
в основном требованиями удобства работы с веществен­
ными числами в данной системе счисления. Не видно 
каких-либо особых преимуществ, которые дало бы исполь­
зование базисных чисел, превосходящих по модулю осно­
вание системы счисления. Поэтому мы будем считать, 
что

|« * ! < Р  (1.3)

для всех ft. В современной цифровой вычислительной 
технике чаще всего используются системы счисления 
с базисными числами a„ =  k.

Т е о р е м а  1.1. Если базисные числа образуют сово- 
купость 0, 1, . . . ,  р  — 1, то любое вещественное число мо­
жет быть представлено в виде р-ичной дроби (L.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что любое число х  
может быть представлено в виде ряда (1.1). Очевид­
но, что достаточно рассмотреть лишь положительные 
числа х.

Существует целое число п, такое, что выполняются 
соотношения
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Из совокупности 1, 2.......... р — I выбираем наибольшее
число b„lt  для которого

ЬП1рпч ^ х < ( Ь П1+ 1 ) р п'. (1.4)
Если

х - Ь П1рп‘ =  О, 

то ряд (1.1) получен. Предположим поэтому, что .
дс — 6Ч1р"‘ >  0.

Находим далее целое число пг такое, что
pn‘ <:X  — b„,pn' < p n> + 1,

и затем из совокупности 1, 2, . . . .  р — 1 выбираем число Ь„г, 
для которого

Ьп,Р"• < х  — Ь„,рп> < ( Ь„, +  1) р«*.

В силу соотношений (1.4) заключаем, что >  п2. Если 
х  — Ья.р"1 — Ьп,рПг =  0,

то получение ряда (1.1) закончено. Поэтому снова рас­
сматриваем случай

х  — b„tp n> — Ья,рп‘ >  0.

Продолжая этот процесс, получаем последовательность 
целых чисел п 1> п 2> п 3> . . .  и чисел b„lt bn„ ЬПг, . . . ,
выбираемых из совокупности 1, 2..........р — 1. При этом,
либо при некотором k

к
х - £ Ь п.рп‘ =  0, '  (1.5)

либо для всех k

р"*-» <  х  -  2  Ьп рп> <  р"*+1 + (1.6) 
<•1

В силу полноты пространства вещественных чисел, соот­
ношения (1.5), (1.6) означают, что

* =  2  ьп/ > .

Числа Ь„х, b„„ bn,t . . .  образуют последовательность не­
нулевых коэффициентов искомой р-ичной дроби.
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Арифметические операции над числами, заданными 
в любой позиционной системе счисления, производятся 
по таким же правилам, что и в десятичной системе. 
Это объясняется тем, что все операции основаны на 
правилах выполнения действий над соответствующими 
полиномами. При этом нужно пользоваться таблицами 
сложения и умножения не десятичной системы, а системы 
с основанием р. Д ля каждой конкретной системы такие 
таблицы составляются весьма просто.

Позиционные системы счисления широко применяются 
для представления чисел в современной вычислительной 
технике. Наиболее часто применяется простейшая из 
них — двоичная система счисления. Использование именно 
позиционных систем объясняется возможностью реализа­
ции в них достаточно простых алгорифмов выполнения 
арифметических операций над числами.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
Всюду предполагается, что в качестве базисных взяты числа

О, I.........р - I .
1. Написать р-ичную дробь числа р.
2. Составить таблицы умножения и сложения для двоичной 

системы счисления.
3. Как по р-ичной дроби числа найти его р уч ную  дробь, где 

п — целое положительное число?
4. Будет ли дробь, конечная в системе счисления с одним осно­

ванием, конечной во всех других системах?
5. Какие из рациональных чисел могут' быть точно представлены 

конечными р-ичными дробями?
6. Какую часть числа изображают разряды, стоящие слева 

(справа) от запятой?
7. Указать какой-нибудь алгорифм выполнения операции деле­

ния конечных р-ичных дробей.
8. Какой смысл можно приписать выражению р In р? Для какого р 

значение этого выражения минимально?

§ 2. Округление чисел

Никакие технические средства не позволяют выпол­
нять арифметические операции над числами, заданными 
бесконечными дробями. Поэтому замена любого числа 
конечной дробью является необходимой операцией.

Округлением числа ло s разрядов в заданной системе 
счисления называется операция замены этого числа таким 
числом, все разряды которого в той же системе счнсле-
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ния, начиная с s — 1-го, являются нулевыми. Разность 
между округленным и округляемым числами называется 
ошибкой округления.

Заметим, что в данном определении ничего не гово­
рится ни о способе выполнения операции округления, 
ни о том, насколько округленное число близко к округ­
ляемому. Это не случайно. В практике конструирования 
ЭВМ операции округления реализуются самыми различ­
ными способами. Единственное, что их объединяет — это 
малость ошибки округления по крайней мере для боль­
шинства чисел. Прежде чем говорить о тех требованиях, 
которые будут накладываться в дальнейшем на операцию 
округления, мы проведем некоторые исследования.

Один из простейших способов округления заключается 
в следующем. Пусть задана р-ичная дробь х  =  Ь„... 
. . . bsb , - , которую для простоты будем считать 
неотрицательной. В качестве результата выполнения 
операции округления числа х до s разрядов берется 
число xs =  b „ . ..b s. Основное достоинство данного способа 
округления — простота реализации. Однако сразу же 
видны и некоторые недостатки.

Пусть в качестве базисных берутся числа 0, 1, . . .  
. . . ,  р — 1. Тогда для ошибки округления справедливо 
соотношение

|х , - л г |< р » .

Равенство достигается в том случае, когда во всех 
разрядах числа х , начиная с s — 1-го, стоят числа р — 1. 
Уже сравнение с общепринятым правилом округления 
в десятичной системе показывает, что в рассмотренном 
способе округления оценка ошибки вдвое больше. Но более 
важным является то, что независимо от своей величины 
ошибка округления всегда имеет один и тот же знак, 
противоположный знаку округляемого числа. Это явление 
нежелательно, так как оно, по-видимому, должно приво­
дить к быстрому накоплению ошибок в вычислительных 
процессах. В дальнейшем мы неоднократно подтвердим 
данное предположение.

Хотя описанный способ округления чисел и не явля­
ется лучшим, тем не менее именно с ним тесно связаны 
все другие способы округления. В самом деле, как бы 
ни выполнялась операция округления, ее результатом
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будет число, все разряды которого, начиная с s - 1 - r o .  
являются нулевыми. Следовательно, операцию округления 
всегда можно трактовать как отбрасывание всех разрядов, 
начнная с s — 1-го, и последующее добавление или вычи­
тание некоторого числа, кратного р1. Для того чтобы 
ошибка округления была малой, необходим®, чтобы было 
малым и это число.

Числа, имеющие нулевые разряды, начнная с s — 1-го, 
образуют на вещественной оси равномерную сетку с 
шагом р*. Среди этих чисел есть число х*. наиболее 
близкое к х. Ясно, что

Из геометрических соображений следует, что наилучшее 
приближение х? к х  будет единственным, если в соотношении
(2.1) имеет место строгое неравенство, и таких прибли­
жений будет два, если имеет место равенство. Легко 
проверить, что

Замена числа х  числом х* является операцией округ­
ления, причем лучшей во многих отношениях. Однако 
по сравнению с описанной ранее операцией она имеет 
два существенных недостатка. Как следует из (2.2), для 
ее реализации необходимо выполнять операцию сложения 
примерно в половине случаев. Так как округление 
числа осуществляется после каждой арифметической опе­
рации, его реализация согласно (2.2) фактически приводит 
к замедлению работы арифметических устройств ЭВМ. 
Кроме этого, есть некоторая неоднозначность в выполнении 
данного варианта операции округления, связанная с 
третьим случаем из (2.2). Мы увидим в дальнейшем, что 
она не так уж безобидна.

Естественным является желание объединить достоин- 
. ства обоих способов округления. Покажем, что этого

(2. 1)

(2 .2)
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можно добиться путем использования специальных систем 
счисления.

До сих пор мы предполагали, что в качестве базисных 
чисел р-ичной системы счисления используются числа О, 
1, . . . ,  р — 1. При этом оказалось, что лучший по точности 
способ округления чисел в таких системах не является 
самым простым в реализации и приводит к замедлению 
выполнения арифметических операций. Рассмотрим теперь 
р-ичные позиционные системы счисления с другими набо­
рами базисных чисел. Прежде чем исследовать возмож­
ность представления чисел в таких системах, посмотрим, 
чего можно достичь выбором базисных чисел.

Пусть числа задаются в р-нчной системе с базисными 
числами а». Наилучшее приближение дг? для х  и в этой 
системе дает оценку ошибки округления на классе веще­
ственных чисел не лучше, чем (2.1). Поэтому, если мы 
найлем базисные числа такие, чтобы для всех чисел х  
выполнялось неравенство

| j c , - * | < - i p * .  (2.3)

то эта система счисления во многих отношениях будет 
наилучшей. Именно, операция округления, заключающаяся 
в отбрасывании-всех разрядов, начиная с s — 1-го, будет 
не только самой простой, но и будет иметь наименьшую 
ошибку округления.

Д ля выполнения условия (2.3) необходимо и достаточно, 
чтобы все числа вида .

О . . . О М н  •••
были по модулю не бэлее (1/2) р*. Д ля этого в свою оче­
редь необходимо и достаточно выполнение условия

max | а* (2.4)

Любая р-ичная система счисления должна иметь р раз­
личных базисных чисел. Но неравенство (2.4) имеет р 
различных целочисленных решений относительно а* лишь 
при нечетном р, при этом сами а* определяются одно­
значно. Именно,

сс* =  (1 + 2 k - p ) / 2 .
Таким образом, если искомая система счисления суще­

ствует, то она должна иметь нечетное основание и базисные
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числа -  (1/2) (Р -  1 ) . +  (1/2) (Р— 1). Заметим, что в таких 
системах не нужно дополнительного изображения для знака 
числа, так как он учитывается в его цифровой части. 
Подобные системы счисления называются сокращенными.

Т е о р е м а  2.1. Если р — нечетное и базисные числа 
образуют совокупность — (1/2) (р — 1), . . . ,  + (1 /2 )  (р — I), 
то любое вещественное число х  может быть представлено 
в виде ряда (1.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем снова считать для опре­
деленности, что число х  положительное. Доказательство 
этой Теоремы также основано на последовательном опре­
делении всех коэффициентов ряда (1.1) и в идейном плане 
почти не отличается от доказательства теоремы 1.1. Един­
ственное отличие состоит в следующем. При получении 
ряда (1.1) в теореме 1.1 конечные дроби всегда приближали 
число х  с недостатком. Теперь же коэффициенты ряда (1.1) 
находятся из условия, чтобы соответствующая конечная 
дробь наилучшим образом приближала число х ,  т. е. 
допускается как приближение с недостатком, так и с из­
бытком. Мы не будем останавливаться на доказательстве 
более подробно, оставляя проведение его читателю в каче­
стве упражнения.

Среди сокращенных позиционных систем счисления 
простейшей является троичная сокращенная система. Как 
уже отмечалось, в современной вычислительной технике 
наиболее широко используется двоичная система. С точки 
зрения округления чисел этот выбор не является лучшим, 
так как, например:

Троичная сокращенная система счисления обладает более 
простым способом наилучшего округления чисел и не при­
водит к замедлению выполнения арифметических операций.

В дальнейшем мы покажем и другие преимущества 
сокращенных систем счисления с точки врення влияния 
ошибок округления на вычислительный процесс.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
Р е м у  рассматривается сокращенная система счисления.
1- Написать р-ичную дробь числа р.
2. Доказать, что знак числа совпадает со знаком первого разряда.

Доказать, что хг >  х, если первый из ненулевых отброшенных
I * ?  отрицательный, и дг, <  х, если он положительный.

Дробью 3аТЬ' 470 ЧИСЛ0 Ps не ыожет быть задано конечной



5. Доказать, что при округлении конечных дробей случай неод. 
иозначности в (2.2) не имеет места.

6. Какое множество чисел представляется неединственным образом?
7. Какую часть числа изображают разряды, стоящие слева (справа) 

от запятой?

§ 3. Фиксированная и плавающая запятая

Запоминание цифровой информации в современных 
вычислительных машинах основано на использовании 
достаточно простых однотипных элементов. Каждый из 
таких элементов представляет собой некоторое физическое 
устройство, имеющее р  устойчивых физических состояний, 
где р >  1. При этом само устройство допускает возмож­
ность перевода любого своего состояния в любое другое. 
Эти элементы называются базисными и служат для моде­
лирования одного числового разряда р-ичной системы 
счисления.

ЭВМ не может содержать бесконечно много базисных 
элементов. Поэтому она всегда имеет возможность опери­
ровать лишь с конечным числом конечных р-ичных дробей. 
Это важный вывод, из которого вытекают все основные 
особенности машинной арифметики.

Требование унифицированного выполнения арифмети­
ческих операций над числами приводит к необходимости 
унифицированного изображения в ЭВМ всех конечных 
дробей. Будем для простоты рассматривать изображение 
дробей без знака, считая, что их знак либо учитывается 
в самой системе счисления, либо изображается каким-то 
иным способом.

Пусть на изображение каждой дроби отводится одно 
и то же число т базисных элементов. Ясно, что на т 
элементах можно изображать не более т  разрядов любого 
числа. Чтобы это изображение можно было снова прочи­
тать, необходимо установить взаимно однозначное соот­
ветствие между базисными элементами, отведенными для 
изображения каждого числа, и положением разрядов в числе 
относительно запятой. В зависимости от того, является 
ли это соответствие одним и тем же для всех изображае­
мых чисел или зависит от самого числа, различают два 
основных способа представления чисел в ЭВМ, называемых 
соответственно представлением с фиксированной и плаваю­
щей запятой.

20 ОСОБЕННОСТИ МАШИННОЙ АРИФМЕТИКИ [ГЛ f
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Предположим, что каждые т базисных элементов слу­
жат для изображения т последовательных разрядов чисел, 
причем положение этих разрядов относительно запятой 
фиксировано и является одним и тем же для всех дробей. 
Будем считать, что на изображение разрядов, стоящих 
слева от запятой, отводится г элементов, где г ^ О .  Такой 
способ представления чисел и называется представлением 
с фиксированной запятой.

С помощью этого способа можно точно запоминать 
любую из конечных р-ичных дробей, имеющих не более г 
ненулевых разрядов слева от запятой и не более т — г 
ненулевых разрядов справа от запятой. Все эти дроби х  
лежат в диапазоне

~ р г < х < р \

Один из недостатков представления чисел с фиксиро­
ванной запятой виден сразу. Если р-ичная дробь много 
меньше рг по модулю, то большая часть из отведенных т 
базисных элементов изображает старшие нулевые разряды 
и фактически не используется. Поэтому аппроксимация 
числа такой дробью связана с большой относительной 
ошибкой. Однако для чисел, близких к рг по модулю, 
для представления старших ненулевых разрядов исполь­
зуются все т базисных элементов. В этом случае относи­
тельная ошибка аппроксимации чисел является минималь­
ной. Абсолютная ошибка представления чисел с фикси­
рованной запятой всегда лежит в одних и тех же пределах 
независимо от величины чисел.

Представление чисел с плавающей запятой заключа­
ется в следующем. Всякое ненулевое число х  можно 
записать в виде

х  =  а р ь, (3.1)
где Ь — целое число и '

l / p < |a ‘l < l .  (3.2)
Число а называется мантиссой числа х, число Ь — его 
порядком. Пусть на изображение порядка без знака отво­
дится г базисных элементов, на изображение мантиссы 
без знака т — г элементов. Если теперь порядок и мантисса 
представлены как дроби с фиксированной запятой, то это 
и будет представлением числа х  с плавающей запятой.
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Заметим, что порядок всегда представляется точно, 
так как он является целым числом. Мантисса же будет 
представлена точно лишь для тех р-ичных дробей, которые 
имеют не более т  — г ненулевых старших разрядов. Именно 
эти дроби х  из примерного диапазона

- р ?  < х < р р г

и могут быть точно представлены описанным способом. 
Число нуль обычно изображается числом с нулевой ман­
тиссой. Порядок этого числа не определен и в разных ЭВМ 
его величина может быть различной.

В современных ЭВМ применяются оба способа пред­
ставления чисел. Вь:бор того или иного способа зависит 
от типа решаемых задач. На ЭВМ широкого назначения 
нередко допускаются обе формы представления чисел.

Операции над числами с фиксированной запятой выпол­
няются быстрее, чем над числами с плавающей запятой. 
Это связано с тем, что при реализации операций в режиме 
плавающей запятой, по существу, приходится выполнять 
все действия с парами чисел с фиксированной запятой. 
Поэтому при решении тех задач, где положение запятой 
в числовых данных более или менее определено, исполь­
зование представления чисел с фиксированной запятой 
позволяет получить ощутимый выигрыш во времени. 
К таким задачам относятся, например, финансовые расчеты, 
задачи количественного учета, многие задачи управления 
и т. п.

При решении научно-технических задач более удобно 
представление чисел с плавающей запятой. Это связано 
с тем, что в таких задачах, как правило, приходится 
иметь дело с числовыми данными из очень широкого 
диапазона.

В общем случае фиксированная запятая позволяет 
представлять числа в ЭВМ с одинаковой абсолютной точ­
ностью, плавающая зап ятая— с одинаковой относительной 
точностью. Однако заметим, что при одном и том же 
количестве базисных элементов, отведенных на представ­
ление числа, фиксированная запятая позволяет получить 
для некоторых чисел большую относительную точность, 
чем плавающая запятая. Это относится в основном к чис-, 
лам, близким к максимальным по модулю.
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Умелое использование фиксированной запятой иногда 
позволяет добиться большей скорости и большей точности 
решения задачи, чем использование плавающей запятой. 
Еще большего эффекта можно достичь путем разумного 
сочетания вычислений с фиксированной и плавающей запя­
той. Однако мы не будем сколько-нибудь подробно оста­
навливаться на этих вопросах.

*' Все дальнейшие исследования будут касаться лишь 
вычислений с плавающей запятой. Это связано с нашей 

;6риентациеи на изучение численных методов линейной 
; алгебры. Линейная алгебра находит свое применение 
в основном в научно-технических задачах, а такие задачи 
чаще всего решаются на ЭВМ в режиме плавающей запятой.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Привести примеры физических устройств, имеющих р устой­

чивых состояний.
2. Построить различные модели арифметических устройств для 

реализации операций сложения, вычитания и умножения на основе 
каких-либо конкретных базисных элементов.

3. На основе арифметических устройств, построенных в преды­
дущем упражнении, исследовать различие между выполнением опера­
ций в режимах фиксированной и плавающей запятой.

4. Предложить какой-либо спосоЗ изображения чисел в ЭВМ, 
отличный от фиксированной и плавающей запятой. Как при этом 
выполняются операции над числами?

б. Имеет ли место неоднозначность представления каких-либо 
чисел на конкретных ЭВМ в фиксированной и плавающей запятой? ~

§ 4. Особенности представления чисел на ЭВМ

Как уже отмечалось, современные вычислительные 
машины оперируют лишь с конечными р-ичными дробями. 
Далеко не всегда результат выполнения арифметической 
операции над конечными дробями является конечной 
Дробью. Примерами могут служить операции деления, 
извлечения корня и т. п. Но даже если результат и будет 
конечной дробью, его чаще всего нельзя точно представить 
в том виде, который принят на ЭВМ. Это относится 
к форме записи чисел как с фиксированной, так и с пла­
вающей запятой; примером может служить операция 
Умножения чисел. Таким образом, при запоминании почти 
всех чисел в ЭВМ в сами числа вносится некоторая 
«иибка, связанная с их округлением. Ясно, что
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Появление ошибок округления чисел неизбежно в любой 
современной ЭВМ . Величина этих ошибок зависит от 
конкретной реализации операции округления и от приня­
той формы представления чисел.

Конечно, за счет различных технических решений 
можно в какой-то мере влиять на ошибки округления. 
Однако есть некоторые принципиальные ограничения, 
связанные с их величиной. Эти ограничения нельзя пре­
одолеть никакими техническими средствами, если оста­
ваться в рамках существующих идей представления чисел 
на ЭВМ.

Обозначим через fi (х) конечную дробь, которая по­
лучается после округления числа х  с фиксированной запя­
той до /-го разряда после запятой. Имеем

f i ( x ) s x + v ,  (4.1)

где v есть ошибка округления. Каким бы образом ни 
было реализовано округление, согласно (2.1) на классе 
вещественных чисел нельзя получить оценки лучшей, чем

М  (4.2)

Обозначим, далее, через П (х) конечную дробь, которая 
получается после округления мантиссы числа х  с плаваю­
щей запятой до /-го разряда после запятой. Тождество, 
аналогичное (4.1), теперь удобнее записать в таком виде: 

П (х) =  х (1 +  е). (4.3)

Величина е не является ошибкой округления числа х, 
хотя связана с ней. Если fl (х) Ф  0 , то для мантиссы 
справедливы оценки (3.2), а для ее ошибки округления 
не может быть оценки лучшей, чем (4.2). Отсюда выпе­
кает, что на классе вещественных чисел нельзя получить 
для е оценки лучшей, чем

| в | < у / И + 1. (4.4)

При больших / правая часть неравенства может быть сде­
лана сколь угодно малой. Однако важно подчеркнуть, что

На любой ЭВМ  для некоторого множества чисел будем 
иметь е =  — 1 независимо от числа разрядов, отведенных 
на представление мантиссы.
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В самом деле, сколько бы ни отводилось базисных элемен­
тов под изображение порядка чисел, их всегда будет конеч­
ное число. Пусть под порядок без знака отводится г элемен­
тов. Предположим для определенности, что в выбранной сис­
теме счисления базисные числа равны 0 ,1 ........р — 1. Тогда
на г  элементах можно изобразить целые числа, не пре­
восходящие по модулю рг — 1. Спедовательно, минималь­
ное положительное число, которое можно изобразить 
в ЭВМ с плавающей запятой, равно

<о =  р  рг.

Итак, с формальной точки зрения почти все ненулевые 
числа х, принадлежащие интервалу

— <о < * < ( i ) ,  (4.5)

заведомо нельзя представить в ЭВМ с плавающей запятой, 
соблюдая соотношение (4.4). Такие числа могут появиться 
в процессе вычислений. Например, они появляются после 
перемножения любых двух чисел х, у , удовлетворяющих 
соотношениям

< л< х,у  < © '/ . .

При этом сами числа х , у  не принадлежат интервалу (4.5).
Числа из (4.5) необходимо заменять какими-то числа­

ми, представимыми в ЭВМ. Выход из создавшегося поло­
жения, по существу, единственный. Так как со является 
«малым» числом, то все числа х  из интервала (4.5) заме­
няются в ЭВМ нулем. Д ля этих чисел и получаем е =  — 1. 
Исключение составляет число нуль, для которого можно 
считать е =  0. Таким образом, на классе вещественных 
чисел можно получить лишь оценки следующего вида:

е <  1 р <+|, если fl (дг) Ф 0,
(4.6)

е =  -  1, если П (*) =  0, но х ф 0.

Несмотря на «малость» интервала (4.5), с подобными 
числами приходится проводить вычисления значительно 
чаще, чем может показаться на первый взгляд. Как будет 
Установлено в дальнейшем, именно к таким вычислениям 
приводят многие важнейшие численные методы линейной 
алгебры. Тот факт, что числа (4.5) нельзя представить
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в 3BiM с приемлемой относительной точностью, заставляет 
преодолевать немало трудностей при реализации методов 
на ЭВЛ\.

Для современных ЭВМ величина р ‘ обычно находится 
в пределах 10 '10— 10~1#, величина о> — в пределах 10 18— 
1 0 40. Вообще говоря, р ‘ и ы не связаны между собой. 
Однако на всех ЭВМ, за исключением ЭВМ с переменной 
длиной мантиссы, выполняется соотношение

( 0 < p lw . (4.7)

На ЭВМ, работающей с фиксированной запятой, обычно 
допускаются числа, не превосходящие по модулю единицы, 
на ЭВМ с плавающей запятой, —не превосходящие ю *. 
Если в процессе вычислений появляются числа, выходя­
щие за эти границы, то в большинстве случаев вычисли­
тельный процесс останавливается. Это явление принято 
называть переполнением. Конечно, его надо учитывать при 
реализации алгорифмов на ЭВМ.

Отмеченные особенности представления чисел не могут 
быть устранены какими-либо техническими средствами. 
Можно сконструировать ЭВМ со сколь угодно малым чис­
лом (о. Но все равно оно будет отлично от нуля Можнэ 
построить ЭВМ, у которой операция округления будет 
реализована самым лучшим способом, но оценки (4.2), 
(4.6) при этом все равно не будут улучшены. Нельзя 
избежать, по существу, и перепад нения.

Чтобы не заниматься излишними деталями, связанными 
с особенностями представления чисел на конкретных ЭВА\, 
всюду в дальнейшем будет предполагаться выполнение 
оценок (4.2), (4.6). Операцию округления с такими оцен­
ками будем называть правильной.

Правильное округление обладает существенными досто­
инствами. Тем не менее на многих, если не большинстве, 
современных ЭВМ по тем или иным причинам округле­
ние не реализуется правильно. При этом в оценках типа
(4.2), (4.4) справа появляется дополнительный множитель 
а >  1. Если относительно ошибок округления необходимо 
знать лишь их мажорантные оценки, то подобная реали­
зация операции округления равносильна потере lo^pCt 
разрядов в представлении чисел на ЭВМ, так как
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В действительности последствия неправильной реали­
зации операции округления значительно серьезнее, чем 
просто потеря некоторого числа разрядов.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Почему числа из интервала (— ш, со) заменяются нулем, а не 
каким-либо другим числом?

2. Можно ли на ЭВМ с плавающей запятой вычислить число о»-1?
3. Построить график величины v из (4.1) как функции от х.
4. Построить график величины е из (4.3) как функции от х.
5. Насколько точно правые части неравенств (4.2), (4.4) оцени­

вают левые части тех же неравенств?
6. Привести какие-либо аргументы, подтверждающие необходи­

мость выполнения на ЭВМ соотношения (4.7)?

§ 5. Арифметические операции

В математическом описании большинства вычислитель­
ных алгорифмов допускается некоторая неоднозначность, 
связанная с коммутативностью, ассоциативностью, дист­
рибутивностью арифметических операций. При реализа­
ции на ЭВМ различных форм записи алгорифмов возни­
кают неодинаковые эффекты. Это связано с тем, что ариф­
метические операции на ЭВМ обладают иными свойства­
ми, чем точные операции.

- На разных ЭВМ одни и те же арифметические опера­
ции могут отличаться в деталях своего выполнения весьма 
значительно. Однако эти различия для нас не представ­
ляют особого интереса, так как математическое значение 
имеет лишь результат операции. Чтобы не заниматься 
деталями, связанными с конкретными ЭВМ, мы будем 
считать в дальнейшем, что:

Результат выполнения любой арифметической опера­
ции на ЭВМ  совпадает с правильно округленным резуль­
татом точного выполнения той же операции; операция 
с нулевым результатом выполняется точно.

Одной из простейших операций является сложение 
(вычитание) чисел с фиксированной запятой. Предполо­
жим, что складываются (вычитаются) числа в р-ичной 
системе счисления и единица последнего представленного 
разряда равна р  Если не происходит переполнение, то 
результат будет конечной р-ичной дробью, имеющей не 
более / разрядов после запятой и поэтому может быть
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представлен в ЭВМ точно. Отсюда вытекает, что опера­
ция сложения (вычитания) чисел с фиксированной запя­
той может быть осуществлена без ошибок округления. 
В дальнейшем будем считать, что

Н ( х ± у ) * * х ± у  (5.1)

для всех чисел х , у, представленных в ЭВМ, если при 
этом сама операция выполнима.

Все остальные наиболее распространенные арифмети­
ческие операции над числами с фиксированной запятой 
не сбладают таким свойством. Это связано с тем, что при 
реализации других операций появляются числа, имеющие 
более t ненулевых разрядов после запятой. В этом слу­
чае ошибки округления неизбежны. Поэтому для всех 
чисел х, у, представленных в ЭВМ,

П ( х £ у ) в д : $ у  +  у, (5.2)
где

М < { р Ч .  (5.3)

Предполагается, конечно, что сами операции выполнимы.
Выполнение арифметических операций над числами 

с плавающей запятой приводит к появлению ошибок 
округления уже почти во всех случаях. Предположим, 
что числа заданы в р-нчной системе счисления и для пред­
ставления мантисс отводится t разрядов. Тогда при вы­
полнимости операции будем иметь

f l ( * | i r ) - ( * | | r ) ( l  +  e), (5.4)

где согласно (4.6)

| е | <  у  р  м , если f l f x s y W o ,

/  +  \  /  +  \  • М
е =  — I, если fl х х < / ! = 0 ,  но [ х х у ф О .

Формулы (5.5) нельзя существенно улучшить на мно­
жестве всех чисел, представленных в ЭВМ. Однако для 
некоторых практически важных случаев можно гаранти­
ровать, что г Ф — 1. Нетрудно проверить, что это будет, 
например, если складываются числа одинаковых знаков
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или вычитаются числа разных знаков, если один из со­
множителей в произведении по модулю не меньше еди­
ницы или знаменатель дроби по модулю не больше еди­
ницы.

Несмотря на то, что в случае операции сложения 
(вычитания) ошибка округления появляется, она все же 
имеет некоторую особенность, на которую стоит обратить 
внимание. Пусть

*  =  у  =  агрь\

где аи  f l j - мантиссы, Ьи  Ьг — порядки чисел х , у . Будем 
считать, для определенности, что bt , и представим 
х  ±  у  в таком виде:

x ± y - ( a l ± a i)p b‘~ b‘p»>.

Мантиссы ои аг удовлетворяют условиям (3.2). Поэтому 
число 2 =  d i ±  a

имеет не более t +  bx — Ьг ненулевых разрядов после за­
пятой и не более одного ненулевого разряда перед запя­
той. Этот разряд появляется лишь в том случае, когда 
| г | ^ 1 .  Следовательно, мантиссы чисел х ± у  имеют не 
более t +  bi — f t i+ 1  ненулевых разрядов после запятой.

В частности, при сложении чисел одного порядка с раз­
ными знаками (вычитании чисел одного порядка с одина­
ковыми знаками) мантисса результата имеет не более t 
ненулевых разрядов после запятой. Естественно считать, 
что в этом случае ошибка округления не должна появ­
ляться. В общем же случае:

Операция сложения- (вычитания) чисел с плавающей за­
пятой имеет ошибку округления, содержащую конечное 
число ненулевых разрядов. Число этих разрядов опреде­
ляется величиной чисел, участвующих в операции, и не 
зависит от числа разрядов, отведенных для представле­
ния мантиссы.

В этом отношении операция сложения (вычитания) от­
личается от всех других операций. Так, например, в опе­
рациях деления, извлечения корня и т. п. ошибка округ­
ления содержит, как правило, бесконечное число разря­
дов. В операции умножения ошибка округления хотя и 
содержит конечное число разрядов, но всё же их имеется 
порядка /.
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Отмеченная особенность ошибки округления операции 
сложения (вычитания) чисел с плавающей запятой ока­
зывает очень большое влияние на общее распределение 
ошибок округления в вычислительных процессах.

При реализации некоторых алгорифмов возникает необ­
ходимость выполнять отдельные промежуточные вычисле­
ния с существенно большей точностью, чем допускается 
принятой системой представлеш™ чисел. На большинстве 
современных ЭВМ такие вычисления организуются сле­
дующим образом. Во-первых, имеется техническая воз­
можность получать результат выполнения основных ариф­
метических операций над /-разрядными числами не с t 
разрядами, а с 2/ разрядами. При этом ошибка округле­
ния обычно искажает лишь последние из этих 2/ разря­
дов. Во-вторых, имеется, возможность программного до­
ступа как к старшим / разрядам результата, так и к млад­
шим его’ / разрядам. Используя эту возможность, можно 
программным путем осуществлять любые вычисления со 
сколь угодно большой точностью.

Несмотря на исключительную важность операций 
с удвоенным числом разрядов, возможность их реализации 
имеется не на всех ЭВМ. Это следует считать серьезной, 
конструкторской недоработкой. Система команд и арифме­
тические устройства ЭВМ должны быть такими, чтобы 
операции с удвоенным числом разрядов могли выпол­
няться с наибольшей эффективностью.

В задачах линейной алгебры особое значение имеет 
максимально точное н быстрое вычисление выражений вида

а + Е а / Р ,
• (5-6)

где все написанные числа являются /-разрядными. Если 
промежуточные вычисления осуществляются с удвоенным 
числом разрядов, то эти выражения вычисляются, как 
правило, с такой же относительной точностью,что и резуль­
тат выполнения одной арифметической операции. Подоб­
ный режим вычислений мы будем называть накоплением 
и обозначать соответственно символами fit , fl,. С техни­
ческой точки зрения его реализация не вызывает принци­
пиальных трудностей. При хорошо продуманной системе 
команд ЭВМ, относящихся к вычислениям с удвоенной
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точностью, выражения вида (5.6) в режиме накопления 
вычисляются почти за то же время, что и в режиме оди­
нарной точности. Будем считать в дальнейшем, что

/ а  +  2  «iP / \

Ч-Т—/---т—+v-
(а  +  2  а/Р, \  I а  +  ^  а 'Р ' ^

«•V-т —М“т—/(1+в);
при этом

' l v | < |  р ' ,  | е | <  2 Р ^ +|. либо е =  — 1,

как it в других аналогичных случаях.
Символы И, fi и flj, fi* будут использоваться в даль­

нейшем довольно часто. Тем не менее им не приписы­
вается строгий математический смысл. В общем случае 
они будут указывать лишь на применяемый режим вычис­
лений. Точное описание вычислительного процесса и его 
особенностей мы будем задавать указанием всех возника­
ющих ошибок и их оценок.

В заключение обратим внимание на следующее обсто­
ятельство. Какими бы малыми ни были ошибки округле­
ния, возникающие при выполнении арифметических опера­
ций, их появление существенно меняет математические 
свойства самих операций. Точные операции умножения и 
сложения являются коммутативными, ассоциативными и 
связаны между собой законом дистрибутивности. Операции 
умножения н сложения на ЭВМ уже не являются тако­
выми.

- Коммутативность операций на ЭВМ гарантируется 
лишь тогда, когда ошибка округления однозначно опре­
деляется результатом точного выполнения операций. 
В частности, коммутативной будет операция сложения 
чисел с фиксированной запятой, так как ошибка округ­
ления здесь вообще отсутствует. По этой же причине дан- 
иая операция будет и ассоциативной. Любые операции, 
коммутативные при точном выполнении, можно сделать 
коммутативными и на ЭВМ, если имеет место правильное 
округление. Как уже отмечалось, такое округление реали­
зовано далеко не на всех современных ЭВМ.
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Что же касается законов ассоциативности и дистри­
бутивности, то они не выполняются ни на одной из сущест­
вующих ЭВМ. Соответствующие соотношения имеют место 
только для некоторых наборов чисел.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Будет ли операция умножения на ЭВМ ассоциативной при 

каком-либо способе округления?
2. Будет ли операция сложения на ЭВМ с плавающей запятой 

ассоциативной при каком-либо способе округления?
3. Можно ли выбором способа округления добиться выполнения 

закона дистрибутивности на ЭВМ?
4. Привести примеры возможных пар алгебраических операций 

на ЭВМ, для которых выполняются законы коммутативности, ассо­
циативности и дистрибутивности.

5. Для каких чисел на ЭВМ с плавающей запятой операции сло­
жения и умножения выполняются без ошибок округления?

6. Построить различные модели арифметических устройств для 
реализации операций сложения, вычитания и умножения с правиль­
ным округлением результата.

. 7. Построить систему команд ЭВМ, удобную для реализации 
вычислений с удвоенным числом разрядов. Насколько просто вычис­
ляются выражения вида (5.6)?

8. Исследовать на какой-либо конкретной ЭВМ работу арифме­
тического устройства при выполнении операций. Как реализована 
операция округления на этой ЭВМ?

§ 6. Порядок выполнения операций

Математическое описание процесса решения любой науч­
но-технической задачи сводится в конечном счете к описанию 
некоторых арифметических выражений, связанных между 
<5обой логическими условиями. Современные ЭВМ имеют 
возможность выполнять лишь достаточно простые опера­
ции. Поэтому чтобы указать алгорифм вычисления арифмети­
ческого выражения, необходимо определить порядок выпол­
нения входящих в него операций, т. е. расставить нужным 
образом скобки.

С точки зрения точного выполнения операций расста­
новка скобок обычно не бывает однозначной. Эго связано 
в основном с выполнением законов ассоциативности и 
дистрибутивности для операций. Однако для арифмети­
ческих операций на ЭВМ указанные законы уже не имеют 
места. Следовательно, различные расстановки скобок 
в одном н том же арифметическом выражении будут 
теперь приводить к различным результатам.



Итак, всякая задача при постановке на ЭВМ  опреде­
ляет в действительности целую совокупность вычисли­
тельных алгорифмов, опиичакмцихся друг от% друга поряд­
ком выполнения арифметических операций. ’Несмотря на 
математическую эквивалентность всех этих модификаций 
в точном смысле, различие в вычислительном эффекте 
может быть огромным, в особенности с точки зренйя 
численной устойчивости.

Рассмотрим простой, но довольно показательный при­

мер. Пусть вычисляется сумма г =  V] а,, где все а* —

числа одного знака. Операция сложения коммутативна и 
ассоциативна. Поэтому точный результат не зависит от 
того, в каком порядке осуществляется суммирование.

Будем теперь вычислять эту сумму на ЭВМ в режиме 
плавающей запятой. Прибавим к первому слагаемому 
второе, к полученной сумме прибавим третье слагаемое 
и т. д. Согласно (5.4) имеем
П (г)= ( . . .  ((ах +  а,) (1 +  еО +  а 3) (1 +  Cj)+ . . . + а , ) (1 +  ея ,) =

- ( « !  +  «*) П  < ■ + * ) +
1 f— I

+ « .  п  ( 1 + ч г )+ • ■ . + « .  i i  ( i+ * i ) .  (6. 1)
( -2  <=я-I

Так как числа a t одного знака, то ъ( Ф  I, поэтому 

| е , | < | р ' +*

Для всех I. Перепишем теперь формулу (6.1) в таком виде:

f l ( i > ) - 2 ( l + E , ) .  (6.2)

На современных ЭВМ величина р 1 очень мала. Следова­
тельно, с точностью до 0 ( p  v )

| Е | | з : 1 2 ± г = З р - м ,  . (6,3)

Полученные формулы означают следующее. Как выте- 
кает из (6.2), суммирование чисел на ЭВМ в режиме . .. 

а в. в. Воеводяи Б Й В А И О Т Е 1

Е -уд  1 К
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плавающей запятой эквивалентно точному суммированию 
возмущенных чисел с относительным возмущением Е, 
в слагаемом а,. Относительные возмущения неодинаковы. 
Согласно (6.3) они максимальны в первых слагаемых й 
минимальны в последних. Абсолютная ошибка Д вычис­
ленной суммы равна

Д =  2  а  f i t-

Так как оценки для £ , не зависят от то в общем 
случае ошибка Д будет наименьшей, если числа сумми­
ровать в порядке возрастания их абсолютных значении, 
начиная с наименьшего.

Нетрудно понять причину неравноправности слагаемых 
с точки зрения вносимых в них возмущений. Формально 
каждое слагаемое участвует в процессе суммирования 
лишь один раз. Однако в образовании ошибок каждое 
слагаемое участвует столько раз, сколько раз суммируются 
какие-либо частичные суммы, зависящие от этого слага­
емого.

Чтобы устранить подобное неравноправие слагаемых, 
поступим следующим образом. Будем осуществлять сум­
мирование по этапам. При этом постараемся добиться 
того, чтобы на каждом из этапов во все слагаемые вно­
сились относительные возмущения одного порядка.

На первом этапе разобьем слагаемые о / на пары и 
сложим каждую из пар. Ясно, что в каждое слагаемое а,, 
вошедшее в пары, будет внесено относительное возмуще­
ние одного порядка. Если rt четное, то каждое из а/ 

'входит в одну из пар, если п  нечетное, то одно слагае­
мое, не вошедшее ни в одну из пар, на первом этапе 
в суммировании не участвует.

Рассмотрим теперь совокупность чисел, составленную 
из полученных на первом этапе сумм и того числа, кото­
рое в случае нечетного п не суммировалось. С этой сово­
купностью повторим ту же процедуру, что и на первом 
этапе со слагаемыми ос,. Повторяя- затем процесс анало­
гичным образом, придем снова к формуле (6.2), но теперь 
для всех Е1 будет иметь место такая оценка;
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Таким образом, только изменением порядка суммиро­
вания чисел можно добиться уменьшения оценки ошибки 
примерно в п/log» п раз.

Как уже отмечалось, всякая задача при постановке 
на ЭВМ определяет совокупность вычислительных алго­
рифмов. отличающихся друг от друга порядком выпол­
нения арифметических операций. Это означает, что точ­
ному решению задачи соответствует множество прибли­
женны.': решений, которые могут быть получены с помощью 
таких алгорифмов. Среди элементов этого множества 
могут быть как близкие к точному решению, так и очень 
далекие от него. Разброс приближенных решений говорит
о степени неустойчивбсти задачи к порядку выполнения 
операций. Рассмотренный пример суммирования чисел 
показывает, что даже в простейших задачах этот разброс 
бывает значительным. В более сложных случаях он может 
быть таким, что при некоторых порядках выполнения 
операций решение задачи на ЭВМ даже не может быть 
получено.

Каким бы ни было множество приближенных решений, 
среди его элементов заведомо находится элемент, наиболее 
близкий к точному решению. Найти его или не очень 
далекий от него элемент —трудная задача, особенно 
в сложных вычислительных алгорифмах. Тем не менее,
о принципиальной возможности оптимизации алгорифмов 
в отношении точности по порядку выполнения операций 
забывать не следует, особенно в сложных задачах, где 
влияние ошибок округления сказывается в наибольшей 
степени.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Может ли множество приближенных решений задачи, опреде­
ляемое порядком выполнения операций, содержать бесконечно много 
Различных элементов?

2. Зависит ли состав множества приближенных решений задачи, 
определяемого порядком выполнения операций, от выбранного способа 
округления чисел?
с пл Является ли описанный выше алгорифм суммирования чисел 

плавающей запятой по парам оптимальным по точности?
^ ^ 4 .  Рассмотреть различные способы суммирования элементов прч- 

^НМ ьвоД матрицы. Сравните полученные оценки ошибок между

многи ^ассм°треть различные способы вычисления произведения 
опв„!,,Х ,исел в Режиме фиксированной запятой. Сравните получении.' 

И ошибок между собой.
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§ 7. Запись на машинно-независимых языках

При решении научно-технических задач на современ- и 
ных ЭВМ широко используются алгорифмические языки I 
типа алгола, фортрана. На этих языках имеются многочис­
ленные публикации алгорифмов, создаются библиотечные I 
фонды, организуется обмен информацией по математи- I 
чес кому обеспечению ЭВМ.

Отличительной чертой указанных языков является их |  
машинная независимость, т. е. отсутствие в них каких-либо I 
ссылок на конкретные особенности ЭВМ. В частности, в * 
них нет никаких ссылок на число разрядов в представ- с 
лении чисел, не указываются граница переполнения и rpa- I 
ница понижения точности вблизи машинного нуля, не I 
описывается способ округления чисел.

Н а уровне алгорифмических языков описание отличий I 
ЭВМ друг от друга возможно лишь через входные пара- I 
метры задачи. Однако эти параметры связаны с ЭВА\ I  
тать ко смысловым содержанием. Поэтому в любом случае I  
описание задачи на языках типа алгола, фортрана не за- I  
висит от конкретных особенностей ЭВМ.

Вычислительные машины не воспринимают запись непо- I  
средственно на универсальном языке. Прежде чем начать I  
решение задачи, необходимо осуществить перевод ее записи I  
с алгорифм и ческого языка на язык системы команд кон- I  
кретной ЭВМ. Следовательно, несмотря на машинную неза- I  
висимость исходного описания задачи, на ее решение в I  
конечном счете влияют все особенности машинной арифме- I  
тики конкретной ЭВМ, в частности, особенности представ- I  
ления чисел. I

Таким образом, любое машинно-независимое описание |  
задачи на алгорифмическом языке порождает в действитсль- г 
ности множество машинно-зависимых описаний и. соответ• [ 
ственно, множество приближенных решений той же задачи, I 
определяемое множеством конкретных ЭВМ . Разброс I 
множества приближенных решений характеризует степень I 
устойчивости данного описания задачи на алгорифмическом 
языке к частным особенностям ЭВМ.

Ранее отмечалось, что за счет выбора порядка eU- Е 
полнения операций можно изменить вычислительные I 
свойства алгорифма таким сбразом, что влияние ошибок I 
округления будет минимальным. Сказанное в полной мер® J

относится и к выбору формы записи задачи на алгорнф- 
мическом языке. Однако в этом направлении можно пойти 
несколько дальше. Заменяя отдельные формулы в алго­
рифме на э свивалентные, можно добиваться и повышения 

^устойчивости к особенностям конкретных ЭВМ. Мы будем 
К интересоваться лишь такими особенностями, как граница 

переполнения и граница понижения точности вблизи ма­
шинного нуля, поскольку их проявление неизбежно на 
каждой ЭВМ.

Рассмотрим некоторые примеры. Пусть в режиме пла­
вающей запятой вычисляется евклидова норма веществен­
ного вектора х =  (лс1, х2, . . . ,  хп). Согласно определению 
имеем

(7.1)

Обозначим через ш минимальное положительное число, 
представимое на ЭВМ, и предположим, что | дг̂  | <  <о1/2 
для всех i. Так как в этом случае

П (х ? )-0 ,

то и евклидова норма вектора х  окажется равной нулю.
Ясно, что при малых значениях координат вектора х  

относительная погрешность вычисления его евклидовой 
нормы но формуле (7. 1) будет очень большой. Это явле­
ние нельзя считать оправданным, так как норма вектора 
в данном случае может даже превосходить ш|/2, а числа 
порядка ш1*  ни на одной ЭВМ не являются исключитель­
ными.

Заменим теперь формулу (7 .1), переписав ее в следую­
щем эквивалентном виде:

[О , а  =  0,

|*ь“|« |/Д<*./«)•, « * о ,  (7-2)
где

а =  max 1*,!.
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Проводя последовательно все вычисления и учитывая воз­
никающие ошибки, находим

*'-п Ш)'-(̂ (1+е'))*(1+е').
* = п ( Д * ) - Д г М 1 + % Г ,

и - П ( У ? ) - У 7 ( 1 + « ) .
o =  fl ( a u ) s a u ( l  -ft]) 

и окончательно будем иметь

f i a * w -

■ ( 1 + 'п ) ( 1  + е ) у Л Д х Н 1 + е ; ) « ( 1 + е <') ( 1 + л , ) .  (7.3)

Пусть для определенности ос =  х,. Может случиться, что 
для некоторых i либо е},  либо е< равно — 1. Предположим, 
что это имеет место для 1 =  2 ........ к. Согласно предполо­
жению относительно а  величину y t можно не вычислять, 
а положить ее равной единице. Следовательно, ej =  ef = 0 .  
Но тогда

• У х?(1 +  е')*(1 +еГ)(1 +tw) =  *1 (1 + Л г

+  2 * 5 + 2  х 5 (1 + е ;)* (1 + е Г )(1  +IU). 
i - 2  / -* + 1

Тот факт, что либо г\, либо е,г равно — 1 для 1 = 2 ,  . . .  
. . . ,  к, означает выполнение неравенства (xj/x,)*< ю ,  
поэтому ^

2  (х,/х,)*<(Аг— 1)<о. 
f « 2

Все у, неотрицательны. Как уже отмечалось, в этом 
случае, независимо от способа суммирования, ч \,Ф — 1. 
Величина г  ограничена снизу единицей и \ гг можно 
вычислить с высокой относительной точностью, т. е. 
е ф — 1. По этой же причине г \ Ф — 1. Если вычисления 
ведутся в р-ичноЙ системе счисления с правильным округ­



лением, то е и ц не превосходят по модулю (1/2) / г '+1. 
Таковыми же будут и г], е? для / > £ .  Д ля величин л,
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Если формулу (7.3) переписать следующим образом:

fl Q x y  -  2  ( * ,( 1 + Е ,) ) \  (7.4)

то теперь для Е/ можно получить достаточно простые 
оценки. С точностью до величин второго порядка мало­
сти будем иметь

Г (n - f e + 4 )p -^  +  2 (» - l ) f » i / я в ,

| Е | | <  Р 2
n - f e  +  7

/ > * .

Принимая во внимание, что 2 < /> ,  и учитывая (4.7), 
находим

| E | |J 2 J » + ! L p - M  (7.5)

для всех г, причем эти оценки не зависят от применяе­
мого способа суммирования.

Таким образом, вычисление на ЭВМ евклидовой нормы 
вектора по формуле (7.2) в режиме плавающей запятой 
эквивалентно точному вычислению евклидовой нормы 
возмущенного вектора с относительными возмущениями Ej 
в координатах x t. В оценку Е, не входит <о, поэтому 
формула (7.2) определяет алгорифм, устойчивый к пони­
жению точности вблизи машинного нуля для всех кон­
кретных ЭВМ. Этим свойством не обладает формула (7.1). 
Из (7.4), (7.5) вытекает, что

f l Q x I d H x b O + E ) .
где для Е снова имеет место оценка (7.5). Следовательно, 
вычисление по формуле (7.2) всегда гарантирует высокую 
относительную точность результата.

Рассмотренный пример показывает возможность пре- 
Доления трудностей, связанных с понижением точности 

"Олизн машинного нуля. В данном примере не возникло



40 ОСОБЕННОСТИ МАШИННОЙ АРИФМЕТИКИ 1ГЛ. I

каких-либо серьезных проблем с переполнением, хотя 
счет по формуле (7.2) более благоприятен и в этом отно­
шении. В общем же случае трудности с переполнением 
могут возникать и в самых простых алгорифмах.

Пусть перемножаются п  чисел *1, х 2..........х „ ,  среди
которых есть как большие по модулю, чем единица, так 
и меньшие, чем единица. - Не безразлично, в каком 
порядке перемножать эти числа. Если перемножать их 
начнная с наименьших по модулю, то частичное произ­
ведение может стать меньше ы, т. е. машинным нулем. 
Но тогда и все произведение будет нулем, независимо 
от того, чему равно точное произведение. Если же пере­
множать числа, начнная с наибольшего, то очень быстро 
может наступить переполнение, несмотря на то, что все 
произведение является машинно-допустимым числом.

Следующий машинно-независимый алгорифм свободен 
от обоих отмеченных недостатков, если только само про­
изведение всех чисел х и хг, . . . ,  х„ не превосходит верх­
ней границы представления чисел в ЭВМ.

Предположим, что заданные числа упорядочены в поряд­
ке неубывания их модулей, т. е. |х , |« ^ |д г а | ^ . . . ^ | х я |. 
Возьмем число дг, и будем его последовательно умножать 
на х„, х„ j , . . .  до тех пор, пока частичное произведение 
впервые не станет по модулю больше единицы. Затем 
полученное частичное произведение будем последователь­
но умножать на х«, хя, . . .  до тех пор, пока новое частич­
ное произведение не станет впервые по модулю меньше 
единицы. И так процесс повторяется. Когда среди сомно­
жителей, не вошедших в частичное произведение, останутся 
только не большие по модулю, чем единица, или только 
не меньшие, чем единица, все они последовательно умножа­
ются на полученное частичное произведение. На этом вычи­
сление произведения п чисел заканчивается. Очевидно, что

Н(П I |* < 0 + е < ) .  (7.6)

где j r ' + I.
Снова видим, что вычисление произведения чисел 

в режиме плавающей запятой эквивалентно точному вычис­
лению произведения возмущенных чисел с относительными 
возмущениями е/, удовлетворяющими (7.6).



i  7] ЗАПИСЬ НА МАШИННО-НЕЗАВИСИМЫХ ЯЗЫКАХ 41

Итак, изменяя машинно-независимую форму записи 
алгорифмов в обоих примерах; удаю сь достичь устойчи­
вости по отношению к рассмотренным особенностям пред­
ставления чисел конкретных ЭВМ. Конечно, эти примеры 
очень просты, однако и они довольно часто встречаются 
на практике. Очень точное вычисление евклидовой нормы 
необходимо при реализации решения систем уравнений 
с помощью ортогональных преобразований, вычисление 
произведения чисел указанным способом встречается при 
нахождении определителей методом исключения, при реше­
нии систем уравнений некоторыми итерационными мето­
дами и т. п. Рассматривая эти примеры и проводя их 
обсуждение, мы хотим подчеркнуть следующее.

Чтобы машинно-независимые алгоритмические языки 
стали основой для накопления и обмена информацией по 
математическому обеспечению Э В М , любой алгорифм, запи­
санный на любом из этих языков. должен быть устой- 
чив к особенностям конкретных ЭВМ .

Конечно, преобразование алгорифмов ведет к увели­
чению времени счета. Однако в целом увеличение не столь 
велико, как может показаться. К тому же современный 
уровень развития вычислительной техники уже таков, 
что некоторое замедление счета при повышении его надеж­
ности сгало не только оправданным, но и возможным.

Рассмотренные проблемы со всей остротой встали 
в линейной алгебре. Объясняется это тем, что именно 
задачи линейной алгебры довольно часто решаются на ЭВМ 
и иходят как составные части во многие другие задачи. 
Поэтому разработка устойчивых вычислительных алгориф­
мов * этой области весьма актуальна. Следует отметить 
еще» что в последнее время в линейной алгебре стали 
появляться весьма эффективные и очень тонкие численные 
методы, работающие на грани представления чисел в ЭВМ. 
Описывать такие методы на машинно-независимых языках 
особенно трудно. Но об этом мы будем говорить позднее.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

^ “ ледуйте на устойчивость к особенностям конкретных ЭВМ 
разл,чн“е формы записи следующих формул:

'• Вычисление сое* через sin х при малых х.
S’ вычисление sin х через tgx  при больших х .

Вычисление величины г, где г =  (2л)11/(2л+1)И.
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4. Вычисление величины о для многочлена Р(х),  где — 
~Р(х ) !Р ' (х ) .

5. Вычисление среднего геометрического большого количества 
чисел.

6. Вычисление среднего арифметического большого количества 
чисел разных знаков.

§ 8. Суммарный эффект влияния ошибок округления.

За исключением редких случаев, ошибка округления 
появляется в каждой арифметической операции. Поэтому 
при реализации на ЭВМ сложного вычислительного алго­
рифма на его окончательный результат будет оказывать 
влияние очень большое число ошибок округления резуль­
татов промежуточных вычислений.

Общин эффект влияния ошибок обычно учитывается 
следующим образом. Обозначим через А  входные данные 
задачи, через А — результат их обработки по некоторому 
точному алгорифму q> и запишем, что

В =  <р(А).

Предположим, что алгорифм <р включает в себя лишь те 
операции, которые имеются в списках команд ЭВМ. При 
реализации этого алгорифма на ЭВМ он будет заменен 
другим, вообще говоря, «близким» алгорифмом ф, в силу 
неизбежных отличий машинной арифметики от точной. 
Следовательно, вместо В  будет получен результат В„ 
где

Я .- Ф ,  04).

Н а множестве входных данных и множестве решений 
задачи могут быть введены операции сложения и вычи­
тания элементов, умножения элемента на число и т. п. 
В этом случае

U =  B , - B

есть ошибка вычисления на ЭВМ элемента В. Введя на 
множестве решений подходящим образом метрику, можно 
пытаться оценить величину Н, т. е. получить количе­
ственную оценку ошибки вычисленного решения зада­
чи. Такой подход к оценке суммарного влияния оши­
бок округления получил название прямого анализа  
ошибок.
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В настоящее время получил широкое распростране­
ние и другой подход к оценке влияния ошибок. Во мно­
гих задачах реально вычисленное решение В, можно рас­
сматривать как результат обработки некоторых возму­
щенных входных данных А , по точному алгорифму ср,

B t =  y ( A t). (8.1)

В этом случае ошибку вычисленного решения характе­
ризует и элемент Е =  А, — А , который принято называть 
эквивалентным возмущением. Если формулу (8.1) пере­
писать в виде

£>, =  Ф (Л + Е ) ,  '

то реально вычисленное решение B t задачи ф можно 
трактовать как точное решение той же задачи, но соот­
ветствующее возмущенным входным данным с возмуще­
нием Е. Э^нм фактом и определяется название возмуще­
ния Е как эквивалентного. Количественную оценку влия­
ния ошибок округления можно получить, введя на мно­
жестве входных данных подходящим. образом метрику и 
оценивая величину Е. Такой подход к оценке суммар­
ного влияния ошибок округления получил название 
обратного анализа ошибок.

По существу, мы уже встречались с обратным анали­
зом. Исследуя общее влияние ошибок округления на 
сложение и умножение чисел, на вычисление евклидовой 
нормы вектора, нам удалось показать, что результат 
реальных вычислений в этих случаях можно трактовать 
как точное применение соответствующих алгорифмов 
к возмущенным входным данным. При этом были полу­
чены оценки эквивалентных возмущений.

В практических задачах входные данные редко бывают 
заданы точно. Обычно они получаются из каких-либо 
измерений либо предварительных расчетов и почти всегда 
содержат определенные ошибки. Обратный анализ пока­
зывает, что влияние ошибок округления при последую- 
н*их вычислениях равносильно дополнительному внесе­
нию ошибок во входные данные. Сравнение величин пер- 
ноначальных ошибэк и эквивалентного возмущения при 
рецюппн задачи позволяет правильно соизмерять точ­
ность входных данных с точностью самих вычислений.
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Д аже в случае математически точного задания вход­
ных данных ошибки в них почти неизбежно появляются 
за счет округления чисел при вводе в ЭВМ. Это мини­
мальные из возможных ошнбэк.

Как будет показано в дальнейшем, для многих чис­
ленных методов линейной алгебры имеет место весьма 
примечательный факт. Именно, при правильной реализа­
ции эквивалентное возмущение оказывается соизмеримым 
по величине с ошибками округления входных данных. 
Однако^ заметим, что стать высокая устойчивость методов 
достигается далеко не при всякой реализации и не сразу 
видно, как следует организовать вычисления, чтобы 
добиться устойчивости. Мы уже видели это на простом 
примере вычисления евклидовой нормы вектора.

Значительная часть обратного анализа ошибок в линей­
ной алгебре выполняется по типичной схеме, которую 
можно показать на следующем примере. Пусть Л — пря­
моугольная матрица, которая преобразуется в процессе 
реализации численного метода. Предположим, что мате­
матический процесс сводится к построению последова­
тельности А 0 =  А , A i ..........A y ,  где

А, =  М и ,  / = 1 , 2 ..........N,

и матрицы Li невырожденные. Если L =  LN . . .  Lu  то
A n  =  LA . (8.2)

Стедовательно, матрица А ц  получается в результате точ­
ного умножения матрицы А  на матрицу L.

Реальный вычислительный процесс приводит в общем 
случае к построению такой последовательности:

A i~ L ,A ,-1 +  1*1-!. 1 =  1 , 2 ..........N . (8.3)

Здесь Li — матрицы, реально получаемые в процессе 
вычислений, |А/_Х — матрица ошибок от умножения A t-i  на 
Li. Имеем

Ln ^ n - i +  Му-i £jv£jv-i . . .  Li (Л +  £г Vo +

+  ..  . -{ - 'L i 'l i1. .  .Lr}\iN-i). (8.4)

Обозначим Z, =  I jv. . . I i и, кроме этого, положим

E jv = £ rV o  +  " * + £ r ‘Z'il . . .L a/Hjv- i * (8*®)
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A n  =  L (A  +  Елг). ' (8.6)

Сравнивая (8.2), (8.6), заключаем, что реально вычислен­
ная матрица может рассматриваться как полученная 
в  результате точного умножения возмущенной матрицы 
у4 +  Е,у на матрицу L\ при этом для эквивалентного воз- 

’• мущения E,v имеется явная формула (8.5). Если вычис- 
Vленные матрицы Lt асимптотически близки к унитарным, 
'•  то

I M S ' s  М
к -  О

для 2-нормы или евклидовой нормы.
В наших исследованиях будет в основном использо­

ваться обратный анализ ошибок, значительно реже — 
прямой анализ. В отдельных вспомогательных задачах 
может возникнуть необходимость в использовании сбонх 
методик оценки суммарного влияния ошибок округления.

У П Р А Ж Н Е Н И Я  
s Выполнить прямой и обратный анализ ошибок в упражнениях 
предыдущего параграфа. Везде ли может быть осуществлен обратный



Г Л А В А  П

ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ В ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЕ

Прежде чем переходить к детальному изучению чис­
ленных методов, исследуем влияние малого возмущения 
входных данных на решение алгебраических задач. Пред­
метом наших рассмотрений будут именно малые возму­
щения. Это вызвано тем, что суммарный эффект влияния 
ошибок окру'гления в алгебраических процессах сводится 
в основном к малым возмущениям. К ним же сводятся 
и многие численные методы уточнения решений.

Относительно возмущений, возникающих из-за ошибок 
округления, можно сказать совсем немного. Они не только 
не являются гладкими функциями каких-либо параметров, 
связанных с входными данными, но даже не непре­
рывны.

Наиболее широкое применение в теории возмущений 
находят евклидова и спектральная нормы, что объясняется 
их инвариантностью к унитарным преобразованиям.

С целью упрощения записи мы будем довольно часто 
использовать знаки приближенных равенств и неравенств. 
Если они связывают какие-либо выражения, то предпо­
лагается, что написанные соотношения асимптотически 
верны с точностью до указанных в тексте членов.

§ 9. Сведение к простым матрицам

Решение систем линейных алгебраических уравнений 
и проблемы собственных значений являются основными 
задачами линейной алгебры. Покажем, что с точки зрения 
теории возмущения их исследование сводится к изучению 
аналогичных задач с простыми матрицами —диагональными 
и клеточно-диагональными.

Пусть для матрицы А  находится сингулярное разло­
жение. Это означает, что необходимо определить ненуле*
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' вые векторы х, у  и неотрицательные числа р, связанные 
с матрицей А  такими соотношениями:

аАГ 9У' (9.1,
А у  =  рх.

^ .  Известно [1], что векторы х, у, удовлетворяющие (9.1), 
*. не только существуют, но и образуют ортонормнрованные 

t ' r. системы. Этн векторы называются соответственно правыми 
. и л-'вы ми сингулярными векторами, числа р -с и н гу ля р -

3 ными числами.
Р. Предположим, что векторы х  образуют столбцы уни­

тарной матрицы X, векторы // — столбцы унитарной мат­
рицы Y , числа р —диагональную матрицу Р . Будем счн- 

™  тать, что соответствующие (9.1) векторы х, у  и числа р 
расположены а столбцах матриц с одинаковыми номерами. 
Тогда уравнения (9.1) эквивалентны двум матричным 
равенствам:

А Х  =  УР,
A * Y  =  X  Р  

или одному матричному разложению
A =  Y P X *. (9.2)

Оно и называется сингулярным разложением матрицы А . 
‘ Рассмотрим возмущенную матрицу Л +  Е и напишем 

Для нее систему уравнений, аналогичную (9.1). Имеем 
(Л +  Е) х =  р4г,

И  +  Е)* у  =  рх.

Подставив вместо А ее сингулярное разложение (9.2) и 
сделав замену

Х * х  =  и, Y * y  — v, (9.3)
получим, что

(Р +  й ) и =  рЬ,

(P +  fi)* У = р ы ,

где 0  =  V*EX С случае точной матрицы А мы имели бы 
Такую систему:

Ри =  ру,
Р*у = ри.
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ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ В ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЕ

Прежде чем переходить к детальному изучению чис­
ленных методов, исследуем влияние малого возмущения 
входных данных на решение алгебраических задач. Пред­
метом наших рассмотрений будут именно малые возму­
щ ения. Это вызвано тем, что суммарный эффект влияния 
ошибок округления в алгебраических процессах сводится 
в основном к малым возмущениям. К ним же сводятся 
и многие численные методы уточнения решений.

Относительно возмущений, возникающих из-за ошибок 
округления, можно сказать совсем немного. Они не только 
не являются гладкими функциями каких-либо параметров, 
связанных с входными данными, но даже не непре­
рывны.

Наиболее широкое применение в теории возмущений 
находят евклидова и спектральная нормы, что объясняется 
их инвариантностью к унитарным преобразованиям.

С целью упрощения записи мы будем довольно часто 
использовать знаки приближенных равенств и неравенств. 
Если они связывают какие-либо выражения, то предпо­
лагается, что написанные соотношения асимптотически 
верны с точностью до указанны х в тексте членов.

§ 9. Сведение к простым матрицам

Решение систем линейных алгебраических уравнений 
и проблемы собственных значений являются основнымн 
задачами линейной алгебры. Покажем, что с точки зрения 
теории возмущения их исследование сводится к изучению 
аналогичных задач с простыми матрицами— диагональными 
и клеточно-диагональными.

Пусть для матрицы А  находится сингулярное разло­
жение. Это означает, что необходимо определить ненуле-
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вые векторы х, у  и неотрицательные числа р, связанные 
с матрицей А  такими соотношениями:

? : = №  ( 9 .DА * у  =  рх.

Известно [1], что векторы х , у , удовлетворяющие (9.1), 
не только существуют, но и образуют ортонормированные 
системы. Эти векторы называются соответственно правыми 
и л'выми сингулярными векторами, числа р — сингуляр­
ными числами.

* Предположим, что векторы х  образуют столбцы уни­
тарной матрицы X ,  векторы у  — столбцы унитарной мат­
рицы Y , числа р —диагональную матрицу Р . Будем счи­
тать, что соответствующие (9.1) векторы х , у  и числа р 
расположены в столбцах матриц с одинаковыми номерами. 
Тогда уравнения (9.1) эквивалентны двум матричным 
равенствам:

A X  =  Y P ,

J k - .:

или одному матричному разложению
A =  Y P X * .  (9.2)

Оно и называется сингулярным разложением матрицы А.
Рассмотрим возмущенную матрицу Л +  Е и напишем 

Для нее систему уравнений, аналогичную (9.1). Имеем 
(Л +  Е)х =  ру,
(А +  Е)* у  =  рх .

Подставив вместо А ее сингулярное разложение (9.2) и 
сделав замену

Х * х = 'и ,  Y * y  =  v, (9.3)
получим, что

(P +  fi) К =  ру,
(P +  Q)* у = р и,

где Q =  У*ЕХ В случае точной матрицы А  мы имели бы 
такую систему:
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если, конечно,
Х * х  =  и, Y * y  =  v. (9.4)

Очевидно, что точные векторы и, v  являются единич­
ными. Поэтому есть некоторое основание предполагать, 
что при достаточно малом возмущении О векторы и ,  Ь 
могут быть взяты близкими к единичным. Если исполь­
зуется евклидова норма векторов, то в силу ее инвари­
антности к унитарным преобразованиям из (9.3), (9.4) 
вытекает, что

| * - * 3e = |] u  — и]е,  \ у — y l e - \ v — v]p.

Матрица Р  —диагональная. Следовательно, при изу­
чении влияния возмущения на сингулярное разложение 
можно ограничиться рассмотрением лишь возмущения 
диагональной матрицы. Важно отметить, что для евкли­
довой и спектральной норм величины возмущений матриц 
А  и Р  одинаковы, т. е. в этом случае

|Е |в .« - № 1 в . *  (9-5)
Сингулярное разложение матрицы позволяет исследо­

вать влияние возмущения на решение системы линейных 
алгебраических уравнений. П усть даны точная система 

А х  =  Ь (9.6)

и возмущенная система
(Л +  Е )*  =  6 +  е. (9.7)

Система (9.6) может быть совместной либо несовместной. 
Однако известно [1], что отыскание ее решения или нор­
мального псевдорешения сводится к нахождению наимень­
шего по длине вектора х ,  минимизирующего функционал
невязки -  . . , . ,Ф0 (х) =  [ А х  — b [£.

Подставив вместо матрицы А  ее сингулярное разложение
(9.2) и сделав замену

Х *х =  ы, V b - d ,  

мы приходим к задаче минимизации функционала невязки 
Ф „ (и )= [Р и -< /1 й  

с  диагональной матрицей Р . Евклидовы нормы в ек т о р о в

)  и » совпадают, поэтому решение системы (9.6) одно­
значно определяется решением системы 

Р  u =  d.

Аналогичные рассуждения показывают, что возмущен­
ная система (9.7) будет эквивалентна системе

(P +  Q )u  =  d  +  w,
если положить

Х * х - и ,  Y *b  =  d , 
Y *  EX =  Q, У*е*»о).

При этом снова имеет место (9.5) и, конечно,

\ х  — х  !£ =  Цм — «Зя, 8е Pfc- =  IсоЦд.

II  Сингулярное разложение позволяет свести к системе 
I  диагональной матрицей не только систему (9.6), но и 
некоторые другие системы, матрицы которых определен­
ным образом связаны с матрицей А. Рассмотрим, напри­
мер, системы

(А *А )*у= *А 'Ь , (А* А) (А* А )''*  г  =  А * Ь. (9.8)

ц. Подставив вместо матрицы А  ее сингулярное разлож ение
(9.2) и сделав замену

Х*у=* v, X *z*= w , Y*b=*d, 

мы приходим к системам

(Р*Р)*у =  P *d , (P * P )(P * P ) '/2 u> =  P*d . (9.9) 

Очевидно, что

Из диагонального вида матрицы Р  заключаем, что 
системы (9.9), а следовательно, и системы (9.8) всегда 
совместны. Отношение норм их нормальных решений

- к  норме нормального псевдорешения системы (9.6) гово­
рит о степени согласованности матрицы А  и правой 
части Ь в (9.6).

Итак, при исследовании влияния возмущения на реше­
ние системы линейных алгебраических уравнений можно 

гограннчнться изучением возмущения системы с диагональ­
ной матрицей.
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Сингулярное разложение матрицы позволяет упростить 
исследование влияния возмущения матрицы на ее опре­
делитель. Легко проверить, что

| d e M  — det (Л +  Е) | =  | det Р  — det (Р +  й).|.

Рассмотрим теперь задачу определения собственных 
значений, а также собственных и корневых векторов 
матрицы. Известно [1], что она связана с решением урав­
нений вида

( А - К Е ) р х  =  0  (9.10)

относительно чисел А, и векторов х  при целых положи­
тельных р, не превосходящих кратности к  как корня 
характеристического многочлена. В возмущенном урав­
нении

(А +  Е - Х £ ) ? х = 0  (9.11)

мы допускаем отличие р  от р, так как могут быть раз­
личными размерности циклических подпространств матриц 
А +  Е и А.

Пусть матрица А  подобна клеточно-диагональной мат­
рице Л. В частности, Л может быть диагональной матри­
цей, если А  имеет простую структуру, или, в общем 
случае, — канонической матрицей Ж ордана. Предположим, 
что преобразование Q приводит А  к Л. Тогда

А  — QAQ-*.

Подставив это разложение в (9.10), (9.11) и сделав замену 

Q lx  =  u, Q 1x = i i ,  

приходим к таким уравнениям:

(Л - * £ ) * « =  0,

(Л - f  Q - Х Е у  и =  0,
где

х  — x = Q ( u  — и), Q =  Q-'EQ.

Сейчас нельзя утверждать, что в общем случае хотя 
бы для какой-нибудь нормы величины возмущений исход­
ной и приведенной задач будут совпадать. Однако для

(9.12)
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нормальной матрицы это снова имеет место. Н ормальная 
матрица имеет полную систему ортонормированных собст­
венных векторов [1 ]* поэтому можно считать, что матрица 
Q унитарная и

\ x - x \ E =  l u - u l p ,  I Е  Не. * =  | Q Не. *.

Если матрица А  нормальная, то р  =  1. Предположим, 
что возмущение Е таково, что будет нормальной и мат­
рица А +  Е, тогда р  =  1. Стедовательно, вместо уравне­
ний (9.12) можно рассматривать уравнения

Лы =  Я.ы, (Л +  £2)ы =  Яы. ..

С подобной ситуацией мы заведомо встретимся, изучая 
влияние эрмитова возмущения эрмитовой матрицы.

Таким образом, исследование основных задач линейной 
алгебры с точки зрения теории возмущений действительно 
сводится к исследованию аналогичных з^дач с простыми 
матрицами. В дальнейшем мы ограничимся в основном 
лишь рассмотрением этих случаев.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Как связаны между собой сингулярные векторы матриц А, 
И +  Е, P +  Q? Сравнить коэффициенты разложения этих векторов 
•  каком-либо ортонормированном базисе.

2. Пусть решается система (9.6). Разложить правую часть по 
левым сингулярным векторам матрицы А, решение— по правым син­
гулярным векторам. Как связаны коэффициенты этих разложений 
между собой?

3. Как меняется решение системы (9.6) при малом изменении 
сингулярных чисел матрицы А?

4. Пусть || А ||2=  1. Доказать, что евклидовы нормы нормальных ре­
шений систем (9.8) не меньше евклидовой нормы нормального псевдо- 
решения системы (9.6). В каком случае эти нормы равны?
^ 5 .  Рассмотрим матрицу А простой структуры, но с кратными 

Кюстеенными значениями. Доказать, что при любой сколь угодно 
«алой величине нормы возмущения Е существует матрица А +  Е, не 
имеющая простой структуры.

6. Пусть матрица А не имеет простой структуры. Доказать, что 
ри любой сколь угодно малой величине нормы возмущения Е суще-. 

'•™ует матрица А +  Е, которая не только имеет простую структуру, 
И7 ВС* ее собственные значения попарно различны. 

dhhJ' л *  мсняется размерность циклических подпространств мат-
я ПРИ измгнсмии возмущения Е? 

копи жно лИ вообще ставить вопрос об исследовании зависимости 
рневого базиса матрицы И +  Е от возмущения Е?
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§ 10. Невырожденные матрицы

Исследование возмущения невырожденной матрицы 
тесно связано с матрицами вида £  +  Н, где элементы II 
достаточно малы, Е — единичная матрица. Известно [1], 
что матрица £  +  Н невырожденная, если [ Н | < 1  для 
какой-либо нормы. При этом

(Е  +  1 1 )‘ =  £ + Д ( -  Н ) \  (10.1)

Пусть А — невырожденная матрица. Рассмотрим воз­
мущенную матрицу i4 +  E, где для величины Е справед­
ливо неравенство

I E K M - V .  (10.2)

Тогда из (10.1) следуют такие разложения:
(А +  Е )-1 =  (£  +  /Н Е ) - 1 А -* =  А~1 (£  +  Е А  *)-* =

-  [Е  +  Д < “  ^ 1Е)‘)  А 1  -  А ~' ( £  +  Д  (“  ЕЛ_1>*)' <,о -з>

откуда получаем, что

1 м + в ) - * - и - ч < и - ч 2  [ е у м  т -

(10.4)

Введем относительные величины возмущений матриц А , 
А 1. Именно,

я л  _  1 L -  м - 1 -  ИМ +  Е)-*->»-»р
Й Т ’ ------------• (10-5>

В этих обозначениях соотношение (10.4) означает, что 

*А ~ ' ' <10-6>
где

» л - \ А 1\ \ А  С. (10.7)

Предположим теперь, что решаются точная система 
линейных алгебраических уравнений

А х  =  Ь (10.8)



с невырожденной матрицей А  и возмущенная система

(А +  Е ) х  =  Ь +  е.

' Если возмущение Е удовлетворяет условию (10.2), то 
матрица А +  Е будет невырожденной и обе системы 
имеют единственные решения.

Введем дополнительно к (10.5) относительные вели­
чины возмущений векторов х, Ь, т. е.

8*=Чгг' W=TO- (|0-9)
Ясно, что

х  =  (А +  Е) » (Ь +  е) =  (£  +  А  -*Е)-* * +  (А +  Е ) 1 е, 
поэтому

* -  * -  Д  ( -  А ' Е)к *  +  {А +  Е) « с, 

и далее для любых согласованных норм имеем

■ Д  (—Л-*Е)»Х?-+  |л-> ( t + Д  ( -  ЕЛ У е '

^ Ё И ' М Е ^ М + И Ч ^ И + М  S H - ' r i E f ) -

М-ЧВЕЦдгЦ , М~*Цв|!
| - ц е ;|;М-‘ к "*■ 1 - 1 Ё Ц Л Ч  •

Принимая во внимание неравенство J |* ] ,  нахо­
дим окончательно, что

1 * - * 1  ^  И " * 1 |Е |+ М 'Ч -J^- ^
||*|| ^  1 -Ц Е 1М  »] ^

Н -Ч М 1  Н Е» , н п

или, в обозначениях (10.5), (10.7), (10.9),

(бА +  Щ .  (10.10)

Полученные формулы (10.6), (10.10) дают крличест-
• венные оценки возмущения обратной матрицы и решения 
^ системы линейных алгебраических уравнений при изме­
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нении матрицы и правой части системы. Из них выте­
кает, что в окрестности любой невырожденной матрицы 
обратная матрица и решение системы являются непре­
рывными функциями входных данных. При этом соотно­
шение (10.2) определяет окрестность, в которой гаранти­
руется непрерывность по матрице. Непрерывность реше­
ния по правой части имеет место всюду.

В заключение остановимся на одном следствии нз 
разлож ения (10.1). Пусть матрица £  +  11 унитарная. Это 
будет тогда и только тогда, когда выполняется равенство 

(£  +  H)* =  ( £ + H ) - i .

Но согласно (10.3) асимптотически при малых Н оно 
эквивалентно соотношению

(£  +  Н )* = * £  — Н,

откуда следует, что
Н ^ - Н * .

Итак, для того, чтобы матрица £  +  Н асимптотически 
была унитарной, необходимо и достаточно, чтобы мат­
рица Н асимптотически была косоэрмитовой.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Доказать, что элементы обратной матрицы и решения системы 

с невырожденной матрицей являются дифференцируемыми функциями 
входных данных.

2. Доказать, что для элементов обратной матрицы справедливо 
соотношение

д а - — M - 1- M - t a .

3. Доказать, что для элементов решения системы (10.8) имеют 
место следующие равенства:

М -> * М /.  г ^ - М - 1» .

4. На основе полученных выше соотношений вывести формулы 
для главных членов возмущений обратной матрицы и решения си­
стемы. Сравнить эти формулы с (10.6), (10.10).

5. Вывести формулу для главного члена возмущения определи­
теля матрицы P +  Q, .где Р —невырожденная диагональная матрица.

6. Пусть матрица £ + Н  унитарная и | |Н | |< 1 .  Доказать, что 
все собственные значения ц матрицы Н удовлетворяют уравнению

Ч =  — ЧД>| НО-
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§ 11. Непрерывность корней 
алгебраического многочлена

Д л я  некоторых величин в линейной алгебре сущест­
вуют явные формулы, связывающие их с другими вели­
чинами. Например, есть формулы, выражающие опреде­
литель матрицы через ее элементы, компоненты решения 
системы линейных уравнений через определители и т. д. 
Х арактер зависимости таких величин исследуется отно­
сительно просто, по крайней мере в теоретическом плане.

Однако нельзя получить явные формулы, выражаю­
щие корни многочлена выше четвертой степени через его 
коэффициенты. Следовательно, не могут быть непосред­
ственно исследованы зависимости собственных значений 
и корневых векторов от элементов матрицы. Ввиду важ ­
ности решения этих вопросов мы проведем сейчас неко­
торые исследования. Всюду будем предполагать, что мно­
гочлены имеют старшие коэффициенты, равные единице.

Рассмотрим произвольный многочлен Р (г)  степени п 
с  комплексными коэффициентами а,, где

Р (г )  =  гя +  а„ хгя » +  . . .  - f a ,z  +  a0.

Пусть последовательность многочленов

Р» (*) ™ *" +  On-i, +  . . .  + a i ,*  +  a0, t 
с комплексными коэффициентами ait ,  сходится к Р  (г), 

1 im а1% 1 =  а!

для всех I. Эти соотношения мы будем отождествлять 
в дальнейшем с равенством

lim Р ,(г )  =  Р (г ) . (11.1)

Многочлены Р (г) и Р ,(г )  имеют по п корней, считая 
каждый из них столько раз, какова его кратность. Но 
сразу нельзя сказать, как относятся корни многочлена 
Pf (z) к корням Р  (г) при больших s.

Л е м м а  11.1. Д л я  любого многочлена Р  (г) степени п 
и любого комплексного числа г0 по крайней мере один 

лорень Р  (г) находится в круге



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формул Вьета, связываю­
щих корни многочлена с его коэффициентами, следует, 
что с точностью до знака произведение всех корней мно­
гочлена Р (г) равно а0. Поэтому один из корней заведомо 
находится в круге

\ г \ < т / Щ .  (11.2)

Разложим далее многочлен Р  (г) по степеням г — г0- При 
этом старший коэффициент останется без изменения, 
а свободный член будет равен Я (г*). Утверждение леммы 
теперь является следствием неравенства (11.2).

Обозначим через гь  г2, . . . ,  гг попарно различные 
корни многочлена Р (г ) .  Согласно лемме 11.1 в каждом 
из кругов

| г - г , | < > ф у £ ) Т .  (11.3)

где 1 находится по крайней мере один корень
ZiiS многочлена Я , (г). Значение многочлена в любой 
точке непрерывно зависит от своих коэффициентов. Сле­
довательно, из (11.1) вытекают такие равенства: 

lim P ,(z i)  =  0.

Д ля всех достаточно больших s круги (11.3) не имеют 
общих точек и корни г,, „  гг%, ..........гГщ,  являются по­
парно различными. Но тогда

П ш г (1| =  : ( (11.4)

для 1 i ^  г. Если многочлен Р  (г) имеет лишь простые 
корни, то соотношейия (11.4) означают непрерывную 
зависимость всех его корней от коэффициентов.

Пусть теперь ги  г . ..........гп и zlt „  г , , ...............г„,,  пред­
ставляют полные наборы корней многочленов Р (г )  и 
Р ,  (г). Среди них могут быть равные, однако мы не пред­
полагаем какой-либо связи между кратностями корней 
Р (г )  и Р ,\г ) .

Т е о р е м а  11.1. Корни многочленов Р ,  (г) можно 
перенумеровать таким образом, что будут выполняться 
соотношения

lim  */.,=**! (11.5,
для  1
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I  Д о к а з а т е л ь с т в о  будем проводить методом индук-
* пии. Утверждение теоремы справедливо для многочленов 
v первой и второй степени, в чем можно убедиться, исследуя 

явные формулы, выражающие корни этих многочленов 
через коэффициенты. Предположим поэтому, что оно 

щ  справедливо для многочленов степени не выше п — I.
Все корни многочлена Р  (г) могут быть равны между 

Особой. Однако из (11.4) следует, что среди корней каж -

f floro многочлена Р ,(г )  можно найти такой корень, на­
пример, ? i ,„  что соотношение (11.5) будет выполняться 
ДЛЯ 1 =  1.Г  Обозначим через R (г), R s (z) частные от деления Р  (z), 

у. Р ,(г )  соответственно на г — г ,, z  — z t i ,. Пусть 
/ ? ( « ) - * “  +  » .  ,2» * +  . . .  + b tz  +  bo,

fc ’ Я , (*) =* г" 1 +  Ьп *, I**'1 +  . • . +  bl, sZ +  fto. f •
Из тождества Р (г) == (г — z,) R  (г) находим, что 

• b„-2 =  an-i-\-Z i,

Ьп. 'Г .  0я. \ + . г !6Г ! ’ (п .б )

b0 =  al -\-zlbi.

^  Аналогично определяются и коэффициенты многочлена 
R, (г). Именно,

Ь„ =
bn я, s =  On-J, г +  *1, fbn-г. i .
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fro,* — « ! , ,  +  *!. А, , .
[ Переходя к пределу в правых и левых частях послед­

них соотношений и сравнивая их с (11.6), заключаем, 
lim R ,  (г) =  R  (г).

Корнями R (z )  являются числа гг, . . . ,  г„, корнями 
(г) — числа г , , „  . . . ,  гя>1. Возможность их упорядочи­

вания согласно утверждению теоремы вытекает из индук­
ционного предположения.

Таким образом, корни алгебраического многочлена яв­
ляются непрерывными функциями коэффициентов в лю­
бой области их изменения.



Д оказанная теорема позволяет утверждать, что при 
малом возмущении коэффициентов многочлена его корни 
изменяются мало. Однако на существенную малость этого 
изменения в общем случае рассчитывать нельзя. Дейст­
вительно, корни всех многочленов Р  (г) и Я, (г) ограни­
чены сверху по модулю некоторым числом а >  1 . Выбе­
рем число е > 0  и пусть для s> s< ) 

o jn a x  i |fl/ —

Т ак как n_ i
P ( z ) - P t ( z ) ~  £  ( « , " * . • )* .

1 -0
to „

для всех г,. Отсюда следует, что существует такой ко­
рень г у, что при всех достаточно малых в будем иметь

■ « . - « к д а г .
Порядок зависимости от е в этом неравенстве дости­

гается. рассмотрим, например, многочлен Р  (г) =  г". Он 
имеет л-кратный корень го =  0. Многочлен же Р , (г) =  
=  2" — е, имеет корни г ,,„  совпадающие с корнями я-й 
степени из г ,.  Очевидно, что

И так, возмущение коэффициентов многочлена на вели­
чины порядка в может привести к изменению его корней 
на величины порядка е ,/я. Это явление связано исключи­
тельно с наличием кратных корней.

Снова рассмотрим последовательность многочленов 
Р , (г), сходящуюся к многочлену Р (г) .  Пусть многочлен 
Р (г)  представлен в виде произведения Р  (г) =  Q(z) R (г), 
где Q(z) и R (г) взаимно простые. Представим каждый 
из многочленов P s (г) в виде произведения Р , (г) =  Qs (г) X 
X R s (г) таким образом, чтобы выполнялись предельные 
соотношения

Шп Q ,( z )~ Q (z ) ,  

lim /?ж (г) =  /? (г).
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В этих условиях справедлива
Л е м м а  11.2. Скорость сходимости последовательно­

стей многочленов Qs (z), Rs (z) не меньше, чем скорость 
К  сходимости последовательности многочленов P s (г).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г и  гг, г„ — попарно 
Р  ; различные корни многочлена Q(z) и их кратности равны
• • т и тг..........тр. Так как Q(z) и R (z)  взаимно простые,
‘ то при всех s, больших некоторого s0,

\R s (zy) \ ^ 6 > 0  (11.7)

для 1 Д алее имеем

Qs (г) Rs (г) ^ Q ( z ) R  (г) +  е ,(г ). (11 -8)

у  где е ,(г ) есть некоторый многочлен степени не выше 
Г »  л — 1. Условие сходимости последовательности многочле­

нов Ps (z) к Р (г) означает, что
lim  е , (г) =  0.
* ■*00

[S' При этом скорость сходимости определяется скоростью 
Ие' убывания коэффициент9в t s (z).

£ Выберем произвольное число е > 0 .  Найдется такое 
|-\ число s i > s 0, что для s > 5! все коэффициенты много­

члена es (z) будут по модулю меньше е. Дифференцируя 
pfcj тождество (11.8) и учитывая (11.7), легко получить, что 

при s > s ,  выполняются неравенства

I Q*h) (zj) I <  We (11.9)

для всех корней г, и 0 •:< / i < m / . Здесь число N  не за­
висит от е.

Последовательность многочленов Q7(z) сходится к Q (z). 
^ В С к о р о с т ь  сходимости определяется скоростью убывания 
^ Н р ф ф и ц и е н т о в  многочлена r s (z) =  Qs (z) — Q(z). Этот мно­

гочлен имеет степень не выше mt +  . . .  + т р — 1, причем 
в точках г, можно оценить тх+  . . .  -\-тр его значений 
и значении его производных, так как

т ? '(* /)  =  QjW(zy). ( 11 . 10)

Будем трактовать соотношения ( 11 . 10) как систему 
Bfe Линейных алгебраических уравнений относительно коэф- 
И к  фициентов многочлена т ,(г ) .  Согласно (11.9) правые час-
I Ти системы являются величинами порядка е, матрица



системы полностью определяется корнями гу. Следовательно, 
существует такое число М , не зависящее от е, что все 
коэффициенты многочлена т , (г) будут по модулю меньше 
M e для s > « x .

Таким образом, последовательность многочленов Q, (г) 
сходится с такой же скоростью, что и последователь­
ность многочленов Pt  (г). Аналогичное утверждение спра­
ведливо, конечно, и для последовательности многочле­
нов *

С л е д с т в и е .  Если коэффициенты многочлена возму­
щаются на величины порядка е, то любой его корень 
кратности т может измениться на величину порядка 
е 1/т. Все простые корни меняются на величины порядка е.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Пусть последовательность многочленов Р , (г) сходится к Я (г). 
Предположим, что г< есть простой корень Р (г) и последовательность 
корней г/ s многочленов Ps (г) сходится к г(. Обозначим через R (г) 
частное от деления Р (г) на г — г/. Доказать, что при больших s 
имеет место асимптотическое равенство

Ч. , - И  ^  (гi) -P  (*i№ (г<).

2. Доказать, что простые корни являются дифференцируемыми 
функциями коэффициентов многочлена; при этом

дг1 г?
5а7 ”  Я <г*) ‘

3. Доказать, что собственные значения матрицы являются непре­
рывными функциями ее элементов.

4. Доказать, что простые собственные значения и соответствую­
щие им собственные векторы являются дифференцируемыми функциями

60 ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЯ В ЛИНЕПНОП АЛГЕБРЕ 1ГЛ II

где х, у  являются собственными векторами матриц А, А*, соответст­
вующими собственным значениям X, X.

6. Пусть, в дополнение к условиям предыдущего упражнення, г 
является собственным вектором матрицы Л* и соответствует собст­
венному значению у, где Ц^ЬХ,. Доказать, что
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V  . . И /  И ,

7. Пусть Я (г) —вещественный многочлен, имеющий простой веше- 
етвенный корень г0. Доказать, что при достаточно малом веществен- 

s .  ном возмущении коэффициентов многочлена корень, ближайший к г„, 
у  будет вещественным.

§ 12. Локализация собственных значений

Различные задачи линейной алгебры связаны с соб- 
щ  ственными значениями матрицы. Исследование таких задач 
Щ  нередко приводит к необходимости локализовать собствен- 
г,; ные значения, т. е. определить те области комплексной 
К  плоскости, в которых они находятся. Конечно, локалн- 
Ч: зация собственных значений по элементам матрицы должна 
к  осуществляться достаточно простыми средствами. Во вся­

ком случае эти средства должны быть существенно проще,
i  чем численные методы определения собственных значеннй.

В курсе линейной алгебры [1] доказывается ряд утверж- 
щ- деиий,- с помощью которых можно решить некоторые задачи 
К. локализации.

Пусть исследуются собственные значения . . . ,
К  матрицы А порядка п с комплексными элементами a it. 

Согласно (11.2) по крайней мере одно собственное зна­
чение находится в круге ] А, | *=: |det Л ||,п. Используя нера­
венство Адамара [ 1] для определителей матриц А и А *, 
заключаем, что по крайней мере одно собственное значе­
ние находится в каждом из кругов

I п \ 1/2 / п \  1/3
|Я |* £  max V  ’ |* 1 ' ,  | А К  ш ах ( У  |а##|*

Wfps I I /

п. следовательно, в меньшем из этих кругов.
Некоторые неравенства получаются с помощью матрич­

ных норм. Известно [1], что все собственные значения 
матрицы А находятся в каждом из кругов

Для любой согласованной нормы. Д ля 1- или оо-нормы 
эти неравенства принимают такой вид:

шах |Я , |<  шах £  | a v |.
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Евклидова норма дает слабую оценку, так как в дей­
ствительности [ 1] для собственных значений матрицы А 
имеет место неравенство

£  iM e <  2  Z  1% :*.
< = i/= i

Обозначим через р, и ря соответственно максимальное 
и минимальное сингулярные числа матрицы А . Спектраль­
ная норма матрицы равна pi. Поэтому все ссбственные 
значения матрицы А находятся в круге |X | ^ p j .  Анало­
гичное рассуждение для обратной матрицы приводит 
к неравенству ря ! Я.!- В силу непрерывной зависимости 
собственных и сингулярных чисел от элементов матрицы 
это неравенство справедливо и для вырожденной матрицы А. 
И так, все собственные значения матрицы А находятся 
в кольце р* «S | X | «£ р,.

Довольно общий принцип построения областей, лока­
лизующих собственные значения, основан на следующей 
идее. Пусть А — произвольная матрица и В (А) — некото­
рое арифметическое условие, выполнение которого доста­
точно для невырожденности матрицы А . Если А. является 
собственным значением, то матрица А — А £ вырожденная. 
Поэтому для того, чтобы А было собственным значением 
матрицы А , необходимо невыполнение условия В (А — КЕ). 
Это и определяет некоторую область, в которой должны 
находиться все собственные значения.

Л е м м а  12.1. Для того чтобы матрица А быт невы- 
рожденной, достаточно выполнение неравенств

\ a u \ > 2 \ a , j \

для i =  1 , 2, . . . .  п.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что матрица Л 

вырожденная. Тогда однородная система линейных алге­
браических уравнений

£  a,jXj =  0, i =  l ,  2......... п,
/ -  ‘

.  имеет ненулевое решение. Пусть х„—наибольшая по модулю
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координата этого решения. Запишем £-е уравнение системы 
в таком виде:

я****— — 2  akjXj,
/* *

откуда следует, что

S  \ач \ \* ) \> т

и, окончательно,

! Окк 1 2  1а»  11 *7 I ^  2  I аы I*/* *  1 *л 1 1фк

Это соотношение противоречит условиям леммы.
С л е д с т в и е .  Для того чтобы к было собственным 

значением матрицы А , необходимо выполнение неравенства

| * - 0| | | <  S I M  <12Л)

хотя бы для одного значения I, где 1 <  i  <  п, или, д ру­
гими словами:

Любое собственное значение матрицы А лежит по 
крайней мере в одном из кругов с■ центрами ait и радиу­
сами ^  I ач I» где 1 <  f <  п•

I
Области (12.1) называются кругами Гершгорина. Они 

широко используются в самых различных исследованиях, 
связанных с собственными значениями. Покажем, что 
имеет место *

Т е о р е м а  12.1. Если $ кругов Гершгорина образуют 
область G, изолированную от остальных кругов, то в G 
находится ровно s собственных значений матрицы А .

Д о к а з а т е л ь с т в о  основано на непрерывной зависи­
мости собственных значений матрицы от ее элементов. Пред­
ставим матрицу А в виде суммы А =  В +  С, где В — диаго­
нальная матрица с элементами alt, С — матрица с нулевой 
диагональю. Рассмотрим теперь семейство матриц А е «=• 
=  В +  еС, где 0 < е < 1 .  Сравнивая круги Гершгорина 
с одинаковыми центрами а» для матриц А и А е, замечаем, 
что их радиусы отличаются множителем е.

Обозначим через Ge замкнутую область, составленную 
из кругов Гершгорина для матрицы Л е, центры которых
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принадлежат G. Через Fe обозначим замкнутую область, 
составленную из остальных кругов. Ясно, что

Ge czG , Ge П f e  =  0 (12.2)

для 0 < е ^ 1 .  При е =  0 область G0 содержит ровно s 
собственных значений матрицы А 0. Эти собственные зна­
чения будут непрерывно меняться при изменении е. Пред­
положим, что при некотором е одно из них вышло из 
области Ge. Тогда в силу непрерыгности и второго усло­
вия из (12 .2) найдется такое р, при котором одно из 
собственных значений матрицы А е не будет принадлежать 
ни Ge, ни Ft . Зто  невозможно, поэтому при всех допу­
стимых значениях е область Ge содержит ровно s соб­
ственных значений матрицы А е Но при е =  1 область G, 
совпадает с G, а матрица А г — с матрицей А.

С л е д с т в и е .  Если какой-либо круг Гершгорина изо­
лирован, то он содержит точно одно собственное значение.

С л е д с т в и е .  Если при некотором i для всех k Ф  i 
выполняются неравенства

! Оки — <*ц | >  2  I аы I +  2  I аЧ I»
/**  /**

то круг Гершгорина

|А — ац\ <  2  \ ач\
/**

содержит точно одно собственное значение.
Д ля доказательства этого утверждения достаточно заме­

тить, что выполнение условий (12.3) гарантирует изоли­
рованность круга (12.4) от остальных кругов.

К ак уже отмечалось, локализация собственных значе­
ний должна осуществляться достаточно простыми сред­
ствами. Но круги Гершгорина определяются столь просто, 
что их можно явно написать и исследовать для любой из 
матриц вида

B - D A D - \  (12.5)

где D — диагональная матрица. Если du d2, . . . .  d„ — эле­
менты матрицы D, то любое собственное значение А, мат­
рицы А будет находиться в одном из кругов

i * i  1

(12.3)

(12.4)



В  Выбирая подходящим образом матрицу D, можно изме- 
К .  «ять радиусы кругов Гершгорина, делать отдельные круги 
К . и л н  группы кругов изолированными и т. д. Использова- 
Щ ' ние преобразования (12.5) позволяет во многих случаях 
М [  существенно точнее локализовать собственные значения 
К  матрицы А.

В исследованиях, связанных с кругами Гершгорина, 
Всюду рассматривалась матрица А. Однако аналогичные 

В  утверждения справедливы и для матрицы А '. При этом 
. области ( 12. 1) заменяются на такие:

X  (12.6)
- *

Они также называются кругами Гершгорина.

К '  < 12] ЛОКАЛИЗАЦИЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИИ 65

У П Р А Ж Н Е Н И Я

f  I. Можно ли утверждать, что все собственные значения матрицы А 
лежат в любых п кругах из 2п кругов (12.1), (12.6)?

2. Пусть элемент, оц и коэффициенты характеристического много­
члена матрицы А вещественные. Доказать, что при выполнении усло­
вий (12.3) собственное значение, расположенное в круге (12.4),— веще­
ственное.

3. Предположим, что матрица А перестановкой строк и столбцов 
не может быть приведена к клеточно-треугольному виду. Доказать, 
что все ее собственные значения лежат внутри объединения кругов 
Гершгорина, за исключением того случая, когда собственное значение 
является общей граничной точкой всех п кругов.

4. Пусть X —собственное значение матрицы А и дефект матрицы 
А —А.£ равен т. Доказать, что /. лежит по крайней мере в m кругах 
Гершгорина.

5. Доказать, что каждое собственное значение матрицы А лежит 
по крайней мере в одной из областей

I* — 11*■—«//1** 2  ' а‘* I £  Iв/# 1>

где l :£ f ,  / - g  л и I ф  /. Эти области называются овалами Кассинн. 
^ 6 .  Используя неравенство Гёльдера [1J, доказать, что каждое 

3||ачение матрицы А лежит по крайней мере в одном из

> 5J |a y |Y 7 2  \ац 1-0

I ' 7- Пусть Л —диагональная матрица. Исследовать круги Герш- 
Р1' 113 Д-1* матрицы Л -j- U. Как они меняются при уменьшении >ле- 

Ментов матрицы С?
3 В. В. U ос волны
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8. Предположим, что элементы матрицы Q являются величинами 
порядка ь>. Рассмотрим простое собственное значение X матрицы Д. 
Используя преобразование (12.5), доказать, что соответствующий 
диагональный элемент матрицы A +  Q отличается от ее собственного 
значения на величину порядка со2.

9. Что дает использование преобразования (12.5) для исследо­
вания случая кратного собственного значения \  матрицы Л?

10. Используя преобразование (12.5), локализовать собственные 
значения матрицы Л +  Q, где Л — каноническая матрица Жордана.

11. Сравнить величины возмущений собственных значений, полу­
ченные в упражнениях 7 — 10, с величинами возмущений корней 
алгебраического многочлена. В чем причина их различий даже по 
порядку малости?

§ 13. Клеточно-диагональные матрицы

s Исследование клеточно-диагональных матриц связано 
в основном с полной проблемой собственных значений. 
Известно [1], что любая квадратная матрица подобна 
клеточно-диагональной матрице, у которой собственные 
значения различных клеток различные. В частности, такой 
клеточно-диагональной матрицей является каноническая 
матрица Ж ордана. Как уже отмечалось, исследование 
возмущения матриц общего вида сводится к изучению 
возмущения клеточно-диагональных матриц.

Пусть даны матрицы А, В, С размеров соответственно 
п х п ,  т х т , п х т .  Рассмотрим матричное уравнение

A Z  — ZB =  С, (13.1)
где Z — искомая матрица размеров п х т .  Приравнивая 
элементы правой и левой частей этого уравнения, заклю­
чаем, что оно эквивалентно системе из пт  линейных 
алгебраических уравнений относительно пт элементов 
матрицы Z.

Т е о р е м а  13.1. Уравнение (13.1) имеет единственное 
решение тогда и только тогда, когда матрицы А и В 
не имеют общих собственных значений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля того чтобы уравнение (13.1) 
имело единственное решение, необходимо и достаточно, 
чтобы однородное уравнение

A Z  — ZB = 0  (13.2)
имело лишь нулевое решение. Поэтому, не ум ен ьш ая  
общности, можно ограничиться доказательством теоремы 
для уравнения (13.2).
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Н е о б х о д и м о с т ь .  П усть уравнение (13.2) имеет 
только нулевое решение. Предположим, что при этом к 
является общим собственным значением • матриц А , В. 
Обозначим через х, у  собственные векторы матриц А , В', 
соответствующие к, и рассмотрим матрицу Z0 =  xy' ранга 
единица. Очевидно, что 0, но

A Z0 — Z0B =  (Ах) у ' —х(В 'уУ  =  (Хл) у '— х (к у)' =  0.

Полученное противоречие доказывает, что матрицы А и В 
не могут иметь общих собственных значений.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть матрицы А и В не имеют 
общих собственных значений, но уравнение (13.2) имеет 
ненулевое решение Z0. Обозначим через г ранг матрицы Z0. 
Ясно, что r & s \ .  М атрица Z0 эквивалентна [1] матрице £ , ,  
где Ег — диагональная матрица, у которой первые /-диаго­
нальных элементов равны единице, а остальные — нулю. 
Следовательно, существуют такие невырожденные мат­
рицы R, S , что

Z0 =  RErS. (13.3)

Подставив теперь Z0 из (13.3) в уравнение (13.2), полу­
чаем, что (R lA R )E r =  Er (S B S -1). Сравнение элементов 
правой и левой частей этого соотношения показывает, что 
матрицы R *AR и S B S 1 являются клеточно-треуголь- 
иыми, причем диагональные клетки, стоящие в левом 
верхнем углу, равны и имеют порядок г. Поэтому характе­
ристические многочлены матриц R lAR  и SB S  1 или, что 
то же самое, матриц А и В имеют общий делитель сте­
пени г. Это противоречит условию, что матрицы Л и В не 
имеют общих собственных значений. Следовательно, урав­
нение (13.2) не может,иметь ненулевого решения.

Рассмотрим клеточно-диагональную матрицу Л, клетки 
Л ь Л2, . . . ,  л г которой не имеют общих собственных зн а­
чений. Пусть Л -f  Q — возмущенная матрица. Разобьем 
матрицу й  на прямоугольные клетки так, чтобы ее диаго­
нальные клетки имели те же размеры, что и соответ­
ствующие клетки матрицы Л. Обозначим

"Л, 0 - ГОи Q„, . .. Q , /
Л = Л« ila  . • а »

-0 \ г . 1.0,1 Q « . ■■ Qrr.
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Будем приводить матрицу Л +  Я  подобным преобразоим- 
ннем к клеточно-диагональному виду. Это означает, что 
нужно найти невырожденную матрицу X и клеточно- 
диагональную матрицу А , для которых

А 1(Л +  Й ) Х = А .

Конечно, диагональные клетки матрицы А должны иметь 
те же размеры, что и клетки матрицы Л.

Если Я  — нулевая матрица, то X — единичная. Поэтому 
при малых Я будем искать матрицу X в виде X =  £  +  • I. 
где II — малая матрица. Разобьем матрицу II на клетки \ \ ч 
аналогично Я . Принимая во внимание (10.1), находим

X «(А +  Я ) Х ^ ( £ - 1 1 ) ( Л  +  Я) (£  +  II) S  
£ * Л  +  Я - Н Л  +  ЛН.

Подберем теперь II так, чтобы с точностью до малых вто­
рого порядка правая часть полученного соотношения 
была бы клеточно-диагональной матрицей, аналогичной Л. 
Д л я  этого положим

II** =  0 (13.4)

для всех к, а внеднагональные клетки Н,* определим из 
•уравнений

Н/* Л * - Л <Н /* =  Я /*. (13.5)

Согласно условию матрицы Л* и Л, не имеют общих 
собственных значений при k=/=l, следовательно, уравне­
ния (13.5) разрешимы. Пусть элементы Я малы по сравне­
нию с расстояниями между множествами собственных 
значений матриц Л» и Л ; при к ф 1 .  В этом случае мат­
рицы 11;* будут иметь тот же порядок малости, что и Я,*. 
Обозначив через Я клеточно-диагональную матрицу, 
составленную из диагональных клеток матрицы Я , полу­
чим, что A s  Л + Я ;  при этом

Л *£*Л * +  Я**  ̂ (13.6)
для всех к.

Формула (13.6) определяет главные члены возмущении 
собственных значений. Однако аналогичным способом можно 
получить и более точное соотношение. Пусть матрица I»

вычисляется согласно (13.4), (13.5), Эго означает, что она 
удовлетворяет уравнению

Я - Я  =  Н Л - Л Н

и имеет тот же порядок малости, что и матрица Я. Д алее 
находим, что с точностью до членов третьего порядка 
малости
(£  +  11) >(Л +  Я )(£  +  Н > -

-»(£  — Н +  Н* —...) (Л +  Q) (£  +  Н) 5S 
f t -  £ёЛ  +  Я - Н Л  +  Л Н - Н ( Я - Н Л  +  ЛН) +  ЯН =

=  Л +  Я +  Я Н - Н Я .  (13.7) 

Итак, с точностью до членов третьего порядка малости 
матрица Л +  Я подобна матрице Л +  Я с возмущением 
ЯН - Н Я .

Д ля нахождения клеточно-диагональной матрицы, кото­
рой подобна матрица в левой части (13.7), снова восполь­
зуемся асимптотической формулой (13.6), заменяя матри­
цы А и Я соответственно матрицами Л + Я  и ЯН — Н Я. 
В силу непрерывной зависимости собственных значений от 
элементов матрицы, клетки Л* +  Я «  при малых Я** не будут 
иметь общих собственных значений. Поэтому

А * ^ Л *  +  Я** +  £  Я*,!!,*. (13.8)
j - i

Это равенство уже верно с точностью до членов третьего 
порядка малости.

Исследование осуществляется более эффективно, если 
решение уравнений (13.5) можно написать в явном виде. 
Рассмотрим один из важнейших случаев, когда матрица Л 
Диагональная. Не ограничивая общности, можно считать, 
что каж дая из клеток Л* является скалярной матрицей.

Обозначим через А, и \ h где 1 s e i s i n ,  собственные 
значения матриц Л и А, через wi; — элементы матрицы Я.

^ ч н осты о  до величин второго порядка малости совпа- 
чаю т °  собственным1< значениями клеток (13.6), т. е. полу- 
лиа СЯ П^тем с-1вига собственных значений клеток Я** на 
диагональные элементы клеток Л*. Известно [I] , что
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сумма квадратов модулей собственных значений матрицы 
не превосходит квадрата ее евклидовой нормы, поэтому

(13.9)v  у ;

V  ! х ,— Е.

Полученное соотношение асимптотически верно для 
любой матрицы й .  Если же матрицы Л и й  эрмитовы, 
то оно оказывается верным независимо от величины й  [5]. 
Д ля нормальной матрицы & асимптотическое неравенство
(13.9) переходит в асимптотическое равенство.

В случае диагональной матрицы Л уравнения (13.5) 
легко решаются. Совместно с (13.4) получаем следующие 
выражения для элементов %  матрицы Н:

X, =  X.I,
( ° *
\  — Я,;),

(13.10)

Таким образом, при возмущении эмментов диагональ­
ной матрицы А на величины порядка со все ее собствен­
ные значения согласно (13.9) т акж е меняются на величины 
порядка со. Как показывает (13.10), корневой базис 
матрицы Л +  й  может быть выбран и упорядочен так, 
что каждый из его векторов отличается от соответст­
вующего собственного вектора матрицы Л снова на вели­
чину порядка со. Заметим, что нельзя говорить о сравне­
нии базисов из собственных векторов матриц А и А  +  й , 
так  как матрица Л +  Я можот его не иметь.

Д ля простых собственных значений эти выводы 
уточняются. Пусть собственное значение матрицы Л 
является простым; тогда соответствующие клетки матриц А 
и А будут иметь первый порядок. Теперь из (13.6) сле­
дует асимптотическое равенство Xp =  Xp+  для собст­
венного значения \ р возмущенной матрицы. Равенство, 
верное с точностью до членов третьего порядка, вытекает 
из (13.8), (13.10). Именно,

Хр =  +  шрр +  2  сор<со/р/(Хр — Xj). (13.П ) 
t* p

И так, собственное значение \ р матрицы A - f  й ,  соот- 
<4 : ветствующсе простому собственному значению кр мат­

рицы А, отличается от ее диагонального элемента лишь 
на величину порядка со*. В этом случае формулы (13.10) 
при /  =  р , 1 ф р  дают асимптотические выражения для 

i  координат нормированного собственного вектора матрицы 
Л + й ,  соответствующего кр.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Найти явный вид решения уравнения (13.1), если матрицы А и 
В являются каноническими ящиками либо каноническими матрицами 
Жордана.

2. Доказать, что множество собственных значений оператора 
AZ—ZB с учетом их кратности совпадает с множеством чисел вида

- А, —1», где X, ц —собственные значения матриц А , В.
V " 3. Что представляют собственные «векторы» оператора AZ — Z11? 

Как они связаны с собственными векторами матриц Л и в ?
4. Написать на порядок более точные выражения, чем (13.10), 

(13.11).
5. Получить точные оценки погрешностей формул ИЗ. 10), (13.11).
6. Пусть матрицы Л я  а  эрмитовы. Доказать, что матрица II, 

I *  определяемая формулами (13.4), (13.5), будет косоэрмитовой.
7. Доказать, что характеристические многочлены матриц Л и 

А + а  совпадают с точностью до членов второго порядка малости.
8. Пусть А — эрмитова матрица. Доказать, что базис из ее соб­

ственных векторов можно выбрать так, что он будет непрерывно 
зависеть ог элементов матрицы.

? ; меняются формулы, если не требовать выполнения уело- 
вия ( 13.4)?

10. Пусть каким-либо способом найдены корневые векторы 
матрицы A -f  а .  Как они выражаются через корневые векторы, опре­
деляемые соотношениями (13.4), (13.5)?

§ 14. Матрицы общей структуры

К °РНИ многочлена являются непрерывными функциями 
коэффициентов. При этом возмущение простых корней 

Т0Т Же П0РЯД0К малости, что и возмущение самих 
коэффициентов. Однако кратные корни могут меняться 
есьмэ существенно. Собственные значения матрицы 

Р  падают с корнями характеристического многочлена.
едовательно, есть основания предполагать, что крат- 

6vnu, СТВепные значения по сравнению с простыми
П Также изменяться значительно.

БолееЛу4енные Рез>льтаты пока этого не подтверждают, 
того, оказалось, что все собственные значения
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матрицы простой структуры , независимо от их кратности, 
имеют тот же порядок возмущения, что и матрица.

Согласно (13.6) асимптотическое исследование влияния 
возмущения матрицы общей структуры сводится к аналогич­
ной задаче для матрицы с одинаковыми собственными зна­
чениями. Но такая матрица заведомо подобна матрице вида

(14.1)

Поэтому можно попытаться получить дополнительные 
сведения, изучая возмущение матриц (14.1).

Влияние возмущения зависит не только от его вели­
чины, но и от того, где оно сосредоточено. Предположим, 
что возмущается лишь один элемент в позиции (i, j) j 
на величину ы/у. Если i <  / ,  то все собственные значе­
ния остаются без изменения; если i =  / ,  то на со/,- меняется 
лиш ь одно собственное значение; если же i >  /', то Я 
меняются - / — /Ч ~1 собственных значений.

Вычисляя характеристический многочлен возмущенной 
матрицы (14.1), нетрудно установить, что изменившиеся 
собственные значения являются корнями многочлена 

(>« -  Я)' 1 -  ( -  1) '- '+ 1 +1. . .  а , _х.

Отсюда вытекает, что в общем случае наибольшее влия­
ние на собственные значения оказывает возмущение, 
находящееся в позиции (n, 1). По порядку зависимости 
оно такое же, как и для кратных корней многочлена.
При этом матрица (14.1) должна представлять собой i 
канонический ящик Ж ордана.

Таким образом, большие по порядку возмущения 
собственных значений матрицы действительно могут иметь ] 
место. Н о это связано только с наличием клеток Ж ордана j 
в структуре матрицы.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Целесообразно ли с точки зрения точности вычислять собст- , 
венные значения матрицы как корни характеристического многочленам «,

2. Пусть матрица А получена путем малого возмущения матрицы 
простой структуры и имеет жордановы клетки. Возможны ли большие. ■

по порядку возмущения собственных значений матрицы А при малом 
ее возмущении?

3. Есть ли основания опасаться потери точности собственных 
значений из-за жордановых клеток, появившихся в результате влия­
ния ошибок округлення?

4. Подобным преобразованием ненулевые числа а , .........
матрицы (14.1) можно сделать как угодно малыми и как угодно боль­
шими. Влечет ли за собой такое преобразование изменение зависи­
мости собственных значений от возмущения матрицы?

5. Исследовать влияние возмущения двухднагональной матрицы 
с неодинаковыми собственными значениями.

6. Могут ли появиться жордановы клетки при эрмитовом 
I (иеэрмитовом) возмущении эрмитовой матрицы?

7. Пусть к  является корнем кратности р характеристического 
многочлена матрицы А. Предположим, далее, -что дефект матрицы 
А — равен т. Доказать, что существует такое возмущение нормы в 
для матрицы А , при котором все собственные значения, соответст­
вующие А., изменятся на величины порядка e l/<p—m+ 1).

§ 15. Сингулярное разложение

4 Продолжим исследование возмущения клеточно-днаго- 
. нальной матрицы, однако на этот раз в связи с еннгу- 
. лярным разложением. Новые результаты будут иметь 

много общего с полученными ранее. Существенное разли­
чие заключается лишь в том, что теперь мы рассматриваем 
только унитарные преобразования матрицы.

П усть даны матрицы А, В, С, D  размеров соответственно 
л х л ,  т х т , п х т , п х т  и система матричных уравнений 

A U - V B ^ C ,  UB* — A *V  =  D, (15.1)

где U, V — искомые матрицы размеров п х т .
Т е о р е м а  15.1. Система (15.1) имеет единственное 

решение тогда и только тогда, когда матрицы А и В 
не имеют общих сингулярных чисел.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Преобразуем систему (15.1) 
в эквивалентную, но более простого вида. Д ля .4 и В 
существуют сингулярные разложения

A = Q \ R ,  =  (15.2)

где А, М —диагональные матрицы с неотрицательными 
элементами Я/, ц,, а остальные матрицы — унитарные, 

юдставив разложения (15.2) в (15.1) и выполнив неслож- 
ные преобразования, приходим к системе

АО -  V>M - t , Cm -  AV = б. (15.3)



Здесь
О =  RUG*, V =  Q*VF,
C =  Q*CG*, Ь  =  RDF.

Очевидно, что достаточно исследовать систему (15.3). 
Но сравнивая элементы ее правых и левых частей, заклю­
чаем, что она распадается на системы второго порядка 
относительно элементов матриц О, V. Определители этих 
систем отличны ог нуля тогда и только тогда, когда ф  
ф  Ц; Для всех Л, / .  Отсюда и вытекает утверждение 
теоремы.

Рассмотрим квадратную клеточно-диагональную мат­
рицу Р , клетки Р ,, Р 2, . . . ,  Р , которой не имеют общих 
сингулярных чисел. Пусть P - f  Я — возмущенная матрица. 
Разобьем матрицу Я на прямоугольные клетки й/у так, 
чтобы ее диагональные клетки имели те же размеры, что 
и соответствующие клетки матрицы Р . Будем приводить 
матрицу Р  +  Я к клеточно-диагональному виду с помощью 
унитарных преобразований. Это означает, что нужно 
найти унитарные матрицы X , У и  клеточно-диагональную 
матрицу Р , для которых

^ * ( Р  +  Я )Х  =  Р .

При этом предполагается, что клетки Р* матрицы Р  имеют 
те же размеры, что н клетки матрицы Р.

Будем опять искать матрицы к ,  У  как возмущенные 
единичные матрицы, т. е. в виде сумм .£ =  £  +  11, V — 
= £  +  Т , где Н и Т —малые матрицы. Так как X и f  
должны быть унитарными, то асимптотически Н и Т  будут 
косоэрмитовыми. Эти матрицы мы разобьем на клетки Ihj 
и Т ц по тому же принципу, что и Я. Имеем

V* (Р +  Я) ^  ^  (£  -  Т) (Р +  Я) (£  +  Н) ^
С 5Р  +  Я - Т Р  +  РН.

Подберем матрицы Н и Т  так, чтобы с точностью 
до малых второго порядка малости правая часть полу­
ченного соотношения была бы клеточно-диагональной 
матрицей. Д ля этого положим

II** => Т** =  0 (15.4)
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ДЛЯ всех к, а внедиагональные клетки II,*, Т,* опреде­
лим из систем

Т * ,Р ,-Р * Н * , =  а*/.
Т ,* Р * -Р ,Н ,*  =  Й,*.

В силу условий на матрицы II и Т ,

т « -  -т ; * .  Н*,= -Н?*.

поэтому в действительности будем иметь системы

Р*Н*, — Т*/РI «=* — Q «,
Н*,Р* — PIT*Z =  й?*. ( l 0 )

Матрицы Р* и Р / не имеют общих сингулярных чисел 
при к ф 1 ,  следовательно, системы (15.5) разрешимы. 
Предположим, что элементы Q малы по сравнению 
с расстояниями между множествами сингулярных чисел 
матриц Р* и Р i при к ф 1 .  В этом случае матрицы II*,, 
Т *, будут иметь тот же порядок малости, что и й .

Пусть й  — клеточно-диагональная матрица, составлен­
ная из диагональных клеток й .  Матрицы Н и Т  удов­
летворяют уравнению й  — Й =  Т Р  — P H , поэтому Р  ^  Р  -р  
4- й ,  при этом, конечно,

1 \  =  Р* +  Й** (15.6)
Для всех к.

Формула (15.6) определяет главные члены возмуще­
ний сингулярных чисел, а решения систем (15.5) — глав­
ные члены возмущений сингулярных векторов. Снова 
исследование осуществляется более эффективно, если 
решение систем (15.5) можно написать в явном виде.

Предположим, что матрица Р  —диагональная с неотри­
цательными элементами, расположенными в порядке 
невозрастания. В этом случае все ее клетки Р* являются 
скалярными матрицами. Напомним, что с помощью уни­
тарных преобразований к такому виду можно привести 
любую матрицу. Обозначим через р,, р, сингулярные 
числа матриц Р , р , через Шу — элементы матрицы й . 
Теперь системы (15.5) легко решаются. Совместно с (15.4)
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получаем следующие выражения для элементов v\ijt Т// 
матриц II, Т:

( 0, если р , =  р/,
, (15.7)

l ^ n r -  

( 0, если р, =  р/,
т //==* (15.8)

I p j - p j  ' Г1* 1"'-
Оценим возмущение сингулярных чисел матрицы Р 

или, что то же самое, отклонение сингулярных чисел 
матриц Р* от диагональных элементов матрш( IV  
Известно [1], что сингулярные числа любой квадратной 
матрицы А совпадают с собственными значениями 
матрицы- (АА*) '/2. .Матрицы Р», по предположению, ска­
лярные, поэтому для Р* Ф  0 имеем

-  p *p j = (р * + q **) (Р* -р п**)* ^ .

г *  П  +  Р»йшк +  Q**P* £  ( р  +

Если же Р* =  0, то

f\PJ=*Q »*Q I* . (15.9)
М*Ч "Ш»  „  , 0» .+ п !>

Гк-Г 2

пат учена путем эрмитова возмущения диагональной 
матрицы Р*. Д ля оценки возмущений ее собственных 
значений можно воспользоваться соотношением (13 .9к 
В случае (15.9) мы примем во внимание то, что сумма 
квадратов всех сингулярных чисел равна квадрату евкли­
довой нормы матрицы. Учитывая сказанное, получаем

(15.10)

и, конечно,

i j i P i - f t p a U Q f e .  <1 5 1 1 )

Итак, при возмущении элементов матрицы Р  на вели­
чины порядка ш все ее сингулярные числа согласно (15.10)
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также меняются на величины порядка <о. Как показы­
вают (15.7), (15.8), сингулярные векторы матрицы Р  +  Я 
могут быть выбраны и упорядочены так, что они отли­
чаются от соответствующих сингулярных векторов матрицы 
Р  снова на величины порядка ш. Правильность соотно­
шения (15.11) была установлена лишь при малых Я. 
В действительности оно выполняется независимо от вели­
чины возмущения.

В этих исследованиях предполагалось, что матрица Р  
квадратная. Если Р  — прямоугольная, то изменения неве­
лики. Действительно, дополним матрицы Р и 12 нулевыми 
столбцами (строками) до квадратной. Из формул (15.7), 

,(15.8) вытекает, что элементы матрицы II (матрицы Т), 
появившиеся за счет такого расширения, будут равны ну­
лю. Следовательно, формулы (15.7), (15.8), (15.10) имеют 
место и в случае прямоугольной матрицы Р , если «не­
существующие» элементы матриц Р , Я считать нулевыми.

>. Единственное отличие заключается в несколько ином 
виде матрицы Р . В ней теперь останутся все элементы о)у 
ниже (правее) диагональных элементов, соответствующих 
нулевым сингулярным числам матрицы Р .

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Пусть модуль разности сингулярных чисел матриц А и В 

не меньше 6. Доказать, что для решений системы (15.1) справедливо
- соотношение

max ЦУ \е , IV 'feX -y flC B fe+ ID fe )1'».

2. Рассмотрим диагональную матрицу Р с неотрицательными 
элементами и пусть элементы Q являются величинами порядка ы. 
Доказать, что сингулярное число матрицы P-f-Q, соответствующег 
простому сингулярному числу матрицы Р, отличается от веществен­
ной части диагонального элемента матрицы Р +  Ц на величину 
порядка со*.

. 3. Доказать, что сингулярные числа непрерывно зависят от эле­
ментов матрицы

4. Доказать, что базисы из сингулярных векторов можно выбрать 
так, что они будут непрерывно зависеть от элементов матрицы.

5. Можно ли таким же приемом, как при выводе формулы (13.8), 
ол>ч|ить аналогичную формулу в случае сингулярного разложения?

о. Как меняются формулы (15.7)—(15.11), если не требовать вы­
полнения условий (15.4)?
Г|М1' Пусть каким-либо способом найдены ортинормированные син- 
гм«л!1Ые векТ0Ры матрицы P +  U. Как они выражаются через син- • 
з рные векторы, определяемые соотношениями (15.4), (15.5)?
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§ 16. Проекции псевдорешения

Любое псевдорешение неустойчиво [1] к возмущению 
оператора, если дефект оператора отличен от нуля. Эт0 
связано с тем, что образ возмущенного оператора может 
значительно отличаться от образа точного оператора и 
даже иметь другую размерность.

Однако во всяком псевдорешении можно выделить его 
устойчивую часть. Важно подчеркнуть, что эта часть 
может быть найдена численным способом по приближенно 
заданной информации. Неустойчивую же часть псевдоре­
шения нельзя определить по приближенной информации 
и для ее оценки еждует привлекать дополнительные све­
дения.

Как уже отмечалось, при исследовании влияния возму* 
щ енияна псевдорешение можно ограничиться рассмотрением 
возмущения системы линейных алгебраических уравнений 
с диагональной матрицей из сингулярных чисел. Пусть 

Pu  =  rf (16.1)

— точная система. Обозначим через р ,......... р„ диагональ­
ные элементы матрицы Р  и будем считать, что f»iSsp2^

. . .  Ss р„ 5в ря+1 =  0. Предположим далее, что 
(Р +  £2) м =>d +  <o

— возмущенная система.
Если матрица Р  ненулевая, то среди рх......... р„, р„+|

есть хотя бы одна пара не равных между собой соседних 
чисел. Пусть р» —p » + i# 0  и элементы матрицы Q и век­
тора to достаточно малы по сравнению с р*— р*г1. Обозначим 
через Х к, Х к подпространства, натянутые на первые k 
правых сингулярных векторов матриц Р  и P - f  i l .  Про­
веденные ранее исследования позволяют утверждать, что 
эти подпространства малр отличаю тся' друг от друга. 
Поэтому можно ожидать, что будут мало отличаться и 
проекции ик, ик псевдорешений и, й точной и возмущен­
ной систем на Х к, Л*.

Разобьем каждую из рассматриваемых матриц на че­
тыре прямоугольные клетки, считая клетку в левом верх­
нем углу квадратной порядка k. Если

то и к совпадает с нормальным псевдорешением системы

[V а— -
и, следовательно,

«* = (16.2)

Пусть далее
Р  +  Й =

При исследовании сингулярного разлож ения мы устано­
вили существование матриц

[ Л ,  * ] .
таких, что 

Г £  - Т , 1 ГР|. +  Ои О» 1 Г ^  ~
JL Oai P „  + £ W L -  H f, £  J -

~ Г ри +  ° “ 
=  L о p  « .+ Q * r

Поэтому iik асимптотически совпадает с нормальным псев- 
дорешеннем системы

irP ll+ fll, Я [ .  - н „ ] - d + со
[-П

и, следовательно,

Ш .  ■ в ■ ] * - + " » -  <16-3 '
Теперь легко получить асимптотическое выражение 

Для ошибки ик — ик. Представив векторы d, ы в виде 
сумм

- - [ * №  ~ [ : №  
где du  <о. имеют размерность k, находим согласно (16.2),
(16.3), что

и , - Ь . Ц РЯ0“ Р“ ' й £ й + Р " Т ,А ]- <1в-4>

Пусть известно, что точная система совместна. Выбе­
рем в качестве р* наименьшее ненулевое сингулярное
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число. Тогда dj =  0, проекция ик совпадает с нормальным 
решением и0 системы (16.1), а из (15.5) вытекает, что

то совместно с (16.5) соотношение (16.4) приводит к оценке

асимптотическая связь которой с (10. 10) очевидна.
Оценка (16.6) сохраняется- и для «почти совместной» 

системы (16.1), т . е. при достаточно малом, хотя и отлич­
ном от нуля векторе d2. Проекция ик в этом случае бу­
дет совпадать с нормальным псевдорешеннем системы (16.1).

Таким образом, если точная система линейных алгеб­
раических уравнений совместна или почти совместна и воз­
мущение мало по сравнению с минимальным ненулевым 
сингулярным числом точной матрицы, то нормальное 
псевдорешение можно определить по возмущенной системе 
с такой же точностью, как и для системы с невырожден­
ной матрицей.

В случае несовместности точной системы влияние воз­
мущения матрицы становится более заметным. Если снова 
предположить, что оно достаточно мало по сравнению 
с минимальным ненулевым сингулярным числом, то при 
введенных выше обозначениях будем иметь

бы0 ^  vf. (6Р  +  6d) +  vp (v? 6Р  +  бd) (| d , |e/[ d, ]t ). (16.7)

Здесь H0 уже является нормальным псевдорешеннем си­
стемы (16.1). Его точность в значительной мере зависит 
от отношения Ц Не к С ̂  5с, т. е. от степени согласования 
матрицы и правой части исходной системы.

Оценки (16.6), (16.7) получены для возмущений, до­
статочно малых по сравнению с минимальным ненулевым 
сингулярным числом. Они позволяют высказать предполо­
жение о том, что при подходящем выборе номера k про­
екция м* будет достаточно хорошо приближать нормаль­
ное псевдорешение и0 точной системы (16.1) и в самом

т „ — рг; о ь , Н и = - о » Р п . (16.5)
Если обозначить

‘ а р. 
vJ =  ] P + |c lP 3 c ,

6h0s^ v p  (6P  +  6d), (16.6)
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общем случае. Мы проведем сейчас необходимое обосно­
вание этого предположения.

Обозначим через Д* полную ошибку и0 — и пред­
ставим ее в следующем виде:

м„ -  н* =  (мв -  «*) +  («* -  ы*).
Разность м* — «* легко оценивается с учетом (16.4), раз­
ность же н0 — и* неустойчива к возмущению и для ее 
оценки необходимо привлечь дополнительные сведения
о точной задаче. Рассмотрим поэтому наряду с системой
(16.1) связанную с ней согласно (9.8), (9.9) систему 

(Р*Р)Ч> =  Р  *d.
Если v0 — ее нормальное решение, то прямэг сравнение 
этой системы с (16.1) показывает, что

| и „ pUi l ^o Не- (16.8)
В с у ч а е  совместности системы (16.1) имеем

|d i le < P * + i |» i le .  (16.9)
Предположим для простоты, что р, =  1, и пусть вход­

ные данные системы (16.1) заданы с малой абсолютной 
ошибкой порядка г. Тогда из (16.4), (16.8), (16.9) следует, 
что в случае совместности точной системы норма главного 
члена полной ошибки А* с точностью до констант будет 
ограничена сверху функцией вида

<1 6 1 0 >
и функцией вида

' * 1 а к = к з к + '|‘ “  <| 6 " >
в противном случае. М инимизируя правые части (16.10), 
(*6. 11) с помощью выбора соответствующего номера k, 
можно определить ту проекцию й», которая лучше всего 
приближает нормальное псевдорешенне и0. О достижимой 
при этом точности говорит

-Л ем м а  16.1. Для е ^  (4л) 1 и любого набора чисел р*, 
1 =  Pi « s Pi S s . . .  5* р„ >  п„. 1 =  0, имеют место соот­

ношения . у

. РЧ < 3 (,,е)2/3* (16 ,2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сегмент [с/2, с], где 
0 < c s S l .  На нем находится не более п чисел нз рь
р2..........р„, поэтому существует другой сегмент [а , Р] при
г 2 ^ о с < Р < £ с  и р — а ^ с / 2 п ,  внутри которого нет син­
гулярных чисел. Выберем в качестве р* ближайшее к р 
и не меньшее его сингулярное число. Тогда

P* -  P ап  5* с/2 л , р* <  с, р*+ 1 с/2 

и, следовательно,

Пусть с таково, что правая часть полученного неравенства 
достигает минимума. Это дает c =  (ne)'/3^ l ,  и первое 
соотношение леммы доказано. Имеем далее

. < * <  „ '(р~ р*;тгр* +  р ь  >) <  5 е + с*-

П равая часть достигает минимума при c =  (4nf),''4<  1. 
Величина этого минимума подтверждает справедливость 
второго соотношения леммы.

Итак, если входные данные системы заданы с точностью 
порядка е, то одна из проекций м» приближает нормаль­
ное псевдорешение и0 с точностью порядка (пг)а. Если 
исходная система совместна, то а  5 = 2/3 и 1/2 — 
в противном случае.

Н етрудно построить примеры систем с таким распре­
делением сингулярных* чисел, при которых достигаются 
наименьшие порядки точности. Пусть р, =  1 и есть неко­
торое количество нулевых сингулярных чисел. Д ля сов­
местных систем достигается порядок (пе)2'3, если все 
остальные сингулярные числа расположены равномерно 
между (не)1/3 и нулем. Д ля несовместных систем дости­
гается порядок (п е у я ,  если все остальные сингулярные 
числа расположены равномерно между (пг)^* и нулем.

Заметим, что наличие малых сингулярных чисел мат­
рицы системы не обязательно свидетельствует о невоз­
можности вычислить псевдорешение с достаточно хорошей 
точностью. Если матрица имеет группу больших сингу­
лярных чисел, а остальные сингулярные числа соизмеримы 
с точностью входных данных или меньше; то из (16.10),
(16.11) следует, что одна из проекций м* приближает
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нормальное псевдорешение ы0 с точностью порядка е как 
для совместной, так и для несовместной системы. Этот 
факт имеет исключительное значение для обоснования 
большинства численных методов решения систем линей­
ных алгебраических уравнений с вырожденной матрицей.

Если матрица системы квадратная и невырожденная, 
то норма ошибки Д решения возмущенной системы имеет 
вид ||Д || =  е/р, где р —того же порядка, что и минималь­
ное сингулярное число матрицы системы. Как вытекает 
из первого соотношения (16.12), норму ошибки Д можно 
представить в таком же виде и в случае произвольной 
совместной системы, при этом р по порядку зависимости 
от сингулярных чисел и точности входных данных удов­
летворяет неравенству

max {р„, (ле)1/3} *s;p.

Из второго соотношения (16.12) вытекает, что для несов­
местной системы И ;1 =  е/р*; при этом по порядку зависи­
мости

шах {р„, (ле)'/4} р.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Можно ли утверждать, что проекция ик, для которой ошибка 
Uk — Uk б\дет минимальной, обеспечивает асимптотическую близость 
и* к нормальному псевдорешению и0?

2. Вывести формулу, аналогичную (16.6), для несовместной си­
стемы (16.1).

3. Что означает малое (большое) значение нормы нормального 
псевдорешения системы (9.9) по отношению к системе (16.1)?

4. Оценить минимальные по k  значения || Д* ||, вычисляемые со­
гласно (16.10), (16.11), для сингулярных чисел р* =  <г1 и р * = й  а.

Сравнить полученные результаты с (16.12).
5. Доказать, что для матриц Т12, Н1а из (16.4) справедливо 

асимптотическое неравенство

| т „ ы н , . Ь а я и ' - 1Г - | ° " и 'в -

6. Учитывая (16.4), (16.8), (16.9), получить точную оценку для 
нормы полной ошибки Д*. содержащую все члены.

7. Есть ли основания опасаться потери точности решения системы 
из-за несовместности, появившейся в результате влияния ошибок 
округления?

8. Оценить нормы невязок

гм-Р'иц-d ,  г * - ( Р  + Q) £ * - ( < / + <о).
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9. Пусть точная система совместна. Можно ли с помощью соот­
ветствующего выбора проекции ик добиться одновременно малости 
невязок и устойчивости вычисления проекции?

10. Что можно получить с помощью выбора проекции ик в отно­
шении величины невязок в случае несовместности точной системы?

§ 17. Нормальное псевдорешение

Необходимость определения проекций псевдорешений 
и подпространств сингулярных векторов возникает далеко 
не во всех задачах, связанных с системой линейных 
алгебраических уравнений (16.1). Значительно чаще тре­
буется лишь вычислить с приемлемой точностью нормаль­
ное псевдорешение. С точки зрения теоретического иссле­
дования и практической реализации эта задача нередко 
сводится к минимизации регуляризирующего функционала

Ф (1 (и) =  а  I М !!Ё -Н Рм — d  Jfe, (17.1)

где число а о О .  Снова, не ограничивая существенно 
общности, можно считать, что Р  является диагональной 
матрицей из сингулярных чисел.

Обозначим через еи ег, . . .  — координатные векторы, 
через р,, р ., . . .  — координаты вектора d  и пусть сингу­
лярные числа рь  . . . ,  р, отличны от нуля, а остальные — 
равны нулю. Если

и =  V  а  „ск,

ТО

Фа («) =  : р*** -  Р* 'г) +

+ « д !«*:* +  2  Рр *-

Отсюда следует, что минимум Фв (м) достигается в том 
случае, когда последние координаты а /+ь <*,+*, . . .  — нуле­
вые и для каждого k t выражение

а |а *  ;* ч - ; Р*«*— р* [• 

принимает минимальное значение. Это дает для k ^ t
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I  Таким образом, при каждом а > 0  минимум регуля- 
Гризирующего функционала (17.1) достигается на единст­

венном векторе

<17'2)

При а  =  0 регуляризирующ нй функционал (17.1) сов- 
' падает с функционалом невязки

Ф0 (и )= [Р и -с 1 1 к .

Его минимальное значение достигается на псевдореше- 
ниях системы (16.1) и для нормального псевдорешення н„ 
справедлива формула

w e = 2 f ; e*- ( , 7 -3)

Сравненгге (17.2), (17.3) позволяет установить некото­
рые соотношения, связывающие иа и и-,. Имеем

и0 — иа =  а  

Д ля любого а > 0

V  Р» е . 
_  р * (« + р 1 )  **

(17.4)
1 ^

а + p j  К а  ’
Поэтому

'  B « o -« a ! !£ < a Y . l l« o -« o llf  (17.5)
где

(17-6)

Очевидно, далее, что

I « a k < I « e j i r .  (17.7)
Таким образом, при малых значениях а  вектор иа 

*южет служить приближением снизу к нормальному 
Ш &ооорешнию и0. Неравенства (17.5) определяют при 

9т°м величину ошибки.
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Непосредственной проверкой легко убедиться, что век­
тор иа удовлетворяет системе уравнений

(Р*Р  +  аЕ) иа =  P*d. (17.8)

При а  >  0 матрица системы является положительно опре­
деленной. Следовательно,

Ыа =  (Р *Р  +  а £ )  i p * d .  (17.9)

Учитывая (17.2), (17.4), находим

Вместе с (17.9) это означает справедливость неравенства 

|( Р * Р  +  а £ ) -» Р ‘ 4 < 1 ^  (17.10)

для любых матриц Р  и векторов d  при а > 0 .  Невязки 
векторов иа и «о связаны между собой таким соотноше­
нием

/  1 ’ г \ 1/г
if>.i’ + 2  i P , r j  =

й + >  Р ,

^ a n  +  S P M o -d je . (17.11) 

Рассмотрим возмущенную систему линейных алгебраи­
ческих уравнений с матрицей Р  и правой частью d, где 

P  =  P  +  Q, d = d + v > .  (17.12)

Определение приближенного псевдорешения ыа по возму­
щенным Р  и d  приводит к системе уравнений

( P * P + a  E)i'ia =  P * d .  (17.13)

Из (17.9), (17.12), (17.13) получаем 

(Р * Р  +  a Е) (« в -  иа) =  Р* (P«a -  d) -  Р* (Р*ыа -  d)  =
=  — Д (Риа -  d) -  Р* (Qu„ -  ©)•
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Следовательно,

=*(Р*Р+аЕ)-Ч +  (Р*Р +  аЕ) 1 f**v,

где 6 = — Q*(Pm„ — d), v =  — (Яма — со).
Д ля положительно определенной матрицы спектраль­

ная норма совпадает с максимальным собственным зна­
чением, поэтому 3 (р*р  +  о £ ) '1 | , < а - 1. Учитывая (17.11), 
будем иметь

|(Р*Р +  « £ ) * в | ( Р * Р  +  « £ ) 1 1.И в к  <
' • -I P u o -d le .

Воспользовавшись формулами (17.7), (17.10), находим 

| ( Р - ( - +  а £ )  .P * v [£

Теперь можно оценить отклонение йа от и0 

|« о  — — «аЦв +  ! “ в — М в ! в <  а у 4 -

+  ( IM 4 )

П равая часть 'неравенства при некотором а  достигает 
своего минимума. Это значение а  будет обеспечивать 
почти наилучшее приближение йа к точному нормаль­
ному псевдорешению и0.
К' Предположим, что входные данные системы заданы 
с малой абсолютной ошибкой порядка г. Если точная 
система (16.1) совместна, то Ри0 — d =  0. В этом случае 
правая часть (17.14) по характеру зависимости от а  и е 
есть функция вида а  ■+• е 4- е /а 1/2. При а« = е 2/3 она при­
нимает значение порядка е^3. Если же точная система 
не имеет ни одного решения, то Puo — d ^ 0  н правая 
часть (17.14) есть функция вида а - f е /а  +  е /а 1'2. При 
а  =  е'/2 она принимает значение порядка е1/2.

Таким образом, если"входные данные системы заданы 
с точностью порядка е, то при некотором значении а  
вектор иа приближает нормальное псевдорешение и0 с точ­
ностью порядка е2/3 в случае разрешимости исходной 
Щистемы и с точностью порядка е |/2 в противном случае.
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Параметр а ,  обеспечивающий необходимое приближе­
ние йа, не может быть найден лишь по возмущенной 
системе. Д ля его определения требуется привлечение 
дополнительных сведений о точной задаче.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Доказать, что для любой матрицы А и а > 0  справедливы 
неравенства

с s£, л ч 2> £,

2. Доказать, что величины у, ц в (17.6) совпадают с евклидовыми 
нормами нормальных решений систем (9.9).

3. Доказать, что разность иа — и^  удовлетворяет уравнению
( Р * Р + а £ ) ( Р ’ Р +  р £ Ж - « э )* (Р -а )Р * < < .

4. Пусть матрица системы имеет группу больших сингулярных 
чисел, а остальные сингулярные числа соизмеримы с точностью вход­
ных данных или меньше. Какую точность может обеспечить в этом 
случае выбор вектора йа? Сравнить полученные результаты с соот­
ветствующими результатами предыдущего параграфа.

5. Рассмотрим класс систем с ограниченными величинами у, ч 
в (17.6). Какую точность в случае самой «плохой» системы из этого 
класса может обеспечить выбор вектора й„? Сравнить полученные 
результаты с соответствующими результатами предыдущего параграфа.

6. Достигаются ли на каких-либо системах порядки точности 
г2 '3 и в 1,2?

7. Есть ли основания опасаться потери точности нормального 
псевдорешения системы из-за несовместности, появившейся в резуль­
тате влияния ошибок округления?

8. Получить независимо от (17.14) оценку нормы возмущения 
нормального псевдорешения при возмущении лишь правой части 
системы. Сравнить эту оценку с (17.14).

9. Зависит ли точность приближения йа к и„ от распределения 
сингулярных чисел матрицы системы?



ГЛАВА III
ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ

Современные численные методы линейной алгебры 
весьма разнообразны по своим вычислительным схемам. 
Несмотря на это, большинство из них основано на после­
довательном выполнении ряда простых алгебраических 
операций, общее число которых относительно невелико. 
Это в первую очередь линейные преобразования векто­
ров, двухсторонние преобразования матриц, вычисление 
матриц преобразований и т. п. Поэтому мы начнем 
детальное исследование влияния ошибок- округления 
в  численных методах с изучения именно таких операций.

Как правило, вычислительные схемы исследуемых 
алгорифмов будем выбирать такими, чтобы они были 
устойчивыми как в случае вещественных, так и в случае 
комплексных вычислений. Однако анализ ошибок будем 
проводить только для вещественного случая. Схемы для 
комплексных вычислений исследуются аналогично, при 
этом в оценках меняются лишь числовые коэффициенты.

Пусть на плоскости Оху задан вектор а своими пря­
моугольными координатами и, v. Построим вектор о ',  
повернув вектор а вокруг точки О на угол а  против 
часовой стрелки. Обозначим через и’, v' координаты век­
тора а '. Из курса аналитической геометрии известно, что 
координаты и', v' связаны с координатами и, v такими 
соотношениями:

и '*= и cos a  — v sin a ,  v' =» и sin а  - f  v cos а .  (18.1) 

Если через Т обозначим матрицу второго порядка

§ 18. Преобразование вращения

(18 .2)
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то соотношения (18.1) в матричной записи означают, что 
а' =  Та. (18.3)

Матрица (18.2) называется матрицей вращения, а преоб­
разования вида (18.3) — преобразованиями вращения, 
угол а  называется углом поворота.

.Матрица вращения является ортогональной при 
любом а . Но среди чисел cos a ,  sin а  одно или оба числа, 
как правило, будут иррациональными. Поэтому в общем 
случае матрицу вращения нельзя точно представить в ЭВМ, 

даже если для cos a ,  sin а  имеют­
ся явные формулы. Спедовательно, 
в реальных условиях будем иметь 
дело с матрицами Т  вида

f  =  \ l  - П .  (18.4)

___ где с, s — некоторые действнтель-
" “ “ х  ные числа, полученные тем или

Рис. 18.1. иным способом. Заметим, что мат­
рица Т  лишь множителем т  отли­

чается от ортогональной матрицы, где t  =  (c* +  s* ) i/2, и 
будет ортогональной тогда и только тогда, когда т  =  1 .

Таким образом, в реальных условиях вместо выраже­
ний (18.1) придется вычислять выражения

и’ =  ис — vS, v' =  u$ +  vc .  (18.5)

Этот процесс реализуется на ЭВМ вполне устойчиво. 
Обозначим . . .

П (Та) — T am sf  (18.6)

и пусть / i ,  ft — координаты вектора /.  Имеем

p =  fl (ис)шеис (1 +  е,),
«7 =  П ( « 5 ) « у 5 ( 1 + е ,) .

r  =  f l(p  —<7) s s ( u c  ( l - j - e , ) - t * ( l - f  е,))(1 - fe ,) .  
m =  f 1 (м$) «  и$ (1 +  е4), 

n =  f l (p c )* «  vc  ( 1 + е»),

/ =  fl(m  +  « ) s ( u S ( l + e 1) +  ub ( l + e &) ) ( l  +  ee).
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Б  Предположим сначала, что среди величин г, нет рав­
ных — I, т. е. справедливы оценки | е/ j ( 1/2) p ,+1 для 
всех i. Тогда получаем

I  \ f i \^ (> u~ c\  +  \v*\)p-M . | / , |8 : ( | i d |+ |p c D p - « .
откуда следует, что

U k ^ V 2 T p - ‘+'\ab:.
I  Если среди ej есть равные — 1, то это означает, что 
соответствующие вычисляемые величины по модулю не 
превосходят минимального положительного числа о>, кото­
рое можно представить в ЭВМ. Чисел в/, равных — 1, 
может быть в (18.7) не более четырех. Поэтому оконча­
тельно оценка для 1/Цд будет такой:

| / к ^ К 2 т ^ | ^  +  2 К 2 ®. (18.8)
Эта формула показывает применение прямого анализа 

ошибок к исследованию процесса вычисления вы раже­
ний (18.5). Полученный результат можно истолковать и 
с точки зрения обратного анализа ошибок. Из (18.6) 
вытекает, что , | ( f e ) . f  ^ + e ) i  (18.9)

где г =  Т  */• Принимая во внимание вид матрицы Т  и 
оценку (18.8), находим, что

I e I * ^ K 2 p - '+ ,la f*  +  2 Vr2 T ,<o. (18.10)

И так, вектор, реально вычисленный по формулам (18.5), 
совпадает с вектором, точно вычисленным по тем же 
формулам, но исходя из возму­
щенного вектора а +  е, где экви­
валентное возмущение е удовле­
творяет условию (18.10).

Преобразования вращения 
встречаются в самых различных 
вычислительных алгорифмах 
линейной алгебры. Прн этом 
один из важнейших случаев Рис- 18-2.
определения угла а  связан со
следующей задачей. Пусть на плоскости Оху задан ненуле­
вой вектор Ь своими прямоугольными координатами х, у. 
Повернем ею  вокруг точки О на такой угол а ,  чтобы по­
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лученный вектор Ь' оказался лежащим на координатной 
оси Ох. Согласно (18.1) это означает, что для угла а  
должно выполняться соотношение х sin а  +  у cos а  =  0. 
Поэтому можно, например, считать, что

c o s a  = -------—tjx, s in a  = -------- . у ■: г . (18.11,
( * + у г) ' (**+у1)''2 '  ’

Полученные формулы определяют лишь одно из возмож­
ных значений для c o s e ,  sin а .  Однако во всех известных 
вычислительных задачах этих значений бывает достаточно.

Прямое вычисление c o s a ,  sin а  по формулам (18.11) 
невозможно, если вектор b нулевой, и заведомо неустой­
чиво, если вектор b достаточно мал. Поэтому реальные 
вычисления будем выполнять по измененным формулам. 
Обозначим г  =  max { х  ), </|}. Если г  =  0, то положим 

c o s a =  1 , s i n a  =  0. (18.12)

Если же г ф О ,  то вычисляем дг, —x/z, у х= у ’г  и далее

'Jm -- | у О I II \A -- , •
М +*?),/2 W + у!)1-

Оценнм теперь влияние ошибок округления на вычис­
ления по этим формулам. Пусть г Ф  б и предположим 
для определенности, что г  — \х  . Тогда

s in a  =  — , (18.13)
6 (Д+у?)1, ( И -й )1' 8’

при этом очевидно, что i / i ’^ l .  Имеем

/ - f l f f j - f d + e * ) .  

p  =  fl (/*) *s /* (1 4-е*),'
<7 =  П (1 + р )  =  (1 + /* )  (1 + е э), 
г =  П (fl,/s) — ? ' '* ( ! + * « ) .

( ! + « , ) .  О 8 1 4 )

n =  fl (7 ) в  [ у ]  (1 + е«).

с =  sign х ■ т,
S — — п,

вычисляя тем самым элементы матрицы (18.4).
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Б  Независимо от исходного вектора b , пат ученная мат- 
ft рииа Т  будет близка к ортогональной. В самом деле, 
j пусть 11<  а)1'2; тогда р =  О и, не ограничивая общности, 
г можно считать, что е, =  0 для |‘2г З .  В этом случае

с * =  1 , --------1.
■ Если обозначить

T =  l + v ,  (18.15)

то для v получаем оценку

| v ; 2 w/2 . (18.16)

I Если же то для всех /5 = 2

!е, | ^ ( 1/2)/> '

1  Легко проверить, что теперь

|v j< ( 5 /4 ) />  ,J1 . (18.17)

' С учетом (4.7), эта оценка включает в себя оценку (18.16), 
\, поэтому соотношение (18.17) имеет место всегда, если, 
Г конечно, матрица вращ ения вычисляется согласно (18.12),

(18.13).
Если все вычисления осуществляются точно, то обра­

зом вектора Ь является вектор, имеющий координаты 
(** +  У*)|/2 и 0. В качестве первой координаты вычислен­
ного вектора мы возьмем

П ,(г/.(с * + '5»))в г г (£ + ~ 5* ) ( 1 + е т), (18.18)

а вторую положим равной нулю. Легко проверить, что 
такой вектор является образом вектора

при точном линейном преобразовании с матрицей, вычис­
ленной согласно (18.14). Как уже отмечалось выше, вели­
чины eit в, не равны — 1 . величина же е7 не равна — 1 , 
так как г  ^  1, с* +  s* £= 1. Если Ф  — 1, то вектор (18.19) 
отличается от исходного вектора b на вектор е, где

U l * a & + p p ‘" ib b ! .
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Если же е, =  — 1, то это означает, что \ у \ < \ х  <о, и 
поэтому, с учетом (4.7), теперь ммеем

1 е Ц (18-20)

Формула (18.18) несколько сложна. Однако заметим, 
что в численных методах она встречается относительно 
редко. Общий уровень ошибок практически не изменится, 
если в качестве первой координаты вычисленного вектора 
взять П (гг) вместо (18.18).

Подведем итоги выполненных исследований. Итак, 
пусть заданы два вектора а, Ь, и по вектору b вычис­
ляется матрица вращения Т  согласно формулам (18.12),
(18.13). Если вычисления выполняются по алгорифму
(18.12), (18.14), то реально полученная матрица Т  имеет 
вид (18.4) и будет отличаться от ортогональной матрицы 
множителем t = 1+ v ,  где для v справедлива оценка 
(18.17). Преобразование вектора а с помощью матрицы Т 
согласно формулам (18.5) по алгорифму (18.7) или преоб­
разование вектора Ь по тем же формулам с вычислением 
единственной ненулевой координаты согласно (18.18) 
эквивалентно точному преобразованию по формулам (18.5) 
возмущенных векторов. Эквивалентное возмущение е для 
вектора а удовлетворяет неравенству (18.10), для вектора 
b — неравенству (18.20) и, следовательно, для любого 
вектора с, включая тот, по которому строилась матрица 
f ,  — неравенству

| | е | £ ^ К 2р ' + , | Ф  +  2 )/г2 а>. (18.21)

Аналогичные результаты могут быть получены и для 
комплексных векторов. В этом 1 случае вместо матрицы 
вращения в преобразовании (18.3) берется унитарная 
матрица Т  вида г,

т - [ .  « ]•
где с, s — комплексные чиста такие, что 1c|* +  | s i * = l .  
а черта означает комплексное сопряжение. Условие обра­
щения в нуль второй координаты вектора Ь' =  ТЬ снова 
приводит к уравнению xs +  yc =  0, откуда заключаем, что 
в качестве чисел с, s  можно, например, взять

‘ " ( и . ч - и г л 1' 1*
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f  Все дальнейшие исследования, по существ^, повторяют 
Д о в ы п о л н е н н ы е  исследования для вещественного случая. 
Н ^ В  аналогичных оценках меняются лишь числовые кон-

I станты.
s Преобразования с матрицами вращ ения второго порядка 

редко используются в численных методах, однако весьма 
Е 'часто применяются преобразования с матрицами вида

Ut6 /ств

о

о

сова ... — sin а  - -  

sin а  ... cos о •••• 

1

(18.22)

_

которые отличаются от единичной матрицы лишь четырьмя 
элементами, расположенными на пересечении строк и 
столбцов с номерами /, / .  Конечно, все проведенные выше 
исследования остаются в силе и для этих матриц. М ат­
рицы (18.22) такж е называются матрицами вращения, 
а соответствующие преобразования — преобразованиями вра­
щения. Изменения для комплексного случая очевидны.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Доказать, что для реально вычисленной матрицы вращения Т  
второго порядка матрица f f *  является скалярной.

2. Доказать, что реально вычисленная матрица вращения Т  вто­
рого порядка удовлетворяет соотношению

3. Доказать, что реально вычисленная матрица вращения Г 
асимптотически близка к точно вычисленной матрице Т.

4. Получить оценку для отклонения | f — ГЦ.
5. Пусть А — произвольная матрица и f y  — реально вычисленная 

матрица вращения вида (18.22). Исследовать вид матриц эквивалент­
ных возмущений при вычислении произведений TtjA  и А Т  у .

6. Пусть в условиях упражнения 5 имеем

П ( f tJA) ш  f  if (А +  М), И (А Т у ) -  (А +  N) f , j .
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Доказать, что с точностью до членов порялка со

м р  " *  * q k) ' j n t

*  i: Р ' ' * х 2 £ ( ah i+ a ij)  ' 2 , 

где а ы —элементы матрицы А.

§ 19. Последовательность преобразований вращения

Оценим теперь эквивалентное возмущение при выпол­
нении последовательности преобразований вращения. Рас­
смотрим л-мерный вектор г  с координатами г ,, . . . ,  г„ и 
последовательность Г , ^ ,  . . . ,  TiNiN матриц вращения. 
П усть . . . .  Tis,iy  реально заданные матрицы. Мы 
не будем интересоваться способом их вычисления, но пред­
положим, что все они удовлетворяют условию (18.17). 
О боэф ш .ч

г* =  П 7V*/*7*-*)’ *о =  *. 

для Ясно, что

г* =  ( г , . ,  +  i v , ) ,  (19.1)

где e*-i —эквивалентное возмущение преобразования вра­
щения с матрицей Последовательно используя соот­
ношение (19.1), находим

••• TV.)<* +  E)-

Таким образом, вектор гу , реально полученный после 
выполнения N  последовательных преобразований враще­
ния с матрицами Г у (, . . . ,  TtNiN, можно рассматривать 
как вектор, полученный после точного выполнения тех же 
преобразований над возмущенным вектором г +  Е. Оценка 
для | Е |:Е определяется многими факторами, однако уже 
сразу можно предположить, что она будет зависеть от вида 
последовательности пар индексов матриц вращения.

Одна из оценок выводится совсем просто. Пусть гкХ, . . .  
. . . ,  г*.* — координаты вектора гк. Согласно (18.21) будем 
иметь

4е*jt I [ 2 р  ' • ' ( 4 <4 +  ̂ ) ,' 2 +  2V 2 (0.
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Так как матрицы f i k/k блиэкЪ к ортогональным, то

S ' l e* k .  <19-2 >*-0
поэтому всегда выполняется неравенство

p -<+1 S  (zl,k +  z l ,li)''i + 2 V 2 N (i> .  (19.3) 
* -о

К тому же, следовательно,

JE  b * * V 2 N p - ‘+ 4 z k  +  2 V 2N < » .  (19.4)

Оценка (19.4) справедлива для любой последователь­
ности из матриц вращения и для некоторых последова­
тельностей она почти достигается. Предположим, например, 
что вектор г имеет лишь одну ненулевую координату 
в позиции с номером / ,  и все матрицы вращения близки 
к единичным. Тогда для любой последовательности индек- 
со вв и д а  ^  h . / t . . lu  h

евклидова норма эквивалентного возмущения Е будет сов­
падать с точностью до констант с правой частью (19.4). 
Оценка (19.4) почти достигается и для последовательностей

*ь Л; / ь  /*; • •• ; i / f - и  jft, 
если только все матрицы вращения близки к матрицам 
перестановок. Эти примеры показывают, что оценка
(19.4) практически неулучшаема для всех последователь­
ностей матриц вращ ения, у которых любые две соседние 
матрицы имеют хотя бы один общий индекс. Такие пос­
ледовательности мы будем называть сильно связанными.

В одном весьма важном случае удается получить 
оценку эквивалентного возмущения Е, зависящую от N 
очень слабо. Назовем последовательность матриц враще­
ния несвязанной, если все индексы матриц различны. 
Конечно, последовательность может быть несвязанной 
лишь тогда, когда N  <  п/2. Для  несвязанных последо­
вательностей ошибки, возникшие после выполнения любого 
преобразования, не будут меняться при всех последующих 
преобразованиях. Более того, результат выполнения несвя­
занной последовательности преобразований, включая всю

4 в. В. Воеводин
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совокупность ошибок округления, не зависит вообще он  
порядка выполнения самих преобразований. Теперь вместо 
неравенства (19.2) в действительности будет иметь место 
асимптотическое равенство

а вместо соотношения (1 9 .3 )— неравенство

[ Щ ^ 2 p r w - »  S  ( Ч +  **'») +
АГ- 1

+  8р  /+ ,о) £  (4<* +  4 / , ) !/* +  8М»*.
*—о

TafK как индексы у матриц вращения не совпадают, 
а сами матрицы близки к ортогональным, то

А ,
поэтому ^  f

2  ( Ж * + А * ) < №
* - о

В соответствии с неравенством Коши — Буняковского

s '  ( * . + * * ) *  < * 4 s '  ( А * + 4 / * ) ) /‘
*-0 'А -0  /

и окончательно находим, что теперь

5Е1£ а £ К 2 р - '+ « И £ +2К 2Л Гсо. (19.5) |  

Если последовательность матриц вращения можно раз* 1 
бить на k групп таких, что внутри каждой группы маг- | 
рицы вращ ения не имеют одинаковые индексы, то из 4
(19.5) вытекает, что

\Щ Е ^ У Ъ к р г * + ' \ г Ь + 2 У Ш * .  (19.6) 1  

Заметим, что выполнение любой последовательна ш I  
из N преобразований вращения можно трактовать как 1 
выполнение ,V несвязанных последовательностей, кажла i 1 
из которых содержит лишь одно преобразование. При этом |  
для суммарного эквивалентного возмущения Е справед- ^
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"ЛИВЫ как неравенство (19.4), так и неравенство (19.6). 
В данном случае обе оценки совпадают и, как мы уже 
отмечали, они практически неулучшаемы для сильно свя ­
занных последовательностей.

Однако в общем случае выполнение преобразовании 
вращения можно сводить к несвязанным последователь­
ностям не единственным способом, что видно на примере 
самой несвязанной последовательности. Чтобы на основе 
формулы (19.6) получить наилучшую оценку эквивалент­
ного возмущения для 4 любой последовательности преобра­
зований вращ ения, необходимо определить минимальное 
число несвязанный последовательностей, к которым сво­
дится исходная последовательность.

Предположим, что в последовательности матриц вра­
щения две соседние матрицы не имеют общих индексов. 
Тогда результат преобразований не изменится, если-эти 
матрицы поменять местами. Если одну последовательность 
матриц врашення можно получить из другой с помощью 
перестановок соседних матриц, не имеющих общих ин­
дексов, то такие последовательности будем называть экви­
валентными. Ясно, что результат выполнения эквивалент­
ных последовательностей преобразований будет одним и 
тем ж е, включая всю совокупность ошибок округления.

Среди эквивалентных между собой последовательностей 
существует такая, которая распадается на наименьшее 
число несвязанных последовательностей. Это наименьшее 
число мы назовем индексов эквивалентности. Очевидно, 
что знание индекса позволяет получить на основе форму­
лы (19.6) наилучшую оценку возмущения Е для всего 
множества эквивалентных последовательностей. Так как 
правая часть (19.6) не зависит от углов поворота, то 
в действительности индекс эквивалентности дает возмож­
ность оценить возмущение для всех последовательностей 
матриц вращ ения, эквивалентных с точностью до выбора 
углов поворота.

Вычислять индекс и даже сравнивать различные по­
следовательности можно с помощью процесса преобразо­
вания самих последовательностей к некоторой канониче­
ской форме.

П усть последовательность матриц вращения располо- 
т на в строке слева направо. Выберем в этой последова- 

льности все матрицы, каж дая из которых не имеет
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слева ни одной матрицы с-общими индексами. Предполо­
жим, что таких матриц оказалось s,. Ясно, что они 
образуют несвязанную последовательность и с помощью пе­
рестановок с соседними матрицами все их можно поста­
вить в любом порядке первыми в заданной последова­
тельности, сохранив при этом относительное расположение 
остальных матриц. Выберем далее среди оставшихся 
матриц все матрицы, не имеющие слева ни одной матри­
цы с общими индексами, кроме матриц из выбраниой 
группы. Пусть таких матриц оказалось st . Переставим 
их в каком-либо порядке вслед за матрицами первой 
группы. Продолжая этот процесс, приведем исходную 
последовательность к эквивалентной, распадающейся иа 
несвязанные последовательности из sJt s2, . . . ,  s* матриц 
вращения.

' Число k равно индексу эквивалентности. В самом деле, 
рассмотрим какую-нибудь эквивалентную последователь­
ность с минимальным числом несвязанных последовательно­
стей. Применив описанное выше преобразование, мы не 
увеличим в ней их число. Пусть несвязанные последова­
тельности состоят теперь из ги  г , ..........г, матриц вращ е­
ния и при этом / < & .  Если какая-либо матрица не имеет 
слева ни одной матрицы с общими индексами, то такие 
матрицы не появятся слева ни при каких эквивалентных 
перестановках. Но отсюда вытекает, что ri =  su  следова­
тельно, r2 =  s2 и т. д. Поэтому k =  l.

Исследуем две последовательности матриц вращения, 
наиболее часто используемые в численных методах. Обе 
последовательности называются циклическими и описы­
ваются одной и той же совокупностью пар индексов

1, 2;
1 , 3; 2, 3;
1, 4; 2, 4; 3, 4;

1 , т + 1; 2, т + 1; 3, т + 1; т, т + 1;

1 , л; 2, п\ 3, л; . . . ;  т, п,

где т < л .  В первом случае совокупность пар индексов 
упорядочивается по строкам, во втором — по столбцам, 
причем сами строки и столбцы упорядочиваются сверху 
вниз и слева направо.
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Глядя на эти последовательности, трудно обнаружить 
существенную связь между ними. Однако приведя их 
к канонической форме, замечаем, что упорядоченность 
пар индексов становится одинаковой и имеет вид

1, 2 ;
1 , 3;
1, 4; 2, 3;
1, 5; 2, 4;

1, п, 2, л — 1; 3, л  — 2; . . . ;  т, л - т + 1 ;
2, л; 3, я  — 1; . . . ;  т, п — т + 2 ;

3, л; т, п —т + 3;

т , п\

где каж дая строка соответствует несвязанной последова­
тельности.

Таким образом, с точностью до выбора уг.юв поворота 
циклические последовательности эквивалентны. Как выте­
кает из (19.7), их индекс равен т + п  — 2. Поэтому 
согласно (19.6) дтя эквивалентных возмущений этих по­
следовательностей справедливо одно и то же неравенство

i; Е 1я 2 ^ 2  (Л1+ Л - 2)/>-'+>;; г J£ +
+  2 ( /л ( т  +  л - 2 ) ( 2 л - ш + 1 ) ) , 'чо. (19.8)

В дальнейшем мы неоднократно воспользуемся полу­
ченными оценками для изучения самых различных числен­
ных методов. При этом практически всегда б \гдет выпол­
няться соотношение J г >  о>’ *. В этих условиях оценки 
упрощаются. Пусть выполняется N  произвольных пре­
образований вращения. Как следует из (19.4)

(19.9)

Предположим, что последовательность матриц вращения 
состоит из k несвязанных групп. Тогда из (19.6) полу-

ЧвеМ’ ЧТ°  !Е |]£ ^ К 2 * р - ' + | | г !|£ . (19.10)

$ 2* °бенх циклических последовательностей согласно 
U У.8) имеем

| Е | £ ^ > '2 ( ш  +  л - 2 ) р - '+ Ч г 1 ; £ , (19.11)
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если т < л ,  и

|Е [ Е ^ / 2 ( 2 л - 3 ) р - ' + Ч ф ,  (19.12) 

если т — п — 1.
Полученные оценки подтвердили наше предположение 

о том, что общий эффект влияния ошибок округления 
зависит не только от числа выполненных преобразований 
вращ ения, но и от того, в какой последовательности пре­
образуются элементы. В некоторых задачах мы сможем 
в известной мере выбирать эту последовательность и, 
следовательно, строить лучшие по точности методы.

Рассмотрим в качестве примера одну простую задачу. 
Пусть эаданы л-мерный вектор s и координатный вектор 
е =  (1, 0, . . . ,  0 ) '. Постараемся подобрать такую последо­
вательность матриц вращения, чтобы умножение на их 
произведение U переводило вектор s в вектор, коллине- 
арный е, т. е.

£/s =  ае. (19.13)

Предположим, что какой-либо вектор имеет ненулевые 
координаты в позициях i и / .  Выбрав соответствующим 
образом угол поворота, можно перевести этот вектор пу­
тем умножения на матрицу вращения 7 \, в такой вектор, 
у которого одна из координат в позициях i или /  будет 
исключена, т. е. равна нулевой. Искомая совокупность 
матриц вращ ения, определяющая преобразование (19.13), 
может быть построена на основе последовательного исклю­
чения всех координат вектора s, кроме первой.

Порядок исключения не является однозначным и, вы­
бирая его подходящим образом, можно уменьшить общее 
влияние ошибок округления. В вычислительной практике 
наиболее часто координаты исключаются подряд, начиная 
со второй, путем умножения на матрицы Г 1г, Ti3, . . . ,  T t„. 
Эта последовательность является сильно связанной и 
согласно оценке (19.9) эквивалентное возмущение Е будет 
удовлетворять неравенству

(19.14)

Теперь исключим те ж е координаты в другом порядке. 
Сначала, умнож ая на матрицы T lt , T 3V 7 М, . . . ,  исклю­
чим координаты с номерами 2, 4, 6, . . .  Затем, умножая 
на матрицы Ти , Т „ , Т %,и , •••» исключим координаты
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с номерами 3, 7, 11, . . .  Далее, умножая на матрицы 
Т ц , Г».п. Т и ,г 1, • • • .  исключим координаты с номерами 
5, 13, 21, . . .  Ясно, что внутри каждой такой группы 
матрицы вращения не имеют одинаковых индексов, а 
всего групп будет не более log2 (2л). Согласно оценке
(19.10), в этом случае будем иметь

1Е Зя ^  V 2  log, (2л)/> - '+  > | s [Е. (19.15) 

Эта оценка существенно лучше оценки (19.14)

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Рассмотрим вектор s размерности п. Предположим, что при 
каждом умножении на матрицу вращения исключается наименьшая

- по модулю его координата. Пусть вторая преобразуемая координата 
является наименьшей по модулю из оставшихся ненулевых координат. 
Доказать, что эквивалентное возмущение Е удовлетворяет в этом 
случае соотношению

1 Е | ! £ ^ 2 К 2 ( п - 1 ) р - , +  , |1*!г. (1916)

2. Предположим, что при каждом умножении исключается наи­
большая по модулю координата. Доказать, что теперь эквивалентное 
возмущение удовлетворяет соотношению

Е Е |£ ^ К 2  ( л - 1 ) р - '  +  , ;1*3£ . (19.17)

3. Сравнить между собой оценки (19.14)—(10.17).
4. Пусть прямоугольная матрица умножается слева (справа) на 

последовательность матриц вращения, соответствующую любо» из 
оценок (19.9)—(19.12). Доказать, что в этом случае для эквивалент­
ного возмущения имеют место те же оценки (19.9)—(19.12) с заменой, 
конечно, нормы вектора нормой матрицы.
(19 17)?СЛраВСАЛИВ°  ЛИ утвсрждсние упражнения 4 для оценок (19.16),

6. Пусть R  есть точное произведение реально вычисленных мат­
риц вращения, соответствующих любой из циклических последова- 
Г ьнГ й. Доказать, что существует такая ортогональная матрица

E / ? - ^ [ B ^ - | ( m  +  n - 2 )  [ 'п р ~ ‘ + ' .  (19.18)

§ 20. Преобразование отражения

Предположим, что в пространстве Охуг задана плоскость 
" с  единичным нормальным вектором w. Возьмем произ­
вольный вектор г  и преобразуем его по правилу отраже-
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имя от плоскости л . Если г  представить в виде суммы 
г= ~ х -\-у ,  где х  перпенднкулярен w, а у  — коллинеареи w, 
то отраженный вектор г' будет иметь такой вид: г' — х —у.

Рис. 20.1.

Преобразование г = > г ' является линейным и для его 
матрицы U  можно указать явный вид. Именно,

U  =  £  — 2 ww’.
В самом деле, если (*, w) =  0, а у  =  aw , где а — число, то 
Uг  —г — 2ww'x — 2 ww'у  =

■t= г — 2 (х, w )w  — 2 a (w , w )w  =  x + y  — 2 а w  =  д: — у  — г \

Преобразование отражения имеет л-мерный аналог, 
причем не только вещественный, но и комплексный. Пусть 
w — единичный вектор, т. е. (ш, w ) =  1. Построим матрицу 

U  =  E — 2ww* 

и рассмотрим преобразование
г’ = и г . (20.1)

По аналогии с трехмерным случаем это преобразование 
называется преобразованием отражения, а его матрица — 
матрицей отражения.

В трехмерном вещественном случае преобразование 
отражения является ортогональным, так как, очевил.чо, 
оно сохраняет длины всех векторов. В общем случае 
матрица отражения не только унитарная, но и эрмитова. 
Действительно,

U* =  (Е — 2ww*)* •= Е — 2w**w* =  Е — 2ww* =  U,
UU* =  (£  — 2w w *)* =  £  — 4 ww* +  4 ww*ww*  =

г= £  — 4 aw * +  4 (ш, w) ww* =  E . 

Легко проверить, что преобразование (20.1) оставляет без
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' изменения все векторы, ортогональные w, и меняет на 
Е '  противоположные векторы, коллинеарные w. 
г- Д т я  запоминания матрицы отражения и выполнения 

р  преобразования (20. 1) совсем не обязательно иметь эле­
менты матрицы U в явном виде. Если преобразование 

j, отражения (20. 1) выполнять по формуле
г' =  г — 2 (г , w )w , (20.2)

то для его реализации достаточно знать лишь координаты 
; вектора w.

Формула (20.2) показывает одно интересное свойство
- преобразования отражения. Именно, определяющий его 

вектор w коллинеарен разности образа и прообраза. Сле­
довательно, он может быть восстановлен по этой разности 
с точностью до числового множителя, равного по модулю 
единице, если, конечно, сама разность не является нуле­
вой. Заметим, что умножение вектора w  на любое число, 
по модулю равное единице, не меняет преобразования 
отражения.

Один из важнейших способов построения матрицы 
отражения связан с ее восстановлением по образу и про­
образу. Пусть заданы ненулевые векторы s и е, причем 
е — единичной длины. Подберем такой вектор w, чтобы 
соответствующее преобразование отражения переводило 
вектор s в вектор, коллинеарный е, т. е. Us =  ae. И ско­
мое преобразование унитарное, поэтому | a ! = | s | e .  Как 
уже отмечалось, вектор w должен иметь вид

*  rc. =  l ( s - c « > ) ,

где р — нормирующий множитель. Имеем
| р i* =  (s -  a*-, s — ае) =  2 ((s, s ) - R e ( s ,  a?)).

Чтобы разность s — ае была заведомо отличной от нуля, 
выберем аргумент числа а  так, чтобы скалярное произ­
ведение (s, ае) было отрицательным. Тогда р f  =  2(s, s — ае). 
Но теперь проверяем, что

U s*= s — 2 (s, ц>)w =  s — p (s, s — a e )w  =  s — pw  =  ae.

кооп аИб° Лее Часто в качестве вектора е берется один из 
РДинатных векторов. Предположим, например, что е —



= ?(!, 0, 0)'. Обозначим через st , Wi координаты век­
торов s, ч\  В этом случае

а  =  - [ а 1 Ш ‘ f>l  =  2 ( lo c i*  +  | a | . | S l | )

и, далее,

_____ */____
1 (2 ( I a  ,*+ j a  | ; Sj | » |/а ’ '  ( 2 ( | a  ,* +  | a  |

» ^ 2.

Д л я  повышения устойчивости реальные вычисления 
будем выполнять по следующей схеме. Пусть | a j r £ 0 .  
Определяем координаты ы, вектора
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и положим

P i - ^ j d + l w i l ) .  Р | - И | .  2. (20.3)

Если U) *= 0, то будем считать, что Mj/ | h i | есть какое-то 
число, по модулю равное единице. Теперь матрицу отра­
жения можно представить в виде

U - E - ^ v v * ,  (20.4)

где координаты вектора о определены согласно (20.3), а
Y =- 14-1 «г |- Если | ос | =  0, то берем v — e, у  = 1 /2 .  Ясно, 
что всегда 0,5 Y < 2, 1 < Ц » 1 е ^ 2 .

Исследуем ошибки, возникающие при вычислении век­
тора v  и числа Y- Будем считать, что | а |  вычисляется 
с удвоенной точностью, т. е.

| а | - П , ( | а | ) я | а | ( 1 + « ) .

Если при вычислении [а | используется алгорифм, описанный 
в § 7, то

(2 0 -5)
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Пусть I а  I Ф  0; тогда находим

а‘ _|1 ( y f r ) = т т т 0+ n ,)- »> I *
V - f l ( l  +  | f l i l ) a s ' ( l + l ? x l ) ( l + l * ) .  (20.6)

=  sign SiY,
Vi =  Hi, I 2s  2.

Величина у  не может быть малой, следовательно, ц удов­
летворяет неравенству вида (20.5). Если же =* — 1. то 
это означает, что

| s , | 311 а ]  <о. (20.7)

Оценим отклонение вычисленной матрицы 0  от уни­
тарной. Предположим, что А величин r\i равны — 1. Пусть

, /  Ль 4 i¥*  1,

Имеем ^  41 " Г 1'
2 М 0 +Л ,)’ Ь к ч - ч э ч »

(й* й)== |в |» (!+ •)• ' "  |о * ( 1+«)* •• 
Согласно (20.7) 101 ^  Л | оь J* <о*. Далее,

У, « К И - л О '- О  +  л)* у ,  s? =  (1 +  п)' I “  I*»
<-1

где т] удовлетворяет неравенству вида (20.5). Поэтому 
(й, f l ) = l + v ,  | v | 3 j 2 / r * » .

Теперь находим

Г + У й 1
_ - , I-fl? + V 

V Y у
. 1 = .  

■ . . .  
Так как 0 | 1 1 +  v, то, принимая во внимание 
оценки для р, v, получаем
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Следовательно,

= 2 +  6, | б | ^ 2  р-‘ (20.8)

Вычисленная матрица отражения
1U =  Е - v v ’

всегда эрмитова. Легко проверить, что ее собственными 
векторами являются вектор v и любой вектор, ортого­
нальный б, а собственными значениями число — ( 1 + 6) 
и п - 1  раз число + 1 .  Обозначим через О  унитарную 
матрицу, имеющую такие же собственные векторы, а соб­
ственные значения соответственно число —1 и « —1 раз 
число + 1 .  Если 0  =  0  +  А, то Л есть эрмитова матрица 
ранга 1 и ее единственное ненулевое собственное значе­
ние равно — б. Учитывая оценку для б, заключаем, что 

\ \ \ ^ 2  р '+1 (20.9)

как для 2-нормы, так и для евклидовой нормы. Отсюда, 
в частности, следует, что

1 - 2р  м  \0 ~ l l S i l  +  2p  (20. 10)

Рассмотрим теперь влияние ошибок округления на 
процесс реализации преобразования отражения. Пусть 
это преобразование выполняется согласно формуле

Ог =  г - U, у) .
Будем считать, что при вычислении (г, Ь)!у используется 
операция накопления. Имеем

r  =  fl2((z, $ )/?) — ((г, 5 ) /у ) (1 + о ) ,
Л,« f 1 (rx?,) *  re-, (1 +  V,), i s s i ,  *  (20.11)

*i =  П (*< — b i ) » (г I -  k i)  ( 1 +  T,)t < 1.

Здесь 2i — координаты вектора г; г \ — координаты вычис­
ленного вектора О г. Обозначим

fl (0 z ) -0 z 3 E * f .  (20. 12)

Если ни одиа из ошибок в (20.11) не равна — 1, т0
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несложные вычисления, учитывающие (20.8), показывают,

| / | e S 2 , 5 p ^ » U I  в* (20-13)
В общем случае в правую часть оценки (20.13) добав­

ляется слагаемое, зависящее от со. Предположим, что
• а =  — 1. Тогда все остальные ошибки оказываются рав­

ными нулю и мы получим

|/ 1 b ^ K 2 V  (20.14)

Величины v/( т, не могут быть равны — 1 одновременно. 
Если V, =  — 1, то ki =  0. Но отсюда вытекает, что т, = 0 .  
Таким образом, равенство минус единице некоторых ве­
личин vif тi приводит к увеличению правой части (20.13) 
не более, чем на У п  to. Принимая во внимание (20.14), 
заключаем, что всегда

Ш в ^ 2 , 5 р ^ * И £ + у Т ( о . (20.15)

Полученные соотношения позволяют выполнить обрат­
ный анализ ошибок. И з (20.12) следует, что

(г +  т), (20.16) 

где т - # - 1/ .  Но согласно (20.10), (20.15)

М я З : 2 ,5 р - '« |* | |* + ,у Т  о .  (20.17)

При точных вычислениях образом вектора s, по кото­
рому строилась матрица отражения, является вектор
s' =  ае. В практических вычислениях вектор $' находят 
не по формулам (20. 11 ), а считают, что

S' =  f I (O s) =* — sign Si | a  J €. (20.18)

f l ( ( / s ) e O  (s +  p ),

где p -  эквивалентное возмущение. Оценим норму век­
тора р.

Вектор s +  p есть прообраз вектора $' при преобразо­
вании с матрицей 0 ,  поэтому s +  p =  tf  's '.  Но легко 
проверить, что

С " _ £ - ю Ь г 68'

Пусть
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или, принимая во внимание (20.8),

£ / !  =  £ - - = — !------д й '.
Y0 + 6)

Следовательно,

» +  p = i— sig n s1 | a f ^ - - r | , | )- . - t ) j .  (20.19)

Обозначим через S/ +  P; коордннаты вектора s +  p. Из
(20.6), (20.19) находим, что для »5 г 2

, * sign j ,  I a  I y j'i 1а !и/ ш Ц (1+П<>
Y O + в )  1 + в  1 + 6  *

Д алее,

Sl + P l e
, = - ^ „ 1 5 1 ( 1 - 7 - й _ ) ------- S| g „ t l ! j | ( |  ,

г. » i0 + 4 i)  +  »lgn<i ( ( |а  l +  l? i !n + m ) )^  +  l«  ! fi)
1 + 6

Теперь получаем оценку
( 2 ,5p -<+11 si I, если 1 ,

|а [ ю ,  если т], =  — 1, 

для i ^ s  2 , н оценку

если rji =И= — 1. 
если тц — — 1,

для / = 1 .  Из этих оценок вытекает, что всегда

|p I £ 2 £ 2 , 5 V T p '+ 4 s ! £. (20.20)

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1 Является ли единичная матрица матрице Л отражения?
2 Какие из диагональных матриц являются матрицами отра* 

жени я?
3. Д оказал, что определитель любой матрицы отражения равен

4. Доказать, что реально вычисленная матрица отражения U 
удовлетворяет соотношению

\U U * - E l ^ A P

I p W ^  {

2 , и оцеп 

P l , < ( 2 ,5 1 а  | р гм ,



В  5. Пусть v и у  — вектор и число,' определяющие матрицу отра­
жения (20.4). Доказать, что

1 у it ll Y 1е  j

Доказать, что собственные значения матрицы Е —
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8. Можно ли при умножении вектора на матрицу Е — 2у~ уу* 
выполнить обратный анализ ошибок?

§ 21. Последовательность преобразований отражения

Выполнение последовательности преобразований отра­
жения является составной частью многих численных мето­
дов линейной алгебры. При этом почти всегда преобра­
зуются не все кооруижаты вектора, а только часть из них.

Рассмо'трим вектор г и построим преобразование отра­
жения, изменяющее лишь координаты в позициях /* , . . .  
. . . ,  i r. Не ограничивая общности, можно считать, что 
это последние координаты вектора. В самом деле, пусть 
Я —такая матрица перестановок, что все координаты, 
подлежащие преобразованию, являются последними для 
вектора Р г. Если U — искомая матрица отражения, то 
легко проверить, что

Матрица в круглых скобках является такж е матрицей 
отражения и умножение на нее вектора Р г изменяет 
только последние г координат Р г.

И так, пусть преобразование с матрицей U меняет 
-последние г  координат вектора г . Представим векторы г, 
v в блочном виде,

где векторы г", v’ имеют размерность г. Так как 

U z - z - ^ v ,
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то для того, чтобы в векторе Uz изменялись лишь пос­
ледние г координат, необходимо и достаточно, чтобы 
г '= 0 .  Но в этом случае матрица U будет иметь такое 
строение:

Матрица, стоящая в нижнем правом углу, есть матрица 
отражения порядка г. Определяющие ее вектор v" и число 
у  находятся только по изменяющимся координатам век­
тора г. Всюду в дальнейшем, говоря о преобразовании 
части координат, мы будем подразумевать в действитель­
ности умножение на матрицу отражения вида (21.1). При 
этом остаются в силе все полученные ранее оценки ошибок 
с заменой, конечно, нормы вектора г  на норму вектора 
г" и числа п на число г. Но так как | z" |g ^  j! г ||j? и 
то прежние оценки остаются в снле и в своем первона­
чальном виде.

Предположим теперь, что над вектором г  выполняется 
N  преобразований отражения с матрицами 0 U U t , . . . ,  0 \ .  
Мы не будем сейчас интересоваться способом вычисления 
этих матриц, но будем считать, что выполняются оценки 
(20.8), (20.16), (20.20). Обозначим zh =  fl (Okzk-i)  для всех 
к, причем г а =  г. Ясно, что-

** =  0 * (*» -i +  t* - i ) .  (2 1 .2) 
где т»-1 — эквивалентное возмущение преобразования 
отражения с матрицей 0 к. Последовательно используя 
соотношение (2 1 .2) и учитывая близость матриц 0 к к орто­
гональным, получаем

2Л=  (£/„...£/,) (2+  Т),
где

| Т | в <  2  (21 .Э)

Снова видим, что вектор zN, реально полученный 
после выполнения N  последовательных преобразований 
отражения, можно рассматривать как вектор, п ол учен н ы й  
после точного выполнения тех ж е преобразований над
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возмущенным вектором г +  Т , причем для эквивалентного 
возмущения Т справедливо соотношение (21.3). Так как 
матрицы 0 к близки к ортогональным, то

№ = № •  '

Если ни одна из матриц 0 и  . . . ,  О х  не строилась по 
векторам г0, . . . .  гдг- i ,  то согласно (20.16)

[Т 1£< 2,5Л ^р ' +1leJE +  ArKn(o. (21.4)

Довольно часто мы будем иметь дело с последовательностью 
матриц # „  . . . ,  О х, одна из которых строится по какому-
то нз векторов га....  zN г. В этом случае, учнтызая
(20.20), получаем

|. Т 1в <  (2,5 V 2  +  2,5 ( N -  1)) p ' +l I ге  1 +  (N -  1) Vnu>.
(21.5)

За исключением особых случаев, преобразуемый вектор 
г  не будет малым. Поэтому можно считать, что вы полня­
ется соотношение Ц гЦ ^сэ1 ■3. В этом случае вместо оценки 
(21.4) будем иметь

|Т  2,5ЛГр~'+| |  г  Цд. (21.6)

Д ля А / ^ 3  оценка (21.5) заменяется такой:

-5 Л Г р - ^ |ф .  (21.7)

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Пусть матрица А умножается слева на последовательность из 
матриц отражения. Доказать, что эквивалентное возмущение М

С точностью до членов порядка ш удовлетворяет соотношению

[М[|е ^ 2 ,5 Л Гр - '+» |Л |!й . (21.8)

2. Доказать, что соотношение (21.8) остается в силе и в том слу­
чае, когда матрица А умножается на N  матриц отражения как слева, 
так н справа.
ыатпи ПУСТЬ $  есть точное произведение N  реально вычисленных 
матрица 7 “  Д °казать* -то существует такая ортогональная

I W - f t f e k i N p - ' + K  (21.9)
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§ 22. Сравнение точности преобразований '
вращения и отраж ения

Оценки (19.9), (21.7) могут со зд ат ь  впечатление, что 
преобразования вращ ения и отраж ен и я обладают похо­
жими свойствами с точки зрения вл и ян и я  ошибок округ­
ления на вычислительный процесс. Однако этот вывод 
был бы преждевременным.

Если матрица отражения имеет размерность, п, то 
преобразование с этой матрицей изм еняет в общем случае 
п координат вектора. П реобразование ж е с матрицей вра­
щения всегда изменяет лишь две координаты . Поэтому, 
как правило, преобразование с матрицей отражения яв ля­
ется более содержательным и для реш ения одной и той 
же задачи требуется выполнить значительно меньше 
преобразований отражения, чем преобразований вращения.

Мы уже встречались с подобной ситуацией в задаче 
построения унитарного преобразования, переводящего 
заданный вектор s в вектор, коллииеарны й координат­
ному вектору с. Д ля решения это й  задачи требуется 
выполнить одно преобразование отраж ен ия или (п — 1) 
преобразований вращения? если размерность векторов 
равна п. Такое соотношение между необходимым числом пре­
образований отражения и вращения является  типичным.

Высказанные соображения не означаю т, что при реше­
нии одной и той же алгебраической задачи, связанной 
с большим числом преобразований вектора, отношенпг 
правой части оценки (19 9) к правой части оценки (21.7) 
будет всегда величиной порядка п. И сследуя последова­
тельность преобразований вращ ения, мы внделн, что на 
общую оценку ошибок влияет не т о л ь к о  число выпол­
ненных преобразований вращ ения, но и выбранная после­
довательность индексов матриц вращ ения.

Вполне возможно, что для реш ени я одной и той же 
задачи можно использовать различные последовательности 
матриц вращения. Поэтому, прежде чем  сравнивать точ­
ность преобразований вращ ения и о траж ен ия, постара­
емся понять, каким может быть минимальны й уровень 
ошибок в этих преобразованиях.

Рассмотрим следующий гипотетический пример. Пред­
положим, что все матрицы вращ ения настолько близки 
к единичным, что каждое их действие на координаты
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лектора равносильно лишь округлению координат. Пусть 
вы полняется N преобразований вращения над вектором г 
^размерности п. Обозначим через г и  . . . ,  г„ его координаты,
через ............ .. гЛ-„ координаты вектора, полученного после
выполнения N  преобразований. Тогда

Здесь Ni есть число преобразований, в которых участво­
вала координата, стоящая в позиции I. Согласно предпо­
ложению ]е у  |^ ( 1 / 2 ) р  <+1 для всех I, / .  Кроме этого,

Несмотря на то, что высказанные предположения 
относительно реализации преобразований вращ ения не 
совсем реальны, соотношение (22. 1) для эквивалентного 
возмущения Е отличается от реального лишь постоянным 
множителем в правой части.

Каковы бы ни были числа Nlt на классе векторов г  
с заданной величиной евклидовой нормы справедливо 
неравенство

Очевидно, что правая часть имеет минимум в том случае, 
тогда N,*=2N ln  для всех I. Так как неравенство (22.2) 
достигается, то оценки ошибок при различных порядках 
преобразования элементов не могут быть лучше, чем оценка

где а  —некоторая константа. ,
Если оценка для какой-либо последовательности преоб­

разований вращения отличается от (22.3), то это означает, 
что или она завышена, или в значительной мере зависит 
°т углов поворота.

2  N ,- 2 N ,

и мы имеем

(22 .1)

(22.2)

(22.3)
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Рассмотрим с этой точки зрения результаты исследо­
вания влияния ошибок округления, полученные в § Id, 
Оценка (19.9) не является оценкой вида (22.3) и хуже 
ее примерно в п раз. Но как мы уже отмечали, эта 
опенка почти достигается для некоторых сильно связан­
ных последовательностей. Следовательно, для таких пос­
ледовательностей суммарное эквивалентное возмущение 
должно в значительной мере зависеть от углов поворота. 
С другой стороны, оценки (19.11), (19.12) для циклических 
последовательностей являются оценками вида (22.3) и 
поэтому исключительно эффективны.

Итак, при выполнении N  преобразований вращения 
существуют такие порядки преобразования координат, 
при кЛ оры х эквивалентное возмущение удовлетворяет 
соотношению (22.3). Конечно, остается открытым вопрос, 
обеспечивают ли такие последовательности решение соот­
ветствующих задач вычислительной алгебры. В дальней­
шем Ntbi дадим на него положительный ответ.

Исследование достижимости оценок ошибок для после­
довательности преобразований отражения осуществляется 
существенно проще. Снова рассмотрим гипотетический 
пример. Пусть матрицы отражения будут близки к диа­
гональным, элементы которых равны либо + 1 , либо — 1 . 
Предположим, что действие каждой матрицы отражения 
на координаты вектора равносильно лишь округлению 
координат. Если выполняется N  преобразований, то при 
тех же обозначениях, что были сделаны выше, мы будем 
иметь

zNl =  ±  г , (1 +  г \1)) . . .  (1 +  e5v).
где

'  . ! в И < ( 1 / 2 ) д - т
для всех I, / .  Отсюда вытекает, что

(22.4)

Следовательно, оценки (21.6), (21.7) по существу неулуч- 
шаемы.

Как мы уже 'отмечали, одно преобразование отраже­
ния решает такую  же задачу, как и п — 1 преобразова­
ний вращения. Поэтому, сравнивая оценки (22.3), (22.4), 
можно заключить, что преобразования вращ ения не могут
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гдрантнровать существенно большей точности, чем преоб­
разования отражения. Однако этот вывод справедлив 
лишь тогда, когда используется операция накопления 
скалярны х произведений. Если же все вычисления ведутся 
с  одинарной точностью, то влияние ошибок округления 
в типичных последовательностях преобразований вращ е­
ний будет в V n  или даже п раз по порядку меньше, 
чем в преобразованиях отражения, решающих ту же задачу.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Доказать, ото любая матрица отражения U может быть пред­
ставлена в виде

U ~ R D R ',  (22.5)

где R  есть произведение матриц вращения, а матрица D отличается 
от единичной лишь тем, что один из ее диагональных элементов ра­
вен — 1.

2. Пусть вектор v матрицы отражения U из (20.4) имеет I ненуле­
вых координат. Доказать, что матрица R  в разложении (22.5) состоит 
не меньше, чем из / — 1 матриц вращения.

3. Выполнить анализ ошибок преобразований отражения для 
случая, когда все вычисления ведутся с одинарной точностью без 
накопления скалярных произведений.

§ 23. Двухсторонние унитарные преобразования

В огромном многообразии численных методов линейной 
алгебры имеется значительное количество алгорифмов, 
связанных с последовательным преобразованием заданной 
матрицы путем умножения на унитарные матрицы вра­
щения или отражения. Если преобразования односторон­
ние, например, левые (правые), то каждый столбец (строка) 
матрицы преобразуется независимо и для исследования 
влияния ошибок округления таких процессов могут быть 
использованы результаты, полученные ранее для преобра­
зования векторов. Двухсторонние преобразования требуют 
более тщательного анализа.

П усть матрица А умножается слева на последователь­
ность матриц Qi, Q.,, . . . ,  Q, и справа на последователь­
ность матриц Йи Яг* Rp- Будем считать, что все 
матрицы унитарные и имеют один и тот же тип, т . е. 
являются матрицами вращения либо матрицами отра­
жения. Д ля нас сейчас безразлично, каким способом
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вычислены эти матрицы. Важно лишь, чтобы выполнялись 
полученные ранее оценки ошибок округления.

Не возникает никаких проблем с анализом ошибок, 
если сначала выполняются все преобразования с одно;! 
стороны, а затем все преобразования с другой стороны. 
Действительно, пусть, например, первыми осуществляются 
преобразования слева. В качестве промежуточного резуль­
тата мы получим матрицу

при этом согласно уже проведенным исследованиям

5  =  . .& ( Л  +  Т), (23.1) 
где Ц Т Ч г ^ а р  m  " < 4 Величина а  зависит от выбранной 
последовательности преобразований Q,, . . . ,  Qs, но не за­
висит от элементов матрицы А . Далее находим матрицу 
С =  П ( В ^  . . .  #р); при этом аналогично (23.1)

6  =  (В +  Г ) ^  . . .  Rp, (23.2) 

где [Г [£ ^ р р  ' +1 "В1д. Снова величина Р зависит от вы­
бранной последовательности преобразований Ru  . . . ,  R,,, 
но не зависит от элементов матрицы В. Согласно пред- 
полрженню все преобразования асимптотически близки 
к унитарным. Теперь, принимая во внимание инвариант­
ность евклидовой нормы к унитарным преобразованиям, 
заключаем из (23.1), (23.2), что

. . .  $ iM  +  N )ft»  . . .  R pt
где J N 1е («  +  Р) Р м  5А !в. Т акая же оценка имеет место 
и в том случае, когда сначала выполняются правые пре­
образования, а затем левые.

Однако большинство вычислительных алгорифмов 
с двухсторонними преобразованиями устроено иначё. 
Именно, преобразования с одной стороны обычно не вы­
полняются подряд, а перед каждым или некоторыми из 
них выполняется одно или несколько преобразований 
с другой стороны.

При выводе оценок для норм эквивалентных возму­
щений, возникающих при выполнении последовательности 
односторонних преобразований вращ ения, были учтены 
весьма тонкие соотношения между результатами проме-
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жггочных вычислений. Па первый взгляд кажется, что 
выполнение между двумя преобразованиями вращения 
каких-либо преобразований с другой стороны может н а­
рушить эти соотношения. Но заметим, что в действитель­
ности, например, при левых преобразованиях в качестве 
промежуточных результатов появились лишь суммы квад­
ратов модулей элементов строк матрицы. Поэтому, если 
между двумя левыми преобразованиями вращения вклю ­
чить любое правое унитарное преобразование или даж е 
любую последовательность правых унитарных преобразо­
ваний, то при этом все названные суммы останутся без 
изменения.

Спедовательно, изменение очередности выполнения 
двухсторонних преобразований вращения справа и слева 
меняет общую мажорантную оценку евклидовой нормы 
эквивалентного возмущения лишь в членах второго по­
рядка малости.

Аналогичные рассуждения показывают, что такой же 
вывод справедлив и в отношении изменения очередности 
выполнения двухсторонних преобразований отражения.

Напомним, что общий эффект от влияния ошибок 
округлений мы оценивали величиной нормы эквивалент­
ного возмущения при преобразованиях с неточно вычис­
ленными матрицами вращения или отражения. При этом 
отклонение вычисленных матриц от унитарных практиче­
ски не играло существенной роли. С такой ситуацией 
мы будем встречаться почти всегда, изучая численные 
методы решения систем линейных алгебраических урав­
нений.

При исследовании подобных преобразований величина 
отклонения матриц преобразования от унитарных стано­
вится важной. Пусть над матрицей А совершается после­
довательность подобных преобразований с унитарными
матрицами Q,..........Q,. Так как для унитарных матриц
обратная совпадает с сопряженной, то это означает, что 
находится некоторая матрица

В - Q T . . . Q M Q x . . . Q , .
Реально полученные матрицы QlP . . . ,  уже не будут 
унитарными. Поэтому, строго говоря, мы должны были бы 
вычислять матрицу
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Но Q ,'..........нельзя определить точно ни в случае
матриц вращ ения, нн в случае матриц отражения. Это 
обстоятельство и заставляет нас ограничиться вычисле­
нием матрицы

fl =  f l ( &  . . .  . . .  Qs).

Во всех рассмотренных преобразованиях

f l ( &  . . .  3M Q , . . .  QS) ^ Q !  . . .  Qf (A +  M)(J, . . .  Qs

для некоторого эквивалентного возмущения М. Теперь 
покажем, что

Q ? . . .  <?МЛ +  М )Q i-- Q s - Q s l . . .  Qr* (Л +  А )& . . .Q , (23.3) 

и дадим оценку нормы Д.
Умножим обе части равенства (23.3) справа на мат­

рицу Qs1 . . .  Q ,1. Это дает соотношение -

Qr* =  ( Q ? . . .Q f - Q 7 ‘ . . .  Qr 0  A + Q * . . .  & M . (23.4)

Так как матрицы преобразования близки к унитарным, то 

вД 1в ^ | (Qf . . .  Q ? - ОГ • • • Q .0 А fl* + 1М fc.' 

Поэтому оценка нормы Д сводится, по существу, к оценке 
нормы первого слагаемого из (23.4).

Некоторую сложность представляет лишь исследова­
ние преобразований вращ ения. Пусть Т  — вычисленная 
матрица вращения второго порядка, а с — вектор; тогда

Г-»с =  Г*(с +  (Г* 1f l — E)c) .

Принимая во внимание (18.15), (18.17), заключаем, что
|

Следовательно, если обозначить

Т  1c =  f *  (с +  е), (23.5)
то будем иметь

(23-6)

П редпаю ж им теперь, что Qt ..........Qs есть вычислен­
ная последовательность матриц вращ ения, индексы кото-
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рых меняются, например, в циклическом порядке. Р! 
смотрим более вннмательн9 выражение Q,'1 . . .  Qi 
Согласно (23.5) последовательное умножение матрицы А 
слева на м атр и ц у  можно трактовать как
умножение на матрицы QJ, . . . ,  Q? с внесением некоторых 
ошибок. Но эти ошибки с точностью до числовых коэф­
фициентов образуются по тому же закону, что и ошибки 
округления при умножении на последовательность 
Q i, . . . .  Q?. Поэтому, воспользовавшись анализом ошибок, 
выполненным в § 19, находим, что

Q , ' . . . Q 1M = Q ? .. .Q f ( ^  +  V), 

где согласно (19.12) с заменой (18.21) на (23.6) имеем 

|  V [в ^  (2л — 3) р  |  Л Цс.

Но это означает, что также

! ( & . . . & - & ■  . . . & ‘) А 1 е ^ ? ( 2 п - 3 ) р - ' + Ч А 1 Е. (23.7)

Аналогично получаются оценки для других последова­
тельностей матриц вращения.

Исследование преобразований отражения осуществ­
ляется по тон же схеме. Если {/ — вычисленная матрица 
отражения, а г  — вектор, то 0  хг  =  0 *  (г  +  ( О ^ О 1 — Е) г). 
Принимая во внимание (20.9), заключаем, что

\ 0 *  'О * - Е ] я ^ 4 р  '+».

Следовательно, если 0 л г  =  0 *  (г 4- ц), то |  ц <  4р  <41 г  ||Е. 
Если выполняется п — 1 преобразований отражения, то 
аналогичные рассуждения показывают, что

| Or -  Vn' - , . . .  & г ‘)  А Ь  ̂  4 (п - 1) р  “  I \А  |в .
Теперь уже нетрудно получить полную оценку для 

нормы Д из (23.3), принимая во внимание соответствую­
щие оценки для нормы М. Если в качестве матриц по­
добного преобразования берется последовательность матриц 
вращения, индексы которых меняются в циклическом 
порядке при т — п — 1 , то

|Д |в З ; * ± |± 5 ( 2 л - 3 ) р  м \А \р .  (23.8)



■Если последовательность матриц вращения можно раз­
бить на k групп, внутри которых матрицы вращения 
не имеют общих индексов, то

(23.9)

И, наконец, если в качестве матриц подобного преобра­
зования берется последовательность из л —1 матриц отра­
ж ения, то в этом случае

I д  ] Z  (я _  1) Р м  I а  I*. (23.10)

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Пусть R  есть точное произведение реально вычисленных 

матриц вращения, соответствующих циклической последовательности. 
Используя соотношение (23.7), доказать, что

S R&• -  Е  |!» 2  (5/2 У  2) (я +  т - 2 ) р - '+‘. (23.11)
2. Доказать, что в условиях упражнения 1 существует ортого­

нальная матрица R такая, что
l|R - R  :jj ■ (5/4 I 2) (п +  т - 2 )  р-<+К (23.12)

Сравнить этот результат с (19.18), (21.9).
3. Получить оценку, аналогичную (23.12), для последовательности 

матриц отражения. Сравнить результат с (21.9).

§ 24. Неуннтарные преобразования

Евклидова и 2-норма инвариантны к унитарным пре­
образованиям, поэтому не может происходить существен­
ного увеличения в целом элементов преобразуемых век­
торов и матриц. Это очень важно, так как на каждом 
шаге ошибки округления в основном пропорциональны 
величинам элементов. Неунитарные преобразования не обла­
дают естественной устойчивостью, однако иногда вычис­
ления можно организовать так , что в некоторой ограни­
ченной форме устойчивость все же будет иметь место.

Рассмотрим простейшие неунитарные матрицы. Пусть л 
и ft — векторы размерности п. По аналогии с матрицей 
отражения можно построить матрицы вида

V =  E  +  ab*. (24.1)
Если s — преобразуемый вектор, то теперь Vs =  s - f  (s, b)a.  
Среди матриц (24.1) наиболее часто используются те, 
в которых либо вектор а, либо вектор b является коор­
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динатным. Второй из векторов обычно определяется усло­
виями задачи.

pt Предположим, что в качестве вектора b взят г-й коор­
динатный вектор ег. Одна из важнейших вычислительных 
задач требует найти по заданному вектору s такой век­
тор а, чтобы первые г координат вектора s +  (s, ег) а  
совпадали с соответствующими координатами вектора s, 
а остальные равнялись нулю. Обозначим через s lt . . . ,  s„ 
и а и а„ координаты векторов s и  а. Ясно, что 
(s, er) = s r. Следовательно, искомый вектор а существует 
лишь в том случае, если s, Ф  0. Но тогда очевидно, что

- И 0 ' Р ^ ' -  (24.2)
'  1 ^ V s' .  » > ' •

Матрицы (24.1), в которых в качестве вектора b взят 
вектор ег, а первые г координат вектора а  нулевые, на­
зываются матрицами типа Nr. Они весьма часто исполь­
зуются в вычислительной практике. Эти матрицы отли­
чаются от единичных лишь поддиагональными элементами 
в г-м столбце, т. е.

о  -

Nr - (24.3)

Легко находится и произведение матриц N ? N ? . . .
По существу, для его определения не нужно производить 
никаких вычислений, так как ненулевые элементы рас­
положены лишь в первых г  столбцах и они совпадают 
с элементами матриц Arf 1, N ? ..........Л Л  Именно,

i  | 0  
--------„„ - п „  ■■■ , .(2 4 .4 )
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Конечно, по такому же принципу строится и произведе­
ние матриц NtNi . . .  Nr.

П усть задан вектор г размерности п и находится по­
следовательность векторов г ......... .. гг, г <  л , с помощью
умножения на матрицы N u ЛЛ>, Nr, т. е.

zk =  Nkzk. u г 0 = г, fe =  l ,  2, г. (24.5)

В реальных вычислениях вместо матриц N j.........Добудем
иметь матрицы N u Nr. Кроме этого, будут возникать 
ошибки и при выполнении операций (24.5). Поэтому 
в действительности мы получим векторы гъ . . . ,  гг,' где 

гк -  fl ( A W .)  =  +  ц*-х. (24-6)

Здесь (л* _j — вектор ошибок, возникающий из-за неточного 
вычисления произведений Л1кгк-х. Принимая во внимание
(8.4), (8.5), можно записать, что

zr =  NrN r. j  . . .  N t(z +  \i),

=  N i 'H 0 +  N l 'N i ' \ x , + . . .  +  N i 'N i '  . . .  N T '\ir- \ .

Первые k строк матрицы Nk, 1 г, представляют
собой строки единичной матрицы. Следовательно, пер­
вые k элементов векторов г* .j и г* совпадают. Но тогда 
первые к элементов вектора ошибок ц*-1 являются нуле­
выми. Согласно (24.4) для любого k  в произведении 
jVT* . . .  N/,' лишь первые к столбцов отличны от столбцов 
единичной матрицы. Поэтому для любого к

N i'N i1 . . .  Д7*'цл i.=  M*л, 
откуда вытекает, что

Ц = | > 1 .  (24-7)

Таким образом, при выполнении последовательности 
преобразований с матрицами iV,, . . . ,  эквивалентное 
возмущение ц связано с ошибками ц*_1( возникающими 
на отдельных шагах, простым соотношением (24.7).

Вычисление матриц Nr по формулам (24.2) возможно 
лишь при условии s , # 0 .  Однако иногда оно может 
не выполняться. Существует значительное число алгориф*
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мов, в которых для его обеспечения используются пере­
становки элементов. Обычно это означает, что в формуле
(24.6) вместо матрицы Nk стоит произведение NkPkk-, 
где Ркк-, k '^ s k  есть матрица перестановок столбцов с но­
мерами к и к'. В этом случае для эквивалентного воз­
мущения р будем Йметь

р =  Яп'Яг'Ш. +  Ри-й ? Р « Я ? Ъ .  +  • • .

• Pu'Ni'Pn'ft'i Ргг'Лг'Иг—,•

Рассмотрим более подробно произведение Pu-ft? ... 
...Ркк-Nk1. Докажем, что его последние n — k столбцов 
совпадают с последними n — k столбцами произведения 
Рч-Рц' ■ • • Ркк'. Д ля к =  1 это утверждение очевидно, так  
как умножение матрицы Яп < справа на меняет только 
ее первый столбец. Пусть оно верно для к — 1. Д опол­
нительное умножение справа на Ркк■ эквивалентно пере­
становке столбцов с номерами к и к'. В силу условия 
к ' ^ к  последние п — к + l  столбцов полученного произ­
ведения будут совпадать с последними п — к + l  столб­
цами произведения Р ц-Р # . •• Ркк-. Еще одно умножение 
справа на Nkl меняет в этом произведении лишь столбец 
с номером к.

И так, утверждение доказано. По-прежнему первые к 
элементов вектора ошибок р* _ , являются нулевыми. Сле­
довательно, для любого к 2* 1

Р ,,'й ? ...  Pkk-Ni‘\i*-i =  Pii-'... PkkVk-i.
Окончательно заключаем, что теперь

Ц =  S  (24.8)
*»!

Сравнение формул (24.7), (24.8) с (8.5) показывает, 
что эквивалентное возмущение в рассмотренных преобра­
зованиях с матрицами вида Nr не зависит явно от этих 
матриц. Поэтому опасность неустойчивости может возник­
нуть лишь в том случае, если велики сами векторы ошн- 

° к Ц *-|. Мы уже отмечали, что ошибки, сделанные на 
^Д ельных шагах, в целом пропорциональны величинам 

«ординат векторов. Поэтому и важно, чтобы эти коор­
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динаты были по возможности меньше. Такую задачч 
выполняет подходящий выбор матриц перестановок. 
Детальный анализ векторов р*_ , мы проведем несколько 
позднее, когда будут описаны вычислительные процессы, 
приводящие к преобразованиям с матрицами типа Л',.

Рассмотрим еще один вид неунитарных преобразова­
ний. Пусть -теперь координатный вектор ёг взят » каче­
стве вектора а матрицы (24.J). В этом случае матрица
(24.1) будет отличаться от единичной лишь одной г-й 
строкой. Наиболее важные в практическом отношении 

.матрицы этого типа имеют вид

Предположим, что снова задан вектор г размерности
п и находится последовательность векторов гх........  гп
г С п ,  с помощью умножения на матрицы М г, М а, .. 
. . . .  Мг, т. е.

гк =  М кгЬ \, ?1 =  г, к —2 , 3 г. (24.10) 
Обратим внимание на существенные отличия этого 

процесса от процесса (24.5). Если в (24.5) вектор г* 
имеет к первых координат, совпадающих с соответству­
ющими координатами вектора гк. х, то в (24.10) вектор 
г* отличается от г*м  всего лишь одной &-й координа­
той. Эта координата представляет собой сумму попарных 
произведений некоторых чисел, поэтому для ее вычисле­
ния удобно применять режим накопления.

Если матрицы М , определяются с помощью некото­
рых вычислений, то реальный вычислительный процесс 
будет описываться соотношениями

гк — П, (Л)*г* - 1) — Л1*г* - ,  +  v*.

Однако у. вектора v*_j при любых к будет отлична от 
нуля лишь одна к-я координата. Конечно, снова

гк =  Л1,Л},. i . . .  Л1а (г +  v),
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Р  V =  л у V , - Ь M i'S i; 'V i- f  . . .  +  M i'M V . . . А Ь 'Ч _ , .

1 Произведение M i1 . . .M i, '  простым способом связано со 
своими сомножителями. Легко проверить, что аналогично
(24.4) будем иметь ^

M i 'M i1 . . .  M i ' ■■ '

По такому же принципу строится и произведение 
МгМ ,. . .М к. ПрннПмая во внимание вид векторов v* х, 
получаем, что для любого k

M i'M i' . . .M k'vk-i =  Vk-i,
поэтому

(24.11)

Несмотря на то, Что формула (24.11) внешне похожа 
на (24.7), она должна представлять больший интерес, так 
как строение векторов v*_, значительно проще, чем ц * - |.  
Это дает основание надеяться, что в вычислительных 
алгорифмах, использующих преобразования с матрицами 
типа Мг, можно достичь высокой точности.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1 Доказать, что

2. Доказать, что

;  ( , + т й й ж )  1^ E+ abt\ < l + ia1E w e.

£+в& *НаЙТИ собственные 3|1ачсния я собственные векторы матрицы

4. Доказать, что для матриц вида (24.3) выполняются соотношения: 
WiiV, . . .  Nk - N l +  Nt + ...  +  Nk - ( k - l ) E ,
Ni'Ni1 ... +  (24Л2)

оаг, 5' Б УДУТ *™ выполняться соотношения (21.12), если в левы* 
“Зять сомножители в другом порядке? .
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6....Пусть /(, /*, !г — какая-либо перестановка из чисел 1,
2.........г, отличающаяся от нормальной. Рассмотрим вместо преоб­
разований (24.5) преобразования

zksmNikzk-v гощ=г> 2> •••• т-
Доказать, что в случаг произвольного вектора г формула (24.7) уже 
не имеет места. f

7. Рассмотреть аналоги упражнений 4 —6 в отношении матриц 
вида (24.9).

§. 25. Ортогонализация

Процесс ортозоналиэации системы векторов является 
составной частью многих численных методов, поэтому мы 
более подробно остановимся на исследовании возникаю­
щих в нем ошибок.

Пусть задана линейно независимая система векторов 
at, аг..........ап. Будем строить такую систему ортонорми-

Гванных векторов 6,, Ьг, . . . .  Ь„, что для всех fe =  l,
. . . ,  п векторы bt, Ь2, Ьь являются базисом под­

пространства Рк, натянутого на a lt аг, . . . .  ак. Так как 
векторы Ьк нормированы, то их можно представить в виде

Ьк =» V/,, (25.1)

где 0|,  v2. . . . .  i'* — ортогональный, но не обязательно 
нормированный базис Рк. Д ля Л =  1 'положим и
будем искать как линейную комбинацию векторов 
я*+1, ..........Ьк, т. е.

р*+1 =  0*4-1+ У! cfii. (25.2)

Условие ортогональности вектора y*+i к ортогональным
векторам Vx..........vk или, что то же самое, векторам
Ьи . . . ,  bk дает

с, =  — (а*+1, bt), (25.3)

поэтому окончательно находим

o»+ i“ fl*+i— 2  (fl*+i« bi)bi- <25 4*

Ошибки округления, возникающие при числ е н но й реа­
лизации процесса ортогонализации, изменяют свойства
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чполучаемой системы векторов 6,, Ьп. Именно, эта 
система в точном смысле уже не будет эквивалентна 
системе а{, . . . .  а„ и не будет ортонормированной.

Оценим сначала степень неэквивалентности вычислен­
ной системы bi.......... Ь„ исходной системе векторов
Согласно общей идее обратного анализа постараемся пока
зать, что система 5 ,..........Ьк будет для всех k эквива
лентна возмущенной системе Oi +  e„  и опре
делим величины норм эквивалентных возмущений е1 (. . . ,  е*

Введем некоторые обозначения. Подпространства, натя-
нутые на векторы Ь ,..........Ьк, будем обозначать через Р к,
координаты векторов ait Ьк и других соответственно через 
Oji, Ь/„ и т. д.

Рассмотрим процесс вычисления вектора Ъх. Каким бы 
способом ни вычислялась длина вектора Pj и какую  бы 
ошибку она ни содержала, вектор Ьх будет коллинеарен 
вектору а ,, если только деление координат вектора и, 
на его вычисленную длину fl (5w i|f ) осуществляется точно. 
Следовательно, вся неэквивалентность в данном случае 
возникает лишь при этом делении. Имеем для всех /

1 ,1 = !  1 (■т п т Ь т т ) s  т п г а г (1 +  м .
где ру, удовлетворяет обычным соотношениям в зависи­
мости от полученного результата вычислений. Отсюда 
уже нетрудно установить, что вектор 5, коллинеарен век­
тору а , +  е„ где

| ® i J i t 2 Р  ' + , М с  +  '*,/’ П  (J w iI ie ) © .

Предположим теперь, что вычислены векторы ft, Ьк
и получены оценки йорм для ..............  при некотором

п?" 1; о Л >;СТ̂ г-Вект°Р b* + 1 вычисляется согласно форму- 
koSa* (25-4)- Каким бы способом ни вычислялись 
коэффициенты с, из^ (25.3) и какие бы ошибки они ни 
содержали, вектор u*f , будет принадлежать сумме под­
пространства р к „ подпространства, натянутого на а* + 1, 
точно ЛИп Ь сУммиР°м н и е  в Формуле (25.2) реализуется 
этом ‘ * „ Т0Му Дополнительная неэквивалентность на 
вычнетриио может возникнуть только за счет неточного 

“ числения суммы в правой части (25.2).
в в. В. Воеводин
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Будем определять координаты вектора + исполь­
зуя операцию вычисления скалярного произведения в ре­
жиме накопления. Тогда для всех /'
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где v/ t*+i снова удовлетворяет обычным соотношениям. 
Эту формулу можно записать в таком виде:

2  с (I +  v/.*+i).

ряет обычным соот 
1ть в таком виде: 

к

Здесь | р ' . » м | < ю, если V/,* M =  —  1 и 
S i  (1/2) |0/,*+11 р ~ '+1, если v/.k+t Ф  — 1. Нормировка вектора 
t>*+, вносит дополнительное возмущение в координаты
о, *+,, которое оценивается так же, как при вычислении 
вектора ft,. Окончательно получаем, что вектор ft*+1 при­
надлежит сумме подпространства Рк и подпространства, 
натянутого на вектор е* + ,. При этом

' + i i* * * iU + « : /2< i + n ( j D » M |))© .

где | ^ и |е  есть точное значение, евклидовой нормы век­
тора г* + ь  П (Цу*+i(lc) — вычисленное в процессе норми­
ровки.

Если вычисления выполняются точно, то евклидова 
норма вектора t>*+, не превосходит евклидовой нормы 
вектора о* +, для всех к, так как нз (25.1), (25.4) выте­
кает, что

(?*+1. е* + 1) =  (а* + 1, а„¥1) -  2  (о* + к  М*. Р 5-5)

Поэтому, не ограничивая существенно общности, можно 
считать, что для всех * |б » +| | й ^ | а /ц . | | е. В практиче- 
скнх задачах мы будем иметь дело лиш ь с такими век­
торами я , ......... а„, для которых при всех к выполняются
соотношения ..

|в * + | |в > » |/3. (2 *

1 Учитывая условие (4.7) и полученные выше оценки, 
можно сделать следующий вывод.

Если при реализации суммирования в правой части
(25.2) используется операция вычисления скалярного произ­
ведения в режиме накопления, то реально вычисленные
векторы ft,......... Ь„ обладают тем свойством, что для всех
к ^  I векторы ft,......... ft* принадлежат подпространству,
натянутому на векторы а, +  г , ..........о* +  е*; при этом

К Ь ^ Г ' + Ч * ! *  (25.7)
Если внимательно посмотреть на полученный резуль­

тат, то он должен показаться удивительным. В самом 
деле, для реализации процесса ортогонализацни п векто­
ров размерности п надо выполнить порядка 2п3 арифме­
тических операций. Однако правые части неравенств (25.7) 
совсем не зависят от п. Более того, они только в два 
раза превышают нормы эквивалентных возмущений, кото­
ры е возникают лиш ь при округлении мантисс координат 
векторов о* до I знаков. С такими замечательными резуль­
татами мы будем встречаться не часто.

Заметим, что наш вывод относится лишь к тому,
. насколько вычисленная система векторов Ьх......... Ь„ неэк­

вивалентна исходной системе я , ......... я„. Мы еще не гово­
рили о степени близости системы ft,..........ft, к ортонор-
мированной.

Посмотрим, как сказываются ошибки в вычисленных 
векторах ft,, . . . ,  ft* на ортогональность вектора t>*+, 
к этим векторам. Предположим, что

i J M j f t i - i < b < T ,  (25.8)

где т -д о с т а т о ч н о  малое число. С помощью несложных 
вычислений получаем

(ft/, bj) =  6t/ - f  x„.
Здесь в у —символ Кронекера и все х„ суть величины 
порядка т. Пусть по векторам я* м , ft„ . . . f t *  вектор v„.. 
вычисляется без ошибок. В силу (25.5), (25.8) имеем

0*+ l ) - ^ ( a * tX, ft|)*y + 0  (Т).
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Отсюда для / « s *  следует, что 

(р*+1. Ъ,)

(»*+i. Ок+д'" k («>*+„ vk+l)m

%  (a*+i. b,)x„

=  ~  1---------— ------- *----------------П77 + 0  (t*).
u a*+i. e*+i)— 2  (a*+«- b‘) j

Введем в рассмотрение угол {a*+i, Рк\ между векто­
ром а * м  и подпространством Рк согласно [ 1J. Несложные 
вычисления показывают, что

2  (**+1. м*
ctg« {а„ />*}---------------^ — 5----------------- . (25.9)

(e*+1. e * + i) -  ^ ( a * +i. bi)*

Если среди чисел ctg* {а* +1. Я*}, к ^  \ есть большие по 
модулю, то большими по модулю будут и некоторые из 
отношений

__________ (а»4i. Ь,)__________ (25.10)

Следовательно, даж е при точном выполнении всех ариф­
метических операций на (* + 1 )-м  шаге процесса вели­
чины ошибок Tt + j,/ могут, стать значительными по срав­
нению с ошибками т ij, полученными на предыдущих шагах.

Если мы проследим распространен ие ошибок’ на нескол ько 
последующих шагов, то положение окажется еще более 
серьезным, так как первоначальные ошибки будут умно­
жаться на произведение отношений вида (25.10). Это 
означает, что для того, чтобы в значительной мере нару­
шилась ортогональность системы векторов bt.........Ьп, с°й'
сем не обязательно, чтобы какое-либо из отношений (25.10) 
было большим. Достаточно, чтобы большим было произ­
ведение таких отношений из различных шагов.

-

I
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Рассмотренная нами схема метода ортогонализации 
является наиболее распространенной на практике. Как 
показали наши исследования, она обеспечивает очень высо­
кую степень устойчивости в смысле малости эквивалент­
ных возмущений и очень неустойчива в смысле сохранения 
ортогональности системы получаемых векторов Ьи . . . .  Ь„.

Д ля устранения отмеченной неустойчивости будем 
несколько иначе определять вектор Условие его
ортогональности к вычисленным векторам Ьи . . . ,  bk дает 
для определения коэффициентов с, линейной комбинации
(25.2) следующую систему линейных алгебраических урав­
нений:

Ci (bt , bi) +  ct (b $ i )  -+ - ... +  с* (bk, bi) =  —  (a * n , bj),

Ci(bi, bk) -\-ct (Ьг, bt) 4*. .. +  c* (bk, Ь2) =  — (ак+1,Ъг), (2 5 . l i )

C i (bt, ЬЛ) +  c2 ( \ ,  bt ) +  . . .+ C k  (bk, bk) -  -  (a * u , bk). 
Положим vk+i=  l im a j^ , ,  где

+ i ’ -  £  W + I0* B<) ъ-  ° J ° i . = fl*+ .  • <25- ,2 >

Обозначим через В матрицу системы (25.11), а через 
и)'*’ — вектор

=  &i)> (у*Vi. Ьг) ..........(о*+ь Ьк)У.
Из рекуррентного соотношения (25.12) получаем, что век­
торы и>и ’ и связаны между собой равенством —
— (Е — В) w(t I\  откуда вытекает, что

Если векторы . . . ,  5* близки к ортонормирован- 
ным, Tojj£  — В | е < 1  и последовательность векторов wis) 
сходится к нулю. Следовательно, последовательность век­
т о р о в - ^ ,  сходится к такому вектору у*+ который орто­
гонален векторам 5,, Ьк. По построению этот вектор 
является вектором вида (25.2).

Таким образом, при точной реализации итерационного 
роцесса (25.12) ошибки от неортогональности системы
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векторов Ьи . . . ,  Ьк не оказывают влияние на ортогональ­
ность к этим векторам всех последующих векторов.

При реальных вычислениях правые части соотношений
(25.12) не могут быть определены точно, поэтому в дей­
ствительности найденный вектор i>* + i все же не будет 
ортогонален векторам . . . ,  Ьк. Будем считать, что век­
торы Ьх, . . . ,  Ьк не слишком сильно отличаются от орто- 
нормированных и выполняется услорие (25.6). В этом 
случае для всех s

(25.13)

Предположим далее, что при вычислении скалярны х произ­
ведений используется режим накопления. Д ля всех /  будем 
иметь

Ф + |  -  2 К - и ’. w o + ' f o ^ u + t f - " ; .

(25.14)

Здесь С/, -П  удовлетворяют обычным для ошибок
соотношениям. Из (25.14) вытекает, что для 1==S/^A

(£>*!{. 1, bi) == ^0*4-1'1 — (̂ i*+1**» bj) bi, i>,\ —

- Ф Т * \  +  bt). (25.15)

При этом координаты » /!7+ \ вектора ui’+ i"  связаны с вели­
ч и н а м и  в (25.14) такими соотношениями:

*»/!*+1 ■—1 vУ. *+1 — S (w*+il>* £/* l)#
V t -1  /

Обозначим

6,). (ei’Vb bt) .........W U  Ък))'.
Из (25.15) следует равенство

до( , ) « = ( £  — 5 ) +  о (* 

где координаты o}s_ l), 1 вектора о * '-1’ таковы:

о Г 0 — ( tf + iu .
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Принимая во внимание (25.6), (25.13), находим, что 
| о ('  ' +1[а*+, | г .

Окончательно имеем

< \ Е - В $ № » Ь + р - ,+ '\а > > 1 Ь Ё \Е - в 1 * £

Полученное неравенство означает, что, начнная с неко­
торого s, вычисленный вектор t'*+i будет почти ортого­
нален векторам Ьх..........Ьк. Именно, евклидова норма его

■f ';' проекции на подпространство Рк асимптотически не будет 
4  превосходить p - '+1 jakt, , fl£. Снова мы получили замеча- 
•" тельный результат в отношении точности метода ортого- 
■к нализации. Ведь только округление мантисс координат ^  
, вектора о*+, до I знаков изменяет евклидову норму его 

проекции на подпространство Рк на величину порядка 
’ (1 /2 )р  ,+1|а * +1||е. Итерационный процесс (25.12) дает 
. ошибку лишь вдвое больше.

Отметим, что при практической реализации метода 
Р  ортогонализации почти всегда можно брать s =  2. При 

этом оценки эквивалентных возмущений по сравнению
* с (25.7) увеличиваются не более чем вдвое.

Рассмотренный процесс исправления неортогонально- 
сти вычисляемых векторов bu bt , . . . ,  bn называется пере- 
ортогоналчзацией. Возможны и другие способы исправ­
ления неортогональности. Пусть, например, процесс орто­
гонализации проводится при s =  1, т. е. без переортого- 
нализации. К полученной системе векторов снова приме­
няется процесс ортогонализации при s = l .  И так далее 
до тех пор, пока система векторов не станет ортогональ­
ной с нужной точностью. Этот процесс называется пов­
торной ортогона .газацией. По эффективности он уступает 
Процессу переортогонализацни. Уже при первом выполне­
нии процесса ортогонализации вычисляемые векторы 
могут стать столь неортогональными, что проводить про­
цесс ортогонализации до конца оказывается бессмысленно.
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У П Р А Ж Н Е Н И Я

1 Что меняется в процессе ортогонализации, если исходная си­
стема векторов линейно зависима?

2. Доказать, что существует такое унитарное преобразование за 
данной системы векторов о„  о ,.........ап\ при котором преобразован­
ные векторы, расположенные по строкам, образуют левую треуголь­
ную матрицу.

3. Доказать, что величины (25.3), (25.9) не меняются при уни­
тарном преобразовании системы векторов а ,, аг, . . . .  а„.

4. Пусть векторы о ,, в , .........ап являются строками левой тре­
угольной матрицы. Что представляет собой процесс ортогонализации 
для этих векторов?

5. В условиях упражнения 4 вычислить величины (25.3), (25.9).
6. В условиях упражнения 4 проследить возникновение неорто- 

гональности вычисленных векторов b,, ft,.........Ь„.
7. В условиях упражнения 4 проследить выполнение процесса 

переортогонализации.
8. В условиях упражнения 4 проследить выполнение процесса 

повторной ортогонализации.
9. Предположим, что система векторов о,, а , .........а„ преобра-

. зуется в эквивалентную систему Ьх, Ь,.........Ьп согласно (25.1), (25.2).
Доказать, что на классе таких преобразований процесс ортогонали- 
зации имеет наименьшее эквивалентное возмущение.



Г Л А В А  IV

ПРЯМОЕ РАЗЛОЖ ЕНИЕ МАТРИЦЫ НА МНОЖИТЕЛИ

Разложение произвольной матрицы на множители по­
зволяет во многих случаях свести решение исходной 
алгебраической задачи к последовательному решению не­
скольких аналогичных задач, но с более простыми матри­
цами. В этой главе мы будем изучать прямые методы 
разложения матриц, т. е. такие методы, которые реали­
зуются за конечное число арифметических операций.

§ 26. Матрицы специального вида

Разложение матриц, как правило, основано на после­
довательном их преобразовании к матрицам, имеющим 
значительное чисто нулевых элементов. Такие матрицы 
обладают целым рядом специфических свойств. Мы опи­
шем сейчас некоторые из этих матриц.

Треугольные матрицы. Матрица А называется правой 
(левой) треугольной, если для ее элементов а/у выпол­
няются соотношения

аЧ — 0, / > / ( / > / ) .

Треугольные матрицы имеют много замечательных 
свойств, в силу которых они широко используются в по­
строении самых различных методов решения задач алгебры. 
Так, например, для квадратных матриц сумма и произ­
ведение одноименных треугольных матриц есть треуголь­
ная матрица того же наименования, определитель тре­
угольной матрицы равен произведению диагональных эле­
ментов, собственные значения треугольной матрицы совпа­
дают с ее диагональными элементами, треугольная матрица 
легко обращается и обратная к ней также будет тре­
угольной. ,
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что разложение
(27.1) существует. Используя формулу Бине — Коши, на-

V д М 2  ... ft-1 «Л
Z  ... «*_. «*I L 1 2 -  *ГI « * ,< ...<  а* <п

Так как С — правая треугольная матрица, то первые А 
ее столбцов содержат только один отличный от нуля ми­
нор fc-ro порядка, а именно главный минор. Следова­
тельно,

Ч ;  Г И И  I  : : : ! = !  ? М !
=  bubi t .. .  bk-1, kibmtfiiiCta ■•■Сщ,.

Положив в этой формуле m =  получим 

I '  2 ... *1: К

= ЬккСккА  j 1

= w > [ ;  ; z |
t: L . . - I

откуда вытекает первая группа соотношений (27.2). С дру­
гой стороны,
.11  2 . .. А — 1 m l ЬиЬхг...Ь кксиса . . . с ккЬтк 

Л [1  2 . . .  * - 1  k \  Ькк

Ькк °т* ~ ь к к л [ 1 2 ... *J*
что доказывает справедливость формулы для коэффици­
ентов Ьтк. Справедливость формулы для коэффициентов скт 
устанавливается аналогично.

Таким образом, если разложение (27.1) существует, 
то с точностью до определения диагональных элементов 
оно единственно и определяется формулами (27.2). Су­
ществование хотя бы одного разложения мы установим 
несколько позднее.



С л е д с т в и е .  Если матрица А эрмитова и ее глав­
ные миноры положительны, то существует разложение

А =  С*С.

' еде С — правая треугольная матрица.
.  Докажем, что в данном случае разлож ение (27.1) воз* 

.м ож н о  прн В —С*. Так как матрица! А имеет положи­
тельные главные миноры, то можно вз ять
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Си = 6ц = (А [{j)V’ е'*'...
2 . .. п - 1
2 ... л - 1

с km =  Ьь

. . . .  ^„ — произвольные вещестоенные числа. Но

1 3 Я  Ml 2 ::: ij "
Ясно, что матрица С определяется с точностью до умно­
жения слева на диагональную матрицу, все диагональ­
ные элементы которой по модулю "равн ы единице.

С л е д с т в и е .  Если для некоторого j (/) элементы 
матрицы А удовлетворяют условиям

Оц — 0, f = l ,  2 ..........р < /  ( / = 1 .  2 ............ г < Q,

то будут равны нулю и элементы мапгрицы С (В) с соот­
ветствующими номерами.

В самом деле, рассмотрим, напрнмеР. элементы мат­
рицы С. Согласно второй группе соотношений (27.2)

П 2 ... 1-1 л  
.  2 ... 1-1 /|

СЧ ~  С“ ' II 2 ... .1 -
АЬ  2 ... i j

Но в силу равенства нулю элементов /-го столбца мат­
рицы А заключаем, что

Ц  2 ” , - ‘ ^ = 0 .  i ^ P .



откуда и вытекает справедливость высказанного утвер­
ждения. Равенство нулю соответствующих элементов мат­
рицы В доказывается аналогично.

Во многих прикладных задачах приходиться иметь дело 
с «разреженными» матрицами, т. е. матрицами, имеющими 
много нулевых элементов. Установленное следствие позво­
ляет описать целый класс «разреженных» матриц, тре­
угольные сомножители которых сохраняют специфику 
«разреженности» исходной матрицы. Пусть матрица А 
удовлетворяет условию теоремы 27.1 и имеет вид
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(27.3)

где все ее ненулевые элементы находятся в заш трихован­
ной области. Граница этой области может быть произ­
вольной. Требуется лишь, чтобы любая вертикальная 
(горизонтальная) прямая линия имела с правой (левой) 
частью границы односвязное множество сбщих точек. Как 
вытекает из второго следствия теоремы 27.1, треугольные 
сомножители В и С будут иметь аналогичный вид. Именно

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ РАЗЛОЖЕНИЯ

. (27.4)

Все ненулевые элементы матриц В -и  С  находятся в за­
ш трихованных областях, границы которых такие-же, как
у матрицы А.

Рассмотренное свойство матриц (27.3) позволяет по­
лучить два важных следствия. П усть матрица А — лен­
точная и a v =  0, если / < « '  — /  или /' — д л я  некото­
рых целых неотрицательных чисел /, т. В этом случае

матрица В в разложении (27.1) будет левой ленточной, 
матрица С — правой ленточной. При этом 6V =  0, если 
/ < !  — /,  ctJ =  0, если /' — i т. Если матрица А правая 
(левая) почти треугольная, то в разложении (27.1) матрица 
В (С) будет левой (правой) двухдиагональной.

Т е о р е м а  27.2. Всякую невырожденную квадратную 
матрицу А порядка п можно представить в виде произ­
ведения унитарной матрицы U на правую треугольную 
матрицу С, т. е.

A = UC.
При этом

- М О Г

(27.5)

(27.6)

А* А I 2 ... А| 
.1 2 ... *|

где т 1..........п, k =  \, 2 .............п — 1, а <р,............фя —
произвольные вещественные числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть разложение (27.5) сущест­
вует; тогда матрица С должна удовлетворять уравнению

А*А = С*С. (27.7)
Матрица А*А эрмитова и ее главные миноры положи­
тельны, поэтому согласно первому следствию теоремы 27.1 
матрица С может быть определена из уравнения (27.7). 
Представим матрицу А в виде А =  (АС ')  С. Принимая 
во внимание (27.7), имеем 
(АС ') (АС ')* =  А С 1С -1,А * = А (С * С )1А* =

= А ( /4 М )-М *  = А А  М * "\4 *  -  Е. 
Следовательно, матрица А С '1 унитарная и возможность 
разложения (27.5) доказана.

Матрица C(U) определяется с точностью до умноже­
ния слева (справа) на диагональную матрицу, все эле­
менты которой по модулю равны единице. Формулы (27.G) 
получаются непосредственно из соответствующих формул 
теоремы 27.1 и ее следствия.
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У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Доказать, что любая невырожденная матрица приводится 
к матрице, удоглетьоряющей условиям теоремы 27.1, путем переста- 
кою к строк или столбцов.

2. Обозначим через А к, Вк, С* матрицы главных миноров порядка к 
для матриц А , В, С в разложении (27.1). Доказать, что для всех к 
справедливо равенство

3. Сформулировать условия, при которых матрица может быть 
разложена в произведение правой и левой треугольных матриц.

4. На какие другие треугольные множители можно разложить 
квадратную матрицу? Хаковы условия существования этих разло­
жений?

5. Доказать, что первые к векторов-столбцов матрицы U в раз­
ложении (27.5) для всех к представляют собой ортонормированный 
базис подпространства, натянутого на первые к векторов-столбцов 
матрицы А.

6. Доказать, что любую невырожденную матрицу можно пред- 
стаг.нть в виде произведения левой треугольной и унитарной матриц.

7. Какие еще возможны варианты разложения невырожденной 
матрицы в произведение двух матриц, из которых одна унитарная, 
а вторая треугольная?

8. Как связаны между собой определитель матрицы А и опре­
делители треугольных матриц в разложениях (27.1), (27.5)?

§ 28. Разложение на треугольные множители

Пусть матрица А удовлетворяет условиям теоремы 27.1. 
Так как в этом случае аи ф О , то по элементам первого 
столбца матрицы А можно построить матрицу N , вида
(24.3) такую , что в произведении A X=*NXA все поддиаго- 
нальиые элементы первого столбца будут нулевыми. При 
этом диагональный элемент останется без изменения и, 
следовательно, будет отличен от нуля.

Будем считать, что уже вычислены матрицы N x, Nt . . .  
. . . .  Nr вида (24.3) для некоторого r ^ s l  и построена 
последовательность матриц

A„ = NkAk-1, А0 =  А (28.1)

для Обозначим элементы матрицы Ак через о}*'
и предположим, что

о<*> =  0 для i > / ,  / < г ,

« л .  <2 8 -2 >

Эго предположение заведомо выполняется при г — 1.
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Покажем, что отличие от нуля главных миноров мат­
рицы А позволяет продолжить процесс (28.1). Из (28.1) 
находим

A = ( N i ' . . .N , ' ) A r. (28.3)

Применяя формулу Бине — Коши [1], получаем

Н !
1 Ч ? ‘ ? : : :  “ + . ] •

Матрица N i ' . . .  N ,' левая треугольная с диагональными 
элементами, равными единице. Поэтому среди миноров 
( г + 1 ) -го  порядка, расположенных в первых r - \ - 1 стро­
ках, лишь главный минор отличен от нуля и равен он 

 ̂ единице. Но тогда

? [ !  * , : . Я М

Левая часть этого соотношения отлична от нуля 
в силу условий на главные миноры матрицы А, элементы 
ej{\ . . . ,  а(/г> отличны от нуля в силу предположений
(28.2). Стедовательно, г + |# 0 .  Теперь мы можем по 
элементам (г 1)-го столбца матрицы Аг построить мат­
рицу Nr+l вида (24.3) и матрицу АГУХ =  Л^+,Л,. В этой 
матрице по сравнению с Аг не меняются элементы 
в первых г столбцах и первых г-\-\  строках. По пост­
роению матрицы Nrtl поддиагональные элементы в ( г +  1)-м 
столбце матрицы АгП будут нулевыми.

Таким образом, процесс (28.1) продолжен еще на один 
шаг и условия (28.2) выполняются при замене г на М -1 .  
Поэтому процесс (28.1) можно продолжить до г — п — 1. 
Согласно (28.3) получаем, что

A = (N il . . .N J - i )  А я.х.
Как следует из (24.4), матрица N i' левая тре­
угольная с единичными диагональными элементами. Мат­
рица А„-х— правая треугольная. Условия, наложенные 
на матрицу А, гарантируют отличие от нуля всех диаго­
нальных элементов матрицы А„ и  кроме, может быть, 

леднего.



Описанный процесс не только доказывает возможность 
разлож ения матрицы на треугольные множители, но и 
может быть использован для чнсленного нахождения этого 
разложения. Он получил название — метод Гаусса для 
треугольного разложения матрицы.

Конечно, из-за влияния ошибок округления все мат­
рицы будут определены неточно. Перемножение реально 
найденных треугольных матриц уже не даст исходную 
матрицу Л и в  действительности

+  м,
где М — эквивалентное возмущение. .

Процесс (28.1) в терминах преобразования столбцов 
был описан и исследован в § 24. Теперь вместо (24.6) 
имеем

Л  =  П ( / М *  =  +  ь

формула (24.7) означает, что

Л - 2 М м . (28.4)

Ясно, что для оценки элементов эквивалентного возму­
щения М необходимо оценить элементы матриц ошибок 
М*_,, возникающих при выполнении отдельных шагов.

Обозначим через /?<*>, й<*>, ц<*> элементы реально вы­
численных матриц Nk, Ak, М*. Элементы матрицы Л* 
естественным образом разбиваются на три различные 
группы согласно способам их получения. Именно,

Ia**-'), если i c £ ,  или j < k ,

( « Г  °  + ‘« « - “ (l +е<*-,0)(1

если I, j > k ,
О, если i > k ,  j= k .

Здесь принимают обычные значения для
ошибок выполнения арифметических операций. Соответ­
ственно этим группам будем получать и оценки для 
элементов матрицы М*л .
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Наиболее просто оцениваются ошибки для элементов 
первой группы. Так как эти элементы не изменяются, то 
мы можем считать, что

ц(*-|> =  0, (28.5)

если либо К ,  к, либо j < k .
Рассмотрим ошибки, возникающие при вычислении

• элементов второй группы. Имеем 
, а <*> =  (д ( * - и  +  (1 +  е**-'» )) (1 + т ( * -* > )  =

‘ . Предположим, что «**—»> — — t .  Это означает, что к эле­
менту d<*-" прибавляется нулевой элемент. Но тогда 

Я. ^ * - 0 = 0 .  Из равенства е ^ ~ |) =  — 1 следует неравенство 

| л\кйкЛГ 0 1<  “ ’ П0ЭТ0МУ
(28-6)

Если же е < * -* > # -1 .  но т < * -" ------ 1, то
а ,*, =  а (*-.» +  /!<*,а ( * - 1»(1 + Е (* - ,|) +  о<*-1), (28.7) 

где |o } * - '> j< c i).  Отсюда вытекает, что

Принимая во внимание (28.7), получаем

I ч ж г 111 ®  I * « ’ I+ 14 «  - "  I+ 1 ” 1 ? '"  !•
Следовательно, в данном случае

| й * - 1 ’ I *■ т  *■**“ ( I I+ 0 + » •

Н аконец, если e j * - » # — 1, 1, то

ц**-1» =  Ж«Л<*- »е<*- » +  а<*- ‘)т <*-■>,

что дает

IК *- 0  I < р М (Iй$  \ +  2 , йп ~ 1)I). <28-8)
Объединяя (28.6) — (28.8), заключаем, что

11*}?-“ I <  j  Р м  С d«*> | +  2 |) +  ю, (28.9) 
<*ли I, /> А г.
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Несмотря на то, что все элементы третьей группы 
равны нулю, ошибки здесь все же возникают. Это объ­
ясняется тем, что в общем случае соответствующие эле­
менты матрицы NkAb t не будут равны нулю из-за ошибок, 
возникших при вычислении элементов матрицы Nk. 
Поэтому

,,(*-«) =  _  (Я<*-1) +
Но

“ K’ =  n ( - s i N — « = П < | + * - *

следовательно,

Если 1, то это означает, что

1 (2 8 1 0 > 

В случае, когда =  — 1, мы имеем
|2<*-П |

< «

и тогда
<2 8 1 1 )

Из (28.10), (28.11) вытекает, что в любом случае .

|ИЙ""\^'2 Р м а<А-1> | “• (28-12)
если, конечно, 1 > к .

Полученные оценки ошибок позволяют оценить эле­
менты ц,7 эквивалентного возмущения М. Принимая во 
внимание соотношение (28.4) и оценки (28.5), (28.9),
(28.12), находим, что

0, 1- 1, 
р-м (t ат |+ 1,51 д<п; 4-. • • +1.51 |+
+  ° . 5 l a » _ I , D +  <*' -  * •  I ^  l ' f2 8 - 13) 

Р м ( i | + 1 *5 I a\i | + •  • • + 1 . W “ *1 +

+ 1 а<//“ 1 * D+ ^  " 1) “ + 1 йи ~ 1 * I ® • i < l •



Если обозначить
4 - ш а х | а # > |

/> *
и пренебречь членами с со, то из (28.13) следует, что

' 1 * 1 3
i -  ( 0 ,  1 - 1 ,

Щ  Р т  (а . +  1,5а, + : . . . + 1 ,5 а ,- ,+ 0 .5 а ,- , ) ,  (28.14) 
Щ I р ^ 1 (00+ 1 ,50 ! +  . . . +  1,5а; t +  aj-t), j < l .

Если же обозначить
а =  max I I,

U . * 1 '  1
то будем иметь

[О , 1 =  1,
| И</| <  1 , 5 ( 1 - 1 ) р - ^ а ,  / » * , .  (28.15) 

I (1 ,5 /— 1)р~*+1а , / < » .

I  Оценки (28.13) — (28.15) получены бел каких-либо 
"Щ предположений относительно величины главных миноров 

и матрицы А. Они еще раз подтвердили высказанное ранее 
мнение о том, что существенным источником неустойчи- 

• V B o c tii в процессах типа (28.1) может быть лишь значи- 
,'Ж тельный рост элементов промежуточных матриц А к в про- 
'Щ  цессе (28.1).

Если не менять принципиально общую схему вычисле- 
Я гн и й , то единственной возможностью в какой-то мере 
& регулировать рост элементов является использование 

перестановок при реализации процесса (28.1). 
jpv Выберем в исходной матрице А любой элемент о}”}, Ф  
Ф  0, который назовем ведущим или главным элементом 
1-го шага, и рассмотрим матрицу P \itA p \l,- В этой мат­
рице в позиции (1.1) находится ненулевой элемент a \jt. 
Поэтому можно построить матрицу A t =  А/, (Р^АРц,) 
с нулевыми подднагональными элементами в первом 
столбце. Предположим, что аналогично матрицам А и . . .
• A k- i  в (28.1) уже вычислены матрицы А и . . . .  А л.1ш 
Среди элементов матрицы А к ,, удовлетворяющих

^Условиям i, j'S zk , выберем любой элемену
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который назовем ведущим или главным элементом к-го 
шага, и построим матрицу

^ k  =  N k ( P u J k - lPkik). (28 .16)

Так как в позиции (k, k) матрицы РыкАк1 Рк/ находится 
ненулевой элемент, то матрицу N k можно выбрать так, 
что поддиагональные элементы к-то столбца матрицы .4* 
будут нулевыми. При этом, очевияно, сохраняются^ все 
нулевые элементы, полученные ранее в матрице .4* , 
Продолжая данный процесс, мы приходим теперь к раз­
ложению

А -  (Яи.Хгг‘ . . .  Рп- .. (я йп ' - .) { К  хРп-х. . . • Рц) .  (28 .17)

Матрицы, стоящие в круглых скобках (28.17), уже f 
не являются треугольными. Поэтому может показаться, 
что анализ ошибок, выполненный для процесса (28 .1 ), 
не пригоден для процесса (28.16). Однако в действитель­
ности между обоими процессами имеется очень тесная 
связь. В самом деле, преобразуем выражения в левых 
скобках (28.17) следующим образом:

'P u f i V P u M 'P * . . .  N n '-2 P n -\.  < 4 liVnL ,  -

-  (РхиРп. ■ ■ • Р п - 1. X (Р я - .. . .  .P u .N i'P u ,  • • •

• • • О  х  Ср « -  '• ' - . • • •  ■ • • р " ~ >• J  х  • • •

Напомним, что для всех к. Если обозначить

P n - i.  . .  • P ktji'- iP > < k • • • Р п-х, =  N i l- u  (28.18)

то N kl- i  снова есть матрица вида (24.3) и отличается от 
матрицы N i'- i  лишь перестановкой п о д ди агон ал ьн ы х  
элементов в (к— 1)-м столбце. Чтобы получить элементы  
матрицы Nj,L i, необходимо последовательно п ереставить  
элементы матрицы N j,-i, находящиеся в ( k — 1)-м столбце 
и в строках с номерами (к, i„), . . . ,  (п — 1, i„ i ) . -Теперь 
из (28.17) вытекает, что

А  ■=» (л^1.. .  Nn‘- 1) К  и (2819)
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А -  ( Р п - и  . . .  Ри.) А  (Р ,л . . .  Р п (28.20)

й. Соотношения (28.18) — (28.20) показывают, что процесс 
ч (28.16) определяет разложение на треугольные множители 

матрицы А, которая согласно (28.20) получается из мат­
рицы А путем перестановок ее строк и столбцов. Анализ 

, ошибок, выполненный для матрицы А и процесса (28.1), 
уже без изменения переносится на матрицу А и процесс
(28.16). Этот процесс получил название — метод Ггусса 
с перестановками для треугольного разложения матрицы.

Таким образом , рост элементов матриц /1* процесса
(28.16) и, следовательно, общий уровень ошибок пол­
ностью определяется стратегией выбора ведущих или 
главных элементов. Существуют три наиболее распрост­
раненных стратегии.

1. В качестве ведущего элемента к-го шага выбирается 
максимальный по модулю элемент й\к~ 11 матрицы Ак л 
при условиях i ^ k ,  j  — k. Если имеется несколько мак-

- симальных по модулю элементов, то ведущим берется 
тот из них, который находится в строке с наименьшим 
номером. Эта стратегия называется выбором ведудего 
элемента по столбцу.

2. В качестве ведущего элемента А-го шага выбирается 
■  -максимальный по модулю элемент матрицы Ак^  
gf при условиях i =s k, / 5 г А. Если имеется несколько мак­

симальных по Модулю элементов, то ведущим берется 
тот из них, которы й находится в столбце с наименьшим 
номером. Эта стратегия называется выбором ведхдего 
элемента по строКС

3. В качестве ведущего элемента ft-го шага выбирается 
максимальный по  модулю элемент й<*-‘> матрицы Ак , 
при условиях j^ s k .  Если имеется несколько 
максимальных по  модулю элементов, то сначала а'тав-

яем элементы, находящиеся в столбце с наименьшим 
омером, а ведуц1нм берется тот из них, который «axo­

n a l  В строке с  наименьшим номером. Эта стратегия
ыпается выбор,ом ведущего элемента по всей мат{ице.

Рименение Первой и третьей стратегий сбеспеч(вает 
ьтолнение неравенств j n j/ 'j  <  1 для элементов матрил Nb.



В этих случаях оценки (28.13) — (28.15) можно улучшить, 
но только лишь в 1,5 раза. По-прежнему главным фак­
тором остается рост элементов матриц Л* по сравнению 
с элементами исходной матрицы А.

Условия ' < j <  1 позволяют получить верхние оценки, 
показывающие возможный рост элементов матриц Ал. 
Пусть

а* =  max |.

Если перестановки не выполнялись, то очевидно, что

!<**> | - 1 d } * - « > + •> | <  J d<*-•> | + 1 W r  0 |,

поэтому <x**s2a* i. Перестановки не меняют этого соот­
ношения, поэтому

a * < 2 * c to .  (28 .21)

К сожалению, при применении стратегии выбора
ведущего элемента по столбцу оценка (28.21) может
достигаться. Например, она достигается для матриц А . 
вида

I О 
-1 1

О I 
О I 
О I

-I  —1 —1 1 1  
_1 - j  _ i  _1  1

Значительно лучший результат известен для стратегии 
выбора ведущего элемента по всей матрице. Доказано [5], 
что если ос» i = f(k ) a 0, то

/ ( / f ) < * ,/2(2 '3 ,/24 ,/3 . . .  к ' * - ' ) '2. (28.22)

Правая часть (28.22) много меньше, чем 2 * 1. Однако 
оценка (28.22), по-видимому, сильно завышена, так как 
до сих пор не найдено ни одной матрицы, для которой 
/ ( * ) > * •

Мы уделили много внимания росту элементов в методе 
Гаусса. Но заметим, что в практических вычислениях это 
явление встречается очень редко. Гораздо чаще наблю­
дается существенное уменьшение элементов.

Ц 1. Рассмотреть применение метода Гаусса без выбора 1 
Элемент;* к почти треугольной и трехдиагональной матрицам.

■' 2. Доказать, что метод Гаусса с выбором ведущего элемеТК 
можно применять к любой невырожденной матрице, 

jr 3. Рассмотреть применение метода Гаусса с выбором ведущего 
элемента по столбцу (строке) к правой (левой) почти треугольной , 
матрице. Что существенно меняется в вычислительном алгорифме, 
если ведущий элемент выбирается по всей матрице?

4. Рассмотреть применение метода Гаусса с выбором ведущего 
элемента по столбцу или строке к трехдиагональной матрице. Что 
существенно меняется в вычислительном алгорифме, если ведущий 
элемент выбирается по всей матрице?

5. Чте можно сказать о величине диагональных элементов тре-
ч. угольных сомножителей, полученных в результате применения метода

Гаусса с выбором ведущего элемента по всей матрице?
6. Доказать, что метод Гаусса с выбором главного элемента по 

всей матрице приводит любую, в том числе и вырожденную матрицу 
к трапецевидной.

К; 7. Можно ли использовать выбор ведущего элемента по столбцу 
или строке для приведения исходной матрицы к трапецевидной?

8. Сравнить метод Гаусса без выбора ведущего элемента для 
левой треугольной матрицы и процесс ортогонализации для векторов- 
строк той же матрицы.

.9. Доказать, что при использовании метода Гаусса с выбором 
ведущего элемента по'столбцу для трехдиа’гональной матрицы макеи- 

;• мальнып по модулю элемент в каждом столбце возрастает не более,
- чем в два раза.

§ 29. Компактная схема

Мы уже неоднократно подчеркивали, что наличие в фор­
мулах выражений типа скалярных произведений позволяет 
эффективно применять операции накопления и тем самым 
снизить общий уровень ошибок. Но в рассмотренном выше 
методе Гаусса, по существу, нет возможности для приме­
нения таких операций. Это связано лишь с выбором 
численною метода для получения разлож ения матрицы 
на треугольные множители.

Снова рассмотрим м атри ц у /!, удовлетворяющую усло­
виям теоремы 2 7 .1 . Так как разложение (27 .1 ) существует, 
то, приравнивая между собой элементы матрицы А и про­
изведения ВС, получаем

У П Р А Ж Н Е Н И Я

min (f. I) 

а Ч "  X  b h cPj- (29.1)



Будем считать, что Ь„=1 для всех /. Тогда из (29.1) 
следует:

сч  =  Я|Ь

Cy =  eiy. fyi =  7“  • /  =  2, 3, я , 
i - i

Сц = ац ^  bipCpi, /  =  2 , 3, . . . ,  л , ^ 9  2)

« /< - S  V *
% = %  — ь ьср/' ь/‘ т ------- ------------- »

р - i

1 = 2 , 3, . . . ,  л , /  =  / 4*1 , 1 +  2, л.
Если матрица /4 почти треугольная, то одна из матриц В, С 
в действительности будет двухдиагональной. В этом слу­
чае формулы (29.2) упрощаются. Например, для правой 
почти треугольной матрицы А 

Сп = ап ,
си = ах,, Ьи  = ^ ,  /  =  2 , 3 ......... я,

Cu = all — bi,i-lCi-l'i, /  =  2 , 3 , . . . ,  я ,  .

Cij =  aij — b t j  ,С, 1,/, fr/n . |  =  '  ,

» =  2 , 3 ..........к , /  =  / + 1 , /  +  2 ............л.
В частности, для трех диагонально.! матрицы Л имеем 

Cll =<*11,
с„  =  а„ . &„ =  -2*Цсп
С// =  Оц — b i j  iCi-1'i,

C/.i+i = о < .ы . Ьщ,1= а,*"{ ,

/ - 2 , 3 ......... я.

Полученные формулы можно использовать для числен­
ного определения треугольных сомножителей В и С 
матрицы Л . Соответствующий" алгорифм называется кож- 
пактной схемой метода Гаусса. Теперь в общем случае при-
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меиение операций накопления вполне оправдано. Конечно, 
ошибки округления и здесь будут оказы вать свое влиянне 

I  г и вместо матриц В, С мы получим некоторые другие 
I матрицы В, 6  с элементами Ьц, ctJ.

Пусть находятся элементы первой строки матрицы С 
Г  . и первого столбца матрицы В. Положим cu =  ou, cxj =  atJ 

и вычисляем

V - n ( ^ - ) - ^ - ( l + e yi).\ Си / Сц
Ё Реально вычисленные элементы Ьц можно рассматривать 

как точно вычисленные, исходя из возмущенных элементов 
Г  О/i +  И/1- Если 1 ц ф - 1, то | t y , | ^ ( I / 2 ) ^ +1!c „ |J & ,, |.

I й  Если же е„ =  — 1, то это означает, что | ап  | <  ] си !
Е  поэтому ! Цд | *£ | Сц | <о. Окончательно получаем, что

I И/11 ^  4  Р m  I Си ! | Ь/11 +  | Сц f °>- •

Исследование процесса вычисления других элементов 
К  осуществляется аналогично. Предположим, что вычнс- 
I  ляются элементы сц для / > 1 ,  включая и диагональный
• элемент с„. Имеем

~cv = П, ^  Ь , ^  -  (а0 -  £  W  (1 +  х„).

^  Отсюда заключаем, что реально вычисленные элементы clf 
•' можно рассматривать как точно вычисленные, исходя из 
щ возмущенных элементов матрицы А. Важно подчеркнуть, 

что при нахождении элемента сч дополнительное возму­
щение вносится только в элемент а,,. Если т , , ^ — 1, то

О ц -  V  Ь1рср/ =  - ~ - ^ с 0 (1 - т <у), (29.3)

; поэтому

! И | / | ^ ^ Р ' /+ ,|су!- 

А . ^сл" же =* —li то это означает, что выражение,
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стоящее в (29.3) слева, не превосходит со по модулю. Но 
тогда | р ./ | < ш .  Следовательно, всегда

1 и //1 ^  J р +

Аналогично мы получаем, что при вычислении элемен­
тов Ьц дополнительное возмущение вносится лишь 
в элемент ац. При этом

7+1 Г5иЦ8//| +  |2и!® .

Таким образом, при нахождении треугольного разло­
жения матрицы согласно формулам (29.2) влияние ошибок 
округления снова может быть учтено в форме обратною  
анализа. Если flC =  i4 -fM , то, объединяя полученные 
оценки, заключаем, что для элементов ц(/ эквивалентного 
возмущения М справедливы неравенства

[О , 1 =  1,

+  (29.4)

( | p w+iI ^ I I * v ! + I o / ! « .  i < 1-

Как и в методе Гаусса, неустойчивость треугольного раз­
ложения в компактной схеме связана в основном только 
с возможным ростом элементов. Обычно мы будем иметь 
дело с матрицами, элементы которых много больше и»1 Л  
В этом случае оценки (29.4) упрощаются. Именно,

( ° ,  i = l  

ы з :  /5 * * . (29.5)

j J Р', Х'сп \\'Ьч1 К 1'
Наиболее эффективно компактная схема используется 

для получения треугольного разлож ения положительно 
определенных матриц. Согласно следствию теоремы 27.1 
в этом случае имеет место разложение

Л = С * С . (29.6)

В полном соответствии'с (29.2) теперь получаем

с „ - % .  / > , .
/ 1 - 1  \ i/a 

c w = \a u -  2  I W )  * * > Ь
-  • / ’ ^  ’ (29.7)

l l -----Cptpf 
— ---- . / > / .

В частности, если матрица А вещественная, то

* . - « ! ? .  / > 1 .
/  I- 1 \ 1/2 

Cli =  2  C*ptJ I l >  I, (29.8)

/ > / .

Эти формулы используются д т я  получения разлож е­
ния (29.6) подобно тому, как формулы (29.2) — для раз­
ложения (27.1). Соответствующий алгорифм называется 
методом квадратного корня. Если применяются операции 
накопления, то для реально вычисленной матрицы С имеем

С*С = А - f  М.

Элементы эквивалентного возмущения М удовлетво­
ряют соотношениям, аналогичным (29.5). Именно,

1\р~м \сц\\си\. 1 > 1 , 
{ р-м \'с„\\'с„\, i < t ,

Р М  I Си I*. / - / .Мы не будем останавливаться подробно на их выводе, ибо 
получаются почти так же, как и соотношения (29.5).
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Заметим лишь, что теперь можно исключительно эффек­
тивно оценить jjMJg:

I м ь  а  р •" ^  2 '  ?‘'1" '' +  £ 1}“ *) <

<»>■*■ ( i  |г«!* s  З Д У Г -
<= I / > i  /  Ч - l  \/=S/ I I

- p  '*■ ( s  i {*&*}« 0 й  <  p “ ( 1 11 (ce*}« :,)1Я -

-  P /4‘ 1 t c *  I  =  p ' +I I C*C I  =  p - '«  J Л |b.
Итак,

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Сравнить формулы (28 14), (29.5).
2. Выполнить анализ ошибок в компактной схеме метода Гаусса 

без предположения об использовании операций накопления. Сравнить 
полученные результаты с (28.14).

3. Как использовать перестановки в компактной схеме метода 
Гаусса?

4. Доказать, что используя перестановки в методе квадратного 
корня, можно получить в разложении (29.6) нормализованную тре­
угольную матрицу С.

5. Доказать, что для эрмитовой матрицы А с ненулевыми глав­
ными минорами существует разложение

* V  A = S*D S , (29.9)

.где  S —правая треугольная матрица, a D —диагональная с элемен­
т ам и  +  1.

6 Д ля разложения (29.9) написать формулы, аналогичные (29.7).
7. Написать формулы для разложения эрмитовой трехдиагональ­

ной матрицы.
8. Доказать, что для любой матрицы С, удовлетворяющей равен­

ству (29.6), справедливы соотношения

K L - М Г -  (*>«»
9. Доказать, что при реализации метода квадратного корня для 

положительно определенной матрицы не может быть увеличения мак­
симального по модулю элемента.

10. Что можно сказать об аналогах упражнений 8, 9 для разло­
жения (29.9)?
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§ 30. Разложение на унитарный 
и треугольный множители

Мы уже отмечали, что квадратная матрица может быть 
разложена в произведение унитарной и треугольной мат­
риц. Существует немало алгорифмов для численного оты­
скания этого разлож ения. Однако в основе большинства 
из них лежат рассмотренные ранее процессы исключения 
элементов с помощью унитарных преобразований или про­
цессы ортогоналнзации.

П усть А — квадратная матрица порядка п. Согласно 
формулам (18.11) построим матрицу вращения Г ,2 так, 
чтсбы в матрице A i ~ T u A элемент в позиции (2.1) был 
равен нулю. Затем построим матрицу вращения Т 19 из 
условия "обращения в нуль элемента в позиции (3.1) мат­
рицы А г = Т 13А1. Ясно, что при этом нулевой элемент, 
полученный на первом шаге, останется без изменения. 
Далее выбираем последовательность матриц вращ ения, 
например, циклически по столбцам при m=±n— 1. Сами 
матрицы строим так, чтобы при очередном умножении на 
матрицу вращения Тц исключался элемент в позиции

евндно, что при реализации каждого шага сохра­
няются все нулевые элементы, полученные на предыдущих 
шагах. После выполнения N = п (п — 1)/2 шагов мы получим 
правую треугольную матрицу Ах , причем AN =*RS A, где 

=  . . .  Ти Ти . Отсюда вытекает, что

М атрица /? й —унитарная и требуемое разложение по­
строен^

Влияние ошибок округления приведет к тому, что 
реально будут вычислены некоторые другие матрицы Лдг, 
T,j. Н о как показывают исследования, выполненные в « 19 
мы будем иметь

A — R nA n. (30.1)

Л *  =  # л гИ  +  М), (30.2)

1.пТ„ 2.я . . .  Г ,3Г ,2, причем в соответствии

[ м U ̂  V'2 (2п — 3) р м  |  А |г . (30.3)IM
В. В. Воеводин
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Конечно, элементы могут исключаться п в каком-либо 
другом порядке. В частности, если матрицы вращении 
выбираются циклически по строкам, то для соответствую­
щего эквивалентного возмущения снова справедлива оценка
(30.3).

Мы уже отмечали в § 19, что обе циклические после­
довательности эквивалентны с точностью до выбора углов 
поворота. В случае использования этих последовательно­
стей для получения разлож ения матрицы на унитарный 
и треугольный множители можно сделать более точный 
вывод. Так как вычисление угла поворота для любой 
матрицы T lf связано лишь с элементами i -ой и /-ой строк, 
то циклические последовательности по строкам и столбцам 
полностью эквивалентны. Следовательно, при разложении 
матрицы на унитарный и треугольный множители они 
будут давать один и тот же результат, включая всю сово­
купность ошибок округления.

Разлож ение матрицы на унитарную и треугольную 
можно осуществить и с помощью матриц отражения. 
Действительно, по первому столбцу матрицы А построим 
матрицу отражения {/, так, чтобы в матрице Ai~=UtA все 
поддиагональные элементы первого столбца были нулевыми. 
Затем по второму столбцу матрицы At построим матрицу 
отражения U2 так, чтобы в матрице Ai — UiA l все под­
диагональные элементы второго столбца были нулевыми, 
а элемент в первой строке остался без изменения. При­
нимая во внимание вид (21.1) матрицы А г, заключаем, 
что первый столбец матрицы A t от умножения на матри­
цу U t  не меняется. После выполнения /V =  /1 — 1 шагов мы 
получим правую треугольную матрицу А у  и разложение
(30.1), где tf,v «=( /„-х . . .  Ui -  Реальные вычисления приведут 
к разложению (30.2). Согласно оценке (21.7) теперьнмеем

|М ! е < - 2-?5* 7 + 5  ( п - В р  '+ Ч А у
Процесс ортогонализацнн также может быть исполь­

зован для численного отыскания разлож ения матрицы Л 
на унитарную и треугольную . Будем рассматривать стро­
ки А как векторы, подлежащие ортогонализацнн. Норми­
ровка первого вектора сводится к умножению А  слева 
на диагональную матрицу Dlt у которой лишь первый 
элемент отличен от единицы. Это дает матрицу Qi =* 0 И *
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Вычисление вектора v f  согласно (25.2) означает опреде­
ление некоторой матрицы М , вида (24.9) и умножение на 
нее слева матрицы Qt. Нормировка второго вектора — это 
очередное умножение слева на диагональную матрицу Д>, 
у которой отличен от единицы только второй элемент, 
и т. д.

Весь процесс состоит из N — n шагов. Матричная трак ­
товка 6-го шага означает нахождение некоторой матрицы М к 
вида (24.9), умножение вычисленной ранее матрицы Q* t 
слева на Мк, определение диагональной матрицы Db, 
имеющей лишь к-й элемент, отличный от единицы, и вы­
числение матрицы Q* =  D*Al*/4* ,. После выполнения N 
шагов мы получим матрицу- <?.%•; при этом

М атрица (DXM X .. .  DtM2Dt) • —левая треугольная. Обо­
значив ее через Ах , приходим к разложению

в котором по сравнению с (30.1) унитарный множитель 
является правым, а треугольны й—левым.

Ошибки округления н в этом процессе приведут 
к вычислению некоторых других матриц Qx , £)х , М х . . .  D ,. 
Если к тому же согласно (25.11) применяется переорто- 
гонализация векторов, то вместо каждой матрицы Мк мы 
в действительности будем иметь произведение . . .

MaTPĤ  типа Af*. Тем не менее, в соответствии 
с (2о.7), реальное разложение будет таким:

Q v =  (D.vAf.v . . .D ,M iDl)A ,

откуда вытекает, что

А -  (DXM X . . .  D.AfsZ>,)

A = AXQX,

где

Напомним, что в практических вычислениях всегда s* =  2.
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У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Пусть матрица А приводится к треугольному виду с помощью 

умножения справа или слева на циклическую последовательность 
матриц вращения по строкам. Как, используя этот процесс, вычислить 
главные мийоры матрицы Л?

2. Можно ли вычислить главные мнноры матрицы, если для ее 
приведения к треугольному виду последовательность матриц вращения 
выбирается циклически по столбцам?

3. Доказать, что с помощью умножения слева на подходящим 
образом выбранную последовательность матриц вращения или отра­
жения можно привести исходную матрицу не только к правой, но 
и к левой треугольной матрице.'

4. К какому виду можно привести матрицу с помощью правосто­
ронних унитарных преобразований?

5. Можно ли улучшить коэффициент Y i  в оценке (30.3)?
6. Доказать, что с помощью процесса ортогона л тац и н  можно 

разложить матрицу в произведение унитарной и правой треугольной.

§ 31. Разложение прямоугольных матриц

Рассмотренные выше вычислительные алгорифмы раз­
ложения матрицы на множители были описаны в основном 
на примерах квадратных матриц. Однако многие из них 
без изменения могут быть применены и к общим прямо­
угольным матрицам. Тем не менее мы все же рассмотрим 
этот случай несколько подробнее, обратив особое внимание 
на алгорифмы, которые для разложения прямоугольных 
матриц используются наиболее часто.

Л  к бое разложение матрицы на множители в конечном 
счете сводится к ее эквивалентному преобразованию. При 
этом для решения большинства алгебраических задач 
необходимо, чтобы по виду окончательной матрицы можно 
было бы легко установить положение базисного минора. 
По существу, именно этим требованием и определяется 
наше стремление привести исходную матрицу к треуголь­
ному виду.

Ёсли матрица удовлетворяет условиям теоремы 27.1, 
то единственный нулевой диагональный элемент треуголь­
ной матрицы может находиться тоЛько в конце диагонали. 
Поэтому базисный минор будет расположен в тех строках 
и столбцах треугольной матрицы, которые содержат нену­
левые диагональные элементы. Если же исходная матрица 
произвольная, то формальное применение рассмотренных 
ранее алгорифмов может дать такую  треугольную матрицу»
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в которой нулевые диагональные элементы могут находиться 
в самых р а зл и ч н ы ^ е с т а х  и не обязательно подряд или 
в конце диагонали. В этом случае определение базисного 
минора затруднительно и требует дополнительных вычис­
лений. Д ля преодоления данных трудностей снова оказы­
вается полезным использование перестановок.

П усть А — прямоугольная матрица размеров т х  п 
и ранга г. Применим к этой матрице процесс метода Гаусса 
с выбором ведущего элемента по всей матрице. Тогда 
после г шагов мы получим правую трапецевидную матрицу

где А[? — правая треугольная матрица порядка г с нену­
левыми диагональными элементами. Если г =  п или г = т, 
то в матрице А г будет отсутствовать соответственно 
последний клеточный столбец или последняя клеточная 
строка. Исходная матрица А может быть приведена и 
к левой трапецевидной матрице

если процесс метода Гаусса с выбором ведущего элемента 
по всей матрице применить к транспонированной матри­
це Л '.  Напомним, что базисным минором трапецевидной 
матрицы заведомо является ее минор порядка т в верхнем 
левом углу.

Д л я  приведения прямоугольной матрицы А к трапе­
цевидной можно использовать и унитарные преобразова­
ния. Выберем в А столбец с максимальной суммой квад­
ратов модулей элементов и поставим его на место первого 
столбца. Если таких столбцов окажется несколько, то среди 
них возьмем столбец с наименьшим возможным номером. 
Теперь с помощью умножения слева на подходящим обра­
зом выбранную матрицу отражения или последовательность 
матриц вращ ения исключим подднагональные элементы 
нового первого столбца. Пусть уже получена матрица, 
У которой первые к столбцов, 1, являются столбцами 
трапецевидной матрицы. Среди всех ее стблбцов, кроме 

ервых к, выберем тот, который имеет максимальную 
У МУ квадратов модулей элементов, не входящих в
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первые k строк полученной матрицы. Если таких столбцов 
окажется несколько, то среди них возьмем столбец с наи­
меньшим возможным номером. Переставим выбранный 
столбец на место ( £ + 1)-го столбца и исключим его под- 
днагональные элементы с помощью умножения слева на 
подходящую матрицу отражения или последовательность 
матриц вращ ения. После выполнения г таких шагов мы 
получим правую трапецевидную матрицу. Более того, как- 
видно из ее построения, она будет и нормализованной. 
Применение этого процесса к матрице А ' позволяет при­
вести матрицу А  к левой нормализованной трапецевидной 
форме.

Прямоугольную матрицу можно приводить с помощью 
унитарных преобразований не только к трапецевидной, 
но и к двухдиагональной матрице. В самом деле, выберем 
матрицу отражения Ux таким образом, чтобы в матрице 
A t = U tА обратились в нули элементы первого столбца, 
лежащие ниже диагонали. Затем выберем матрицу отра­
жения V'i так , чтобы элемеЛ ы  первого столбца матрицы 
A i =  A 1 Vi остались бы без изменения, а элементы первой 
строки, лежащие правее элемента в позиции (1.2), стали 
нулевыми. Умножая поочередно слева и справа на матрицы 
отражения и исключая элементы в таком порядке:

(2.1), (3.1), (4.1)......... (/п.1),
(1-3), (1.4)......... (1 .я),
(3.2), (4.2)......... (т.2),

(2 ,4)......... ,(2.п).

мы придем к правой двухдиагональной матрице D. Начиная 
исключение с элементов первой строки, можно аналогич­
ным способом привести исходную матрицу А и к левой 
двухдиагональной матрице. Д вухдиагональная матрица D 
связана с исходной матрицей Л соотношением 

D — UAV,
где U, V — унитарные матрицы. Конечно,-в этом процессе 
можно использовать и матрицы вращения.

Мы не будем проводить какие-либо исследования оши­
бок округления в рассмотренных алгорифмах, так как 
полученные ранее результаты охватывают и случай пря­
моугольных матриц.
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У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Рассмотреть применение процесса ортогонализации для разло­
жения прямоугольной матрицы на множители.

2. Можно ли применять метол Гаусса с выбором ведущего эле­
мента по столбцу или •р о к е  для преобразования общей прямоугольной 
матрицы к трапецевидной?

3. Найти какой-либо базис ядра правой и левой трапецевидных 
матриц.

4. Можно ли использовать перестановки строк и столбцов в про- 
цессв преобразования прямоугольной матрицы « двухдиагоиалыюн?

§ 32. Унитарно подобное разложение

П усть задана квадратная матрица А порядка п и над 
ней совершается последовательность подобных преобразо­
ваний с матрицами Q,, . . . ,  Q Если в результате выпол­
нения этих преобразований получается некоторая матри­
ца В, то

=  . . . Q i ,M (Q 1 . . .Q ,) .  (32.1)

Отсюда следует, что

Л =  ( Q i . . .& )  Я «& ' . . . Q f ) .
И так, любое подобное преобразование матрицы А, по 

существу, приводит к разложению ее на множители.
Известно [1] существование преобразований подобия, 

при которых матрица В  в (32.1) является треугольной, 
квазндиагональной или имеет вид канонической формы 
Ж ордана. Однако все эти преобразования косвенным обра­
зом связаны с отысканием корней алгебраических много­
членов и поэтому не могут быть получены в общем случае 
за конечное число арифметических операций. Тем не менее 
можно построить подобное преобразование (3 2 .1 )с матри­
цей В, существенно более простой, чем исходная матрица Л .

Рассмотрим сначала матрицу Л произвольного вида 
и покажем, что ее можно привести подобными унитарными 
преобразованиями, например, к левой почти треугольной 
матрице. По элементам первой строки Л построим матрицу 
отражения Ux так, чтобы первый элемент этой строки 
остался без изменения, а все ее элементы, лежащие правее 
элемента в позиции (1.2), стали нулевыми. Д алее получаем 
р г р и ц у  AU j и затем матрицу A X=U*AU. Согласно 
построению в первой строке матрицы AUt лиш ь первые
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два элемента могут быть отличны от нуля. Но при умно­
жении слева на матрицу UJ первая * строка не будет 
меняться. Следовательно, первая строка матрицы А х имеет 
вид первой строки левой почти треугольной матрицы.

Предположим, что уже построены матрицы отражения 
Ux, Uk такие, что первые к строк, k ^ s  1, матрицы 

А„- ( U l  . . .V I )  А U») (32.2)

имеют вид первых к строк левой почти треугольной 
матрицы. По элементам (k +  1)-й строки м а т р и ц ы ^ *  
построим матрицу отражения L'k+l так, чтобы первые к 
элементов этой строки остались без изменения, а все ее 
элементы, лежащие правее элемента в позиции (£ + 1 ,  А+  2), 
стали нулевыми. Ясно, что первые А + 1  строк матрицы 
А ки кл 1 имеют вид соответствующих строк левой почти 
треугольной матрицы, а умножение слева на матрицу Ut+i 
не меняет первых к - \ - 1 строк. Продолжая этот процесс, 
мы получим левую почти треугольную матрицу

В  =  (Uf-2  . . .  U \) А ({/х . . .  Un i ), (32.3) 
унитарно подобную матрице А.

Конечно, для реализации преобразования (32.3) можно 
использовать не только матрицы отражения, но и матрицы 
вращ ения. Анализ ошибок округления, возникающих в 
реальных вычислительных процессах, полностью охваты­
вается анализом, проведенным в § 23, с заменой в фор­
мулах (23.8), (23.10) числа я на я  — 1.

Остановимся более подробно на одном частном, но 
очень важном случае. Пусть матрица А эрмитова; тогда 
будут эрмитовы все матрицы Ак из (32.2) и матрица В 
из (32.3). Но почти треугольная эрмитова матрица в 
действительности является эрмитовой трехдиагональнои. 
Следовательно, в случае эрмитовой матрицы А процесс 
подобного преобразования (32.2), (32.3) становится осо­
бенно эффективным.'

Однако в реализации процесса с эрмитовыми матри­
цами имеется ряд особенностей. Влияние ошибок округ­
ления приводит к тому, что эрмнтовость матриц Ак из
(32.2) будет нарушаться. Д ля ее восстановления обычно 
вычисляют половину элементов матриц Ак, лежащих ниже 
или выше главной диагонали, а остальным элементам 
приписывают принудительные значения. Это несколько
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изменяет распределение ошибок по сравнению с процессами, 
рассмотренными ранее, поэтому анализ ошибок для эрми­
товых матриц требует особых исследований.

Имеются и некоторые организационные проблемы« 
которые такж е оказы ваю т1 влияние на анализ ошибок. 
Эрмитова матрица может быть задана лишь половиной 
своих элементов. Стремление использовать память ЭВМ 
более экономично приводит к желанию задавать половиной 
своих элементов и все промежуточные эрмитовы матрицы. 
Но не каждый вычислительный алгорифм позволяет на 
всех этапах обойтись половиной элементов. Пусть, напри­
мер, матрица А  эрмитова, a U — матрица отражения. Ясно, 
что матрицы А и U*AU можно задать половиной своих 
элементов. Но если матрицу U*AU находить через про­
межуточное вычисление матрицы AU, то не сразу видно, 
как обойтись половиной элементов на всех этапах, так  как 
матрица AU уже не будет эрмитовой. По-видимому, тре­
буется некоторое изменение вычислительной схемы, что, 
скорее всего, приведет к иному распределению ошибок.

Необходимая модификация вычислительной схемы осу­
ществляется довольно просто. Принимая во внимание 
вид (20.4) матрицы отражения, будем иметь

1 /М 1 /- ( £ - ! « * • )  д ( Е - 1  « » •)■ -

„  А -  ( 1  VV*A -  - ± -  vv*AvvA  -

- ( ~ v v * A - - ± r vv*Avv* * .  (32.4)

Далее,

- ^ г т ' Л т ' )  -  »  ( v  * ) ' ) л  ( ±

Нели обозначить 4

Г -  у  V, р - [ е - ~  сл*) А г, (32.5)

то согласно (32.4)

U*AU=*A— v p * —pv*. (32.6)
Задание матрицы А половиной ее элементов позволяет 

теперь вычислить аналогичную половину элементов
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матрицы U*AU без существенного увеличения памяти ЭВМ 
для хранения результатов промежуточных вычислений. 
Н овая вычислительная схема значительно отличается 
от старой, поэтому на нее нельзя без соответствующего 
обоснования перенести результаты ранее выполненного 
анализа .ошибок.

Пусть — элементы вычисленной матрицы отраже­
ния 0 .  Чбрез г, р обозначим векторы, точно вычислен­
ные согласно (32.5), но исходя из величии v, у. Тогда, 
в соответствии с (32.6),

При вычислении правой части (32.7) появятся ошибки. 
Поэтому в действительности мы будем иметь

П (Л — Ър* — р й *) — йр* — р й * +  N,

где N — матрица суммарных ошибок.
Не все элементы N образуются одинаково. Если U 

есть матрица отражения, вычисленная на (ft-f  1)-м шаге 
процесса приведения матрицы к трехднагональному виду, 
то элементы N , находящиеся в первых к строках и k 
столбцах, а такж е элемент в позиции (k +  I, к -f  1), можно 
считать нулевыми. Внеднагональные элементы (fe-j-l)-ii 
строки и (Л +  1)-го столбца удовлетворяют соотношениям 
типа (20.20], остальные элементы матрицы N зависят 
от способа вычисления правой части (32.7).

Анализ ошибок, который необходимо выполнить, 
во многом повторяет исследования § 20. Мы не будем 
проводить его подробно, а ограничимся указанием оснор 
иых результатов. Вычисляем

О* АО  »= Л — Ър* — рй*. (32.7)

ы =  П2 (Лл) «  Л /*4- rj.

Л -*П ,(Л  — йр* — рй*) за  Л — йр* — рй* -+N .
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Здесь

Теперь, используя результаты § 23, можно сделать сле- 
дующий вывод. Если эрмитова матрица А порядка п 
с помощью вычисленных матриц отражения # „ -*
преобразуется подобно к трехдиагональной эрмитовой 
матрице В, то

Эта оценка примерно вдвое больше соответствующей 
оценки в случае преобразования произвольной матрицы 
к почти треугольной.

1. Доказать, что с помощью унитарно подобных преобразований 
можно привести матрицу к правой почти треугольной.

2. Доказать, что для векторов г, v, р  из (32.5) выполняются 
соотношения

3. Написать вычислительную схему алгорифма подобного пре­
образования эрмитовой матрицы к тревдиагональной с помощью 
матриц вращения.

4. В условиях упражнения 3 выполнить анализ ошибок. Дока­
зать, что для циклического исключения элементов по столбцам 
в обозначениях (32.8) справедлива оценка

5. Написать вычислительную схему алгорифма определения глав­
ных миноров трехдиагональной эрмитовой матрицы.

6. Написать вычислительную схему алгорифма разложения почти 
«Р^угольнон матрицы ь произведения унитарной и треугольной.

где
В = Оп!_2 . . .  0 \ '  (Л +  Д) < ? ,... 0 п - .,  (32.8) 

l ± ] i : ^ l 8 M n - 2 ) p  ‘+ЧА[е. (32.9)

У П Р А Ж Н Е Н И Я

|Д 5 л ^ 1 3 (л —l ) p - '+‘ M b .
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§ 33. Некоторые замечания

Любое разложение матрицы на множители с формаль­
ной точки зрения можно получить следующим способом. 
Будем считать элементы сомножителей неизвестными вели­
чинами. Перемножим сомножители и приравняем эле­
менты произведения к элементам -исходной матрицы. Эго 
даст некоторую систему нелинейных уравнений относи­
тельно неизвестных элементов. Добавим к данной системе 
уравнения, определяющие вид сомножителей. Решая 
теперь полученную систему, найдем элементы искомого 
разлож ения.

Мы уже встречались с таким способом получения тре­
угольного разложения, рассматривая компактную схему 
метода Гаусса. Можно отметить еще возможности при­
ведения квадратной матрицы к почти треугольной с помо­
щью подобного треугольного преобразования [5]. Однако 
в большинстве других случаев возникающие при этом 
системы нелинейных уравнений оказываются столь слож­
ными, что прямое нх решение становится неэффективным.

Наиболее эффективное разложение матрицы на множи­
тели связано с выполнением последовательности исклю­
чений элементов с помощью умножения на элементарные 
матрицы. Конечно, такие процессы в действительности 
эквивалентны решению нелинейных систем уравнений, 
описывающих разлож ение матрицы. Геометрическая и 
алгебраическая интерпретация преобразований исключе­
ния лишь подсказывают рациональный путь решения 
этих систем. Отметим, что все рассмотренные нами до сих 
пор разлож ения основаны именно на процессах исключе­
ния. Лиш ь разложение, получаемое с помощью процесса 
ортогонализации, построено на другой идее.

В вычислительной практике используется небольшое 
число различных типов э.гементарных матриц. В первую 
очередь следует назвать элементарные унитарные 
матрицы — матрицы отражения и матрицы вращения. 
Среди неунитарных элементарных матриц можно выде­
лить матрицы, отличающиеся от единичной недиагональ­
ными элементами в одном столбце или в одной строке. 
Все остальные элементарные Матрицы, как правило, 
являются частными случаями этих матриц. С некоторыми 
из них мы уже имели дело. Это матрицы (21.1), (24.3), (24.9).
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Многие разлож ения на множители прямо или косвенно 
связаны с разложением на множители унитарной и тре­
угольной матриц. Эти разложения осуществляются не 
единственным способом и, конечно, не все они равноценны 
с точки зрения влияния ошибок округления. Д ля иссле­
дования таких разложений полностью применим рассмот­
ренный ранее общий анализ ошибок.

Остановимся на двух разлож ениях, использующих 
неунитарные элементарные матрицы. Эти разложения 
существуют для любых квадратных матриц с ненулевыми 
главными минорами и имеют много общего с треуголь­
ным разложением.

Обозначим через /?, матрицы, которые отличаются 
от единичной лишь недиагональными элементами в i -м 
столбце. Выберем /?х так , чтобы в матрице А г =  RXA 
обратились в нуль все недиагональные элементы первого 
столбца. Построение матрицы Rt осуществляется так  же, 
как в методе Гаусса. Затем выберем Rt из условия обра­
щения в нуль недиагональных элементов второго столбца 
матрицы Аг = R2Ai. Я сно, что при этом первый столбец Ai 
останется без изменения. После выполнения п шагов 
придем к диагональной матрице А„, где 

А п=R»Rn- i . . .  RiA.
Отсюда следует, что

A = R i'R 2l ...R ,:A n , A -^ A n 'R n .- .R iR i .  (33.1) 
Обращение матриц R, и матрицы А п осуществляется 
совсем просто и мы получаем разложение на множители 
не только матрицы А, но и матрицы А~1.

Описанный процесс получил название — метод Жордана 
для разлож ения матрицы на множители [2]. Можно 
показать, что он эквивалентен последовательному выпол- 
лению  разлож ения на треугольные множители по методу 
Гаусса и последующему разложению правой треугольной 
матрицы на элементарные неунптарные матрицы. Метод 
Ж ордана уступает по скорости выполнения и точности 
методу Гаусса. Наиболее часто он находит применение 
в  задачах, связанных с обращением матриц.

Рассмотрим далее матрицы S,y, которые отличаются 
от единичной лишь элементом s/y в позиции (i, j). Если 
* 5 £ / и для какого-нибудь k элемент aJk матрицы А
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не равен нулю, то, выбирая подходящим образом значе­
ние Sjj, можно исключить элемент матрицы S/jA в позиции 
(/, к). Исключая элементы в различном порядке, можно 
получить огромное количество разложений матрицы А 
в произведение матриц типа S,y. Все рассмотренные ранее 
элементарные неунитарные матрицы раскладываются 
в произведение матриц S v , поэтому сюда включается и 
разложение по Гауссу и разложение по Ж ордану.

Особого внимания заслуж ивает то из разложений, 
которое получается при реализации метода оптималь­
ного исключения [2]. Оно выполняется за такое же число 
арифметических операций, что и треугольное разложение 
по методу Гаусса. При этом само разложение более 
содержательно, чем треугольное разложение. Данное 
разложение позволяет более эффективно использовать 
память ЭВМ при решении систем линейных алгебраи­
ческих уравнений. Однако по точности оно уступает 
треугольному разложению. Процесс разложения состоит 
из последовательного умножения слева на матрицы

S ,j,  S „ ,
S ji, S n , S i3, S |3,

s*-,.*.......s lk,

причем умножение на каждую матрицу Sy  сопровождается 
исключением элемента в позиции (i, j).

Процессы исключения элементов можно использовать 
для подобного преобразования квадратной матрицы к более 
простому виду. Некоторые из таких процессов мы уже 
рассмотрели в § 32. Они составляют основу так называе­
мых прямых методов решения полной проблемы собствен­
ных вначений и позволяют определять коэффициенты 
характеристического многочлена матрицы. Значительное 
число этих методов описано в [6].

, У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Доказать, что любую невырожденную левую треугольную 

матрицу А порядка п можно разложить в произведение
А -Л ^Л Г, . . .  (33.2)

где N t, . . . ,  N n_x — матрицы вида (24.3), a D  — диагоиальная матрица, 
составленная из диагональных элементов А.
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2. Доказать, что любую невырожденную левую треугольную 
матрицу А порядка л можно разложить в произведение

.. .  A ,D . (33.3)
где ............  й „ - \ -  матрица вида (24.3), a D -  диагональная
матрица, составленная из диагональных элементов А.

3 Выполнить анализ ошибок для разложений (33.2), (33.3). Пока- 
зать, что с точки зрения точности разложение (33.3) менее удовлетво­
рительно, чем (33.2).

4. Выполнить аналоги упражнений 1 — 3 для невырожденной 
правой треугольной матрицы.

5. Исследовать различные разложения ортогональной матрицы 
с помощью матриц вращения и отражения. Выполнить анализ ошибок.

6. Доказать, что диагональные элементы матрицы Ал _ х из (28.1) 
и матрицы А п из (33.1) совпадают.

7. Доказать, что эквивалентное возмущение при разложении 
матрицы на множители методом Жордана совпадает с эквивалентным 
возмущением, полученным при треугольном разложении по методу 
Гаусса и последующем разложении правой треугольной матрицы.

8. Можно ли при разложении матрицы методом Жордана исполь­
зовать перестановки?

9. Разложить матрицы (24.3), (24.9) в произведение матриц типа Sy.

§ 34. Сравнительная характеристика разложений

Разлож ение матрицы на множители является основой 
построения большинства численных методов линейной 
алгебры. Чем эффективнее осуществляется разложение, 
тем лучшими характеристиками обычно обладает и метод. 
Нельзя дать однозначный ответ на вопрос «Какое из раз­
ложений лучше?», так как разные задачи предъявляют 
к разложениям различные требования. Тем не менее по 
некоторым характеристикам не только можно, но и нужно 
проводить сравнение. Д ля исследованных нами разлож е­
ний такие характеристики приведены в табл. 34.1. Пред­
полагается, что все матрицы квадратные и имеют один и 
тот ж е порядок, равный п.

Скорость. Общее время, затрачиваемое на получение 
разложения, по существу, определяется числом арифме­
тических операций, которые необходимо при этом выпол­
нить. В графе «Число операций» табл. 34.1 приведены 
главные члены числа арифметических операций для всех 
разложений. В случае использования преобразований вра­
щения одну треть от общего числа операций составляют 
операции сложения, две трети — операции умножения. 
Д ля остальных разложений число операций сложения и
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Т а б л и ц а  34.1 
Сравнительная характеристика разложений

'  Вид «оиножатмей, Режим Число Точность Дополи.
способ получения •ычисл. операций

Треугольны»
исключение fl (2/3) л’ an 0
компактная схема ft* (2/3) n3 A 0
компактная схема, А > 0 п» (1/3) ns 1,0 0

Треугольный, унитарный
отражение п* (4/3) л* 2,9 л 2л
вращение (циклич.) fl 2ri> 2,9 л 0,5л*
ортогоиализация н» ' 2 л* 1.0 0,5л*

Треуг. нормализ., унитарный
fl* 1,8 лотражение (4/3) n* 2л

вращение (циклич.) fl 2л* 1,8л 0,5л*
Двухдиаг., унитарные

5.9лотражение fl. (8/3) rr> 4л
вращение (циклич.) fl 4л3 5,8л 1,0л*

Почтя треуг., унитарные
fl. 5,9лотражение (10/3) n* 2л

вращение (циклич.) fl 5я* 5,8л 0,5л*
Трехдиаг., унитарные 

отражение. Л —Л* fl. (4/3) /Iя 18,5 л 2л
вращение (циклич.). fl 2л* 8л U,5л*

умножения примерно одинаково. Операции деления и 
извлечения квадратного корня главный член не определяют.

Самым быстрым разложением является треугольное. 
Есть некоторые основания предполагать, что ни для 
какого содержательного разлож ения, основанного на 
исключении элементов или процессах ортогонализации, 
общее число необходимых арифметических операций не 
может быть меньше, чем у треугольного разложения. 
Однако другие разложения, получаемые за такое же 
число операций, существуют. Мы уже отмечали разлож е­
ние, определяемое методом оптимального исключения [2]. 
Самое медленное из рассмотренных разложений выпол­
няется в 15 раз дольше, чем самое быстрое.

Объем памяти ЭВМ. Алгебраические задачи, особенно 
с матрицами большого порядка, требуют для своего реше­
ния «начительных ресурсов памяти ЭВМ. Один из путей 
экономии памяти — размещение информации о сомножите­
лях  на месте исходной матрицы. Не всегда бывает доста­
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точно этого места, нередко требуется дополнительная 
память. В графе «Дополнительная память» табл. 34.1 
приведены главные члены числа полных слов памяти ЭВМ, 
которые необходимо добавить для размещения сомножите­
лей. При этом предполагается,что вся память,отведенная для 
исходной матрииы, также используется для сомножителей.

Наиболее эффективно используется память ЭВМ в тре­
угольных разлож ениях. Совсем немного дополнительной 
памяти требуется во всех разлож ениях, связанных с пре­
образованиями отражения. Однако в разлож ениях, осно­
ванных на процессе ортогонализации и преобразованиях 
вращения, дополнительная память весьма значительна. 
Особенно большая дополнительная память требуется для 
запоминания сомножителей в случае приведения исход­
ной матрицы к двухдиагональному виду с помощью пре­
образований вращения.

Точность. Это одна из важнейших, а чаще всего решаю­
щ ая характеристика любого численного метода, в том 
числе и разложения матрицы на множители. Как пока­
зали наши исследования, эквивалентное возмущение М 
д тя любого из рассмотренных разложений матрицы А 
удовлетворяет неравенству

[МЦ£ < / ( л ) р - '+1 И [* .
где функция /(л )  зависит только от л и способа получе 
ния разложения.

В графе «Точность» табл. 34.1 приведены главные 
члены функции f  (л). Наилучшую точность в смысле мало­
сти /(л )  имеют разложение, полученное на основе про­
цесса ортогонализации, и треугольное разложение для 
положительно определенной матрицы. В случае общей 
матрицы точность треугольного разложения зависит от 
роста элементов. Этот рост определяет значение параметров 
а ,  р. Во всех разлож ениях, связанных с преобразованиями 
отражения и вращения, точность вполне приемлема.

Режим вычислений. Оценки точности, которые при­
ведены в таб.1. 34.1, гарантируются лишь в том случае, 
когда разложения осуществляются по рассмотренным выше 
вычислительным схемам. Любое изменение вычислительной 
схемы должно обосновываться соответствующим анализом 
ошибок, так как иначе возможна катастрофическая потеря 
точности.

J34] СРАВНИТЕЛЬНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАЗЛОЖЕНИЯ 177
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Символ fl в графе «Режим» табл. 34.1 означает, что 
для достижения соответствующей точности можно огра­
ничиться вычислениями с одинарной точностью. Символ f!а 
означает, что для достижения указанной точности исполь­
зование операций накопления обязательно.

С точки зрения практического использования весьма 
привлекательными являются все разложения, основанные 
на преобразованиях отражения. Они имеют много досто­
инств, среди' которых выделим следующие.

1. Д ля преобразований отражения существует эффек­
тивная мажорантная оценка точности, по порядку величины 
не более чем в п раз превышающая минимально возможную.

2. Преобразования отражения требуют выполнения 
объема вычислительной работы, лишь вдвое превышаю­
щего минимально возможный.

3. При выполнении преобразований отражения невоз­
можен значительный рост величин элементов промежуточ­
ных вычислений.

4. Информация о сомножителях может быть практи­
чески размещена на месте исходной матрицы. Требуется 
лиш ь небольшая дополнительная память.

Реализация всех разложений, основанных на преобра­
зованиях отражения, не вызывает каких-либо существен­
ных трудностей. Поэтому наличие эффективных оценок 
точности является важным аргументом в пользу их широ­
кого применения. Конечно, в каждом конкретном случае 
может оказаться полезным использование и других раз­
ложении. Однако при этом должны быть приведены веские 
доводы, так как в общем случае большого выиграша по 
сравнению с разложениями, основанными на преобразо­
ваниях отражения, ожидать не приходится.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Почему требуется большая дополнительная память для неко­
торых из разложений?

2. Каким способом можно существенно уменьшить дополнитель­
ную память для размещения сомножителей, полученных на основе 
преобразований вращения?

3. Будет ли устойчивым вычислительный алгорифм при друг'1* 
способах'запоминания преобразований вращения?

4. Какую роль играет сложность вычислительных алгорифмов 
при сравнении разложений?

б. Какому из разложений вы отдаете предпочгемне и почему?



Г Л А В А  V 

РЕШЕНИЕ СИСТЕМ 
ЛИНЕЙНЫ Х АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Настоящая глава посвящена, в основном, исследова­
нию численных методов решения систем линейных алгеб­
раических уравнений. Эта задача является одной из важ ­
нейших в численном анализе и рассмотрению различных 
ее аспектов уделяется много внимания.

Теория решения линейных систем достаточно проста 
и давно известна, однако практическая реализация 
численных методов вызывает немало трудностей. Эго свя ­
зано прежде всего с тем, что многие методы весьма чув- 

; ствительны к влиянию ошибок округления и возмуще­
нию входных данных. Реальная опасность потери точно- 

I  стн заставляет нас считать исследование устойчивости 
'■>. неотъемлемой частью любого численного метода решения 
f '  систем линейных алгебраических уравнений.

Мы рассмотрим широкий круг вопросов, относящихся 
к линейным системам. Будут изучены численные методы 

|  для решения систем с невырожденными матрицами * и 
Ь прямоугольными матрицами потного ранга. Особое вни- 
’ мание .будет уделено исследованию особенностей неустой­
ки  чивых систем и построению для таких систем численно 

устойчивых методов.

§ 35. Системы специального вида

Решение систем линейных алгебраических уравнений 
общего вида обычно сводится к последовательному реше­
нию одной или нескольких систем

Gu = l (35.1)

со специальными матрицами G. Мы рассмотрим сейчас 
численные методы решения таких систем. При этом будем 

Л М ф едполагать, что матрицы G не слишком близки к выро­
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жденным. Точнее, они должны оставаться невырожденными 
в пределах изменения получаемых эквивалентных возму­
щений. Решение систем, матрицы которых меняют свой ранг 
в пределах уровня возмущений, мы рассмотрим позднее.

Согласно общей идее обратного анализа ошибок по­
стараемся показать, что реально вычисленное решение и 
системы (35.1) будет точным решением некоторой возму­
щенной системы

(G 4-A )«  =  /  +  v. (35.2)
Д ля каждого из численных методов мы проведем иссле­
дование соответствующих эквивалентных возмущений A, v.

Система с треугольной матрицей. Одним из лучших 
методов решения систем с треугольной матрицей является 
так называемая обратная подстановка. Пусть, для опре­
деленности, матрица системы правая треугольная. Запи­
сав подробно все уравнения системы (35.1), будем иметь 

gllUl + gu ut +  - . .  +  glnUn=*lu
(35 з)

gnnUn =  In-
Ясно, что u„ = ln 'gnn. Предположим, что уже вычис­
лены н„, и„ и . . . ,  Н м  из последних n — i уравнений
(35.3). Из i -го уравнения находнм

и _ l l - 8 l . l  !“<• — gl. П«П
gll

Таким образом последовательно определяем все коорди­
наты мя, м„_,......... и, вектора и.

Полученные формулы удобны для применения опера­
ции накопления. Пусть и„, u„.lt м/+1 —реально вы­
численные величины; тогда

*- =  П '  h ~ g , l  i“, . -  — g l.n U n )  ш  
\ gll

шя l ,~ gl• т “м - - - й . (1 4 -е,). 
gn

где принимает обычные для ошибок значения. Если 
*1Ф—  1, то



где
|в « ! ^ у 1 * « ! р - /+1. (35.4)

Если же е, =  — 1, то это означает, что

I h - g i .u iU u i - - - e i .n U n  
I ей I

и тогда
~ (h+Vj)—ei. uiUut ———Bi. ifin
1 ей

где
(35.5)

И так, реально вычисленное решение и системы (35.1) 
с треугольной матрицей G является точным решением 
возмущенной системы (35.2). При этом матрица эквива­
лентного возмущения Д диагональная, а ее элементы 
удовлетворяют неравенствам (35.4). Элементы эквивалент­
ного возмущения v в правой части системы удовлетво­
ряют неравенствам (35.5). Отметим, что всегда Ду =  0.

Система с ортогональной матрицей. Если матрица G 
системы (35.1) ортогональная, то решение и находится 
весьма просто. Именно,

и =  G'l, (35.6)

откуда следует, что £  gP4 ,  Для 1 < г < л .  Эти

формулы можно использовать н для численного определе­
ния решения. Вычисляем

иг =  « , (  Д  gprlp) -  0  +  М  S  Sprlp. (35.7)

Здесь ц,. снова принимает обычные для ошибок значения. 
Отсюда следует, что и = и +  б, где

G б Цс ^  у  р м  J и [в +  У п  со.

Вектор и будет точным решением системы вида (35.2), 
«ели положить Д =  0, v =  — Gd. Так как матрица G ортого­
нальная, то

I v l f i ^ y P <+,|* |e  +  / « ‘i)* (35.8)
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Если матрица G не является ортогональной в точном 
смысле, но близка к таковой, то решение системы (35.1 > 
в этом случае все равно находят согласно (35.6). По су ­
ществу, это означает замену матрицы G матрицей G' '. 
В силу близости матрицы G к ортогональной, JGJj и 
!; G '-1 Зз близки к единице, поэтому '

3 G " 1 -  С [в - J G ' 1 (Е  -  G'G) [я

Следовательно, вектор и, координаты которого опреде­
ляются по формулам (35.7), будет точным решением воз­
мущенной системы (35.2). При этом эквивалентное воз­
мущение v в правой части удовлетворяет неравенству
(35.8), а эквивалентное возмущение Д матрицы системы — 
неравенству

l A b ^ l E - G 'G J g .  (35.9)
Как мы покажем в § 38, процесс решения системы с мат­
рицей, близкой к ортогональной, можно организовать 
так, что возмущение Д не будет влиять на точность. Д ля 
этого вычисления по формулам типа (35.7) придется про­
водить не один р аз ,-а  несколько.

Система с двухдиагональной матрицей. Рассмотрим, для- 
определенности, систему с правой двухдиагональной матри­
цей. Имеем . . ,

£ n « i + g i 2M, — /1,
gi*M* -hgu“3

gnnUn =  In-
Эту систему снова решаем с помощью обратной подста­
новки, но теперь применение операций накопления не дает 
существенного выигрыша в точности. Предположим, что 
из последних ti — i уравнений уже определени й,,, й„ ь  . . .  
. . . ,  flfn. Из t-ro  уравнения находим

fl h —gi. и\ам \ _(h—gt. i+iOi+t 0  +*<)) (* +®Г) 0 +*" )
а‘ = П \------ gH-------У " ------------------------- W--------------------------

где ej, ti ,  t \"  принимают обычные для ошибок значения.
Если все ошибки отличны от — 1, то г\ определяет 

эквивалентное возмущение элемента g,t <fl,.a  ef, е |"  — эквн-
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• валентное возмущение элемента g  ; Если же среди оши­
бок будут равные — 1, то  они \ п^ы ваю тся эквивалент­
ным возмущением правой части Н Реально вычисленное 
решение й будет точным решешк вявозмущенной системы
(35.2). При этом матрица эквивянДОного возмущения Д 

'  правая двухдиагональная, а ее :л|Л!енты 6^, 6it м  удов­
летворяют неравенствам

§33] СИСТЕМЫ СПЕЦИАЛЬНА О  ВИДА 183

|8„|

lei.irtlS-J-lft.ibirO п (35.10)

Элементы v ( эквивалентного возм;?еэния v удовлетворяют 
I  неравенствам

| v , | ^ ( l + ! ^ , . . - .  (35.11)

Система с почти треугольной ид рицей. Будем считать, 
для определенности, что матриц с системы правая почти 

К  треугольная. Такую  систему н е .сообразн о  решать сле- 
ж  дующим способом. С начала, с погаудью умножения слева 

на подходящим образом выбран ю о  последовательность 
матриц вращения Т и , Т 2Я, . . . ,  'ц э ,* ,  приводим нсход- 

У .ную  систему к системе с правой дреуголы ю й матрицей. 
■J Затем решение полученной систев ; находится с помощью 
“ обратной ПЪдстановки. Рассмотрел-»"* ранее анализ оши­

бок полностью охватывает этот у ^ ’чай. Если предполо­
жить, что

|O fc ,  | / j £ > , / s ' 3, (35.12)

%- то нетрудно показать, что реальнзцычисленное решение й 
будет точным решением возмущенЕ® системы (35.2); при 
•том '

[ V [g ]  2 пр /+1
(35.13)

Система с трехдиагональной цг'трицей. Эту систему 
можно решать таким же с п о с о б о м ^ 31* и систему с почти 
треугольной матрицей. Однако т е р о ь  использование опе­
рации накопления при -решении:и 1стемы с треугольной 
матрицей не дает существенногсвг ыигрыша в точности. 
Если всюду использовать лш ш роеж им  вычислений с
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одинарной точностью, то в предположении (35.12) вместо
(35.13) будем иметь

l A b a G n + O r ^ i o u .  m i .

| » к « 1 ^ ч г « И Ь .  ( i

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Выполнить анализ ошибок при решении систем с треугольной 
матрицей с помощью исключения элементов. Сравнить результаты, 
относящиеся к различным порядкам исключения, между собой.

2. Выполнить анализ ошибок для обратной подстановки в слу. 
чае вычислений с одинарной точностью.

3. Можно ли систему с ортогональной матрицей решать с по­
мощью исключения элементов?

4. Рассмотреть использование процесса исключения элементов 
с выбором главного элемента по столбцу (строке) для решения си­
стемы с правой (левой) почти треугольной матрицей. Выполнить ана­
лиз ошибок и сравнить результаты с (35.13).

5. Рассмотреть использование процесса исключения элементов 
с выбором главного элемента по столбцу или строке для решения 
системы с трехдиагональной матрицей. Выполнить анализ ошибок 
и сравнить результаты с (35.14).

6. Рассмотреть применение метода квадратного корня для реше­
ния системы с положительно определенной трехдиагональной матри­
цей. Выполнить анализ ошибок и сравнить результаты с (35.14).

§ 36. Решение систем с невырожденными матрицами

Значительная часть наиболее известных численных 
методов решения систем линейных алгебраических урав­
нений

А х - Ь  (36.1)

основана на разложении матрицы А на множители. В за­
висимости от того, как связаны сомножители с матри­
цей А, различают две схемы построения методов.

В первой схеме предполагается, что явно известны 
сами сомножители, на которые разлож ена матрица А. 
Пусть

А ~ В С .  (36.2)

Решение системы (36.1) сводится к последовательному 
решению таких систем:
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Во второй схеме предполагается, что найдены матрицы L,
S, G, для которых выполняется соотношение

LAS = G. (36.4)

Т0ГДЗ x = Su, (36.5)

где и есть решение системы
Gu = l (36.6)

с матрицей G из (36.4) и правой частью

l =  Lb. (36.7)

Решение системы (36.1) сводится теперь к вычислению 
вектора I согласно (36.7), решению системы (36.6) и опре­
делению искомого вектора х  по формуле (36.5). В данной 
схеме матрицы L и S  обычно бывают представлены в виде 
произведения элементарных матриц.

Все формы разложения матрицы, которые рассмотрены 
нами, имеют вид либо (36.2), либо (36.4). Решение систем
(36.3), (36.6), по существу, было изучено в § 35. Поэтому 
численные методы для систем линейных алгебраических 
уравнений (36.1) можно строить, вообще говоря, на основе 
любых исследованных ранее разложений.

Эти методы в отношении скорости и объема требуемой 
памяти ЭВМ будут обладать такими же характеристи­
ками, как и соответствующие разлож ения матрицы. Глав­
ный член числа арифметических операций остается без 
изменения, так как для решения систем (36.1) при нали­
чии разложений (36.2), (36.4) нужно выполнить на поря­
док меньше вычислительной работы, чем для получения 
самих разложений. При этом, по существу, не требуется 
никакой дополнительной памяти ЭВМ по сравнению с той, 
которая уже была использована при разложении матрицы. 
Поэтому выбор внда разлож ения матрицы для построе­
ния численного метода решения систем линейных алгеб­
раических уравнений, обладающего нужными характери­
стиками скорости и объема памяти ЭВМ, можно осуще­
ствлять, используя табл. 34.1.

Связь точности решения систем с точностью разлож е­
ния гораздо сложнее. В общем случае удается лишь по­
казать, что реально вычисленное решение Я близко к
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некоторому вектору х, который является точным решением 
возмущенной системы

(A + E ) x  =  ft +  e 
с относительно малыми возмущениями Е, е. Во многих 
случаях прн этом оказывается возможным получить и 

.о ц е н к и  вида
[ е ь < ф (п) р * * [ Л Ь ,

М ,Ь[Е, .  (36.8)

f j r - i f c < o ( n ) p

где функции «р (л), ф (л), в (л) зависят только от порядка 
матрицы А и типа ее разлож ения. Все или некоторые 
из этих функций могут быть намного больше, чем соот­
ветствующие функции f  (л) из табл. 34.1.

Точность разложения матрицы на множители является 
одной из важнейших характеристик, определяющих общую 
погрешность решения системы (36.1). Как вытекает из 
формулы (10.10), (36.8), справедливо соотношение

^  9 (л) р  +  \’л (ф (л) +  ф (л)) р м ,  (36.9)

где х — точное решение системы (36.1), а \ А — спектральное 
или евклидово число обусловленности матрицы А. Отсюда 
следует, что точность решения системы, по существу, 
зависит лишь от максимальной из функций в (36.8). Но 
Ф(л) заведомо не может быть меньше, чем /(л). Поэтому 
разложение, для которого максимальная из функций ф (л), 
ф (л ), 0 (л) не слишком сильно превосходит /  (л), мы 
будем считать эффективным по точности, Как будет по­
казано ниже, все разлож ения из табл. 34.1 являются та­
ковыми.

По-видимому, нет никакой необходимости исследовать 
всевозможные комбинации допустимых видов матриц в раз­
ложениях (36.2), (36.4). Численные методы, использую­
щие разложения любого типа, не могут "обеспечить реше­
ние систем (36.1) с меньшими затратами времени и па­
мяти ЭВМ, чем методы, основанные на разложениях из 
табл. 34.1. К тому же неизвестно ни одного разложения, 
более точного, чем эти. Сказанное выше позволяет нам 
ограничиться в дальнейшем исследованием точности тех
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методов решения систем уравнений, которые основаны на 
использовании разложений из табл. 34.1.

Из всех разложений в табл. 34.1 лишь разложение на 
треугольные множители, выполненное по компактной схе­
ме, имеет вид (36.2). Построим соответствующие числен­
ные методы решения систем линейных алгебраических 
уравнений (36.1). Тогда, решая вспомогательные системы
(36.3) с помощью обратной подстановки, описанной в § 35, 
мы будем вносить дополнительные эквивалентные возму­
щения в диагональные элементы матриц В и С. Н о ошибки 
такого порядка уже могли появиться во всех элементах 
матриц В и С при их вычислении. Поэтому для методов 
этой группы имеем

< Г (/1 )^ 2 /(л ) , \{-(л) =  0(л) =  О. (36.10)

Рассмотрим теперь разлож ения вида (36.4) из табл. 
34.1. П усть матрица G —треугольная и получена с по­
мощью умножения матрицы А слева на последователь­
ность матриц вращения, отражения или матриц типа (24.3). 
П рн решении системы (36.6) снова будут вноситься допол­
нительные эквивалентные возмущения в диагональные 
элементы матрицы G, но значительно большие ошибки 
уже могли появиться во всех элементах этой матрицы 
прн ее вычислении. Эквивалентное возмущение в векторе Ь 
прн вычислении правой части I образуется по тому ж е 
закону, как и прн преобразовании матрицы А. Следова­
тельно, для методов, основанных на этих разлож ениях, 

<Г ('■)“ /(« ) .  S > ( « W  (л), в (я) =  0. (36.11) 
Дополнительное включение перестановок строк и столб­
цов в преобразование матрицы А не меняет полученных 
соотношений.

Если с матрицей А выполняются аналогичные право­
сторонние преобразования, то в этом случае

<р ( п ) ^ / ( л ) ,  if (п) =  0, 0 ( л ) - / ( я ) .  (36.12)
Предположим теперь, что мы используем разлож ения

(36.4), основанные на двухсторонних унитарных преоб­
разованиях матрицы А. Матрица G может не быть треуголь­
ной. Однако в § 35 было показано, что какой бы вид она 
не имела, решение системы (36.6) дает эквивалентные 
возмущения в G и /, зависящие от п существенно слабее,
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чем f  (п). Так как матрицы L, S  унитарные, то эти экви­
валентные возмущения легко переводятся в эквивалент­
ные возмущения соответственно А и Ь. Прн вычислении 
векторов /, х эквивалентные возмущения образуются по 
такому же закону, как и прн унитарном одностороннем 
преобразовании матрицы А. Поэтому для соответствующе и 
группы численных методов решения систем линейных 
алгебраических уравнении имеем

<Р(П) £ * /(« ) ,  * М я ) ^ 1 / ( п ) ,  е ( n ) ^ f ( n ) .  (36.13)

Наконец, рассмотрим использование процесса ортого- 
нализацин. Матрица L в разложении (36.4) представлена 
в виде произведения матриц типа (24.9) и диагональных 
матриц, у которых не более одного элемента отлично от 
единицы. Если прн вычислении вектора / согласно (36.7) 
применять операции накопления, то реально вычисленный 
вектор будет иметь в каждой своей координате такие же 
ошибки, как и при правильном округлении этих коорди­
нат. Но матрица G близка к унитарной. Счедовательно, 
евклидова норма вектора ошибок в I может быть с таким 
же весом перенесена в решение и. Мы уже отмечали, что 
система (36.6) с матрицей G, близкой к унитарной, может 
быть решена настолько точно, что эквивалентное возму­
щение войдет лишь в правую часть и согласно (35.8) 
будет весьма малым. Принимая во внимание значение 
функции f(n) для процесса ортогонализации, заключаем, 
что теперь

<p(n) =  f(n), *|> (п) =  0, 6 ( п ) ^ / ( я ) .  (36.14)

Полученные оценки для функций (36.8) позволяют 
сделать общий вывод о величине отклонения реально 
вычисленного вектора X от точного решения х  системы
(36.1). Д л я  этого воспользуемся неравенством (36.9) и 
заметим, что всегда v ^ ^ l .  Из соотношений (36.9) —•
(36.14) вытекает, что для численных методов решения 
систем линейных алгебраических уравнений, основанных 
на рассмотренных разлож ениях из табл. 34.1, асимпто­
тически будем иметь

! £ l ^ ^ 2 v  (36.15)
l * »



Конечно, эта оценка справедлива лишь в том случае, 
когда вычислительный алгорифм на всех этапах реализу­
ется по описанным выше процедурам.

Отметим некоторые из известных методов, характери­
стики которых определяются табл. 34.1 и формулой (36.15).

Метод Гаусса [6]. Основан на разложении (36.4). Мат­
рица G — правая треугольная, матрица L представлена 
как произведение матриц типа (24.3). Если используется 
одна из стратегий выбора ведущего элемента, связанная 
с изменением порядка просмотра столбцов, то матрица 5  
будет матрицей перестановок. При изменении порядка 
просмотра строк матрица L будет представлена как про­
изведение матриц (24.3) и матриц перестановок.

Компактная схема метода Гаусса [6]. Основана на раз­
ложении (36.2). Матрица В —левая треугольная, матрица 
С — правая треугольная.

Метод квадратного корня [2]. Основан на разложении 
(36.2) для положительно определенной матрицы А. Мат­
рица С — правая треугольная, В = С*.

Метод отражений [2]. Основан на разложении (36.4). 
Матрица G — правая треугольная, матрица L представлена 
как произведение матриц отражения.

Нормализованный метод отражений [7]. Основан на 
разложении (36.4). Матрица G — нормализованная левая 
(правая) треугольная, матрица S (L) представлена как 
произведение матриц отражения; матрица L (S ) является 
матрицей перестановок.

Двухсторонний метод отражений [3]. Основан на раз­
ложении (36.4). Матрица G —двухдиагональная, матрицы 
L и S  представлены как произведения матриц отражения.

Симметричный метод отражений [7]. Основан на раз­
ложении (36.4) и применяется для эрмитовых матриц Л . 
Матрица G — эрмитова трехднагональная, матрица L пред­
ставлена как произведение матриц отражения и совпадает 
с матрицей S* .

Метод ортогонализации [2]. Основан на разложении
(36.4). Матрица G — унитарная, матрица L представлена 
как произведение матриц типа (24.9) и диагональных 
матриц, у которых не более одного элемента отлично от 
единицы. Матрица S  совпадает с единичной.

Все рассмотренные методы особенно удобны для реше­
ния систем линейных алгебраических уравнений с многими
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правыми частями п одной и той же матрицей. В этом 
случае соответствующие разложения (36.2), (36.4) нахо­
дятся лишь один раз. Многократно приходится решать 
только простые системы (36.3), (36.6) и выполнять пре­
образования (36.5), (36.7).

Согласно формуле (36.15) точность любого метода пол­
ностью определяется точностью разложейия матрицы па 
множители. Но как видно из табл. 34.1, в этом отноше­
нии различные разложения отличаются друг от друга не так 
уж сильно. Поэтому, если какой-либо из методов не обеспечи­
вает нужной точности решения системы линейных алгеб­
раических уравнений, то нет никаких оснований надеяться 
на то, что другой метод будет давать для этой же 
системы существенно лучшие результаты. Скорее всего, 
такую систему следует рассматривать как неустойчивую 
и решать ее одним из тех способов, которые обсуждаются 
в §§ 39, 41.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Привести примеры численных методов решения линейных 
систем, которые не охватываются оценкой (36.15).

2. Рассмотрим любой численный метод, для которого выполняются 
оценки (36.8). Доказать, что

Д О  -  » <£  ( f  (п) +  *  (я)+ в (л)) ] А ]£  [ X [Е.

3 Провести анализ формулы (36.15) для конкретных ЭВМ и 
конкретных численных методов! При каких значениях числа обусло­
вленности можно гарантировать относительную погрешность решения 
не Дольше, чем 10 2?

§ 37. Системы с матрицами полного ранга

Рассмотрим прямоугольные матрицы размеров т у п , 
ранг которых совпадает с минимальным из чисел т, п. 
Т акие матрицы называются матрицами полного ранга. 
Отличительная их особенность состоит в том, что они не 
изменяют свой ранг при любых достаточно малых возму­
щ ениях. Системы линейных алгебраических уравненнй 
с матрицами полного ранга имеют много общего с систе­
мами с невырожденными матрицами. Такие системы назы­
ваются недоопределенными, если т <  п, и переопределен­
ными, если т > п .
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' Пусть матрица А системы (36.1) является матрицей
! . полного ранга. Переопределенная система может быть

Ш  несовместной. Недоопределенная система всегда совместна,
ж, но имеет не единственное решение. Поэтому будем искать
В  нормальное псевдорешение [1] системы (36.1), т. е. такой
К  вектор *о. который среди всех векторов х, минимизирую-
2? щих функционал невязки

Ф ,(х )—в л х —

имеет наименьшую евклидову норму.
Инвариантность евклидовой нормы к унитарным пре- 

образованиям позволяет свести задачу оты скания-нормаль- 
if ного псевдорешения системы общего вида к более простой 
•J. задаче. Действительно, выполним какое-нибудь преобра-
*  зованне (36.4) с унитарными матрицами L, S . Тогда 
Ш легко проверить, что в обозначениях (36.5) — (36.7)

Ф0 (*) -  \А х - Ь СЬ =  [ Gu - /  $  -  Ф0 (и),

1- при этом ]x]e '= \ule. Спедователыю, задача определения 
К  нормального псевдорешения системы (36.1) эквивалентна 
щ- решению такой же задачи для системы (36.6). Но преоб- 

разованне (36.4) всегда можно выбрать так, что M aipima 
G будет достаточно простой, например, треугольной, нор­
мализованной трапецевидной, двухдиагональной и т. п. 
На основе этого преобразования можно построить доста- 

'■ точно эффективные численные методы.
Однако системы с прямоугольными матрицами можно 

Т решать и другим способом. Известно [1], что единствен­
ное псевдорешение переопределенной системы (36.1) 
с матрицей А полного ранга является обычным решением 
системы

А * А х -А * Ь  (37.1)

с квадратной невырожденной матрицей А*А порядка п. 
Нормальное решение х0 недоопределенной системы (36.1) 
получается из решения системы

АА*у = Ь (37.2)
с квадратной невырожденной матрицей АЛ* порядка т 
путем простого преобразования

х ^ А * у .  (37.3)
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Поэтому прямое вычисление матрицы и правой части 
систем (37.1), (37.2) и последующее решение этих систем 
любым из исследованных ранее методов такж е вполне 
приемлемо для построения численных методов решения 
исходной задачи.

Формально соотношения (37.1) — (37.3) легко заменить 
другими. Рассмотрим решение переопределенной системы. 
Если *о — точное псевдорешение, то невязка

Поэтому вместо системы (37.1) можно решать систему

Вместо соотношений (37.2), (37.3) получаем аналогичную

Здесь — г0 совпадает с решением у0 системы (37.2). Матри­
цы систем (37.5), (37.6) эрмитовы невырожденные поряд­
ка /Л +  П.

Итак, численные методы решения систем с прямоуголь­
ными матрицами полного ранга можно строить тремя 
различными способами. Первый способ связан с унитар­
ным преобразованием матрицы и минимизацией функцио­
нала невязки, второй с решением систем (37.1), (37.2), 
третий —с решением систем (37.5), (37.6). Какому из 
способов отдать предпочтение —не очевидно. Тем более, 
что все они требуют примерно одинаковых затрат как по 
времени решения, так и по объему используемой памяти 
ЭВМ. Необходимо их сравнение по точности. Мы начнем 
исследования с первого способа.

Предположим, что система недоопределенная. Приведем 
матрицу А с помощью умножения справа на унитарную 
матрицу S  к левой треугольной матрице G. Пусть

г0 =  ft — Ах0 
согласно (37.1) удовлетворяет соотношению

(37.4)

А*г0 =  0.

(37.5)

систему:
(37.6)

G =  [ 6 i 0 ] , (37.7)

где G — невырожденная левая треугольная матрица по­
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рядка т. Если нормальное решение м0 системы (36.6) 
представить в виде| “ • - [ £ ■ ] •  
где размерность вектора и’9 равна т, то для векторов и'0, 
ии будем иметь

& ; = . / ,  « ; = о. (37.8)

Решение системы в (37.8) осуществляется по одному из 
тех алгорифмов, которые были исследованы ранее, напри­
мер, с помощью обратной подстановки.

Анализ ошибок округления в описанном процессе 
выполняется по той же схеме, что и для системы с невы­
рожденной матрицей. Единственное отличие заключается 
в том, что теперь следует учитывать отклонение матриц 
преобразования от унитарных. Д ля приведения матрицу 
А к матрице G наиболее целесообразным является исполь­
зование преобразований отражения. В этом случае в соот­
ветствии с оценкой (16.6) получаем, что реально вычис­
ленный вектор х0 удовлетворяет соотношению

(37.9)

где v j  *= 3 4̂ В*, е С >1+ С*, я или, что то же самое,

(37.10)

Предположим, далее, что система переопределенная. 
Приведем матрицу А с помощью умножения слева на 
унитарную матрицу L к правой треугольной матрице G. 
Ясно, что G можно представить в виде

0 - [ ? J .  (37.11)

.где G — невырожденная правая треугольная матрица.

где размерность вектора V равна п. Тогда единственное 
псевдорешенме и0 системы (36.6) удовлетворяет уравнению 
Ьи<> =  / ' .  Снова в этом процессе наиболее целесообраз- 

Ым является использование преобразований отражения.
7 В. В. Воеводин
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Анализ ошибок показывает, что в соответствии с оценкой
(16.7) реально вычисленный вектор jf0 удовлетворяет 
соотношению

L ^ Z ^ k ^ 9>8 r t v ^ ‘ +  4 ,9 n v i (v i +  (37.12)

Теперь вместо (37 .10 ),имеем

=  16 1*. с I й '* к. с-
Полученная оценка (37.12) показывает, что при реше­

нии переопределенной системы первым способом аналогия 
в omnouienuu точности с системой, имеющей невырожден­
ную матрицу, имеет место лишь в том случае, когда 
правая часть хорошо согласована с матрицей, т. е. отно­
шение Ц Г И К Ь  достаточно мало. Если

№  +  1 ) |Г Н < '1 в < 2 .  (37.13)

то оценка (37.12), по существу, совпадает с (37.9) при 
замене, конечно, ш на л. Если же

(v i +  l ) | r W l e > 2 ,  (37.14)

то оценка (37.12) в целом становится такой:

<37-iS)
В практических задачах нередко возникают переопре­

деленные системы линейных алгебраических уравнений, 
в которых выполняется условие (37.14). Д ля того чтобы 
ответить на вопрос, с какой же точностью можно решить 
такие системы, рассмотрим второй способ их решения.

Будем вычислять матрицу и правую часть системы
(37.1), используя операцию накопления. Тогда в действи­
тельности придется иметь дело с системой

(Л М  +  Е )* = /1 * &  +  г, (37.16)
где

:  (37.17)

Реш ая систему (37.16) одним из исследованных ранее
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методов, мы получим некоторый вектор Ъ>. Д-™ которого 
согласно (36.15), (37.17) выполняется соотношение

Для евклидовой нормы ^  (vj»)*, для спектральной 
нормы это неравенство обращается в равенство. Поэтому, 
используя, например, метод квадратного корня для реше­
ния системы (37.16), получим, что _,+1 (3718)

Ц*о Ив

При выполнении условия (37.14) оценка (37.18) значи­
тельно лучше оценки (37.15). Если в условии (37.14) 
знак «много больше» заменить знаком «больше», то и 
тогда оценка (37.18) остается более предпочтительной.

Таким образом, сравнивая первые два способа, можно 
сделать следующий вывод в отношении точности решения 
переопределенной системы линейных алгебраических урав­
нений Если правая часть системы достаточно хорошо 
согласована с матрицей, то такую систему целесообразно 
решать с помощью унитарного преобразования матрицы 
без перехода к системе (37.1). При плохом согласовании 
более точные результаты дает прямое решение си­
стемы (37.1). Условием хорошего согласования является 
выполнение неравенства (37.13).

Заметим, что этот вывод относится лишь к точности, 
определяемой влиянием ошибок округления. Что же 
касается точности, определяемой погрешностью задания 
входных данных, то она, конечно, одинакова при любых 
способах решения системы и определяется, например, 
оценкой (16.7).

Оценка (37.9) настолько хороша, что при решении 
недоопределенной системы линейных алгебраических урав­
нений (36.1) нет никаких оснований для перехода к си­
стеме (37.2). Если все же находить нормальное решение 
такой системы согласно (37.2), (37.3) и для решения 
системы (37.2) использовать метод квадратного корня, 
то мы получим некоторый вектор Х0, для которого снова 
выполняется оценка (37.18). Но мы не будем останавли­
ваться на ее выводе.
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Третий способ решения исходной системы (36.1) не 
дает ничего нового по сравнению с первым. Если матрицу .4 
привести к треугольному виду с помощью унитарного 
преобразования, то, несмотря на внешнее различие вычис­
лительных схем, результаты будут полностью совпадать, 
включая ошибки округления. Однако в некоторых слу­
чаях этот способ оказывается полезным, например, при 
уточнении псевдорешення.

1. Доказать, что матрица имеет полный ранг тогда и только 
тогда, когда никакие возмущения не приводят к увеличению ее ранга?

2. Доказать, что для матрицы А полного ранга и размеров т х л  
справедливы соотношения

3. Пусть матрица С имеет полный ранг. Доказать, что для того, 
чтобы матрица А тех же размеров имела полный ранг, достаточно 
выполнение неравенства

для какой-нибудь нормы.
4. Доказать, что нормальное псевдорешенне системы с матрицей 

полного ранга является непрерывной функцией элементов матрицы 
и правой части в достаточно малой окрестности их изменения.

5. Используется ли обратный анализ ошибок в терминах возму- j 
щения системы (36.1) при оценке точности ее решения вторым спо- 
собом?

6. В чем причина различий точности первых двух способов?
7. Пусть матрица А полного ранга имеет размеры шхл. Обо-

У П Р А Ж Н Е Н И Я

А*-А*(АА*)-*, т : п ,  
А ‘ = (A M ) '1 A*, nxTsn.

| с ч и - С 1 < 1 (37.19)

значим -

Доказать, что выполняются оценки
|ВЬ*£|-ИАЪ. |В-Ч*< 1+ 1^1.+ Н , В.

8. Доказать, что системы (37.5), (37.6) определяют то же нор­
мальное псевдорешенне, что и системы с матрицами
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и правыми частями из (37.5), (37.6). Здесь о, р-любые ненулевые

9. Как выбрать параметры а, р, чтобы матрицы (37.20) имели 
наименьшее число обусловленности?

10. Как выбрать параметры а, р, чтобы системы с матри­
цами (37.20) обеспечивали наибольшую точность нормального псевдо­
решения системы (36 1)?

§ 38. Уточнение решения

Все рассмотренные численные методы решения систем 
линейных алгебраических уравнений обладают одним 
сбщнм свойством. Именно, реально вычисленное решение 
(псевдорешение) является точным для некоторой возму­
щенной задачи. Выполненные исследования показывают, 
что эти возмущения весьма малы и нередко соизмеримы 
с ошибками округления входных данных. Если входные 
данные получены посредством каких-либо измерений или 
предварительных расчетов, то обычно они уже содержат 
значительно большие ошибки. В этом случае всякая 

"попытка улучшить приближенное решение (псевдорешение) 
без привлечения дополнительных сведений о точной задаче 
или ошибках входных данных окажется несостоятельной, 
ибо нет никакого критерия предпочтения одного прибли­
женного решения (псевдорешения) другому.

Положение существенно изменяется, если входные 
данные заданы в ЭВМ точно. Теперь среди всех прибли­
женных решений (псевдорешений), соответствующих опре­
деленному уровню эквивалентных возмущений, можно 
выбрать то, которое наиболее близко к точному. Как 
правило, это будет правильно округленное точное реше- 
ние (псевдорешение).

Рассмотрим сначала систему линейных алгебраических 
уравнений (36.1) с невырожденной матрицей. Пусть л — 
точное решение, — некоторое приближение к нему, 
полученное любым способом. Обозначим

+ Д<*>. (38.1) 

Подставляя это выражение в (36.1), получим
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Будем считать, что способ вычисления невязки (38.3) 
и численный метод решения системы (38.2) таковы, что 
реальная поправка Д'*' удовлетворяет соотношению

■ ^ ' 1е-£ < 0, • (38.4)
где 6 заметно меньше единицы. Основная трудность 
в удовлетворении этого условия связана с выбором соот­
ветствующего способа вычисления невязки. Если дг'*1 
близко к точному решению, то невязка становится малой 
и прямоэ ее вычисление с одинарной точностью будет 
приводить к большим относительным ошибкам. Кроме 
этого, абсолютная малость невязки может быть причиной 
значительных ошибок в поправке Д'*1 из-за нерегуляр­
ности поведения ошибок округления вблизи машинного 
нуля. Поэтому наиболее целесообразно поступать следую­
щим образом.

1. Вычисляем невязку в режиме накопления.
2. Нормируем невязку.
3. Решаем систему (38.2) одним из методов, удовле­

творяющих условию (36.15).
4. Умножаем вычисленную поправку на обратную 

величину нормирующего множителя.
В этом случае поправка будет определена с высокой 

относительной точностью. Несложные вычисления пока­
зывают, что теперь

в^ (2/ (п ) + 3/2)удр ^ ‘ . (38.5)1
Стедовательно, для всех матриц, не являющихся патоло­
гически плохо обусловленными, число в в (38.4) действи­
тельно можно считать заметно меньшим единицы.

Процесс решения системы (38.2) заканчивается вычис­
лением следующего приближения дс'*+и к точному реше- 

. нию х. Находим
*<*+!) _*<*> +  £<*> + у*, (38.6)

где v* есть вектор ошибок, появляющихся от сложения 
х\к) и д1*)ф Если число б заметно меньше единицы, то 
вектор дс1**1 * соизмерим по величине с точным решением. 
Поэтому, не ограничивая существенно общности, можно 
считать, что \ 7)

Дv*|bSS 2 л Р ''м . №  7>
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Далее из (38.1), (38.6) следует

откуда, учитывая (38.4), (38.7), получаем, что

I Д<*+» |* <  9 | А(*> h +  j  Ы е Р  м - <38-8)
Согласно описанному процессу построим последова­

тельность векторов jxU)}, исходя из любого вектора х0, 
например, нулевого. Из (38.8) заключаем, что

Ш  ;Д (*>||г =  М /гР  ,+1/2(1 -  в').

Если в заметно меньше единицы, то, начиная с некото­
рого к, все векторы х(*( будут отличаться от точного 
решения х примерно так же, как отличается от него пра­
вильно округленное точное решение. Как правило, после­
довательность {*'»>} будет сходиться к правильно округ­
ленному точному решению.

Таким образом, если входные данные системы с невы­
рожденной матрицей заданы точно, то можно построить 
последовательность векторов {jc***}, определяющую исклю­
чительно точное приближение к точному решению. Про­
цесс уточнения решения тем эффективнее, чем меньше 
число 9. Обычно в последовательности {х(*>} достаточно 
построить 2 — 3 вектора, чтобы достичь нужной точности. 
Но и построение большего числа векторов практически 
не приводит к заметному увеличению общего времени 
решения задачи. Многократное решение систем (38.2) 
может быть осуществлено весьма быстро, если разложе­
ние матрицы А на множители, выполненное при решении 
первой системы, использовать для решения всех после­
дующих систем с другими правыми частями.

С процессом уточнения решения связан один интерес­
ный факт. Напомним, что уже первое приближение к реше­
нию является точным решением возмущенной системы. 
При этом возмущения не только малы, но и не зависят 
практически от обусловленности матрицы. Правильно 
округленное точное решение также является точным реше­
нием некоторой возмущенной системы. И снова возмуще­
ния малы и не зависят от обусловленности матрицы. Для 
наиболее точных методов решения систем эти возмущения
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соизмеримы по величине. Поэтому нет никакого основания 
ожидать существенного уменьшения норм невязок при 
последовательном выполнении процесса уточнения решения. 
Более того, нормы невязок на некоторых шагах могут 
даже несколько увеличиться. Несмотря на это, точность 
последовательных приближений xik) постоянно повышается. 
Описанный процесс уточнения связан не с уменьии:нисм 
эквивалентных возмущений или величин невязок, а с устра­
нением влияния обусловленности матрицы исходной си­
стемы на погрешность в решении.

Распространение описанного процесса на системы 
с прямоугольными матрицами полного ранга имеет свои 
особенности. Они связаны прежде всего с тем, какой из 
рассмотренных в § 37 способов решения таких систем 
взят за основу процесса.

Пусть используется первый способ. Предположим, что 
решается переопределенная несовместная система (36.1). 
Если Jt<*» есть некоторое приближение к единственному 
псевдорешению дг0, то обозначим х„ = ***’ + Д<*'. Но

где
г„ = Ъ - А £ \  (38.9)

Поэтому поправку \[к) можно находить из условия мини­
мизации функционала невязки для системы

Л Д ^ - г* . (38.10)
Может показаться, что, вычисляя с высокой относи- 

тел ьной точностью невязку (38.9), мы найдем с высокой 
относительной точностью поправку как единственное 
псевдорешенне системы (38.10). Однако в действительности 
попытка «уточнить» псевдорешение переопределенной 
системы приводит к следующей ситуации. Чем лучше 
взято приближение к псевдорешению, тем хуже его невязка 
будет согласована с матрицей и тем хуже будет относи­
тельная точность поправки, полученной по первому спо­
собу решения системы (38.10).

Таким образом, первый способ решения переопределен 
ной системы не может быть положен в основу процесса 
уточнения. Нельзя его использовать и для уточнения нор- г 
ми льном peuienuH недоопределенной системы. В  лучшем ̂
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случае здесь можно надеяться на хорошую близость 
к какому-нибудь решению. При этом отклонение от нор­
мального решения может быть значительным.

Эффективные процессы уточнения для систем с пря­
моугольными матрицами полного ранга можно построить 
на основе второго и третьего способов их решения. Напом­
ним, что эти способы связаны с решением систем (37.1),
(37.2) или (37.5), (37.6), матрицы которых невырожден­
ные.

Рассмотрим применение второго способа к решению 
переопределенной системы. Теперь для поправки Ai** мы 
получаем систему

Л М Д ^ -s*.
где

s* = Л* (Ь — А х [%
Чтобы вычислить вектор s* с высокой относительной 
точностью уже недостаточно -использования операций 
накопления. При вычислении s*. по существу, все ариф­
метические операции необходимо выполнять с удвоенной 
точностью.

Предположим далее, что вторым способом решается 
недоопределенная система. Пусть ^ ’ — некоторое прибли­
жение к решению уа системы (37.2). Если

Уо = У{?  +  С .  
то для поправки Vе/’ получаем систему 

Л*ЛУ^’ = /*,
где

tk = b-AA*y\k\
Снова при вычислении вектора /* все арифметические 
операции надо выполнять с удвоенной точностью. С удво­
енной ̂ точностью следует сохранить последнее приближе­
ние и выполнить преобразование (37.3).

Необходимость использования вычислений с удвоенной 
точностью может вызывать определенные трудности при 

рактической реализации методов. От этого недостатка 
пРоцессы уточнения, основанные на третьем 

особе решения систем с прямоугольными матрицами.
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Процессы уточнения для систем (37.5), (37.6) осущест­
вляются почти одинаково, поэтому мы рассмотрим лишь 
уточнение решения системы (37.5). Пусть х[к), г!к) — при­
ближения соответственно к псевдорешению дг0 и его не­
вязке /о- Обозначим

и-има
Тогда для поправок а^\ 6{к) получаем систему

где g „^ b - A x <k)- r (k\ h„----A*r(k).
Для вычисления этих векторов с высокой относительной 

точностью вполне достаточно использования операций 
накопления.

Многократность решения систем не приводит к замет­
ному увеличению времени счета. Если для систем (37.1),
(37.2) применяется метод квадратного корня, то разложе­
ния матриц А*А и АА*, полученные на первом шаге, 
используются и на всех остальных шагах. При решении 
систем (37.5), (37.6) и в процессах уточнения, связанных 
с ними, целесообразно выполнить предварительно унитар­
ное преобразование матрицы А к матрице G простого вида. 
Если LA S = G,
где L, S  — унитарные матрицы, то это определяет и раз­
ложения матриц в (37.5), (37.6). Именно,

II.«  ж- ж  л  (38,,
[I [ I  Ж  °о ¥ о \ ? 1

Разложения (38.9) используются на всех шагах процесса 
уточнения. Полезно иметь в виду и такие соотношения:

А*А = S  (G*G) S*, A A *= L* (G G *)L .
Скорость сходимости процессов уточнения определяется 

соответствующими значениями 6 в (38.4). Если использо-

линейных алгебраических уравнений с матрицами полного 
ранга, то для систем (37.1), (37.2)

• З Д М Б М + Б ^ " 1. t38-10)
для систем (37.5), (37.6)

0^7,1</МИ1+И+Ь)*р-'+1. (38.11)
Здесь <7 = min \т, п}.

Различие оценок -{38.10), (38.11) связано прежде всего 
с принципиальным различием свойств систем (37.1), (37.2) 
и (37.5), (37.6). Пусть, например, матрица и правая 
часть исходной системы умножаются на одно и то же 
число а. Тогда ее псевдорешення* не изменяются, а ре­
шение вспомогательной системы (37.2) является однород­
ной функцией ос. Поэтому все полученные ранее оценки 
точности псевдорешеннй, включая оценку (38.10), инва­
риантны к такому умножению. Составные же ■ решения 
систем (37.5), (37.6) не будут однородными функциями о, 
что и приводит к появлению неоднородной зависимости 
в правой части (38.11).

Выполненные исследования формально связаны с про­
цессом уточнения, однако в действительности они имеют 
существенно большее значение. Заметим, что важным 
моментом в обосновании процесса является лишь то, что 
относительные ошибки всех поправок ограничены сверху 
константой, которая меньше единицы. При этом никак 
не учитывается способ получения самих последовательных 
приближений. Поэтому, если мы построим какой-либо 
процесс, обладающий в отношении поправок аналогичным 
свойством, то тем самым будет построен некоторый и те-

• рационный метод решения систем линейных алгебраиче­
ских уравнений.

Рассмотрим один из распространенных способов пост­
роения итерационных методов. Пусть матрица А системы
(36.1) представлена в виде

А = В  +  С, (38.12)
где В  —невырожденная матрица. Предположим, что изве­
стно приближение *<*> к точному решению х. Топа 
поправка будет удовлетворять .системе (38.2). Заменим 
систему (3. .2) системой

рассмотренные выше алгорифмы решения систем 1 £Д<*) = (38.13)



(38.14)

(38.15)

Из (38.12), (38.13)-вытекает, что
В(Д(*>_Д<*>) = _СД<*>.

Следовательно,
Л-Д-»’— ,с

IIA D
Если выполняется условие 

то последовательность векторов
= +

будет сходиться к точному решению х.
Вычислительная схема таких методов обычно имеет 

иной вид. Именно, записывается рекуррентное соотношение
Bxk,i= b - C x k, (38.16) 1

связывающее два последовательных приближения. Это j 
соотношение может быть получено непосредственно из
(38.13), (38.15).При выборе разложения (38.12) необходимо следить 
не только за выполнением условия (38.14), но и за тем, 
чтобы системы (38.16) с матрицей В  решались значительно 
проще, чем с матрицей А. Для этого матрицу В  выбирают 
либо достаточно простой, либо такой, 4to6w она легко 
обращалась или легко раскладывалась на простые мно­
жители. Конечно, обращение матрицы или ее разложение 
на множители выполняется только один раз.

У П Р А Ж Н Е Н И Я  
!. Пусть матрица А системы (36.1) близка к уннтарной. Доказать, 

что последовательность векторов х»+1 = ** +  Л* (b — Axk) сходится  ̂
к точному решению системы (36.1) при любом начальном прибЛиже- J  
нни х0.2. Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений вилл+ (38.17) I

где Ц ОЦ <  I. Доказать, что последовательность векторов х*., — г/ 1 
сходится к точному решению системы (38.17) при любом начально м  ̂
приближении ж* Этот процесс называется методом простой итерации- Л

3. Пусть диагональные элементы матрицы А являются преобладаю­
щими. Возьмем в качество матрицы В  в разложении (38.12) диаго­
нальную часть А. В этом случае процесс (38.16) называется методом 
Якоб и. Написать достаточные условия сходимости, используя различ­
ные матричные нормы и условие (38.14).
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4 Предположим, что матрица А системы (37.1) положительно 
г определенная. Пусть матрица В в разложении (38.12) является левой

треугольной, а матрица С-строго правой треугольной. В этом случав 
процесс (38.16) называется методом Некрасова. Доказать, что после­
довательность векторов из (38.16) сходится к точному решению 
систсмы (36.1) при любом начальном приближении.

5 Доказать, что для того, чтобы последовательность векторов, 
определяемая процессом (38.16), сходилась к точному решению си- 
схемы (36.1) при любом начальном приближении, необходимо и доста­
точно, чтобы все собственные значения матрицы В >С были по модулю 
меньше единицы.

6. Выполнить анализ ошибок, возникающих при реализации про­
цесса (38.16).

§ 39. Особенности решения неустойчивых систем

Выполненные исследования систем линейных алгебраи­
ческих уравнений показали, что если матрица имеет пол­
ный ранг, то при соответствующем ограничении уровня 
ошибок входных данных и повышении точности вычисле­
ний решение (псевдорешение) системы может быть полу­
чено с любой заданной точностью. Но эти же исследова­
ния показывают и другое. Если фиксированы уровень 
ошибок входных данных и точность вычислений, то всегда 
найдутся системы с настолько большими значениями чисел 
обусловленности, что для них нельзя гарантировать в реше­
нии (псевдорешенпи) никакой точности.

Такие системы называются неустойчивыми или плохо 
обусловленными. В  целом они характеризуются тем, что 
незначительное изменение условий счета может привести 
к недопустимо большим ошибкам в решении. Причина 
этого явления в основном одна —в пределах изменения 

; ошибок входных данных или эквивалентных возмущений 
j матрица системы либо становится матрицей не полного 

ранга, либо очень близка к таковой. Все трудности реше­
ния неустойчивых систем связаны, по существу, лишь 
с трудностями решения систем с матрицами неполного 
ранга в условиях возмущения входных данных и влияния 
ошибок округления. Таких трудностей немало.

В  теоретическом плане решение систем с матрицами 
не полного ранга не отличается от решения рассмотрен­
ных выше систем с прямоугольными матрицами полного 
ранга. Пусть задана любая система

Ах = Ь (39.1)
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линейных алгебраических уравнений. Снова будем искать 
ее нормальное псевдорешенне, т. е. такой вектор х0, кото­
рый имеет наименьшую евклидову норму среди векторов, 
минимизирующих функционал невязки:

Ф 0 (x) = Ji4x — bfe.

Известно [1], что в этом случае 

Хо — А^Ь,

где А¥ — псевдообратная матрица для матрицы А.
Однако внешнее сходство между системами с матри­

цами полного и не полного ранга обманчиво. В действи­
тельности между ними существует принципиальное раз­
личие. Именно:

Если матрица системы имеет полный ранг, то  в неко­
торой окрестности изменения входных данных нормальное 
псевдорешение непрерывно. Если же матрица системы не 
имеет полного ранга, то в любой окрестности изменения 
входных данных нормальное псевдорешение разрывно.

Это различие настолько важно, что заставляет считать 
исследование зависимости погрешности нормального псев­
дорешения от возмущения входных данных и ошибок 
округления неотъемлемой и обязательной частью любого 
численного метода решения систем с матрицами неполного 
ранга. Тем не менее такое исследование проводится еще 
очень редко. По-видимому, немалую роль в этом играет 
тот гипноз легкости, с которой математика точных вычис­
лений предлагает «эффективные» методы решения систем 
линейных алгебраических уравнений. Однако эта легкость 
связана лишь с тем, что не обращается внимание на слож­
ные проблемы, стоящие совсем рядом.

Согласно многочисленным рецептам можно решать лю­
бую систему, например, методом Гаусса с выбором глав­
ного элемента по всей матрице. Если матрица имеет пол­
ный ранг, то после выполнения всех преобразований 
будет получена система с треугольной невырожденной 
матрицей. Если же матрица имеет не полный ранг, то 
после выполнения меньшего числа преобразований будет 
получена система с треугольной матрицей, у которой одна 
или несколько строк нулевые. С точки зрения классиче1
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ской математики это более благоприятный случай, так 
как никакие дальнейшие преобразования не требуются. 
В  обоих случаях решение системы с треугольной матри­
цей не вызывает особых трудностей. В процессе преобра­
зований легко устанавливается и факт совместности исход­
ной системы.

Подобные рецепты выглядят весьма привлекательно. 
Почти не возникает сомнений в том, что требуется лишь 
незначительная модификация уже известных численных 
методов и мы получим возможность решать системы общего 
вида, по крайней мере совместные системы. Кажется ясным 
и то, как нужно модифицировать методы. В  основе этих 
модификаций лежит следующая идея.

Ошибки округления малы. Как правило, малы и ошибки 
входных данных. Будем решать систему каким-либо пря­
мым методом, например, методом Гаусса с выбором глав­
ного элемента. Если точная матрица имеет не полный 
ранг, то в процессе реальных преобразований, по-видимому, 
получится система с треугольной матрицей, у которой все 
элементы последних строк будут малы. Отбросим- эти 
уравнения и найдем решения полученной системы. Они 
будут служить достаточно хорошим приближением к реше­
ниям точной системы.

На основе этой идеи было опубликовано и продолжает 
публиковаться огромное число работ. Все отличия их друг 
от друга связаны лишь с использованием различных пре­
образований исходной системы и применением различных 
критериев замены «малых» элементов преобразованной 
системы нулями. Однако данная идея не сразу привела 
к эффективному решению систем линейных алгебраических 
уравнений общего вида. Более того, долгое время было 
не ясно, можно ли вообще построить устойчивый процесс 
решения систем с матрицами неполного ранга в условиях 
возмущения входных данных и влияния ошибок округле­
ния. Успех пришел лишь тогда, когда был детально иссле­
дован весь механизм возникновения неустойчивости и найдены 
гарантированные средства подавления его действия.

Для определения нормального псевдорешения наиболее 
Целесообразно использовать унитарные преобразования 
исходной системы. Но, в отличие от систем с матрицами 
полного ранга, применение этих преобразований теперь 
не влечет за собой обеспечение общей устойчивости.
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Предположим, что в результате унитарных преобразо­
ваний получена система с двухдиагональной матрицей G 
порядка л, элементы gtj  которой таковы:

Определитель этой матрицы равен единице, равны еди­
нице и все собственные значения. Нельзя считать, что 
строки этой матрицы близки к линейно зависимым, так 
как, например, при е = 2-<',~ 1> угол между любой векто­
ром-строкой матрицы G и подпространством, натянутым 
на все предыдущие векторы-строки, не менее л/8. Поэтому 
совсем не ясно, можно ли какие-либо из строк матрицы G 
заменить нулевыми, не потеряв существенно точность 
решения.

Возмутим матрицу (39.2), поместив в позицию (л, 1) 
элемент, равный (— 1)"е. При е = 2-<я-|> это возмущение 
столь мало, что для л >40 оно становится меньше, чем 
возмущение от округления одного элемента матрицы до 
12 десятичных разрядов после запятой. И все же возму­
щенная матрица при любом е оказывается вырожденной. 
Следовательно, по величине элементов строк и столбцов 
матрицы (39.2) нельзя сделать правильный вывод о сте­
пени ее близости к матрице не полного ранга.

Унитарное преобразование исходной системы к системе 
с нормализованной трапециевидной матрицей также оказы­
вается не очень эффективным. Рассмотрим левую норма­
лизованную треугольную матрицу G порядка л с эле-

0 в остальных случаях.
(39.2)

ментами

Возмущение на элементэлемент

(39.4)

в позиции (1, я) делает эту матрицу вырожденной. Но 
при больших л (39.5)
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и снова величина элементов строк и столбцов матрицы (39.3) 
не отражает степени ее близости к матрице не полного 
ранга.

Итак, если матрица точной системы имеет не полный 
ранг, то  малость возмущений входных данных и ошибок 
округления совсем не обязательно приведет к появлению 
в процессе преобразования системы каких-либо строк или 
столбцов, целиком состоящих из таких же малых элемен­
тов. В этом заключается основная, но не единственная 
трудность построения численных методов решения систем 
с матрицами не полного ранга, основанных на эквива­
лентных преобразованиях исходной системы.

Еще одна трудность связана с обоснованием дальней­
ших преобразований тех систем, матрицы которых имеют 
строки или столбцы с малыми элементами. Путь ее пре­
одоления, по существу, был уже указан в § 16.

Если входные данные системы с матрицей неполного 
ранга заданы с ошибками, то никакое повышение точно­
сти вычислений и никакие преобразования не могут обес­
печить гарантированной точности нормального псевдоре­
шения. Как мы уже отмечали, для этого необходимо 
привлечение дополнительной информации о точной задаче. 
Но предположим все-таки, что после выполнения унитар­
ных преобразований получена система с малыми строками 
или столбцами. Замена этих строк и столбцов нулевыми 
эквивалентна малому возмущению матрицы исходной 
системы. Если мы сможем достаточно точно найти нор­
мальное псевдорешение полученной системы, то согласно 
результатам § 16 это означает, что достаточно точно 
будет вычислена проекция нормального псевдорешения 
точной системы на одно из подпространств, натянутых 
на правые сингулярные векторы. Нет никаких оснований 
рассчитывать на получение лучшего результата без при­
влечения дополнительной информации.

Необходимость использования дополнительной информа­
ции при решении неустойчивых систем вызывает опреде­
ленные трудности при конструировании соответствующих 
вычислительных алгорифмов. Эта информация весьма 
рознообразна по своей природе. Кажется, что единствен­
ная возможность учесть ее для сколько-нибудь широко­
го класса задач должна состоять в параметризации вы­
числительного алгорифма. В  этом случае получение
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достоверного приближения к нужному решению исходной 
задачи будет заключаться в многократном решении пара­
метризованной задачи с целью подбора совокупности пара­
метров согласно дополнительной информации. Два вида 
такой параметризации рассмотрены во второй главе. 
В § 16 исследована дискретная параметризация, связан­
ная с аппроксимацией матрицы исходной системы близ­
кими матрицами меньшего ранга, в § 17 — непрерывная 
параметризация, связанная с минимизацией регулярнзи- 
руюшего функционала.

Исследования, выполненные в §§ 16, 17, составляют 
теоретическую основу решения неустойчивых систем ли­
нейных алгебраических уравнений. Теперь необходимо 
построить такие вычислительные алгорифмы, которые 
сохраняли бы свою устойчивость в условиях влияния 
ошибок округления и позволяли бы решать параметри­
зованные задачи достаточно быстро.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Найти нормальные решения систем

х+ау=ш1, 
ах + 2у=а

при а = Г 2  и а ф  У  2 . Сравнить эти решения между собой.
2. Найти нормальные псевдорешения систем

х+ау=1, 
си + 2у=0

при ос = У  2 и а ф  V i . Сравнить эти псевдорешения между собой.
3. Рассмотрим любую совместную систему (39.1). Пусть -f — не­

который вектор, удовлетворяющий равенству
(А +  Е )^  = 6 + е, (39 6)

где Е, в —малые возмущения. Доказать, что ближайшее к X реше­
ние х системы (39.1) удовлетворяет асимптотическому соотношению

(в д + «6),

где вд, — относительные величины возмущений в А, Ь.
4. Если .( является нормальным решением системы (39.6), то 

будет ли нормальным ближайшее к Л решение * системы (39.1)?
5. Рассмотрим несовместную систему (39.1) и пусть

Предположим, что X — некоторый вектор, для которого 
|Л х-6Ц -в‘ + е‘.



где е — малое неотрицательное число. Доказать, что ближайшее к X 
псевдорсшсннс х системы (39.1) удовлетворяет асимптотическому 
соотношению | jf—*||е ^  е

6. Пусть сингулярные числа р,....... р„ матрицы (39.2) зануме­
рованы в порядке убывания. Доказать, что при 0 <  в <  I выпол­
няются соотношения

в—1/(*-1)_1^ р А < , - |/(я-1) +  1, к ф п , 0 < ря а£е.
Провести анализ этих соотношений для в=»2*'"-1’.

7. Доказать, что лЛя сингулярных- чисел матрицы (39.3) выпол­
няются соотношения

(V 2 - l)/ 2 F T « :p * * s V « \  кф п , 0 < р я ^ |в | ,  
где в вычисляется согласно (39.4), (39.5). При этом
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§ 40. Системы с двухдиагональными матрицами

Любая система линейных алгебраических уравнений 
с помощью унитарных преобразований сводится к си­
стеме с квадратной двухдиагональной матрицей. Так как 
унитарные преобразования реализуются вполне устойчиво, 
то при конструировании численных методов решения 
неустойчивых систем можно ограничиться рассмотрением 
систем с двухдиагональными матрицами.

Предположим для определенности, что G — левая двух­
диагональная вещественная матрица порядка п с неот­
рицательными диагональными элементами. Обозначим G 
через Gn и построим последовательность {G*}, где мат­
рицы G* с четными номерами — левые двухдиагональные, 
с нечетными номерами — правые двухдиагональные. Если 
к четное, то

G* + 1=»7,i*>„ _ 1 ... TffTffG*. (40.1)
В случае нечетного k

G*+, = G*rit* ... Т п - (40.2)

Матрицы вращения Г}** Находятся нз условия исключе­
ния элемента G* в позиции (i, /). Если внедиагональные 
элементы G* перенумеровать сверху вниз, то они при
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всех k исключаются подряд, начиная с первого. Из про­
цесса исключения сразу же вытекает следующее:

Если все элементы обеих диагоналей матрицы G0 от­
личны от нуля, то будут отличны от нуля все элементы 
обеих диагоналей у каждой из матриц G*.

Если среди элементов обеих диагоналей матрицы G0 
имеются нулевые, то матрица G2 будет тсвазнднагональ- 
ной, клетки которой диагональные, либо двухдиагональ­
ные с ненулевыми элементами на обеих диагоналях. 
Матрицы G* имеют аналогичное строение при всех к 2.

Эти свойства позволяют без уменьшения общности 
считать, что все элементы на обеих диагоналях матриц Gb 
являются ненулевыми.

Обозначим диагональные элементы матрицы G* через 
pj*’, . . . ,  pj,**, внедиагональные — через е‘*>, . . . ,  е^_(. Пре­
образование (40.1) унитарное, поэтому у матриц G* и 
G*n нз (40.1) совпадают квадраты евклидовых норм век­
торов-столбцов. Следовательно,

р<*+ '>•.» р<*>, 4-е(*)*> 

р(* + о* е<* + !)■ и  р(*)’ -f е<*>\
• ---- ' ------(40.3)

p(*_i »• -f eJJ-,»* = pj,* ,̂ + е(ал!1,,
р(* + D * е(*_+»• и  р(*)‘.

У  матриц G* и G*,, из (40.2) совпадают квадраты евкли­
довых норм векторов-строк, что также приводит к (40.3). 
Итак, соотношения (40.3) выполняются для всех к. От­
сюда получаем: »

pft + O 'c .p W J. V  е(г)\* I * 1 ‘ Zj, 1 •
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Принимая во внимание равенство евклидовых норм мат­
риц G*, находим далее, что

Предельные соотношения (40.4) означают, что после­
довательность {(?»} сходится к диагональной матрице. 
Диагональные элементы р,........р„ эТой матрицы совпа­
дают с сингулярными числами исходной матрицы G.

Исследуем скорость сходимости последовательности 
{G*}. В силу унитарности преобразования (40.Ц скаляр­
ные произведения соседних векторов-столбцов матриц G* 
И G*, 1 совпадают. Для матриц G* и G*+1 из (40.2) совпа­
дают скалярные произведения соседних векторов-строк. 
Это приводит к соотношениям

Сравнивая (40.4), (40.5), заключаем, что для того, 
чтобы выполнялись предельные соотношения (40.4), не­
обходимо, что^ы выполнялись неравенства p?+i*^p? для 
всех q. ПоэтоМУ _ последовательность {G*} сходится к та­
кой диагональной матрице, у которой элементы рь  . . . ,  р„ 
упорядочены и порядке убывания, т. е.

2eW *< 2 |G |fe
г = 0

для всех q. Но тогда для всех q 
lim «<*>=0.
*-оо

(40.4)

р(* + о е<* + 1) =  р£*| (eW 

для 1й̂ <7< и , из которых вытекает, что

Но для всех <7 «у

(40.5)

Pi S i  Ра ^  . . .  5гр„.

Если G является матрицей неустойчивой системы, то 
она имеет одно или несколько малых сингулярных чисел. 
Предположим, что таких сингулярных чисел n—g и пусть
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они «оторваны» от остальных. В этом случае отношение 
РяпР* будет достаточно малым и уже после нескольких 
пресбразов!ний (40.1), (40.2) последние п—g строк и столб­
цов всех матриц G* будут состоять только из малых 
элементов. Так, например, матрица (39.2) при е = 2 (я 11 
имеет лишь одно малое сингулярное число. Но легко 
проверить, что выполнение только одного преобразова­
ния (40.1) приводит к тому, что последний диагональный 
элемент матрицы становится меньше, чем 2~," ' ,). В мат­
рице G2 последняя строка и последний столбец будут 
состоять только из малых элементов.

В § 16 мы описали применение сингулярного разло­
жения матрицы для решения неустойчивых систем ли­
нейных алгебраических уравнений. Однако отметим, что 
в действительности сингулярное разложение использова­
лось нами лишь для того, чтобы аппроксимировать ис­
ходную матрицу близкой матрицей меньшего ранга, для 
которой легко находится нормальное псевдорешение. Для 
этих целей вполне пригоден процесс (40.1), (40.2), осо­
бенно в том случае, когда матрица системы имеет отор­
ванную группу малых сингулярных чисел. Нужная ап­
проксимация получается путем замены строк и столбцов 
матрицы G», имеющих малые элементы, нулевыми стро­
ками и столбцами.

Процесс преобразований (40.1), (40.2) численно устой­
чив. Если выполняется s таких преобразований, то при 
использовании вычислений с одинарной точностью реально 
полученная матрица б, будет точно унитарно эквива­
лентна матрице G + E*, при этом

|E ,fc g  4>/| +б sp-‘*'\GU-

Если малые сингулярные числа матрицы G не отор­
ваны от остальных, то сходимость последовательности {G*} 
к диагональной матрице будет медленной. Процесс (40.1),
(40.2) оказывается не очень эффективным, так как при­
ходится запоминать большое число матриц преобразо­
вания. В этом случае при решении неустойчивых систем

Gu=*/

целесообразно использовать процессы минимизации регу-



ляризируюшего функционала типа (17.1), что приводит 
к необходимости решать системы

(G*G +  a £ )« „  = G*/. (40.6)
Эти системы решаются настолько быстро, что время под­
бора для них параметра а  почти никогда не становится 
существенным фактором при решении неустойчивых систем 
линейных алгебраических уравнений.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
I. Доказать, что матрицы. Св, Gt, .... построенные согласно 

(40.1), (40.2), удовлетворяют соотношениям 
GJG.-GfG,,
G,Gf — G/if,
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2. Пусть А —трехдиагональная положительно определенная мат­
рица Построим последовательность правых двухдиагональных матриц 
{/.*} по следующему предписанию:

А ■= LfLt,

Доказать, что при всех к матрицы LkLt подобны матрицей и после­
довательность {/.*£*} сходится к диагональной матрице.

3. Выполнить анализ ошибок при решении систем (40.6).

§ 41. Тактика решения систем общего вида

Опираясь на выполненные исследования, мы можем 
теперь разработать некоторую тактику действий по реше­
нию систем линейных алгебраических уравнений общего 
вида. Применение этой тактики целесообразно в тех слу­
чаях, когда имеющихся сведений о системе недостаточно 
для того, чтобы сделать вь:бор численного метода и 
гарантировать его устойчивость.

Мы не будем накладывать какие-йибо ограничения на 
исходную систему. Она может быть как совместной, так 
и несовместной, как хорошо, так и плохо обусловленной. 
Ранг матрицы системы может быть произвольным. Вычис­
лительный процесс устроен таким образом, что чем глучше»
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исходная система, тем раньше он прекратится, давая 
приближенное решение. Оценка точности будет зависеть 
от свойств системы, обнаруживаемых по ходу процесса, 
и от некоторой априорной информации. Описываемая 
совокупность действий легко реализуется на ЭВМ и, по- 
видимому. является оптимальной, как по объему вычис­
лительной работы, так и по использованию памяти ЭВМ.

Итак, пусть решается система из т  линейных алгеб­
раических уравнений с п неизвестными. Будем считать, 
что вместо точной системы

А х~Ъ  (41.1)
задана возмущенная система

Ах = В (41.2)
и при этом известны оценки вида

(41.3)
евклидовых норм возмущений. Задача состоит в отыска­
нии по системе (41.2) некоторого приближения Х0 к нор­
мальному псевдорешенню х„ системы (41.1) и получении 
максимально возможной достоверной информации о сте­
пени близости Но К А'0.

Первый этап предлагаемой тактики действий всегда 
заключается в унитарном преобразовании матрицы А 
к двухдиагоналыюму виду. Это означает, что мы находим 
такие матрицы L, S  и двухдиагональную матрицу 6, 
для которых Ц А  +  Е )$ - й .

Матрицы L, 5 представлены в виде произведения вычис­
ленных матриц отражения, а эквивалентное возмущение В 
удовлетворяет соотношению

[E fe ^ 2 ,9 (m  + n) р-'+1|Л1л. (41.4)
Следующий этап связан с проверкой матриц А, А на 

полноту их ранга. Согласно (37.19), (41.3), (41.4) они 
имеют полный ранг, если имеет полный ранг матрица (5 
и выполняется хотя бы одно из условий:

|б*Мб|в(«л + 2.9(т + я)/г'*») 311.
| G* G|£ (ел + 2,9 (т  + п) р ■*) ^  1.



Эти соотношения носят асимптотический характер. По­
этому для того, чтобы гарантировать правильность выво­
дов, мы будем проверять выполнение более сильных 
условий

IG +fc|0|g(*4+ 2,9 (m-f л )/гm ) **0,1, (4J g) 
(вл +  2 .9 (т  +  я ) р /+,)< 0 ,1 .

Основная трудность в проверке (41.5) связана с вычис* 
лением нормы матрицы G\ Если т > п ,  то
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где 6 - квадратная двухдиагональная матрица порядка п. 
Но тогда

<3* = [ЙЧ0].
Если же т < п ,  то

G = [Gi0],
где G — квадратная двухдиагональная матрица поряда т , 
и в этом случае

м я
-Следовательно, при вычислении б+ или ее нормы можно 
ограничиться рассмотрением квадратной двухдиагональ-, 
ной матрицы.

Прямоугольная матрица б имеет полный ранг тогда 
и только тогда, когда соответствующая матрица б  или G 
невырожденная. Поэтому первое, что мы должны сделать, 
это проверить их невырожденность. Такую проверку 
можно осуществить, формально вычисляя норму обратной 
матрицы и контролируя ее величину в процессе вычис­
лений.

' Евклидову норму матрицы, обратной к двухдиагональ- 
ной, удобно находить, используя соотношения типа (.26.2). 
Пусть для определенности т ^ п .  Обозначим через р‘,", ...
• ••» р!Г диагональные элементы матрицы G, а через с',",... 

«п — I — внеднагональные. В соответствии с (26.2) имеем
®5“  1/р'*,в»

ая = («J- ie'i-1  + 0/Р«’\ 9 = 2, з, п.
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Тогда

J<? |в-= 2  aj.

Второе из соотношений (41.5) несколько слабее пер­
вого, но проверяется легче. Если оно не выполняется, 
то может выполняться другое. Обычно левая часть пер­
вого соотношения в (41.5) меньше, чем во втором, но не 
более, чем в \ п раз. Для вычисления спектральной нормы 
матрицы G+ и проверки на полноту ранга необходимо 
вычислить минимальное сингулярное число матрицы G. 
Его можно определить с помощью процесса '(40.1), (40.2). 
Реализация процесса не вызывает особых трудностей, так 
как в данном случае не нужно запоминать матрицы преоб­
разования. Как правило, прн этом невелико и время счета 
по крайней мере по сравнению со временем преобразова­
ния матрицы А к двухдиагональному виду.

Предположим теперь, что выполняется одно из усло­
вий (41.5) и установлена полнота ранга матриц А, А. 
Отсюда вытекает, что эти матрицы не изменяют свой 
ранг в пределах возмущения Д, где

| A f c ^ ( e „ + 2 ,9 (m + n )p  '+ > )М |в.

Определяем вектор
7 - Па (Я ) .  (41.6)

находим нормальное псевдорешение й0 системы

би = / (41.7)

и вычисляем вектор

3?0 = П,(5й0). (41-8)
Он будет служить приближением к нормальному псевдо- 
решению Хп точной системы (41.1). Все вычислительные 
операции были подробно рассмотрены ранее. Решение 
системы (41.7) сводится к решению системы с двухдиа- 
гональной невырожденной матрицей, преобразования (41.6),
(41.8) осуществляются по алгорифмам, исследованным 
в §§ 20, 21.
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Выполнение любого из условий (41.5) позволяет дать 
асимптотически правильные опенки точности. Если т  — п, 
то в соответствии с (10.10), (36.15),

E ° Z | k ^  vfc (сд + е» +  5,8 (ш + п) р~‘" ) . (41.9)

Если т < п ,  то согласно (16.6), (36.15) и аналогично
(37.9)

^  vo (8Д + е* + 9,8 (т '+  л) р ' +»). (41.10)
I о {е

В случае т > п ,  в соответствии с (16.7), (37.12),

g *  (еА + еь +  9 ,8 (т + п) р ,+1) +
+ vc(vc(eA + 4,9(m-f л)p-'+1) +

^-e*+4,9(/л-^-л)p■/+l) (41.11)
II < lie

В последней оценке V есть вектор, содержащий первые 
л координат вектора / из (41.6), Г  есть вектор, содер­
жащий последние т  — п координат /.

Процесс получения оценок (41.9) — (41.11) почти не 
отличается от процесса получения других аналогичных 
оценок, поэтому мы не будем останавливаться на нем 
подробно. Во всех оценках vo есть наименьшая из вели­
чин |G+f̂ ||G|j£, | (?*• I, f G||f, вычисленных при проверке 
выполнения условий (41.5).

Если входные данные системы (41.2) заданы без оши­
бок или эти ошибки значительно меньше, чем эквива­
лентные возмущения, возникающие при переходе к системе 
(41.7), то вычисленное псевдорешенне можно уточнить. 
В этом состоит очередной этап тактики действий. Уточне­
ние осуществляется по тем алгорифмам, которые были 
рассмотрены в § 38, причем эффективно используется уже 
выполненное преобразование матрицы Л к двухдиагональ­
ному виду. Если входные данные системы (41.2) заданы 
с большими ошибками, то никакой процесс не может 
гарантировать уточнение без привлечения дополнительной 
информации.
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Тогда

<7 = 1

Второе из соотношений (41.5) несколько слабее пер­
вого, но проверяется легче. Если оно не выполняется, 
то может выполняться другое. Обычно левая часть пер­
вого соотношения в (41.5) меньше, чем во втором, но не 
более, чем в )  я раз. Для вычисления спектральной нормы 
матрицы G+ и проверки на полноту ранга необходимо 
вычислить минимальное сингулярное число матрицы G. 
Его можно определить с помощью процесса (40.1), (40.2). 
Реализация процесса не вызывает особых трудностей, так 
как в  данном случае не нужно запоминать матрицы преоб­
разования. Как правило, при этом невелико и время счета 
по крайней мере по сравнению со временем преобразова­
ния матрицы А к двухдиагональному виду.

Предположим теперь, что выполняется одно из усло­
вий (41.5) и установлена полнота ранга матриц Л, А. 
Отсюда вытекает, что эти матрицы не изменяют свой 
ранг в пределах возмущения Д, где

|Д!!я^(ел +  2,9(т +  л)р '+1)ЦД|/;.
Определяем вектор

/ = П,(/Я), (41.6)
находим нормальное псевдорешение «0 системы

Gu = l (41.7)
и вычисляем вектор

*,=  fl,(Sfl«). (41.8)
Он будет служить приближением к нормальному псевдо- 
решению дго точной системы (41.1). Все вычислительные 
операции были подробно рассмотрены ранее. Решение 
системы (41.7) сводится к решению системы с двухдиа­
гональной невырожденной матрицей, преобразования (41.6),
(41.8) осуществляются по алгорифмам, исследованным 
в §§ 20, 21.
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Выполнение любого из условий (41.5) позволяет дать 
асимптотически правильные оценки точности. Если гп = п, 
то в соответствии с (10.10), (36.15),

r v ^ o  fc . ̂  v * (ел +  ^  +  5 8  { т  +  п) г  , +1). (4 ! .9)
II хв к

Если т < п ,  то согласно (16.6), (36.15) и аналогично 
(37.9)

^  vc (ед + е* + 9,8 (ш + л) р -' +‘) . (41.10)
pole

В случае т > п ,  в соответствии с (16.7), (37.12),

-Я !'g S  va (ед + е, +  9,8 (т  + п) р '+») +
+ Vo (vo (ед + 4,9 (m + п) р м ) +

+ е* + 4,9 (m -M)P ,+1) т |г~ -  (4111)L*

В последней оценке V есть вектор, содержащий первые 
п координат вектора / из (41.6), Г  есть вектор, содер­
жащий последние т  — п коордннат /.

Процесс получения оценок (41.9) — (41.11) почти не 
отличается от процесса получения других аналогичных 
оценок, поэтому мы не будем  ̂останавливаться на нем 
подробно. Во всех оценках \’о есть наименьшая из вели­
чин |G*Ця|!Gfig, | G^JtlG||g. вычисленных при проверке 
выполнения условий (41.5).

Если входные данные системы (41.2) заданы без оши­
бок или эти ошибки значительно меньше, чем эквива­
лентные возмущения, возникающие при переходе к системе
(41.7), то вычисленное псевдорешение можно уточнить. 
В этом состоит очередной этап тактики действий. Уточне­
ние осуществляется по тем алгорифмам, которые были 
рассмотрены в § 38, причем эффективно используется уже 
выполненног преобразование матрицы А к двухднагональ- 
ному виду. Если входные данные системы (41.2) заданы 
с большими ошибками, то никакой процесс не может 
гарантировать уточнение без привлечения дополнительной 
информации.
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Тогда

<7 = 1

Второе из соотношений (41.5) несколько слабее пер­
вого, но проверяется легче. Если оно не выполняется, 
то может выполняться другое. Обычно левая часть пер­
вого соотношения в (41.5) меньше, чем во втором, но не 
более, чем в \гп раз. Для вычисления спектральной нормы 
матрицы G* и проверки на полноту ранга необходимо 
вычислить минимальное сингулярное число матрицы G. 
Его можно определить с помощью процесса *(40.1), (40.2). 
Реализация процесса не вызывает особых трудностей, так 
как в  данном случае не нужно запоминать матрицы преоб­
разования. Как правило, при этом невелико и время счета 
по крайней мере по сравнению со временем преобразова­
ния матрицы А к двухднагональному виду.

Предположим теперь, что выполняется одно из усло­
вий (41.5) и установлена полнота ранга матриц А, А. 
Отсюда вытекает, что эти матрицы не изменяют свой 
ранг в пределах возмущения А, где

|А :'г^ (ед + 2,9(т  + п)р ,+,)|Л|е. 
Определяем вектор

7 « П ,(Я ) .  (41.6)
находим нормальное псевдорешенне й0 системы

Gu = / (41.7)
и вычисляем вектор

*o = flt (Suo). (41.8)
Он будет служить приближением к нормальному псевдо­
решению дго точной системы (41.1). Все вычислительные 
операции были подробно рассмотрены ранее. Решение 
системы (41.7) сводится к решению системы с двухдиа- 
гональной невырожденной матрицей, преобразования (41.6),
(41.8) осуществляются по алгорифмам, исследованным 
в §§ 20, 21.
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Выполнение любого из условий (41.5) позволяет дать 
асимптотически правильные оценки точности. Если т  = п, 
то в соответствии с (10.10), (36.15),

k  ̂  vo (гА + е* + 5.8 (т  + п) р~ '♦ *). (41.9)
1 *е Це

Если т < п ,  то согласно (16.6), (36.15) и аналогично
(37.9)

l f * Z ^ 3 ; v a ( e *  + e* + 9.8(« +  /!)p-m). (41.10) 
p e|t

В случае т > п ,  в соответствии с (16.7), (37.12),

^  V5 (ед + е» + 9,8 (т  + п)р ' +1) +
+ vc(vo(eA + 4.9(m + n )p ^ )  +

+ гь +  4,9(т + п )р ‘+1) у=гр-- (41-11)

В последней оценке /' есть вектор, содержащий первые 
п координат вектора / из (41.6), Г  есть вектор, содер­
жащий последние т  — п координат /.

Процесс получения оценок (41.9) — (41.11) почти не 
отличается от процесса получения других аналогичных 
оценок, поэтому мы не будем останавливаться на нем 
подробно. Во всех оценках \’о есть наименьшая из вели­
чин Gjg. | G*" j|21G |f, вычисленных при проверке 
выполнения условий (41.5).

Если входные данные системы (41.2) заданы без оши­
бок или эти ошибки значительно меньше, чем эквива­
лентные возмущения, возникающие при переходе к системе
(41.7), то вычисленное псевдорешение можно уточнить. 
В этом состоит очередной этап тактики действий. Уточне­
ние осуществляется по тем алгорифмам, которые были 
рассмотрены в § 38, причем эффективно используется уже 
выполненное преобразование матрицы А к двухднагональ- 
ному виду. Если входные данные системы (41.2) заданы 
с большими ошибками, то никакой процесс не может 
гарантировать уточнение без привлечения дополнительной 
информации.
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Предположим теперь, что не выполняется ни одно 
из условии (41.5) или точность, определяемая оценками
(41.9) —(41.11), недостаточна. Любой из этих случаев 
означает, что свойства точной системы (41.1) таковы, что 
для того, чтобы по возмущенной системе (41.2) получить 
достоверную информацию о точном псевдорешении х0, 
необходимо привлечение дополнительной информации либо 
о точной системе, либо о точном псевдорешенин.

Плохая определимость нормального псевдорешення 
в условиях возмущения входных данных в конечном счете 
связана с плохой определимостью его проекций на пра­
вые сингулярные векторы матрицы системы, соответствую­
щие малым сингулярным числам. Смысл привлечения 
дополнительной информации состоит в том, чтобы тем 
или иным способом исключить влияние этих проекций, 
не потеряв существенно точность нормального псевдоре- 
шения.

Независимо от того, имеется ли дополнительная инфор­
мация или нет, целесообразно осуществить еще один этап 
тактики действий. В общем случае он направлен на полу­
чение более полной информации о внутренней структуре 
системы. При благоприятном стечении обстоятельств на 
этом этапе - может быть получено не только решение 
системы, но и оценк'и точности.

Выполним несколько шагов процесса (40.1), (40.2), 
взяв в качестве начальной матрицу G. Это означает, что 
будут получены матрицы Мк, Nk и двухднагональная 
матрица G*, для которых

AM G + II)tf*  = G4. (41.12)
Матрицы М к, Nk представлены как произведения матриц 
вращения, а эквивалентное возмущение II удовлетворяет 
соотношению . о . е

1 / / ^ -  | + 5  к р

Если матрица точной системы имеет оторванную груп­
пу из п—g малых сингулярных чисел, то после выполнения 
небольшого числа шагов последние п—g строк и столбцов 
матрицы О* обычно становятся малыми. Заменив их нуле­
выми строками и столбцами, мы получим близкою к О* 
диухдиагональную матрицу Рк.
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В соответствии с преобразованием (41.12) запишем 
систему (41.7) в следующем виде:

(MtGkNt)u = l, 

и рассмотрим близкую к ней систему

(M tPkNt)u = i. (41.13)

Для матрицы Р к легко находится псевдообратная матри­
ца Р к, причем |i/J;|  невелика. Поэтому нормальное псев­
дорешение системы (41.13) можно вычислить с высокой 
точностью. Определяем вектор

ы0 = П (NuPkMh[)

и затем вектор х0 согласно (41.8). Этот вектор берем 
в качестве приближения к нормальному псевдорешению х0 
точной системы (41.1).

Как показано в § 16, вектор Я0 будет близок к проек­
ции д„ на подпространство, натянутое на правые сингу­
лярные векторы матрицы системы, соответствующие боль­
шим сингулярным числам. Кроме того, для j?0 гарантиру­
ется малость невязки и устойчивость к ошибкам входных 
данных и ошибкам округления. Различные количественные 
характеристики таких параметров точности могут быть 
вычислены в случае необходимости в процессе счета.

Если правая часть системы достаточно хорошо согла­
сована с матрицей, то вектор j?0 будет близок также к jr0. 
Однако количественные опенки этой близости нельзя 
получить из результатов счета без привлечения дополни­
тельной информации.

Прн практической реализации описанного этапа такти­
ки действии процесс (40.1), (40.2) следует проводить до 
тех пор, пока матрицу G* нельзя расщепить на сумму

G„ = Pk-\-Fk, (41.14)

гле норма Fk мала, а норма Р к невелика. Но если мат­
рица исходной системы имеет оторванную группу малых 
сингулярных чисел, то та^ое расщепление, как правило, 
Уступает очень быстро. Поэтому при проведении процесса



222 РЕШ ЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕПНЫХ УРАВНЕНИЯ |ГЛ V

(40.1), (40.2) можно ограничиться выполнением неболь­
шого числа шагов, тем более, что все оценки точности, 
связанные с вектором JfU( наиболее эффективны именно 
при оторванности малых сингулярных чисел. Если рас­
щепление (41.14) не наступило после 8 — 10 шагов, то, ско­
рее всего, это говорит о том, что сингулярные числа 
матрицы не имеют достаточного разделения.

В этом случае переходим к последнему этапу. Будем 
решать систему (41.2) с помощью процесса минимизации 
регулярнзирующего функционала

Ф и (дг) = а|дг|]Ь +  |Л.*-£|&.

ПреобрДованне, выполненное на первом этапе, сводит 
эту задачу к минимизации более простого функционала

Ф „(и ) = а|«Ц+|Сы-7|1Ь, (41.15)
причем сохраняются соотношения (41.6) — (41.8). Но мини­
мизация функционала (41.15) приводит к решению систем 
вида

(G*G + a E )u a = G*'l (41.1C)

с трехднагональными положительно определенными ма­
трицами.

Если нет никакой дополнительной информации, то 
можно указать лишь устойчивый способ вычисления такою 
вектора jf0. который асимптотически будет близок к иско­
мому вектору дг0.

Пусть нормы суммарных возмущений матрицы и пра­
вой части системы не превосходят положительного числа f- 
Возьмем а = е'/2 и определим из системы (41.16) соот­
ветствующий вектор иа. Положим й0= ии и вычислим V» 
согласно (41.8). Как вытекает из формулы (17.4), вектор л» 
будет близок к х0 с точностью порядка 2, независимо 
от того, была ли исходная система совместной или несог- 
местной. В случае совместности исходной системы можно 
взять а = е,/3. При этом будет обеспечена асимптотиче­
ская близость вектора .f0 к хи с точностью порядка е •

Количественные оценки этой близости снова невоз­
можны без привлечения дополнительной информации 
о точной задаче.
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У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Пусть есть псевдорешение системы (41.1), обеспечивающее 

минимум функционала (Вх, х) с положительно определенной мат­
рицей В. Доказать, что х0 = С 'ув, если у0 есть нормальное псевдо­
решение системы дС \у — Ь'

а матрица С связана с В  равенством Д =  С*С.
2. Рассмотрим в условиях упражнения 1 регуляризирующий 

функционал
Ф?(дг) =  а (В*, *)-(-] Ах—ЬЦе (41.17)

и пусть ха есть вектор, обеспечивающий его минимум. Доказать, что
lim дга =  дг0. 

а-+ 0
3. Доказать, что минимизация функционала (41.17) сводится 

к решению системы
(А ’ А а  В) ха = А*Ь.

4. Пусть известно, что |А +|1 ,^а. Предположим, что в процессе 
реализации тактики действий выяснилось, что матрица G имеет отор­
ванную группу сингулярных чисел значительно меньших, чем а  1. 
Получить гарантированные оценки близости вычисленного вектора 
х„ к нормальному псевдорешенню х0 системы (41.1).

5. Пусть известны оценки сверху для евклидовых норм нормаль­
ных решений систем

(А*Л)Р х=А*Ь
для каких-либо двух различных значении р ^ 1 .  Получить в процессе 
реализации тактики действий гарантированные оценки близости к л:0.

6. Пусть известен ранг матрицы системы (41.1). В каком случае, 
пользуясь этой информацией, можно получить гарантированные оцен­
ки близости Д  к ig в процессе реализации тактики действий?

7. Пусть известна евклидова норма нормального псевдорешения 
системы (41.1). Предположим, что в процессе реализации тактики 
действий выяснилось, что матрица G имеет оторванную группу малых 
сингулярных чисел. В  каком случае по этой информации можно по­
лучить гарантированные оценки близости к дг„?

8. Что меняется в упражнениях 4 — 7, если дополнительно изве­
стен факт совместности или несовместности системы (41.1)?

§ 42. Некоторые замечании

Мы рассмотрели различные методы решения систем 
линейных алгебраических уравнений, основанные на раз­
ложении матрицы на множители. С решением систем и 
разложением матрицы тесно связаны многие другие задачи 
линейной алгебры. На некоторых из этих задач мы сей­
час остановимся.
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Вычисление определителя. Выполнение преобразований 
матрицы в процессе решения системы уравнений позво­
ляет без больших дополнительных затрат получить зна­
чение определителя. Пусть имеет место (36.2) или (36.4). 
Для разложения (36.2)

det А = det В ■ det С.
Если матрицы В, С треугольные, то их определители 
равны произведению диагональных элементов. Как пра­
вило, среди матриц В, С одна имеет единичные диаго­
нальные элементы. Для разложения (36.4)

Л  (  1 d e t  О
det А =  - т п — о~ •det L ■ det S

Определители матриц L, S не требуют каких-либо вычис­
лений. Для преобразований вида (24.3), (24.9) и преобра­
зований вращения они равны единице, для преобразова­
ний отражения они равны (— \)г, где г —число преобра­
зовании. Матрица G чаще всего принадлежит к одному 
из THrf?B, описанных в § 26, и ее определитель находится 
без особого труда.

Как бы ни вычислялся определитель, мы можем утвер­
ждать лишь то, что полученное его значение будет совпа­
дать с точным значением определителя некоторой возму­
щенной матрицы. Рассмотрим матрицы А, А -\-Е и пусть
р,....... р„ и plt р„ —их сингулярные числа. Легко
проверить, что

dot (А +  Е ) 1 . р/ , . V  р — р/
• det А “ И ,  р, 1 +  Z  р, •

Если обозначить
del (Л +  Е ) _  , , « 

det Л “  1 ’

то, воспользовавшись неравенством Коши — Буняковского 
и соотношением (15.11), будем иметь

| в | ^ | Е ^ ]Л  Чв. (42.1)
Для возмущений, связанных с разложениями из табл. 34.1, 
оценку (42.1) можно записать в таком виде:

l 0|Ss/('O v ,t / >  m .

Здесь уд есть евклидово число обусловленности матрицы А.
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Обращение матрицы. Разложения (36.2), (36.4) можно 
использовать для вычисления обратной матрицы. Из (36.2) 
вытекает, что А 1 = С~*В *, (42.2)
а из (36.4) имеем д i = SG (42.3)

Поэтому, если выполнено преобразование (36.2) или (36.4), 
то для получения матрицы А 1 остается лишь обратить 
одну или две матрицы простого вида и осуществить пе­
ремножение матриц согласно (42.2) или (42.3).

С формальной точки зрения для обращения матрицы 
можно использовать любое из разложений, описанных 
в табл. 34.1. Однако в практическом отношении не все 
они равноценны. Основное различие между ними связано 
с объемом требуемой памяти ЭВМ. Чтобы вычислить 
обратную матрицу по формуле (42.2) или (42.3), необхо­
димо после выполнения преобразования матрицы А за­
помнить все матрицы из (36.2) или (36.4), кроме самой Л. 
Как видно из табл. 34.1, уже на этом этапе некоторые 
из * разложений требуют значительной дополнительной 
памяти. Разложения, в которых матрица G двухднаго- 
нальная, трехдиагональная или почти треугольная, тре­
буют большой дополнительной памяти и на этапе вычис­
ления G *, так как матрица G 1 будет полной. Поэтому 
в действительности из всех разложений в табл. 34.1 для 
обращения матрицы наиболее удобны лишь те, которые 
связаны с ее разложением на треугольные множители или 
ее приведением к треугольному виду с помощью преобра­
зований отражения.

К задаче вычисления обратной матрицы можно подойти 
несколько иначе. Матрица Л 1 является единственным 
решением матричного уравнения А Х  = Е.

Обозначим через ..., х„ векторы-столбцы матрицы А К 
Тогда аг, является решением системы линейных алгебраи­
ческих уравнений

Ах, = е,. (42.4)
где ^ — координатный вектор с единицей на i-м месте. 
Снова для решения системы (42.4) оказывак^ся полез­
ными разложения (36.2), (36.4).

С практической точки зрения почти безразлично, 
вычислять ли обратную матрицу по формулам (42.2),
(42.3) или с помощью решения систем (42.4). Мы отдадим

8 В. В. Воеводин
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предпочтение второму способу только потому, что все 
вопроей, связанные с решением систем, уже исследованы. 
При реализации этого способа может потребоваться 
некоторое изменение вычислительной схемы методов, 
вызванное необходимостью одновременного решения 
систем (42.4) с многими правыми частями.

Рассмотрим два наиболее интересных примера. Пусть 
получено разложение (36.2), где матрица В левая тре­
угольная, а С —правая треугольная. Прн последователь­
ном решении первых систем из (36.3) с правыми частями
с...... . е„ информация о самих решениях может быть
размещена в ЭВМ на том же месте, где находится 
матрица В. Дополнительно требуется не более п слов 
памяти. Вторые системы из (36.3) будем решать парал­
лельно, определяя одну за другой координаты с одинако­
выми номерами для всех систем. В этом случае элементы 
матрицы Л '1 могут быть получены в ЭВМ на месте 
матрицы А примерно за 2п3 арифметических операций.

Предположим, что выполнено преобразование
(36.4), причем матрица G — правая треугольная, а матрица
5 представлена в виде произведения Ut ...U„- , матриц 
отражения. Последовательное решение систем (36.6) с пра­
выми частями ея,. . . ,  et снова позволяет разместить всю 
информацию о решениях на месте соответствующих столбцов 
матрицы G. Преобразования (36.5) будем осуществлять 
параллельно, умножая сначала все векторы на U„ затем 
на Un- 2 и наконец на Ux. При этом следует учитывать как 
специальный вид преобразуемых векторов, так и специаль­
ный вид самих преобразований. Элементы матрицы А 1 
опять могут быть получены на месте матрицы А примерно 
за 3п3 арифметических операций.

Если соблюдается режим вычислений, при котором 
была получена оценка (36.15), то нахождение обратной 
матрицы с помощью любого из рассмотренных в § 36 
численных методов решения систем (42.4) гарантирует 
выполнение оценки (36.15) для каждого столбца реально 
вычисленной матрицы Д*1. Поэтому аналогичная оценка 
справедлива и для самой матрицы А *. Именно,

le-^ A f ( n ) p  ' +1. (42.5)
u п Е

Здесь \’Л есть евклидово число обусловленности матрицы А.
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Применение систем (42.4) для вычисления матрицы А 1 
позволяет в случае необходимости уточнить отдельные 
или все ее столбцы. Техника выполнения этого процесса 
детально описана в § 38.

Вычисление псевдообратной матрицы. Нормальное 
псевдорешение х0 системы (41.1) связано с матрицей и 
правой частью соотношением

х0 = А ‘Ь.
Отсюда сразу вытекает, что если мы будем находить .V, 
из системы (42.4) как ее нормальное псевдорешенне, 
то получим ни что иное, как i-й вектор-столбец псевдо­
обратной матрицы А т. Поэтому вычисление псевдообрат­
ной матрицы лишь деталями отличается от рассмотренной 
выше задачи обращения матрицы.

Определение псевдообратной матрицы всегда сводится 
к случаю ибо при т ^ п  можно воспользоваться
формулой

(Д Г  = (Л+)'.
Если матрица А не очень близка к матрице непол­

ного ранга, то для решения систем (42.4) наиболее 
целесообразно применить первый из трех способов, 
описанных в § 37. В этом случае реально вычисленная
матрица будет удовлетворять согласно (37.9) соотно­
шению

“ Г^ --2^9,8 min {т , л} \лр ' +I. (42.6)
'х *

Близость матрицы А к матрице неполного ранга значи­
тельно усложняет задачу вычисления А+. Снова несб.хо- 
дима дополнительная информация, а для решения 
систем (42.4) приходится применять методы, предназна­
ченные для неустойчивых систем линейных алгебраиче­
ских уравнений.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Как влияют на значение определителя перестановки, выпол­
ненные в процессе преобразования матрицы?

2. Рассмотреть преобразования матрицы, позволяющие вычислить 
■се ее главные миноры.

3. Удобно ли использовать для вычисления определителя разло­
жение, в котором есть полная унитарная матрица?

8 *
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4. Влияет ли очередность решения систем (42.4) при выполнен­
ном разложении (36.2) или (36.4) на объем дополнительной памяти?

5. Доказать, что для любой невырожденной матрицы А и любой 
матрицы X  того же порядка выполняется соотношение

*£ min { 'А Х - Е  |. J  ХА  -  £

6. Рассмотрим невырожденную матрицу А и любую матрицу X , 
для которой выполняется условие || АХ — Е  | <  I. Обозначим Х „ =  X  
и построим последовательность матриц { X * }  согласно предписанию

Х * - Х * - 1 < 2 £ - Л Х * _ ,) .

Доказать, что последовательность {X * }  сходится к матрице .4**; при 
этом

1 ^ ^ < а Л Х -£!;*<

7. Рассмотреть аналог упражнения 6 в случае выполнения усло­
вия ||ХЛ — Е ||<  1.

8 Сравнить формулы (36.15), (37.12) и (42.5), (42.6). Почему 
в первом случае имеется большое различие, а во втором — большое 
сходство?

9. Исследовать различные численные методы вычисления псевдо- 
обратной матрицы, основанные на разложениях матрицы на множи­
тели.
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р е ш е н и е  п р о б л е м ы  с о б с т в е н н ы х  з н а ч е н и й

Вычисление собственных значений и собственных век­
торов матрицы является одной из самых сложных задач 
линейной алгебры. Численные методы для решения про­
блемы собственных значений должны быть итерацион­
ными, так как в конечном счете они связаны с опреде­
лением корней алгебраического многочлена.

В этих методах собственные значения вычисляются 
как пределы некоторых числовых последовательностей 
без предварительного определения коэффициентов харак­
теристического многочлена. Как правило, одновременно 
находятся и собственные векторы или другие векторы, 
связанные с ними простыми соотношениями.

Мы рассмотрим некоторые из численных методов реше­
ния проблемы собственных значений. Все они эффективны, 
но достаточно трудоемки. Их развитие и применение 
в практике вычислений стало возможно лишь после созда­
ния быстродействующих вычислительных машин.

§ 43. Метод вращений

Рассмотрим вещественную симметричную матрицу А 
порядка п. Определение ее собственных значений и соб­
ственных векторов равносильно отысканию такой орто­
гональной матрицы Т, для которой

Л = Т 'АТ  (43.1)
есть диагональная матрица. В этом случае столбцы Т 
будут собственными векторами матрицы А, а диагональ­
ные элементы Л —ее собственными значениями.

Среди всех ортогональных преобразований подобия пре­
образование (43.1) минимизирует сумму квадратов вне- 
Днагоналышх элементов. Поэтому попытаемся находить
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4. Влияет ли очередность решения систем (42.4) при выполнен- 
. ном разложении (36.2) или (36.4) на объем дополнительной памяти?

5. Доказать, что для любой невырожденной матрицы А и любой 
матрицы X  того же порядка выполняется соотношение

* £ m in {;M X - £ j'.  R X 4 - E ] } .

6. Рассмотрим невырожденную матрицу А и любую матрицу X , 
для которой выполняется условие || АХ — Е  ||<  !. Обозначим Х„ — X  
н построим последовательность матриц { X * }  согласно предписанию

Х * =  Х *_ ,(2  Е - А Х к.г).
Доказать, что последовательность {X * }  сходится к матрице Л**; при 
этом

< Н Х - Е Ц « * .

7. Рассмотреть аналог упражнения 6 в случае выполнения усло­
вия |[Х А — £|| <  1.

8 Сравнить формулы (36.15), (37.12) и (42.5), (42.6). Почему 
в первом случае имеется большое различие, а во втором— большое 
сходство?

9. Исследовать различные численные методы вычисления псевдо- 
обратной матрицы, основанные на разложениях матрицы на множи­
тели.



Г Л А В А  V I
РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

Вычисление собственных значении и собственных век­
торов матрицы является одной из самых сложных задач 
линейной алгебры. Численные методы для решения про­
блемы собственных значений должны быть итерацион­
ными, так как в конечном счете они связаны с опреде­
лением корней алгебраического многочлена.

В этих методах собственные значения вычисляются 
как пределы некоторых числовых последовательностей 
без предварительного определения коэффициентов харак­
теристического многочлена. Как правило, одновременно 
находятся и собственные векторы или другие векторы, 
связанные с ними простыми соотношениями.

Мы рассмотрим некоторые из численных методов реше­
ния проблемы собственных значений. Все они эффективны, 
но достаточно трудоемки. Их развитие и применение 
в практике вычислений стало возможно лишь после созда­
ния быстродействующих вычислительных машин.

§ 43. Метод вращений

Рассмотрим вещественную симметричную матрицу А 
порядка п. Определение ее собственных значений и соб­
ственных векторов равносильно отысканию такой орто­
гональной матрицы Т, для которой

Л = Т 'АТ  (43.1)
есть диагональная матрица. В этом случае столбцы Т 
будут собственными векторами матрицы А, а диагональ­
ные элементы Л —ее собственными значениями.

Среди всех ортогональных преобразовании подобия пре­
образование (43.1) минимизирует сумму квадратов вне- 
диагональных элементов. Поэтому попытаемся находить
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матрицу Т на основе какого-либо процесса минимиза­
ции данной суммы. Будем строить последовательность 
матриц

А0 = А, A t....... Ах.........  (43.2)
каждая из которых получается из предыдущей с помощью 
выполнения преобразования подобия, содержащего лишь 
одну матрицу вращения.

Для упрощения записи опустим индекс v и исследуем 
результат преобразования

А = Т'цАТц. .(43.3)

Обозначим через ак1, ак1 элементы матриц А, А ч пусть, 
в соответствии с (18.22), угол поворота матрицы враще­
ния Tij есть а. Матрица А отличается от А двумя стро­
ками и двумя столбцами с номерами i, /. Если к тому 
же принять во внимание инвариантность евклидовой 
нормы к унитарным преобразованиям, то из (43.3) легко 
получить соотношение
V a i , -  V eb-2fl& + 

k ? . l  k + l

-f 2 {(«// — ai.) sin 2oc + 2a,7 cos 2<zJ2, (43.4)

связывающее суммы квадратов внеднагональных элемен­
тов матриц .4 и А.

Соотношение (43.4) означает, что для максимального 
уменьшения суммы квадратов внеднагональных элементов 
необходимо матрицу вращения Гу выбрать так, чтобы 
выполнялись два условия:

j а,, ] = max \ ак11 
к ф 1

и
(а„ — ап) sin 2а + 2а,у cos 2а = 0.

Второе из условий дает

^ 2а= ^ ’ и * ; .  (4з-5)
Ясно, что после выполнения преобразования (43.3) вне- 
диагональные элементы матрицы А , находящиеся в пози­
циях (i, /) и (/, i), будут равны нулю.



Пусть t\ есть сумма квадратов внеднагональных эле­
ментов affl матрицы Лу из последовательности (43.2). 
В силу формулы (43.4) и выбора угла поворота

+1 — ‘v — & \a‘J yj •
Если при каждом преобразовании вращения исключать 
максимальный по модулю внедиагональный элемент, то

V ‘v !\J п (п— 1) ’ 
и далее будем иметь

« + 1 < « (1  -  < .- . .< « (  1 -  т я г п г Г  • (43-6>
Следовательно,

liin /у = 0. (43.7)
v  -* эо

Согласно (43.3) любая матрица .4V из последователь­
ности (43.2) связана с исходной матрицей А ортогональ­
ным подобным преобразованием

= ( Ч Л .  • • • V ,  /у Л' А P v J i f i  • • • Г ‘\ ,• /VJ .
Поэтому диагональные элементы Лv и соответстзующие 
столбцы матрицы

Г , (-13.8)
являются точными собственными значениями и точными 
собственными векторами некоторой симметричной мат­
рицы A -f E v, где

3EvJg = /v
для всех v. Теперь предельное равенство (43.7) и резуль­
таты теории возмущений из § 13 позволяют сделать важ­
ный вывод. Именно, для всех достаточно больших v диа­
гональные элементы матриц Лv будут близки с любой 
заданной точностью к собственным значениям матрицы Л, 
а столбцы матриц Tv— к ее собственным векторам. Этот 
способ решения полной проблемы вещественной симмет­
ричной матрицы и называется методом вращений.

Может показаться, что неравенства (43.6) свидетель­
ствуют о весьма слабых свойствах построенного метода
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в отношеннн скорости его сходимости. Однако в дейст­
вительности они не совсем правильно отражают существо 
процесса. Докажем, что независимо от наличия кратных 
собственных значений данный метод асимптотически 
обладает квадратичной сходимостью.

Предположим, что процесс проведен настолько далеко, 
что все внеднагональные элементы матрицы Лу стали 
величинами порядка е и малыми по сравнению с нену­
левыми разностями собственных значений матрицы Л. 
Представим матрицу Лу в виде

Лу = Л +  (Ду —А).
Обозначим Л у — Л через Q и воспользуемся результатами 
теории возмущений из § 13. Матрица Л„ имеет собствен­
ные значения, совпадающие с диагональными элементами 
матрицы А. Поэтому в обозначениях § 13 из формулы (13.8) 
вытекает, что все элементы матриц i ikk являются вели­
чинами порядка е2. В терминах построенного метода это 
означает следующее. Во-первых, диагональные элементы 
матрицы Лу приближают собственные значения матрицы Л 
с точностью порядка е* независимо от их кратности. 
Кроме этого, если диагональные элементы aff и а<л> близки 
к одному и тому же собственному значению, то внедна­
гональные элементы а<у> и на самом деле являются
величинами порядка е2.

Для максимального по модулю внедиагонального эле­
мента матрицы Л у соответствующие диагональные элементы 
не могут быть близкими. Следовательно, угол поворота, 
вычисляемый согласно (43.5), будет порядка е. Но тогда

cos а = 1 + О (е2), sina = 0(e).
Теперь легко показать, что при исключении максималь­
ного внедиагонального элемента все остальные меняю­
щиеся внеднагональные элементы изменятся на величины 
порядка е2. В частности, элемент, исключенный на пре­
дыдущем шаге, будет порядка е2. Поэтому не более чем
через шагов все внеднагональные элементы ста­
нут величинами порядка е2, что и доказывает квадра­
тичную сходимость.

Реализация описанного варианта метода вращений 
требует выбора максимального по модулю внедиагональ-
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ного элемента матрицы на каждом шаге. При выполнении 
этой операции на ЭВМ требуется значительная затрата 
машинного времени. Поэтому необходимость указанного 
выбора является существенным недостатком метода с точки 
зрения удобства его реализации на ЭВМ.

Более удобными оказываются циклические процессы 
и, в частности, циклические процессы с барьерами. При 
циклическом процессе выбирается определенная нумера­
ция внедиагональных элементов матрицы и нх исключе­
ние происходит по циклам. В течение каждого цикла 
исключаются по очереди все внеднагональные элементы 
в порядке их нумерации. Чаще всего элементы нуме­
руются подряд по строкам слева направо и сверху вниз 
или по столбцам сверху вниз и слева направо. При этом, 
конечно, нумеруются только наддиагональные или под- 
диагональные элементы.

Недостатком такого процесса является то, что прихо­
дится исключать малые внеднагональные элементы, в то 
время когда в матрице еще присутствуют большие. Это 
обстоятельство значительно уменьшает скорость работы.

Отмеченный недостаток частично устраняется введе­
нием барьеров. Вводится монотонно убывающая к нулю
последовательность положительных чисел а ь ои........
называемых барьерами, и при циклическом просмотре 
исключаются лишь те из внедиагональных элементов, 
которые по модулю не меньше а,. После того как все 
внеднагональные элементы станут по модулю меньше а,, 
барьер а, заменяется на а2 и процесс продолжается.

Этот процесс позволяет решать полную проблему соб­
ственных значений значительно быстрее, чем процесс 
с выбором максимального элемента. Однако практическое 
его использование встречает ряд трудностей, связанных 
с оптимальным выбором барьеров. Если барьер выбрать 
очень большим, то будет затрачено много времени на про­
смотр малых элементов. Если же его выбрать очень 
малым, то будет затрачено много времени на исключение 
малых элементов, которые, по существу, не влияют на 
скорость сходимости.

Особого внимания заслуживает следующий способ 
выбора элемента, подлежащего исключению. Если в мат­
рице Лv исключается элемент, стоящий в позиции (/v, /»•). 
то суммы квадратов внедиагональных элементов в каждой
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строке матрицы А у , будут такие же, как у матрицы Л г, 
кроме строк с номерами i'v, /\- Поэтому если в начале 
процесса вычислить суммы квадратов внеднагональных 
элементов строк матрицы А, то в дальнейшем в полу­
ченной последовательности {рр} из п чисел прн каждом 
элементарном шаге будут меняться лишь два числа.

Этот факт позволяет находить оптимальный для исклю­
чения элемент путем просмотра всего лишь 2п— 1 чисел. 
Опрелеляется он следующим образом. Сначала в после­
довательности {РР} находим максимальный элемент р, э 
а затем в »\.-й строке отыскиваем максимальный по модулю 
элемент а,- /. Очевидно, что он будет близок к наиболь­
шему по модулю и во всяком случае не меньше, чем 
среднее квадратичное всех внеднагональных элементов. 
Для того чтобы подготовить последовательность jpr } 
к следующему шагу, необходимо пересчитать числа р1у и 
р/у. Вся теория метода вращений с выбором максималь­
ного элемента полностью переносится на процесс с выбо­
ром оптимального элемента.

Мы уже неоднократно рассматривали различные пре­
образования, основанные на использовании матриц вра­
щения, и всегда устанавливали их устойчивость к ошиб­
кам округления. Поэтому можно с уверенностью утверж­
дать, что описанные процессы также должны обладать 
соответствующей устойчивостью.

Обратим внимание на некоторые детали, связанные 
с вычислением самих матриц вращения. Обозначим

х = 2а,/, у =» Оц -  ап.
Если у = 0, то берем

cos а = sin а = \r2j2.

В случае у ф  О из (43.5) получаем, что

<4M<

Первая из этих формул вполне пригодна для вычислений, 
вторая же будет давать большие относительные ошибки,
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когда м  мал по сравнению с j у |. Но заметим, что
1 • * X 'sin а • cos а = - sign (хи)----- Vr*-2 * (A’ -fyV'2

Следовательно,
since = signfJry)-*' . * (43.10)

2cosa(.rJ,+ y2)1 *
Теперь первая нз формул (43.9) совместно с (43.10) позво­
ляет вычислить все элементы матрицы вращения с высо­
кой относительной точностью. Если выражения

находить в соответствии с алгорифмом, описанным в § 18, 
то опорные элементы реально полученной матрицы вра­
щения будут иметь вид (18.4). При этом

(£*+$*)'/* = 1 + v,
где

М  (43.11)

если умножение и деление на 2 осуществляются неточно, и

I  . | v | ^  -| р '+1

в противном случае. Проверку правильности этих соот­
ношений мы предлагаем провести читателю в качестве 
упражнений.

Влияние ошибок округления приведет к тому, что 
вместо матриц Лу, 7\. нз (43.2), (43.8) реально будут 
вычислены некоторые другие матрицы Л у, 7\., которые 
связанц с матрицей А соотношением Л v = 7V‘ (A -f A v) 7\.. 
Величнца эквивалентного возмущения Av в общем слу­
чае будет зависеть от порядка исключения внедиагональ- 
нь,х ЗДЬвитов.

Предположим, что элементы исключаются в цикличе- 
ком п^рЯДКе с использованием барьеров или без них. 
>дем счптать также, что вычисляется лишь половина 

мен* - В1*ед,|аго,,а-1Ь,,ых элементов Лу. а остальным эле- 
нта.м приписываются принудительные значения из сооб­
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ражений симметрии. Если матрица Лу получена на г-м 
цикле, то, используя оценку (43.11) и результаты иссле­
дований в §§ 19, 23, 32, заключаем, что

Опыт практического применения метода вращений 
показывает, что независимо от порядка матрицы обычно 
требуется выполнить не более 5—6 полных циклов для 
максимального уменьшения суммы квадратов внедиаго- 
нальных элементов. Однако ошибки округления оказы­
вают основное влияние лишь на первых 2—3 циклах.

Для процессов с выбором максимального или опти­
мального элемента не удается получить оценку лучше, 
чем (43.12), или хотя бы сравнимую с ней. Как правило, 
вместо п появляется множитель пг. Но, по-видимому, это 
связано лишь с трудностью получения хорошей оценки, 
а не с тем, что такие процессы менее точны, чем цикли­
ческие.

В заключение приведем одно полезное следствие 
из (43.12). Обозначим через Xi, . . . ,  Хя точные собствен­
ные значения, через Хп — реально вычисленные. 
Если в формуле (43.12) взять г = 3, то из (13.9) выте­
кает, что

1. Доказать, что последовательность (43.2) сходится к фиксиро­
ванной матрице.

2. Доказать, что при циклическом исключении внеднагональных 
элементов с использованием барьеров метод вращений сходится.

3. При любом ли выборе барьеров метод вращений будет схо­
диться асимптотически с квадратичной скоростью?

4. Пусть матрица А имеет кратные собственные значения. Дока­
зать, что в матрицах последовательности (43.2) существуют фиксиро­
ванные места, на которых, начиная с некоторого v. не будут нахо­
диться ни максимальный, ни оптимальный элементы.

5. Доказать, что при выборе максимального или оптимального 
элемента последовательность матриц (43.8) сходится к фиксирован­
ной матрице.

(43.12)

1/2

У П Р А Ж Н Е Н И Я
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6. Будет ли последовательность (43.8) сходиться к фиксирован­
ной матрице, еслн используется циклический вариант метода враще­
ний без барьеров?

7. Исследовать асимптотическую скорость сходимости метода 
вращений с выбором м. симального или оптимального элемента 
в зависимости от числа кратных собственных значений и их крат­
ности.

8. Доказать, что для метода вращений сохраняется не только 
сходимость, но и ее асимптотическая квадратичность, если углы 
поворога а  брать в пределах j в  ^  я/4 в соответствии с формулами

t f 1. \ац\>\а11-а „\ ,
• ацНРи — в//)» Г °Ц  ’ ail — аЦ I»

или
 ̂ а  _  (  ]  2— I, |в;/1 >  (2 ) 2—2) | ац — ац |,

2 \ в1//2 («//—«//). \ац | sg (2 ) 2 — 2) | ац —ац |.
В чем достоинство этих формул?

9. Показать, что метод вращений распространяется на комплекс­
ные эрмитовы матрицы.

10. Рассмотрим комплексную нормальную матрицу А порядка п 
с элементами

/1 — 2 <2уь
< 4,1 —

где Yp =  (p — 1) я/я для р= 1, 2........л. Доказать, что при л > 6
никакое подобное преобразование этой матрицы с помощью комп­
лексного аналога матрицы вращения не позволяет уменьшить сумму 
квадратов модулей внеднагональных элементов.

§ 44. Метод бисекций 

Пусть А — вещественная симметричная матрица. Пред­
положим, что для невырожденной матрицы Т матрица

А = Г А Т  (44.1)
является диагональной. Тогда, в соответствии с законом 
инерции квадратичных форм [1], можно утверждать, что 
число нулевых, положительных и отрицательных диаго­
нальных элементов Л не зависит от способа приведения 
матрицы А из (44.1) к диагональному виду, т. е. не 
зависит от матрицы Т.

Возьмем в качестве Т ортогональную матрицу собст­
венных векторов из (43.1). В этом случае матрица Л 
в (44.1) будет матрицей собственных значений. Следова-
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телыго, если мы для какой-нибудь другой матрицы Т 
сможем подсчитать число нулевых, положительных и 
отрицательных элементов соответствующей матрицы А, 
то тем самым будет определено число нулевых, положи­
тельных и отрицательных собственных значений мат­
рицы А. Эту задачу можно решить весьма эффективно, 
даже не вычисляя явно матрицы Т и А.

Предположим пока, что матрица А имеет ненулевые 
главные миноры. Тогда существует невырожденная пра­
вая треугольная матрица S и диагональная матрица D 
с элементами r t  1, для которых справедливо равенство

Согласно сказанному выше число положительных и отри­
цательных элементов D равно соответственно числу поло­
жительных и отрицательных собственных значений мат­
рицы А. Но элементы матрицы D легко определить. Дей­
ствительно, используя формулу Бине — Коши [1], находим, 
что для всех г

Итак, знаки главных миноров симметричной матрицы 
позволяют установить число ее положительных и отрица­
тельных собственных значений.

Знаки главных миноров матрицы А —кЕ при любом 
вещественном к определяют число собственных значений 
матрицы А соответственно больших к и меньших к. Беря 
различные значения к, можно найти число собственных 
значений, лежащих на произвольном отрезке вещественной 
осн и, следовательно, в нужной мере локализовать любое 
собственное значение матрицы А. На этой идее основан 
рассматриваемый ниже численный метод нахождения соб­
ственных значений симметричной матрицы, называемый 
методом бисекций.

Будем считать, что симметричная матрица А имеет 
трехдиагональную форму с ненулевыми внеднагональнымн

A = S'D S.

поэтому

d „ = sign
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элементами. Такие матрицы называются матрицами Якоби 
и имеют вид

’ «1 *i О
Р, ы2 р2 

Рг аз PiА =

О Рл-J ®я-1 
р„-1

(44.2)

В рассмотрении матриц Якоби нет особого ограничения. 
В самом деле, мы показали в § 32. что симметричную 
матрицу можно привести к трехдиагональной форме с по­
мощью ортогонального подобного преобразования. Если 
окажется, что некоторые из внеднагональных элементов 
равны нулю, то трехдиагональная матрица распадется 
в прямую сумму диагональных матриц и трехднагональных 
матриц с ненулевыми внедиагональными элементами. Для 
диагональных матриц решение проблемы собственных зна­
чении очевидно, поэтому остается решить эту проблему 
для матриц вида (44.2).

Обозначим через оь ..., <т„ главные миноры трехдиа­
гональной матрицы А. Аналогично формуле (26.6) находим

~  а ‘ =  а '- (44 3)
ar = nrar„i — Р; ,а, 2 <= г «с п.

Из этих соотношений и вида матрицы А вытекает ряд 
полезных следствий. Например,

никакие два соседних главных минора матрицы (44.2) 
не могут одновременно равняться нулю;

если минор ог, 1 < г< л , равен нулю, то соседние 
миноры <тг.,, o,+i, отличны от нуля и имеют противо­
положные знаки:

все собственные значения матрицы (44.2) простые. 
Некоторые затруднения может вызвать лишь доказа­

тельство последнего утверждения. Предположим, что соб­
ственное значение \ является кратным. Тогда ранг матрицы 
А — ).Е должен быть не больше п — 2. Но он заведомо 
не меньше п — 1, так как внеднагональные элементы от­
личны от нуля и, следовательно, отличен от нуля минор, 
расположенный в первых п — 1 столбцах и последних п — 1 
строках. Полученное противоречие означает, что все соб­
ственные значения матрицы Якоби простые.
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возмущение Е ', соответствующее выполненной замене, 
очень малб. Именно,

J E ' I 1<4/w. (44.6)
Обозначим через Q максимальное положительное число, 

представимое на ЭВМ. Обычно Q лии/ь незначительно 
меньше числа (ро>)-1. Выберем какое-либо число М, близ­
кое к Q, например,

М = (4рш) >.

Это число потребуется для дальнейших вычислений.
Рассмотрим теперь типичный шаг вычислительного про­

цесса. Он заключается в нахождении величин
и = у (сие — ргу), v = ух.

Здесь а, Р удовлетворяют условиям (44.5), числа х, у не 
равны нулю одновременно, параметр у выбирается по ходу 
вычислений.

Предположим сначала, что х = 0. В этом случае не 
возникают никакие ошибки, если взять Y = (P21*/) 1 и 
положить

м = — sing у, у = 0.

Если же хфО, то процесс вычислений будем осуществлять 
в такой последовательности:

5 — П Ш  =  Pf/(1 +Е|).
2 = f I (P s )^ P V ( l  +  e i)(l + e^
6 = max { I х 1, | г | },

« i ( l +  ei)l

q = fl (av) =з av (1 + et), (44.7)
r = fl (A fp )«M p (l+ e»), 
m — U (гР)*УИр*(1+е»)(1+е,).

Ни одна из величин слева не превосходит по модулю й. 
Чтобы на промежуточных этапах не возникало перепол-
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ненне или неоправданное появление машинного нуля, 
требуется лишь аккуратно вычислить Ъ и /. Это можно 
сделать, например, таким' способом:

Исследуем более детально возникающие ошибки. Заме­
тим, что е, и е2 влияют незначительно лишь на выбор 0 
и не влияют на остальные вычисления в (44.7). Поэтому 
будем рассматривать ошибки е, только для /Ss3.

Пусть е3 = — 1. Тогда, в соответствии с ггим предпо­
ложением, должно выполняться асимптотическое нера­
венство

Но (44.8) не имеет места, когда 0 = !*!. Если же 0 = jz|, 
то будут справедливы такие соотношения:

I Мх I I Мх I (4ро))~* ы
- 4“ -

И снова (44.8) не имеет места. Следовательно, е3Ф  — I.
Ошибки е5, е„ заведомо не равны — 1 в силу того, что 

Мр*^рй). Не равна — 1 и ошибка es. Действительно, 
если 0 = |*!. то <7 = 0 при ос = 0 и q ^ (4 p )1 при аф О . 
В обоих случаях ? » Ф — 1 независимо от величины I. 
Если же 0 = ' г,, то и е8Ф — 1 при любых q.

Если все г \ Ф — 1, то, принимая во внимание описан­
ный процесс вычислений и величины ошибок округления 
от выполнения отдельных арифметических операций, за­
ключаем, что

Ш  | е , | ^ Н Р '+1' ^ 3’7, (44.9)
{ р '+*, i = 3,7.

Однако подчеркнем, что г4 и г, могут оказаться равными — 1.

т  <  1, 0 <  1 или т  ̂  1, 0^1 ,-

/я<1, 0 ^ 1  или m ^ l ,  0<1.

(44.8)
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возмущение Е\  соответствующее выполненной замене, 
очень малб. Именно,

\Е'1<4р<а. (44.6)
Обозначим через Q максимальное положительное число, 

представимое на ЭВМ. Обычно Q лииГь незначительно 
меньше числа (/ко)-1. Выберем какое-либо число М, близ­
кое к Q, например,

М  =  (4р<о) >.

Это число потребуется для дальнейших вычислений.
Рассмотрим теперь типичный шаг вычислительного про­

цесса. Он заключается в нахождении величин
U =  y(OLX-f>iy), V =  ух.

Здесь а, р удовлетворяют условиям (44.5), числа х, у не 
равны нулю одновременно, параметр у выбирается по ходу 
вычислений.

Предположим сначала, что * = 0. В этом случае не 
возникают никакие ошибки, если взять Y = (PJ i ' / ) 1 и 
положить

к = — sing I/, у = 0.

Если же хфО, то процесс вычислений будем осуществлять 
в такой последовательности:

s = fl (М * Р У (1  + 0 .  
г = П(р5)-р*</(1+е1)(1 + еа),
0 = max { j д: |, ! г | },

q = fl (av) =э at' (1 -fe4), (44.7)
r = fl (Aip)=-Afp(l+e,),
m = f| (гр )»м р*(1 + е4)(1+ ея).
/==n ^  ( l + ej)f
fi = fl — — /) (1 -f e8).

Ни одна из величин слева не превосходит по модулю Q* 
Чтобы на промежуточных этапах не возникало перепол­
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нение или неоправданное появление машинного нуля, 
требуется лишь аккуратно вычислить v и /. Это можно 
сделать, например, таким'способом:

Исследуем более детально возникающие ошибки. Заме­
тим, что е, и е2 влияют незначительно лишь на выбор 9 
и не влияют на остальные вычисления в (44.7). Поэтому 
будем рассматривать ошибки е, только для /^ 3 .

Пусть е3 = — 1. Тогда, в соответствии с sthm  предпо­
ложением, должно выполняться асимптотическое нера­
венство

Но (44.8) не имеет места, когда 9 = !* '. Если же 9 = jz|, 
то будут справедливы такие соотношения:

I Мх -  1 Л,х 1
1 » 1 РгУ 1

И снова (44.8) не имеет места. Следовательно, е3Ф — I.
Ошибки fs, е, заведомо не равны — 1 в силу того, что 

М$2^ро). Не равна — 1 и ошибка es. Действительно, 
если в = |*1, то <7 = 0 при ot = 0 и q ^ (A p )1 при а=^0. 
В обоих случаях 1 независимо от величины I.
Если же 9 = |zj, то и ейФ — \ при любых q.

Если все г , Ф — 1, то, принимая во внимание описан­
ный процесс вычислений и величины ошибок округления 
от выполнения отдельных арифметических операций, за­
ключаем, что

/л<1, 9Зг 1 или т ^ г  1, 9<1.

(44.8)

Однако подчеркнем, что е4 и е, могут оказаться равными — 1.
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Согласно общей идее обратного анализа ошибок пока­
жем теперь, что реально вычисленные величины в, б удо­
влетворяют точным равенствам

a = v ( ( a + {’) * - ( P  +  n )i!{/). 5 =V*
и дадим оценки для эквивалентных возмущений е, г|.

Объединяя последовательно результаты вычислений 
в (44.7), мы получим независимо от величины ошибок et 
следующие выражения для й, д:

« = -в-(1+Рз) [ах (1 +  р4) (1 +  ̂ «) —  P V X
( * + es) 0  Н-д9) (1+ *7) 0 + * » ) ' (4 4 .Ю )

е= (^ - (1 + е ,))х .
Это означает, что

Т - т П  + а ,) .

Так как es^  — 1, то у> 0 .
При оценке эквивалентных воаамущений е, т| нам при­

дется рассмотреть несколько случваев. Предположим сна­
чала, что все ошибки е/ ф  — 1. ' ГГогда из (44.9), (44.10) 
вытекает, что

|e | S |a |  р ^ \  (44.11)

Если 0 = 1 х\, то при всех а сэшибка гхФ — 1. Допу­
стим, что е7 = — 1, т. е. выполняется асимптотическое 
неравенство

IMptye (44.12)
Представив й в следующем виде:

а -  т-  0 +*») ( (« (» + *« ) (1 + - * . ) + - ? ) * -  Р гу)

и воспользовавшись неравенствам i (44.12), находим, что 
| P V * R « * / 4 4t4p.

Поэтому для эквивалентных возмещений получаем такие 
оценки: |«|<1«|Р м , | rt п| = 0.
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Пусть 0 = Iz |. В этом случае !/1 ^  Af и е7Ф — I. Если 
ошибка е4 = — 1, то должно выполняться асимптотическое 
неравенство

| аМх/В | а),
откуда следует, что

|c«[^|pVlto*/4p. (44.13)
Записав и в виде

й -  ?  (1 + «,) ( « - ( P i ,  « + № .* « + М + *  - ш г )\

и приняв во внимание соотношение (44.13), заключаем, 
что теперь

1*1-0, |ч|2£-1|р|/»:« .

Окончательное сравнение полученных результатов по­
казывает, что для эквивалентных возмущений е, rj всегда 
гарантируется выполнение оценок (44.11).

Таким образом, вычисляя по описанному алгорифму 
знаки главных миноров якобневой матрицы А, нормиро­
ванной согласно (44.5), мы в действительности получим 
следующее. Реально вычисленная последовательность зна­
ков будет точно совпадать с последовательностью знаков 
главных миноров некоторой возмущенной матрицы А + Е". 
Если А имеет вид (44.2), то возмущение Е ' будет сим­
метричной трехдиагональной матрицей, имеющей анало­
гичный вид:

- e f  _ »  — 
e i  Л |

ЧГ е; Л? О 
£ .  =  Л.' е.' П.*

Л  n J - 2  *п’ _ |  Ч а _ ,

nJ-1 е'п
При этом элементы е’ , г]* удовлетворяют неравенствам

| в? 12£ I «i I p-'+1, |T|T|^-J|Pi|p-«. (44.14)

Отсюда, в частности, вытекает, что возмущенная мат­
рица будет также якобиевой и, следовательно, по знакам 
ее главных миноров можно правильно определить число 
нулевых, положительных и отрицательных собственных
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вначений матрицы Л + Е ". Собственные значения матри­
цы А асимптотически отличаются от собственных значе­
ний матрицы Л + Е ' не более, чем на (15.8>р '**, так как 
в соответствии с (44.5), (44.14) имеем

t E 1 i ^ * V ' +l. - (44.15)

Теперь мы можем перейти непосредственно к описа­
нию численного метода отыскания собственных значений 
матрицы Якоби. Будем считать, что матрица Л нормиро­
вана и ее коэффициенты для всех i удовлетворяют нера­
венствам

| в, К 1/4, 2рсо< |р, |<  1/4. (44.16)
Как уже отмечалось, основной операцией метода яв­

ляется вычисление знаков главных миноров матриц Л — /.£ 
для различных X. Но все собственные значения матрицы Л 
с элементами (44.16) не превосходят по модулю 3/4. По­
этому достаточно брать ). из сегмента [— 3/4, +3/4]. 
В этом случае коэффициенты матриц Л — /.£ будут удов­
летворять неравенствам (44.5).

Вычисляя знаки главных миноров матрицы Л — /.£, 
мы в действительности правильно определим лишь знаки 
главных миноров некоторой матрицы Л — Х£ + Е>. Воз­
мущение Е> складывается из возмущений (44.6), (44.15) 
и возмущения Е " ',  возникающего прн вычислении мат­
рицы Л —/.£. Очевидно, что матрица Е '"  является диаго­
нальной, причем

!Е " 'Ь ^ (1 /2 )р '+ Ч
Следовательно, для суммарного возмущения Е ;. получаем 
оценку

[Е ,3 ,^ (19/8 )р^  (44.17)

для всех значении ?..
Предположим, что собственные значения ?. матрицы Л 

занумерованы в порядке алгебраического убывания, т. е.
*1 5̂  к* S i .  .  .  ^  X ц .

Покажем, как определить /?-е по номеру собственное зна­
чение ).к независимо от остальных.
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Обозначим через п+(X) число собственных значений 
матрицы .4 строго больших, чем X. Если известны такие 
числа о0, Ь0, что

Ь0 >  а0, л+ (а0) Ss k, п+ (b0) <  к,
то X* заведомо принадлежит полуинтервалу (я0, 60]. За­
метим, что в качестве о0 можно взять любое число, мень­
шее — 3/4, в качестве Ь0 — любое число, большее +3/4. 
Положим теперь

Со =* 2~ («о + Ь0) '

и определим п+(с0). Если п+(с0) ^ к ,  то X* принадлежит 
полуинтервалу (с0, Ь0], если же п̂ .(с0)<^к, то X* принад­
лежит полуинтервалу (а0, Со]- Поэтому всегда можно ука­
зать полуинтервал длины (1/2) (Ь0 — а0), содержащий X*. 
Продолжая этот процесс, мы получим систему вложенных 
полуинтервалов (а,, bs], содержащих X*, причем

(Ь,-а>) -  2-* (Ь0- а 0).
Это позволяет локализовать собственное значение X* с лю­
бой нужной точностью.

Сделанный вывод справедлив лишь в случае точных 
вычислений. Ошибки округления, конечно, вносят свои 
коррективы. Рассмотрим реально построенный полуинтер­
вал (а„ Ьг]. Строго говоря, можно утверждать лишь то, 
что k-е собственное значение X* некоторой матрицы A -f EUj
больше а „ а Л-е собственное значение ?.* другой матрицы 

меньше или равно Ь„ причем для возмущений 
Е„^, E frj выполняются неравенства (44.17). Но в соот­
ветствии с (44.17) заключаем, что

I* * - X*I <  j Р м . | * * - х * | ^ Р '+1.

Следовательно, должны выполняться соотношения

a . - j p ^ ^ y ^ b s  +  j p ^ .  (44.18)

Если в качестве приближения к X* всегда брать точку с„ 
являющуюся серединой полуинтервала (о„ Ь,], то из (44.18) 
вытекает, что ,0 h _ а
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В частности, прн указанном выше выборе начальных зна­
чений а0, Ьо

'\ c ,- h \ < Z jp - M + j2 * .

Нет никакого смысла в выполнении очень большого 
числа шагов деления полуинтервалов пополам. Обычно 
достаточно взять s = log2 р], где [ • ] означает целую часть 
числа. Принимая во внимание, что р ^ 2 , получаем такую 
оценку:

р м . \  (44.19)

Рассмотренный метод определения собственных значе­
ний матрицы Якоби обладает исключительной универсаль­
ностью. Его можно использовать не только для нахож­
дения заданного по номеру собственного значения, но и 
для вычисления всех или части собственных значений, 
принадлежащих любой заданной области, для исследова­
ния общего распределения собственных значений и т. п. 
Иа его реализацию не оказывает никакого влияния нали­
чие близких и кратных собственных значений и даже очень 
большое их скопление. При этом достижимая точность 
(44.19) не зависит от размеров матрицы.

Все эти свойства кажутся особенно удивительными, 
если вспомнить, что, в конечном счете, метод связан 
с распознаванием нулевых и ненулевых чисел, причем 
распознавание осуществляется в условиях влияния оши­
бок округления.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1 Пусть одно из собственных значений трехдиагональной сим­

метричной матрицы имеет кратность р. Доказать, что по крайней 
мере р— 1 поддиагональных элементов этой матрицы равны нулю.

2. Предположим, что трехдиагональная симметричная матрица 
имеет несколько нулевых внеднагональных элементов. Означает ли 
это, что матрица имеет кратные собственные значения?

3 Пусть А — матрица (44.2) Обозначим через Аг матрицу глав­
ного минора порядка г. Доказать, что для всех г >  1 матрицы А, 
и Аг_х не имеют общих собственных значений.

4. В  условиях упражнения 3 доказать, что для всех г >  1 между 
каждыми соседними собственными значениями Аг находится одно 
собственное значение Ar+t и одно собственное значение Аг_х.

5. Доказать, что прн неограниченном увеличении (уменьшении) 
коэффициента а „ матрицы (44.2) все собственные значения остаются 
ограниченными, кроме максимального (минимального).
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6. Доказать, что при неограниченном увеличении модуля коэф­
фициента р„_1 матрицы (44.2) все собственные значения остаются 
ограниченными, кроме максимального и минимального. .

7. Исследовать процессы вычисления знаков главных миноров 
матрицы Якоби, основанные на исключении элементов с помощью 
матриц вращения или элементарных неунитарных матриц.

8. Будут ли матрицы эквивалентных возмущений, возникающие 
при выполнении упражнения 7, симметричными н трехднагональнымк?

9. Установите связь между близостью собственных значений и 
малостью минимального по модулю внедиагонального элемента мат­
рицы Якоби. *

10. Доказать, что при больших п максимальное собственное зна­
чение матрицы Якоби W ^n+ l П0РяДка 2n«f-1 с элементами

в ,«= л - /+ 1 . Р/ = 1 (44.20)
для всех I отличается от ближайшего собственного значения на 
величину порядка (я!)-*.

И . Показать, что метод бисекций распространяется на комплекс­
ные эрмитовы матрицы.

§ 45. (?/?-алгорифм

Пусть А — произвольная вещественная матрица по­
рядка п. Построим последовательность ортогональных 
матриц Qk и правых треугольных матриц Rk по следую­
щим рекуррентным формулам:

A =QiRi, Л, = RiQlt 
^ i = Q«Ri, — R tQt ,
..................................... (45.1)

Ak-i =  QkRk, A k — R kQk,
........................................ ...

Легко показать, что для всех к матрицы Ак из (45.1) 
подобны исходной матрице А. Действительно,
Л  = Q*-‘ (<?*/?*)(?* =

= Qi1 (Rk-tQk ,) Q* = ... = (Qj. . .Q*) M  (<?!...Q„).
Обозначив Qx. ,.Qk = pki заключаем, что

Ak = Pj;'APk. (45.2)
Так как матрицы Qk ортогональные, то б\д\т ортого- 

“ п' и - W  Рк. Поэтому А„ ортогонально
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Соотношения (45.1), (45.2) позволяют получить еще 
одно следствие. Рассмотрим произведение правых тре­
угольных матриц т '  

/? * ...* ! =  £/*;
имеем

PJUk =  я* 1 (QkR»,) г/*-! =  Ри » . )  и„ =
=  Р (P iL  {АРк1) t/*_, =  A (P ^ U b .J  =  .,.  =  Л*. 

Следовательно,
Р*£/* =  Л*,

т. е. для всех к матрицы Я*, U k являются ортогональ­
ными и правыми треугольными сомножителями в соот­
ветствующих разложениях степенен матрицы А.

Исследуем теперь строение матриц Ак при больших к. 
Будем считать, что матрица А невырожденная. Предста­
вим ее в виде Л=(?.\(31, ' (45.3)

где А — правая каноническая матрица Жордана, и пусть
£) =  {/.,..........  Ял} —диагональная матрица собственных
значений. Предположим, что существует разложение 
Q~l =  LU , где L  — левая треугольная матрица с единич­
ными диагональными элементами, (У — правая треугольная 
матрица. Ясно, что Alr=QAkQ *, поэтому из равенств

А* =  P kUh =  QAkQ • =  (Q\kLD  *) DkU  
эаключаем, что матрица

А* =  P k Q\kLD  k =  UkU  >£> * 

является правой треугольной. Далее находим 
P i  ~  AkDkL~1AkQ », Р к =  Q.VLD *Д*\ 

откуда в соответствии с (45.2), (45.3) вшекает, что 
Л * -А *0 *1  »А kQ 'QAQ 'Q.VLD *Ai* —

«  А» {D* (L 1 AL) D *} A*1. (45.4)

He ограничивая общности, можно считать, что соб­
ственные значения матрицы Л расположены на диагонали 
матрицы А в порядке убывания модулей, т. е.
I ' “I  i =* • • • “  | У'г, | >■ | Хг, + 1 | ™ ™ | V . I >  • • •

. . . >  j ^ и_1+ 1 j * = .. .“ |К ш J. (45.5)
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Рассмотрим матрицу B =  L i .\L. Принимая во внимание 
вид L  и Л, нетрудно установить, что В  является левой 
почти треугольной матрицей и имеет над главной диаго­
налью такие же элементы, как А. Если bi, — элементы В, 
то матрицы С* =  Dk (L l AL) D * из (45.4) имеют элементы

‘S ' - W W -  № -6)
Разобьем матрицы С* на клетки таким образом, чтобы 

диагональные ‘клетки были квадратными и имели те же 
размеры, что и группы равных но модулю собственных 
значений в (45.5). При таком разбиении матрицы С* будут 
клеточными левыми треугольными. Поэтому, если

С*

Г С

С  С
W *) /-Ч*) - 

-  т  I  с т 2  |' т я 1

то из (45.5), (45.6) следует, что прн неограниченном уве­
личении чиста k элементы диагональных клеток не ме­
няют свои модули, а элементы ноддиагональных клеток 
сходятся к нулю. Обозначив через х, величину модулей 
собственных значений из s-н группы в (45.5), заключаем, 
что элементы подднагональных клеток О*1 убывают как
величины ... л / . , ,ь. . .

Y(* =  О ((т,/т,)*), t >  ]. (4о.7)

Таким образом, прн всех k элементы С* остаются огра­
ниченными, а сами матрицы С* с ростом k приближаются 
по форме к клеточно-диагональной матрице. Скорость 
приближения определяется соотношениями (45.7).

Напомним, что матрицы А* в (45.4) являются правыми 
треугольными. Если бы элементы А* и А*1 оставались 
ограниченными прн всех k, то из формулы (45.4) и вида 
матриц С* сразу вытекало бы, что при неограниченном 
увеличении k матрицы Л* со скоростью (45.7) будут 
приближаться по форме к клеточной правой треуголь­
ной матрице с диагональными блоками таких же раз­
меров, как у матриц С*.

Матрицы А*, А*‘ заведомо ограничены, если А имеет 
простую структуру. В самом деле, в этом случае A =  D «  
тогда

А* =  Pk'Q (DkLD  *), Д*" =  (DkL - 'D  *) Q */>*.



252 РЕШ ЕН И Е ПРОБЛЕМЫ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИИ [ГЛ. VI

Матрицы Р к, Рк 1 явл&втся ограниченными, так как они 
ортогональные, матрицы Q, Q 1 — постоянные. Элементы же 
матриц DkLD  * и D^L D̂ * не превосходят по модулю 
соответствующих элементов матриц L  и L *1 в силу соот­
ношений типа (45.6), связывающих эти элементы.

В сбщем случае исследование матриц Д», Д*' осу­
ществляется несколько сложнее. Запишем Д*, А*1 в сле­
дующем виде:

Д* =  Pi'Q  (A"D  *) (DkLD  *),
Ak' =  (D *L 'D  *) (DkA »)Q l P„.

Ясно, что если элементы матриц Д», Д*1 растут, то по 
порядку они растут не быстрее, чем элементы матриц 
A*D * и D*А *.

Лемма 45.1. Пусть матрица А невырожденная и 
максимальный порядок канонического ящика Жордана для 
нее равен s. Тогда при больших k элементы матриц 
AkD  * и DkА~* суть величины 0 ( k s l ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Матрица А клеточно-диагональ­
ная и ее клетками являются канонические ящики Жор­
дана. Поэтому утверждение леммы достаточно установить 
лишь для того случая, когда А представляет собой один 
ящик Жордана.

Итак, предположим, что А есть ящик Жордана порядка 
s с ненулевым собственным значением Я. Очевидно, что 
этому ящику будет соответствовать матрица D =  XE. 
Воспользуемся [2] асимптотическим представлением матри­
цы А*

A* =  /.*G*' (R +  e„) Gk.

Здесь Gk — диагональная матрица с элементами

=  < - 1 , 2 .........s, (45.8)

R  — правая треугольная матрица с элементами 

r i j  — !/(/ — <)!»

все элементы матрицы е* стремятся к нулю с ростом k. 
Теперь получаем, что

A *D-* =  G *'(tf+  e*)G*.
DkA * =  G*' (/? +  e*) ‘G*.
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Согласно (45.8) максимальный элемент этих матриц при 
больших k находится в позиции (l.s) и имеет величину 
0(/fe5- 1).

Если вернуться к оценке возможной скорости роста 
элементов матриц Д», Д*\ то из доказанной леммы выте­
кает, что •

Элементы матриц Д», Д*1 по порядку роста не пре­
восходят А:5* 1, если порядок жордановых ящиков матрицы 
А не превосходит s.

Построенные в соответствии с (45.1) матрицы Л* уни­
тарно подобны марице Л, поэтому элементы этих матриц 
ограничены равномерно по k. Представим матрицы Л* 
в клеточном виде

Л* =

Г  < д<*> л  1 2  . A f t  п •
J<*>

21
i<*>

22 •
4(»)

"  2 т * (4 5 .9)

Мк)
L  tit 1 4 f t  •

л (*»
• п т т  -

где диагональные клетки Л},*' квадратные и имеют те же 
размеры, что и группы равных по модулю собственных 
значений в (4 5 .4 ). Согласно формуле (4 5 .4 ), установ­
ленным свойствам матриц С* и оценкам роста элементов 
матриц Д*, Д*1 заключаем, что элементы поддиагональных 
клеток Л|*> сходятся к нулю как величины

v <*) =  0 (A *‘* - » ( t 1/ t >)*), (45 Л 0)

если порядок жордановых ящиков матрицы Л не превос­
ходит s. При этом собственные значения диагональных 
клеток Л<*> сходятся к собственном значениям i -й группы 
в (4 5 .5 ) .

Для того чтобы матрицы Л* приближались к клеточ­
ной правой треугольной матрице подобным образом, 
достаточно, чтобы при упорядочении диагональных эле­
ментов матрицы А в соответствии с (45.5) были отличны 
от нуля главные миноры матрицы Q 1 в разложении (45.3;.

Проведем процесс (4 5 .1 ) настолько далеко, чтобы все 
элементы поддиагональных клеток Л^' матрицы Л* стали 
малыми. Заменив эти элементы нулями, мы получим кле­
точную правую треугольную матрицу Л*. Для нее реше­
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ние проблемы собственных значений осуществляется зна­
чительно проще, чем для матрицы А, так как обычно 
группы равных по модулю собственных значении не бывают 
большими. В частности, если все собственные значения 
матрицы А различны по модулю, что матрица Ак ока­
зывается треугольной.

Используя результаты теории возмущений, можно 
утверждать, что собственные значения и корневые векторы 
матрицы Ак могут служить хорошими приближениями для 
собственных значений и корневых векторов матрицы Ак. 
Поэтому, решив проблему собственных значений для 
матрицы Ак, получаем в соответствии с подобным преобразо­
ванием (45.2) приближенное решение этой же проблемы 
для исходной матрицы А.

Численный метод решения проблемы собственных зна­
чений, основанный на построении последовательности 
матриц Ак согласно (45.1), называется QR-алгорифмом. 
Однако обычно под Q/̂ -алгорифмом понимают нечто боль­
шее, включая в него всю совокупность приемов ускорения -

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Рассмотрим процесс»(45.1), в котором матрицы R k правые тре­
угольные, а матрицы Qk таковы, что нормы соответствующих матриц 
Р к, Р к ' равномерно по к ограничены. Исследовать асимптотическое 
поведение матриц Ак.

2. Значительно ли сокращается объем вычислений при получении 
произведении R kQk в (45.1) за счет треугольного вида матриц R kf

3. В чем меняется исследование процесса (45.1) в случае вырож­
денное™ матрицы А?

4. Обозначим через Z./(X) многочлен, корнями которого являются 
все собственные значения из й группы в (45.5), через L j* 1 (X) — харак­
теристический многочлен клетки А1̂  матрицы Ак, представленной 
согласно (45.9). Используя лемму 11.2, доказать, что

L '*> ( к )  (X) + 0  ( V t J * ) .

L\k) (>.) =  £, (>.) +  0  (*’ ■ '-»  (т,/т,_х)*) +  О (А**-»' (т, + Л ) * ) , 1+1, т,

L%' (Х)+0 (**<*-*> (W ^ .i)* ) .

5. Пусть для некоторого I  все корни многочлена L i  ().) равны 
между собой. Доказать, что диагональные клетки Л]** матриц (45.9) 
приближаются к треугольным. Какова скорость этого приближения?
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6. Пусть матрица А нормальная и Qft-алгорифм выполняется по 
предписанию (45.1). Доказать, что последовательность матриц Ац 
приближается к клеточно-диагональной матрице.

7. В  обозначениях упражнения 4 и в условиях упражнения б 
доказать, что

L <*>(*)- L <М +  О ((тЛ)**).
L (X) -  L, (X) +  О ((т,/т,.,)•*) +  О ((т ,+ь'г,)2>). 1Ф I, т.
L (*> (X)«=Lm (Х) +  0  ((тт /тт . ,)**).

8. Показать, что Q^-алгорифм распространяется на комплексные 
матрицы. (

§ 4fi. Ускорение Q fl-алгорифма
%

Одним из важнейших факторов ускорения Qfl-алгориф- 
ма является инвариантность процесса (45.1) к'правой почти 
треугольной форме матрицы. В самом деле, пусть А пра­
вая почти треугольная. Тогда можно считать, что матрица 
(?х есть произведение Т хгТ г* . . . Т п-\.п матриц вращения. 
Но в этом случае матрица Ai будет снова правой почти 
треугольной. Конечно, такой же вид будут иметь все 
матрицы Ак.

Если матрица А полная и не обладает какой-либо 
спецификой, то реализация одного шага процесса (45.1) 
требует выполнения около (10/3) л3 арифметических опе­
раций. Если же А правая почти треугольная, то на одном 
шаге нужно выполнить только 6л* операций. Поэтому 
каждый шаг процесса (45.1) будет осуществляться при­
мерно в л/2 раз быстрее, если" предварительно матрицу 
А привести подобным преобразованием к правой почти 
треугольной форме. Такое преобразование было описано 
н исследовано в § 32.

Предположим, что элемент а/4., , правой почти треу­
гольной матрицы А равен нулю. Разобьем А на такие 
четыре клетки, чтобы диагональные клетки были квад­
ратными и клетка в левом верхнем углу имела порядок /. 
по тогда клетка в нижнем левом углу будет нулевой,

Н о "  У '  < « ' »
Процесс (45.1) инвариантен в этой форме, причем на 

всех' его шагах клетка в нижнем правом углу преобра-
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ауется независимо от остальных клеток. Следовательно, 
нет особого смысла в применении Qtf-алгорифма непосред­
ственно к таким матрицам.

Если мы интересуемся только собственными значениями 
матрицы А, то достаточно определить собственные зна­
чения клеток аи , а22. Даже при определении собствен­
ных векторов матрицы (46.1) целесообразно сначала опре­
делить собственные значения клеток а„, а22. Поэтому 
каждый раз, когда какие-нибудь из поддиатональных 
элементов правой почти треугольной матрицы по тем или 
иным причинам обратятся в нули, мы будем продолжать 
применение ( -̂алгорифма только к соответствующим 
матрицам меньших размеров.

Это, конечно, затрудняет использование Qft-алгорифма 
для определения собственных векторов. Однако мы пока­
жем в дальнейшем, что, вычислив собственные значения, 
можно весьма эффективно получить собственные век­
торы.

Всюду в дальнейшем мы будем считать, что QR-алго- 
рифм применяется к правым почти треугольным матрицам 
с ненулевыми поддиагональными элементами.

Если какое-нибудь собственное значение такой матрицы 
является кратным, то  оно должно входить только в один 
канонический ящик Жордана. В самом деле, пусть соб­
ственному значению" К соответствует более одного ящика 
Жордана матрицы А. Тогда ранг матрицы А — ).Е должен 
быть не больше л — 2. Но он заведомо не меньше п — 1, 
так как поддиагональные элементы отличны от нуля и, 
следовательно, отличен от нуля минор, расположенный 
в первых п — 1 столбцах и последних п — 1 строках. 
Полученное противоречие подтверждает справедливость 
высказанного свойства.

Из этого свойства, в частности, вытекает, что если 
правая почти треугольная матрица с ненулевыми под­
диагональными элементами имеет простую структуру, 
то  все ее собственные значения различны. Как показывает 
пример матрицы (44.20), мы не можем надеяться на то, 
что наличие очень близких собственных значений обяза­
тельно приведет к появлению очень малых поддиагональ- 
ных элементов.

Рассмотрим теперь любую последовательность чисел 
Vi, v2.........Снова построим ортогональные матрицы Qk и
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правые треугольные матрицы R k по рекуррентным фор­
мулам д  _  V|£  =  Q1/?i, >41 =  /?iQi +  V,£,

A i  — v ,£  =  QtRi. A te  RtQi +  vt£ , (46 2)

И*-1 — \kE  =  QkR k, 4* =  tf*Q* +  v*£,
....................................................................

Если Л правая почти треугольная матрица, то анало­
гичный вид будут иметь все матрицы Ак. Как и раньше, 
легко показать, что матрицы Ак ортогонально подобны 
исходной матрице Л; прн этом

-л*“ (Q.-..<?*)' л  « г , .
(Qi .. .<?*) (R k .../?,) =  (A -  Vl£) (Л -  v 2E )  . . .  (Л ...> *£ ).

(46.3)

Предположив, что при некоторой, вообще говоря, зави­
сящей от k нумерации собственных значений ?.<*>, , 1 {пк), 
выполняются неравенства

n i x p - v , : > n i x f » - v , i > . . . > n  - v' I»
(46.4)

получим, что подднагональные элементы flW , , матрицы 
Л* суть величины такого порядка:

а } + 1. ,  =  0  ( * < - «  Д  ( X f t , -  v,)/(Лj * -  v4) j .

Числа vb v2, . . .  в (46.2) называются сдвигами. Выби? 
рая их подходящим образом, можно в значительной мере 
ускорить сходимость Qft-алгорифма.

По существу, все известные стратегии выбора сдвигов 
состоят из двух различных этапов. На первом этапе 
каким-либо способом обеспечивается заметное уменьшение 
одного из подднагональных элементов матрицы Ак. Тео­
ретическое обоснование этого этапа для матриц общей 
структуры, как правило, отсутствует, но проводится 
экспериментальное подтверждение его эффективности. 
Малость поддиагонального элемента позволяет начать на 
втором этапе целенаправленный выбор сдвигов. Прн этом 
обеспечивается дальнейшее уменьшение поддиагонального 
элемента с существенно большей скоростью.
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( т )  ( т ) 
« И  12 
а ( т )  „ ( т )

Пусть элемент аЗД f не превосходит по модулю малого 
числа е. Покажем, как выбрать теперь сдвиги, чтобы ско­
рость убывания элементов , . стала не менее, чем квад­
ратичной.

Разобьем матрицу Ат  на клетки таких же размеров, 
как в матрице (46.1). Если обозначить это разбиение 
через

Л т  '■

>21 “ 22
то диагональные клетки а\” \ а1”* являются правыми 
почти треугольными, а клетка а,■*> имеет лишь один 
ненулевой элемент порядка е в верхнем правом углу.

Вычислим каким-либо способом, например, по формуле
(26.5), характеристический многочлен fm(k) матрицы 
Принимая во внимание неравенства (46.4) при k =  m, 
заключаем, что согласно лемме 11.2 величины 
будут иметь порядок по крайней мере е при q > j и не
будут малыми при <7</. Обозначим через vm4.,........
корни многочлена f-„ (X) и выполним дополнительно п — / 
шагов процесса (46.2), взяв vm+I, . . . ,  vm+„_y в качестве 
сдвигов. Рассмотрим соответствующие неравенства (46.4) 
при к =  т-\-п — /. Для малых е совокупности собствен­
ных значений Ы т + п~ 1 ) при q >  j  будут одинаковыми.

Но в этом случае
/ т  +  п - 1  , ( т  +  я - / ) _

. - . - п  I  > /
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Циклически повторяя описанный выбор сдвигов через 
каждые п — / шагов процесса (46.2), мы обеспечим не 
менее, чем квадратичную скорость убывания поддиаго­
нальных элементов ^ак только элемент в позиции 
(/4-1, j)  станет достаточно малым, его можно заменить 
нулем, не потеряв при этом существенно в точности, п 
продолжать применение Q/?-алгорифма к матрицам мень­
ших размеров.

Практическая реализация процесса ускорения в соот­
ветствии с изложенной схемой не всегда оказывается эф­
фективной. Предположим, что вещественная матрица А 
имеет комплексные собственные значения. В этом случае 
среди корней вещественного многочлена fm ().) могут ока­
заться комплексно сопряженные пары. Но тогда некото­
рые из промежуточных матриц Ак будут комплексными, 
несмотря на то, что матрица Ат+п t является веществен­
ной. Появление комплексных матриц весьма нежелательно 
как с точки зрения времени счета, так и с точки зрения 
использования памяти ЭВМ. Поэтому покажем сейчас, 
как можно вычислять матрицу Лт+„_/, минуя получение 
промежуточных матриц А*. Для этого нам потребуется

Лемма 46.1. Пусть для матрицы А выполнены уни­
тарно подобные преобразования

Ci =  T*ATu Сг =  Т\АТг,

причем матрицы Си С2 — правые почти треугольные с не­
нулевыми поддиагональными элементами. Если первые 
столбцы матриц Т ь  Т 2 совпадают, то  существует такая 
диагональная матрица S  с элементами, равными по мо­
дулю единице, что

Tt — TiS, Ca =  5"C iS . (46.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По существу, нам достаточно 
показать, что если унитарная матрица Т  и правая почти 
треугольная матрица С с ненулевыми поддиагональными 
элементами связаны соотношением

А Т -Т С ,  ' (46.6)

То при заданном первом столбце Т  матрицы Т ,  С опре­
деляются в основном однозначно.
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Обозначим через tu столбцы матрицы Т ,  через
элементы матрицы С. Приравнивая первые столбцы левой 
и правой частей в (46.6), имеем

At\ +

Так как Т  унитарна, то
Сц “ = (А/и t i) ,
С21 =  а2| | Ati — Сц/| е ,
/2 =  (Sj i/Cj i) (Л/, — Сц/j),

где аг, — произвольное комплексное число, по модулю 
равное единице. Приравнивая вторые столбцы в (46.6), 
получим

At-* =  citt i  -j- с* -j- c-iji, 

откуда вытекает, что
(Alt, ti),

С*» =  {A t  a, t2),

С3 2  — &з-2 At  ̂ —  Ci2/| —  с.»2/2 [сI

/ j  =  ( Я 3 2  'C32) (A t t —  Ci >t\ —

Здесь снова a3, — произвольное комплексное число, по 
модулю равное единице.

Продолжая процесс, устанавливаем, что все столбцы 
матрицы Т ,  начиная со второго, определяются однозначно 
с точностью до умножения на комплексные числа, по 
модулю равные единице. Это и подтверждает справедли­
вость соотношений (46.5).

Теперь перейдем к обоснованию процесса вычисления 
матрицы Лт(.„ у. Ясно, что

Ащ+п / — Tn-/AmT „.у, Т п //-я у =  fm (Am)
для некоторой ортогональной матрицы Т„  у и правой тре­
угольной матрицы L„ у.

Предположим, что мы каким-либо способом нашли 
такую ортогональную матрицу Т,  у которой первый стол­
бец совпадает с первым столбцом t„  , и при этом матрица 
С =  Т 'Л т Т  является правой почти треугольной. Возможны 
две ситуации. Если все поддиатональные элементы мат­
рицы С отличны от нуля, то согласно лемме 46.1

Т=-Тn-jS, С — S Аюпп jS,
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где S  —диагональная матрица с элементами, равными по 
модулю единице. Модули соответствующих элементов 
матриц Ат +„ j  и С одинаковы, поэтому безразлично, 
с какой из них продолжать (?/?-алгорнфм. Мы будем про­
должать его с матрицей С. Если же какие-то поддиаго- 
нальные элементы матрицы С равны нулю, то это более 
благоприятный случай, так как можно продолжать QR-ал­
горифм с матрицами меньших размеров.

Теоретически матрицу Т„  / можно получить как про­
изведение матриц вращения при исключении поддиаго- 
нальных элементов fm(Am), например, по столбцам сверху 
вниз. Будем считать, что

Тп I, п • •' Т m (Ат ) *= L n-/.

В силу строения матриц вращения первая строка про­
изведения Т 1п. . . Т 12 совпадает с первой строкой произве­
дения Т„  1,„ . . . Т н " .  следовательно, с первой строкой 
матрицы Т'п /. Но матрицы Т Хп, . . . ,  Г , 2 определяются 
лишь первым столбцом f„ (Am), у которого могут быть 
отличны от нуля только первые п — / +  1 элементов. По­
этому в действительности первый столбец матрицы Т п j  
совпадает с первым столбцом произведения 7 J , . . . T i ,n-y+i.

Вычислим первый столбец матрицы fm(Am) и определим 
по нему соответствующие матрицы вращения Г 12, . . .  
•••• Т ип/+1. Получим, далее, матрицу

В _  т ия /+1. . .  Т 1гАпТ ’и . . .  г ;. я . / + 1  (46.7)

н приведем ее с помощью алгорифма, описанного в § 32, 
к ортогонально подобной правой почти треугольной мат­
рице. Это и будет нужная нам матрица С.

Действительно, новая почти треугольная матрица полу­
чена как произведение вида Р 'В Р . Согласно построению 
ортогональная матрица Р  имеет первые столбец и строку, 
совпадающие с первыми столбцом и строкой единичной 
матрицы. Следовательно, первый столбец матрицы Т„  7 будет 
совпадать с первым столбцом матрицы T 'l t . . . Т\, n-j+\P. 
Последняя матрица не только ортогональная, но и явля­
йся матрицей подобного преобразования, приводящего Ат  
к правой почти треугольной, т. е. обладает свойствами 
Матрицы Т .

Матрица В в (46.7) имеет много нулевых элементов 
и отличается от правой почти треугольной тем, что почти
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все элементы главного минора порядка п — /' +  2 могут 
быть отличны от нуля. Специальный вид матрицы В  легко 
учесть при ее приведении к почти треугольной форме. 
На всех этапах приведения промежуточные матрицы буд\т 
отличаться от правой почти треугольной тем, что почти 
все элементы некоторого минора порядка и —/4-2,  опи­
рающегося на главную диагональ, могут быть отличны 
от нуля. По мере выполнения процесса приведения этот 
минор будет перемещаться по диагонали вниз.

В целом прямое получение матрицы Л,я+П-/ из матри­
цы Ат  требует выполнения примерно такого же объема 
вычислений, как и последовательное ее получение за n — j  
шагов процесса (46.2) с вещественными сдвигами. При 
этом не нужно находить корни многочленов. Однако объем 
дополнительной памяти ЭВМ, необходимой для хранения 
результатов промежуточных вычислений, быстро растет 
с уменьшением /.

Описанное ускорение сходимости ф/?-алгорнфма особен­
но эффективно, когда / =  л — 1. В этом случае очередной 
сдвиг vm., совпадает с последним диагональным элемен­
том матрицы Ат  и заведомо будет вещественным. Поэтому 
прямое получение матрицы Лт+, не является обязатель­
ным, а квадратичное убывание поддиагонального элемен­
та будет происходить на каждом шаге процесса (46.2). 
Если же вещественная матрица А имеет комплексные 
собственные значения, прямое получение матрицы Лт+„ / 
может оказаться необходимым при условии, конечно, что 
мы хотим выполнять лишь вещественные вычисления. 
В этом случае прямое получение матрицы Лт+л ,  наиболее 
эффективно при j  — n — 2. Обязательное появление малых 
поддиагональных элементов с меньшим значением / свя­
зано в основном с наличием у матрицы А канонических 
ящиков Жордана больших размеров.

Подводя итоги, перечислим еще раз рассмотренные прие­
мы ускорения времени счета при реализации Qfi-алгорифма.

1. Предварительное приведение матрицы А к правой 
почти треугольной форме. Без этого приведения Q/?-a.iro- 
рифм обычно не применяется.

2. Использование сдвигов для повышения скорости 
убывания поддиагональных элементов. При наличии ком­
плексных собственных значений наиболее эффективно 
прямое получение матриц Ак из (46.2).
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3. Замена малых подднагональных элементов нулями. 
Это позволяет продолжать применение Q/̂ -алгорифма 
к матрицам меньших размеров.

В приемах ускорения остается не ясным только один 
вопрос. Именно, как начинать выбор сдвигов, чтобы до­
статочно. быстро получить малый подднагональный эле­
мент в позиции (/+ 1 , /') с наибольшим по возможности 
значением /'? За исключением некоторых специальных 
классов матриц, пока на него не получено убедительного 
ответа. Стратегии выбора сдвигов, гарантирующие убыва­
ние подднагональных элементов, обычно оказываются 
слишком медленными.

Мы опишем сейчас одну из практических процедур 
выбора сдвигов. Она эффективна, хотя ее применение 
связано с некоторым риском.

Процесс начинается с вычисления матрицы A х при 
v1 =  0. Предположим, что уже получены матрицы Ат -Х и 
Ат . Проверяем выполнение неравенства

1 а{т) — а(т~ Ч ' sS  i - ' II nil nn , ^  3 - nil I»

Если оно справедливо, то находим матрицу Am+lt беря 
vm+i =  o(„” '. Если же это неравенство не имеет места, то • 
проверяем выполнение другого неравенства:

|аМ  — а'т  1>|<А [а(гя 1J,

где а<т ,), а<*> — клетки второго порядка матриц Лт _,, 
Ат, находящиеся в нижнем правом углу. Если это нера­
венство справедливо, то вычисляем характеристический 
многочлен матрицы а(т) п находим матрицу Лт 2 , исполь­
зуя прямой способ ее получения. Если же и последнее 
неравенство не имеет места, то находим матрицу ЛтМ, 
г,еРя vmfl«=0. Конечно, прн первой же возможности заме­
няем малые подднагоиальные элементы нулями и продол­
жаем применение QR-алгорифма к матрицам меньших раз­
меров.

Применение этой процедуры показало, что среднее 
чис.ло итераций на каждое собственное значение, как пра­
вило, не превосходит 5. Процесс исключительно устойчив. 
* Нализ онл.бэк округления в нем полностью охватывается 

анализом, который был выполнен ранее. Если ечн-
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тать, что на каждое собственное значение матрицы А тре­
буется не более пяти итераций, то вычисленные собствен­
ные значения будут точными для некоторой возмущенной 
матрицы А Е, причем

1 Е Ц 8 £ * ^ + *  n«p-»4Afe.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Пусть А — эрмитова ленточная матрица. Доказать, что все 
матрицы Ак из (46.2), полученные при вещественных сдвигах, будут 
эрмитовыми и ленточными такой же ширины.

2. Уточнить лемму 46.1, если дополнительно известно, что под- 
диагональные элементы матриц Ct, Сг положительны.

3. Рассмотреть применение преобразований отражения при пря­
мом получении матрицы Ит+Л_/ из матрицы Ат . Выгодно ли их при­
менение, если п — 2?

4. Пусть матрица А нормальная и выполняется Q/7-алгорифм со 
сдвигами. Доказать, что при описанном выше способе выбора сдви­
гов обеспечивается кубическая скорость убывания подднагональных 
элементов.

5. Пусть задана некоторая совокупность из к сдвигов, не яв­
ляющихся собственными значениями матрицы А. Предположим, что 
в процессе (46.2) для двух различных порядков выбора сдвигов из 
этой совокупности получены матрицы А'к и А^. Доказать, что при 
точных вычислениях <4̂  =  S| ,4 jSk, где S k — диагональная матрицз 
с элементами, равными по модулю единице.

6. Пусть вместо матриц А'к, /1* из упражнения 5 реально полу­
чены матрицы Ак, А"к. Доказать, что в общем случае не существует 
такой функции f  (к, л), не зависящей от А, при которой для всех А 
выполняется неравенство

min I (*• " )  P~'+l i A I-

Здесь S *  — диагональные матрицы с элементами, равными по модулю 
единице.

7. В  каком смысле матрицы А'к, А ’к из упражнения 6 можно 
назвать близкими? • ,_

§ 47. Определение собственных векторов

Рассмотренные численные методы решения проблемы 
собственных значений лучше приспосдблены для опреде­
ления ссбственных значений, чем .собственных векторов. 
Так, например, применение метода вращений или QR- 
алгорифма для нахождения ссбственных векторов застав­
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ляет дополнительно вычислять и запоминать матрицу 
результирующего преобразования подобия. Эта операция 
оказывается очень невыгодной, если нужно определить 
лишь несколько векторов. К  тому же вычисление матрицы 
преобразования усложняет численный метод. Особенно 
усложняется QR-алгорифм, так как теперь в нем гораздо 
труднее осуществлять переход к матрицам меньших раз­
меров при появлении нулевых поддиагональных элементов. 
Применение метода бисекций вообще не дает никакой 
явной информации относительно собственных векторов.

Все эти причины побуждают нас более внимательно 
рассмотреть задачу определения собственных векторов по 
предварительно вычисленным собственным значениям.

Предположим, что находятся собственные векторы 
матрицы А. Возьмем произвольный вектор и0 и построим 
последовательность векторов

и„ =  аьАик.и (47.1)

для к 2= 1 при некоторых ненулевых числах а*. Ясно, 
что

* .
Ы* =  РИ*Ы0, Р* =  П 

/ - 1

Разложим матрицу А в произведение (45.3) и будем счи­
тать, что собственные значения на диагонали матрицы Л 
упорядочены согласно (45.5). Тогда имеем

«* =  p*Q(A*D*)D*Q-»Mo. (47.2)

Здесь D—диагональная матрица собственных значений.
Пусть в соответствии с (45.5) L  есть подпространство, 

натянутое на первые векторов-столбцов матрицы Q, L 1 — 
его ортогональное дополнение. Представим векторы и„ 
в виде

uk =  4kL) +  u{L l) ,

где u[n e L ,  ii[L l ^ e L l . Если u(0L) Ф  0, то из (47.2) сле­
дует, что и[11ф 0 для всех к. Воспользовавшись резуль­
татами и обозначениями § 45, заключаем далее из (47.2), 
Что

K iX ) U  Sfi =  0  (**'‘ W t i)*). (473)
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Рассмотрим наиболее важные случаи распределения 
максимальных по модулю собственных значений матри­
цы А.

1. Все максимальные по модулю собственные значения 
совпадают и ни одни из них не входит в канонический 
ящик Жордана выше первого порядка.

2. Все максимальные по модулю собственные значения 
совпадают и некоторые из них входят в канонические 
ящики Жордана порядка не выше s.

3. Максимальные по модулю собственные значения 
вещественной матрицы образуют простую комплексно со­
пряженную пару.

Из формулы (47.2) получаем, что в первом случае все 
проекции коллннеарны. Следовательно, с точностью 
до нормирующего множителя последовательность векторов 
ы* сходится со скоростью (47.3) к одному из собственных 
векторов, соответствующих максимальному по модулю 
собственному значению. Этот собственный вектор опреде­
ляется только проекцией Меняя вектор «0, можно 
находить различные собственные векторы.

Во втором случае проекции ы*"* не будут оставаться 
коллинеарными, и их положение в L  изменяется в соот­
ветствии с изменением максимальных элементов матрицы 
А*£> *. Однако прн каждом k вектор м* с точностью (47.3) 
будет близок к некоторому вектору, принадлежащему 
корневому подпространству, соответствующему максималь­
ному по модулю собственному значению. Вообще говоря, 
будет иметь место и сходимость к одному из собственных 
векторов. Однако большого практического значения она 
не имеет, так как ее скорость всего лишь порядка k~l .

Существенно по другому ведет себя последовательность 
векторов ик в третьем случае. Ее характерные особенности 
можно видеть на следующем примере. Пусть в качестве А 
взята матрица вращения (18.2). Нетрудно проверить, что

Л* =  Гсов*'* — **п *а1
[iln До cosJk'xJ’

п тогда

« ■ - м - Ч г & Э
для некоторого числа в. Это означает, что при больших k 
координаты векторов и* будут осциллировать. Тем не



■
менее вектор ик с точностью (47.3) будет близок к неко- 

' торому вектору, являющемуся линейной комбинацией 
комплексно сопряженных собственных векторов, соответст­
вующих максимальным по модулю комплексно сопряжен­
ным собственным значениям.

Процесс (47.1) принято называть прямыми итерациями. 
i. Он применяется в основном для определения корневого 

базиса, соответствующего максимальным по модулю собст- 
( венным значениям. Используя сдвиги, можно несколько 

£ увеличить скорость сходимости. Значительного же ускоре­
ния нельзя получить, так как невозможно с помощью 

I сдвигов сделать достаточно малым отношение т,/т,.
Прямые итерации -можно использовать и для опреде­

ления корневых векторов, соответствующих минимальным 
по модулю собственным значениям, если матрицу А в (47.1)

1 заменить матрицей А~1.
Обозначим через L  подпространство, натянутое на пос­

ледние столбцы матрицы Q, соответствующие согласно (45.5) 
минимальным по модулю собственным значениям. Возьмем 
произвольный вектор и0 и построим последовательность

ВеКТ°Р°В =  ■ 447.4)

К  Собственные значения матрицы А 1 являются обратными 
Д величинами по отношению к собственным значениям мат- 
j  ' рнцы А. Поэтому в соответствии с изложенным выше бли- 
, зость векторов ик к корневому подпространству L  и про­

цессе (47.4) определяется соотношением

С точки зрения скорости сходимости положение изме­
нилось принципиально, так как теперь с помощью сдвигов 
можно сделать отношение т т /тт ,| достаточно малым.

При построении векторов ик из (47.4), как правило, 
не вычисляют матрицу Л-1, а находят эти векторы путем 
решения систем линейных алгебраических уравнений

Аик =

Такой процесс принято называть обратными итерациями. 
Именно обратные итерации являются одним из самых 
•ффективных численных методов определения корневых
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векторов матрицы по предварительно вычисленным ее 
собственным значениям.

Предположим, что для собственного значения Я, мат­
рицы А известно достаточно точное приближение 1. Пост­
роим последовательность векторов

(Л - 1 Е) ик =  а*ы*-ь (47.5)

исходя из некоторого вектора и0. Пусть L  означает кор­
невое подпространство матрицы Л, соответствующее X. Если

е =  J X — Я a = m i n l X — Я.Д

то, очевидно, что при а >  е

|«1а ) 1£ / | Ч и 1 £ = 0 (**  Че/о)*).

На первый взгляд кажется, что влияние ошибок округ­
ления в реальных вычислениях должно существенно изме­
нить свойства обратных итераций в процессе (47.5). В са­
мом деле, при реализации этого процесса приходится 
решать системы уравнений. Конечно, мы можем надеяться 
на то, что реально вычисленные векторы и* будут удов­
летворять соотношениям вида

(Л — ?.£ +  Е*) ик =  ак (u*-i +  (47.6)

где евклидовы нормы Е*, ограничены малыми величи­
нами Е, г]. Если X близко к X, матрицы систем (47.6) 
будут плохо обусловленными. Поэтому вектор «* из (47.6) 
будет значительно отличаться от вектора ик из (47.5). 
Но тогда вроде бы нельзя ожидать получения из после­
довательности векторов ик надежной информации о кор­
невом подпространстве, соответствующем X.

В целом правильные аргументы привели нас к непра­
вильному выводу. Если решение системы (47.5) содержит 
большую ошибку, то вектор ошибок будет в основном 
принадпежать именно тому подпространству, которое мы 
пытаемся определить. Чем больше ошибка в вычисленном 
векторе, тем с большей точностью этот вектор принадле­
жит нужному подпространству.
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Ошибки округления не могут существенно изменить 
общую скорость процесса (47.5) и влияют лишь на вели­
чину достижимой точности. Теперь

[im ( ; « (*U ) |£ / 3 « * ') 10 =  9. (47.7)
к —со “

где q, вообще говоря, отлично от нуля. Покажем, как 
оценить главный член числа q.

Согласно теореме Шура [1] существует унитарная мат­
рица R, для которой матрица C =  R A R * является правой 
треугольной, причем первыми на диагонали С стоят соб­
ственные значения, равные X. Сделав замену

г* =  Ruk, (47.8)
получим вместо (47.6) соотношение

(С — Х£ +  Т*) г* =  а* (г*-, +  £*-i), (47.9)
где

Т* =  R E kR *, =  1.

Предположим, что кратность собственного значения X 
равна г. В соответствии с результатами теории возмуще­
ний существует малая матрица вида

н _ г  ° -а п
* L— н<Г o j

такая, что

£* =  (£ +  II* ) (С -  Х£ +  Т*) (£  +  И*)-* 

является клеточной правой треугольной. Если

то клетки матриц Н*, В к в верхнем левом углу имеют 
порядок г. Собственные значения не превосходят по 
модулю малого числа е, зависящего от степени близости X 
к X, величины Е  и, конечно, от структуры матрицы А. 
Модули собственных значений В^  ограничены снизу 
некоторым числом, близким к а. Сделав очередную замену

1>* =  (£ +  Н * ) ’ г*, (47.10)
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получим вместо (47.9) новое соотношение

B kvk -= а* (» * .,.+ в*.!), (47.11)
где

в* 1 ■= (£-M U) j* | +  (II* — H*-i) г* 1.
Пусть евклидовы нормы 6*, II',*1 ограничены малыми 

величинами 0, I I .  Для любого вектора и> через w', w" 
обозначим векторы, составленные из первых г и послед­
них п — г  координат w. Теперь из (47.11) вытекает, что 
в общем случае

ТТ^  Ы Ы М е) =  0(е9).
к -*  со

Но тогда из (47.10) следует

Й т  (J Ы  г * W  ^  И - (47.12)
* - 0 0

Согласно (47.8) справедливы равенства

1а* '1)|я =  12*Ь . —

поэтому из (47.7), (47.12) находим, что </=g;IT.
Величина Н зависит от внутренней структуры мат­

рицы А. Если А имеет базис из собственных векторов, 
то в соответствии с (13.10) имеем

I I  <  (vq/2o) Е,

где vq есть спектральное число обусловленности матрицы 
собственных векторов Q из (45.3). Для нормальных мат­
риц можно считать v< j = l .  Следовательно, в этом случае

<7^Е/2а. (47.13)

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Построить алгорифмы определения максимальных по модулю 

собственных значений матрицы А на'основе процесса (47.1).
2. Построить алгорифмы уточнения собственных значений мат­

рицы А на основе процесса (47.5).
3. Доказать, что для матрицы А — ).£ из (45.7) выполняется 

неравенство

4. Пусть для матрицы А максимальный размер жорданова ящика 
с собственным значением равен ». Доказать, что

| (Л-* £ ) :> [-О  (О -



р

5. Пусть в процессе (47.5) параметр аА выбирается нз условия 
f « * ; ,=  1. Доказать, что в общем случае

Tim  I « *  ; — О (е-1),
* - »  оо

su p ;< x*> 0 (e - ') .

6. Доказать, что в условиях упра^нениП 4, 5 при * > 1  век­
тор и/, будет близок к собственному вектору, соответствующему X, 
с точностью порядка eft'i.

7. Исследовать поведение норм невязок (.4 — X f) u *  а про­
цессе (47.5).

§ 48. Особенности вычислений

Перейдем к рассмотрению вычислительного процесса 
решения систем (47.5). С теоретической точки зрения 
свойства обратных итераций не зависят от чисел а*. 
Однако это не означает, что можно брать а* =  1 и при­
менять какой-либо из численных методов, описанных 
в гл. V, даже в том случае, когда матрица А — ХЕ  невы­
рожденная. Если собственные значения вычислены с боль­
шой точностью, матрица А —/.Е будет очень плохо обус­

ловленной. Поэтому при а *=  1 возможен значительный рост 
элементов промежуточных вычислений и возникает реаль­
ная опасность переполнения. Эта опасность устраняется 
соответствующим выбором чисел а*.

Исследуем сначала решение системы типа (47.5) с тре­
угольной матрицей. Пусть заданы правая треугольная 
матрица С и вектор / порядка п. Определим такой век­
тор и, для которого выполняется равенство

Си =  ос/, (48.1)

при некотором числе а, где | а [< 1 .
Обозначим через , /< элементы матрицы С и век­

тора /. Будем находить координаты вектора и с помощью 
процесса, напоминающего обратную подстановку с одно­
временной нормировкой правой части. В случае ,слл | >  |/„ | 
положим

" (пп) = Гп!спп, аи,) =  1,
иначе

а<я> =  слл//„.
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Если с„„, 1„ равны нулю одновременно, то
„(П)= 1, aU )= l.

иначе

Предположим, что уже вычислены'числа . ..
иЦ+1), а(,+1). Находим

Yi = а,,+1)/, — V сии“+ 1\ 
i - t + 1

В случае I с« | >  IY/1 положим

« > '•  '<48'2) 

(483)
аш =  (Си!у/) а(<+1).

Если Си. уi равны нулю одновременно, считаем Сц/yt =* 1. 
В качестве и берем вектор с координатами ц ",  ««“, 

Оценим влияние ошибок округления. Пусть на всех 
этапах вычислений машинные нули не появляются. Пред­
положим, что реально полученные числа . . .
. . . ,  йп'г1>, « и+1) можно трактовать как'полученные прн 
точных вычислениях, исходя из возмущенных данных

s s » ( + i ,  л г> « . 

/ } + » - / , ( |  +  ц «+ «), « S l + t ,

где все величины ejj,+ l) , л *+|) имеют порядок р~м . Это 
предположение заведомо выполняется на первом шаге, 
причем

1 С М ^ (1/2)Р  /+1. д о ­

определяем
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Если имеет место (48.2), то находим

-к) _  jf l  (Yi/Cii) — (yt/сц) (1 -f; х(). s =  i, 

' й<‘+ ‘\ s > t .U> =  b « + * >

Поэтому новые величины й(Л........ йЦ\ а(,) можно считать
точно полученными из возмущенных данных:

4 а =

( 1 — X/), 5 = h =
сйл(1+<*/). g ~ ‘> h > i t
c% \ g^i -\ -\ ,  h ^sg,
/ f ( l+ * i) .  £=■/,/ 0 __/ f  » г  *

* U +,). *>* +1.
В случае, когда имеет место (48.3), находим

V/ = 0 ,

(<VYi) (1 -  */), Ь Ф О ,

s =  /,

(р,й<<+1>) а (<?„&)ai'+ I)( i - и , ) (I + v ,), s > i ,  

aU) =  fl (PiO<<+l)) =  (Га/у,) a,,+1) (1 -  x ;) (1 +  v,).

a i ° - (  '*
I  n i

Теперь новые величины можно считать точно получен, 
ными из данных:

t ceh(\- x , ) ( l+ V ( ) ,  g =  i,  h =  {,

Cgl =  I Cgh (1 +  ег;), g =  i, h >  i,

f> (1 +  v/)/(l + va)i g ^ i - \ - 1, h ^ g ,
/g( l+ a ;), g —i,

4,+ ,). • g ^ f + i .

Принимая во внимание ограниченность ошибок вели­
чиной (1/2) р '41, заключаем из всех этих соотношений, 
что реально вычисленный вектор й удовлетворяет равен­
ству

(С +  Д) й =»£.(/ + в). (48.5)
10 В В. Воеводин
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Здесь а совпадает с а(1), а для возмущений А, 6 спра­
ведливы оценки

[ДГя < п д - '+ ,|СЬ. . . . . .
W * r ' " V U .  ‘ ’

Если на промежуточных этапах вычислении машинные 
нули появляются, оценки (48.6) остаются такими же, так 
как их правые части изменяются лишь на величины 
порядка to. Вместо (48.4) возмущенные данные на всех 
шагах процесса будут иметь вид

п — с,А( 1 +  п)Ч-т^л+ ‘Ч g ^ l  +  1, h ^ g ,  

/*+1’ =  /*(• +  Ч *+1,) +  Й' + 1). g ^ i +  I.

где величины е̂ 'А+ 1), + *> имеют-порядок р т , а вели­
чины т'Д+1). Щ + '* — порядок (о. Снова выполняется 
равенство (48.5), но теперь а совпадает с а(1) не всегда. 
Если аш =  0, но все диагональные элементы матрицы С 
отличны от нуля, то это означает, что равенство (48.5) 
выполняется прн таком а, которое по модулю меньше (о.

Не ограничивая общности, можно считать, что мат­
рица А системы (47.5) правая почти треугольная. Анало­
гичный вид будет иметь матрица А — Я£. Поэтому систему
(47.5) целесообразно решать следующим образом. Сначала 
приводим ее с помощью умножения слева на подходящим 
образом выбранную последовательность матриц вращения 
к системе с правой треугольной матрицей. Затем решение 
полученной системы находим с помощью описанного выше 
процесса. Реально вычисленный вектор й* удовлетворяет
(47.6). Принимая во внимание неравенствоЦ А — Я £ [< : 2 [Л [» 
а также оценки (35.13), (48.6), получаем

|В,11в ^ ( / 2 + 1 ) я р - <« М Ь .

\ г ь - 1 \ Ъ У 2 п г ‘+*\алЬ-
(48.7)

Напомним, что 1 Я*Hi ** I Для всех fe > l.
Обратные итерации особенно эффективны, .когда мат­

рица Л симметричная. В этом случае без ограничения
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общности можно считать, что матрица А трехдиагональ­
ная и тогда, в соответствии с (35.14),

1 Е * ^ ( З Г 2  +  4)Р '+ Ч А 'л ,
К - 1 5 * ^ / 2 пр

При реализации обратных итераций приходится много­
кратно решать системы (47.5). Однако их решение нахо­
дится достаточно быстро, так как разложение матрицы 
А — Я£ на множители осуществляется только один раз.

Во многих случаях удается вычислить корневые век­
торы исключительно точно. Предположим, что с помощью 
обратных итераций уже получен достаточно точный век­
тор й. Рассмотрим систему

( Д - Я £ ) ш = Я .  (48.8)

Используя имеющееся разложение матрицы А — %Ена мно­
жители, мы можем попытаться применить процесс уточне­
ния, описанный в § 38, к системе (48.8). Если *тот про­
цесс удастся реализовать, то реально найденный вектор 
ц\ по существу, будет совпадать с правильно округленным 
корневым вектором.

С точки зрения точных вычислений такое уточнение 
совпадает с выполнением еще одного шага обратных ите­
раций без нормировок. Однако его практическая реализа­
ция осуществляется иначе и позволяет исклочить влияние 
эквивалентного возмущения в матрице А на достижимую 
точность. Единственное препятствие, которое может воз­
никнуть при решении системы (48.8), связано с'большим 
ростом элементов промежуточных вычислений. Но порядок 
роста, как правило, не превосходит е 1 и, если X не слиш­
ком близко к Я, процесс уточнения можно реализовать.

Обратим внимание на следующее обстоятельство. Если 
вещественная матрица А имеет комплексно сопряженные 
собственные значення_ X, X, то диагональные элементы 
матриц А — Х£, А —кЕ  будут комплексными. Конечно, 
можно осуществлять обратные итерации целиком в комп­
лексной арифметике. Однако это невыгодно в отношении ж 
как скорости счета, так и величины используемой памяти 
ЭВМ.
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Более целесообразно выполнять обратные итерации 
несколько иначе. Будем определять векторы из прямой 
суммы L  корневых подпространств матрицы И, соответствую­
щих Я, Я. Рассмотрим вещественную матрицу

В  (Я) =  (А — \Е) [А -  \Е)  =  А г г-  2Re ХА +  1Я > Е.

Она имеет малые собственные значения (Я — Я) Я —я) и

(Я — Я)(Я — я). Прямая сумма ее корневых подпространств, 
соответствующих этим собственным значениям, совпадает 
с L. Поэтому обратные итерации с матрицей В (Я ) позво­
ляют эффективно находить векторы из L.

Для многих задач вполне достаточно определения 
векторов из L. Если все же необходимо найти корневые 
векторы матрицы А, то можно поступить следующим 
образом.

Подпространство L  инвариантно относительно А и 
собствен’ные значения оператора А | L , индуцированного 
на L  оператором Л, равны лишь Я и Я. Предположим, 
что вычислен ортонормнрованный базис vt, . . . ,  vt подпро­
странства L. Обозначим через V матрицу размера n x l ,  
столбцы которой совпадают с t»i, v,. В этом базисе 
оператор А | L  имеет матрицу

S = V * A V  (48.9)
порядка I. Если координаты корневого вектора матрицы 
S, соответствующего Я, равны s lt . . . ,  s',, то корневой 
вектор х матрицы А, соответствующий Я, будет таким:

i

х =  V  SiVi.
( - 1

Заметим, что в случае простого собственного значения 
Я матрица (48.9) имеет второй порядок.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Пусть система (47.5) решается описанным выше способом. Что 

означает появление нулевого а»?
2. Исследовать вычислительный процесс выполнения обратных

итераций с матрицей В  (>.)■
• 3. Предположим, что на этапе решения системы (48.8) мы изме­

нили А. Как влияет это изменение на величину достижимой точности 
и рост элементов при решении системы? .
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4. Предположим, что мы меняем на каждом шаге выполнения 
обратных итераций. Как это отражается на времени счета?

5. Сравнить вычислительный процесс в упражнении 4 и Q/?-а л го­
ри фи со сдвигами.

С. Пусть матрица А Вещественная и \  есть приближение к комп­
лексному собственному значению Рассмотреть различные способы 
сведения комплексной системы (47.5) порядка п к вещественной системе 
порядка 2п.

7. В  условиях упражнения 6 исследовать вычислительный процесс 
выполнения обратных итераций.

8. Сравнить результаты выполнения упражнений 2, 7 между собой

§ 49. Апостериорные оценки точности

В общем случае нельзя найти э<1х|1ектнвные априорные 
оценки точности решения проблемы собственных значений, 
особенно в отношении собственных векторов. Однако по 
приближенным собственным значениям и собственным век­
торам иногда удается получить достаточно хорошие 
апостериорные оценки.

Пусть А — нормальная матриц .̂ Обозначим через Я*, . ..  
. . . ,  ее собственные значения, через лг,........  хп — соот­
ветствующие ортонормнрованные собственные векторы. 
Предположим, что приближенно вычислено собственное 
значение /. и собственный вектор X. Рассмотрим невязку

/• =  (Л - ) .£ ) * .
Если

X =  У] а,х1, (49.1)
i - i

то

г =  V  (>., -  X) а,ЛТ,
i  —  1

II в силу ортонормированности векторов x t

(49.2)
i - i

Обозначим через 5  целочисленное множество, для 
которого выполняется неравенство

шах j ̂  — Я | ^  а, >  О,
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через L  — подпространство, натянутое на собственные век­
торы х,, для которых i & S .  Ясно, что проекция рг*Я 
вектора Я на L  задается формулой

рг*Я =  V  aiX,. 
l < £ s

Если l r je«=e,  то из (49.2) вытекает

< ^ s  t < £ s

(49.3)
Следовательно,

|рг1ХЦ£ = / V  |a, 2j , / 2 e/as. (49.4)
/

Для нормальной матрицы А величина as легко оцени­
вается по приближенно вычисленным собственным значе­
ниям Xj и априорно известной оценке эквивалентного 
возмущения матрицы А. Поэтому неравенство (49.4) пред­
ставляет собой эффективную апостериорную оценку точно­
сти собственных векторов нормальной матрицы.

Оценка (49.4) зависит от величины нормы невязки. 
Если задан вектор jE, то можно выбрать число так, 
чтобы невязка (Л — p.RE) Я имела наименьшую норму. 1 !меем
I (А ~  2 Hi =  ((Л -  Я, (Л -  ц*£) Я) =  

=  (ЛЯ, Л Я )-(Л Я , цкЯ)-(ц«Я, Л Я ) -Ы М . Ц«Я)=*
(Л9 Л7\ 1 (ЛЛ. -g) •» , Г.. (ЛХ.ХУМ ..  (а х , -f)\ .=  (Лл, Ах) jf j +  Jfj J P/t ) (Я. *)•

Очевидно, что минимальное значение нормы невязки 
достигается прц

* * - ■ $ $ ■  (49-3> 
Правая часть этого равенства называется отношением 
Рэлея, соответствующим вектору Я. Если

то всегда
| ( Л - ц * £ ) * к - е '< е .

Отношение Рэлея определено для любой матрицы, 
но осоеде значении оно имеет для нормальной. Предноло-
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жим, что прп некотором номере s соответствующее отно­
шение Рэлея удовлетворяет условию

max —hr ^ о ; > 0 .
<*»

Согласно (49.1), (49.5) находим

2  v  ;*
I - 1

=  — ----------•
S

< - 1

Следовательно,

и/? У, I <*11* — S  I I*»
( - 1  I  - 1

откуда
У л . — у0»Я - Х , ) 1 а , ! * -  У  (X,- » ! „ ) ! « ,  i *  v

I ? i t

Аналогично (49.3) получаем

2  U i — Ил 21 «< 1* <  e' ’» 

l « i  e'*M\
поэтому окончательно будем иметь

<  - г )  l i f e - - ) -  ( « .6 )

Итак, прн отношение Рэлея приближает изо­
лированное ссб_твенное значение нормальной матрицы 
с точностью порядка е'*.

Вычисление отношении Рэлея дает возможность не только 
более точно находить отдельные собственные значения, 
но и оценить их погрешность. Мы не можем так же просто 
уточнить отдельные собственные векторы нормальной мат­
рицы. Отношение Рэлея позволяет лишь несколько 
улучшить оценку (49.4), заменив ее более точной оценкой

1 p f i i  «£ г’/al
Для ненормальной матрицы трудно получить даже 

апостериорные оценки точности. Чтобы лучше понять
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причину возникновения трудностей, определим главные 
члены поправок к приближенному решению проблемы 
собственных значений, выразив их через известные вели­
чины.

Пусть собственные значения X,, Аа матрицы А 
попарно различны. Обозначим через x lt . . . ,  х„ и уи ...  
. . . ,  уп нормированные собственные векторы матриц Л и 
Л*. Имеем

Axi =  XjA'i, A*tji =  Xiyi. (49.7)
Если известны приближенные величины А/, Ц1г то

\i =  / . \ } - i ,  Xi =  Я,- -f- \Xj, iji =  yi~\- Ay,, (49.8)
где все поправки, вообще говоря, малы.

В силу предположении q попарном различии собствен­
ных значении векторы jC|.........  и . . . ,  уп будут
линейно независимыми. Поэтому X/ и yt можно предста­
вить как суммы

I I  п
Xi =  V  hvx/t tJi =  V] ktjp,. .

/ - i  / - I

Здесь hu, ku близки к единице, а остальные коэффици­
енты малы.

Собственные векторы определяются с точностью до 
скалярного множителя. Следовательно, можно считать, 
что hu =  ku =  1. Теперь

Ах, =  V  h.jXj, Ay, =  2  kijfJj■

Рассмотрим невязки

r i =  (Л — \ E ) q ,  =  Л * — /Л j  i]i.
Подставив в первое уравнение (49.7). значения х ; из 
(49.8) и отбросив члены второго порядка малости, получим

/■/ —A M i =  —ЛД*, +  ̂ А х(. (49.9)
Далее находим
(ААх,, ijj) =  (Ахi, А *[//) =  (Ах,, Щ  +  q,) =  Я/ (A.v„ /?,) +

+  (Axt, q,) =  l ,  Ц  hib (**, d/) +  (AXi, q,), (49.10)

(XiAxi, Dj) =  ).; (Ajf/, /7/) =  i-i hik (R'k, gt).



Точные векторы хк, уj ортогональны [1] при к'Ф j, 
поэтому (jf*. ffj) =  0 с точностью до членов первого порядка 
малости. Умножая (49.9) скалярно на ij) и учитывая (49.10), 
будем иметь

{ги y!)^M-i(Xt, Pi).
(rh y ^ h y Q .i- i,)  (*/, yj), i Ф j.

Отсюда следует, что 
д

'‘ - ( f i . S ' i ) '  , . Q i n

in. Si) <49J1)
( i t -

Аналогичная формула справедлива н для коэффици- 
ентов k,j, определяющих поправку Ai/*:

, (71. ■*/)

( 4 9 ' 2,
Из первой формулы (49.11) вытекает, что с точностью 

до членов второго порядка малости 
. (ИЛ,. j»,-)
' ~  W . S’i) *

Правая часть этого равенства называется обобщенным 
отношением Рэлея. Оно снова дает возможность более 
точно находить отдельные собственные значения. Однако 
из-за неортогональности системы собственных векторов 
матрицы А теперь нельзя получить гарантированные 
оценки точности типа (49.6).

Если матрица А нормальная, то можно считать, что 
5*/ =  р|, а система векторов if,, . . . ,  Х„ близка к ортонор- 
мированной. В этом случае

S  \h,j\\ V I (rh

Пусть

Из вторых формул (49.11) легко получаем неравенство
\E l a h

в основном совпадающее с (49.4).

<S <01 АПОСТЕРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ то чн о с ти  281
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Если матрица А не является нормальной, то все 
поправки в (49.11), (49.12) для ненормированных векто­
ров xt, у-,, по существу, пропорциональны величинам

l(*i. И) I *
Число Ci принято называть коэффициентом перекоса мат­
рицы А, соответствующим собственному значению Я/. Для 
вещественных векторов x it у, С/= l/|coscp,|, где ф, есть 
угол между xi и yi. Ясно, что всегда ct^ l .

Трудности получения гарантированных апостериорных 
оценок точности для ненормальной матрицы связаны с тем, 
что ее коэффициенты перекоса могут быть как угодно 
большими. Поэтому формулами (49.11), (49.12) можно 
пользоваться лишь тогда, когда априори известно, что 
все коэффициенты перекоса не очень велики. В этом 
случае формулы (49.11), (49.12) позволяют не только более 
точно найти собственные значения и собственные векторы, 
но и оценить главные члены ошибок.

/•...................... У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Пусть л=*(,4 — цЕ) V. Доказать, что |х является собственным 
значением, а « — собственным вектором матрицы А — (г, о)~l rv * .

2. Пусть есть отношение Рэлея для вектора у и /• =  (.4 — рл £ ) и.
Доказать, что (о, л) — 0.

3. В  условиях упражнения 2 доказать, 4'iO является собст­
венным значением, a v — собственным вектором матрицы А —
—  (у, i i) i ( r v *  +  v r * j .

4. Что можно сказать о возмущениях матрицы А в упражне­
ниях 1, 3? -

5. Рассмотрим эрмитову матрицу А и пусть X,, Х„ суть ее наи­
большее и наименьшее собственные значения. Доказать, что

, lAv, v) , . (Av, d)=  max 1 / ?.-«=min V /■.
( r «  l^i 4  V j b l i  («. v )

6. В  условиях упражнения б получить формулы, выражающие 
остальные собственные значения через отношение Рэлея.

7. Доказать, что вместо соотношения (49.6) в действительности 
выполняется более сильное неравенство

>1

8. Оценить влияние ошибок округления при вычислении отноше­
ний Рэлея. Что следует предпринять для предотвращения потери 
точности?
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9. Пусть X  есть матрица собственных векторов для А. Доказать, 
что Y = * X * ~ l  есть матрица собственных векторов для А*.

10. Доказать, что матрица является нормально!) тогда и только 
тогда, когда все ее коэффициенты перекоса равны единице.

§ 50. Некоторые замечания 4

Выполненные исследования позволяют высказать неко­
торые рекомендации по применению рассмотренных алго­
рифмов для решения проблемы собственных значений.

Пусть матрица А не эрмитова и не имеет какой-либо 
особой специфики в своих элементах. В этом случае 
последовательность действий определена, по существу, 
однозначно.

Сначала с помощью подобного унитарного преобразо­
вания приводим матрицу А к правой почти треугольной. 
Если мы будем определять собственные векторы матрицы А, 
то должны запомнить преобразование подобия, в против­
ном случае его можно не запоминать.

Следующий этап связан с применением Qfl-алгорнфма 
к правой почти треугольной матрице. На этом этапе 
вычисляются только собственные значения. Преобразова­
ния подобия не запоминаются.

Используя вычисленные собственные значения, нахо­
дим далее собственные векторы с помощью обратных ите­
раций. Решение проблемы собственных значений заканчи­
вается восстановлением собственных векторов исходной 
матрицы по собственным векторам почти треугольной 
матрицы.

Рассмотрим теперь эрмитову трехдиагональную мат­
рицу А. Собственные значения такой матрицы можно 
определять либо с помощью Qtf-алгорифма, либо методом 
бисекций. На наш’ взгляд, предпочтение следует отдать 
методу бисекций, особенно в том случае, когда матрица 
имеет большой порядок и нужно находить не все собст­
венные значения. Собственные векторы трехдиагональной 
матрицы в любом случае определяются с помощью обрат­
ных итераций.

Если эрмитова матрица А полная, то проблему собст­
венных значений для нее можно решать двумя способами. 
Первый из них связан с приведением матрицы А к уни­
тарно подобной трехднагоналыюй эрмитовой матрице, 
решением проблемы собственных значений для этой мат-



284 РЕШ ЕН И Е ПРОБЛЕМЫ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИИ [ГЛ. VI

ррцы I! восстановлением собственных векторов матрицы А 
по собственным векторам трехдиагональной матрицы. 
Второй способ основан на применении метода вращений.

В то^ случае, когда нужно вычислить только собст­
венные значения, первый способ по всем параметрам пре­
восходит второй, за исключением единообразия вычис­
лительной схемы. Если же нужно найти и собственные 
векторы, то у метода вращений появляется некоторое пре­
имущество. С помощью сбратных итераций очень трудно 
получить ортогональные собственные векторы, особенно 
при наличии большого скопления близких собственных 
значений. Собственные векторы, определяемые методом 
вращений, всегда почти ортогональны.

Рассмотренные алгорифмы, кроме метода вращений, осо­
бенно эффективны при решении последовательности спект­
ральных задач, зависящих от некоторого параметра. Собст­
венные значения, полученные для предыдущего значения 
параметра, могут служить хорошими приближениями для

' Т а б л и ц а  5 0 .1

Сравнительная характеристика алгорифмов

Тип матрицы, алгорифм Режим
оычисл.

Число
операций

То ч­
ность

Дополи.
память

Произвольная
приведение к почти треуг. Па (10/3) л1 5,9л 2л
восстановл. собств. векторов (1, 2 л3 Гл 2/1

Почти треугольная
QR-алгорифм f l 10 л3 2Г).5л* л
обратные итерации • f it 3 л3 2,4 л л3

Эрмитова полная . *
приведение к трехдиагон. n . (4/3)n* 18,5л 2л
метод вращ. (соб. зн.) f l 18/i3 4Ул 0
метод вращ. (соб. зн., соб. И 3G/13 8 !л л3
вект.)

Эрмитова трехдиагональная
метод бисекцш! f l 10/л* 2,5 ’ 0
обратные итерации f l 52л1 8.3 л3
фЯ-алгорифм fl 73л» 85л Зл

собственных значений, определяемых при последующем 
значении параметра. При этом значительно сокращается 
общее время счета.
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Сравнительные характеристики алгорифмов для реше­
ния проблемы собственных значений приведены в табл.
50.1. Она составлена в полном соответствии с табл. 34.1 
и не нуждается в особых комментариях. Заметим лишь, 
что точность указана для отдельных собственных значении 
и собственных векторов, а число операций и дополнитель­
ная память—для полной проблемы. Все характеристики 
получены при следующих предположениях:

На каждое собственное значение в QR-алгорифме тре­
буется пять итераций, на каждый собственный вектор 
в обратных итерациях требуется три итерации, для 
реализации метода вращений требуется шесть циклов.

У П Р А Ж Н Е Н И Я
1. Исследовать алгорифмы решения проблемы собственных значе­

ний косоэрмитовой матрицы.
2. Исследовать алгорифмы решения проблемы собственных значе­

ний унитарной матрицы.
3. Построить алгорифм унитарно подобного преобразования 

(2/л +  1)-диагональной эрмитовой матрицы к  трехдиагоналыюй, без 
существенного использования дополнительной памяти для хранения 
результатов промежуточных вычислений.

4. Д л я  алгорифма из упражнения 3 оценить влияние ошибок 
округления.

5. На основе исследованных алгорифмов для эрмитовых матриц 
построить численный метод решения проблемы собственных значений 
произведеиия двух эрмитовых матриц, из которых одна положитель­
но определенная.

6. Д л я  алгорифма из упражнения 5 оценить влияние ошибок округ­
ления.

7. Пусть А, В  — произвольные квадратные матрицы. Доказать, 
что существуют унитарные матрицы Q, Z ,  для которых матрицы QAZ, 
QBZ правые треугольные.

8. Построить алгорифм нахождения унитарных матриц R , S ,  для 
которых Я / IS  — правая почти треугольная, a R B S  — правая треугольная.

9. Д ля алгорифма из упражнения 8 оценить влияние ошибок 
округления.
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pi'Ubi и восстановлением собственных векторов матрицы А 
по собственным векторам трехдиагональной матрицы. 
Второй способ основан на применении метода вращений.

В то:\Г случае, когда нужно вычислить только собст­
венные значения, первый способ по всем параметрам пре­
восходит второй, за исключением единообразия вычис­
лительной схемы. Если же нужно найти и собственные 
векторы, то у метода вращений появляется некоторое пре­
имущество. С помощью обратных итераций очень трудно 
получить ортогональные собственные векторы, особенно 
при наличии большого скопления близких собственных 
значений. Собственные векторы, определяемые методом 
вращений, всегда почти ортогональны.

Рассмотренные алгорифмы, кроме метода вращений, осо­
бенно эффективны при решении последовательности спект­
ральных задач, зависящих от некоторого параметра. Собст­
венные значения, полученные для предыдущего значения 
параметра, могут служить хорошими приближениями для

' Т а б л и ц а  5 0 .1

Сравнительная характеристика алгорифмов

Тип матрицы, алгорифм Режим
М4ЧИСЛ.

Число
операций

То ч­
ность

Дополн.
память

Произвольная
приведение к почти треуг. Па (10/3) л3 5,9л 2л
восстановл. собств. векторов П» 2/iJ СП 2/1

Почти треугольная
Qft-алгорифм fl Юл3 26,5л* л
обратные итерации • П. Зл3 2,4 л л3

Эрмитова полная .
Па

* .
приведение к трехднагон. (4/3)л* 18.5л 2л
метод вращ. (соб. зн.) fl 18л3 tt'n 0
метод вращ. (соб. зн., соб. fl 30л* 8 !л л3
вект.)

Эрмитова трехдиагональная
метод бисекцнй fl 10/л> 2,5 ' 0
обратные итерации fl 52л3 8,3 л3
(?/?-алгорифм fl 73л» 85л Зл

собственных значений, определяемых при последующем 
значении параметра. Прн этом значительно сокращается 
общее время счета.
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Сравнительные характеристики алгорифмов для реше­
ния проблемы собственных значений приведены в табл.
50.1. Она составлена в полном соответствии с табл. 34.1 
и не нуждается в особых комментариях. Заметим лишь, 
что точность указана для отдельных собственных значений 
и собственных векторов, а число операций и дополнитель­
ная память—для полной проблемы. Все характеристики 
получены при следующих предположениях:

На каждое собственное значение в QR-алгорифме тре­
буется пять итерации, на каждый собственный вектор 
в обратных итерациях требуется три итерации, для 
реализации метода вращений требуется шесть циклов.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Исследовать алгорифмы решения проблемы собственных значе­
ний косоэрмнтовой матрицы.

2. Исследовать алгорифмы решения проблемы собственных значе­
ний унитарной матрицы.

3. Построить алгорифм унитарно подобного преобразования 
(2 т  +  I)-диагональной эрмитовой матрицы к трехдиагоналыюй, без 
существенного использования дополнительной памяти для хранения 
результатов промежуточных вычислений.

4. Д ля алгорифма из упражнения 3 оценить влияние ошибок 
округления.

5. На основе исследованных алгорифмов для эрмитовых матриц 
построить численный метод решения проблемы собственных значений 
произведения двух эрмитовых .матриц, из которых одна положитель­
но определенная.

6. Д л я алгорифма из упражнения 5 оценить влияние ошибок округ­
ления.

7. Пусть А, В  — произвольные квадратные матрицы. Доказать, 
что существуют унитарные матрицы Q, Z ,  для которых матрицы QAZ, i 
QBZ правые треугольные.

8. Построить алгорифм нахождения унитарных матриц R , S ,  для 
которых /M S  — правая почти треугольная, a R B S  — правая треугольная.

9. Д л я алгорифма из упражнения 8 оценить влияние ошибок
округления.



П Р И Л О Ж Е Н И Е  Г 

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ОШИБОК ОКРУГЛЕНИЯ

Мы сравнивали точность численных методов линейной алгебры 
по мажорантным оценкам норм эквивалентных возмущений. Но 
мажорантные оценки достигаются не так уж часто. Поэтому в цел-ix 
создания более полной картины распределения ошибок округления 
весьма заманчиво считать отдельные ошибки случайными независимыми 
величинами. Заманчиво потому, что подобная гипотеза производит 
к вероятностным оценкам, лучшим по сравнению с мажорантными. 
Однако не менее заманчиво считать отдельные ошибки зависимыми 
случайными величинами, так как можно предположить, что знание 
характера зависимости также приведет к лучшим оценкам. Но тогда 
какими же их считать и каковы они в действительности?

В  , рбщем случае ответ на этот вопрос связан со сложными 
•-теоретико-числовыми исследованиями, выполнение которых не входит 

сейчас в нашу задачу. Мы ограничимся здесь лишь изложением 
нескольких наиболее простых фактов. Тем не менее даже эти факты 
позволят показать интересные свойства ошибок округления и дадут 
веские основания для выбора правдоподобной гипотезы совместного 
распределения всей совокупности ошибок округления вычислительного 
процесса. Д ля знакомства с технической стороной исследований мы 
отсылаем читателей к монографии [3].

Изучение вероятностных свойств ошибок округления невозможно 
без внесения в их поведение некоторого элемента случайности. 
Эту случайность нередко связывают с многократным решением одной 
и той же задачи на различных ЭВМ, с решением задачи при случайном 
числе верных знаков в промежуточных вычислениях и даже при слу­
чайном округлении результатов выполнения арифметических операций. 
Однако в условиях реальных вычислений внесение случайности можно 
осуществить, вообще говоря, единственным способом.

На всех современных ЭВМ операция округления является детер­
минированной. Следовательно, ошибка округления при выполнении 
любой арифметической операции однозначно определяется значениями 
аргументов самой операции. Поэтому при фиксированных входных 
данных задачи и фиксированном алгорифме ее решения вся совокуп­
ность ошибок округления определена однозначно и никакой случайности 
в поведении самих ошибок не возникает. Если вычислительный 
атгорифм не связан с не зависящими от него случайными процессами, 
то единственным источником случайности в ошибках округления пожег 
служить лишь случайность входных данных задачи.

Мы будем изучать распределение ошибок округления, рассматривая 
их как функции случайно заданных входных данных и предполагая
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выполнение всех вычислений в режиме плавающей запятой с правиль­
ным округлением. Так как сейчас най интересует в основном качест­
венная картина распределения, то мы ограничимся асимптотическими 
исследованиями при / -►ао.

Исследование зависимости ошибок округления от входных данных 
связано с преодолением многих трудностей, причину возникновения 
которых можно заметить уже на следующем примере. Представим 
величину х  в виде арь, где о — ее мантисса, Ь — порядок. Легко 
проверить, что справедливо равенство

f l ( . r ) H * + p - ' f  (*)е(л\ /).

F ( x ) - p \  |е(дг, 0 1 ^ 1 / 2 .
Функция F  (х) не зависит от I.  Она кусочно-постоянная н имеет 
разрыны в точках х<=р‘ при всех целых s. Функция же е (jr. I) 
является кусочно-линейной с периодом р~' и, следовательно, с таким 
же периодом имеет разрывы. Поэтому нет никаких оснований ожидать, 
что в общем случае ошибки округления будут какими-либо гладкими 
функциями входных данных. Более того, почти очевидно, что при 
}-*■ со множество точек разрыва ошибок округления будет всюду 
плотно на множестве входных данных. Это обстоятельство и определяет 
сложность исследований.

Ошибки округления не очень удобны для исследования. Вместо 
них мы будем изучать величины типа с (.г, t) и называть ^Нормали­
зованными ошибками округления.

Если входные данные являются случайными величинами, то 
нормализованная ошибка выполнения любой арифметической операции 
будет случайной величиной, распределенной каким-то образом на 
полусегменте (— 7t. +  */»)• Одна из важнейших задач заключается в 
том, чтобы понять, какими свойствами будет обладать асимптотическое. 
распределение нормализованных ошибок округления.

Любой вычислительный процесс начинается с ввода входных дан­
ных в ЭВМ. Возникающие при этом ошибки округления описывает 

Т е о р е м а  1. Пусть в ЭВМ вводится случайная величина, имею­
щая непрерывную плотность распределения. Тогда, независимо о т  того, 
какова была плотность распределения, нормализованная ошибка округ­
ления при вводе асимптотйчесш распределена равномерно на полу­
сегменте (— */*. +  V jl-

Дальнейшие шаги процесса связаны с вычислением различных 
функций от одной или нескольких случайных величин, введенных 
в ЭВМ. Имеет место

Т е о р е м а  2. Пусть в ЭВМ вводятся случайные величины, имею­
щие непрерывную плотность совместного распределения. Предположим, 
что  введенные величины являются аргументами некоторой гладкой 
Функции, у которой почти всюду хо тя t бы одна из координат гради­
ента принимает иррациональное значение. Тогда, независимо о т того, 
какова бы-ta плотность распределения входных данных, нормализованная 
ошибка округления при вычислении втой функции асимптотически 
распределена равномерно на полусегменте (— */*, +  V2J.

Условиям ггой теоремы удовлетворяют функции, у которых 
в любой конечной области градиент совпадает не более, чем в конеч­
ном числе точек. К  ним, очевидно, относятся обратная величина,
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произведение и деление, степенная и логарифмическая функции, все 
тригонометрические функции н многие другие. Д ля этих функций 
нормализованная ошибка округления при их вычислении распределена 
согласно теореме 2. Важно подчеркнуть, что асимптотический харак­
тер распределения ошибки не зависит от распределения входных дан­
ных, от основания систсмы счисления, и в известной мере даже от 
вычисляемой функции. Это свойство ошибок является одним из 
самых замечательных.

Перечисленные факторы не влияют на вид асимптотического рас­
пределения, но, конечно, влияют на характер сходимости реального 
распределения к асимптотическому. .Можно понять некоторые особен­
ности, если рассмотреть ошибки вычисления функций, не удовлетво­
ряющих условиям теоремы 2.

Наиболее интересным примером таких функций является сложе­
ние. Асимптотическое распределение его ошибок округления описывает

Т е о р е м а  3. Пусть в ЭВМ  сводятся две случайные величины, 
имеющие непрерывную плотность совместного распределения. Предпо­
ложим, что  во всей области определения разность порядков этих 
величин постоянна и равна г _ Ю Тогда, независимо о т  того, какова 
была плотность распределения входных данных, нормализованная ошиб­
ка округления при вычислении суммы введенных величин дискретно рас­
пределена на полусегменте ( — V*. + 1/*] и принимает на нем асимп­
тотически равновероятно значения вида ip~r  для целых »', удовлетво­
ряющих неравенствам — рг 2 <  I  =£ -f- рг/2.

Асимптотическое распределение нормализованной ошибки округле­
ния будет дискретным и при вычислении линейной комбинации любого 
числа введенных в ЭВМ случайных величин, если только все коэф­
фициенты лннейной комбинации являются рациональными числами. 
Однако в общем случае уже сложнее описать множество допустимых 
значений ошибки и вероятности их появления.

Пз последней теоремы вытекает одно интересное следствие, пока­
зывающее неравноправие различных оснований систем счисления 
с точки зрения свойств ошибок округления. Именно, математиче­
ское ожидание нормализованной ошибки округления при сложении двух 
чисел равно нулю при любом нечетном основании и равно р~г/2 при 
любом чет'ном основании.

Данный факт требует некоторого пояснения. Строго говоря, 
утверждение теоремы 3 справедливо лишь для тех реализаций пра­
вильного округления, при которых ошибка округления однозначно 
определяется «хвостом» мантиссы, выходящим за t разрядов. I I  дело 
не в том, что рассматривается именно правильное округление. Можно 
показать, что математическое ожидание ошибки при сложении двух 
чисел асимптотически отлично от нуля и при любых других способах 
округления, если только ошибка округления однозначно определяется 
«хвостом».

Эти свойства систем счисления с-четным основанием объясняются 
в конце концов тем, что невозможно построить округление, основан­
ное на анализе лишь «хвоста* мантиссы таким образом, чтобы 
ошибки асимптотически компенсировали друг друга. Одним из лучших 
способов округления для этих систем счисления является классический, 
однако и зд-?сь ошибка округления мантиссы, имеющей *хвост» 
величиной в (*/*) р~', не может быть скомпенсирована!
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Мы уже отмечали в главе I ,  что правильное округление в систе­
ме с четным основанием может быть реализовано неоднозначно. 
Это связано с неоднозначностью округления чисел, мантиссы которых 
имеют «хвост», равный (l /t) р ‘- Чтобы исключить появление система­
тического смещения, необходимо мантиссу с «хвостом» величиной (•/,) р ' 1 
округлять равновероятно как с избытком, так и с недостатком. При 
этом датчик случайного округления должен быть связан с каким- 
либо из последних разрядов мантиссы, чтобы иметь возможность 
получить два одинаковых результата при повторном счете. Например, 
мантиссу с «хвостом» (Vi) рч  можно округлять с избытком, если ее 
/-й разряд принимает четное значение, и с недостатком, если нечетное. 
Такая модификация операции округления особенно удобна на ЭВМ 
с двоичной системой счисления, так как не требует выполнения 
дополнительного сложения.

Большинство современных ЭВМ работает в двоичной системе 
счисления. Правильная реализация округления на таких машинах вы­
зывает определенные трудности и известно не так уж много ЭВМ, где 
эти трудности преодолены. Экспериментальная проверка показала 
наличие систематического смещения в ошибках округления почти на 
всех ЭВМ с двоичной системой. На некоторых нз них величина сме­
шения в несколько раз превышает максимальное значение ошнСкн 
правильного округления. В этом отношении выгодно выделяются ЭВМ, 
использующие представление чисел в сокращенной троичной системе. 
На таких машинах ошибки округления не имеют смещения.

Если операция округления реализована неправильно, то асимп­
тотические распределения нормализованных ошибок при вычислении 
похожих функций х-\-у и x -f- \г 2у в действительности оказываются 
совершенно различными. В  первом случае распределение дискретное 
и имеет заметное смещение, во втором — равномерное н без смещения. 
На ЭВМ с неправильным округлением особенно полезно использова­
ние операций накопления. Эго не только снижает общий уровень 
ошибок, но и во многих случаях позволяет устранить систематическое 
смещение.

.Мы рассмотрели только первые шаги вычислительного процесса, 
связанные с вводом данных в ЭВМ н вычислением различных функций 
от введенных данных. Прн этом изучение ошибок осуществлялось 
лишь на основе вычислительного алгорифма без привлечения каких- 
либо дополнительных предположений о поведении самих ошибок. 
Аналогичные исследования можно продолжить и дальше. Однако при­
ходится констатировать, что технические трудности проведения дока­
зательств начинают расти неизмеримо более быстрыми темпами, чем 
новые результаты.

Не касаясь описания этих исследований, заметим, что уже сей­
час можно высказать некоторые соображения о том, какими должны 
быть результаты изучения дальнейших шагов вычислительного про­
цесса.

Одним из важнейших свойств, обнаруженных у нормализованных 
ошибок округления, является независимость вида асимптотического 
Распределения от входных данных. Пусть входные данные имеют 
непрерывную плотность совместного распределения. Как правило, 
при точных вычислениях любая совокупность промежуточных результа­
тов будет также иметь непрерывную плотность совместного распре­
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деления. Следовательно, кажется правдоподобным предположение, 
что почти все результаты приближенных вычислений иа любых этапах 
можно трактовать как результаты ввода в ЭВМ некоторых величин, 
имеющих непрерывную плотность совместного распределения. В этом 
случае нормализованные ошибки округления при дальнейших вычис­
лениях будут снова вести себя согласно теоремам 1, 2. Кажется 
правдоподобным и то, что независимость вида асимптотического рас» 
пределения ошибок от входных данных должна влечь за собой неза­
висимость ошибок округления как случайных величин. При этом 
трудно лишь надеяться на практическую независимость ошибок 
в совокупности.

Таким образом, выполненные исследования и приведенные выше 
аргументы показывают, что при оценке суммарного влияния ошибок 
округления в массовых вычислениях, по-видимому, может быть 
использована следующая

Г и п о т е з а .  Все нормализованные ошибки округления вычисли­
тельного процесса » режиме плавающей запятой являются случайными 
попарно независимыми величинами, распределение которых не зависит 
о т входных данных и результатов промежуточных вычислений. Они 
распределены на полусегменте (—*/lt  + 1/,] дискретно дяя операций 
сложения и вычитания и равномерно .для большинства других опера­
ций. За исключением некоторых случаев можно считать, что  мате­
матическое ожидание нормализованных ошибок округления равно нулю, 
а дисперсия не превосходит l ',f .

При практическом применении этой гипотезы следует проявлять 
определенную осторожность в отношении предполагаемых значений 
математического ожидания и дисперсии, что связано лишь с особен­
ностями распределения нормализованных ошибок в операциях типа 
сложения. Гипотеза подтверждена рядом теоретических исследований, 
связанных с линейными преобразованиями векторов, разложением 
матриц на множители, итерационными процессами в линейной алгебре, 
вычислением определенных интегралов. Информация об этих исследо­
ваниях имеется в монографии [3| и библиографическом указателе |8).

Рассмотрим теперь примеры использования высказанной гипотезы 
для вывода некоторых вероятностных оценок, связанных с ошибками 
округления.

Важнейшим моментом в изучении устойчивости численных мето­
дов линейной алгебры было получение мажорантных оценок евкли­
довых . норм эквивалентных возмущений М при разложении матрицы 
А на множители. Согласно формуле (34.1) эти оценки таковы:

|М|яЗ/М*-<+>'Н 1 г
Д ля всех вероятностных исследований аналогичное аначение имеют 
оценки вида

(M lM fe )'/ .^ ,» ) л |в .
где М JMJfe есть математическое ожидание | М Как следует из 
табл. 34.1, функции /(л) по порядку зависимости от л принимают значе­
ния для различных методов между л® и л1. Однако ф (л) пр'и тех же режи­
мах вычислений принимают свои значения уже только между л° и л 1/2.

Функции ф(л) находятся по тем же самым схемам, что и функции 
Дл), за исключением однотипных изменений, связанных с вероятное*?
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яым анализом. Поэтому мы ограничимся здесь лишь кратким рас­
смотрением некоторых односторонних преобразований.

Пусть в соответствии с обозначениями § 19 над вектором ж выпол­
няется последовательность преобразований с реально заданными мат­
рицами вращения f t j ........ T i tv,/ N- Согласно гипотезе относительно
распределения ошибок имеем

(MJ ЕЦ )|/2 ^  ( V  ( ,Ъ к + п , ;
\*-о

Ясно, что для циклических индексов в последовательности матриц 
вращения будет выполняться неравенство

„ |/2р -'+ ,И г .

Это означает, что для всех рассмотренных ранее разложений матрицы 
на множители с помощью преобразований вращения функции ф(л) не 
превосходят по порядку п |/2. Пример из § 22 показывает неулучша­
емость оценок для ф (л).

Предположим далее, что в соответствии с обозначениями § 21 
над вектором г  выполняется последовательность преобразований 
с реально заданными матрицами отражения U i .........0 п_j .  По анало­
гии с формулой (21.3) будем иметь

/Л-» \ i/a

где т*  — эквивалентное возмущение, возникануцее при реализации 
А +1-го  шага. Вероятностные оценки ошибок одного шага приводит 
теперь к неравенству

(м t T f t ) u  ^  у л  пт рЧн  J * Ця .

Снова ф(п) не превосходит по порядку л 1 2 и эта оценка для нее 
не может быть улучшена.

Если при реализации преобразований отражения не использовать 
накопление скалярных произведений, то соответствующий анализ 
ошибок показывает, что функция f(n) принимает значения порядка па. 
Однако вероятностный анализ приводит к оценкам порядка п или 
(«log1n)l/2 для функции <р(л) в зависимости от того, какой и? спо­
собов суммирования, описанных в § 6, используется при вычислении 
скалярных произведений. Отсюда, пожалуй, можно прийти и заклю­
чению, что в реальных вычис.хениях применение юпераций нокоплемп 
скалярных произведений не должно давать столь же значительный 
эффект в општкнии точности, как при получении гарантированны* 
оценок. Этот вывод подтверждается анализом самых различных алго­
рифмов, содержащих вычисление скалярных произведений.
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Вероятностный анализ ошибок округления в преобразованиях 
Гаусса основан на формуле (24.7), из которой сразу же вытекает, 
что

[ 1/2

(М Г^ГЬ)' S  М1м*-1 
\* =  1

Е
. * = 1

Опять для функции ф (л) получаем неулучшаемую” оценку поряд­
ка л 1

Д ля остальных типов разложений функции <р (л) и / (л) имеют 
один и тог же порядок л°. Это объясняется тем, что в этих разложе­
ниях каждый элемент матриц эквивалентных возмущений определяется 
лишь одной элементарной ошибкой округления. Поэтому вероятност­
ные оценки норм эквивалентных возмущений не могут быть сущест­
венно лучше, чем мажорантные.

Вероятностные оценки дают возможность сделать более точные 
выводы о соотношении между собой различных методов разложения 
матрицы на множители. Если относительно большей разброс значении 
функций / (л) позволял еще отдать предпочтение одному из мето­
дов, то малый разброс значении <р (л) говорит, что

С точки зрения устойчивости к ошибкам округления между пря­
мыми методами разложения матрицы на множители нет принци­
пиального различия.

Конечно, этот вывод в полной мере относится и к прямым мето­
дам решения систем линейных алгебраических уравнений. Согласно 
(36.15) мажорантная оценка погрешности в решении системы опреде­
ляется формулой

Вероятностный анализ приводит к соотношению

(1-е—дг |£\1/2/  n j f — х ц ь \ | . 2

Аналогический вывод можно сделать н относительно любых дру­
гих численных методов, основанных на прямых разложениях матрицы 
на множители.

На этом заканчивается наше краткое знакомство с вероятностным 
анализом. Мы надеемся, что приведенное описание основ распределе­
ния ошибок округления поможет правильно ориентироваться при 
чтении соответствующей литературы. К  тому же оно открывает перед 
читателем широкие возможности для более точного изучения вычи­
слительных процессов.



П Р И Л О Ж Е Н И Е  I I  

РЕШЕНИЕ БОЛЬШИХ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОП АЛГЕБРЫ

Говоря о решении задач линейной алгебры на ЭВ.М, мы всюду 
молчаливо предполагали, что входные данные и результаты промежу­
точных вычислений расположены в оперативной памяти (ОП). Однако 
в силу ряда причин одновременное хранение всей информации в ОП 
часто бывает невозможно или нецелесообразно. Такое положение 
может возникать при решении задач линейной алгебры как на малых 
вычислительных машинах, так и иа больших машинах С многопро­
граммным управлением.

В  этом случае приходится прибегать к использованию внешней 
памяти (ВП) и решать ряд новых вопросов, касающихся организации 
обмена информацией между ОГ1 и В П , математической модификации 
методов, уменьшения объема промежуточных результатов и т. д. На 
некоторых из этих вопросов мы сейчас и остановимся.

Всюду под большим)) задачами мы будем подразумевать такие 
задачи линейной алгебры, при решении которых общими методами 
появляется необходимость запоминать гораздо больше информа­
ции, чем может быть размещено в предоставленной пользователю 
части ОП. В  зависимости от имеющейся специфики повышение эффек­
тивности процесса решения больших задач может осуществляться раз­
личными способами. Мы проиллюстрируем их иа примере решения 
прямыми методами спстем линейных алгебраических уравнении, 
матрицы которых принадлежат к одному из следующих видов: полная 
без специфики, клеточио-теплпцева, разреженная с произвольным рас­
положением нулевых элементов.

Пусть матрица А системы уравнений полная и не имеет какой- 
либо четко выраженной специфики в своих элементах. По существу, 
эту систему приходится решать одним из рассмотренных ранее мето­
дов, модифицировав их таким образом, чтобы обмен информацией 
между ОП и BI1 осуществлялся наиболее эф|>ектипно.

Предположим, что вычислительная машина обладает ВП  типа 
магнитного барабана или магнитного диска. Обозначим через т  и v 
среднее время ожидания и время выборки одттого кода. Тогда 
время Т ,  затрачиваемое на обмен N  кодами между ОП и B I I ,  будет 
определяться формулой r — T +  Nv. Будем считать, что для органи­
зации обменов отведена часть ОП Величиной m слов, не считая памяти 
Д-i я хранения программы.

Важной характеристикой вычислительной схемы метода является 
общее время, затрачиваемое на обмен информацией. Сокращение этого 
времени имеет большое значение для ЭВМ как с однопрограммным, 
так и с многопрограммным управлением. Ясно, что чем полнее нсполь-
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ауется часть ОП, предназначенная для обмена, тем время обмена 
будет меньше. Но и при максимальном использовании ОП мы будем 
получать совершенно различные времена в зависимости от выбранной 
вычислительном схемы.

Возьмем, например, за основу процесса решения системы метод 
Жордана [2|. Пусть порядок системы удовлетворяет неравенству 
я  <  т/2 . Вызовем с ВГ1 первые два столбца расширенной матрицы !i 
коэффициенты второго из них преобразуем по формулам

а{, l + k — aii 'at. /  +  *» в / .  1 +  к жва1, l +  k ~ ai iaU al, ( + »

для всех 1 Ф 1  при <=̂ *1, fe = I.  Запишем преобразованный второй 
столбец на прежнее место в В П , а в ОП вместо него спишем третий. 
Этот столбец также преобразуем согласно приведенным формулам при 
/=»|, £ =  2. После того как будут преобразованы все столбцы 
(&-=!., . . . .  л), первый столбец больше не потребуется. В дальнейших 
преобразованиях («»*2 , . . . ,  я) роль первого столбца последовательно 
будут выпади ять BTopoii, третий и т. д. Через я  шагов матрица 
системы будет приведена к единичной, а решение получится на месте 
столбца свободных членов.

Сразу видны недостатки этой схемы. При п <  т/2  ОП использу­
ется не полностью, а при л >  т/2  решать системы таким способом 
невозможно. Но при л =  т/2  схема кажется безупречной, так как 
число арифметических операций не увеличивается и не делается 
никаких лишних обменов между ОП и ВП . Нетрудно подсчитать, 
что общее время обмена в данном случае с точностью до главного 
члена будет определяться формулой

Г '11 — n*T+ n*v .

Допустим далее, что матрица системы разбита, па клетки А,/ 
порядка р. где п =■/>/•. Будем считать, что />=-(m/3),/J, т. е. одно­
временно в ОП можно разместить три клетки. За основу новой 
вычислительной схемы возьмем первую схему, заменив в формулах 
элементы в// на клетки Ау. Хо тя одновременно в ОП нельзя цели­
ком расположить два клеточных столбца, ничто не мешает осущест­
влять  операции над ними последовательно.

Как уже отмечалось, .первая схема наиболее аффективна при 
п — т , 2. Поэтому возьмем во второй схеме m — 2л. Простые вычисле­
ния показывают, что теперь общее время обмена для второй схемы 
будет таким: Т <2) — 2.8л3 2т  + 1 ,8 л 5 V

Сравнивая Т ,и и Т ’*‘ заключаем, что для второй схемы время 
обмена информацией между ОП и В П  примерно в п|/г/2 раз меньше. 
Столь ощутимый выигрыш появился лишь вследствие более удачного 
решения организационных вопросов. Рассмотренный г>рп\гер наглядно 
показывает, что непродуманная реализация обменов между ОП и BI1 
может привести к большим непроизводительным затратам машинного 
времени.

Очевидно, что для решения любой системы уравнений клеточным 
методом с использованием ВП  потребуется больше времени, чем для 
решения той же системы обычным методом с записью всей матрицы
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в ОП. Увеличение времени будет происходить как sa счет новой 
схемы вычислений, так и за счет работы с В П , причем тем больше, 
чем меньше часть ОП, предназначенная для обмена информацией. Для 
оценки проигрыша во времени введем коэффициент потерь, который 
будем вычислять по формуле

Р ~ * ( Т к +  Г ) Т ? .

Здесь Г *  — время, затрачиваемое на выполнение арифметических опе­
раций в клеточном методе, Т  — время, затрачиваемое на обмен инфор­
мацией между ОП и В П , Го — время, затрачиваемое на выполнение 
арифметических операций в обычном методе.

Исследование коэффициента потерь обнаруживает удивительный 
факт. Д ля средних машин типа БЭСМ-4 он близок к 2 уже при 
m -300 и п ^  200. Следовательно, используя В П  для хранения 
матрицы и всего лишь 300 ячеек ОП для организации обмена, можно 
на таких ЭВМ весьма успешно решать большие задачи. При этом 
мы затратим только в 2 раза больше времени по сравнению с 1ем 
случаем, если бы смогли записать в ОП всю матрицу.

Клеточные аналоги построены почти для всех численных методов, 
рассмотренных в настоящей книге. Они с успехом применяются для 
решения тех задач линейной алгебры, в которых матрицы достаточно 
велики н не имеют особой специфики. Конечно, для таких зафч 
могут оказаться эффективными и другие принципы организации обме­
нов информацией между ОП и B I I ,  а также другие модификации 
вычислительных схем. Важно лишь обеспечить устойчивость числен­
ного метода и относительную близость коэффициента потерь к еди­
нице.

Не каждую специфику задачи удастся учесть с помощью подхо­
дящего выбора численного метода. Однако в некоторых случаях ока­
зывается возможным добиться огромного эффекта, особенно для задач 
с матрицами больших размеров.

Рассмотрим сначала в качестве примера решение систем линей­
ных алгебраических уравнений с так называемыми клегочно-теплице- 
вымн матрицами. Пусть матрица А разбита на клетки Л у  порядка р 
и снова п =  рг. Матрица А называется клеточно-тсплицевой, если 
А ц ^ А ,,  при i — 1 — s — t. Системы с такими матрицами возникают 
в различных задачах акустики, статистики, электродинамики и т. п. 
В  частности, онн появляются при решении интегральных уравнений 
Фредгольма с ядрами, зависящими от расстояния между точками, 
путем сведения к алгебраическим системам. Важно подчеркнуть, что 
такие системы могут состоять из нескольких сотен и даже тысяч 
уравнений.

Клеточно-теплнцева матрица обладает ярко выраженной специфи­
кой и может быть задана массивом чисел величиной 2n-Jr, а не п3, 
как в случае пашой матрицы. Но если систему с такой матрицей 
решать, например, с помощью какого-нибудь из вариантов метода 
Жордана, то уже после первых преобразований специфика матрицы 
будет нарушена.

Эффективные по скорости и использованию памяти ЭВМ численные 
Методы решения систем с клеточно-теплицевымн матрицами появились 
сравнительно недавно.
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Пусть заданы квадратные матрицы а„, . . . ,  ar _ j
порядка р. Рассмотрим клеточно-теплнцевы матрицы

■о0 01 Oj . . .  0/,
0-1 Оо Ol . . . at _ i
0-1 0-1 Og • • • o*-_,

-а-к O-ft+l ° - * + i .  . . <70 -

и обозначим через а* и р* соответственно первый и последний кле­
точные столбцы матрицы Л *1.

Пусть

«* =
ao ft- ' Po. * ‘
«1. * 

| . P * ° Pi. * 
1

-P*. к.

Ясно, что при k =  0 эти столбцы совпадают и содержат лишь одну 
клетку e j1. Предположим, что известны aA-1 и P i - i -  Будем искать 
о* и р* в таком виде:

« * ■

Р* =

' ®0. * -1 Г 0 ‘
«1. * - 1 Po. к - 1

1 </* + 1
»*_!• ft-1 P *-J  k - l

L о - P * - l  A - l
ao * -1 0
«1. * -1 Po* к - I

1 /?* + i
<**-1. ft-1 P * - l  * - l

L  о J -P * - l>  *-1

S * .

где U k, Vk, R k, S k — некоторые матрицы порядка р. Так как ак н 
Р* являются клеточными столбцами матрицы Ак1, то

<Г
и
i • Л/<Ра =

0
i

.0 . E .

Здесь £  — единичная матрица порядка р. Обозначив

- 1  Г ' -  , -

^ 1 *=  2  ai at i l t  к - Ь  Г i *=* У ] к -1.
I -----к 1—к
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получаем из последних соотношений, что

+  =  I R k -\-Fik S k =  0,
FikUk +  Vk=  0, ]

и далее находим
Uh- ( E - F lkF ib)-\
R k =* — F tk ( E — l lkF ik ) ',

Таким образов, для матриц Ао\ . . . ,  Аг—\ можно последовательно 
определить первые н последние клеточные столбцы, не вычисляя эле­
менты остальных столбцов.

Предположим теперь, что решается система линейных алгебра­
ических уравнений А х = Ь  с клеточно-теплицевой матрицей А — Аг_\. 
Представим векторы х, Ь в виде

Vi —  F u P -F u F u t r i.  
Sk =  ( E - F lkFt i )-K

*0 - К  •

*1 *1 .X ■= 1 6 = i
- * r - 1. - b r - l .

и рассмотрим усеченные системы

АкУк*
Г Д 2

'Уо к ' ■ 0̂ '
У\. к J bi

1 ,  ак = I
-Ук к. А .

У к-

Все векторы, выписанные здесь в квадратных скобках, имеют один и 
тот же порядок р. Пусть

Уо- к - Уо. к - 1 ■ г0 к - 
•1 1

+
1

Ук-1. * Ук- i-  к - 1 * к -Ь  к
. Ук. к . 0 , гк. к -

Подставив это выражение в уравнение

АкУк =  <1к

и учитывая, что вектор _ j  и удовлетворяет уравнению 

Лк-1Ук-\ =  <*к_х,
заключаем, что вектор поправки г к с элементами ?0, к, . . . ,  г к, к явля­
ется решением системы Акгк =  j k, rftt

О
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Вектор г* есть линейная комбинация последних столбцов матри­
цы i4 j‘t координаты вектора /** являются коэффициентами данной 
линейном комбинации. Следовательно, для рекуррентного вычисления 
векторов уь достаточно рекуррентно вычислять последний клеточ­
ный столбец, матриц A i' .  Заметим, что вектор х  совпадает с уг_и а 
вектор у„ш*ао'Ь0.

Этот метод решения систем с клеточпо-теплицсвымч матрицами 
весьма эффективен по сравнению с другими прямыми методами. Д ля 
его реализации при больших г  необходимо выполнить лишь порядка 
пг т арифметических операций, занимая при этом 4п* г  слов памяти 
ЭВМ. Если клетки матрицы связаны между собой соотношениями 
о ,«=/<7,и для некоторых симметричных матриц перестановок I ,  и, то 
объем вычислении и необходимую память можно уменьшить примерно 
в два раза.

Рассмотрим один частный случай клеточпо-теплнцевоЛ матрицы. 
Матрица называется клеточно-циркуляшпной, если ее клетки связаны 
соотношениями при всех I. Д ля решения систем уравнений
с такими матрицами существует более 'эффективный метод." В основе 
его лежит тот факт, что любая клеточно-циркулянтнаи матрица уни­
тарно подобна клеточно-диагональной матрице. При этом матрица 
подобия не зависит от элементов исходной матрицы, а клеточно-диаго­
нальная матрица легко вычисляется. Построенный на этом разложении 
численный метод требует выполнения порядка п-(р-\-г) г  арифмети­
ческих операций, занимая окаю 2л- г  слов памяти ЭВМ.

; .Некоторые системы со сложными матрицами можно успешно 
реЩать путем сведения к системам, имеющим более простое строение. 
Предположим, что матрица разбита на квадратные клетки. Будем 
называть это разбиение первым уровнем. Пусть далее каждая из 
клеток первого уровня разбита, и свою очередь, одинаковым обра­
зом на квадратные клетки. Это разбиение назовем вторым уров­
нем и т. д. .

Введем в рассмотрение классы у „  о,, Т|г соответственно клеточно- 
диагональных, клеточии-цпркулянтных и клеточно-теплнценых матриц 
клеточного порядка г. Под л/, будем понимать класс любых других 
клеточных матриц такого же порядка. Теперь рассмотрим системы, 
матрицы которых задаются последовательностью 6Я1, 0,.„ . . . ,  0„Г( 
где в каждой позиции вместо 0 стоит одна из букв у, о, i], .п. Эго 
означает, что разбиение первого уровня определяется символом e„lt  
второго — символом 0Я„  последнего— символом 0„г .

 ̂ Допустим, что s '  букв в данной последовательности совпадают 
лиоо' с у, либо с о н  соответствующие порядки разбиений равны
и,Л.........n,/s. Оказывается, что решение исходной системы с помощью
унитарного преобразования, не зависящего от значений элементов 
матрицы, сводится к решению n4 l . . .  пЯз систем. Структура этих 
систем одинакова и опр.дел яетс* последовательностью символов, 
полученной из заданной путем формального вычеркн&шия всех 
букв у и о.

Рассмотренные матрицы нередко встречаются в приложениях, 
особенно при решении многомерных интегральных, уравнений. Обычно 
они имеют стать большой порядок, что сведение к системам меньшего
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порядка и тщательный учет специфики оказывается единственно воз­
можным способом их решения.

Значительное число теоретических и прикладных задач приводит 
к решению больших алгебраических систем с разреженными матри­
цами. Эти матрицы имеют много нулевых элементов. Если ненулевые 
элементы расположены согласно рис. 27.3, то для решения таких 
систем исключительно эффективным оказывается применение метода 
Гаусса. При этом эффективность метода будет тем выше, чем меньше 
на рис. 27.3 площадь заштрихованной части и число нулевых эле­
ментов в ней.

Последнее замечание лежит в основе многих способов предвари­
тельного преобразования разреженной матрицы. Как правило, эти 
преобразования состоят лишь в перестановке строк и столбцов и 
направлены либо на сокращение общего времени счета задачи, либо 
на уменьшение объема необходимой памяти ЭВМ. Эффект от таких 
преобразований может быть очень большим. Рассмотрим, например, 
матрицы вида

*  *  *  
*  *
#  #  

*
#

О

#  * л

О
*

к J

о ;■
*  #

*  *

L *  *  *  *  *
О

порядка л, каждая из которых получается из другой с помощью 
перестановки строк и столбцов. Если первую матрицу разложить 
на треугольные множители, то потребуется выполнить (2 '3)л5 ариф­
метических операций, заняв при этом л1 слов памяти, так как 
оба треугольных множителя будут полными. Д ля разложения вто­
рой матрицы нужно выполнить 2л операций, имея всего За слов 
памяти.

Если ненулевые элементы разреженной матрицы рясположены без 
какого-нибудь явного порядка, то найти соответствующие матрицы 
перестановок очень трудно. Д ля решения этой задачи нередко при­
ходится привлекать различные методы комбинаторики, теории графов, 
Целочисленного программирования и т. п. Однако затраты иа пред­
варительное преобразование разреженных матриц вполне окупаются, 
если сами матрицы имеют большие размеры и системы с ними решаются 
многократно. Такие ситуации возникают при оперативном управлении 
энергетическими сетями, транспортными потоками, технологическими 
процессами. Конечно, аналогичные преобразования можио выполнять 
н с клеточными разреженными матрицами.

Большие задачи на собственные значения возникают значительно 
реже, чем большие системы лннейиых алгебраических уравнений. Осо­
бенно редко приходится решать полную  проблему для больших 
матриц. Однако в случае необходимости’ эти задачи также успешно 
решаются.

Не требует каких-либо модификаций для больших задач метод 
бнеекцнй. Известны случаи изучения с его помощью распределения 
Собственных значеВш матриц Якоби, порядок которых превышал 
Десятки тысяч. Полную матрицу большого иорядка целесообразно
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привести к почти треугольной с помощью одного из клеточных вари­
антов преобразований вращения или отражения. Затем к ней можно 
применить один нз численных методов, например, Qff-алгорифм или 
обратные итерации. Снова для уменьшения коэффициента потерь целе­
сообразно использовать клеточные варианты методов.

Обсуждая проблемы решения больших задач линейной алгебры, 
мы не ставили перед собой задачу дать подробный анализ сущест­
вующих методов. Однако нам хотелось бы обратить внимание на то, 
что такие задачи могут решаться достаточно эффективно. Д ля более 
ладного знакомства с этой, тематикой мы отсылаем читателей 
к обзору [7] и библиографическому указателю [8].



ЛИТЕРАТУРА 9

1. В о е в о д и н  В. В. Линейная алгебра. М., «Наука», 1974.
2. В о е в о д и н  В. В . Численные методы алгебры (теория и 

алгорифмы), М., «Наука», 19GG.
3. В о е в о д и н  В. В . Ошибки округления и устойчивость в пря­

мых методах линейной алгебры, М., Пзд-во М ГУ , 1909.
4. И к р а м о в X . Д. Задачник по линейной алгебре, М., «Наука», 

1975.
5. У и л к и н с о н  Дж. X.  Алгебраическая проблема собственных 

значений, М., «Наука». 1970.
G. Ф а д д е е в  Д К. .  Ф а д д е е в а  В. Н. Вычислительные методы 

линейной алгебры, М.—Л ., Фнзматгиз, 1963.
7. Ф а д д е е в  Л- К. ,  Ф а д д е е в а  В. Н.'Вычислительные методы 

линейной алгебры, Зап. науч. семинаров Ленингр. отд. Матем. нн-та 
АН СССР. 1975, 54

8. Ф а д д е е в а  В. Н ., К  у з и е и о в Ю. А. и др. Вычислительные 
методы линейной алгебры. Библиографический указатель, 1828— 1974 гК , 
Новосибирск, 1976.

9. Ф о р с а и т Д ж., М о л е р К  Численное решение систем линей, 
ных алгебраических уравнений, М., «.Мир», 1969.



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Алгорифм QR 254

Базисные числа 13

Ведущий элемент 151 
Выбор ведущего элемента по всей 

матрице 153
------------------  столбцу 153
------------------ строке 153

Гершгорина круги 63 
Главный элемент 151

Запятая плавающая 21
— фиксированная 21

Индекс эквивалентности 99 
Итерации обратные 267
— прямые 267

Кассини овалы 65
Компактная схема 156, 189 
Коэффициент перекоса 282
— потерь 295

Мантисса числа 21 
Матрица вращения 90
— днухдиагональная левая 139* 
  правая 139
— клеточно-теплицева 295

Матрица клеточно-циркулян* 
тная 298

— ленточная левая 140
— — правая 140
— обратная 225
— отражения 104
— полного ранга 190
— почти треугольная левая 139
 —  правая 139
— псевдообратная 227
— разреженная 299
— строго треугольная 138
— трапецевидная левая 138
--------  нормализованная 138
--------  правая 138
— треугольная левая 137 
  правая 137
— трехдиагональная 140
— Якоби 239
Матрицы элементарные неунптар- 

иые 172
--------  унитарные 172
Метод бисекций 238
— вращений 231
— Гаусса 148, 189
--------с перестановками 153, 189
— Жордана 173
— итерационный 203
— квадратного корня 159, 189
— Некрасова 204
— оптимального исключения 174
— ортогонализации 189
— отражений 189
--------двухсторонний 189
--------нормализованный 189
--------симметричный 189
— простой итерации 204
— прямой 137
— Якоби 204



ПРЕД.МВТНЫП УКАЗАТЕЛЬ 803

Накопление 30

Обратная подстановка 180 
Округление чисел 15
--------  правильное 20
Определитель 224 
Оптимальмый элемент 234 
Ортогонализация 128
— повторная 135 
Ошибка округления 10
--------нормализованная 287
Ошибок анализ прямой 42 
-------- обратный 43

Переортогонализация 133 
Переполнение 26 
Порядок числа 21 
Последовательности матриц вра­

щения 96 
-------------  каноническая форма 99
—   несвязанные 97
-------------  сильно связанные 97
------------- циклические 10()
-------- — эквивалентные 99
Преобразование вращения 90
— отражения 104 
Преобразования двухсторонние

— односторонние 117 
Процесс циклический 233
--------с барьерами 233
Псевдорешенне 78
— нормальное 84, 191 
Псевдорешения проекции 78

Рэлея ©тноттение 274
—  —  обобщенно* 281

Сингулярное разложение м лтиаи 
47

Сингулярные векторы левы* 47 
--------  правые 47
— числа 47 
Система счисления 12
--------  двоична* 16
--------  позиционная 13
— — сокращенная 19 
-------- троичная 19
— уравнений недоопределеинав 

190
--------неустойчивая 205
--------  переопределенная 190
--------  плохо обусловленная 205
Системы счисления основание 13

Угол повороте 90 
Уточнение нормального псевдоре­

шения 200
— полной проблемы 280
— решения 197

Функционал невязки 4Я
— регуляризирующий 84

Число обусловленности 52 

Эквивалентное возмущение 43



Валентин Васильевич Воеводин 
ВЫ ЧИ С Л И ТЕЛ ЬН Ы Е ОСНОВЫ 

ЛИ НЕПНОП А Л ГЕБРЫ

М.. 1977 г., 304 стр. е шля.

Редактор Г. Л. К и м  
Техн. редактор Г.. В. Морозова 

Корректор Т. С. Вайсберг

Сдано в набор 9/111 1977 г. Подписано к печати 12/VUI 1977 г. 
Формат МХШИ'/й. Физ. печ. л. 9.5. Условн. леч. я. 15.90. 
Уч.-язд. л. 14.5. Тираж 400O0 зкз. Цена KHrfrM 75 коп. 

Заказ 1140.

Издательство «Наука»
Главная редакция фпзико-математическоА литературы 

117071. Москва, В-71, Ленинский проспект, 15

матриц, изготовлении* Ордена Трудового Крас* 
ною Знамен» Лчпг-падскнм производственно-техническим 
объединением «Печатшм . '">р» имени А. М. Готького Союз- 
полнграфпрома при Г осуди рст Я | Щ |  комитете Совета Мини­
стров СССР по делам издательств, л^шрафии. книжной тор­
говли. 197136. Ленинград. II 136. Гатчинская ул., 2в. ■ 4 # типо­
графии нзд иа «Наука». 1Д0ОТ7, Новосибирск, 77. Станислав­

ского, 25. Заказ .\> 6S5.


