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ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ

Второе и третье издания отличаются от первого рядом 
изменении и дополнений, коюрые вызваны замечаниями 
и пожеланиями отдельных лиц, организаций и рецензентов.

При изложении аналитической геометрии в двумерной 
плоскости и в трехмерном пространстве мы заменили обо­
значения дг„ х„ х, на традиционные х, у, г. Мы продол­
жаем придавать большое значение уравнениям прямой и 
плоскости в нормальном виде. Обобщение этих понятий 
на п мерный случай создает по аналогии нужную геометри­
ческую интуицию в л-мерном пространстве.

Мы теперь рассматриваем комплексные матрицы наряду 
с действительными. Однако доказательство, как правило, 
излагаем отдельно в действительном и комплексном слу­
чаях, чтобы комплексный случай при необходимости можно 
было опустить. В  связи с этим пришлось изменить обозна­
чения транспонированной и сопряженной матриц.

Элементарные преобразования (см § 4) теперь получили 
обоснование. Ранее этот вопрос был изложен только на 
примерах. Впрочем, мы думаем, что этого было бы доста­
точно.

Некоторые параграфы подразделены на пункты, снаб­
женные названиями.

Произведены некоторые дополнения по теории матриц 
и операторов.

Во втором издании добавлены § 27, 28, посвященные 
плоскости в л-мерном пространстве и различным задачам.

В  третьем издании § 28 заменен. Основная цель, ко­
торую мы ставили перед собой при написании § 28, заклю­
чается в ознакомлении с элементами теории линейного 
программирования в минимальном объеме и методами 
решения простейших задач, в частности с снмплекс-мего- 
лом При изложении материала мы использовал^ учебное



пособие А. С. Солодовинкова «Введение в линейную алгебру 
и линейное программирование».

Выражаем благодарность секции технических вузов 
Научно-методического совета по математике при Минвузе 
СССР под руководством профессора Л . Д. Кудрявцева и 
кафедре высшей математики № 2 Ленинградского поли­
технического института за обсуждение наших учебников 
и ценные замечания и предложения, которые, несомненно, 
способствовали улучшению их содержания.

Мы также выражаем благодарность Ю. И . Волкову, 
М. Ш. Коссу, Я . М. Тобольцеву и ряду других читате­
лей за ценные конструктивные предложения, которые мы 
старались учесть при работе над вторым изданием.

В 1984 г. комплекс наших учебников по высшей ма­
тематике удостоен премии MB и ССО СССР и Ц И К  
профсоюзов работников просвещения, высшей школы и 
научных учреждений, в 1986 г .— диплома почета В Д Н Х  
СССР, а в 1987 г .— Государственной премии СССР.

Авторы выражают благодарность профессору А. И . При- 
лепко и руководимой им кафедре высшей математики 
Московского инженерно-физического института за тщатель­
ное рассмотрение комплекса учебников и ценные замечания.

Данный комплекс находит широкое применение в тех­
нических вузах страны. В  настоящее время он переведен 
на английский, французский, испанский и португальский 
языки.
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г) равна нулю, если элементы какого-либо его столбца 
или строки равны нулю, например:

д) равна нулю, если элементы двух строк или столб­
цов соответственно равны, например:

|fll “l I =  а,а,— с,аа =  0.|а, о,| 18 1 a
В дальнейшем вводятся определители третьего и во­

обще п-го порядка. Для них свойства а), б), в), г), д) 
сохраняются.

§ 2. Определители третьего и л-го порядка

2.1. О п р е д е л и т е л и  т р е т ь е г о  п о р я д к а .  Число 
А =  апа23а33 +  auaiSa3i  +  o13at ia3t

—  aisana3i апа is°J2 (1)
записываемое в форме

А =
flli  Оц 0,3 
о» <>22 «2S
«S1 031 033

(2)

где аЬ1— числа (действительные или комплексные), назы­
вается определителем или детерминантом третьего по­
рядка.

В определителе (2) различают первую, вторую и третью 
строки, так же как первый, второй и третий столбцы. 
Число ак, называется элементом определителя; при этом 
первый индекс k указывает номер строки, а второй индекс /— 
номер столбца, к которому принадлежит данный элемент. 
Будем также говорить, что элемент a„t находится на пе­
ресечении k-н строки и /-го столбца. Элементы определи­
теля я п , о,2, а33 образуют главную диагональ определи­
теля, а элементы а„, а„, аа, — побочную. Можно также 
говорить, что диагональ, на которой расположены эле­
менты а „, <7j„ а33, называется главной диагональю опреде­
лителя (2).

Структура выражения (1) довольно проста. Это есть 
число, вычисляемое по элементам ак1 по следующему на­
глядному правилу (Саррюса): составим таблицу (Саррюса), 
полученную из элементов определителя (2), если приписать 
к ним первый и второй столбцы определителя (рис. 1). Мы
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видим, что надо взять всевозможные произведения элемен­
тов, зачеркнутых прямыми; при этом три произведения, 
соответствующие прямым, параллельным главной диагонали, 
надо взять со знаком плюс, а остальные три произведения, 
соответствующие прямым, параллельным побочной диаго­
нали, надо взять со знаком минус.

Каждое произведение с указанным знаком называется 
членом определителя (2). Среди входящих в произведения

ап а/г аа °п аа\ х х /
в2,  аа  аа  аг ,  а22

- / X X X
« я  f a  f a  ая  °J2 

/  /  /  Ч  Ч  Ч  
- * -  +  +  +

Рис. 1.

элементов имеются представители от каждой строки и от 
каждого столбца. Эти элементы можно в каждом члене 
расположить в порядке возрастания первого индекса, т. е. 
номеров строк, к которым они принадлежат. Это и сделано 
в сумме (1). Что же касается номеров столбцов, к кото­
рым принадлежат эти элементы, то их расположения даются 
ниже:

1 2 3,ч
2 3 1,1 (3)
3 1 2 , '
3  2 1, \

1 3  2 .}  (4)
2 1 3. I

Это всевозможные перестановки из чисел 1, 2, 3. Пере­
становку

1. 2, 3 (5)

из чисел 1, 2, 3 назовем основной.
Говорят, что в перестановке произведена транспозиция 

двух определенных ее элементов, если эти элементы заме­
нены местами. После транспозиции перестановка переходит 
в другую перестановку. В этой последней можно сделать 
в свою очередь транспозицию, в результате получится 
третья перестановка (но не исключено, что и первая).
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Например, перестановка
3, 2, 1 (6 )

получена транспозицией первого и третьего элементов пере­
становки (5), а перестановка

транспозицией первого и второго элементов перестановки (6).
Важно отметить, что, если некоторая перестановка по­

лучена из основной посредством N транспозиций и если 
эта же перестановка получена из основной каким-либо 
другим путем посредством N t транспозиций, то оба числа 
N  и N t одновременно либо четные, либо нечетные. Пере­
становка чисел 1, 2, 3 называется четной (нечетной), если 
она получается из основной перестановки при помощи чет­
ного (нечетного) числа транспозиций.

Пусть дана перестановка / =  (/f , /„ /,), где /„ /,, j t 
это числа 1, 2, 3, взятые в некотором порядке. Число 
транспозиций, с помощью которых можно получить эту 
перестановку из основной перестановки, обозначим через 
t (/’). Тогда переятановка /' является четной (нечетной), если 
/ (/)— четное (нечетное) число.

Перестановки (3)— четные, а (4)— нечетные.
После сказанного можно дать другое эквивалентное оп­

ределение определителя 3-го порядка.
Определителем или детерминантом 3-го порядка (2) 

называется число Д, равное сумме

произведений вида (— 1)п/}аи atf а<А, где г/ *=(/<• /„ /*) — 
всевозможные различные перестановки основной переста­
новки 1, 2, 3.

Это определение обобщается на определители или де­
терминанты п-го порядка ( я - 1 ,  2, 3 , . . . ) .

2.2. О п р е д е л и т е л и  л-ro  п о р я д к а .  Определи­
телем или детерминантом п-ео порядка называется число, 
записываемое в виде

2, 3, I (7)

д » = 2 ( — /Л/О*/, (8)

оц . . .  aj„

(9)
ап1 ••• °пп

и вычисляемое по данным числам а,л (действительным или 
комплексным)— элементам определителя— по следующему
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закону: Д есть сумма

Д =  2 ( —  W {/'a i/ iat/t. . . a n l ,
/ "

распространенная на всевозможные различные перестановки 
/' =  (/,, . . . , / ' , )  из чисел 1, 2 , . . . ,  п. Число /(/) равно 
числу транспозиций, которые нужно сделать, чтобц пе­
рейти от основной перестановки 1,2,  . . п к перестановке 
/ =  (/4, . . . ,  /п). Произведение (— l)1 (/) а:/|. .  .ап, называется 
членом определителя.

Определители п-го порядка удовлетворяют свойствам
а), б), в), г), д), перечисленным в предыдущем параграфе.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) После замены у определителя 
соответствующих строк столбцами теперь уже номера строк 
будут обозначаться вторыми индексами. Например, для оп­
ределителя третьего порядка (2) будем иметь

оц  a it a ,i  
а 12 а21 а 32 
«13 °гз о»з

,fllixasaa3s "Ь а21азаа13 "basiaiaaa3~

^31̂ 22̂ 13 l̂l®32®23 âl®i2®3’ =

В общем случае общий член нового определителя запи­
шется

(— 1)‘ ^ а Л1а/1, . . .а /лП.

Упорядочим множители произведения a/ita,tt. . .а/яП по пер­
вому индексу, т. е. мы переходим от’ перестановки / =  
= (/ it  ••••in) к основной перестановке 1, 2, . . . , п .  При 
этом мы должны совершить t (/') транспозиций. Тогда ос­
новная перестановка вторых индексов перейдет в некото­
рую перестановку i  — (*,, . . . ,  in) и число t (i ) будет той же 
четности, что и число /(/'). Таким образом,

(_!)<</>fl/il . . .  alnn =  (— l) u ,)altt . . .  аП[п.

Нетрудно видеть, что разным перестановкам U, . . . ,  /„ 
соответствуют разные перестановки l it  . . . ,  i n. Но тогда

2 ( - 1  У ^ а /Л . . .  а/пП =  2 ( - 1 ) м' , ^ /1 . . .  я * / ,- Д .

б) Поменяем местами, например, первую и третью строки 
определителя третьего порядка (2). Тогда получим опре-
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делитель, который обозначим через Д ', он будет равен

Д' =
О и о» г я* з 
а2Г ог,  at3 
он Oi, at з

■ 2 ( - i ) <v4 . f l . / , flv .— , 2  , ( - 1 ) '< 'X A / ,< V — A.I /'■=(/». /«. It)

так как перестановка / =  (/,, /*) отличается от переста­
новки /• =  (/„ /4) одной транспозицией.

Будем говорить, что число к умножается на строку 
(столбец) определителя, если на самом деле к умножается 
на все элементы строки (столбца).

в) Умножение на число к какой-либо строки (столбца) 
определителя сводится к умножению всех его членов на к, 
потому что каждый член содержит один элемент указанной 
строки (столбца). Но тогда величина суммы членов умно­
жится на к.

г) Определитель, у которого элементы какого-либо 
столбца или строки равны нулю, равен нулю, потому что 
все его члены, очевидно, равны нулю.

д) Определитель равен нулю, если он имеет две одина­
ковые строки или два одинаковых столбца. Это следует 
из свойства б) (Д' =  — Д, Д' =  Д, откуда Д =  0).

Вычеркнем из определителя (9) п-го порядка i -ю строку 
и к-й столбец. Оставшееся выражение порождает опреде­
литель (п— 1)-го порядка Л11к, называемый минором эле­
мента а1к. Величина же

А1к =  {-\ ) '+ *М 1к

называется алгебраическим дополнением или адъюнктом 
элемента а,к.

С в о й с т в о  е) Сумма произведений элементов aik 
некоторой строки (столбца) определителя на алгебраи­
ческие дополнения этих элементов равна величине опре­
делителя;

П

Д =  ^ Я / * Л д  ( / = ! ,  . . . ,  п), (10)

П

Д = 2  alk̂ ik № ~ 1 • • • •, П).1т I ( 1 0 ')
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Докажем это свойство для определителя третьего по­
рядка в случае третьей строки. Имеем

“Ь a3»A) i -{-aa3A>t =
— п  I 0»* а‘* — п  И *  I _L л  |ан 

и |о** а, ,  «  Ie ,t а « \ +  331 a2t а,2 \

— а ч  (a i»a t* a isa n )  "Ь ati (a isa tt — a Iia tt) "Ь
+ a u  (aua2i— д „а „)= A.

Сумму (10) называют разложением определителя по эле­
ментам i -й строки, а сумму (10')— разложением опреде­
лителя по элементам k-го столбца.

П р и м е р  1. Если в определителе А (см. (9)) аг, =
— а31=  . . .  =  ап1 — 0, то Д =  at iAu , т. е. вычисление этого 
определителя сводится к вычислению одного его адъюнкта, 
т. е. определителя (п — 1)-го порядка.

П р и ме р  2. Если все элементы А, стоящие ниже 
(выше) главной диагонали А, равны нулю (вы =  0, если 
k >  / (k <  /)), то А ==а11а11 . . .  а„п. Это следует из преды­
дущего примера.

С в о й с т в о  ж) Сумма произведений элементов aik 
некоторой строки (столбца) определителя на соответст­
вующие адъюнкты элементов другой строки (столбца) 
равна нулю:

П П

(1Ф1-, 1 ,1 =  1......... я).
В  самом деле, зафиксируем наше внимание на первой 

сумме. Эта сумма не зависит от элементов /-й строки. 
Заменим в нашем определителе элементы /-й строки на 
соответствующие элементы i -й строки. От этого рассмат­
риваемая сумма не изменится. Между тем теперь ее можно 
рассматривать как разложение нового определителя по 
элементам /-й строки, но тогда она равна величине нового 
определителя. Но последний равен нулю на основании 
свойства д), потому что он имеет одинаковые строки — г-ю 
и /-ю.

С в о й с т в о  з) П усть даны два определителя п-го 
порядка At и Аа, у которых все строки (столбцы) одина­
ковы, кроме определенной одной (одного). Сумма таких 
определителей равна определителю А п-го порядка, у ко­
торого указанная строка (столбец) состоит из суммы 
соответствующих элементов этой строки (столбца)
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определителей Д( и Дг  Например,

Д, +  Д , '
0 ц  . . .  01 , „ _ 1 в 1 п O il . . .  0 1 , „ _ 1 *1л

= • • + • • =
0„1 . 1 .  0 „ ,  1 Orm • • • а п , n - f bnn

« i f  • • •  л - 1 (01я +  6 1п)

**лТ • • • Пп. л - f

• •

(°п п

• • • = д .

В  самом деле, разлагая данные определители по эле­
ментам л-го столбца, получим

Ai + Дг= 2  окпАк„+ 2  ЬкпАкп = 2  (fl*n +  &*n) /?*„ =  Д.fce| «=1 к » 1
С в о й с т в о  и) Величина определителя не изменится, 

если к элементам какой-либо его строки (столбца) приба­
ви ть  соответствующие элементы другой строки (столбца), 
умноженные на число k. Например!
«11 . . .  01, „_1 +

ап1 . . .  0„ ,B_ f ann+ k a ni 
«И ••• «In 

• • • • • 
а п1 . . •  °п п

+  к
ОП ••• 01, „_т 0Ц

0д1 И , Од, л —f 0„1
в силу свойств з), в), д).

Надлежащее применение этого свойства приводит вы­
числение данного определителя к вычислению определителя 
более низкого порядка.

П р и м е р  3.

5 -39— 9-31 =  —84

1 4 5 t 4 6 1 4 5
2 3 I 0 - 5  - 9 0 -  5 -  9
8 1 1 8 1 1 0 - 3 1 - 3 9

I -  5 -  9 1 1 5 91 5 -1 —31 — 39 | = 131 39 1 =

П р и м е р  4.
2 1 1 0 1 0
1 3 2 _ —5 3 — 1 _____ M  - » ;  i \
1 4 6 —7 4 2 |—7 2 1— 7 2 17.

П р и м е р  б. Определитель 

Д„

I 01 01 • • • о Г '
1 o* 02 • • • о Г

• • • • • • • t •
1 On On # o T
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ап называется степей-порожденный числами а,, а„ . 
ным или определителем Вандермонда1).

Этот определитель равен нулю, если какие-либо два 
числа at и ак равны между собой. Если все at различны, 
то

А« =  К — a J K . , — а,) . . .  (а,— ot).
• К — а*)(ал-1— а.) ••• (а,— a j*

К  —  a„_t) (а„_1— an. J -  
(а«— e»-i). ( 12)

В самом деле, при п =  2

I 1 ei IV
т. е. формула (12) верна. Допустим, что формула (12) 
верна при n =  k — 1, и докажем, что она верна при п =  к. 
Будем использовать свойства и), в) определителя. Умножим 
к — 1-й столбец в определителе Лк на at и вычтем из 6-го, 
к — 2-й столбец умножим также на at и вычтем из k —  1-го 
и т. д.; тогда получим

1 0  о . . .  о
1 02 — Oi G‘2 (̂ 2 ... й'2 (̂ 2 Qt)

1 ак— at ак (ак— аЦ . . .  а*"* (а»— а{)

*=(«*— х̂) (а*-1— а») ••• (а*— °i)

1 • • • Ог
1 fc-3

а з • • • a3
• • • • • . .

1 k —ta k ... Ok

Последний определитель есть также определитель Вандер- 
монда порядка (*— 1), порожденный числами at , • • •, ак, 
поэтому, по предположению, имеем

Д* =  (а*— ai) ••• (a2” ai)*
• (a k— at) (a k. 1— a t)  . . .  (a t — a t )•

* (a k~ ~ ak - t )  (a k - i~ ~ ak - t ) ‘
• (a k —  a* - l ) -

*) А. Т .  Вандермонд (1735— 1796)— французский математик.
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Таким образом, в силу метода математической индук­
ции формула (12) верна при любом л > 2 .

С в о й с т в о  к) Пусть

Произведение двух определителей п-го порядка с эле­
ментами bkl, akl есть в свою очередь определитель п-го по­
рядка с элементами

V*/’ £ bk/a/l> 
У- I

т. е.

Д А 1 ,2  bk/a/i /*1
=  Д.

Таким образом, элемент yk l, принадлежащий к fe-й 
строке и /-му столбцу определителя А, равен, как говорят, 
произведению k-й строки определителя А, на l -й столбец 
определителя А,. На самом деле это есть сумма произве­
дений элементов Ar-й строки определителя Аг на соответ­
ствующие элементы /-го столбца определителя А,.

Так как в определителях At и Аа можно менять строки 
со столбцами, то, очевидно, элементы ykl произведения А 
можно строить также, беря произведение ft-й строки \  
на l -ю строку А, или произведение к-го столбца А, на 
/-й столбец А, или к-го столбца на l -ю строку.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Убедимся в справедливости 
свойства на примере определителей второго порядка:

I *ii *i i  *
"и

оц 01,
аи °«|

А = YU Уп 
Y ii Vm

где
Vu =  bnan +  & iA l»' 
Yji =  buai i  A l>  

В  силу свойств з), в), д)

Yii — A i  +  ^11 ач* 
V,, =» ЬпОй

I ЬцОi i  *iiOi»+*ijO», I 
I b t i a n  &ji<Ji, +  6 , j « „  |

I *111

*1jO,i *llOl, +  *llO„ I.
*J«0>1 *«ieu +  I

—  a u a n  I b  ‘ b \  a u a ‘ « t а+ад.|й si+
+  а»а»|б" ^| =  айа1.-° +  апам bli *“ l

ai A l

Ьц bt

I +  a. A .  •0 =  <4 A  A — <*i A  A -
-  Ai (fli  A *  — ° i  A t )  -  ДА -
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В общем случае определителей л-ro порядка можно записать: 
п п п

2  2  ••• 2  *,= 1 1,-1 «|“ 1 
п п  л
2  aufist1 2  а4^ гл  ••• 2  auJ>s î

л

1,-1 », = !

п п

2  a n*nb >nl 2  й п *ПЬ*П* •••  2  a nsn b tnn 
»л<*1 «И*1 »Л*1

*«lt *1|» ••• *1,я
Л Л Л

1 ,-1 1 ,-1 J/1-I
"П1„

*»«! , , ,  btyi
• • • • • • • • • •

ьb,nl b$nt ••• 5„Л

- *  2 aUiau t • • • ans„ (— , ),.W) A i =  A«Af-
«-(«„  l„  .... »n)

При вычислении отдельных элементов Д мы вправе выбирать любоА

индекс суммирования j  ( Y w "  2  )• во для дальнейшего
\  » - i  /  

удобно для первой строки Д взять  в качестве такого индекс л ,  для 
второй— s3 и т. д. Второе равенство имеет место на основании

П П п
свойств з) и в); при этом кратная сумма 2  2  ••• 2  РаспР°'

1,-1 ЦЖ 1 1„» 1
страняется на всевозможные перестановки (sj, sJt . . . .  s„), где 
l < s y < n .  Однако если в какой-либо системе (ц, s , , , s„) две 
компоненты s/ и Sj равны между собой (S/ =  S/, i Ф /), то опреде­
литель | Ьг^  |=0. Поэтому на самом деле в кратной сумме можно
оставить только члены, соответствующие разным перестановкам
(Si......... s„) из натуральных чисел (1........... л). При этом, очевидно,
окажется, что определитель

§ 3. Матрицы

Таблица чисел аи  (действительных или комплексных) 
вида

(О| «11 ••• ®1 п  | /*11 ••• ®1в \
......................... I *■ ( ............................ ) “ ll®// i =* (*//)<

®/я1 ••• ®«г» II \®т1 ••• *тл '
состоящая из т  строк и л столбцов, называется матрицей. 
Числа а,у называются ее элементами. Это прямоугольная 
матрица. При т  =  п она называется квадратной матрицей 
л-го порядка.

№

Бух. Т И П  п Л П  
Б И Б Л И О ТЕ К А
~ ^ S u y .
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Если задана вторая матрица В  =  |Р,у| с элементами Р,у, 
т*оже состоящая из т  строк и п столбцов, то она счи­
тается равной матрице А тогда и только тогда, когда 
соответствующие элементы обеих матриц равны (а (у =  р,у). 
В этом случае пишут А =  В . Матрица | | не есть число — 
это таблица. Однако для квадратной матрицы можно рас­
сматривать число | ot,y I— определитель, порожденный этой 
матрицей.

Пусть k — натуральное число, не превышающее т и п  
(k ^  т ,  п). Зачеркнем в таблице (1) какие-либо k столбцов 
и к строк. Элементы aJt, находящиеся на пересечении за­
черкнутых столбцов и строк, образуют квадратную мат­
рицу, которая порождает определитель к-го порядка. Полу­
ченный определитель называется определителем k-ro по­
рядка, порожденным матрицей А.

Рангом матрицы А называется наибольшее натуральное 
число k, для которого существует не равный нулю опре­
делитель k-ro  порядка, порождаемый матрицей А (см. § 4).

Если в матрице А сделать ее строки столбцами с тем 
же самым номером, то получим матрицу

| “ ii ••• ®mi У
(2)

Jain ••• ®ялI
называемую транспонированной к А матрицей.

Если в матрице А ее элементы ак, заменить на им 
комплексно сопряженные, то получим матрицу

__  U *11 • • • ° 1 п
А = 1 .................... К , 1 .

II ал1 • • • аля
называемую комплексно сопряженной с А матрицей. 

Далее матрица
®il • • • ®ni

А' =  (АУ-
a  in  •<

называется сопряженной с А матрицей.
Если Л — действительная матрица, т. е. имеющая дейст­

вительные элементы (ак1 =  ак,), то, очевидно,

А =  А, А ' =  А*

Матрицы одного и того же размера, т. е. состоящие из 
одинакового числа строк и столбцов, можно складывать.



Суммой двух таких матриц А =  |а„| и £  =  [0^1 называется 
матрица С =  lv,/Л. элементы которой равны сумме соот­
ветствующих элементов матриц А и В\ Y// — Сим­
волически этот факт будем записывать так:

A -f* В =  С,
Легко видеть, что

А *4- В  =  В  -f- А,
(А В) -\- С =  А (В  -f- С).

Проиждением числа к на матрицу А (или произведе­
нием матрицы А на число X) будем называть матрицу, эле­
менты которой равны произведению числа X на соответст­
вующие элементы матрицы А. Таким образом, "КА^АУ.. 

П р и м е р .  Пусть

$4. СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ Jg

Найти матрицу ХА +  \хВ.
На основании определения суммы матриц и умножени) 

матрицы на число имеем

k A - (  Х 0 uВ - ( 2»  0 МУ.)' — \2ц и ц / ’

^2Х +  2ц зх+(1 х+цУ ’

§ 4. Система линейных уравнений.
Теория Кронекера— Капелли1)

4.1. Система из п л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  о п 
н е и з в е с т н ы м и .  Будем называть произвольную систему 
из п чисел (xf , . . . ,  х„) n-мерным вектором и обозначать 
его также одной (жирной) буквой х :

X  — ( Х |,  . . . .  Я л ) .

Числа Xf (действительные или комплексные) называют ком­
понентами вектора х .  Вектор

0 =  (0..........0)

называется нулевым вектором.

х) Л. Кронекер (1823— 1891) — немецкий математик, А. Капелли 
(1855— 1910) — итальянский математик.
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an\ * i+  . . . + а ппхп
( 1)

Числа ак, (действительные или комплексные), называе­
мые коэффициентами системы (1), заданы. Будем еще 
говорить, что система (1) определяется матрицей

|а11 ••• в1п|
Л =  1я*/1 =  | ................. I (2)

I°nl ••• °ппI
ее коэффициентов.

Нас будет интересовать вопрос о разрешимости систе­
мы (1) для каждого вектора (системы чисел)

>  =  («/!.;••. Уп)- 
Система чисел (вектор)

X  =  (Х{, • . . | хп)

называется решением системы уравнений (1), если числа х} 
удовлетворяют этим уравнениям.

4.2. Ф о р м у л ы  Крамера.
Т е о р е м а  1. Если определитель системы (1) не равен 

нулю:

то  система (1) имеет единственное решение для любого 
вектора у , вычисляемое по формулам (Крамера1))

х , =  Д//Д (/' =  1, . . . .  и), (3)

где определитель, получаемый из определителя Д, если 
в нем заменить числа j -го столбца соответственно на
числа у1.........уп:

ац ••• ai , j - 1 И  °1, /+1 ••• °in
Д/ = (4)

Оп 1 <<• в п , / - 1  Уп а п, J + 1  • • •  а пп

Таким образом,
П

* / * - - 7 г £  & „У , ( / = 1 ......... п), (3')
5= I

где As j есть адъюнкт элемента аг/ в определителе Д.
*) Г. Крамер (1704— 1752) — швейцарский математик.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (x1t хп) есть реше­

ние системы (I). Чтобы найти неизвестное число xf , умно­
жим первое уравнение системы (I) на адъюнкт Аи , вто­
рое— на At i , . п-е— на Ani и сложим все уравнения 
системы. Тогда, учитывая, что

Я я

2  о*.* А >  =  *i 2  а*, /1 * ,= дгхл
кш\ кж 1

2  ak/x ,A k i= x ,  2  ah/Aki =  xr O=*0 ( j Ф  1),
кш! кт\

получаем д̂ Л =  А*, где

Л‘ =  2  y A i '
у\ ait • •• Oi„

Уп а п* • • •  а пп

Следовательно, так как по условию А ^ О ,  то Xj =  AVA.
В общем случае при произвольном / умножаем первое 

уравнение системы (1) на Ai/t второе— на At/, . . . ,  п-е —  
на Ап„ складываем эти уравнения и получаем на основа­
нии свойств определителей е), ж) равенство

П П
х/ 2  ак/Ак/ =  2  Ук к̂/>

т. е.

где

А'= 2  У к А к /  к « 1

х,Д =  АЛ

0Ц >>• Ol,/-f yt /+f ••• Oin

а„1 Ml ffn,/-f Ул вл./+f ••• °пп
Отсюда в силу того, что А=?ьО, следует равенство (3).

Мы доказали, что если (х{, . . . ,  х„) есть решение систе 
мы (1), то числа Xf определяются формулами (3').

Обратно, совокупность чисел х, =  А'/А (/ =  1.........п)
является решением системы (1). В самом деле, подставляя 
Xf (/ *= 1, . . . ,  п) в левую часть к-го уравнений (к =  1, . . . ,  п) 
системы (1), на основании свойств е), ж) определителя, 
имеем

X  ак / ^ У .А „ '
1Ш I / - I ■«'

i= I
'У  к'
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Таким образом, числа (3') действительно являются ре­
шением системы (1).

4.3. О д н о р о д н а я  система.  Система уравнении вида

называется однородной. Она является частным случаем 
системы (1) при y t =  . . .  =  уп =  0. Ясно, что нулевой вектор

удовлетворяет однородной системе (5). Но может случиться, 
что однородная система (5) удовлетворяется не нулевым 
вектором х  =  (хi, хп), т. е. вектором, имеющим хотя 
бы одну компоненту х ^ О .  Его называют нетривиальным 
решением однородной системы (5), а нулевой вектор поэтому 
называют тривиальным решением однородной системы (5).

Т е о р е м а  2. Если определитель А однородной систе­
мы (5) не равен нулю (А ^=0), то  эта система имеет 
только тривиальное решение.

В самом деле, в силу свойства г) все определители 
Д/=0 (см. (4 )), поэтому в силу равенств (3)дгу= 0  (/=  1, . . . ,  п).

Т е о р е м а  3. Если система уравнений (5) имеет не­
тривиальное решение, то  ее определитель А необходимо 
равен нулю (Д =  0).

В  самом деле, если бы А Ф  0, то по теореме 2 систе­
ма (5) имела бы только одно тривиальное решение.

Выше мы исследовали линейную систему (1) в случае, 
когда ее определитель Д=^=0. В  этом случае было пока­
зано (теорема 1), что система (1) имеет для любой правой 
части у  =  (у,, . . . ,  уп) единственное решение, вычисляемое 
по формулам (3).

4 .4 . П р а в и л о  решения  системы л и н е й н ы х  
у р ав не ний .  Теперь мы переходим к исследованию си­
стемы (1) в случае, когда ее определитель Д =  0. Будем 
предполагать, что хотя бы один элемент матрицы А (см. (2)) 
не равен нулю и обозначим ранг А через k (k =  ранг А). 
Таким образом, 1 <  k <  п.

Нашей целью будет доказать следующие правила (явным 
образом они сформулированы и доказаны Кронекером и 
Капелли).

Если мы хотим решить систему (1), для которой из­
вестно, что ранг матрицы А ее коэффициентов равен k, то
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мы должны узнать ранг расширенной матрицы

1 0Ц . . .  в|я У1 
. . . . . . .

1ап1 . . .  °пп Уп J

полученной присоединением к А столбца
У\
у .

у*
1) Если ранг В  больше ранга А (ранг В  >  ранг А *=£), 

то система (1) вовсе не имеет решений. Она противоречива — 
не существует вектора х  =  (х,, х„), удовлетворяющего 
одновременно всем уравнениям (1).

2) Если ранг В  равен рангу А (ранг А =  ранг A=*k), 
то система (1) имеет решения. Чтобы найти их, мы должны 
выбрать из системы (1) какие-нибудь k уравнений, матриц* 
коэффициентов которых имеет ранг к, и решить эти к урав­
нений. Решений у этой системы из k уравнений будет беско­
нечно много, но их можно записать в обозримом виде.

При этом любое решение взятых нами к уравнений авто­
матически является решением остальных п — k уравнений 
системы (1).

Правила 1) и 2) исчерпывают возможные ситуации, 
потому что ранг В  не может быть меньшим к.

Ведь матрица А по условию порождает не равный нулю 
определитель к-го порядка, который порождается также 
и матрицей В.

4.5. П р и м е р ы  п р и л о ж е н и я  п рав ил .
П р и м е р  1. Система

х +  у = \ ,\  
х - у = 2 /

имеет определитель
1
1 - 1

и потому имеет единственное решение, которое можно вы­
числить по формулам

х =  Л*/Д, у*= Д'/Д,



т. е.
= з _  з 1
—2 2 ’ У ~  - 2 ~  2 '

П р и ме р  2. Система

*  +  0 - 1 .  \
* +  </ =  2 { (6

имеет определитель, равный нулю. Матрица
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А

имеет ранг /4=1.  А матрица

ч:: я
имеет ранг 5  =  2. Так как ранг В  >  ранг А, то система (6) 
не имеет решений. Это видно, впрочем, и без нашей тео­
рии: одно и то же число не может равняться и 1 и 2. 

П р и ме р  3. Система
2 *  +  2t/ =  2 , \

Здг +  Зу =  3 |

имеем определитель Д =  0. Матрица

ч; :i
имеет ранг /4 =  1. Расширенная матрица

В

(7)

12 2 21
! |з 3 з|

тоже имеет ранг В =  1. Так как ранг /4 =  ранг В =  1, то 
берем одно уравнение

2 * +  2^ =  2 . (8)

Коэффициент при у не равен нулю, поэтому это уравне­
ние можно решить относительно у:

У =  ̂ - = \ - х .  (9)

Формула (9) дает все решения уравнения (8). Мы можем 
задать любое значение х  (—  оо <  х  <  оо) и вычислить зна- 
чение у по формуле (9). Получим систему (вектор) (х , у), 
удовлетворяющую уравнению (8). Множество всех систем
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(дс, 1— х), где х £ ( — оо, оо), образует множество всех 
решений уравнения (8). Эти решения автоматически яв­
ляются решениями и второго уравнения системы (7), потому 
что ранг Л =  ранг В. В  данном случае этот результат 
очевиден без применения теории о рангах матриц. Коэф­
фициенты уравнений (7) вместе с их правыми частями соот­
ветственно пропорциональны, поэтому ясно, что всякое 
решение одного из этих уравнений является также реше­
нием другого.

П р и м е р  4. Система

*+</ +  г-
2дг -+- у  - f  2г  - 
дг +  у +  Зг =

имеет определитель 

Д =
1 1 1
2" Г  2
1 1 3

1.
1,

■ 2

■■—2 Ф 0

и поэтому имеет единственное решение, которое можно 
вычислить по формулам 

1 1 1
AL
д

- I
2

1 1 2
2 I 3

1
' - у .  V

Д ^ _ - ]  
Д =  2

1 1 1
2 1 I 
1 I 2

Д 2 

1
= т  •

1 1 ] 
2 1 2 
1 2 3

1,

П р и м е р  5. Система
*  +  !/+  г М
х +  у +  2г =  1, 
*  +  z/-f Зг =  2

имеет определитель

Матрица

1 1 1
д = 1 1 2 =

1 1 3

|1 1 ч
А 1 1 2

|1 1 3!

= 0 .

имеет ранг А =  2, так как А =  0, но имеется определитель 
второго порядка, порожденный матрицей А. не равный
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1 Ч 
1 2

нулю. Например,

Матрица

имеет ранг В  =  3, так как определитель, порожденный 
этой матрицей,

1 1 1

J1 1 1 1|
Ве= 1 1 2 1[I 1 3 *1

1 2 1
1 3 2

-1 фО.

(Ю)

Так как ранг В  >  ранг А, то система не имеет решения 
П р и м е р  6. Система

х +  у +  г = 1 ,  
д г+  у +  2г = » 1,

2х +  2у +  4г  =  2 (

имеет определитель
1 1 1

Д =  1 1 2
2 2 4

Легко подсчитать, что матрицы

= 0.

б1 1 111 п 1 1 ч
А =  1 1 2 • В =  1 1 2 1U 2 2 41 II2 2 4 21

имеют равные ранги, причем ранг А =  ранг В  =  2. Выберем 
из системы (10) два уравнения так, чтобы ранг матрицы А ' 
из коэффициентов этих уравнений был равен 2. В  данном 
случае можно взять первое и второе уравнения или пер­
вое и третье. Итак, рассмотрим систему

*  +  '/ +  г> 
х +  у + 2 г>

‘ 1.
(И)

Перенесем в правые части этих уравнений одно из неиз­
вестных так, чтобы коэффициенты при оставшихся неиз­
вестных образовывали матрицу А’, у которой ранг А’ =  2. 
В данном случае можно перенести или х  или у.
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Итак, неоднородная система 

х +  г
х +  2г

имеет определитель
=  1 - У  I

( 1 2 )

А '. 2 - 1  Ф О ,

поэтому она имеет единственное решение при любой пра­
вой части:

_1_
А’

1 - у
1 - у

\ - у  
I - у

0) при

0 .

всякомТаким образом, тройки чисел (1— у, у,
« / € ( — оо, оо) дают все решения системы (12) и автомати­
чески решения третьего уравнения системы (10) (это урав­
нение получается из второго умножением на 2).

4.6. Об о с н о в а н и е  правил .
Т е о р е м а  4. Если система (1) совместна, т .  е. имеет 

хо тя  бы одно решение х, то  необходимо ранг В  =  ранг А.
Теорема 4 дает обоснование правилу 1) (см. стр. 23) 

потому, что если ранг В  >  ранг А, то не выполняется не­
обходимое условие совместности (непротиворечивости) си­
стемы (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  4. Пусть система (1) имеет 
решение и ранг А = к .  Нам надо доказать, что ранг B =  k. Так как 
по условию ранг А =  к, то существует не равный нулю определи- 
тель^ к-го порядка, порождаемый матрицей А, следовательно и 
матрицей В. Поэтому ранг В ^ к .  Остается доказать, что всякий 
определитель (*+ 1 )-го  порядка, порождаемый матрицей В, равен 
нулю. Если такой определитель состоит только из элементов а/у, то 
он заведомо равен нулю, потому что он порождается также и ма­
трицей А, которая по условию имеет ранг к. Таким образом, нужно 
доказать, что любой определитель (A -(-l)-ro  порядка, порождаемый 
матрицей В и содержащей в себе столбец из чисел у /,  равен нулю. 
Не нарушая общности, можно считать, что это определитель

Оц . . .  а1к У\

0* + l , i ••• 0* + i , * Ук+i
К  этому можно свести любой случай, перенумеровывая соответст­
вующим образом уравнения и неизвестные д-у. По условию система (1) 
совместна, т. е. существует вектор x  =  (xi, удовлетворяю­
щий уравнениям этой системы. Но тогда х ,  в частности, удовлетво­
ряет первым fe + l уравнениям заново перенумерованной системы. 
Следовательно,

вп*1 + . ” +01 “ 0, |
........................................................................... ( (13)
o*+i,i*i +  ••• +e*+ i,***+^*+ i =  0. *
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= 0 f , *  + I * *  + f + « - » + a i n ^ n  — Vt,

^*+1 =  0*+ f<* + f* t+ f  +  . . .  +  0 * + l , — Ук+V ^

Составим систему с нензвестными г 1( г........... ...

<Wi +  ••• +  oi*** +  ̂ !** + 1 = 0 . ^

a*+ l,l*i +  ...+o*+f,*** +  ̂ *+l**+l =  0- '
На основании (13) и (14) эта система удовлетворяется числами Х { , . . .

хк, 1, среди которых во всяком случае одно не равно нулю. 
Но тогда определитель однородной системы (15) равен нулю (см. 
теорему 3), т. е.

(14)

(15)

оц • •• <*tk fll ,  * + i* * + l +  • •• +  flin*n— У1

o*+f,t ••• а*+1.» о*+1,л,+1Дс*+| +  ...+а*+1, „*„—у*+1
П

* 2  **

<41

011 • • •  01* 0 1 , O il . . .  Oik У1

0 * + f , l • •• o * + f ,* 0* + f . i Ok+t.t ••• o * + t , *  Ук + t
. . .  од и  

o* + l , i  ••• o*+ i,*  У* + 1
(16)

потому что определители ((к-\- 1)-го порядка!), входящие в сумму
2  • равны нулю— ведь ранг матрицы А равен к.

Мы доказали, что любой определитель (fc -H)-ro  порядка, по­
рождаемы:) матрицей В, равен нулю, что и требовалось доказать.

Перейдем теперь к обоснованию правила 2) (стр. 23). Так как 
ранг матрицы А равен к (ранг Л =  *), то система (1) содержит к 
уравнений, матрица коэффициентов которых порождает не равный 
нулю определитель (-го порядка. Перенумеровывая заново уравнения 
и неизвестные, можно достигнуть того, что первые к уравнений 
системы (1)

auXi +  . . .  +  ai„xn = y t . 1
............................... |
0*1*14-•••+0*/г«л =  У* '

(!')

будут иметь определитель

оц . . .  а 1* 

о*1 . . .  а**
9*0.

Перенумерованную систему (Г )  перепишем еще так:

вЦ*1 +  . . . + 0 ( * Г *  =У1 — Ol.* + l* *  + I  — . . . — oi^r„, 1

о*1*1  + . .  • +  о**дг* =  у* — о* * +|дс*+ f — . . .  — акпх„.

В  силу того, что определитель о Ф 0, любой системе чисел 
**+1, . . . ,  х„ соответствует единственная сйстема чисел * i ..............

(17)
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" о Х  ( У » ~ .*+1*4+1— • • ~ о ,пхп) Asi,
5=  1

* 1 ^
*1‘~  ~а в=~0 (У* — ° г - »+l ** + l “  • • • а гпхп)

|С 1

(18)

W  А , /— ядгюнкты элементов а,(  в определителе о. Следователь­
но, все решения системы (17) записаны по формуле (18). Числам 
л* + 1 , •••» хп можно придавать любые значения, а числа x j,  х» 
будут вычисляться по формулам (18). Отсюда мы видим, что систе­
ма (17) имеет бесконечное множество решений

Мы хотим обосновать, что, если ранг /4 =  рангв =  * , то любое 
найденное н;>ми решение х  первых к уравнений системы (1) автома­
тически является решением остальных уравнений этой системы. Д ля 
определенности докажем, что оно является решением (Л-{-1)-го 
уравнения. Итак, рассмотрим первые (Л +1) уравнений системы 
(1), которые мы запишем в виде (13). Надо доказать, что всякое 
решение х  первых к уравнений (13) автоматически является реше­
нием (А +  1)-го уравнения в (13). Пусть х есть вектор, удовлетворя­
ющий первым h уравнениям в (13). Составим уравнения (15) отно­
сительно неизвестных г , ......... г*  + ь  где числа \ lt . . . ,  вычи­
сляются по формулам (14) через компоненты х * +1, . . . ,  х„  вектора 
х  Определитель системы (15) равен нулю. Это видно из равенств 
(16), которые надо читать справа иалеЕО По условию определитель 
справа равен нулю Но тогда система (15) имеет нетривиальное
решение г , ,  г...........  ?» + i- Здесь число г*  + ) ^  О, потому что, если
допустить, что система (15) имеет решение вида г , ,  . . . ,  0, то 
числа г , ..........г* должны обратиться в нули, потому что определи­
тель о ^  0. Но тогда =  . . .  =  г»  =  ?*+» =  О и система г , ,  гк + , 
была бы тривиальной. Вследствие однородности системы (15) не 
только числа *!, . . . ,  г * + 1 удовлетворяют этой системе, но и
ч гсла (г* + , ф 0)

*i =  *!/**♦  1, •••, г* =  i* / » * + i,  1

обладают тем же свойством. Но тогда числа г[, . . . ,  г *  удовлетво­
ряют системе первых * уравнений (13), имеющей определитель о Ф 0. 
Мы уже знаем, что' эта последняя система имеет решения 
* i .  •••. * *  и в силу единственности

........ . . .

Обращаясь к последнему уравнению (15), мы видим, что оно удо­
влетворяется числами (* i,  . . . ,  х ц ,  1), т. е. числа ( x j......... х к) удо­
влетворяют (*-(- 1)-му уравнению системы (13), и в силу (14) рас­
сматриваемый нами вектор х  =  (х(...........  x*+f ........х„) удовлет­
воряет (А+О-му уравнению системы (1). Этим утверждение 2) до­
казано
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4.7. М е т о д  р е ш е н и я  системы пут ем и с к л ю ­
ч е н и я  н е и з в е с т н ы х .  Можно рекомендовать следую­
щий метод решения систем линейных уравнений, который 
является методом исключения неизвестных (или методом 
Гаусса1)). Пусть дана система

aux t +  . . . + а и хп = 6 „  

aniXi +  . . .  +  агпх п =  Ьп.
( Г )

Если мы умножим какое-либо уравнение системы (Г )  на 
постоянное число и прибавим его к другому уравнению 
системы, то получим новую систему, эквивалентную преж­
ней. Новая система уравнений будет иметь свою матрицу В ',  
соответствующим образом преобразованную из матрицы В  
(В =i> В '). Преобразование заключается в том, что некоторая 
строка матрицы В  видоизменяется прибавлением к ней 
другой строки, умноженной на соответствующее число.

Подобным образом, если умножить какое-либо из урав­
нений системы на число кф  О, оставив остальные уравне­
ния прежними, то получим новую систему, очевидно, эк­
вивалентную исходной. Новая система будет иметь свою 
матрицу В ',  соответствующим образом преобразованную из 
матрицы В  (В = $ В ') .  На этот раз преобразование заклю­
чается в том, что строка, соответствующая указанному 
уравнению, умножается на k.

Появляется также необходимость переставлять местами 
два уравнения системы (Г ) , получив, таким образом, фор­
мально новую, но эквивалентную исходной систему. В  этом 
случае преобразование В = ^ В ' сводится к перестановке 
местами двух строк матрицы В.

Указанные три преобразования В = $ В ' называют эле­
ментарными преобразованиями матрицы.

Технически, вместо того чтобы писать новую систему 
уравнении, ограничиваются тем, что пишут только соот­
ветствующую ей матрицу В '.  Всегда можно, применяя под­
ходящим образом элементарные операции над системой 
уравнений или, что все равно, над матрицей В , добиться 
либо решения заданной системы (1*), либо прийти к явно 
противоречивой системе. Так как последняя эквивалентна 
системе (Г ) , то это докажет противоречивость системы (1*).

Ниже приводятся примеры применения этого метод!.

1) К . Ф. Гаусс (1777— 1855) — немецкий математик.
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Операция В ^ > В ' обозначает, что В ' получается из В  
посредством одной или нескольких элементарных преоб­
разований.

Пр и ме р  7. Решить систему

х, +  2xt +  Зх, +  4аг4 =  5, 
х, +  2х, +  3х4 =  1, 

х , +  3*, + 4х4 =  2, 
х , +  х, +  5х, +  6х4=  1.

Конечно, согласно теореме 1, мы могли бы просчитать 
все пять определителей четвертого порядка и найти xt, xt, 
хг , х ,. Здесь было бы много повторяющихся вычислений.

Составим матрицу В :

В  =

где, как мы видим, последний столбец состоит из правых 
частей нашей системы. Умножая первую строку на (— 1) 
и прибавляя ее к третьей и четвертой строкам, получим 
ыатрицу

Л  2 3 4 5\
, О 1 2  3 1

В х

В  матрице В\ элементы третьей строки, являющиеся коэф­
фициентами при неизвестных, кроме одного, равны нулю. 
Переместим эту строку на место второй строки. Тогда 
элемент, не равный нулю, окажется на главной диагонали:

В]-

Л  2 3 4 б\
0  - 2  0  0  - 3
0  1 2  3 1

v 0  — 1 2  2  — 4 ,

Вторую строку можно еще умножить на (— 1), чтобы запись 
была проще:

/1 2 3 4 5\ 
д  _ (  0  2  0  0  3 
" « “ I 0 1 2  3 1 

\ 0  — I 2 2 - 4 ,
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Дальнейшие преобразования матриц очевидны! 

Я .* »  В ,

Отсюда xt =  2, х, =  — 13/4, дс, =  3/2, *, =  15/4. Чтобы не 
допустить ошибки, рекомендуется осуществить проверку, 
подставив полученные значения в исходные уравнения 
системы.

Рассмотрим с этой точки зрения пример 5:

* , +  * , +  дга =  1,
* , + * ,  +  2 * ,=  1, 
х , + х ,  +  3ха =  2,

■ 1 1 1 1 '
| =-> 5, =  [ о о 1 о ]=-> в 2 =  (В

/ 1  1 1 i\ / 1  1 1 к  / 1  1 1 к
1 1 2  1 0 0 1 О Ц > 5 , =  ! 0 0 1 0 )

41 1 3  2 /  \0 0 2 1/  \0 0 0 1/

1 1 1 Ь

Таким образом, исходная система эквивалентна следующей:

х , +  x t +  *, =  1,
О • дс, -h 0 • х, -h х, =  0,
0 - х , + 0 - х ,  +  0*х, =  1.

В последней строке свободный член равен единице, а коэф­
фициенты при неизвестных равны нулю, поэтому система 
несовместна.

Наконец, в примере б 
( \  1 1 К  / 1 1

в ~ [  1 1 2 1 Ц в 1 =  о О
\ 2  2 4 2 /  \ 0  О

- ( о  J ! =
\0 0 0 0/

а
1

о о
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Отсюда

*, f  x,=i 1,
т. е. система имеет бесконечно „„„ое множество решений:

Х1 = х 1> = 1 К(, дг, = 0 ,  

где дг,— любое число (— <х> <  х <  ^
4.8. Н а х о ж д е н и е  р а н г а матрицы.  Если нас ин­

тересует только вопрос о ранге матрицы В, то указанные 
выше элементарные операции В = * В ' распространим не 
только на строки, но и на столбцы матрицы. При этом, 
если в процессе этих преобразований в матрице появля- 
ются строка или столбец, целиком состоящие из нулей, то 
их надо удалить из матрицы, т. е. рассматривать далее 
матрицу меньшего размера.

Следующие примеры иллюстрируют этот метод.
П р и м е р  8. Найти ранг матрицы

В  =
А  2 3 4 5 6 7n 
0 1 0  1 0  1 1  
1 2  1 2  1 2  1 

ч0  0 0 0  0  4 5>

Ясно, что ранг матрицы В  не больше 4. В данном слу­
чае а „ = 1 = ^ 0 .  Умножая первую строку на (— 1) и при­
бавляя ее к третьей строке, получаем

В г

Л  2  3 4 5 
0 1 0  1 0  
0 0 —2 —2 - 4  

,0 0 0 0 0

Теперь, умножая первый столбец на соответствующие 
числа и прибавляя его к остальным столбцам, получим 
матрицу

• л  о о о  о о о>
„  / о  1 0 1 о I  1

— I 0 0 - 2 —2 —4 - 4 - 6  
\ 0  0  0  0  0 4 5у

Второй столбец уже состоит из нулей, кроме элемента 
1 -ф 0. Умножая второй столбец на (— 1) и прибавляя

2 Я. С. Бугров, С. М. Никольский
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его к 4, 6, 7 столбцам, получим 
0  0  0  0  0  
1 0 0 0 0 
О —2 — 2 - 4  - 4  
0  0  0  0

О 0 Оч 
О О О  

0 0 - 2 0 0  
ч0 0 0 4 0>

Определитель четвертого порядка матрицы В, не равен 
нулю, следовательно, ранг В  =  ранг В , =  4.

П р и м е р  9. Найти ранг матрицы 
/1 2 1 1\ /1 2 I 1\

в = о  1 1 I U f l 1 =  о 1 1 1 Ц в , -  
\1 I О о /  \0 - 1  - 1  - 1 /

/1 О О 0\ /1 О О Оч
=  0 1 1 1 W b , =  о 1 1 1)=*>В4 =

\0 - 1  - 1  - 1 /  \0 О О 0 /

=а 11 :h°.-Co: i °)-
т. e. ранг матрицы В  равен двум.

Рассуждения в примерах 8 и 9 основаны на следующем 
общем утверждении: при элементарном преобразовании 
B=i> В ' ранг матрицы сохраняется, т .  е. выполняется 
равенство

ранг В  =  ранг В '.

Это утверждение очевидно, если элементарное преобра­
зование сводится к замене местами строк или столбцов 
матрицы или к выкидыванию из матрицы ее строки или 
столбца, состоящих из нулей.

Остается еще один случай, который мы выразим в виде 
теоремы.

Т е о р е м а  5. П усть матрица В  подвергнута преоб­
разованию В=$>В', заключающемуся в том, что  к некото­
рой ее строке (столбцу) прибавляется другая какая-либо 
строка (столбец), умноженная на число С.

Тогда ранги матриц В  и В ' равны.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем доказывать эту теорему 
для строк (для столбцов рассуждения аналогичны).

Пусть k есть номер строки матрицы В  =  (Ьк1), умножа­
емой на число С и прибавляемой к другой строке В , кото­
рую будем считать имеющей номер / (таким образом, 
l -я строка матрицы В '  состоит из элементов СЬк/ +  Ь,„ 
/ '=  1, п). Пусть

ранг 5  =  г, ранг5' =  г\
Достаточно показать, что г '  <  г, потому что по аналогии 

доказывается также, что г  ̂  г ' ,  откуда г  — г' .
Если г  =  О, то все элементы матрицы В  равны нулю 

и, следовательно, равны нулю все элементы матрицы В ',  
откуда г =  г ' — 0.

Пусть теперь г  >  0. Тогда существует матрица А по­
рядка г, порождаемая матрицей В,  с неравным нулю опре­
делителем (| Л | # 0), а все матрицы А, порождаемые В, 
порядка, большего г, имеют определители, равные нулю. При 
преобразовании В = $ В ’ матрица А преобразуется в неко­
торую матрицу А' (А =$ А '). Пусть матрица А имеет поря­
док, больший г.

Если l -я строка матрицы В  не участвует в образовании А, 
то, очевидно, А =  А' и 0 =  | А | =  | А ' |.

Если в образовании А участвуют обе строки В  с номе­
рами к и /, то 0 =  | А | =  | А' |. Ведь чтобы получить опре­
делитель | А' |, надо к некоторой строке определителя |Л| 
прибавить определенную другую его строку, умноженную 
на число С, от чего величина определителя не меняется.

Наконец, пусть в образовании матрицы А участвует
1-я строка, но не участвует к-я строка. Очевидно (см. 
свойство з) определителя),

|Л'| =  И | + С | А | , (19)

где Л — матрица порядка, большего г, получаемая из А 
заменой элементов I -й строки на соответствующие элементы 
к-й строки матрицы В. Но такая замена не меняет ранг 
В  и так как | А | = 0 ,  то |Л| =  0.

Из (19) получаем | Л'| =  0 +  С-0 =  0.
Мы пересмотрели все случаи, когда матрица А1 имеет 

порядок, больший чем г, и всякий раз оказывалось, что 
| А ' | =  0. Это показывает, что

/■' =  рангА' ^  г, 
что и требовалось доказать.

2»
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§ 5. Трехмерное пространство. Векторы.
Декартова система координат1)

5.1. П о н я т и е  в е к т ор а.  В этом параграфе мы будем 
рассматривать реальное пространство. Понятие вектора 
в реальном пространстве читателю известно из элементар­
ной геометрии.

Вектором (в реальном пространстве) называется направ­
ленный отрезок Ah  с начальной точкой А и конечной 
точкой В , который можно передвигать параллельно самому 
себе. Таким образом, считается, что два направленных от­
резка АВ  и А^Ви имеющие равные длины (\ AB\ =  \Ai B l \) 
и одно и то же направление, определяют один и тот же
вектор а, и в этом смысле пишут а =  А В =  AtB f (рис. 2).

Длиной |Лв| =  |а| вектора АВ =  а называется число 
(неотрицательное), равное длине отрезка АВ, соединяющего
точки А и В. Будем также писать \АВ\ =  \АВ\.

Векторы, лежащие на одной прямой или на параллель­
ных прямых, называются коллинеарными.

Если точки А и В  совпадают, то АВ =  А А =  0 считают 
тоже ве к тором — н у левы м вектором. Его длина равна нулю 

(| 0 1 == 0), а направление для него не 
имеет смысла.

В геометрии рассматривают сло:ке- 
д ние и вычитание векторов и умно- 
'  жение их на действительные чис­

ла. По определению произведение 
г  аа =  аа вектора а на число а или

числа а на вектор а есть вектор, 
Рис. 2. длина которого равна|оа| =  |а|-|а|,

а направление совпадает с а, если 
а >  0, или противоположно а, если а < 0 .  При а =  0 
длина | а а | равна нулю и вектор а а превращается в нуле­
вой вектор (точку), не имеющий направления.

Вектор е называется единичным, если его длина равна Ц 
т. е. |е|= 1. Если Ь — ае и е— единичный вектор, то

‘) Отметим, что в данной книге сначала излагается скалярное 
произведение векторов, затем аналитическая геометрия прямой 
и плоскости и после этого в §§ 11— 13 излагаются понятия вектор­
ного и смешанного произведений векторов. При желании эти пара­
графы могут быть изложены непосредственно после $ 6.
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1*| =  |а|, потому что
| » |  =  | « | . | e | - | a | . l - | a | .

По определению векторы а, Ь , с, . . . ,  взятые в конеч­
ном числе, складываются по правилу замыкания цепочки 
этих векторов. Рис. 3 и 4 напоминают нам, как эго

делается. На рис. 5 показано, кроме того, как вычитаются 
векторы.

5.2. П р о е к ц и я  в е к т о р а .  Проекцией точки А на 
прямую L  (рис. 6) называется точка А', в которой

пересекаются прямая L  с плоскостью, перпендикулярной 
к L ,  проходящей через точку А.

Зададим направленную прямую L  (рис. 7) и вектор
а =  АВ. Проекцией вектора а =  АВ  на направленную пря­

мую L  называется вектор А 'В ',  где А', В '— соответственно 
проекции точек А, В  на L  (см. рис. 7).

Проекцию вектора а на направленную прямую Сбудем
обозначать символом npt  а.

При данной направленной прямой L  проекции А 'В '
любых векторов АВ  на L  лежат в L  и направлены, как L ,  
либо— в противоположную сторону.



Впрочем, если вектор АВ  нулевой или перпендикулярен 
к L ,  то его проекция на L  есть, очевидно, нулевой вектор, 
не имеющий направления.

Наряду с проекцией вектора а на направленную пря­
мую L ,  которая представляет собой вектор, введем еще 
новое понятие— числовую проекцию вектора а на направ­
ленную прямую L .  Это есть число, обозначаемое нами сим­
волом npt a (без стрелки) и определяемое следующим образом.

Числовой проекцией вектора а =  АВ на направленную
прямую L  называется произведение длины вектора а =  АВ  
на косинус угла <о между вектором а и направлением L :

npi a  =  | o | c o s ( a ,  L) =  | a | cos co  ( 0 < с о < л ) .  

Отметим следующие случаи: если а  =  0 или если <о =  ,

то прх а =  0; если а ф 0 и О < а < | ,  то числовая про­
екция положительна (пр£а > 0 )  и равна, очевидно, длине 

вектора А'В'\  np£a =  | /l£|coso) =  | А '& ' |; при этом cav 

вектор А 'В ' направлен так же, как L ;  если же а Ф Ъ  
и у  <  (о <  я, то числовая проекция отрицательна (пр, а <  0)

и равна, очевидно, длине вектора А 'В ',  взятой со знаком 
мину i

npi  а =  | АВ  | cos© =  — | А '&  \ =  —  | А 'В ' |,

при этом сам вектор А 'В ' направлен в сторону, противо­
положную L .

Справедливо очевидное равенство, выражающее связь 
между проекцией вектора а на направление L  и его чис­
ловой проекцией на L :

прАа =  епр£а.

Здесь е— единичный вектор, направленный, как L . 
Если векторы а и Ь лежат на направленной прямой L ,  

то их можно записать в виде
а =  ае, Ь =  Ре,

где е— единичный вектор, направленный так же, как L ,  
а а и Р — числа. Эти числа могут быть положительными, 
отрицательными или нулем.
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Справедливы очевидные равенства
а е ± р е  =  (а ± р )< ? , (1)

показывающие, что сложение и вычитание указанных век­
торов сводится к сложению или вычитанию соответствующих 
чисел а, р.
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5.3. С в о й с т в а  п р о е к ц и й  в е к т о р о в .  Числовые 
проекции векторов а, ft на данное направление L  обладают 
следующими свойствами:

пр/. о -f- npt  ft =  пр£ (а •+• ft), (2)
nPt (аа) =  апрда. (3)

Свойство (2) усматривается на рис. 8i

прд а +  прд ft =  А 'В ' +  В '£ '  =  А '6 1 =  пр£ с =  прд (а +  &). 

Но тогда
e n p i o  +  e n p t ft =  e n p ( a - f  ft),

откуда следует (2) (см. (1)).
Так как а =  (a — ft)4-ft (см. рис. 5), то

пр̂  (а— ft) +  пр* ft — прЛ a,

и, следовательно,
прдс — прЛй =  прд(а— ft). (2?)

Докажем (3). Считая, что угол между вектором а и направ­
лением L  равен со, имеем 

при а >  0:
прд (аа) =  | аа | cos со =  а | я  | cos © =  а прд а;



при О <  0!
прд (аа) =  | ал | cos (л— со) =  — о | а | cos (л — со) =«

=  a|a|cosco*=anpt a.

Ведь при о <  0 вектор а а направлен в сторону, противо­
положную направлению о, и если а образует с L  угол со, 
то аа образует с L  угол п — со.

При о =  0 левая и правая части (3) обращаются в нуль.
5.4. С к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в е к т о р о в .  

Назовем скалярным произведением двух векторов а и ft 
число (о, ft), равное произведению длин этих векторов, 
помноженному на косинус угла со между ними:

oft =  (a, ft) =  |a||ft|cos(a, ft) =  |a||ft|cosco. (4)

Очевидно, можно еще сказать, что скалярное произве­
дение векторов а и ft есть произведение длины вектора \ ft \ 
на числовую проекцию вектора а на направление Ь или 
произведение длины |а| на числовую проекцию Ь на направ­
ление а:

ab =  (a, ft) =  | а | пр„ & =  | & | прь а.

Скалярное произведение обладает свойствами!
(а, &) =  (£, а), (5)

(а, *  +  с) =  (а, &) +  («, с), (6)
(a, ab) = a(a, Ь). (7)

Равенство (5) непосредственно вытекает из определения 
скалярного произведения.

Равенство (6) доказывается так:
(a, ft +  с) =  | о | npe (ft +  с) =  | а | пра ft + 1 а | пра с =

=  (а, ft) +  (a, с).

Равенство (7) доказывается следующим образом:
(о, aft) =  | а | npa (aft) =  | a | a npe ft =  a (a, ft).

Из (6) и (7), учитывая (5), следует
(a +  ft, c) =  (a, с) +  (ft, с), (6')

(aa, ft) =  a (a , ft). (7 ')
П р и ме р  (из физики). Если тело под действием силы а 

передвинулось прямолинейно вдоль вектора ft, то работа W , 
выполненная силой а, как известно из физики, равна про­
изведению величины силы |а| на путь |ft| и еще на косинус
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угла между векторами а и ft:
W7 =  | а 11 ft | cos (а. ft).

Но тогда
W  =  ( в ,  ft),

т. е. указанная работа равна скалярному произведению 
векторов а и ft.

5.5. П р я м о у г о л ь н а я  система к оорди н ат .  
Теперь мы переходим к аналитическому описанию векторов 
и точек пространства— при помощи чисел. Введем в про­
странстве прямоугольную систему координат х, у, г , т. е. 
три взаимно перпендикулярные направленные прямые, про­
ходящие через некоторую точку О, называемые осями коор­
динат х, у, г  (рис. 9).
Предполагается, что для 
данной системы коорди­
нат выбран единичный 
отрезок, при помощи ко­
торого измеряются все 
прочие отрезки. Точка 
О называется началом 
координат.

Зададим произволь­
ную точку А трехмер­
ного пространства. На­
правленный отрезок О А 
называется радиус-век­
тором точки А. Радиус-вектор в свою очередь определяет
вектор а (а =  О А), который можно переносить в простран­
стве параллельно самому себе. Числовые проекции радиус- 
вектора а на оси х, у, г  обозначим соответственно х, у , г. 
Это координатыточки А\ при этом координата х  называется 
абсциссой, координата у — ординатой и координата г — ап­
пликатой точки А.

Между точками А пространства и их радиус-векторами 
ОА или, что все равно, тройками чисел (х, у, г), являю­
щимися координатами точки А или проекциями ОА на оси, 
имеется взаимно однозначное соответствие. В силу сказан­
ного не будет путаницы, если мы будем называть тройку 
чисел (х, у, г ) точкой А, имеющей эти числа своими коор­
динатами или радиус-вектором а, имеющим эти числа своими 
проекциями.



Мы будем писать а =  (х, у, г) и говорить, что а или 
(х, у, г) есть вектор, равный радиус-вектору точки А, 
имеющий координаты х, у, г . Но, конечно, можно считать, 
что вектор а равен какому-либо другому направленному
отрезку CD, равному О A (CD*=OA), т. е. имеющему то же
направление и ту же длину, что и ОА. В  этом случае 
проекции а на оси координат часто обозначают символами 
ах, а , аг и пишут а =  (ах, ау, аг).

Из определения вектора как направленного отрезка, 
который можно передвигать в пространстве параллельно 
самому себе, следует, что два вектора а =  (х,, уи г,) 
и b =  (xt , yt, г,) равны тогда и только тогда, если выпол­
няются одновременно равенства: x x =  x t , i/ ,=  yt, г , = г , .  
Справедливы равенства

(х, у, г) ±  (х\ у ', г ')  =  (дс ± х ' ,  у ±  у ', г  ±  г ') ,  (8) 
а(х,  у, г) =  (ах, а у, аг). (9)

Равенство (8) следует из того, что проекция суммы или 
разности векторов (на ось х  или у или г) равна сумме или 
разности проекций слагаемых.

Равенство же (9) следует из того, что проекция век­
тора аа (на ось х  или у или г) равна произведению а на 
проекцию а.

Обозначим через I ,  J , к  единичные (имеющие длину, 
равную 1) векторы, имеющие соответственно то же направ­
ление, что и оси х, у, г. Векторы i , j ,  k  называют ортами 
осей х, у, г .  Произвольный вектор (дс, у, г) может быть 
записан в виде

(х, у, z) =  x l  +  y j + z k .  (10)
В  самом деле,

1 - ( 1 ,  0, 0), У = (0 , 1, 0), fe =  (0, 0, 1).

Поэтому в силу (8) и (9)
x i  +  y j + z k  =  x (  1, 0 , 0) +  у(0,  1, 0) +  г (0 , 0 , 1) =

=  (х, 0, 0) ■+• (0, у, 0) +  (0, 0. г) =  (х, у, г).

Отметим равенства, имеющие место для скалярных про­
изведений ортов осей

a = j j = k k = \ ,  i j = i k = j k = o .

Пусть теперь а =  (х, у, г), Ь =  (х’, у\ г ') .  Тогда
ab =  (a, Ь) =  хх ' +  уу’ +  г г ' .  (11)
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В самом деле, на основании (6), (7), (6'), (7')

ab =  (x i +  y j+  zk) (x 'i +  y ' J + г ' k) =
=  x x ' i i  +  x y ' i j+ x z ' i k  +  y x 'J i +  y y 'J j +  yz’j k  +

+  z x 'k i +  z y 'k j  +  z z 'k k  =  xx ' +  yy' +  г г ' .

В частности, положив в этой формуле Ь =  а, получим, что 
| а |* =  аа =  х* ■+■ у* - f  г*,

откуда длина вектора а равна

\а\ =  +  Уг х> +  у1 +  г*.

Отсюда расстояние между точками а =  (х, у, г) и Ь =  
=  (х\ у ',  г ')  равно (рис. 10)

| АВ  | =  | Ъ - а  | =  +  V ( x ' -  х Г  +  (у' -  уУ +  ( г ' - г ) * .

Для дальнейшего будет важно подвести итог сказанному. 
Для этого введем несколько иное наименование координат. 
Именно, введем в пространстве пря­
моугольную систему координат х*. x it В  
х,. В  силу этого каждая точка прост- 
ранства представлена тройкой чисел \  "а

x  =  (xlf  х,, хг). и  а А
Эту точку мы обозначили жирной буквой Рис 
х  и назвали также вектором х  с компо­
нентами х,, х„ xa.

Мы доказали, что сложение и вычитание векторов и умно­
жение их на числа выражаются на языке троек (х1г х,, xt ) 
следующим образом:

(ДСц X,, Xs) ±  (Хц Х2, Хз) =
=  (х I ± х [ ,  x t ± x ’t, х „ ±  х'г), 

а (хи  х„ х,) =  (<хх„ ад:,, аде,). i

Скалярное произведение векторов х  =  (xit x it х,) и х ’ =  
*= (х[, х ', x i) выражается через координаты векторов х  
и дг! по формуле

^  = (jf» X  ) =  XlXi -f-XtX% -f- XfXf. (13)

Длина вектора x  =  (x*, x it x t) есть неотрицательное число, 
равное

| * l =  K x i +  xJ +  xJ. (14)
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Наконец, расстояние между точками х  =  (х0 x t, дгэ) и х ’ =*
— (К , х\, X;) равно

| х  — х '  I =  V (Х\— *,)» +  (лг;— дг,)* +  (дг,— Л-,)*. (15)

Реальное пространство, геометрию которого мы здесь 
изучали, называется трехмерным пространством, потому 
что его точки естественным образом представляются трой­
ками действительных чисел. Мы будем его обозначать 
через /?,.

Произвольную плоскость естественно обозначить че­
рез R v  В  /?, можно задать прямоугольную систему коор­
динат Х{, х ,, с помощью которой любую точку R ,  или ее 
радиус-вектор можно представить парой чисел (х,, *,). 
Операции сложения и вычитания и умножения на число для 
векторов, принадлежащих к плоскости, очевидно, подчи­
няются выведенным нами условиям (12), где в скобках 
надо только всюду выбросить третьи компоненты. Скаляр­
ное произведение векторов, принадлежащих к нашей пло­
скости, тоже выражается формулой (13), где в правой части 
надо выбросить третий член. То  же самое относится и к фор­
мулам (14) и (15).

Обобщением пространств /?, и /?, является простран­
ство R„, где п — произвольное натуральное число.

Пространство R n при п >  3 является математической 
выдумкой. Впрочем, весьма гениальной выдумкой, которая 
помогает математически разбираться в сложных явлениях.

З А Д А Ч И
1. Найти длину векторов ( I ,  1, 1), (1, — 1, 1), (1, 2, 3).
2. Найти угол между векторами ( I ,  0, 1), (1, 2, 3).
3. Дан единичный куб (с длиной ребра, равной I) . Найти угол 

между выходящими из его вершины: а) главной диагональю и диа­
гональю грани; б) между двумя диагоналями двух граней.

§ 6. л-мерное евклидово пространство.
Скалярное произведение

6.1. n-мерное п р о с т р а н с т в о .  Множество всевоз­
можных систем (*(, . . . , * „ )  действительных^к°мплексных) 
чисел называется п-мерным действительным (комплексным) 
пространством и обозначается через R n. Каждую систему 
мы будем обозначать одной (жирной) буквой без ин­
декса:



и называть точкой или вектором R n. Числа х и х„ 
называют координатами точки (вектора) х  или еще ком­
понентами вектора х .

Две точки
X  =  (Xf, •••! Хп), X  = ( j f t, • *• t хп)

считаются равными, если их соответствующие координаты 
равны

X j =  ЛС"/ ( /  =  1,  • • • ,  п).
В  других случаях х  и х '  различны (х Ф х ').

Системы (векторы) х  =  (дг4..........ха), у  =  (у{..............уя)
можно складывать, вычитать и умножать на числа а, 0, . . .  — 
действительные, если /?„ есть действительное пространство, 
и комплексные, если R n— комплексное пространство1).

По определению суммой векторов х  и у  называется 
вектор

* + У  =  ( х , + У о  * ,  +  </„ . . . .  ха +  уа), (1)
а разностью— вектор

X - y - ( X t — yt.......... Х а — у п ) .  (2)

Произведением же числа а на вектор х  или вектора х  
на число а называется вектор

а х =  ха  — (ах,, ахп).

Наконец, вектор — х  определяется равенством
~~ X  (— 1) X  — (— Х{, — ДГ|, . . . ,  — ХП).

Вводится еще понятие нулевого вектора, компоненты 
которого равны нулю: 0 =  (0, . . . ,  0).

Очевидно, выполняются свойства:
1) х  +  у = у  +  х ,
2) ( х + у )  +  г  =  х + ( у + г ) ,
3) х - у  =  х  +  (— 1)у,
4) а х  +  ау =  а ( х + у ) ,
5) а х  +  Рх  =  (а +  Р)дг,
6) о (Рх) =  (оф) х ,
7) 1 х  =  х ,
8) *  +  ( - * )  =  0,

где а, р —  числа, а х ,  у  £ R n.

*) О комплексных числах см. нашу книгу «Высшая математика. 
Дифференциальное и интегральное исчисление», § 5.3.
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Пространство Rn называется линейным пространством, 
потому что для него выполняются перечисленные выше 
свойства 1)— 8), см. ниже замечание 1.

Число (неотрицательное)

1 * 1 - 1 f  2  4  (3)
У * = i

называется длиной или нормой вектора х  =  (х{, . . . .  хп) 
в действительном пространстве /?„.

Расстояние между точками х  =  (х,, хп) и у  =>
«= (Ук •••. Уп) действительного пространства R n опреде­
ляется по формуле

I х —у  | =  | / "  2  {хк — у*)*- (4)

6.2. С к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в д е й с т в и ­
т е л ь н о м  п р о с т р а н с т в е  Rn. Скалярным произведе­
нием двух векторов х  =  (*,-, . . . .  *„) и у  =  (yt...........уп)
в действительном пространстве R n (числа x h yt действи­
тельные) называется число

{.х, y ) = j ? i x iyi . (5)
(= 1

Скалярное произведение в действительном простран­
стве Rn обладает свойствами:

а) (х , х ) > 0 ;  при этом равенство нулю имеет место 
тогда и только тогда, когда лг =  0 =  (0, 0),

б) (х , у)  =  (у, х) ,
в) (адг+ру ,  г )  =  а ( х ,  г)+ Р С У , г) .
В  самом деле,

(ж, х )  =■ 2  ^ > 0 ,
I -  *

и равенство может быть лишь, если х. — . . .  = х п =  0. 
Далее,

( * .  У)  = 2  Х/У / = 2  У /х /  = (У> х >
/ - 1 /*= i
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п

(а х +  ?>у, г ) =  2  (<**/ +  Ш  г/

=  « 2  -К/2/+Р 2  У/2/ =  «(■*“. * )  +  РСУ. г)./ = I / = !

6.3. С к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в к о м п л е к с н о м  
п р о с т р а н с т в е  /?„. Скалярным произведением двух векторов 
х — (*!, . ,  ж„) h j ) — (уи . . . ,  у„) в  комплексном пространстве R„ 
называется число

(*. »  =  2  х# !' <5') 
/= 1

где у /  есть комплексное число, сопряженное к числу y j  (по опреде­
лению, если г =  а + Р ( ,  где а и Р действительные, то 7 =  а — (Ji).

Скалярное произведение в комплексном пространстве обладает 
свойствами:

а') (х, Jt)S>0; при этом равенство нулю имеет место тогда и 
только тогда, когда лс=0 =  (0, . . . ,  0),

б') 0 Гу ) =  (у,х),
в ') (oue+pj», г) =  а ( х ,  z ) - f P ( > ,  г).
В  самом деле,

п п

(х, х)=  2  xixi  =  2  l*/l* Ss°*
/=1 /= 1

и равенство может быть, лишь если х* =  * * . = * „  =  0. Далее,

O
n __ \  п  _  п

£  xjv jj  =  .2  xjvj =  2  у м =1у > *)•

Здесь мы воспользовались свойствами операции сопряжения T -fT i =  
=  z +  z t и 2Z t= Z ‘Zi. Наконец,

П
(осх+Р>, г)=  2  (ад7 +  Ру/*У =

/ =«
П Л

=  “ 2  *>*/+Р 2  yjzj  =  a (x ’ *) +  PtV. «)• 
/=1 /=1

В  комплексном пространстве /?„ длина вектора х  определяется 
при помощи равенства

1* 1= l /  2  i*y i1= l ^  2  */*/> '  /= 1  > / =» t (3 ')



а расстояние между точками х  =  (м , х„) и =  ..........уп)
определяется при Помощи равенства

2 «о  
” i

Легко видеть, что при действительных ху, y j  выражения (3) и (4) 
являются частными случаями выражений (3 ), (V).

Пространство R„ (действительное или комплексное), в котором 
введено понятие скалярного произведения по форИуле (5) (соответ­
ственно (5')), называется евклидовым пмерным пространством.

6.4. Н е р а в е н с т в а  Б у н я к о в с к о г о .  Для скаляр­
ного произведения в комплексном пространстве справед­
ливо неравенство (Буняковского1))

|(*. y)\<V{x, х) V (у, у). (6)
Докажем его только в действительном случае. В  са­

мом деле, для любого действительного числа а,
0 < ( х  +  Ху, х + Ь у )  =

=.(*, х )  + Ь(у,  х )  + к ( х ,  у )  + М(у, У)~
=  (х ,  х )  +  2 ( х , у ) Ь  +  (у,  > ) Х * - а  +  2М. +  сХ*,

где а =  (дг, дг), Ь=*(х ,  у ) ,  о=*(у,  у) .  Мы видим, что квад­
ратный многочлен

а +  2Ь\ +  сХ* >  0 (— о о < Х < о о )

неотрицателен для любого действительного 'К. Поэтому весь 
его график лежит выше оси X, а это может быть, только 
если дискриминант многочлена отрицателен или равен 
нулю, т. е. если Ь*— ас^О или Ь*^.ас, и мы получили 
неравенство Буняковского (6).

На языке компонент векторов х  и у  неравенство (6) 
можно записать так:

Таким образом, каковы бы ни были действительные 
числа дСу, у/, выполняется неравенство (7).

В  силу (3) неравенство Буняковского можно написать
ТЭК Г

К*. >)1<|*П.У1-
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») В . я .  Буняковский (1804— 1889)— русский математик.



Но тогда существует и притом единственное число Я,, 
удовлетворяющее неравенствам — для кото­
рого имеет место точное равенство

(х , J0 =  *.|jr||.y|.
Отметим, что на [0, я ] функция cosf имеет однозначную 
строго убывающую обратную функцию, с областью значе­
ний на [ — 1, 1]. Поэтому для каждого А, (—  
существует единственный угол со (0 < с о < я )  такой, что 
A, =  cosco. Таким образом, мы доказали равенство

(х , .у) Ч  х  | М  cos со. (8)
Число м называется углом между п-мерными векторами 
х  и у ,  хотя на самом деле при п >  3 векторы х  и у  
являются вовсе не реальными отрезками, а математичес­
кими абстракциями.

Векторы х  и у  называются ортогональными, если ска­
лярное их произведение равно нулю

П

(* . у)  =■ 2  */У/=0-

Из (8) следует, что для того, чтобы ненулевые век­
торы х  и у  были ортогональными, необходимо и доста­
точно, чтобы угол между ними со =  я/2.

6.5. Н е р а в е н с т в о  М и н к о в с к о г о .  Отметим важ­
ное неравенство (Минковского1))

I * + j 4 < | * | - H j 4 , (9)
или на языке компонент

у  %  й -  (10)
'  / а  1

Его можно доказать так:
|х +>1 *  =  ( х + > ,  х + у ) ~ ( х ,  х ) + 2 ( х ,  у)Л-(у,  у). 

Используя неравенство Буняковского (6), имеем 

+  x) +  2 V ( x ,  x ) V ( y ,  у)  +  (у,  у)  =
=  (К(дг, х)  +  У"(у, у ) ) \  

откуда следует (9). Из (9) следует неравенство
________________  l l * l - l . y l l < l * - . v l ,  (И)

*) Г .  Минковский (1864— 1909)— немецкий математик.
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потому что
|д:| =  |х _ _ у + > г | < | х - у  \ +  \у\, 
\У I =  \У— *  +  х | <  | х - у  | + 1х |.

Задача.  Найти угол между векторами (1, 0, 1, 0),
(1 , 1, 1. О-

З а ме ч а н и е  1. Произвольное множество Е ,  состоя­
щее из элементов х ,  у ,  г ,  . . .  любой природы, называ­
ется линейным пространством, если существует закон, 
в силу которого для любых двух элементов х ,  у £ Е  
определены элементы х + у £ Е  и х —у £ Е ,  называемые 
соответственно суммой, разностью х  и у ,  и для любого 
действительного или комплексного числа а и элемента х  £ Е  
определен элемент а х  =  х а  £ Е ,  называемый произведе­
нием а на х  или х  на а, так что выполняются перечи­
сленные выше в этом параграфе свойства 1)—8), где
— х  =  (— 1) х ,  и 0 =  0х, V x £ E .

R n можно рассматривать как пример линейного про­
странства, но существуют и другие интересные примеры. 
Например, совокупность С непрерывных на отрезке [а, b1 
функций f ,  ф, ф, . . . .  если считать, что / +  <р, / — ф, a f  
определены соответственно как / (лг) +  ф(х), /(*) — ф(х), 
а/ (х), есть линейное пространство.

Линейное пространство с умножением его элементов 
на действительные (комплексные) числа называется дей­
ствительным (комплексным) линейным пространством.

З аме ч ан и е  2. Если в каком-либо линейном прост­
ранстве Е  каждым двум его элементам х ,  у  приведено 
в соответствие число (х ,  у),  удовлетворяющее сформули­
рованным выше свойствам а), б), в) в действительном 
случае и а'), б'), в') в комплексном случае, то говорят, что 
в Е  введено скалярное произведение.

Выше было дано определение л-мерного евклидова 
пространства— это пространство /?„, в котором опреде­
лено скалярное произведение по формулам соответственно 
(5) или (5').

§ 7. Отрезок. Деление отрезка в данном отношении

Зададим произвольные точки х ,  у  £ R „  и введем мно­
жество точек (векторов):

z  =  k x  +  py (К  ц ^ О ,  Я. +  ц =  1), (1)
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определяемых неотрицательными числами X, ц, сумма ко­
торых равна 1. Имеем

г  =  {\—  ц) д:-Нгу =  х  +  ц(.у— х )  ( 0 < ц < 1 )  (2)
или

х = у + Х ( х — у )  ( 0 < Х < 1 ) .  (2')

Из равенства (2) видно, что в трехмерном пространстве 
точки г  заполняют отрезок, соединяющий х  и у .  Ведь 
радиус-вектор г  есть сумма векто­
ра д: и вектора ц (у —лг), коллине- 
арного с у  — х  (рис. 11). Таким 
образом, множество точек (1) пред­
ставляет собой отрезок [ х ,  у ] в 
/?,, соединяющий точки х  и у .
При |л =  0 г  =  х ,  при Я =  0 г = у ,  
для любого X >  0 (ц =  1 — X >  0) г  
есть произвольная точка [ х ,  _у].

По определению отрезком [х, у \ ,  соединяющим точки 
х ,  У  € R„, называется множество всех точек г  вида (1). 
Справедлива

Т е о р е м а  1. Точка

z =  Xx +  \iy (X, ц > 0 ,  Х +  ц = 1 )

делит отрезок [х ,  у ] ,  соединяющий точки х ,  y £ R n на 
отрезки с длинами, находящимися в отношении ц : X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (2) следует, что г — х  =» 
а Ц(.У — х) ,  и потому расстояние между точками х  и г  
равно

\г— х\~\к\у— х\.  (3)

Далее, из (2') г — у  =  Х ( х — у),  и потому расстояние 
между точками г  и у  равно

\ г— у\ =  \ \ х — у\. (4)
Из (3) и (4) следует

\z-x\i\z—y\ = ii:\,
что и требовалось доказать.

Задача.  Требуется найти на отрезке [дг, у ] ,  соеди­
няющем точки х ,  y € R n, точку г ,  делящую этот отрезок 
в отношении р : q (р >  0, q >  0).



Р ешение .  Возьмем числа

у Ч Р
~ p + q '  ^ ~ p + q ‘
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Они удовлетворяют свойствам Я., ц ^ О ,  Х +  ц=*1, ц/Х =и 
=  plq. Поэтому на основании теоремы 1 искомая точка

. (5)

Ее координаты г  =  (ги г п) выражаются через коор­
динаты X  =»(Х„ х„), y  =  (yt, уп) при ПОМОЩИ 
равенств

• / - д а  0 - 1 .......... ">• «

В частности, середина отрезка получается при p*=q*= 1, 
т. е. X =  ц =  1/2.

Отметим, что, как доказывается в механике, точка г ,  
определяемая равенством (5) или (5'), есть центр тяжести 
системы точек х  и у ,  в которых сконцентрированы массы 
соответственно q и р.

Отметим, что в /?, множество точек

г = \х +  \иу, Х +  ц = 1 ,

где X н.ц любого знака, представляет собой прямую, про­
ходящую через точки х  и у . Это видно из равенства (2').

В пространстве же R n (п >  3) это множество назы­
вают прямой по определению.

П ример  1. Найти координаты центра тяжести сис­
темы материальных точек х к =  (х?, х$, х*) соответственно 
с массами рк (* =  1, . . . ,  Af). Применяя формулы (5') для 
точек х 1, х г, найдем центр тяжести г х точек лг1 и х 3. 
Затем находим центр тяжести г*  точек г 1 и X s соответ­
ственно с массами pt -f- pt и pt. Продолжая этот про­
цесс на (М — 1)-м шаге, получаем



§ 8. Прямая линия

Понятие прямой является первичным в геометрии. Из 
аксиом геометрии мы знаем, что через две точки проходит 
единственная прямая и через точку, лежащую на данной 
прямой, можно провести единственную прямую, перпен­
дикулярную данной.

В плоскости зададим прямоугольную систему коорди­
нат х, у и прямую L ,  не параллельную оси у (рис. 12).

S 8. ПРЯМАЯ ЛИНИЯ g3

Из школьного курса мы знаем, что уравнение прямой L  
имеет вид

y =  kx +  l,  (1)

где £ =  tg a  и а — угол, образованный прямой L  о поло­
жительным направлением оси х, а /— ордината точки пере­
сечения L  с осью у (1 =  0 В).

Когда говорят, что уравнение (1) есть урав«ение пря­
мой L ,  этим хотят выразить, что L  есть геометрическое 
место точек, координаты которых (х, у) удовлетворяют 
уравнению (1). Справедливость этого утверждения легко 
усмотреть из рис. 12. Точка А есть произвольная (теку­
щая) точка прямой L ,  имеющая координаты (х, у), ВС =э 
=  х, АС =  у — 1 и

* = t g a = ^ ,  ( Г )

откуда следует (1). Обратно, равенство (1) эквивалентно 
равенству ( Г )  а последнее выражает, очевидно, тот факт, 
что точка (х, у) лежит на прямой L .  На рис. 12 угол а 
острый. В случае тупого угла а можно провести подоб­
ные рассуждения.
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Зададим уравнение

Ах -f- B y  -|- С — О, (2 )

где А, В , С— заданные числа и к тому же А и В  одно­
временно не равны нулю.

Если В Ф  0, то уравнение (2) можно записать в сле­
дующем виде;

в виде (1). Так как уравнения (2) и (2') эквивалентны — 
любая точка (х, у), удовлетворяющая одному из них, удов-

Это тоже уравнение прямой, но только параллельной оси у. 
Именно, это есть геометрическое место точек (х, у), абс­
циссы х которых равны одному и тому же числу а. На 
рис. 13 изображена такая прямая при а >  0.

Из сказанного следует, что уравнение (2), где А, В , 
С— заданные числа и при этом А и В  одновременно не 
равны нулю, есть уравнение некоторой прямой. П р н В ^ О  
эта прямая не параллельна оси у. В частности, при А =  
=  0 она параллельна оси х (у =  — С/В). В  случае же, 
если В  — 0, то она параллельна оси у. Отметим, что ось х 
имеет, очевидно, уравнение у =  0, а ось у имеет уравне­
ние х =  0.

Уравнение (2) называется уравнением прямой в общем 
виде. Любая прямая, как угодно расположенная по отно-

(2 ' )

или, полагая
ь — __ _ i  =  — -к в ' в

У
летворяет и другому,— то равенство 
(2) при В Ф 0 есть уравнение пря­
мой, наклоненной к положительно­
му направлению оси х под углом а, 
тангенс которого равен — / l/5 (tg a  =  
=  — А/В), и пересекающей ось у  в 
точке, имеющей ординату — С/В (I =  
=  — С/В). При В  =  0 уравнение (2) 
принимает вид

О с *а\ х
Рис. 13. или

Лх +  С =  0 (Аф  0!),

х =  а (а — — С/А).
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шению к системе координат, может быть описана уравне­
нием вида (2) при подходящих постоянных числах А, В, 
С. Подчеркнем, что числа А и В в уравнении (2) прямой 
одновременно не равны нулю. Отметим, что число k в 
уравнении (1) называют угловым коэффициентом прямой.

Решим несколько важных задач.
З а д а ч а  1. Написать уравнение прямой с угловым 

коэффициентом, равным числу k, проходящей через задан­
ную точку (хв, уп).

Р е ш е н и е .  Прямая о угловым коэффициентом k име­
ет вид

y = kx +  l, (3)

где I может быть любым числом. Так как точка (х0, у0) 
должна находиться на данной прямой, то должно выпол­
няться равенство

y„ = kxt +  l. (4)
Вычитая (4) из (3), получим искомое уравнение

У—Уо =  Ь (х—х0) (5)
прямой, проходящей через точку (х0, у^  с угловым коэф­
фициентом k.

З а д а ч а  2. Написать уравнение прямой, проходящей 
через заданные две точки (*,, у,) и (xj, yt). Предпола­
гается, что эти точки разные.

Р е ш е н и е .  Пусть ххФ х х. Тогда, очевидно, искомая 
прямая не параллельна оси у и потому может быть запи­
сана в виде

y —yi = k (x — xJ), (6)
где k — некоторое число. Уравнение (6) уже выражает, 
что прямая проходит через точку (х{, у^. Чтобы она про­
ходила также через точку (х„ yt), надо чтобы выполня­
лось равенство

У\ — =  * (* !— *i)- (7)
Деля (6) на (7) (т. е. деля левую часть (6) на левую 
часть (7), а правую часть (6) на правую часть (7)), полу­
чим

у»—у\ *»—ч  v '
Это и есть уравнение прямой, проходящей через точки 

(*i. tfi) и (х„ yt).



З а м е ч а н и е  1. Могло случиться, что ух— «/, =  0, 
тогда формально мы получили бы равенство

y—yj x—xt
0 =  x , - x t '

Несмотря на бессмысленность этого равенства, так пишут —
считают удобным. Если освобо­
диться от знаменателей, то по­
лучим верное равенство
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У—Ух =  0-
X  —  Х\

ИЛИ

У = Уи (9)
Случай xt = xt = c приводит к 
решению х = с.

З а д а ч а  3. Найти угол <о 
Рис 14 между прямыми

у =  y = k-tx +  li.
•

Р е ш е н и е .  Имеем kt =  tg а (, kt =  tg а ,, где at, а,- — 
соответственно углы, образованные данными прямыми о 
положительным направлением оси х. Имеем (рис. 14)

t g » - l g ( » , - < » , ) -  - f S f e .  С°)

и мы получили формулу угла между прямыми.
Случай 1+Л,Л$ =  0 или

kr k-t -------1 (11)
выражает условие перпендикулярности прямых. Условие 
парсиглельности прямых (tg to =  0), запишется так

kt =  kt. ( 12)

Зададим уравнение прямой в общем виде;

Ах+ В у +  С = 0. (2)

При АФО, В Ф  0, СФ  0 уравнение (2) можно записать 
в форме

* + * - '  ( « - т . » - = г ) -  т
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Уравнение (13) называется уравнением прямой в отрезках. 
Эта прямая пересекает ось х (прямую у =  0) в точке (а, 0) 
и ось у в точке (0, Ъ).

Если прямая, удовлетворяющая уравнению (2), прохо­
дит через точку (х°, у0), то

Уравнение (15) называется уравнением прямой, проходя­
щей через точку (лс®, у0).

Если ввести в рассмотрение векторы N = (А,В), р =  
=(х, у), р° =  (*®, «/*), то левую часть (15) можно рассмат­
ривать как скалярное произведение вектора N  на вектор 
р —р°. Поэтому уравнение (15) в векторной форме имеет

Вектор р —р° принадлежит прямой L (рис. 15). Таким 
образом, из (15') видно, что вектор N*=(A, В) ортогонален

(перпендикулярен) данной прямой, и тем самым мы выяс­
нили геометрический смысл коэффициентов А и В. 

Рассмотрим две прямые

Так как векторы N, = (At , Вг) и Л^ =  (/4,, Bt) перпенди­
кулярны к прямым (16) и (17) соответственно, то угол <р 
между прямыми (16) и (17) равен углу между векторами 

и N , (рис. 16). Угол ф можно вычислить по формуле

Ах° By0 +  С = 0. 
Вычитая (14) из (2), получим

А (х -х ° )  +  В(у-у> ) =  0.

(14)

(15)

вид
(15')Л Г (р -рв) =  0.

Ук Ьу Ц,

Рис. 15. Рис. 16.

А^х +  Bty ■+■ Cj —0 (i'l)»
А, х ■+• Bty +  С, =  0 (L,).

(16)
(17)
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З а м е ч а н и е  2. Если <р— угол между прямыми, то 
я — ф также является углом между этими прямыми. Число 
(18) может быть положительным и отрицательным. Одно 
из них соответствует углу ф, а другое—углу я — ф.

Из (18) получаем условие перпендикулярности Lt u L t
(ф =  j ,  соэф =  о ) I

AtA, + BtB, =  0. (19)

Если прямые Lt и L, параллельны, то векторы Nt и N, 
коллинеарны и /V, =  kN2, где Я— некоторое действительное

число. Отсюда условие парал­
лельности прямых выражается 
равенством

Пусть дана произвольная 
прямая L в прямоугольной 
системе координат (рис. 17), 
не проходящая через начало 
координат, и пусть а  — вектор, 
выходящий из начала коор­
динат и перпендикулярный 
к прямой L с концом, ле­

жащим на прямой. Вектор а полностью определяет пря­
мую L (через конец вектора а проходит единственная 
прямая, перпендикулярная к нему). Пусть р есть длина а 
(р = \а |), v =  (cosa, cosP) есть единичный вектор, направ­
ленный в ту же сторону, что и а . Здесь а , Р— углы 
между а  (или v) и соответственно положительным направ­
лением оси х и оси у, cos*a +  cos, P =  1 (cos р =  sin a). 
Обозначим через р =  (х, у) радиус-вектор произвольной 
(текущей) точки прямой L. Проекция вектора р на единич­
ный вектор V, очевидно, равна р, т. е. скалярное произ­
ведение радиус-вектора произвольной точки р прямой L 
на вектор v равно р:

(P. v) =  | v |пр vp =  р. (21)

Итак, мы получили векторное уравнение L, потому что, 
и обратно, если радиус-вектор точки удовлетворяет урав­
нению (21), то точка лежит на L (точка, не лежащая на L, 
имеет проекцию на v, отличную от р).



Если прямая L проходит через начало координат, то 
ее уравнение можно записать тоже в виде (21), где v — 
единичный перпендикулярный к ней вектор и р = 0.

В координатной форме уравнение (21) имеет вид
xcosa-|-i/co sfi =  p ( р >  0) (21')

или
x c o sa  +  r / s ina =  p ( р >  0). (2Г)

Уравнение (2Г) (или (2Г)) называется уравнением прямой 
в нормальном виде.

Если прямая L задана общим уравнением
Ах +  By -+• С = 0,

то его можно привести к нормальному виду, умножив на 
число

М = ±  1 / / Л ’ +  £ г, (22)

где надо выбрать знак, противоположный знаку С (р — 
=  — М С ^О ). Число М называется нормирующим мно­
жителем. Так как

(МА)* +  (МВ)*= 1,
то существует и притом единственный угол а , удовлетво­
ряющий неравенствам 0 <  a  <  2л, для которого

AM =  cosa , M 5 =  s in a . (23)

В результате мы получаем уравнение (21), гдер =  — МС^О. 
Отметим еще раз, что число р равно расстоянию от на­
чала координат до прямой.

З а д а ч а  4. Найти расстояние d от точки до прямой L, 
определяемой уравнением

Ах+ В у +  С = 0. (24)

Р е ш е н и е .  Пусть
(P. V)— р =  0 (25)

есть нормальное уравнение прямой (24). Таким образом,
если СФ  0, то р (р >  0) есть длина вектора ОР, опущен­
ного из начала координат О на L (перпендикулярно к L),
а v — единичный вектор, направленный как ОР (р = \ОР|,
v =  ОР/р (рис. 18)). Пусть р — (х, у) есть радиус-вектор 
произвольной точки L. Тогда, очевидно, чтобы найти рас-
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З а м е ч а н и е  2. Если <р—угол между прямыми, то 
л — ф также является углом между этими прямыми. Число 
(18) может быть положительным и отрицательным. Одно 
из них соответствует углу ф, а другое— углу я —ф.

Из (18) получаем условие перпендикулярности и Lt
(ф  =  - j ,  созф =  0 ) I

Л Л  +  Я,Я, =  0. (19)

Если прямые L( и Z., параллельны, то векторы и N, 
коллинеарны и =  Ш 2, где к —некоторое действительное

число. Отсюда условие парал­
лельности прямых выражается 
равенством

А _ | 1 .  (20)

Пусть дана произвольная 
прямая L в прямоугольной 
системе координат (рис. 17), 
не проходящая через начало 
координат, и пусть а  — вектор, 
выходящий из начала коор­
динат и перпендикулярный 
к прямой L с концом, ле­

жащим на прямой. Вектор а полностью определяет пря­
мую L (через конец вектора а проходит единственная 
прямая, перпендикулярная к нему). Пусть р есть длина а 
(/> =  |а |) ,  v =  (cosa, cosP) есть единичный вектор, направ­
ленный в ту же сторону, что и а. Здесь а , р — углы 
между а  (или v) и соответственно положительным направ­
лением оси х и оси у\ co s* a+ co s* P =  1 (cosР =  sin a). 
Обозначим через р = (х, у) радиус-вектор произвольной 
(текущей) точки прямой L. Проекция вектора р на единич­
ный вектор V, очевидно, равна р, т. е. скалярное произ­
ведение радиус-вектора произвольной точки р прямой L 
на вектор v равно р:

(P. v) =  | v | n p vp =  p. (21)

Итак, мы получили векторное уравнение L, потому что, 
и обратно, если радиус-вектор точки удовлетворяет урав­
нению (21), то точка лежит на L (точка, не лежащая на L, 

^ имеет проекцию на v, отличную от р).



Если прямая L проходит через начало координат, то 
ее уравнение можно записать тоже в виде (21), где v — 
единичный перпендикулярный к ней вектор и р — 0.

В координатной форме уравнение (21) имеет вид
Jccosa +  |/cosP =  p (/>> 0) (2Г)

или
AfCOSa +  y s i n a  =  p (/>> 0). (2Г)

Уравнение (21') (или (2Г)) называется уравнением прямой 
в нормальном виде.

Если прямая L задана общим уравнением
Ах +  By +  С =  0,

то его можно привести к нормальному виду, умножив на 
число

М = ±  MV А '+  В \  (22)

где надо выбрать знак, противоположный знаку С (р =  
=  — М С ^О ). Число М называется нормирующим мно­
жителем. Так как

(AM)* +  (M £)*=1,
то существует и притом единственный угол а , удовлетво­
ряющий неравенствам 0 < ! а < 2 л ,  для которого

AM =  cos a , MB =  sin а . (23)

В результате мы получаем уравнение (21), где р =  — МС^О. 
Отметим еще раз, что число р равно расстоянию от на­
чала координат до прямой.

З а д а ч а  4. Найти расстояние d от точки до прямой L, 
определяемой уравнением

А х+ В у +  С = 0. (24)

Р е ш е н и е .  Пусть
(р, V)—р =  0 (25)

есть нормальное уравнение прямой (24). Таким образом»
если С Ф  0, то р (р >  0) есть длина вектора ОР, опущен­
ного из начала координат О на L (перпендикулярно к L),
а v —единичный вектор, направленный как OP (p = \jOP|,
\ - O P lp  (рис. 18)). Пусть р =  (х, у) есть радиус-вектор 
произвольной точки L. Тогда, очевидно, чтобы найти рас­
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стояние от точки Q*, имеющей радиус-вектор р° =  (х®, у°) 
до L, надо спроектировать вектор р —р° на направление 
вектора v и взять абсолютную величину проекции:
d =  |npv (p— р°)| =  |( р — р», v ) | =

=  | (р. V) — (р°. V) I =  | р — (р°, V)| =  |(p°, V) — р\. 
Мы получили формулу

d =  |(p (, v)— р |. (26)
Таким образом, чтобы получить расстояние d, надо 

привести уравнение (24) к нормальному виду, перенести р
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в левую часть, подставить в левую часть вместо х, у со­
ответствующие координат и х°, у0 точки Q® и взять абсо­
лютную величину полученного выражения.

На языке коэффициентов А, В, С равенство (26) вы­
глядит так:

d =  | Ах? + Ву« +  С \/У  А*+В*. (26')

При С =  0 формула (26), а следовательно и (26'), оста­
ется тоже верной. В этом случае р — 0, v —один из двух 
единичных векторов, перпендикулярных к L (рис. 19). 
Теперь
d  =  | n p v ( p — р " ) | =  | ( р —  р», v ) | =  | (p . V )— (р», V )| =  |(р ° ,  v ) |  

или
d =  I Ах* +  By' \/V  А* +  В \  

т. е. формула (26-) верна при С =  0.

З а м е ч а н и е  3. Из ряс. 18 видно, что: а) если начало О и 
точка Q® находятся по одну сторону от L, то угол между v и



о —р" оотрыЛ и d =  p — (p°, v): б) если же О и <?« находятся по 
разн ы е стороны от L, то угол между р — рв и v тупой н d =  (р°, v) — р.

З а д а ч а  5. Найти расстояние от точки (1, 1) до прямой
2* +  K 5 j/ - K 5 = 0 .

§ 9. Уравнение плоскости

9.1.. У р а в н е н и е  п л о с к о с т и  в н о р м а л ь н о м  
в ид е .  В пространстве Rs, где введена прямоугольная 
система координат х, у, г, зададим вектор а, выпущен­
ный из начала О. Через конец а проведем плоскость П 
перпендикулярно к а (рис. 20). Произвольную (текущую) 
точку плоскости II обозначим через <? =  (*, у, г). Буква р 
обозначает радиус-вектор точки Q.

Пусть р = \а \—длина вектора а и
v =  (cosa, cosP, cosy)

— единичный вектор, направленный в ту же сторону, что и а. 
Здесь а , р, у — углы, образуемые вектором v соответст­
венно с положительными нап­
равлениями осей х, у, г. Про­
екция любой точки Q £ П на 
вектор v есть, очевидно, ве­
личина постоянная, рав­
ная р:

(p. v) =  p (Р>0).  (1)
Уравнение (1) имеет смысл 
и при р =  0. В этом случае 
плоскость П проходит через 
начало координат О (я =  0) 
и v —единичный вектор, вы­
пущенный из О перпендику­
лярно к П, неважно в каком направлении, т. е. вектор v 
определяется с точностью до знака. Уравнение (1) есть 
уравнение плоскости П в векторной форме. В координатах 
оно записывается так:

x c o s a - fy c o s P - f^ c o s y  =  /? ( р >  0) (Г)
и называется уравнением плоскости в нормальном виде.

9.2. У р а в н е н и е  п л о с к о с т и  в о б щ е м  виде .  
Если уравнение (Г) умножить на какое-либо не равное
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нулю число, то получим эквивалентное ему уравнение виде 
Ax + By +  Cz +  D =  0, (2)

определяющее ту же плоскость. Здесь числа А, В, С не равны 
нулю одновременно. Уравнение (2), где числа А, В, С не 
все равны нулю, называется уравнением плоскости 
в общем виде.

Произвольное уравнение вида (2), где числа А, В, С 
одновременно не равны нулю, можно привести к нормаль­
ному виду, умножив его на число

М =  ±  1 /V  А' +В* +  С*,
где знак берется противоположным знаку числа D. Тогда 
число р — —MD будет неотрицательным, а уравнение (2) 
преобразуется в следующее, ему эквивалентное,

МАх +  МВу +  МСг = р (р ^ О ) . (3)
Здесь

(М А)* +  (MB)* +  (AfC)1 =  1.

Это показывает, что вектор
v =  (AM, MB, МС) 

единичный (| v | =  1). Его проекции на оси координат равны 
M.4 =  cosa, Mfi =  CosP, AfC =  cosy,

где a , р, у —углы, образованные вектором v соответст­
венно с положительными направлениями осей х, у, г. 
В силу введенных обозначений уравнение (3) имеет вид

x c o s a - f  i/co sP -f zcosy  =  p (p^s 0), (3')

г. e. мы получили уравнение плоскости (2) в нормальном 
виде.

Если задано уравнение плоскости в общем виде (2) и 
надо узнать ее расположение относительно системы коор­
динат, то достаточно уравнение (2) привести к нормальному 
виду, умножив его на нормирующий множитель М.

Из самого же уравнения (2) без каких-либо вычислений 
можно заключить только следующие два факта: 1) если
0  =  0, то плоскость проходит через начало координат, 
а если О ф  0, то она не проходит через начало координат; 
2) вектор N —(A, В, С) перпендикулярен плоскости, ведь 
он коллинеарен единичному вектору \  = (МА, МВ, МС) — 
=  MN, перпендикулярному к данной плоскости.



§9. УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ 63

Уравнение
Ax + By + D = 0 (4)

есть частный случай уравнения (2). В плоскости (х, у) 
уравнение (4) определяет прямую, а в пространстве (*, у, г) 
оно есть уравнение плоскости П, перпендикулярной к ко­
ординатной плоскости (х, у) и проходящей через эту пря­
мую. Какова бы ни была точка (дс, у, г), принадлежащая 
к плоскости П, ее координаты х, у удовлетворяют урав­
нению (4) независимо от того, какую она имеет третью 
координату г. Уравнение

Ax-\-D = 0 ( Л ^ О )  (5)

есть частный случай уравнения (4).
Его можно записать еще в виде

х = С (С = — D/A). (5')

Уравнение (5') в пространстве (х, 
у, г) есть геометрическое место то­
чек (х, у, г), имеющих первую ко­
ординату, равную числу С. Koop- p1IC 21. 
динаты же у, г могут быть любыми.
Ясно, что (5') определяет плоскость, параллельную коор­
динатной плоскости (у, г) (или перпендикулярную оси л:).

9.3. У р а в н е н и е  п л о с к о с т и  в о т р е з к а  х. Если 
числа А, В, С, D не равны нулю, то уравнение (2) можно 
записать так:

1 + Т + Г 1' (б)
где а — — D/A, b — — D/В, с =  — D/C.

Уравнение (6) называется уравнением плоскости в от­
резках. Эта плоскость (рис. 21) пересекает ось х  в точке 
(а, 0, 0), ось у —в точке (0, Ь, 0), ось г —в точке (0, 0, с). 
По уравнению (6) легко представить себе расположение 
плоскости относительно системы координат.

9.4. У р а в н е н и е  п л о с к о с т и ,  п р о х о д я щ е й  
ч е р е з  т о ч к у .  Если точка (дс0, «/,, г.) лежит на плоско­
сти (2), то ее координаты удовлетворяют уравнению (2):

Ахи +  Ву0 СгЛ +  D =  0. (7)
Вычитая (7) из (2), патучим

А (х—х9) + В (у—Уа) + С (г—г„) =  0. (8)



Уравнение (8) называется уравнением плоскости, проходя­
щей через точку (х„, yt , г„). В векторной форме уравне­
ние (8) имеет вид

ЛГ(Р — Р°) =  0, (8')

где N, р, р° — векторы, определяемые равенствами

N = (A , В, С), р =  (х, у, г), р° =  (хв, у9, г9).

Здесь N — вектор, перпендикулярный к плоскости (2), 
р —радиус-вектор текущей ее точки, р°— радиус-вектор 
заданной ее точки. Так как вектор р —р°, приложенный 
к точке (х0, ув, г0), принадлежит плоскости (2), то ра­
венство (8) говорит о том, что вектор N  ортогонален 
плоскости (2), что мы установили ранее из других сообра­
жений.

9.5. У р а в н е н и е  п л о с к о с т и ,  п р о х о д я щ е й  че­
р е з  т р и  т о ч к и .  Даны три точки

(Xit yit г,), (дг„ ylt zt), (х„ у3, гз),

не лежащие на одной прямой. Требуется написать урав­
нение плоскости, проходящей через эти три точки. Из гео­
метрии известно, что такая плоскость существует и един­
ственная. Так как она проходит через точку (хи yt, z j ,  
то ее уравнение имеет вид

А (х—х,) +  Я( у —ух) + С (г— г ,) = 0 ,  (9)

где А, В, С одновременно не равны нулю. Так как она 
проходит еще через точки (xt , yt, г,), (х„ уя, г,), то должны 
выполняться условия

A(xt — +  У !)+ С (г ,—г()= 0 , \
хх) + В(у3— yt) +  C(z3— г{)=*0. I

Составим однородную линейную систему уравнений отно­
сительно неизвестных и, v, wi
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(х — x ju  + (y — «/,)& + (г —г,)о» =  О, 
(х ,—xt) и - f  (yt — y j  v +  (г ,— г,) w =  О, 
(х ,— х,) о +  (yt —yt) v +  (г, — z j  w =  0.

(11)

Здесь (х, у, г) есть произвольная точка, удовлетворяющая 
уравнению плоскости (9). В силу (9) и (10) системе (11) 
удовлетворяет нетривиальный вектор N=*(A, В, С), по-
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этому определитель этой системы равен нулю

X,— xt 
* * — *1

=  0. (12)
У — Ух г  — г,

У»— Ух гг ~ г, 
у»—yt гз~ г 1

Мы получили уравнение вида (9), т. е. уравнение плоско­
сти, в чем легко убедиться, разложив полученный опре­
делитель по элементам первой строки. При этом эта пло­
скость проходит через точки (х0 yt, г,), (х,, yt, г,), 
(дг3, у3, г,), что вытекает из свойств определителя. Наша 
задача решена.

можно ещеУравнение 
виде:

( 12) написать и в следующем

У
Vi
У,
У»

г

= 0. (13)

Если из первой, третьей и четвертой строк определителя 
в (13) вычесть вторую строку, то он не изменится. Раз­
лагая результат по элементам четвертого столбца, получим 
уравнение (12).

9.6. У г о л  м е ж д у  д в у м я  п л о с к о с т я м и .  Зада­
дим две плоскости

А х -f- By 4* Cz -+- D = 0 ,
A 'x+ B 'y+ C 'z  +  D' =0. (14)

Мы знаем, что векторы # = ( Л ,  В, С) и ЛГ =  (Л \  В', С') 
перпендикулярны соответственно данным плоскостям, по­
этому угол ф между N  и ЛГ равен углу (двугранному) 
между данными плоскостями. Но скалярное произведение

NN' =  | W11 ЛГ | cos ф,
поэтому

N N ' А А ' +  В В ' +  С С '
С О Э ф  !

(15)
Достаточно считать, что О ^ ф ^ я .

Отметим, что две пересекающиеся плоскости на самом 
деле образуют два двугранных угла ф, и ф,. Их сумма 
равна л (ф, +  ф, =  я), а их косинусы равны по абсолютной 
величине, но отличаются знаками (cos ф1 = — cos ф,). Если

*  Я. С. Бугроо, С. М. Н икольские
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заменить в первом уравнении (14) числа А, В , С соответ­
ственно на числа — А, — В, — С, то полученное уравне­
ние будет определять ту же плоскость, но угол ф в (15) 
заменится на я —ф.

Две плоскости (14) перпендикулярны тогда и только 
тогда, когда cos ф =  0, т. е.

AW' =  АА ' + ВВ' + С С ' = 0. (16)
Две плоскости (14) параллельны тогда и только тогда, 
когда (перпендикулярные к ним) векторы N  и N' колли- 
неарны, т. е. выполняются условия пропорциональности

-  =  - = 4  (17)А, в, -qT • [Ч)
Если дополнительно к этому выполняются расширенные 

условия пропорциональности
^ ® __ £___ £_ /|о \

А’ ~  В ' -  С ' “  D' » ' 10;

то это говорит о том, что плоскости (14) совпадают, т. е. 
оба уравнения (14) определяют одну и ту же плоскость.

Хотя на нуль делить нельзя, но удобно писать симво­
лические пропорции (17) или (18) с нулями в знаменате­
лях. Но тогда, если, например, В' =  0, то надо считать, 
что и В = 0. Или если D '=  0, то D = 0.

П р и м е р  1. Уравнения
2лг+4«/ +  1 = 0 ,

* + 2 у  +  5 =  0
определяют пару параллельных плоскостей, а урав­
нения

2х +  4у +  2 = 0, 
х +  2у+  1 = 0

— пару совпадающих плоскостей.
9.7. Р а с с т о я н и е  от  т о ч к и  д о  п л о с к о с т и .  

Требуется найти расстояние от точки (дг„, у0, z0) = Q° до 
плоскости П, определяемой уравнением

Ax+ B y + Cz + D = 0.
Для этого приведем уравнение П к нормальному виду| 

(р, v) =  p ( р > 0).
Здесь р =  (х, у, г)— радиус-вектор текущей точки Q пло­
скости П, р—длина перпендикуляра а к П, выпущенного
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из нулевой точки, и v —единичный вектор, направленный
как а. Из рис. 22 видно, что разность р —р° радиус-век­
тора произвольной точки Q =  (x, у, г) плоскости П и ра- 
диус-вектора точки Q® =  (*,, у0, г0) есть такой вектор, что

абсолютная величина его проекции на v равна искомому 
расстоянию d от Q° = (xe, yt , г,) до III

d =  |( p —р°, v) |,
но

(Р —  р°, v) =  (p, v) —  (р°, v) =  p  —  (р°, V). 

Следовательно, 
d =  |(p°, v)—р |.

Мы видим, что, для того чтобы вычислить расстояние d 
от точки Q° до плоскости П, надо записать уравнение 
плоскости П в нормальном виде, перенести р в левую 
часть и подставить в последнюю (*„, у0, г0) вместо (х, у , г).

Абсолютная величина полученного выражения и есть 
искомое число d.

На языке параметров плоскости, очевидно,
d =  | Ах, +  Ву„ +  Czb +  D +

Л егко видеть, что если точка Q° и начало координат находятся 
по разные стороны от плоскости П (как на рис. 22), то вектор 
р — р° образует с v тупой угол, и поэтому

<*=•— (Р — Р°, v) =  (p°, \ ) — р >  0.
Если же точка Q• и начало координат находятся по одну сторону 
от П , то указанный угол острый, и тогда

d = ( p — р°, v) = /> — (р°, v) > 0 .
Следовательно, в первом случае (р°, v) >  р, а во втором (р°, v) <  р.

3*
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П р и м е р  2. Расстояние d от точки (1, 1, 1) до плос­
кости П

х +  2 у +• г =  3
равно

w =  | * ± 2 j/ ± £ - 3 |  ____ 1 _
| V 1 + 4 + 1  1 ,-1 , , У  6 *

В данном случае точка (1, 1, 1) и начало координат находятся 
по разные стороны от плоскости П, так как М >  0 и

I-* +  2 y +  z — у- i ,  z _i  =  1 > 0 .

ЗАДАЧИ
1. Привести уравнения плоскостей

х — y + i  =  2, 2х— у - \ - У  20 г =  10
к нормальному виду.

2. Найти угол между плоскостями
* + У + * = 1  и у = 0 ;
X — y +  Z =  2 и Х +  0 +  2 =  3.

3. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 
(0, 0, 1), (1, 0. 1), ( 1 . 1 ,  0).

4. Написать уравнение шаровой поверхности с центром в начале 
координат, касающейся плоскости 2х— б^- f  7г =  2.

§ 10. Прямая в пространстве

10.1. У р а в н е н и я  п р я м о й  в к а н о н и ч е с к о м  
в иде .  Рассмотрим в пространстве произвольную прямую L.

Отметим на ней точку (дг0, у„, г0), 
определяющую радиус, вектор 
Р° =  (*о> Уо» го) и лежащий на 
ней вектор а =  (а*, аг, аг)=£ 0, 
приложенный к точке ф° =  (дг0, 
у„, г„) (рис. 23). Произвольную 
текущую точку прямой L обоз­
начим через Q =  (дс, у, г) и ее ра­
диус-вектор через р =  (дс, у, г). 
Вектор р—р° можно записать 
в виде р— р° =  /а , где / — не­
которое число (скаляр). Если 
действительная переменная t 

пробегает интервал (— оо , оо), то конец вектора р =  
=  р" +  /а  пробегает всю прямую L. Поэтому говорят, 
что равенство

р—р° = t a  (—оо <  / < оо) ( 1)



есть векторное уравнение прямой, проходящей через точку 
Q° = ( x у„, г0) и направленной в сторону вектора а.

На языке координат уравнение (1) распадается на три 
уравнения:
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х— хо =  / а „ '
у— yt = tav ( П
z— z, = tat . •

Исключая из них параметр t, получим уравнения прямой 
(систему из двух уравнений)

** 1 I *1Н — *0 (Г)°1 <*« а з ’

где числа а,, аг, а, одновременно не равны нулю. Урав­
нения (Г) называются уравнениями прямой в каноническом 
виде.

З а м е ч а н и е .  Может случиться, что одно или два из 
чисел о,, аг, а3 равно нулю. Тогда все же принято писать 
равенства (Г) о нулем или двумя нулями в знаменателях. 
Такая запись становится тогда символической, но она 
удобна.

П р и м е р  1. Уравнения
х — \ _ у — 2 _ _ г — 3 -  /лч--- ---------- --- ------- Г  (2)

определяют прямую в пространстве, проходящую через 
точку (1, 2, 3) в направлении вектора ( 1 , 0 ,  2).

Эти уравнения можно заменить на следующие им экви­
валентные:

у — 2 =  0 - (л:— 1), 2{х— 1) =  г —3,
т. е.

У  =  2, г =  2лг+1. (2')

Таким образом, рассматриваемая прямая есть пересечение 
двух плоскостей, определяемых уравнениями (2'). 

П р и м е р  2. Уравнения прямой
X— 1 у — 2 г — 3

1 — 0 ** 0 • ’ •

эквивалентны следующим:
у — 2 =  0, г — 3 =  0.
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10.2. Р а с п о л о ж е н и е  д в у х  п л о с к о с т е й .  Пусть 
ааданы уравнения двух плоскостей

Ах By -4- Cz D — 0, (3)
A'x +  B'y +  C‘ 2 +  D' =  0. (4)

Если коэффициенты первого из них соответственно про­
порциональны коэффициентам второго (А:В:С= А ':В ’:С'), 
то плоскости (3) и (4) параллельны или даже совпадают 
(при условии A iB iC iD =  А ':В ':С ':£)') (см. § 9, (17) и (18)). 
В противном случае плоскости (3) и (4) пересекаются по 
прямой. В этом случае один из определителей

и в 1 \А С 1 1В с  1
1»' fl'l* \А ' С ' | ’ |В' С ' |

не равен нулю. Для определенности будем считать, что 
первый

\ а > В' I ^

Тогда уравнения (3), (4) можно решить относительно х 
и у, и мы получим

х = аг + ц, \
У - P  ̂+  v, /  (6)

где а , р, ц, v— некоторые числа. Уравнения (6) эквива­
лентны следующим:

т

Мы видим, что при условш! (5) уравнения двух плос­
костей (3), (4) определяют прямую (7), т. е. геометриче­
ское место точек, координаты которых удовлетворяют 
уравнениям (3), (4). Она проходит через точку (ц, v, 0) 
и имеет направление вектора (а, р, 1). Числа а , р или 
одно из них могут быть равными нулю, тогда уравнения 
(7) будут иметь символический характер.

П р и м е р  3. Прямая, определяемая уравнениями х =  0, 
«/ =  0, есть, очевидно, координатная ось г. К этому ре­
зультату можно прийти и формально. Имеем

х = 0  г, у = 0 г,
откуда

* У_
О О -  1 »



т. е. мы получили уравнения прямой, проходящей через 
начало координат (0, 0, 0) в направлении вектора (0, 0, 1). 
Ясно, что эта прямая есть ось г.

П р и м е р  4. Найти угол между прямыми
«— *< _ У— У1 _ г—Ч /{ь

О! *l Cl ' W

' (9)

Векторы r 1 =  (a1, bt, ct), г ,  =  (а,, с,) лежат на 
наших прямых и, как мы условились, они приложены со­
ответственно к точкам (*(, у0  г,), (дс,, yt, г,). Поэтому 
угол ф между этими векторами и будет углом между пря­
мыми (8) и (9):

З А Д А Ч И
1. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

(2, — 1, 0) перпендикулярно к плоскости 2 х-\-г— 4у =  7.
2. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 

(1, — 1, 2) и перпендикулярной к прямой, определяемой уравнени­
ями 2 д с + 3 у = 1 , Здг— 1 = 1 .
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§ 11. Ориентация прямоугольных систем координат

11.1. Д в у м е р н а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т .  На рис. 
24 и 25 изображены системы координат дс, у. Онн раз­
личны—про них говорят, что они ориентированы проти­
воположно. В случае рис. 24 поворотом оси дс вокруг точки

JB

А

‘< 1
У

Рис. 24. Рис. 25.

О на угол л/2 можно совместить направление осей х и у, 
лишь если этот поворот совершить против часовой стрелки. 
В случае же рис. 25 этой цели можно достичь, лишь по­
ворачивая ось х по часовой стрелке. Невозможно систему



координат, изображенную на рнс. 24, передвигая ее в рас­
сматриваемой плоскости (I) как твердое тело, совместить 
с системой, изображенной на рнс. 25, так, чтобы направ­
ления соответствующих осей совпали.

На рио. 24, так же как на рис. 25, изображена пара 
неколлинеарных, выходящих из некоторой точки А векто­
ров о и ft. Передвигая эту пару как твердое тело в пло­
скости, достигнем того, чтобы точка А совпала с началом 
координат О. Поставим себе задачу путем вращения каж­
дого из векторов а  и ft вокруг точки О достигнуть того, 
чтобы вектор а принял направление оси х, а вектор ft 
оказался лежащим на оси у. При этом мы требуем, чтобы 
во время этого процесса векторы а  и ft все время нахо­
дились в рассматриваемой плоскости и чтобы угол между 
ними не был равен 0 и п. Очевидно, всегда можно достиг­
нуть этой цели. Вначале мы вращаем систему векторов а 
и ft как твердое тело около точки О до совпадения век­
тора о с положительным направлением оси х. Так как 
векторы а  и ft не коллинеарны, то вектор ft окажется 
в верхней или нижней полуплоскости. Затем вектор ft по­
ворачиваем на необходимый угол, чтобы он оказался на 
оси у, при этом не разрешается, чтобы вектор ft попадал 
на ось х. Поэтому может случиться, что направление век­
тора ft совпадает с направлением оси у (это возможно, 
когда вектор ft был в верхней полуплоскости) или же
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Рис. 26.

вектор Ь окажется направленным в сторону отрицатель­
ного направления оси у (см. рнс. 26, где показана дина­
мика процесса). В первом случае мы будем говорить, что 
пара векторов (о, ft) ориентирована как система коор­
динат х, у, а во втором, что пара (a, ft) ориентиро­
вана противоположно ориентации х, у.
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11.2. Т р е х м е р н а я  в и с т е м а  к о о р д и н а т .  Пря­
моугольные системы координат х, у, г в пространстве, 
изображенные на рис. 27 и 28, тоже различны. Рассматри­
вая систему координат рис. 27 как твердое тело, можно 
после соответствующего его передвижения совместить оси 
х и у обеих систем координат. Но положительное направ­
ление оси г первой системы не совпадает с положитель­
ным направлением оси г второй системы. Мы говорим, что

системы рио. 27 и 28 ориентированы противоположно. 
Система рис. 27 называется левой системой координат, 
а система рис. 28 — правой системой координат. Если 
винт с правой (левой) нарезкой ввинчивать по направле­
нию оси г, поворачивая его по стрелке рис. 28 (рис. 27), 
то он будет двигаться поступательно в этом направлении. 
Можно также распознавать систему координат по следую­
щему правилу. Если смотреть из какой-либо точки поло­
жительной полуоси Ог на положительную полуось Оу, 
то положительная полуось Ох может быть направлена 
влево или вправо. В первом случае система координат 
называется левой (рис. 27), а во втором—правой (рис. 28).

Векторы а, Ь, с называются компланарными, если они 
лежат в одной плоскости или же находятся в параллель­
ных плоскостях.

Возьмем систему некомпланарных векторов а. Ь, с, 
приложенных к некоторой точке А. Будем вращать в пло­
скости векторов а и Ь вектор Ь вокруг точки А до тех 
пор, пока Ь не окажется перпендикулярным а. Во время 
движения будем следить, чтобы угол между а и Ь все 
время не равнялся нулю и л. После этого будем вращать 
вектор с около А с целью придать ему направление, пер­
пендикулярное векторам а, Ь. При этом будем следить 
за тем, чтобы вектор с ни на один момент не совпал с

Рис. 27 Рис. 28.



плоскостью векторов а и Ь. В результате векторы а, Ь, 
с окажутся перпендикулярными. Теперь перенесем эту 
тройку как твердое тело в точку О и будем ее вращать 
вокруг точки О с целью, чтобы векторы а  и & получили 
соответственно направления осей х, у. Может оказаться 
два случая: 1) вектор с будет направлен как положитель­
ная ось г, 2) он будет направлен в противоположную сто­
рону. В первом случае будем говорить, что система век­
торов а, Ь, с ориентирована как система координат х, 
у, г, а во втором— она ориентирована противоположным 
образом (см. соответственно рис. 27 и 28).
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§ 12. Векторное произведение

12.1. Д в а  о п р е д е л е н и я  в е к т о р н о г о  п р о и з ­
в е д е н и я .  Зададим в некоторой прямоугольной системе 
координат трехмерного действительного пространства век­
торы

л =  (ах, av, аг), b =  (bx, by, bg) 
и назовем векторным произведением а и Ь вектор 
с =  а х &  =  [ах& ] =

=  (Я А  “  а * 1 +  ( а  А  —  а Л ) У  +  (а хЬу — а  A ) k  “
l  J  *

, av а , . (1)
С Ьу  b j

В качестве последнего члена этой цепи написан «обоб­
щенный определитель>, первая строка которого состоит 
из векторов i, J, k  (ортов системы координат). Во втором 
члене показано, как этот обобщенный определитель пони­
мать (определитель третьего порядка мы разлагаем по эле­
ментам первой строки так, как если бы I, J, k  были чис­
лами).

Очевидно, что [ а х (  —&)] =  — [ а х 6].
Векторное произведение векторов а и Ь можно также 

определить следующим образом:
1) если а  и Ь коллинеарны, то их векторное произве­

дение равно нулевому вектору;
2) если а и Ь не коллинеарны, то вектор с направлен 

перпендикулярно к а и Ъ и притом так, что система (а, Ь, с) 
ориентирована так же, как данная система координат. 
Длина же вектора с равна

| c | =» | a | | f t | s i n ( o  ( 0 < © < я ) ,  (2)
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где ю есть угол между а и ft, т. е. длина с равна пло­
щади параллелограмма, построенного на векторах а и ft 
(рис. 29).

Докажем эквивалентность сформулированных двух опре­
делений.

Если вектор с =  0, то из (I) следует, что компоненты 
векторов а  и ft пропорциональны

т. е. а и ft коллинеарны, но тогда векторное произведе­
ние и по второму определению равно нулевому вектору.

Обратно, если а  и ft коллинеарны, то по второму опреде­
лению a x f t  =  0. Так как компоненты векторов а  и ft при 
этом пропорциональны, то, согласно первому определению, 
с =  0.

Пусть теперь а и ft—неколлинеарные векторы и с — 
их векторное произведение согласно (1). Очевидно, что
(с, а) =  (аиЬг— ажЬу) ах + (агЬх—ахЬг) ау +

+  (ахЬу— а„Ьх) а, = 0

Итак вектор с перпендикулярен к а  и ft.
Докажем, что система векторов (a, ft. с) ориентирована 

так же, как система координат х, у, г. Будем непрерывно 
вращать векторы о и ft вокруг точки О, каждый раз 
вычисляя по ним вектор с, но так, чтобы все время а и 
ft были неколлинеарными. Но тогда вектор с все время 
будет ненулевым (сФ  0) и система (a, ft, с) все время бу­
дет некомпланарной. Совершим такие повороты, чтобы 
векторы а  и ft получили направления соответственно осей 
х и у, т. е. чтобы они имели вид a = * ( |a |,  0, 0), 
ft =  (0, 16 1, 0). Этого всегда можно достигнуть, потому 
что в данном случае плоскость векторов а , ft может вра­

Рис. 29

и аналогично
(С, f t)  =  0 .
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щаться в пространстве. Но тогда вектор с, вычисленный 
по формуле (1), имеет вид с —(0, О, | a | | f t | ) .  Мы видим, 
что векторы (а, ft, с) в последний момент нашего процесса 
ориентированы так же, как оси (х, у, г). Но тогда, согласно 
определению ориентации (см. § 11) и исходная система 
а, ft, с ориентирована так же, как система координат 
х, у, г.

Итак, векторное произведение c = a x f t ,  определенное 
по формуле (1), есть вектор, перпендикулярный к векто­
рам а  и ft и система векторов (о, ft, с) ориентирована 
так же, как рассматриваемая система координат х, у, г.

Нам еще надо доказать формулу (2). Пусть векторы 
а и Ь образуют о осями координат углы, соответственно 
равные а , р, у и а 4, р!, у*. Так как

ax =  |a |c o s a ,  aw =  |a |c o s P , az =  |a |c o s y ,  
ft, =  |f t |c o s a ',  =  | f tjco sp *, t ,  =  |f t |c o s y \

TO
I* =  (oybz atby)* +  (агЬх— ахЬгУ +  {ахЬу— ауЬхУ =

=  | a  |* | ft |* [(cos p cos y?—cos у cos P')* +
+ (cos у cos a  •— cos a  cos у ')* + (cos a  cos p ' — cos p cos a ') 1] =  

=  | a  |г | ft I* [(cos* a  +  cos* p +  cos* y) x  
X(cos*a' H-cos*p'-J- cos*yO —

— (cos a  cos a ' +  cos p cos P' +  cos у cos у ')*] =
=  | a  I* | ft I* [1 • 1 —cos* to] =  | a |* | ft |* sin*со,

где со— угол между векторами а и ft (cos со =  cos a  cos a ' -f- 
+  cos p cos P' +  cos у cos y').

Итак, мы доказали (2).
Таким образом, мы полностью доказали, что из опре­

деления векторного произведения по формуле (1) следует 
второе его определение.

Обратно, если вектор подчиняется второму определе­
нию, тогда он единственный, потому что может быть только 
один вектор, перпендикулярный к а  и ft, длина которого 
равна площади параллелограмма, построенного на a, ft. 
и притом такой, что система (a, ft, с) ориентирована так 
же, как система х, у, г. Но тогда это есть вектор с, 
определенный по формуле (1), потому что последний, как 
мы убедились, обладает указанными свойствами.

Отметим еще раз, что условие a x f t  =  0 есть необходи­
мое и достаточное условие коллинеарности векторов а и ft.
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12.2. Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  о п р е д е л и т е л я  
в т о р о г о  п о р я д к а .  Рассмотрим теперь специально два 
ненулевых плоских вектора

а =  (ах, av), Ь =  {Ьх, Ьу) (3)

в некоторой прямоугольной системе координат х, у 
(рис. 30, 31). Будем считать, что рассматриваемая пло­
скость находится в пространстве и добавим к осям х, у

перпендикулярную к ним ось г. Векторы а, Ь будут те­
перь иметь координаты

а = (ах, аи, 0), Ь = {Ь 
Векторное произведение их равно

а ,  а

"xt Ьи> 0).

a x b ** К Г ' (4)

где k —орт оси г. По определению векторного произве­
дения система (а, Ь, с) ориентирована, как система коор­
динат х, у, г. Поэтому, очевидно, если определитель

а* а„
Ья Ь„ I >  о.

то система векторов (о, b) должна быть ориентирована, 
как оси координат (х, у). Если же определитель

а* av <• о
'• 1

то система (а, Ь) ориентирована противоположно ориента­
ции х, у. На рис. 30 изображена первая ситуация распо­
ложения векторов (а, Ь), а на рис. 31— вторая. Мы знаем 
также, что площадь параллелограмма, построенного на
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векторах а  и ft, равна (см. (4))

I-
т. е. абсолютной величине определителя

Итак, мы доказали, что: 1) абсолютная величина опре­
делителя (5) равна площади параллелограмма, построенного 
на векторах а =■= (ах, a j  и b = (bx, Ьу)\ 2) знак определи­
теля (5) зависит от расположения этих векторов относительно 
прямоугольной системы координат х, у. Знаку +  соот­
ветствует система (а, ft), ориентированная, как х, у, а 
знаку — соответствует система (а, ft), ориентированная 
противоположным образом.

12.3. С в о й с т в а  в е к т о р н о г о  п р о и з в е д е н и я .  
Справедливы свойства

где а, ft, с — произвольные векторы, а —скаляр.
Если векторные произведения, входящие в равенства 

(6), (7), (8), выразить по формуле (1) через компоненты 
векторов

то легко получить эти равенства.
Формулы (6) и (7) легко следуют также из геометри­

ческих соображений. Пусть а  и ft— неколлинеарные век­
торы. Если в векторном произведении заменить местами 
а  и ft, то площадь параллелограмма, построенного на а 
и ft, и перпендикуляр к а  и ft не изменятся. Изменится 
лишь направление c =  a x f t  на противоположное, что вле­
чет изменение ориентации (a, ft, а х  ft).

Умножение на положительное число а  вектора ft уве­
личивает лишь в а раз площадь параллелограмма, построен­
ного на а  и ft, а направление векторного произведения 
останется прежним. Если же a  <  0, то

oxft = -  [ftxa], 
a х  (aft) =  a  [axft],

a x (ft +  c) =  [a x ft] +  fa x c],

. (6)
(7)
(8)

a (ax , a v , a t ), b = {bx , bu, Ьг), с — (cx , cu, ct ),

ax(aft) = ax(—|a|ft)=»|a|[ax(—ft)]=*
=» — |a|[axft] = a[axft].
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Заметим еще, что из (6) и (7) вледует также, что 
(аа) х  ft =  — [ft X (ал)] =» — a  [ft х  а ]  =  а  [а  х  ft].

П р и м е р  1. Определить угол А треугольника ABC 
с вершинами /1 =  (1, 2, 3), В =  (2, 2, 2), С « ( 1 ,  2, 4). 

Обозначим искомый угол через со. Таким образом, га
это угол между векторами АВ и АС. Из второго опреде­
ления векторного произведения имеем

sin со >

где /45 =  ( 1 , 0 , — 1), АС> 

АВ хА С  =

I A B X AC I 

АВ II А?1 '

(О, 0, 1), 
/ J *
1 О - 1  
О О 1

\ A B \ - V 2 , \ ЛС|  =  1, 

— J -

Отсюда
sin а  = 1 я

т *- Г ,  СО»
|3л 

: 4 *

Так как ВС*=(— 1,0,  2) и |В Г  |* =  5 >  | ЛС|* +  | I f i  |* «  
=  14-2 =  3, то необходимо взять ш =  Зя/4.

З а м е ч а н и е .  Если в треугольнике ABC угол А пря­
мой, то \ВС\* = ВС* = АС*-\-АВ*\ если А—тупой угол, то 
ВС*> АСг +  АВг\ если А— острый угол, то ВС* < АС* 4- 
4- АВ*.

П р и м е р  2 (из механики).
Пусть заданы две точки А и
В. К точке В приложена си­
ла, определенная вектором F.
Пусть а =  АВ. Моментом си­
лы F относительно точки А 
называется векторное произ­
ведение вектора а на вектор Fi

b = a x F

(см. рис. 32, AD=HC).
Вектор ft (момент силы F) перпендикулярен к векто­

рам а и F и имеет длину, равную площади параллело­
грамма, построенного на векторах а и F. Направление 
же вектора ft зависит от той прямоугольной системы 
координат, которая задана в этом вопросе.



На рис. 32 взята левая система координат. Направле­
ние Ь взято так, чтобы векторы a, F, Ь тоже образовали 
левую систему.

§ 13, Смешанное (векторно-скалярное) произведение

Векторно-скалярным (смешанным) произведением век­
торов а, Ь, с (в трехмерном действительном пространстве) 
называется скаляр, равный скалярному произведению век­
тора a x b  на вектор с:
( a x b ) c  = {ауЬг— агЬ,)сх + (агЬх— ахЬг)си +

so  I  IS. СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ

*Ь [ахЬ„ :
Оу аг
Ьу ьг
с„ с.

( 1)

В силу определения скалярного произведения 
(а х  Ь) с =  | а х  Ь | првхг,с =  (| а \ \ Ъ \ sin со) прох*с.

Поэтому можно еще, очевидно, сказать, что смешанное 
произведение (a x b ) c  равно объему параллелепипеда, по­
строенного на векторах а, Ь, с со знаком -t- или — 
в зависимости от того, будет ли система векторов а , Ь, с 
ориентирована как система координат х, у, г или противо­
положным образом. Отметим, что |пр„х&с|  равна высоте 
параллелепипеда.

Имеют место равенства
(axb)c  =  (cxa) b =  (bxc)a,  (2)

которые легко следуют из свойств определителя (1).
Если векторы а, Ь, с лежат в одной плоскости, то

( axb) c  =  О,

так как a x b  перпендикулярен вектору с. Обратно, если 
(axb)c  =  0, то вектор с перпендикулярен вектору a x b  
и, следовательно, лежит в плоскости векторов а и Ь или 
в плоскости, параллельной этой плоскости.

Таким образом, условие
(ахЬ )с  =  О

есть необходимое и достаточное условие компланарности 
трех векторов а, Ь, с.

П р и м е р  1. Найти условие принадлежности четырех 
точек к одной плоскости.



Пусть даны четыре точки (де7, у,, г,) ( / =  1, 2, 3, 4). 
Если эти точки лежат в одной плоскости, то векторы
A~At, А^Аг, AtA, также лежат в этой плоскости, и, сле­
довательно, их смешанное произведение равно нулю!
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(Л ,/4 ,х  AtAt) AtAt i
* » — * i  У г — У\ Ь — Zi 
Xi—Xi у» — yi Zt—Xi 
* t — *1 У* —  ?4  —  *1

Это и есть условие принадлежности четырех точек 
одной плоскости (ср. § 9, (12)).

§ 14. Линейно независимая система векторов

Зададим в Rn (действительном или комплексном) си­
стему из k векторов

(Is =  (&sl* • • • * ( S = l ,  • • *i  ^)* ( 1 )

По определению система (1) линейно независима, если из 
векторного равенства

X1a l +  M , +  . . . + М *  =  °» (2)
где Xt , Xt , \ к— числа (соответственно действительные 
или комплексные), следует, что

Xj =■ X, =  . . .  =  X* =  0.
Система векторов (1) называется линейно зависимой, если 
существуют числа X,, X,, . . . ,  X*, одновременно не равные 
нулю, для которых выполняется равенство (2). Если для 
определенности считать, что X* Ф  0, то из (2) следует, что

а А =  ц1а 1+ . . . + ц * _ 1а * -х, (3)
где

Г„.......... Зц *

Таким образом, если система из k векторов линейно зави­
сима, то один из них есть, как говорят, линейная ком­
бинация остальных, или, как еще говорят, зависит от 
остальных.

Так как все время будет идти речь о линейной зави­
симости, то термин линейный будем позволять себе иногда 
опускать. Будем также говорить зависимые или незави­
симые векторы вместо зависимая или независимая система 
векторов.



Один вектор а 1 тоже образует систему— линейно неза­
висимую, если ахФ  0, и зависимую, если а 1 =  0.

Если система векторов а 1, . . . ,  ак линейно независима, 
то любая часть этой системы в 1, . a s(s <  А) тем более 
линейно независима. Иначе нашлась бы нетривиальная 
система чисел . . . ,  \ s, для которой выполнялось бы 

XjO* hftt3 =  О,
k—s рая

/ “■ ч
но тогда для системы Xt , . . . ,  0, . . . ,  0, которая тоже 
нетривиальна, имело бы место

. . . - f  Х,д* +  0-а*+1+  . . .  +  0 а *  =  0.

Из сказанного следует, что если система векторов а \  . . .  ,as 
линейно зависима, то любая пополненная система

а 1, a 3, а г*1, . . . ,  ак

обладает тем же свойством. В частности, система векторов, 
содержащая в себе нулевой вектор, всегда линейно зависима. 

Составим матрицу, определяемую векторами системы (1):

1° i i  Qit • • • <Чп J 
• • • • • • •  I»

e *l аЬ» ••• акп О

Т е о р е м а  1. Если ранг A = k, т. е. ранг А равен 
числу векторов, то система (1) линейно независима.

Если же ранг А <  k, то система (1) линейно зависима. 
П р и м е р  1. Два вектора а 1 =  (аи , а 1з), a* = (ati,a tl) 

в действительном пространстве /?, образуют линейно не­
зависимую систему, если определитель

д  |вц
I оц а22 К

потому что векторное уравнение

Х1о 1 +  Х2а* =  0 (4)

эквивалентно двум уравнениям для соответствующих ком­
понент

о ,Л  +  а 21Ха= 0 ,  \
«12^1 +  =  0. /  '  }
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Но если ЬфО, то система (5) имеет единственное три­
виальное решение

К = К =  (6)

Если же Д =  0, то уравнениям (5) удовлетворяет некото­
рая нетривиальная система (Xj, X,), т. е. при Л=»0 система 
векторов а1, а1 линейно зависима.

Очевидно, сказать, что в действительном пространстве 
/?, векторы а 1 и а* коллинеарны или линейно зависимы — 
это все равно. Но тогда сказать, что векторы а1 и а* 
не коллинеарны или линейно не- ^ 
зависимы—это тоже все равно.

П р и м е р  2. Система векторов 
а 1, а \  а* (к^>3) в действи­
тельном пространстве R, всегда 
линейно зависима. Геометрически 
это ясно из рис. 33: если с — про- Рис. 33,
извольный вектор и а, Ь — неколли-
неарные векторы, то всегда можно указать такие числа А,, 
ц, что

Это показывает, что система а, Ь, с линейно зависима. 
Если же а  и Ь—коллинеарные векторы, то они линейно 
зависимы. Тем более линейно зависимы а, Ь, с.

По теореме 1, чтобы исследовать пару векторов а 1, 
а 1, мы должны записать матрицу из их координат

А = НOi ill
В даннном случае к =  2.

а) Если ранг Л=~ 1 < 2  =  6, то теорема утверждает, 
что векторы а 1, аг линейно зависимы.

б) Если же ранг А = 2 = к, то векторы а 1, а* линейно 
независимы.

Это совпадает с приведенными выводами, потому что 
в случае а) Д =  0 и б)

Тот факт, что три произвольных вектора а1, а2, а3 
в /?а линейно зависимы, тоже предусмотрен теоремой — ведь

ранг А <  2 <  3 = к.
П р и м е р  3. В трехмерном действительном простран­

стве R3 два вектора
а1 -  (ац, al t , д„), а* =  (а|Г, а „ , а„ )
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линейно зависимы тогда и только тогда, когда они кол­
линеарны.

В самом деле, пусть о1, а 2 коллинеарны. Если один 
из данных векторов нулевой, то они линейно зависимы. 
Если же а1 и а2 коллинеарны и не нулевые, то

о 1 =  ?.а2,
где X— некоторое число. Последнее означает, что а1, а3 
линейно зависимы.

Обратно, если а1, а2 линейно зависимы, то один из них 
зависит от другого, например

а 2 =  ц а \
т. е. векторы коллинеарны.

Если в этом случае рассмотреть матрицу
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1*1 Оц в« |
В 0,1 0« ««S'

то элементы строк матрицы пропорциональны, и поэтому 
ранг А — 1 < 2  = k,

т. е. наше утверждение согласуется с теоремой 1. 
П р и м е р  4. Рассмотрим теперь три вектора в /?„:

® = ( а п. ^lt> 1̂з)> 
fl2 =  (fljj, огг, atj), 
а’ = (а,„ а,2, о„).

Пусть
оц оц ви

А =  а11 О21 а23 .
а 3i Озг °зз

Векторному уравнению
Х,а‘ +  Х,а2 -f  Х,а3 =  0 (7)

эквивалентна система из трех уравнений

ai iK +  ачК  +  ач^з — О,
ОцХ, -f  ямХ, - f  а,,Х, =  О,
анК + а»К +  <*ггК = 0.

Если А^=0,  то система (7') имеет единственное три­
виальное решение X, =  X, =  X, =  0. Но тогда и уравнение (7) 
имеет единственное тривиальное решение и система векто­
ров о 1, а 2, а3 линейно независима.

(7')
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Если Д =  0, то система (Т), следовательно, и уравне­
ние (7) имеют нетривиальное решение (X.,, \ t, к„). Но тогда 
система векторов ( а \  а ’, а 3) линейно зависима. Но здесь 
можно различать детали:

1) Пусть ранг Л = 1 ,  где
|О ц аи в ц |
Г * 1 о** о »  .
!l°sl о» о**||

Тогда по крайней мере одна из строк А, пусть для опре­
деленности первая, имеет хотя бы один элемент, не рав­
ный нулю. Рассмотрим матрицу

(8)'■-III011 Оц flj.l
И*1 о*. О. sir

Она имеет ранг 1, поэтому все порождаемые ею опреде­
лители второго порядка равны нулю

|ац Oi*| _  |он Оц| _  |0„ 01*1
|o,f o**l "|о*( Он 1 1 о** 0*3 1

Но тогда, очевидно, компоненты векторов а1 и о* пропор­
циональны

0 * 1  _  агз __ 0*3 _  1  

Оц °1« Ои ’
т. е.

c711 =  o11X, я ,г =  аиХ, Oj, = al3K
или

аг =  Ха1.
Аналогично, учитывая, что в матрице 

А’ = \|о и Он 01*1
|!о*1 Оз* ОззИ

тоже все определители второго порядка равны нулю, по­
лучим, что

а 3 =  ц а 1,

где ц — некоторое число. Таким образом, в этом случае 
векторы а 1, а2, а3 коллинеарны.

2) Пусть теперь ранг А = 2. Тогда одна из матриц, со­
стоящих из двух строк матрицы А, имеет ранг 2. Пусть 
для определенности это есть матрица А' (см. (8)). На осно­
вании примера 3 векторы а 1 и а 1 линейно независимы. 
Но система а 1, а 1, а 3 зависима, т. е. для некоторой



нетривиальной тройки чисел (Xj, X,, X,)

Х ^  +  Х ^  +  Х ^ ^ О .
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'(9)

Здесь Х,«/=0, потому что иначе Х,а, +  Хаа , =  0 | и в силу 
независимости системы я 1, а2 было бы Х, =  Х, =  0. Но тогда 
равенство (9) можно разрешить относительно а3:

+  м-l =  — y j . цг =  — -ц.

Таким образом, если Д =  0, а ранг А '= 2 (см. (8)), то 
векторы а1 и а1 неколлинеарны, а вектор а 3 принадлежит 
к плоскости этих векторов.

Приведенные рассуждения не противоречат теореме 1 
В самом деле, если А =5^0, то ранг А = 3 = к и по тео 
реме 1 система векторов а 1, а*, а 3 линейно независима 
Если же А =  0, то ранг А <  3 и система векторов а1, а* 
а3 линейно зависима.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Векторное равен 
ство (2) эквивалентно следующим п уравнениям для ком 
понент векторов:

M i l  +  М я  +
Xjflu -f- Хга 22 -f

(2 ')

Пусть ранг A — k. Тогда, очевидно, k^Ln. Существует не 
равный нулю определитель к-то порядка, порождаемый 
матрицей А. Не ограничивая общности, можно считать, 
что это определитель из коэффициентов первых к уравне­
нии системы (2'):

Х,ап +  . . .  +  \ как1 =  О,

+  • • • +  Xкакк — 0, ( 

Ф 0.

( 10)

аи • • •

fllfc . . . Окк
Так как однородная система (10) имеет определитель, 

отличный от нуля, то она имеет только тривиальное ре­
шение:

X, =  X, > Л =о ,
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и система векторов (1) линейно независима. Утверждение 
теоремы в этом случае доказано.

Пусть теперь ранг A =  s < k .  Перенумеруем переменные к /  и 
коэффициенты aij системы (2') так, чтобы

aii • • • ati
ФО.

ai t  •* • агг

Тогда систему первых s уравнений можно записать так! 
ai t^ i + . ,  • +  at  iX, =  — а ,+j t jX, + j — , I • — a* iX*.

OuXi+

• • • -----iks+t— • • • —akikb< 'j

• • • +  t^s+t— • • • —e*A*- /
Если положить X, + i =  . . . = X *  =  l, то данную систему можно ре­
шить относительно Xj..........к ,.  В результате получим нетривиальное
решение

Х(, , м ,  Хц (11)

первых s уравнений (2 '). Теперь мы можем присоединить к этим * 
уравнениям любые другие k — s уравнений (2'), и полученная си­
стема все равно будет иметь найденную нетривиальную систему 
в качестве решения. Чтобы объяснить это утверждение, запишем 
формально систему (2 ') следующим образом:

Xi^ii +  n  • + Х *а*1+ Х *+ 1-0-|- , +Х„- 0=«0,  "J
....................................................................... } (2')
к 1<4л+ • # • +X *a*n +  ̂ * + i '0 + "  • • + Х „ -0 = 0 . )

Матрица из коэффициентов полученных уравнений все равно имеет 
ранг s, так же как и расширенная (справа нулями!) матрица. Пер­
вые * уравнений системы (2') удовлетворяются найденными числами 
Х|, . . . .  X* (см. (И )) и произвольными числами Хх......... Х„. На осно­
вании утверждения 2) § 4 (правила решения систем) числа Хх, . . . ,  Х„ 
удовлетворяют и остальным уравнениям системы (2'), т. е. числа 
Xt ..........X* (не все равные нулю) удовлетворяют остальным уравне­
ниям системы (2').

Таким образом, векторы а1, , , , ,  а*  линейно зависимы, и тео­
рема доказана и в этом случае.

§ 15. Линейные операторы

Зададим произвольную квадратную матрицу

1аи . . .  Ain |
( 1)

ап1 • • • апп !1
Матрицу А можно рассматривать как оператор, приводя­
щий в соответствие каждому вектору х  =  (xt .........xn)£ R n
вектор у  = (уи . . . ,  уп) £ Яп) компоненты которого вычис-
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ляются по формулам

й - « и * 1  + • • • + * * * .
• • •

' n̂f-*l *Ь • • • *Ь ^пп*п« .

(2 )

или, короче,

У/ =  2  Qi/Х/ 0  — 1 > • • •, л)- (2 )im 1
Говорят, что I-я координата вектора у  записывается с 
помощью f-й строки А. Этот оператор коротко будем запи­
сывать так:

у = Ах ( x , y £ R a). (2')
З а м е ч а н и е  1. Если ак1 и далее Ьк1— комплексные 

числа, то Rn надо считать комплексным пространством. 
Если же ак1, Ьк1 — действительные числа, то Rn может 
быть и действительным и комплексным пространством.

В случае одномерного пространства /?, векторы х  и 
у  суть числа, и оператор (2') превращается в функцию

У*=аих .
Оператор (2') линейный. Это значит, что он удовлет­

воряет условию
А (ъх + ?х') = аА х + flAx'

для любых векторов х , х ' £ R n и чисел а , р. В самом 
деле,

п п п

2  а „(ах, +  3 0  “ « 2  а,/*/ +  Р 2  ai/x'< («= 1. • • • ,  п).

Если матрицы А - \ а к,Ц и равны, т. е. имеют
равные соответствующие элементы akl =  Ьк1, то они опре­
деляют тождественно равные операторы:

Ах = Вх, V x £ R n. (3)
Обратно, из равенства (3) вытекает, что

Qkl~^kl (k* l = t̂ •••* я),
т. е. равенство матриц А и В (А =  В). В этом легко убе­
диться, если положить в (3)

лг =  х '  =  (0, О, 1, 0, . . . .  0),
где 1 стоит на l-м месте (/ =  1, п).



Таким образом, различным матрицам А соответствуют 
различные операторы—если две матрицы Ах и At отли­
чаются хотя бы одним элементом, то обязательно сущест­
вует вектор х ,  для которого

А ,х ф А %х.

Пусть, кроме А, задан еще другой оператор В, опре­
деляемый квадратной матрицей п-го порядка

в н ь „ | .

Каждому х  £ R n соответствует при помощи оператора А 
вектор у  £ к„, которому при помощи оператора В соот­
ветствует вектор г  с компонентами, вычисляемыми по фор­
мулам

П

2*= 2  ^*/У/ (Л*** 1, • • • • п)’|« |

В результате получим сложный линейный оператор

г  =  В А х  (х  € Я„), (4)
где

п п п п /  п \  п

гк “  2  ьк/У1 *= 2  2  я,у*/ = 2 ( 2  bkialt х f =  2  у*/*/
1 = 1  i s  I / =  1 / в  I \ f e l  /  ( « I

о матрицей В Т»у й. называемой произведением матриц В и А 
и обозначаемой так:

ВА = 1ук/\, (5)
где

П
Y*/= 2 Ьк1а„ (к, / = 1 ,  , , <,  л), (6)

т. е. чтобы получить элемент ук/ матрицы ВА (принадле­
жащий к ее fc-й строке и /-му столбцу), надо элементы 
fe-й строки матрицы В умножить на соответствующие эле­
менты j -го столбца матрицы А и результат сложить.

Определитель матрицы ВА равен произведению опре­
делителей матриц В и А:

\В А \ - \В \ \А \ .  (7)

Это свойство вытекает из формулы для произведения 
определителей (см. § 2, свойство к)).

5 IB. ЛИ Н ЕЙ Н Ы Е ОПЕРАТОРЫ 89



Пусть матрица оператора А (см. (1)) имеет определи­
тель, не равный нулю:

А =  I ак11 ^  0*
В этом случае (см. § 4, теорема 1) система уравнений (2), 
или, что все равно, операторное уравнение у  =» Ах  имеет 
единственное решение х  £ Rn при любом заданном у  £ /?„. 
При этом формулы, по которым находится х  для задан­
ного у  £ Rn, имеют вид

( / = 1 ..........л). (8)
1*1

Здесь
bJt =  At//& (в, / — I, . . . n )  (9)

(см. § 4, (3')), где Asj — алгебраическое дополнение эле­
мента as) в определителе А.

Впрочем, для нас сейчас важно только отметить, что 
числа b/s являются элементами матрицы

в НМ.
обладающей следующими замечательными свойствами:

ВАх = х  V x £ R n, (10)
А В у - у  Уу €  Rn- (И)

В самом деле, произвольный вектор х  £ R„ переходит 
посредством оператора А в некоторый вектор у ,  который 
переходит посредством оператора В обратно в лг. С дру­
гой стороны, каждому y £ R n соответствует при помощи 
оператора В (см. (8)) некоторый х  и притом такой, что 
Ах = у .

В равенстве (11) можно, очевидно, вместо у  поставить 
другую букву, поэтому мы получили тождества

ВАх = АВх = х , Ух.
Оператор х  = Ех (Ух £ R„) называется единичным опе­

ратором. Матрица, ему соответствующая, имеет вид
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и называется единичной. Мы доказали, что 
АВ = ВА = Е.
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Оператор В, обладающий этим свойством, называется обрат­
ным к оператору А и обозначается через А~*. Соответст­
венно его матрица называется обратной матрицей к мат­
рице А и обозначается тоже через А~1. Элементы матри­
цы А '1 находятся по элементам матрицы А с помощью 
формул (9).

Мы доказали, что если определитель \А \ квадратной 
матрицы А не равен нулю, то она имеет обратную мат­
рицу А "1. Для Л-1, таким образом, выполняются свойства

Если определитель матрицы А равен нулю (|/1 | =  0), 
то она не имеет обратной матрицы. Достаточно сказать, 
что уравнение у  =  Ах  имеет решение не для всякого у . 
Между тем свойство АА~ху  = у ,  если оно выполняется, 
утверждает, что каждому y£ R „  соответствует (при помощи 
оператора А~*) такой jr, что он есть решение уравнения 
у  =  Ах.

З а м е ч а н и е .  Операцию умножения матриц можно 
распространить и на неквадратные матрицы В и А, лишь 
бы число столбцов матрицы В совпадало с числом строк 
матрицы А. Тогда умножение матриц производим по фор­
мулам, подобным (6). Например, если

Произведение АВ в данном случае рассматривать 
нельзя, так как у матрицы А два столбца, а у матрицы В 
три строки.

Для квадратных матриц А и В произведения АВ и В А 
имеют смысл, но далеко не всегда АВ равно В А. Напри­
мер, если

A~lA = AA-' = E.

то

то

Т. е. АВ ф В А .



Легко проверить, что (АВ)С = А (ВС).
Если А— линейный оператор, то запись Ах  можно 

рассматривать как произведение матрицы А на одностолб­
цовую матрицу
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Пусть заданы линейные операторы А и В. Суммой их 
называется оператор Л 4- В, определяемый равенством

(Л +  А )х  =  Ах + Вх Vx£R„.
Очевидно, матрица оператора А ■+■ В совпадает с матрицей, 
равной сумме матриц операторов А и В.

Легко проверить, что
А(В + С)= АВ+ АС.

П р и м е р  1. Найти матрицу, обратную матрице
,1 2 0\

А =  о 1 1 .
\1 1 о /

Матрица А определяет линейный оператор у  — Ах, при­
водящий в соответствие каждому вектору х  =  (хи  х г, х3) 
вектор y  = (yt , уг, у3) при помощи равенств

</i =  х,-\- 2дг,, 
yt = x ,+  xt ,
*/, =  * ,+  X,.

Эти равенства можно рассматривать также как линей­
ную систему трех уравнений относительно неизвестных дг,, 
х г, х3. Определитель этой системы не равен нулю. Но тогда 
ее можно решить при любых заданных ylt уг, у3. В резуль­
тате получим равенства

*1 =  — Ух +  2У»>
х, = У{ — У
Xt = — y, +  y, +  v»,

определяющие оператор х  =  Л“ \у, обратный к оператору А. 
Матрица этого оператора

Это и есть матрица, обратная к матрице А.
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Элементы матрицы А~г можно получить путем вычисле­
нии по формулам (9).

Обозначим элементы обратной матрицы А~х через V  
Имеем Д = 1 ,  blt = A,„

1 11 
1 о — 1.

|0 1 
1 о =  1, А , - =  - 1 ,

Лп = -

Ац —

=о, л .= |!* ;|= о . аь— \\ * | - i .
2 01 
1 1 = 2, А » ~ 11 °1 

о 1 ■1. А„ =

Таким образом,

Ьц =  ^11 — 1» 
btl — А1г =  1,
Ь» 1 =  Alt =  1,

Итак,

Ь1г — Аи 0,
b2J =  Агг =  0,
Ь> 2 ~  А 23 =  1»

Ь\ а — Ац — 2,
=  А>2 =  1, 

b,s = A ,.=  1.

П р и м е р  2. Вычислить произведение матриц В А, где 
/1 0 К /2 0 0\

И •= о 1 2 ), 5 = 0 3 2 ;
\1 1 1 /  \2 1 —1/

Вычисление можно произвести по формулам (5), (6), 
но можно рассуждать и следующим образом.

Матрица А определяет оператор у  = Ах, приводящий 
в соответствие векторам * = (* ,,  хг, х3) векторы у = (у х, «/,, У») 
при помощи равенств

у, =  *, +  *„ 
у1 = х, +  2х„ 
y, = xt +  X2 + xt .

Матрица же В определяет оператор z  —By, приводя­
щий в соответствие векторам у  =  («/,, yt, ух) векторы г  =» 
= (^ t , г,, г,) при помощи равенств

«1 =  2 //„
**“ 30, +  2у„ 
г, =  2 ^  +  у, — yt .
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Но тогда оператор
z  =  В Ax  

определяется равенствами

* i - 2 f o  +  дс,) *=2xt +2дг„
г* -  3 (дс, +  2*,) +  2 (дс, - f  дс, +  дг,) =  2дс, +  5дг, +  8дс„
г, =  2 (дс,+  *,) +  (*, 4 -2дс,)— (*, +  *, +  * , ) -  дс, + 3 * ,.

Следовательно, произведение В А матриц В и А есть матрица

§ 16. Базисы в Rn

В пространстве Rn (действительном или комплексном) 
введем п векторов:

/ ‘ = ( 1 .  0......... 0), ’
/ ' = ( 0 , 1 , 0 ......... 0), I

/" =  (0, 0......... О, 1),

называемых ортами осей пространства Rn.
Осью хк пространства Rn называется множество точек

вида (0, . . . ,  0, хк, 0......... 0), где дс* стоит на k-м месте
и пробегает все действительные (комплексные) значении, 
а вектор /* называется ортом оси хк.

Если а  =  (дс,......... дс„) есть произвольный вектор (дей­
ствительный в действительном Rn или комплексный в 
комплексном Rn), то его можно, очевидно, записать в 
виде линейной комбинации из векторов (1) следующим об­
разом:

а  =  дс1/ , +  д с ,/* + ...+ д с я/ л. (2 )

Так как из равенства а  =  (дс,, х„) =  0 следует, что 
дс, =  . . .  =»*„=*(), то система ( / \  . . . ,  /") линейно независима.

Зададим произвольную систему из п линейно независи­
мых векторов

я 1 =  (ati, . . а1п),
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Как мы знаем (см. § 14, теорема 1), система (3) линейно 
независима, если определитель

••• ой

оп\
ФО. (4)

Если же А =  0, то система (3) линейно зависима. 
Согласно теореме 1 § 14 любые п 4-1 векторов в про­

странстве Rn линейно зависимы, так как ранг матрицы из 
компонент этих векторов не превышает п. Поэтому, если 
а =  (дс,, х„)— произвольный вектор и система векто­
ров (3) линейно независима (Д=/=0), то система векторов 
а1, . . •» ап% о  линейно зависима, т. е. существуют числа 
X,, . . . ,  Х„, Хп+1, одновременно не равные нулю, такие, что

Х,Д1 ■+■ • • • + Х ва '' +  Х(|+1а  =  0,

где Хл+1 0 (иначе система (3) была бы линейно зависи­
мой). Отсюда

а = 2  х ’ка л, (5)к = 1
где х’„ = ~ **- (k=  1, . . . ,  я). Выразим сумму (5) через

7̂1+1
орты ik (см. (2))i

а = 2 4 ( 2  ак111) =  2  ( 2  akix^  I'-V = 1 /  I = 1 1 /
С другой стороны, по (2)

а = 2 Х.1
/ = 1

В силу линейной независимости системы / \  . . . ,  /" коэф* 
фициенты при одинаковых векторах i l должны быть равны

* , « 2 а „ *  ( / = 1 .........п). (6)

Таким образом, если компоненты х, вектора а по си­
стеме / \  1п известны, то компоненты хк этого вектора 
по системе а 1, ап находятся из (6) и притом единст­
венным образом, так как определитель системы (6) есть

Мы доказали, что, какова бы ни была линейно неэависи- 
мая система векторов а 1, . . . ,  а",  любой вектор a £ R n
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можно разложить по этой системе, т. е. представить 
в виде суммы (5), где х[, х’п—некоторые числа, опре­
деляемые из (6) и притом единственным образом.

В этом смысле систему векторов а 1, . . . ,  а" называют 
базисом в R„, желая этим сказать, что любой вектор a £ R n 
можно представить в виде линейной комбинации (5) из этих 
векторов и притом единственным образом. Мы доказали, 
что произвольная линейно независимая система из п век­
торов в Rn есть базис в R„.

Линейно независимая система из т векторов

®1 = = (а 1 1 » • • • *  a im' a t,m+U  • • • *  ° 1 л)>

^ (̂ «П» •••• ®лтп1 «• + !• •••*
где т <  п, не есть базис в Rn. В самом деле, ранг мат­
рицы компонент этих векторов равен т. Будем считать, 
что первые т столбцов этой матрицы образуют опреде­
литель, не равный нулю. Расширим эту матрицу, приписав 
к ней внизу строку

а т+1 =  (0......... О, 1, 0, 0),
где 1 стоит на (m-f- 1)-м месте. Расширенная матрица имеет 
ранг т + 1 ,  и, следовательно, система векторов а', . . .  
. . . ,  ат, ат+1 линейно независима. Но тогда вектор am+l 
не может быть линейной комбинацией из векторов системы
а 1......... а га, и эта система не есть базис в Rn.

Обозначим через
\ац aU • • • <Чп II

• • • • • •
1 oBf ®и ••• апп J

матрицу векторов (а1, . . . ,  а") *).
Переход от базиса (/*, . . . .  t n) к базису (а1....... ....  осущест­

вляется при помощи матрицы А:
П

а* =  ^  aksl* (^ =  1, •••» л ), (7)
I т |

т. е. вектор о* выражается через векторы 1‘ с помощью fc-й’строки 
матрицы А. Обратный переход от (в1, . . . ,  а") к (f1........1п) про­
исходит при помощи обратной матрицы А~1 (см. § 15, (9))

п
Is я  ^  bS[Q̂ (s — 1, • •«| п), (8)

’•1
*) Хотя ниже текст дан мелким шрифтом, ознакомьтесь с ним. 

На (9) мы ссылаемся в § 17.



элементы которой вычисляются по формулам =  где А1г —
адъюнкт элемента ats в определителе Д (обратим внимание, что эле­
мент b,i, принадлежащий 's-й строке и /-му столбцу, выражается 
через адъюнкт А[г элемента а[г, принадлежащего /-й строке и s-му 
столбцу). Отметим еще, что

а = 2  x 'ia ‘ = 2  x>ts=s 2  хг 2  bs‘a ‘ = 2 ^ 2  ьч х ‘
1 = 1  5 = 1 l o t  I я  1 / = I \ S  = I

откуда
n

*i =  2  b*‘x*< (9)

т. e. переход от координат (дг̂ , хп) к (дг|, хh) происходит 
при помощи матрицы (см. § 3)

(И-‘)' =  (И')-».
Из (9) видно, что xt выражается через .................. с помощью

I-то столбца матрицы А ~ 1 или l-й строки матрицы \А~'1) ',  транспо­
нированной к /4~V

Далее по формуле (6) 
л

**= 2  аЧх ’1 (S=I..........Ы1
видно, что переход от (х[, . . . .  х„) к (х{, . . . .  х„) совершается при 
помощи матрицы А' транспонированной к А, т. е. xs выражается 
через х[, . . . ,  х'п с помощью s-й строки матрицы А' или s-ro столбца 
матрицы А.

З а м е ч а н и е .  В § 15 было установлено, что произвольная 
квадратная матрица

aii ••• ai n \
....................... J (10)

ап1 • • •  апп

определяет линейный оператор у  =  Ах (х  £  R„, У £  /?„), задавае­
мый по формулам

п
й=* 2 5*/1/  (k= l....... ")• (ll)i =i

Но имеет место и обратное утверждение: каков бы ни был линейный 
оператор у  =  А х  (х £  /?„, у  £  Rn), он определяется некоторой 
матрицей (10) так, что вектор у  =  А х  вычисляется по вектору х  по 
формулам (11).

В самом деле, пусть задан произвольный линейный оператор 
У =  Ах (х  £  Rn, у  £  R„). Обозначим образы ортов 1г при его помощи 
следующим образом:

П
 ̂(f*) =  (ai*> Ojj. •••• an t)~  2  (s= l> •••! n)’

^  Я. С  Бугров, С. М. Никольский
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Тогда в силу линейности А любой вектор

х =  х , 2  х,13 
.«= I

отображается при помощи А в вектор у ,  определяемый равенствами

у  =  А х = А [  £  *sl ‘ ) =  Щ * 'А (!■*)

- s  « . i  « » . '* -  i ( i  «* .*Д5 = 1 k = - 1 k ~  1 \S = 1 • /
откуда следует, что к-я компонента у  определяется по формуле (11). 
Таким образом, оператор А порождает матрицу (10), у которой

в столбцах стоят координаты образов 
Ч и  базисных векторов (ортов) при помощн

оператора А.
А(Л

Mi0 П р и м е р  1. Найти матрицу
линейного оператора (преобразова­
ния) А, заключающегося в поворо- 
те векторов плоскости /?,, выходя-

Рис< 34 щ их и з н а ч а л а ’ н а  Уг о л  а  (0  <  а  <
<  л/2) против часовой стрелки.

Возьмем за базис векторы /* =  (1, 0), / г =  (0, 1). Тогда,
очевидно, что (рис. 34)

j4(/l) =  (cosa, sin a),
A (l2) = {— sin a , cos a).

Поэтому матрица нашего оператора имеет вид
д  _  /со е  a — sin a  ^

~ \ s i n  a cos a  J '

§ 17. Ортогональные базисы в R„
Говорят, что два ненулевых вектора х , y£ R „ , имеют 

одинаковое (одно и то же) направмние, если существует 
положительное число К такое, что х  = ).у.

Произвольный ненулевой вектор х  £ R n можно, как 
говорят, нормировать, заменив его на единичный вектор

имеющий то же направление, что и вектор х .
Единичный (имеющий норму (длину), равную 1) векто; 

называют нормальным.



Два вектора х  и у  в пространстве R„ называют орто­
гональными, если их скалярное произведение равно нулю:
(X,  у )  =  0.

Здесь Rn может быть действительным или комплексным. 
В случае комплексного Rn скалярное произведение опре­
деляется, как в § 6, (5').

Система векторов
х 1....... х  (1)

называется ортогональной, если любые два ее вектора орто­
гональны. Система векторов (1) называется ортогональной 
и нормальной или ортонормированной, если

I 1»
(х м, х 1) = 6Л{ —  ̂ q кф 1  ^=  • • • * v)«

т. е. все векторы системы нормальны и попарно ортого­
нальны. Если система векторов (1) ортогональна и ни один 
вектор системы не равен нулевому, то, нормируя их, полу­
чим, очевидно, ортонормированную систему. Ортонорми- 
рованная система (1) линейно независима. В самом деле, 
пусть

X,*1 +  У.чх % +  . . .  +  K x v =  0,

где \ t, . . . ,  Xv— числа. Умножив это равенство скалярно 
на X s, получим, очевидно,

x ')  =  X, =  0 ( s = l , . . . ,  v).

Но тогда ортонормированная система из п векторов в R„ 
есть базис и, следовательно, каждый вектор a £ R n можно 
представить в виде линейной комбинации

а =  23 (2)4 = 1

Умножая это равенство скалярно на X s, получим 
(а, х*) = \ ,  ( s = l , . . . , n )

и, следовательно,
П

а =  2  (Д. * л) х к, Vа £ Rn.kws !

Число (а, х к) (| х к | =  II) называется проекцией вектора а 
на направление вектора х*.
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В реальном действительном пространстве /?, величина 
(о, х к) есть обычная числовая проекция вектора а на 
направление вектора х к.

Т е о р е м а  1. Ортонормированную систему векторов
X1, х \  . . . ,  x v (v <  л)

можно пополнить до ортонормированного базиса в /?„. 
Иначе говоря, можно указать векторы x v+1, . . . ,  х п такие, 
что система

х 1, . . . .  х \  * v+1......... *" (3)

будет ортонормированной и, следовательно, будет бази­
сом в R„.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как v <  п, то в Rn сущест­
вует вектор а, не зависящий линейно от х 1, . . . ,  jcv. 
Но тогда

V

а =  2  (а . х* )х* + у ,*= 1

где у Ф  0. Вектор у  ортогонален ко всем векторам 
х 1, . . . ,  х ч. В самом деле,

(у, х') = (а— 2  (<*. х")хк, дгЛ = (<*,*')—(<», * ')-0 (4)
(s =  1......... v).

Пронормировав у ,  получим вектор

* ' + , = 1 7 Г  У d ^ v+1l = l ) .
и система

*•1 JfV у>\' + 1А  , • • . j  Л  ,  Л

будет ортонормирована. Если v + l = n ,  то мы получили 
базис в /?„. Если нет, то этот процесс продолжаем. 
На (л—v)-m этапе получим базис (3) в /?„.

Система ортов осей в Rn
** =  ( 1, 0, 0 ......... 0, 0),

Г =  (0, 1, 0, . . . ,  0, 0),

in = (0, 0, 0 ......... 0, 1)
может служить примером ортонормированного базиса в Rn•
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Произвольный вектор а =  (хи . . . ,  * „ ) € # „  разлагается 
по ортам следующим образом:

П
a = xtll +  . . .  + x nin=  2  V * . (5)

fee I
где х* =  (а, f*) ( 6 = 1 ,  . . . ,  л ) — проекция вектора а на 
направление орта ik.

Пусть задана некоторая определенная ортонормирован- 
ная система из п векторов

О ~  (@iit •••» х̂в)>
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(6)
ап — (ап1» •••» апя)» j

ИЛИ

(*= 1 ......... «)• (7)
5 =  1

Переход от векторов (I1, . . . ,  in) к (а1..........а") здесь
осуществляется при помощи матрицы

Iail  . . .  <Ji„ Л
(8)

ani • • • апп II

т. е. вектор я* выражается через il, . . . ,  1п с помощью 
/г-й строки матрицы Д.

В дальнейшем мы считаем пространство Rn и матрицу 
Д действительными (см. далее замечание 2).

Матрица А ортогональна, т. е. обладает следующим 
свойством:

2 а кза 1з =  ̂ к1 (!*• •••* п )т ' (®)$ = 1
В самом деле, так как в данном случае система я \  . . . ,  а" 
ортонормирована, то

6>« =  (я‘ , =

в  ^  i  a ksa lr(i*> I ' )  —  2  2  a ksa t r ^ s r ~  2  
*=1 ' = I |  =  1 г =  1 s = l

Мы видим, что и, обратно, ортогональность матрицы (8) 
влечет за собой ортонормируемость системы векторов 
°  > • • •, аК, определенных по формулам (7).
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Это показывает, что формулы (7), где ||aks|— произволь­
ные ортогональные матрицы, определяют все возможные 
ортонормированные базисы в Rn.

Помножим вектор I1 на вектор ак скалярно:

Таким образом, переход от базиса (а1, ап) к базису 
(I1, . . . ,  in) осуществляется при помощи матрицы Л ', тран­
спонированной к Л. Так как преобразования (И ) обратны 
преобразованиям (7) (см. § 15), то мы попутно доказали, 
что ортогональная матрица Л обладает следующим замеча­
тельным свойством:

Ортогональная матрица была определена нами как та­
кая матрица, у которой строки (векторы, представляющие 
их) нормальны, а разные строки ортогональны. Из этого 
определения, как это видно из (12), автоматически следует, 
что у ортогональной матрицы и столбцы нормальны, а 
разные столбцы ортогональны.

Переход от (дс,..........х„) к {х[.............дг̂ ) совершается
при помощи матрицы (см. (9) § 16, х ' —Ах)

( /', а*) = ак1.
Отсюда

Л П
*'= 2  (*‘> «*)«*== 2  akiak' *=i »=I ( 11)

Из (11) следует

(Л ')-‘ =  А ' =  Л,

*/ =  2  atsxt .
S = 1

(13)

Переход же от (х[, . . . ,  х„) к (xlt . . . ,  хП) совершает я 
при помощи (см. (6) § 16) матрицы А ' транспонирование11
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к л, т. е.

Отметим, что определитель произвольной ортогональ­
ной матрицы Л (см. (6)) по абсолютной величине равен 1: 
11Л 11 =  11 a*/11 =• 1 -

Это следует из того, что

|Л |* Лк1 2  ^ks^ls

10 0... 0
0 1о.. 0
0 0 0... 1

1.

Здесь мы считаем, что элемент ук, произведения опреде­
лителей равен сумме произведений элементов 6-й строки 
на соответствующие элементы i-й строки (см. § 2, свойство к)).

Отметим еще, что определитель из компонент векторов 
базиса I1, . I" равен 11

1 0 0 ... 0 
о 1 о. . .  0

о 0 о . . .  1
1.

Если ортогональный базис а1, а" имеет определи­
тель | Л | =  1 (см. (6)), то говорят, что этот базис ориен­
тирован так же, как базис I1, . 1п. Если же | Л | =  — 1, 
то—противоположным образом. Эти определения согла­
суются с соответствующими определениями в двумерном 
и трехмерном случаях, сделанными в § 11 и в § 12.

З а м е ч а н и е  1. Если бы мы в матрице Л (см. (8)) 
координаты вектора а* в базисе (I1, . . . ,  in) поставили 
в 6-столбец ( 6 = 1 ,  . . . ,  п), то переход от координат век­
тора х' к координатам вектора х  осуществлялся бы 
g помощью строк матрицы Л. Переход же от х  к х “' 
в формуле (13) происходил бы с помощью матрицы Л '.

З а м е ч а н и е  2. В комплексном пространстве Rn ма­
трица (8), где akl комплексные, называется ортогональной, 
если

2  =  (Л, / =  1......... п). (9')
j  =  i

Покажем, что ортонормнрованная система векторов 
(6) в комплексном /?„ порождает ортогональную матрицу 
Л (см. (8)). В самом деле, в комплексном /?„ скалярное 
произведение векторов х , у  подчиняется свойствам
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(СМ. §  6, б '), в'))

(.X , У) = (У, X), ( а х + Р у , г) =  а ( х ,  г) +  р (у, г), 

где о, р— комплексные числа. Поэтому

(х , а> +  рг) =  (а> -f  Рг. х ) = (ау, х )-Н Р*. * ) = _
=  а(.у , x) +  P(z,  х)  =  а ( х ,  »  +  р ( х ,  г).

Но тогда для ортонормированной системы векторов 
а1, о" имеет место

Ьк1 =  ( а \  a 1) - ( i l  о„ А
\ s « l  г«1  /

п п п п

п  ~  *sr2  2  * ')=  2  2  я * Я ,вS= 1 Г = 1 s= 1 Гг= 1

2  (Ю')
5=1

т. е. матрица А ортогональна. Мы видим, что и, обратно, 
ортогональность А влечет ортонормнрованность векторов 
а \  . . . ,  а ", определенных по формулам (7).

Помножим вектор il на о* скалярно (см. (7)):

(*'

Отсюда

. =  2  aksi’)  = 2  aks(il , i‘) = akt.
\  » = i  /  j = i

i ' = 2 ( f ' .  (И' )  
4=1 «=1

Таким образом, переход от базиса (о1, . а") к ба­
зису ( i \  . . . .  i") осуществляется при помощи матрицы

А* =
аП • • • °П1 

0\п  • • •  Опп

Так как преобразования (1Г) обратны преобразова­
ниям (7), то попутно показано, что ортогональная матрица 
А обладает следующим замечательным свойством:

А _1с=А*, (А ')-1 =  ( Л ') * = Ш  =  А. (14)
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Из (11') следует

=  (I*. 1‘) =  (  2  2  £ > ) -

106

я п п

! 2  2  o ,k a , f i , r  =  2  а ^ а , х .  1= 1 Г = 1 1st
Следовательно, равенства

6jj — 2  й*к̂ з1 ^— 1* * • •» Я>S ш 1

(так же, как (9')) могут служить определением ортого­
нальной матрицы Л.

На основании (14) и общих фактов, полученных в § 16 
(петит), отметим матрицы, осуществляющие нижеследующие 
ортогональные отображения:

Л: ( | \  . . . .  Г )- *  (а1, . . . .  а") (см. (7));
Л*: (а1.........а") —* (I1, . . . .  1п) (см. (14));
Л '1  (*,'......... хп)-+ (хи . . . .  хп) (см. (6) § 16);
Л; (jfj, . . . ,  хп) —► (дСк • • • ,  хп) (см. (14)),

где (х„ . . . ,  хп) и (х[, . . . ,  4 ) — координаты произволь­
ного вектора в комплексном пространстве /?„ отно­
сительно базиса (i1, . . . , / " )  и ортонормированного базиса
(о1.........в 4).

Наконец, равенство 11 Л 1 1 =  1 в комплексном случае до­
казывается так:

| А |* =  | о*, 11 а,у | =

1 0 0 ... 0л _ 
2  ahsais = 0 1 0 ... 0 =  1
% = 1 О О О . . .  1

Ортогональные матрицы называют еще унитарными.

§ 18. Инвариантные свойства скалярного 
и векторного произведений

З а м е ч а н и е .  В трехмерном действительном простран­
стве пусть заданы две прямоугольные системы координат 
xl , xt , X, и ух, yt , у, с системами ортов соответственно
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(<», I*, <’) и (У1, У*, У*). Пусть

( Л - 1 .  2 . 3 )  (1)
« = |

(ср. (7) и (13) § 17). Тогда матрица (действительная!)

Л = К , 1
ортогональна и (ср. (13) § 17)

Л ~ 2 « | Л  ( *«  1 . 2 . 3 ) .  (2)S = 1
Одна и та же точка (вектор) пространства имеет в пер­

вой системе (координат) координаты (компоненты) (лг,. х,, х,), 
а во второй— координаты (уи yt, yt). При этом формулы 
преобразования координат (перехода (д^, х,, х,) к (yt , yt , у,)) 
в точности такие же, как формулы преобразования системы 
ортов (/l , /*, /*) в систему ортов (У1, р ,  р ) .  В обоих слу­
чаях применяется одна и та же ортогональная матрица 
(см. (13) и (7) § 17)

л = К , | .
В первом случае матрица А применяется к системе чисел 
(х{, х,, х,), чтобы получить систему чисел (ylt уг, у,), а 
во втором та же матрица А применяется к ортам (г, 1г, i3), 
чтобы получить орты (У1, У2, у 3).

Дадим общее определение вектора, принятое в тензор­
ном исчислении.

Вектором в трехмерном пространстве называется вещь, 
выражаемая в каждой прямоугольной системе координат 
некоторой тройкой чисел, которые преобразуются так 
же (при помощи той же матрицы), как тройки ортов 
соответствующих систем координат.

Подобная терминология употребляется и в случае 
«-мерных пространств.

Пусть а и Ь—векторы трехмерного пространства (действитель­
ного!), определяемые в системах координат с ортами (I1, i 2, Р) и 
(J1, J *, Р )  следующим образом:

<*=‘ aXlP + a XlP-\-ax,P = tavJ i - i r aUtJ ' - \ -a v, f ,
Ь - Ь Х,Р  +  bXiP + Ь Х,Р  =  bvj y + ь и, р  +  bu,J*.

Имеет место равенство
з з

a b =  2  2  avrbvr'
S =  1 r = l
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показывающее, что скалярное произведение инвариантно относительно 
преобразований прямоугольных систем координат.

В самом деле, так как гистемы векторов (/*, / г , /*) и ( /* , J*, ]*) 
ортоиормированы, то они преобразуются по формулам (1), где | |a * ; f — 
некоторая ортогональная матрнпа. Компоненты вектора а 
(оХ| .  ах,> °*«) преобразуются в компоненты (ayt, otfJ, a „ j  при по­
мощи той же матрицы (см. (2)). Поэтому
з
2 avrbvr '

3 г 3 3 \

' 2  ( 2  arsax,\ 2  апрх\ )=■Г = I \j = l V=1 /
3 3 / 3  \  3

=  2  2  axsbxv( 2  arsar\ 2  axsbxs= ab> 
5 = 1 V= 1 \ r =  1 /  5 =  1

(3)

Мы доказали инвариантность скалярного произведения ab  вычисли­
тельным путем. Впрочем, из другого, геометрического определения 
скалярного произведения векторов (направленных отрезков), в силу 
которого aft =  | f t |  np6a ,  непосредственно видно, что это число есть 
инвариант— ведь это определение не связано ни с какой системой 
координат.

Что касается векторного произведения a x b ,  то оно инвариантно 
относительно прямоугольных систем координат с одинаковой ориен­
тацией. В системах, имеющих орты (/*, /*, Г ) и (У1, / * ,  J*), век­
торные произведения выражаются следующим образом:

[axft)yit p  j, ■■ 

В силу формул (1) и (2)

/ 1 1■

° Х , ах , а * ,

f t * , Ьх,
У1 У2 У
а У. ai/> ° i / i

6 У> fty.

3 3 3

2 2 25 = 1 I =1 «. = 1
3 3 3

2  2  2  a ,*a*i 5 = 1 I = 1 5 = 1
3 3 3

2  a i A ,  2  “г А ,  2
J =  1 S =  1 J *  1

a U *13
a , ,  a J2 а 2з 
aji a s, a „

=  ± /«t pt №
где надо поставить знак +  или — в зависимости от того, будет 
ли определитель | а , » |  равен + 1  или — 1, что все равно, меняет 
или нет рассматриваемое преобразование координат ориентацию.

11
= “*, fl*. “*,

ft*, ft*, ft*,

P Г
=  ± a*. a*. “*,

ft*, ft*, ft*,



*
При перемножении определителей мы в данном случае пользо­

вались следующим правилом: элемент уц, матрицы произведения
II Vi* II определяется как произведение i-й строки первого определи­
теля на к-ю строку второго (см. § 2, свойство к)).

И так, мы доказали вычислительным путем, что векторное произ­
ведение двух векторов инвариантно относительно преобразований пря­
моугольных систем координат, не изменяющих их ориентацию.

Преобразования (3), (4) интересны тем, что они обобщаются 
на случай, когда роль вектора а  играет важный в математическом

анализе символический вектор v = ( ——. —
V dxt дхг дх» J

§ 19. Преобразование прямоугольных координат 
в плоскости

Рассмотрим плоскость /?,, где задана прямоугольная 
система координат xlt хг. Пусть

<‘ =  (1, 0), i* =  (0, 1)
— орты осей xt , xt . Орты Iх, Р образуют ортонормирован- 
ный базис в Rt.

Произвольный единичный (нормальный) вектор ft1 может 
быть записан следующим образом:

ft1 =  (cos a , sin а) (0 <  а  <  2л).

Единичный ортогональный (перпендикулярный) к Ь1 
вектор, который мы обозначим через fts, может соответ­
ствовать только либо углу а +  -2-, либо а — у .  Так как

cos =  — sin a , sin ^ a - f  j  = c o s a ,

cos  ̂a — 5-j =  sin a , sin ( a — =  — cos a,

то всевозможные ортонормированные системы ft1, ft2 в /?2 
определяются либо равенствами (рис. 35)

ft1 = /‘ cos a  +  sin a , "I
ft* =  — ^s i na - f -  /* cos a  j  ( 0 ^ а < 2 я ) ,  (1 I

соответствующими вращению осей около начала на угол a 
и сохранению ориентации, либо равенствами (рнс. 36)

ft1 =  Iх cos a  -f  i* sin a , 'k
ft* =  /1s in a — i 'c o s a ,  j  1 '

соответствующими вращению осей около начала на угол a 
и изменению ориентации.
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Оба преобразования объединяются в следующей фор­
муле:

/>1 =  a11*l  +  ai l /\

§19. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПРЯМ ОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТ 10Q

b* =  atll l +  auP, 

где матрица преобразования 

Л I |«н « I I 1
l « l l а»!

(»)

(2)

ортогональна (сумма квадратов элементов каждой из ее 
строк или столбцов равна 1 а скалярное произведение 
двух разных строк или столб­
цов равно 0).

Любое определенное ортогональное преобразование (1) 
есть на самом деле одно из преобразований (Г ) , (Г )  при 
некотором а.

Из (1) в силу ортогональности матрицы (2) следует, что

i l  =  anb' +  at lb\ \ 
P =  aitp1 +  aubt, / (3)

и мы получили преобразование, обратное преобразованию
(1), с матрицей

® i l  |

1 «1 2 « и 1
|-л«.

сопряженной к А.
Зададим в плоскости произвольный вектор (точку) а. 

Пусть он имеет в старой и новой системе координаты 
'*!» хг) и (х[, * '). Тогда

а =  X ji1 +  хг1г =  х[Ьх +  х'гЬг. (4)



В силу формул (3) и (4)
х[Ь' +  х'2Ьг =■ xt (а,,й1 + а ,,&») +  х, (а,,^1 +  а,,**) —

=  (аидг, +  а„*,) ft1 +  (at lx, +  a,,*,) b
Поэтому, приравнивая компоненты при одинаковых орта- 
ft1, Ь*, получим

*1 \ /5,
4 = /

В силу же формул (1) и (4)
* , i l  +  x j }  =» х\ (aul l +  aul*) +  4  (atl/1 +  =.

= (<*и4 + “it 4) <l + (<*1,4+a„4) t'2
откуда, приравнивая компоненты при i l  и i J , получим 
формулы, обратные к (5):

i=a «4  +  a,i4. | (6)

Если наряду с преобразованием (6) перенести еще на­
чало осей х[, х\ в точку 0 \ имеющую координаты лг,=дг,, 
х, =  х$, то формулы (6) усложнятся, очевидно, следую­
щим образом;

*, =  4 + 0 ^ 4 + ar i4 ,  \ (7
x1 =  4 + a it 4  +  a,14 - /

Итак, произвольное преобразование прямоугольных 
координат (jflt дг,) в прямоугольные координаты (4 , 4 ) 
с переносом начала системы (*,, xt) в точку О' =  (*?. 4» 
выражается формулами (7), где матрица
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4  =
дг,

I®11 « и ]
II « i t <*»!

ортогональная.
Соответствующее преобразование, сохраняющее ориен­

тацию системы координат, имеет вид
*1 =  4 + 4  cos a— 4  sin a, |
•*» =  4  +  4 sina-|-4 cos<x | 

и преобразование, меняюн :е ориентацию, имеет вид 
* i — 4  +  4  cos a + 4  sin  a, ^
*« =  4  + 4  sin a— 4  cos a |

(матрицы коэффициентов при 4  и 4  в (7{) и (7") соотвег- 
втвенно транспонируют ( l f) и (1*)).



§ 20. Линейные подпространства в R n

Множество L  в R n(Lcz /?,,) называется линейным под­
пространством пространства R n или, короче, подпрост­
ранством в R n, если из того, что два каких-либо вектора 
х н у  принадлежат к L  (х , у  £ L), автоматически следует, 
что вектор а х + р у  тоже принадлежит к L  (ах +Р.у g L), 
где а, Р— числа. Подпространство L  называется т-мер­
ным, если в нем имеется линейно независимая система 
а\ . . . »  ля < состоящая из т  векторов, и нет системы, 
состоящей из m - f l  линейно независимых векторов.

Таким образом, если а— произвольный вектор в b 
(a£L),  то система а\ . . . .  а ", а линейно зависима, т. е. 
существует нетривиальная система чисел X,, . . . ,  Хя+< 
такая, что

Х,*»1 +  . . .  + Х шап + Х я+ ,а =  о. (1)

Здесь Хя+1 Ф  0, иначе было бы
Х,а‘ ■]*...•(• =  0,

и вследствие линейной независимости системы а\ . . . ,  а™ 
было бы X j=  . . .  =  Х„, =  0, и вся система X,, . . . ,  Хж, Хя+1 
была бы тривиальной. Тогда уравнение (1) можно решить 
относительно а:

а =  ц1о1+ . . . + ц т а’> (и, =  — Х,/Хя+1), (2)

т. е. представить в виде линейной комбинации из векторов 
а\ . . . ,  ат . С другой стороны, линейная комбинация вида
(2) принадлежит к L,  потому что L — подпространство. 
В этом смысле говорят, что система а1, . . . ,  ат  есть базис 
в L. Очевидно, любая другая линейно независимая система 
векторов Ь\ . . . ,  Ь ", принадлежащих к L , есть базис в L.

Если разложить векторы Ь‘ по векторам а\ . . . .  а™, 
то получим

т

Ьл— ^ Ь к,аг т ) .
S =  1

По аналогии с тем, как мы рассуждали в § 16 для R„ 
(где теперь надо заменить I s и ак соответственно на а$, Ьк), 
можно получить, что система Ь\ . . . ,  Ьт  линейно незави­
сима тогда и только тогда, когда определитель |Ь*,|#0, 
л что любая независимая система, состоящая из / <  т  
векторов, уже не может быть базисом в L .

*20 Л И Н ЕЙ Н Ы Е ПОДПРОСТРАНСТВА В Я„ Ц4
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Пространство /?„ можно рассматривать как подпрост­
ранство R n, имеющее п измерений.

Множество, состоящее из одного нулевого вектора О 
есть линейное подпространство (а0 +  р0 =  0). Про него 
говорят, что оно имеет 0 измерений. Вектор 0 не образует 
линейно независимой системы— из равенства >.0 =  0, где 
К— число, не обязательно следует, что к есть нуль.

Если вектор Х°ф0, то множество векторов вида Хх°, где 
к — произвольное число, есть одномерное подпространство. 
В качестве базиса в нем можно взять вектор х°.

Пусть L  есть линейное подпространство в R n. Будем 
говорить, что вектор v £ R n ортогонален к L , если он 
ортогонален к любому вектору u £ L .  Обозначим через L '  
множество всех векторов, ортогональных к L. L '  есть 
подпространство. В самом деле, пусть v, v '  £ L ?, т. е.

Тогда для любых чисел а, р
(аг» +  р®', и) =  a(v, и)4 -Р(®',  я) =  0,

т. е. аг» +  Рv'  6
По определению подпространство L '  с  R„ называется 

ортогональным к данному подпространству L  с  R n, если 
L '  есть множество всех векторов, каждый из которых 
ортогонален к L.

Ниже доказывается теорема, выясняющая структуру 
произвольного подпространства L  с  R n и ему ортогональ­
ного подпространства L 1 с  R n. В частности, из нее сле­
дует, что если L '  ортогонально к L , то  и, обратно, L  орто­
гонально к L ' .

Теорема 1. Пусть L  есть линейное подпростран 
ство, отличное от R n и нулевого подпространства. Тогда

а) существует целое число т ,  удовлетворяющее нера­
венствам

в L\ если этот базис продолжить любым способом до ор­
тонормированного базиса в Rn:

(V, и) =  0, Vu G L ; 
(v\  и) =  0, V a £ Z ,.

1 т  <  п, (3)
и ортонормированный базис

а1, . . . ,  ат (4)

а , Ф)
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т о линейное подпространство L 1 с базисом
а т * х........а п (6)

обладает следующими свойствами:
б) L '  есть подпространство, ортогональное к L\
в) L  есть подпространство, ортогональное к L'\
г) любой вектор a £ R n можно представить в виде суммы

a =  u +  v,

где и £ L ,  v £ L '  и при этом единственным образом.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию L  отлично от нуле­

вого подпространства, следовательно, в L  существует 
вектор х ,  отличный от 0. Нормируя х ,  получим нормаль­
ный вектор

а1 =  Т 7 Г х -
Обозначим через а* любой, принадлежащий к L  нормаль­
ный вектор, ортогональный к а1 (|а*|=1, (а*, а1) =  0), 
если такой существует. Далее, обозначим через а3 при­
надлежащий к L  нормальный вектор, ортогональный к а1 
и аг (Га* | = 1, (а3, а‘) =  (а3. а’) =  0), если такой сущест­
вует. Этот процесс закончится на некотором т -м этапе, 
где т  удовлетворяет неравенствам (3), т. е. найдется орто- 
нормированная система векторов (4), принадлежащих к L, 
но уже не будет в L  единичного вектора, ортогонального 
к векторам а1, . . . .  ат . В самом деле, 1, потому что 
заведомо al £ L .  С другой стороны, т  не может быть 
равным п. В противном случае векторы а1.........а” при­
надлежали бы к L  и вместе с ними принадлежали бы

П
к подпространству L  все линейные комбинации 2  h o k>

и тогда получилось бы, что L  совпадает с /?„, но L  отлично 
от R n. Полученная ортонормированная система а1, . . . , а т  
есть базис в L.  В самом деле, вместе g векторами а1,

т

принадлежат к L  и все их линейные комбинации 2 К 0*-
и *= 1по больше в L  других векторов нет, потому что, если
допустить, что некоторый вектор a £ L  не есть такая ли­
нейная комбинация, то а можно было бы записать в виде 
суммы

а= 2 (о. а")ак +  у, (7)
* - i



где у Ф  0. Так как векторы а и ак принадлежат к под­
пространству L , то пришлось бы заключить, что вектор

т

у —‘I — 2  («• а*)а**=i

тоже принадлежит к L . Но вектор у  ортогонален ко 
всем а5 ( s =  1, . . . ,  т )  (см. § 17, (4)). Пронормированный 
вектор

• - т э т '  (8)
тоже принадлежал бы к L  и был бы ортогональным ко 
всем a* (Jt =  1, . . . .  /л). Но это невозможно в силу мак­
симального свойства числа т .  Этим доказано утвержде­
ние а) теоремы.

Дополнение ортонормированной системы (4) до ортонор­
мированного базиса (5) осуществляется на основании тео­
ремы 1 § 17. Обозначим через V  подпространство всех

п

линейных комбинаций © =  2  I1*01* из векторов системы
k*zm+ 1

(6). Каждый такой вектор, очевидно, ортогонален к лю­
бому вектору и £ L , который представляется в виде суммы

т
и =  2  к̂ °к■ С другой стороны, если a £ R n есть произ- 

k = 1
вольный вектор, ортогональный ко всем векторам u £ L ,  
в частности к а 1, . . . ,  а“ , то его разложение по базису (5) 
имеет вид

П П
а=  2  (а, ик)ак =  2  (я. ак)ак,fr=l fe=m+1

т. е. a £ L ’. Мы доказали утверждение б) теоремы.
т

Далее, любой вектор и =  2  К ^ к € £ ортогонален кс
*=!

п

всем векторам v =  2  € L '  и, если известно, чтс
fc*m+1

п

какой-либо вектор а =  2  (#, а*) а* ортогонален ко Bcev 

векторам из L ' ,  в частности к ат+1, . . . ,  а", то а =
т

*= pS (<*, а*) а*, т. е. а 6 Мы доказали утверждение в)

1)4 S?0 Л И Н ЕП Н Ы Е ПОДПРОСТРАНСТВА В R„
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Наконец, если а £ /?„— произвольный вектор, то его 
единственным образом можно представить в виде суммы

П

а =  2  («• о*) а* =  и +  с,
km I

где

« =  2  (а< ak)ak£ L ,  v =  2  (a,ak)a k£ L ' .
fc= I 4=m +1

Этим теорема 1 доказана полностью.
Теорема 2. Пусть L  есть подпространство т  изме­

рений в R„. Тогда подпространство L '  с  R n, ортогональ­
ное к L , имеет п—т  измерений и при этом L  есть 
в свою очередь подпространство, ортогональное к V .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если L  отлично от R n и от 
нулевого подпространства, то данная теорема содержится, 
очевидно, в теореме 1.

Пусть L  есть нулевое подпространство. Так как любой 
вектор a £ R n ортогонален к 0, то L '  =  R n и измерение R n 
равно п— 0 — п. Обратно, вектор 0 ортогонален ко всем 
векторам a £ R n =  L (. Других векторов, ортогональных 
ко всем векторам R n, нет, потому что всякий отличный 
от 0 вектор уже не ортогонален к самому себе. Мы до­
казали, что L  ортогонально к L '.

Если L  =  R n, то рассуждаем подобным образом.
Сл едст вие 1. Пусть задана система векторов

Xх, . . . .  хя, (9)

и пусть L'- есть подпространство векторов V, каждый 
из которых ортогонален к векторам этой системы:

(V, x k) =  0 (к = 1 ,  т ) .

Пусть, далее, дан вектор а, ортогональный ко всем ука­
занным векторам v, т .  е. ортогональный к подпрост­
ранству L ' . Тогда а есть некоторая линейная комбинация 
из векпюров заданной системы (9)

в - 5 м » .*« 1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим подпространство L, 
состоящее из всевозможных линейных комбинаций векторов 
системы (9), т . е. всякий вектор а £ L  есть некоторая



линейная комбинация

2*=1

В этом случае будем также говорить, что подпрост­
ранство L  натянуто на векторы системы (9).

Так как всякий вектор v £ L '  ортогонален к векторам 
системы (9), то он, очевидно, ортогонален к любому век­
тору u £ L .  Это показывает, что подпространство L  орто­
гонально к подпространству L.  Но тогда по теореме 2 и L  
ортогонально к L ' ,  т. е. L  состоит из всех векторов и, 
ортогональных к L ' . По условию а есть один из таких 
векторов и, следовательно, а есть некоторая линейная 
комбинация из векторов системы (9).
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§ 21. Теоремы фредгольмова типа

В этом параграфе излагается теория линейных уравне­
ний, параллельная теории, изложенной в § 4.

Это бездетерминантная теория. В ее формулировки опре­
делитель системы уравнений явно не входит. Преимущество 
ее заключается в том, что она послужила основой и анало­
гом для многих обобщений в математическом анализе. Пер­
вые такие важные обобщения принадлежат Фредгольму *). 

Мы снова рассматриваем линейный оператор (см. § 15) А
у  =  А х  (х £/?„), (1)

приводящий в соответствие каждому вектору х  £ R„ вектор 
y £ R n при помощи равенств

П
\fi = 2 Qit*s (̂5=31 > • • •» я). (2)

I Б 1
Здесь

1ац ой ••• oi„l
.............  * * I (3)

an i ат  • • • апп ||

— заданная квадратная матрица. Оператору А соответст­
вует сопряженный ему оператор

y  =  A'x (xeR„), (Г)
I)  Э. И . Фредгольм (1867— 1927)— шведский математик.



определяемый сопряженной к (3) матрицей
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Л ‘  =
\ *Н at i  •• • ап\

la m • • °пп
(3‘ )

При помощи компонент векторов х ,  у  он записывается 
в виде

П
« / / = 2  Я//xt ( /=» ! .........п), (2*)

I = 1
т. е компонента yf выражается через координаты вектора х  
с помощью /-й строки матрицы А* или /-го столбца мат­
рицы А.

Справедливо равенство
(Ах, г )  =  (х,  A*z) Vx, z £ R a, (4)

верное для всех х ,  2 £ R n. В самом деле, для действи­
тельных R n и ais

п п / ' п \

(Ах, г) = 2 \Jizi = 2 ( 2  <*/А ' г, =■
( =  1 I  =  1 \ s  =  1 J

=  2 ( 2  a ,A  )xs =  (x, А*г). 
i= i  V  = 1

В комплексном случае
П

(Ах, г) = 2 т  = 2   ̂2  «/А )г/ =
п П П П

=  2  2  О/а =  2  2  aJsZ/ =  (x , а *г). 1=1 /=| 7 '  ?-1 /=1
Равенство (4) характерно для сопряженного оператора, 

потому что, если для некоторого линейного оператора В 
выполняется равенство

(Ах, г)  =  (х, В г), V x , z £ R n, (5)

то необходимо В = Л * .  Действительно, (5 =  | &,•*!), для 
Действительных а1г, Ь1г, R n

П П
(Ах, г)  =  2  2  в/А*/.

f = 1 S в 1



Из (5) следует, что
л л п п

2 2 alsx ,2 , =  2  2 6, Л */  4 x . z £ R n, (6)
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i  =  l s =  I i = l s = l

откуда alt — bsi (i, s — 1, . . . ,  п), в чем можно убедиться, 
если положить в (6) х  =  (0, . . . ,  0, 1, 0, . . . ,  0) и z  =
=  (0, . . . ,  0, 1,0 .........0), где у х  единица стоит на s-м
месте, а у г  на t-м месте. В комплексном случае

Л П

Л Л

и ,  в г ) =  2  * t 2  *>,/*/= 2  2  bsjz , =  2  2
S=1  ( = 1  5=1  | = 1  '  '  / = 1 5 = 1  '

откуда ajt  =  b,j или bs/ =  afs.
Таким образом, сопряженный оператор А* к линейному 

оператору А можно также определить как такой линей­
ный оператор, для которого выполняется равенство (4).

Равенства (1) и (1*) можно рассматривать как уравне­
ния— задан вектор у  £ /?„, и мы ищем х  £ /?„, для которого 
выполняется равенство (1) или (1*).

Соответствующие однородные уравнения имеют вид
А х =  0 ( 1.)

или

и

или

л

2  alsxt =  0 (1 = 1 .........п) (20)
5 = 1

A*z =  0 (1J)

2  at,z, =  0 (/ =  1.........п). (21)
I = 1

Обозначим через L  образ пространства R n при помощи 
оператора А:

L  =  A ( R n)

— и через L '  подпространство всех векторов г ,  удовлет­
воряющих однородному сопряженному уравнению (1J).

Мы назвали L '  подпространством, потому что вместе 
с г .  г '  к нему принадлежат также a z + f i z ' ,  где о и р — 
числа:

А* (аг +  Р г ') =  aA*z +  РA *z' — 0.
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I  есть тоже подпространство, потому что, если у,  у '  £ L, 
г0 существуют векторы х ,  x ' £ R n такие, что у  =  Ах,  
У ' срАх ', и, следовательно,

аУ +  РУ  *= аАх  + М * ' =  А (ах +  Р х '),

т. е. яу  +  РУ  € L -
Справедлива лемма (см. § 20, теорема 2).
Лемма 1. Подпространства L  и L '  взаимно орто­

гональны, т .  е. V  есть множество всех векторов г ,  каж­
дый из которых ортогонален к L , a L  в свою очередь есть 
множество всех векторов у, каждый из которых ортого­
нален к L '.  Если L  имеет k измерений, то  L '  имеет 
п—k измерений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обратимся к равенству
(Ах, г)  =  (х,  А*г), (7)

верному для всех х ,  z £ R n. Пусть г  есть вектор, орто­
гональный к L,  тогда для него левая часть (7) равна 
нулю для всех x £ R n, но тогда и правая часть равна 
нулю для всех x £ R n, в частности для х  =  А*г:

(А'г,  А*г) =  0.
Следовательно, А*г =  0. Мы доказали, что если вектор z  
ортогонален к L , то он удовлетворяет уравнению А*г =  0 
(т. е. г  ££.').

Обратно, пусть вектор г  удовлетворяет уравнению 
А*г =  0. Для такого г  правая часть (7) равна нулю при 
любых х ,  но тогда и левая равна нулю, т. е. г  ортогонален 
ко всем векторам вида А х, т. е. ко всем векторам y £ L .  
Другими словами, г  ортогонален к L.

Мы доказали, что L ’ есть множество всех векторов г ,  
ортогональных к подпространству L. Но тогда на основа­
нии теоремы 2 § 20 и, обратно, L  есть множество всех 
векторов у , ортогональных к L f, и сумма измерений L  и L- 
равна п. Лемма доказана.

Справедлива теорема.
Теорема 1. Для того чтобы уравнение

у  =  А х  (1')
имело решение, для данного вектора у  £ /?„, необходимо 
и достаточно, чтобы вектор у  был ортогональным ко 
всем векторам г ,  удовлетворяющим однородному сопря­
женному уравнению

А 'г  =  0. (Q
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Решение х  уравнения (1), если оно существует, можно 
записать в виде суммы

х  =  х "  +  и,

где х " — какое-либо частное решение уравнения (1), а и — 
произвольное решение однородного уравнения

Аи =  0. (1,)

Любая указанная сумма есть решение (Г ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу леммы 1, если L  =  Л(ЯП), 

a L ' есть множество всех г ,  удовлетворяющих уравнению 
A*z — 0, то L  и L ' суть подпространства, ортогональные 
взаимно. Но тогда, если для у  существует решение урав­
нения (1), то y £ L  и необходимо все z ^ L 1 ортогональны 
к у. Если же вектор у  ортогонален ко всем z £ L l , то 
y £ L ,  т. е. существует х ,  для которого у*=А х .

Пусть теперь для вектора у  существует решение урав­
нения (Г ) . Обозначим его через x ° i

>>= Ах\

Тогда, очевидно, сумма х  + и ,  где Аи — 0, есть тоже 
решение уравнения ( l ') i

А ( х п 4- а) — /1х "+  Аа =  у  +  0 = у .

Обратно, если х  есть произвольное решение уравнения (Г ) , 
а х и— определенное частное решение, то

у  =  Ах,  у  =  Ах\
и, следовательно,

0 =  А х  — А х п =  А ( х  — х°) =  Аа,

где и =  х  — х°,  т. е. х  =  х°  +  а, где и удовлетворяет 
уравнению Л я =  0.

Замечание.  Поясним на примере действительного 
пространства R t связь теоремы 1 с теорией Кронекера— 
Капелли. Пусть вектор у  =  («/,, уг) ортогонален ко всем 
решениям системы

° 12?, + aiJ2l  =  0. J
Покажем, что тогда ранги матрицы А и расширенной мат­
рицы

I аи аи У Л
1 % а„
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равны м еж ду собой. Если ранг А =  2, то, очевидно, 
ранг 5  =  2. Пусть ранг А =  1. Всегда ранг В >  ранг А — 1. 
Поэтом у нам необходимо доказать, что

On 4,11 = 0 , A, =  h *  у '\
° i i У« 1 * 1 У1 1

В самом деле, так как у  ортогонален к решениям си­
стемы (8) (нетривиальным), то ухгх +  ухг г =  0. Поэтому, 
считая, что г,=й=0,

А, =  ац«/|— oSii/i =
=  ОцУ, +  а »  — ■ -  +  a»i2«) =  °>

=  ачУл ачУ\ ~
=  <Ч%У% +  ait  -^ L  «_ (<цА  +  fl.,2,) =  0.

Отсюда следует, что ранг В  — ранг А = \ .
Обратно, пусть вектор y  =  (ylt уг) таков, что ранг В =  

=ранг А, тогда (1) имеет некоторое решение (*,, xt). 
Докажем, что у  ортогонален к решениям г =  ( г , , г 1) си­
стемы (8). В  самом деле,

У i2i +  V A  =  (aa*i +  ai*xt) «1 +  ( « 11*1 +  Оц*|) г ,  =
=  (а„г, +  a„zt) х, +  (а12г , +  а,,?,) дга =  0 • х, +  0 • х, =  0.

Теорема 2. Однородные уравнения
А х —  0 (1.)

и
А*х =  0 (1J)

имеют одинаковое число линейно независимых решений.
В частности, если одно из этих уравнений имеет 

только тривиальное решение 0 , т .  е. имеет нуль неза­
висимых решений, то  это верно и для другого.

Замечание.  В последнем случае уравнение (1) имеет 
единственное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Матрицы А и А* имеют один 
и тот же ранг, который обозначим через k. Они имеют 
также один и тот же определитель Л.

Если k =  n, то Д =^0 и уравнения (10) и (1„) имеют 
только тривиальные решения 0. В этом случае, согласно 
теореме 1, уравнение ( 1) имеет единственное решение при 
эобых у  е R n.
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Пусть теперь 1 < £ < л .  После соответствующей пере­
нумерации уравнений и компонент определитель

оц °1к
* 0 .

aki ••• акк
Первые k уравнений (1*) теперь вапишем в виде

° l t X l  *Ь  • • • =  Of, *  + i * *  + i  • • • ain X n<

aU x l  +  • • • + а * * х * == —  а к, к + 1 х к + 1 —  • • • акпх п-

Ниже приводится таблица п— к векторов 
дг1 =  (дс1„ 4 , 1, 0, . . . ,  0),

=  .........4 . 0, 1, 0, . . . ,  0),

(9,

(10)

Чтобы получить первый вектор, подставляем в систему (9) 
дс*+, =  1, хк+, =  0, . . . ,  х„ =  0

и решаем ее относительно хи . . . , х к. Единственные реше­
ния, которые здесь получаются, обозначим через дс},. . . ,  4 . 
Чтобы получить второй вектор, подставляем в (9)

* *  + t = 0> x k + i =  1> * *  + > —  0* • • •» ХП =  0

и находим числа дс?, . . . , x l  и т .д.  Векторы (10) обладакт 
следующими свойствами.

1) Система векторов (10) линейно независима, потоуу 
что ранг матрицы этих векторов равен числу этих век­
торов ц =  п— к.

2) Каждый вектор системы (10) есть решение (любых ) 
уравнений (2в) или А х =  0.

3) Всевозможные решения уравнения А х  =  0 имеют вид
X jX 1 +  . . . *,

где X,.........К - к ~ произвольные числа.
Обычно эти три утверждения заменяют словами: урав­

нение ( 10) имеет п— к линейно независимых решеннй.
Подобными рассуждениями, учитывая, что ранг А=» 

=  ранг А*, доказываем, что уравнение А*х =  0 тоже имеет 
п— к линейно независимых решений. Теорема доказана 

Теорема 3. Если одно из однородных уравнений ( U  
или ( 1J) имеет k линейно независимых решений, то  «



другое имеет к линейно независимых решений; образы 
усе L  =  A (R„) и L * =  А* (/?„) пространства R n, полу­
чаемые при помощи операторов А и А*, суть подпрост­
ранства п — к измерений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение теоремы
0 равенстве количеств линейно независимых решений одно­
родных уравнений ( 10) и (10’) есть теорема 2, а второе — 
есть лемма 1, в силу которой измерение подпространства
1 равно п— к, где к— измерение подпространства L '  век­
торов г ,  удовлетворяющих уравнению А*г — 0. Аналогично 
измерение L* равно п— к, где к — количество измерений 
подпространства векторов и, удовлетворяющих уравнению 
Л« —0.

§ 22. Самосопряженный оператор.
Квадратичная форма

Линейный оператор
П

akix i (к — 1, • • •* п) (1)
< = 1

или, коротко,
у  =  Ах (х e R n, y £ R „ )  (2)

называется самосопряженным, если он равен своему сопря­
женному (А =  А*), т. е. если

А х = А * х  V x £ R n, (3)

иначе говоря, если матрица А симметрическая:

<*кi  =  (k> / = 1 ......... я) (*>
(см. (3) и (3*) § 21). Мы считаем ак1 и R n действитель­
ными (см. ниже замечание 1).

Для самосопряженного оператора имеет место харак­
терное равенство

(X, Аг) =  (Ах, г) V x , z $ R n 

(см. § 21, (4)). Очевидно,

(х, Лдг) =  V  Хк у\ ак1х1 — 2  2  W i  (ак1 =  а1к). (4') 
*= 1 ;=i *=i/ = i

Выражение справа в (4') называется квадратичной 
Формой п-го порядка. Это непрерывная функция от век- 
Тора х  или, что все равно, от переменных хх,
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Будем рассматривать эту функцию на множестве 5 
значений х , имеющих единичную норму (|х| =  1). Мно­
жество 5 есть сфера в /?„ радиуса 1 с центром в точке О 
5 —ограниченное множество. Кроме того, оно замкнуто1): 
если точки последовательности { x v} (v — 1, 2, . . )  при­
надлежат к 5 (т. е. |xv |= 1, v =  1, 2, . . . )  и эта последо­
вательность стремится к некоторой точке дf £ R n (x v—* х \  
V—*-оо), то неминуемо x ° £ S ,  т. е. |х°|=1, потому что
11 — !х°|| =  || x v| — |jc°|K | Jfv— jc° 1 —  0, откуда |х°| =  1 

Найдем максимум квадратичной формы (4') на сфере 5 
Так как форма (4') есть непрерывная функция на замкну­
том ограниченном множестве, то максимум ее на 5 дости 
гается для некоторого единичного вектора х 1 (|х1| =  1). 
Обозначим этот максимум через X,:

\1 =  (А х1, х 1) ^ ( А х ,  х)  V x :| x | = I.  (5)

Введем подпространство L ' ,  ортогональное к вектору 
х 1, т. е. множество всех векторов V,  каждый из которых 
ортогонален к х 1. В L '  возьмем произвольный единичным 
вектор в® (|©*|=1). Вектор

cos а х 1 +  sin а 

зависит от а и имеет единичную норму

cosa x '  +  sina- | =
=  (cosa x ‘ + s i n a  ©°, cosa-x‘ - f  sina-t»0)1/* =

=  (cos* a +  sin* a)1/* =  1.

При a =  0 этот вектор обращается в х 1. Но тогда 
функция

ф (a) =  (A (cos a • х 1 +  sin а о"), cos a • x 1 +  sin a o°)

достигает своего максимума в точке a =  0 (ф (0) =  (Л х1, х 1)) 
и в силу необходимого условия экстремума

Ч>'(0) =  0.

Вычислим эту производную. Имеем

ф(а) =  соз*а(Лх\ x ‘) - f  sin2a (Л х1, ©*) +  з т *а(Л©\ v >•

*) См. нашу книгу «Высшая математика. Дифференциальное 
и интегральное исчисление», § 8.12.



Следовательно,
tf>' (а) =  — s i n 2a (/ lx l , x 1) +  2cos2a (/ ljr1, «*) +

+  sin2a(i4t>\ ©")
и 

(0) = 2 (Лж\ ©°) = 0.

Мы получили, что вектор А х х ортогонален ко всем 
единичным векторам v * £ L ' ,  следовательно, и к любым 
векторам v £ L ' .  Но тогда А х х отличается от х 1 лишь 
множителем (см. следствие 1 в конце § 20), т. е.

А х 1 =  к х х,

где X— некоторое число.
Из первого соотношения (равенства) в (5), учитывая, 

что |х‘ |= 1, следует

Х, =  (Хдг1, х ‘) =  Х.

Таким образом, мы доказали, что максимум квадра­
тичной формы (4') на единичной сфере | х  | =  1 достигается 
в некоторой точке X х,

max (Ах,  х )  =  (Ахх, х 1) =  Х1.
1* 1-1

При этом
А хх =  X jjf1, I x 11=1.

Мы видим, что нетривиальный (не равный нулю) век­
тор дг1 отображается при помощи оператора А в вектор 
Х,лг\ ему коллинеарный.

Такой вектор называется собственным вектором опе­
ратора А, а число X i— принадлежащим этому вектору 
собственным значением.

Будем теперь рассматривать оператор А на подпрост­
ранстве R 1, определяемом как множество векторов х  ( £ R„), 
ортогональных к вектору X х (выше мы его обозначали 
через L ') . R 1 есть (п— 1)-мерное подпространство— в нем 
имеются ортонормированные базисы, состоящие из п — 1 
векторов. Цель наша заключается в подыскании одного 
такого базиса, как мы увидим, естественно связанного 
с оператором А.

Важно подчеркнуть, что образ Л(/?‘) подпростран­
ства R i при помощи оператора А принадлежит к R 1,

J 22. САМОСОПРЯЖЕННЫЙ ОПЕРАТОР 125



потому что, если (х , дг‘) =  0, то

(Ах, х х) =  (х,  A x l ) = ( . r , X lx l ) = l i (x,  х х) =  О,

т. е. Ах  € R 1-
Самосопряженность оператора А' на R 1 тривиальным 

образом сохраняется, потому что равенство

(А х ,у )  =  (х,  Ау)

верное для всех х , у  £ /?„, верно также для всех х , у  £ R 1.
Итак, мы теперь рассматриваем самосопряженный 

линейный оператор А на линейном подпространстве R 1 
измерения п — 1. К нему можно применить приведенные 
выше рассуждения и обнаружить в R 1 существование еди­
ничного вектора X х такого, что

шах (Ах, х)  =  (Ахг, х *) =  X, <  X*. 
i * i = i 1 * * | = 1

(х. Х ' ) = 0  (х*. д г ' ) = 0

Дело в том, что единичная сфера S 1 в R 1 опреде­
ляется, очевидно, как множество единичных векторов х ,
ортогональных к х 1. При этом

А х х =  Х,лг*.

Мы нашли второй собственный вектор оператора А — 
вектор х % и принадлежащее к нему собственное значение 
X,, очевидно, не превышающее X, (при уменьшении об­
ласти рассмотрения максимум может только уменьшиться). 
При этом (х 1, ж1) = 0 .

Подобным образом можно ввести подпространство R х, 
измерения п— 2, ортогональное к векторам X х и X х, пока­
зать, что оператор А отображает /?* в R * и определить 
третий единичный вектор х %, ортогональный к X х и к X х 
такой, что для него имеет место

шах (Ах,  х )  =  (Ах3, х 3) =  X*
| х 1=1 

(ЛГ, j r ‘ ) =  0 ,  ( J f ,  X ‘)a 0

И
Ах* =  Х,дг3 ( Х ,< Х ,< ? П).

Продолжив этот процесс по индукции до п-го век­
тора х п, мы получим ортонормированную систему векторов

X х, X х, х а (6)
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и систему действительных чисел
X,, . | А.и,

обладающих свойствами

А х" =  ).кх к (А= 1, . . . .  п), \

■̂1 ^  ^  ^  -̂п- f
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(7)

(8)

Мы получили полную систему собственных векторов 
оператора А и принадлежащих им собственных значений. 
Так как ортонормированная система (6) принадлежит к R„ 
и состоит из п векторов, то она есть базис в R n (см. § 17). 
Поэтому произвольный вектор x £ R „  можно разложить 
по этой системе:

Тогда наш самосопряженный оператор А может быть за 
писан следующим образом:

Мы доказали теорему.
Теорема 1. Самосопряженному оператору А в про­

странстве R n соответствует ортогональная система 
векторов х 1.........х п (базис R n) и система действитель­
ных чисел X,, . . . ,  \п такие, что  А х  для любого x £ R „  
представляется в виде суммы (10).

Квадратичная форма (4') соответственно записывается 
следующим образом:

На практике часто мы исходим из некоторой квадра­
тичной формы

П
х =  2  (*- X k) xk. (9)

А х — А (х, х к) А хк =
П

*= 2  К  (*. * к) х к. (Ю)

л

=  2 > . , ( х , х у .  (4')
S Ш 1

л п

Д] ^2 ак1хкх1 (ак1 — а1к)• (4')



Чтобы применить к ней полученные результаты, можно 
определить в связи с ней линейный оператор

У =  Л х,

определяемый равенствами
П

Hi — 2  ai/X/ (* =  1, л).

В силу условия ак1 =  а1к это самосопряженный оператор, 
и к нему применима теорема 1. На языке квадратичной 
формы теорема 1 может быть переформулирована следую­
щим образом.

Теорема 2. Пусть задана квадратичная форма 
(4') в некоторой п-мерной системе координат x it

пространства R n с ортами I х, . . . ,  i n ^дг =  ^2 xki^ j .

Существует прямоугольная система координат £i> • • •• £» 
с ортами х 1, . . . , х п, образующими ортогональный базис

, и система действительных чисел }ч , . .  , ,Хп

такие, что квадратичная форма (4') в этой системе есть 
сумма квадратов координат \г вектора х ,  помноженных 
соответственно на числа X/

2  2  < № ,=  2  U I-  (4'")
« •= 1  I  = 1  S т  I

Переход от левой части (4'tf) к правой можно осу­
ществить, если известны разложения векторов х 1.........jc"
по ортам I х, . Пусть

* ' = 2 М *

(см. § 17, (7), где надо заменить aj s , а* соответственно 
на fi/t, х ') .  Так как /', и х 1, . . . , х п— ортонор-
мированные базисы в R n, то матрица

Л =  |Р„|

ортогональная. Мы считаем, что она известна. Один и тот 
же вектор х  можно разложить по двум базисам;

х  =  2 x j *  =  2 \,х>.
*=i (=1 ‘
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Но тогда

и в силу линейной независимости еистемы /*, . . . ,  /" получим

Таким образом, переход от координат к коор­
динатам осуществляется посредством матрицы
Л\ транспонированной к Л (т. е. о помощью строк мат­
рицы Л< или столбцов матрицы Л).

Если подставить выражения ( I I )  для х, в левую 
часть (4' ")» т °  должны получить правую. Запишем это 
равенство!

Если приравнять коэффициенты при одинаковых 
то получим равенства

которые можно трактовать следующим образом (см. 
§ 15, (6)). Для матрицы

самосопряженного оператора А существует ортогональная 
матрица

П
Р/*£/ (s =  1 * • • • • я)»/-1 (П )

Л — (akt — alh)

л-IM
такая, что

А. -4 .Д- ‘ =9(, (12)
где 91 — некоторая диагональная матрица

31 - ( 13)
О 0 0 t it  \п I

(X/— действительные числа), называемая канонической.

& Я. С. Вугроо, С. М. Никольский
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Отметим, что для ортогональной действительной мат­
рицы Л

Так как определители ортогональных матриц |Л|=* 
"=|Л~*| =  ±  1, то из (12) следует

И (I4)
/я I

Мы доказали, в частности, следующую теорему.
Теорема 3. Если определитель \ А | самосопряженной 

матрицы А не равен нулю (|И|=у&0), то  все ее собствен­
ные числа Xj, не равны нулю (Х ,Ф0,  / =  1, . . . .  п).

Из теоремы 2 следует, что
1) Если . . .  >  Хп >  0, то квадратичная форма 

положительная для любых векторов | ^ 0, а следовательно, 
и любых векторов хфО.  В этом случае она называется 
строго положительной.

2) Если 0 >  X, >  . . .  >  то форма отрицатель­
ная для любых 1 =И=0, следовательно, и любых хфО.  
В этом случае она называется строго отрицательной.

3) Если >  . . .  >  и Хп =  0, то форма неотрицатель­
ная. Существует направление, (ось £„), вдоль которого 
она равна нулю. Это положительная форма, но не строго.

4) Если Я, =  0 ̂ Д , >  . . .  Х„, то форма отрица­
тельная не строго.

5) Если Х( >  0, а X, <  0, то форма неопределенна. 
Если исключить нулевую точку, то вдоль оси |( она поло­
жительная, вдоль же оси — отрицательная.

Оказывается, что по виду матрицы \А\, по знаку 
некоторых порождаемых ею определителей можно узнать, 
будут ли ее собственные числа все положительные, все 
отрицательные или среди них есть как положительные, 
так и отрицательные. В этом заключается теорема Силь­
вестра *).

Составим ряд главных миноров квадратичной формы 
(Ах, х):

l ° f f  ° t t  I t,,t  ' "
Ai — oti , Д ,=  I ’ •••• ....................

0п1 . опп
Согласно теореме Сильвестра, которую мы не доказы­

ваем, имеют место следующие утверждения!

1) Лж . Л ж . Сильвестр (1814— 1897) — английский математик.



1 Если Aj >  О, А, >  0, . . . ,  А„ >  0, то форма строго 
положительна (случай I)).

2. Если А, <  О, А, >  О, А, <  0.......... ( - 1 ) « А „ > 0 ,
то форма строго отрицательная (случай 2)).

3. Если \  >  О, А, ̂  О, . . . ,  А. >  0 или
А < < 0, Af > 0 ......... ( - 1) » А . > 0 .

и имеется I ,  при котором А/ =  0, то форма заведомо не 
строго определенна.

4. Во всех остальных случаях квадратическая форма 
неопределенна.

Замечание 1. Если R „— комплексное пространство, 
а ак1*=а1к— по-прежнему действительные числа, то рас­
суждения, приведенные выше, мало отличаются. Формула (4') 
теперь записывается таю

п п п п
(х ,  А х) =  2  **,2  ак,х, =  2 2  а»(ЗД.»ш| IшI *=|/в)

Число (х , Ах) остается действительным, потому что
__________  п п
(х, лх)=  2  2я*/***«=1=1

п п п п
=  2 2  <*«***< =  2  2  а*,***, =  (х, Ах).

fr— I / -= I * —! Г=*1

Это показывает, что приведенные выше факты (фор­
мулы (4') — (10)) остаются неизменными, в частности числа 
X,, . . . , Х „  и в случае комплексного /?„ действительны. 
Теорема 1 полностью сохраняется для комплексного R n. 
Формула (4*) теперь имеет вид

(х, Ах) =  2  К I (*• *') IV i * i

т. е. теперь уже квадраты чисел (х , X s) надо заменить на 
квадраты их модулей. Формула (4 '")  теперь уже выгля­
дит следующим образом:

2 2 akixkxt — 2 X, | S, | *,
*«=l t m  t  < -  I

а в остальном теорема 2 остается в силе.
Замечание 2. Отметим, что действительность собст­

венных значений самосопряженного линейного оператора
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А в /?„ (действительном или комплексном) можно доказать 
следующим образом. Пусть X— собственное значение опе­
ратора А и лс° (|дс° |= I) — принадлежащий к нему собст­
венный вектор. Так как Лдс® =  Хх°, то

Х =  Х(х», jc°) =  (A j c ° | х°) — (/1х°, *°) =  (*\ А х а) =  
=  (х°,  Х х ")= -Х (х°, х°) =  Х.

Ортогональность собственных векторов оператора, при 
надлежащих разным собственным значениям, тоже можно 
доказать непосредственно.

В самом деле,
А х '  =  \хх \  Ах* =  X jx*

(| jt»| -l. 1* * 1=  Ь
тогда
X, (x 1, x*) =  (X,x\ x 2) =* (Л х1, x*) =  (ж1, Лх*) =  (х 1, Х,х*)=» 

-Х»(х\ х2) =  Х,(х\ х*).
Так как X,^&Xi( то ( х 1, х*) =  0.
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§ 23. Квадратичная форма в двумерном пространстве

При п =  2 квадратичная форма имеет вид 
Оц*? +  а ^ х ,  +  atlx txt +  аих\ =  апхс? +  2яц *1* , +  а1ах*„ (1)

так как a,i =  a,i (мы считаем а*, действительными).
Чтобы привести форму (1) к сумме квадратов коорди­

нат вектора (£t, £,) в некотором базисе (х\ х 2), надо 
(см. § 22) найти базисные орты х\ х*— собственные век­
торы самосопряженного оператора Л, порожденного сим­
метрической матрицей

л = <41 «и
ф fljf Оч

Укажем способ нахождения собственных значений (чи­
сел) и собственных векторов оператора Л, отличный от 
метода § 22.

Итак, если Х0— собственное число оператора А и 
х "  =  (дс',0’, Х'!>) Ф ® — соответствующий ему собственный век­
тор, то

А х°= *Кх ° .



Перепишем это уравнение в координатной форме) 
( в « - * о ) * Г +  o r f - O ,  \

at, +  ( « „ -* .) * ',• ’=  О, / W

или в операторной форме!
( А - К Е ) х '  =  О, (2')

где Е — тождественный оператор.
Таким образом, однородная система (2) имеет ненуле­

вое решение х ", что может быть, если определитель сис­
темы (2) или (2') равен нулю:

X * *  « в — * . | — I л — I - » •

Итак, собственное число является корнем уравнения 
| Л -Х о£| =  0, (3)

которое называется характеристическим уравнением опе­
ратора А (или квадратичной формы (Ах,  дг)).

Верно и обратное утверждение. Если Х0 является корнем 
уравнения (3), то нетривиальное решение системы

( / ! - * „ £ ) *  =  0 (4)

будет собственным вектором самосопряженного оператора А.
Следовательно, собственные числа оператора А нахо­

дятся в данном случае как корни квадратного уравнения (3):
(о,, —Х)(а„— X)— а5, =  0,

А-* — («И +  ам) =  °*
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Решая это уравнение, получаем

К  =  у  [ап +  +  ^4а*, +  (аи —

К  =  т к <  + a t i — ^4а?, +  (а„— att)*].
(5)

Отсюда видно, что при этом X, =  X, в случае
a,j =  0, at l ±=ai t . Будем для определенности считать, что 
аи ^ ан (иначе меняем xt на х, и х, на *,). Тогда

>  Оч ( ̂ 1 — аи =  4 а',г +  (аи — а,,)*— (а„ — а „ )]> о ).
Из (5) следует, что собственные значения оператора А 

(самосопряженного)— действительные числа.



Теперь по известным собственным числам и X, най­
дем собственные единичные векторы, как решения систе­
мы (4). Так как \А — Х,£| =  0, то

ранг (А— > .,£ )<  1.
Если =  Ха, то в этом случае матрица А— \ЛЕ  состоит 

из одних нулей (kt =  Х, =  я„  =  о„, а,, =  0), т. е. ее ранг 
равен нулю. В этом случае квадратичная форма уже при­
ведена к сумме квадратов (au =  atl =  0). Системе (4) удов­
летворяет любой вектор лг =  (дс,, x j .  Поэтому за собствен­
ные векторы можно взять орты системы координат 
дг‘ =  / =  (1, 0), х г =?/ =  (0, 1). Любая другая система (jcl , х 1) 
ортонормальных векторов обладает тем свойством, что и 
этой системе квадратичная форма по-прежнему состоит из 
одних квадратов.

Теперь, если то либо о14# 0 ,  либо аи =  П,
ал Ф  аи. Второй случай можно не рассматривать, так как 
фюрма (1) уже приведена к сумме квадратов. Итак, пусть 
а1г Ф  0. Тогда

ранг (А— Х,£) =  I.

Поэтому достаточно рассмотреть одно уравнение системы (4)i 
(аи — X ,)x ,+ a l l xt =  0.

Отсюда имеем {аи Ф 0)

Вектор

У1 =  { * '

является решением системы (4). Нормируя этот вектор, 
получим собственный вектор
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в  /_______±J_______ ________ i0 - ( —fffi) \

’ Z V '+(^)Т
Проводя элементарные преобразования, можно получить 
р а в е н с т в а _______________________________

-  =Ь y f  +  (*n— * п У У  4в}*+  (Ofj— а „)\  ^  

х?' =  ±  |/" 1— (%—OjiJ/K «о*. +(а«—aj*.
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В дальнейшем достаточно брать в формулах (6) знак 4-. 
Совершенно аналогично по собственному числу X, на i* 

дом собственный вектор х 2. Оказывается, что

Л
Составим теперь матрицу оператора (ортогонального 

преобразования) Л, переводящего орты (/, J) ворты (х\  x 5)i

«р «г*
-*S U 4 й

(в строках стоят координаты образов базисных ортов / и J 
при помощи А, т. е. x l =  *,ul х*=*  — х?Ч +  х\"]). 
Тогда координаты вектора (х„ xt) в системе (/, J) связаны 
с координатами (gf, £,) этого вектора в системе ( х ‘, х 1) о 
помощью столбцов матрицы Ai

— «‘Л , ,  \ _

Подставляя эти значения в квадратичную форму (1) и учи­
тывая формулы (5) и (6), получим

aux',+2a itxtx ,+ a tt^~m (8)

Правая часть этого равенства называется каноническим 
видом квадратичной формы.

Если числа Xf и X, одного знака, то будем говорить, 
что квадратичная форма принадлежит эллиптическому типу, 
если Х( и К  разных знаков, то гиперболическому типу, 
если же одно из чисел X, или X, равно нулю, то парабо­
лическому типу.

Из (5) видно, что Х(Х, =  aual t — а?,. Поэтому тип фор­
мы (!) можно определить по знаку выражения аиаи — а]1.

Квадратичная форма будет эллиптической, гиперболи­
ческой или параболической, если выражение atlatJ— a*s 
соответственно больше, меньше или равно нулю.

Пример I .  Привести к каноническому виду форму

х ; - К З х , х , + 2*2.

У з
В данном случае аи =  I , at-t =  — , а„ =  2. Так как

°иам— а1 =  2 — =  -5- >  0, то форма будет эллиптической. 
Найдем собственные векторы и их собственные значения
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Далее,

по формулам (5), (6)i

* i” =  4  ’ х , = ( т • ~ ~ ^ г ) '  *> =  7 ’

x i J V l  I )  X - 1
х  — ^“2“  ’ 2 / ’ I  2 *

В системе (х 1, X х) наша квадратичная форма имеет вид

4&Г +  1 - &

TaKKaKx^’^ y ^ c o s ^ —
\Гз «sin ( - ! ) •

то преобразование о помощью матрицы
4 м - x i "
X?

(ж1 -  (*.">, хП, х* -  ( -  *?’. леГ*))

означает поворот системы дг,, дг, на угол а =  л/3 около 
начала координат по часовой стрелке (см. пример 1 в кон­
це § 16).

§ 24. Кривая второго порядка

24.1. Общее уравнение к р и в о й  в т о р о г о  
порядка.  В плоскости, в некоторой прямоугольной сис­
теме координат х, у, пусть задана кривая, определяемая 
неявно уравнением второй степени

Ax, +  2Bxy +  Cyt +  2 D x + 2 E y + F * = 0 ,  (1)
где А, В, С, D, Е ,  F — заданные действительные числа. 
При этом числа А, В, С одновременно не равны нулю. Эта 
кривая называется кривой второго порядка. На самом деле 
может случиться, что нет вовсе точек (*, у) с действи­
тельными координатами, удовлетворяющих уравнению (1). 
В этом случае говорят, что уравнение (1) определяет мни­
мую кривую второго порядка. Мы не будем изучать мни­
мые кривые. Уравнение

х* +  у* =  - 1
может служить примером уравнения второй степени, опре­
деляющего мнимую кривую.

24.2. В а ж н ы е  случаи общего у ра в н е н и я  
кривой в т о р о г о  порядка.  Перечислим шесть важ­
нейших частных случаев общего уравнения ( l) i



1) Уравнение эллипса

S  +  S - 1 ( а > Ь >  0)

с полуосями длины а и Ь. В частности, при а =  Ъ уравне­
ние окружности

х * + / / *  =  а*

с центром в начале координат и радиусом а.
2) Уравнение гиперболы

£ - £ = 1  0)

с полуосями а и Ь.
3) Уравнение параболы

у* =  2рх (р >  0).

4) Уравнение пары пересекающихся прямых
а*х*— Ь*у* =  0 (0 <  а, Ь).

5) Уравнение пары параллельных илн совпадающих 
прямых

х*— а* =з0 (а^О).

6) Уравнение, определяющее точку,
х* +  у*=з 0.

Остановимся вкратце на перечисленных кривых. 
Эллипс

£  +  g = l  ( а > Ь >  0). (2)

При а =  Ь эллипс (2) обращается в окружность радиуса 
а с центром в начале координат, т. е. геометрическое мес­
то точек, отстоящих от начала на расстоянии а.

Пусть а > Ь .  Положим c =V r a2— b*. Отметим на оси л 
точки F ,, F t, имеющие абсциссы х =  — с и х =  с. Это фо­
кусы эллипса. Э л л и п с  (2) можно определить как геометри­
ческое место точек, сумма расстояний которых до фоку­
сов F t, F „ есть величина постоянная, равная 2а.

В самом деле (рис. 37),

M F i ^ V i x  +  cy+y* ,  M Ft =  [/"(x—c)* +  y*,
2a =  V ( x + c ) '  +  y ' +  V '(x -c ) ' +  y2,
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откуда
2а — V  (а +  с)* +//’ *= 1̂ (дс — с)2 +  //’

и
4 а1 4- (х +  сУ+ /,*— 4о 1/"(7 Тс Г+ 7  « («— в)* +  0*.

4а* +  4сдг *= 4а К ( *  4- с)’ +  /Л 
о4 +  2а*сх +  с*х* =  о* [х* +  Чех +  с* +  «/*].

_ * * * • «  — о*Ь* + « У ,  
e w - f t v + e y ,

откуда следует уравнение (2). Если проследить эти вы­
кладки в обратном порядке, то получим, что если точка

(х, у) удовлетворяет урав­
нению (2), то сумма ее 
расстояний до F , и F-, 
равна 2а.

Если в уравнении (2) за- 
менить х на — х, то оно 

х  не изменится— это показы­
вает, что эллипс (2) есть 
кривая, симметричная от­
носительно оси у . Анало­
гично эллипс (2) симмет­
ричен относительно оси х, 
потому что его уравнение 

не изменяется при замене у на — у. Но тогда достаточно 
изучить его уравнение в первой четверти (системы коор­
динат), т. е. для х, y^t 0. Часть эллипса, находящаяся в 
первой четверти, определяется уравнением

//*= - V a * — х* (0 < д г< а ).

Из этого уравнения видим, что наш эллипс проходит через 
точки (Г), Ь) n (а, 0). При этом его ордината у при не- 
врерывном возрастании х на отрезке [0, а] непрерывно 
убывает.

Эллипс— ограниченная кривая. Он находятся внутри 
круга радиуса а с центром в начале координат (для коор­
динат любой точки эллипса (дс, у) имеет место неравенство
X’ +  «/*<0’ (^  +  p - ) = o sj  .

Из рис. 37 мы видим, что эллипс есть непрерывная 
вамкнутая кривая. В первой четверти это выпуклая вверх
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кривая. В любой ее точке можно провести касательную1). 
Все эти свойства и многие другие могут быть с успехом 
изучены методами математического анализа, который к тому 
же дает средства для точного определения высказанных 
выше понятий— непрерывность, выпуклость и т. д.

Уравнение эллипса можно записать еще в параметри­
ческой форме

х =  а cosO, 1 ч /ох
y =  bs in0, / ( - ° °  < 0  <о°)> (3)

В самом деле

£  +  |I =  cos*O +  sin«0= l ,

т. е. точка (дг, у), определяемая равенствами (3) при лю­
бом 0 принадлежит эллипсу (2). Если 0 непрерывно
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пробегает полуинтервал [0, 2л), то точка (х, у) описывает 
полный эллипс. При дальнейшем возрастании 0 движение 
периодически повторяется.

Выясним смысл параметра 0 и попутно укажем способ построе­
ния эллипса (рис. 38). Проведем две концентрических окружности 
радиусов Ь и а ф <  а) с центром в точке О. Затем проведем ради-

*) См. нашу книгу «Высшая математика. Дифференциальное и 
интегральное исчисление», § 4.2.
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ус-вектор под углом 0 к оси х и обозначим его точки пересечения 
с окружностями ргдиусг b и п соответственно Т  и N. И з  точки N 
проведем прямую, параллельную оси у, а из точки Т — прямую, 
параллельную оси х. Точка пересечения этих прямых М  принадле­

жит эллипсу. В  самом деле, 
пусть х—абсцисса точки М, а 
V— ордчната этой точки. Тогда  
(см. рис. 38)

* =  (W-cos0 =  acos0, 
у =  Г Л  «= ОГ • sin 0 =  b sin 0,

т. e. точка M действительно 
находится на эллипсе (3) и 
параметр 0 есть угол между 
осью * и лучом ON. Отметим, 
что 0 не является полярным 
углом ф, который образует 
радиус-вектор ОМ о осью х

 ̂tg qp=-^-tg 0 ^ . Например, ес­

ли <р =  я/4, а — Y  3 , 6 = 1 ,  
то 0 =  я/3; если <р =  0, то 0 =  0; если<р =  л/2, то 0 =  л/2.

Гипербола
§ - £ - {  (0 <  в. &). (4)

Положим c — V я* +  Ь* и отметим на оси х точки F, и Fj — 
фокусы гиперболы (4), имеющие абсциссы х = — с и х — с 
(рис. 39).

Гипербола (4) может быть определена также как гео­
метрическое место точек А =  (х, у), разность расстояний 
которых до фокусов F t и F, есть величина постоянная, 
равная 2а.

Имеем (см. рис. 39)________ ___________
A Fj —  AF-t =  У  {х +  с)' 4- У1— V (х— с)* +  У* =  2а,

У (х  +  сУ +  у* =  У ( х - с ) '  +  у' +  2а,
4 сх— 4 а! =  4 a V  (х— с)* +  у1,

Ь*х*— а*у* =  а*Ь2,
откуда следует уравнение (4).

Мы получили правую ветвь гиперболы (см. рис. 39). 
Чтобы получить левую ветвь, надо исходить из равенства

A F j— A FX =  2а.
Рассуждениями, проведенными в обратном ^порядке, 

можно заключить, отправляясь от уравнения (4), что точ­
ки (х, у), ему удовлетворяющие, принадлежат к указан­
ному выше геометрическому месту.



По виду уравнения (4) заключаем, что гипербола (4) 
симметрична относительно оси дс и оси у. Часть гипербо­
лы (4), находящаяся в первой четверти, имеет уравнение

y = t ^ V x * — а* ( а < * < о о ) .  (5)

Мы видим, что наша гипербола проходит через точку 
(а, 0) и при возрастании х на полуинтервале [а, оо) орди­
ната у возрастает и стремится к бесконечности. Точки 
f i =  (— а, 0) и С =  (а,.0), в которых гипербола пересекает 
ось дс, называются вершинами гиперболы.

На рис. 39 нарисованы две прямые!
, ъ 

у = * ± - х .

Это асимптоты нашей гиперболы.
Пусть на полуинтервале [а, оо) (или (—оо, а]) задана 

кривая У’**! (дс). Говорят, что прямая у = * т х  +  п есть 
асимптота этой кривой при дс—*• +  00 (у—* — оо), если

lim [f (х)— т х — «] =  О
Х - + +  оо

(соответственно lim [/ (х)— т х — п] =  0).
X-*--СО

Рассмотрим кусок нашей гиперболы, определяемый ра­
венством (5), и сравним его о прямой у=*-£- х. Предел
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liin  [ — — — У х * — aJl  =  lim
r-*+m L a a J  *-* + » x + V x * - a *

= 0.

Это показывает, что прямая у=*^-х  есть асимптота рас­
сматриваемого куска гиперболы при дс—* +  оо. Но тогда 
говорят, что прямая у = ^ х  есть асимптота (всей!) гипер­
болы при дс -+• +  оо. В силу симметрии нашей гипер­
болы относительно осей, так же как симметрии пары пря­
мых у — ± ^ х  относительно осей, можно сказать, что обе
эти прямые являются асимптотами нашей гиперболы и при­
том как при дс—» +  оо, так и при дс—►— оо.

Правая ветвь гиперболы (4) может быть записана в 
параметрическом виде

х =  a ch и =  j  (ett +  е~а), 

г/ =  6 sh ы =  4  (е"— е~а),
(— оо <  а <  оо). (6)



В самом деле, так как
ch'u— s h ' a = l ,  (7)

то из уравнений (6) получим

~ — jjj =ch* и— sh* и =  1.

Верхняя половина правой ветви гиперболы соответст­
вует изменению и £ [0, оо), а нижняя—изменению и € (—оо,0].

Выясним, как параметр и связан с параметром 0 в параметри­
ческом уравнении эллипса, а попутно укажем способ построения 
гиперболы с помощью циркуля и линейки. Та к  как наш способ 
построения гиперболы будет основан на способе построения эллип­
са, то мы изложим эти два способа построения совместно (рис. 40).
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Ограничимся построением частей эллипса (2) и гиперболы (6), нахо­
дящихся в первой четверти. Проведем две концентрические окруж­
ности радиуса о и 6 с центром в начале координат. Проведем луч, 
выходящий из начала координат под углом Од к оси х. Пусть Т х и 
N j  —  точки пересечения этого луча1 с указанными окружностями 
(О Т, = 6 ,  O ^Vj=a). Проводя из точек Т j  и N\ прямые, параллель­
ные осям х и у соответственно, получим точку их пересечения 
Л 1 » = (* 0, у0), принадлежащую эллипсу (2). Затем проводим луч ОМл. 
Пусть A/j— точка пересечения этого луча с окружностью радиуса а; 
Р — точка пересечения этого луча с прямой, параллельной оси у и 
проходящей через точку эллипса А =  (а, 0). Уравнение луча ОР 
можно записать:

Отсюда следует, что ордината’ точки Р равна К 0= - ^ - . Далее со-*о
единим точку 6 j  =  (*0, 0) с точкой Nt и из точки А проведем пря­
мую, параллельную B tNs, которая пересечет луч ОР в точке Q.
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Из подобия треугольников OAQ и OB,,V , получим, что OQ =• а*1хп.
Радиусом 0Q на оси х отмечаем точку В 2 =  (аг/*о. 0).

Теперь из точек Я ,  н Р проводам прямые, параллельные осям
у и х соответственно. Точка пересечения этих прямых М г =  (Х„, К 0) ,  
где Х 0 =  а*/х0 принадлежит гиперболе (4).

В  самом деле, так как точка (jkq, у0) лежит на эллипсе (2), то

т. е. точка Мг принадлежит гиперболе (4).
Отметим, что точка В ,=  (аЧх0, 0) является точкой пересечения 

касательной к эллипсу в точке Ма с осью * (см. сноску на стр. 139).
Таким образом, каждой точке (х, у) эллипса (2) соответствует 

вполне определенная точка (X , У) гиперболы (4) и обратно.
Теперь, если эллипс (2) задан параметрически, то

Отметим на оси х точку F  о абсциссой х — р/2, назы­
ваемую фокусом параболы (8), и проведем прямую х =* 
•=* —Р/2, называемую директрисой параболы (8) (рис. 41).

Парабола (8) может быть еще определена как геоме­
трическое место точек <4=*(*, у), равноудаленных от

а 1 Ь 1

Поэтому

х =b tg 0.

Отсюда, учитывая (6), получаем

sh u =  lg 0 .

Имеют место также следующие формулы:

т. е.

Парабола
у* — 2рх (р>(У). (8)
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фокуса и директрисы. В самом деле (см. рис. 41) 

AF*mm(x— % ) *  +  !/*,

ЛД* =  ( * + | ) \

следовательно,

т. е.

MJ'+M'+i)'
— рх +  у* =  рх,

У* *= 2рх.

Обратно, из этого уравнения следует, что точки, ему 
удовлетворяющие, принадлежат к указанному геометриче­
скому месту точек.

Из уравнения (8) видно, что парабола (8) симметрична
относительно оси х. Ее верх­
няя половина имеет уравнение

у «= VTpx  (0 <  х <  оо), (9)

из которого видно, что ког­
да х пробегает полуинтервал 
[О, оо) возрастая, ордината у 
возрастает от 0 до оо.

Укажем простой способ 
построения параболы (9) с по­

мощью линейки и прямого угла или о помощью циркуля 
и линейки. Проведем прямую х =  — 2р (рис. 42). Возьмем 
на этой прямой произвольную точку К  =  (— 2р, у), « / > 0. 
Соединим эту точку с началом координат и проведем пря­
мую, проходящую через начало координат, перпендику­
лярную к прямой ОК. Далее проводим прямую через точ­
ку /С параллельно оси х. Последние две прямые пересе­
каются в точке М *= (х , у), которая принадлежит параболе
(9), так как ОА =  у есть среднее геометрическое чисел 2р 
и х {y =  V2px).

Парабола (8) не имеет асимптот1).
Пара пересекающихся  пря мых

а*х1— Ьгуг =*(ах— Ьу)(ах +  Ьу)*=0 (0 <  а, Ь). (10)

J) См. нашу книгу «Высшая математика. Дифференциальное 
н интегральное исчисление», § 4.20.
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Если какая-либо точка (х, у) удовлетворяет уравнению
( 10), то она удовлетворяет одному из уравнений

ах— Ьи*= 0, \
„ + * - о ] W

или обоим. Обратно, если точка (дг, у) удовлетворяет

одному из уравнений (10'), то она удовлетворяет и урав­
нению (10). В этом смысле говорят, что (10) есть уравне­
ние пары прямых.

24.3. Классификация  к р и в ы х  в т о р о г о  по­
рядка.

Ниже будет доказано, что существует прямоугольная 
еивтема координат такая, что в ней кривая (1), если она 
не мнимая, имеет одно из перечисленных выше уравнений 
1) - 6).

Более детально:
при АС— В 2> 0  кривая (1) есть эллипс, точка (слу­

чаи 1), 6)) или мнимая кривая;
при АС— J3S< 0  кривая (1) есть гипербола или пара 

пересекающихся (разных) прямых (случаи 2), 4));
при АС— В г =  0 кривая (1) есть парабола, пара парал­

лельных или совпадающих прямых или мнимая кривая 
(случаи 3), 5)).

Мы позволяем себе говорить «кривая» даже и в слу­
чаях 4), 5), 6), когда речь идет о паре прямых или мно­
жестве, состоящем из одной точки.

Итак, пусть задано уравнение
Ахг +  2Bxy +  Cy' +  2Dx +  2 E y + F  =  0, (1)

где коэффициенты А, В, С одновременно не равны нулю.



Не нарушая общности, можно считать, что А^О,  
А ^ С ,  В ^ О .  К этой ситуации всегда можно прийти с по­
мощью ортогональных преобразований:

* =  П. I  * =  — £. \ 
у = I .  ( У = Ч  I

и умножения левой и правой частей (1) на — 1.
Если В =  О, А ^ С > 0 ,  то (1) можно записать в виде

л ( * + - т ) ‘ + £ { » + 4 ) ' + ' г - ! ' - 7 “ 0- <">
Параллельный переноо

«. , D , Е
? =  * + Л =  { /+с-

преобразует уравнение (11) следующим образом!

/1|» +  Сг,’ =  ̂ + ^ - / ч  (1 Г)
£2 Q*

Если число —  f  >  0, то уравнение (11) пред­
ставляет собой уравнение эллипса (случай 1)) с полуосями 
а, Ь, где
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Отметим, что в данном случае АС— в* =  /1C >  0.
Если же правая часть уравнения (11') равна нулю, то 

мы получаем точку (случай 6)).
При отрицательной правой части уравнение (11') дает 

мнимую кривую.
Если число С =  0, А >  0, то (1) можно записать в виде

л ( х  +  ^ У  +  2 Е у + Р - ^  =  0. (12)

Пусть число Е  Ф  0 , тогда параллельный переноо
*  ,  D  , F D2
1 =  Х +  Ч '  Г] =  У +  ? .Ё ~ Ш

С
преобразует уравнение (12) в уравнение

2£т] =  0, (12')

которое (после замены, если нужно, на — г|) представ­
ляет собой уравнение параболы (случай 3)).



Если Е = 0, то в зависимости от знака числа ^ r — F
А ’

мы получим пару параллельных прямых или мнимую кри- 
BytO. Отметим» что здесь АС— В* =  0.

Далее, если число С <  О, А >  0, то уравнение (1) 
можно записать)

* ( * + 4 ) вН С | ( * — t§ t ) ,  +  / ? + i I t “ :T = = 0 , ( 1 3 )

анализ которого проводится так же, как в случае урав­
нения (И). Уравнение (13) дает гиперболу или пару пе­
ресекающихся прямых (случаи 2) и 4)). Отметим, что в дан­
ном случае АС— В » = Л С < 0 .

Случай /1 =  0, С < 0  сводится к уравнению типа (12). 
Итак, при В =  0 уравнение (1) всегда дает один из 

частных случаев 1)— б).
Пусть теперь В  >  0, А ^ С .  Тогда, как мы знаем 

(см. § 23), существует ортогональное преобразование
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х =  ъ Ъ — угч, \ 
y =  ytl  +  xtr\, |

где
А - С

(14)

*,= l/X ,
А - С

2 2 У \BP+{A-Cf ’
которое приводит квадратичную форму

Ал'г +  2Вху +  Суг
к каноническому виду.

Преобразуем уравнение (1) с помощью (14):
М ’ +  М *  -¥ D (xtb—ybv ^ + E  (ft| +  *in) +  F  =  0, (15)

где
* i = y M  +  C +  / 4 #  +  M - C ) ‘],

-  j  [ А + С — У —С)*]

(Xj >  Я,,, =  ЛС— В<*). Перепишем уравнение (15) в виде 

М * +  Я,л* +  (x,D +  ytE) I  + ( x tE - y iD) л +  F  =  0. (15')

Уравнение (15') является частным случаем уравнения (1) 
при В — 0, которое мы уже исследовали.



Таким образом, мы можем сказать, что еслш
1) АС— В* =  А.гА.2 >  0, то уравнение (1) представляет 

собой эллипс, точку или мнимую кривую. В этом случае 
будем говорить, что уравнение (1) принадлежит э.иипти- 
ческому типу,

2) АС— В* =  XjX,, <  0, то уравнение (1) представляет 
собой гиперболу или пару пересекающихся прямых. В этом 
случае будем говорить, что уравнение (1) принадлежит 
гиперболическому типуi

3) АС — В* =  V -*  — О» то уравнение (1) изображает па­
раболу, пару параллельных прямых или мнимую кривую. 
В этом случае будем говорить, что уравнение (1) принад­
лежит параболическому типу.

Пример 1. Выяснить характер кривой

2х* +  У 3 х у  +  у* +  2х +  2|/“3 y +  F  =  0, 

где F — произвольное действительное число.

В данном случае Л =  2 > С = 1 , А  =  > 0 ,  АС— Я*

=а >  0, т. е. уравнение принадлежит эллиптическому
типу. Легко подсчитать (см. пример в § 23), что

_ V I  _ 1 . _ 5 j 1 
Х1 — 2 ' — 2 * 1 — 2 ’ 2 — 2 ’

Поэтому с помощью ортогонального преобразования

х = у ( К З £  —  rj),

У =  у ( 5  +  К З п )

наше уравнение запишется

j V  +ут»*+1Кзб-п)Т/3(5 + КЗп) + ̂ =о
или

}(1 +|КЗ),+т<ч+2>‘=т-'’-
Осуществим еще параллельный перенос

U7 S + | K 3 .  

w =  ’l +  2,
тогда будем иметь
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( 16)



Если у-— F  >  О, то (16) будет уравнением эллипса с по­
луосями а, Ь, где

а* =  2 (16— 50/25, 6* =  2 (16 — 5F)/5.

1 (А
Е с л и  j  — F  =  О, то (16) дает точку. Если -  ̂— £ < 0 ,  то 
(16) представляет мнимую кривую.
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§ 25. Поверхность второго порядка 
в трехмерном пространстве

Уравнение
з з  з

^  2  ак1хкх1'Ь’ 2 i  /IjJC/+/? =  0, (1)Л* I I = I /si

где akl =  alk, А,, В — заданные постоянные числа, a x — 
*= (jcj, дг,, дг3) — переменная точка в /?,, определяет, вообще 
говоря, некоторое множество точек в /?,, называемое по­
верхностью второго порядка. Если уравнение (1) не удов­
летворяется ни одной действительной точкой х =  (xt, xt , xt), 
то говорят, что оно определяет мнимую поверхность. Нас 
эти случаи не будут интересовать. В некоторых случаях 
уравнение (1) может определять пару различных или сов­
падающих плоскостей или одну-единственную точку. Но и 
такие множества мы будем называть поверхностями. 

Перечислим важнейшие частные случаи уравнения (1)|
1) Эллипсоид

К  =  * (а, Ь, с >  0).

2) Однополостный гиперболоид

I ;  £  +  =  1 («. 6 . 0  0).

3) Двуполостный гиперболоид

1 ( ^ Ь , с > 0 ) .

4) Эллиптический параболоид

£  +  £  =  2 *  ( P , q >  0 ) .
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5) Гиперболический параболоид

у  — у  =  (р, q >  0).

6) Конус второго порядка

$  +  О (а ,Ъ ,с > 0 ) .

7) Точка
х* +  у* +  г * = 0 .

8) Цилиндры второго порядка: 
цилиндр эллиптический

цилиндр гиперболический

цилиндр параболический
tf =  2px (р >  0), 

пара пересекающихся плоскостей
а*х*— (а. 6 > 0), 

пара параллельных или совпадающих плоскостей
а*=:0 (а >  0), 

г* =  0,
прямая

х' +  У* = 0.
При рассмотрении частных случаев уравнения (1) мм 

считали, что x =  x<, «/ =  *„  г =  х,.
Можно доказать, что для каждого частного уравнения (1), 

если оно не определяет мнимую поверхность, можно найти 
прямоугольную систему координат, в которой это уравне­
ние имеет один из перечисленных выше восьми видов. Это 
следует из общей теории § 22. Само преобразование урав­
нения (1) производится так же, как в § 24. Нахождение 
собственных значений X,, Я,,, X* сводится к  решению ку­
бического уравнения.

Укажем еще один путь нахождения собственных чисел 
и собственных векторов, который мы по сути дела уже



0(Х) =  |Л — Л£|

рассмотрели в § 23 в двумерном случае. Собственные зна­
чения Л-,, Х„ X, самосопряженного оператора А и принад­
лежащие им нормированные векторы х \  х \ х 5 (| х '| = 1, 
Ax/s=) /XJ, / =  1, 2, 3) можно находить следующим обра­
зом (обоснование см. пнже>. Вводим определитель (ак1̂ а 1к):

а« —X (ц2 
°ti on—Ъ
0»( О *2 Оз* — Я

где £ — единичная матрица. Находим корни Xf, X,, X, 
уравнения

| А— Х£| =  0, (2)

которое называется характеристическим уравнением опе­
ратора A(D(k/)e*0, / =  1, 2, 3). Это и есть собственные 
числа оператора А. Они действительные, причем они мо­
гут быть разными, но могут и совпадать— быть крат­
ными. Таким образом,

0(Х)~(Х,-Х)(Х5-Х)(Х,-Х).
Затем для корня X, ищем нетривиальное решение 

х=*(х,, х,, х,) однородной системы уравнений:
(fljj -” Х|) Х| -J- ®13̂ » =  >̂

a I t * i  +  (а г г  —  К )  X ,  +  ° м * з  = 0 ,  (3)

а*,х,+ а*,х, +  (а3, — X,) х, =  0 ,

пли соответствующего уравнения для оператора А — Х,£:
М - Х , £ ) х -  0, (30

где £ — единичная матрица и векторы х  =  (х{, х г, лг3), 
° =  (0, 0, 0).

Нсли X, — простои корень (т. е. в данном случае Xj 
отлично от X, и от XJ, то ранг матрицы системы (3) не­
обходимо будет равен двум (ранг (<4— Х,£) =  2), н мы по­
лучим единственный, с точностью до знака, вектор х 1 =  
Е* (*?’, x*,w, Xj1*), удовлетворяющий системе (3), т. е.

{А— Х1£ ) х 1 =  0
ИЛИ j

A X ' ^ I ' X ' .

Если X,— корень второй кратности (>., =  ?., Ф Ю ,  то 
(йшмгУл необходимо имеет ранг, равный единице 

г !)• и будет иметь два ортонормированиых
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решения х 1 и х 2 (| jc1 | =  | jc* | =  1, (х 1, дг2) =  0), которые 
являются собственными векторами, принадлежащими соб­
ственному значению Х(!

Ах* =  х 1 (/ =  1» 2, X, =  Xj).

Наконец, если Xt—корень третьей кратности (Х ,=Х ,=Х3), 
то система (3) необходимо имеет ранг, равный нулю 
(ранг {А— Х,£) =  0), и будет иметь три ортонормированных 
решения дг1, х*, х 3\

Ах1 =  "KjX1 ( / = 1 , 2 , 3 ,  X, =  X, =  X,).

Любые три ортонормированных вектора в R , могут 
быть взяты в качестве собственных векторов л:1, х г, х \ 
принадлежащих собственным числам X, =  X, =  X,.

Обоснуем сказанное. Мы знаем, что в R t существует 
система ортонормированных векторов jc 1, х 2, х 3 и дейст­
вительные числа Xj, X,, X, такие, что

Аг/ =  Х ,х ' ( / = 1 , 2 , 3 ) .

При этом можно указать ортогональную матрицу Л 
такую, что (см. § 22)

IX, 0 01 
О х, о .

о О Х,1

Отсюда для переменного числа X имеет место тождество

IX i-X  о о j 
0 Х ,-Х  О (4)

о о х4-х||
(Л (А— Щ  Л - 1 =  Л Л Л - 1— Л Х £ Л "  =

=  Л Л Л -‘ — ХАЛ" 1 =  А Л Л " 1— Х£).

Определитель матрицы А— Х£ мы обозначили выше через 
О(Х). Он, как это видно из (4), равен определителю 
матрицы, стоящей в правой части (4), так как
(X, — X) (Хь— X) (X,— X) =  | Л (А— Х£) Л -11 =

=  |Л||Л — Х£||Л-*1 =  |Л— X£| =  D(X).

Таким образом,

D (X) =  (X, — X) (X,— X) (X, — X).
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Мы получили, что корни многочлена D (X) совпадают с соб­
ственными значениями Х(, Х„ X* оператора А. Они, таким 
образом, действительны.

Пусть X, — простой корень и, следовательно, X, ^=Х, 
„ Х,=й=Х4. Тогда матрица справа в (4) при Х =  Х, имеет 
ранг, равный двум (ранг Л (А— Х,£) Л" 1 =  2), но тогда 
ранг(Л— Х,£) =  2. Ведь решения однородной системы (3) 
и системы

0 -г, -Ь0 -г, +  0 -г, =  0, 
О • г, +  (X,— Xj) г, +  0 • г, =  О,
О • г, -Ь 0 • га -I- (X,— Х1) г, =  0,.

(5)

соответствующей матрице (4), преобразуются друг в друга 
при помощи ортогональной матрицы (системы (3) и (5) эк­
вивалентны). Система же (5) имеет только одно (о точно­
стью до знака) нормированное решение ( ±  1,0, 0). Но это 
возможно, лишь если ранг (Л— Xj£)=*2.

Можно дать и такое объяснение этого факта. Если 
предположить, что все определители второго порядка, по­
рожденные матрицей А— Х,£, равны нулю, то тогда и все 
определители второго порядка, порожденные матрицей 
Л ( Д— Х,£) Л "1, также будут равны нулю, так как эти 
определители являются линейными комбинациями опреде­
лителей второго порядка из матрицы А— Х,£. Но этого не 
может быть, ибо определитель, порожденный матрицей 
Л ( Л — Х,£)Л-\

| Х 2 — Я-f о  
О — X., |=7̂ 0.

Если теперь Х| =  Х2=̂ =Х,, то, рассуждая аналогично, 
получим, что ранг (А— Х,£) =  1, и тогда существует в точ­
ности два ортонормнрованных решения jc1, х г системы (3), 
Соответствующих Xf =  X,.

Наконец, при Х( =  Х, =  Х, будет ранг (Л— Х,£) =  0, т. е. 
все элементы матрицы А— Х,£ равны нулю. В этом случае 
любой вектор x  =  (xt, xt, *,) является решением системы (3). 
Это приводит к тому, что любые три вектора х 1, х 1, х *, 
образующие ортонормированную систему, будут собствен­
ными векторами, принадлежащими собственному значению 
Х, =  Х, =  Х„.

Заметим, что в этой ситуации квадратичная форма уже 
приведена к сумме квадратов (о(, .= =  0, au =  ari =■

ап =  X,).
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Пример I. Привести к каноническому виду квадра­
тичную форму

х? +  х’ +  2 x ,rf +  2х,х, +  2xjct .

Здесь (1 |̂ — Q|j== =  Ojjj *= д 
рактеристическое уравнение;

1 - Х  1 1
1 1- Х  1 
I 1

23 — 11 ом =  0. Составим ха-

1
=  0

или

—Х(1— Х)* +  2 — 2(1— Х) +  > = 0 ,  — Л (1 -Х )*  +  ЗХ =  0.

Легко видеть, что Х =  0 является корнем этого уравнения. 
Найдем два других корня:
3— (1 — >.>**= 0, (1—Х)* =  3, 1— Х = ± / 3 ,  х = 1 ± ^ 3 .  

Таким образом,
Х . - 1  +  ^ З ,  Х, =  0, Х , =  1 - К З ,

т. е. мы получили случай: X, >  X, >  X*.
Найдем собственный вектор х 1. Для этого составим 

систему (3):
— КЗдг.-Ь х , +  х ^ О ,

х ,— У ”З х , +  х , =  0,

* i+  *«“  (! + / 3 ) х ,  =  0.

Любые два уравнения этой системы линейно независимы. 
Решая систему из двух первых уравнении, получаем

1-ц Л з  1 4 -/ 1х, =  — -7 —  дг„ х, =  — 5—  хг.

Таким образом, вектор
/ з 1 +  / 3

f,. * t )

является решением системы и, нормируя его, получим 
собственный вектор

■ у ' (  1 +  И з  1 +  / 3  1
1У1 \ 2 К з + / з  ’ г ^ з + ^ з ’ ^ з +  у ]т>



Найдем х а (X, =  0)i
*, +  * , +  *» =  0, 
х , + х , +  х„ =  0, 
х . + х .  +  О х . - О .

Решая систему из двух последних уравнений (так как оп­
ределитель из коэффициентов при х, и х, не равен нулю), 
получим г, =  —x f, jr, =  0.

Вектор у* =  (x f, —х1( 0) является решением системы, 
а вектор

“ 7 Т  °)
— собственный единичный вектор. Легко видеть, что он 
ортогонален х* (скалярное произведение этих векторов 
равно нулю). Наконец, при Х ,=  1— ^ 3 находим, что

1____________ 1 1 +  / 3
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' ■ ( - т)^ б + П ^ З  ’ V 6 +  2 ^  3 ’ ]/"6+2|/"1

— третий собственный вектор.
Ортогональная матрица перехода от координат вектора 

х  =  (х,, х,, х„) в системе (I, /, к) к координатам вектора 
х =  (Е(, !,)  в системе (х1, х \  х*) имеет вид (см. §17,
(15))

х?> X,1' 4 ” !
х? х?  х?'
xj* x f  x f

Л =

X, =  Х?^, +  х,»|, +  х?% . (6)

Данное преобразование сохраняет ориентацию (так как 
|Л |= I > 0), т. е. система (х\ х*, х 3) ориентирована так 
же, как исходная система (/, J, к).

Подставляя в нашу квадратичную форму вместо xv их 
значения по формулам (6), получим ее канонический вид

0 + К з П ; - И 1- Г з ) ц .
Остановимся теперь лишь на более подробном изучении 

.Равнений и описываемых ими поверхностей, указанных 
Ыще восьми типов.
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Эллипсоид

(7)

При а =  Ь =  с эллипсоид (7) обращается в сферу ради­
уса а с центром в начале координат, т. е. геометрическое 
место точек, отстоящих от начала на расстоянии а.

Величины а, Ь, с называются полуосями эллипсоида.
Если в уравнении (7) заменить (одновременно или по­

рознь) х на —х, у на —у, г на —г, то оно не изме­
нится,— это показывает, что эллипсоид (7) есть поверх­
ность, симметричная относительно координатных плоско­
стей х =  0, у =  0, г =  0 и начала координат. Поэтому доста­
точно изучить уравнение эллипсоида (7) в первом октанте 
(системы координат), т. е. для х^ О ,  у^ О ,  г ^ О .  Часть 
эллипсоида, находящаяся в первом октанте, определяется 
явным уравнением, например

Для определенности будем считать, что а ^ Ь ^ с .  Эллип­
соид есть ограниченная поверхность. Он находится внутри 
шара радиуса а о центром в начале координат! для коор­
динат любой точки эллипсоида (х, у, г) имеет место нера­
венство

Чтобы составить более точное представление об эллип­
соиде, произведем сечения плоскостями, параллельными 
координатным плоскостям. Например, пересекая эллипсоид 
плоскостями z =  h (—с < Л < с ) ,  получим в сечении эллипсы

с полуосями

Отсюда видно, что самый большой эллипс получается в се­
чении эллипсоида плоскостью г =  0. Аналогичная картина 
будет при сечении плоскостями x =  /j (—a < / i < a ) ,  У =  ̂  
(— & < Л < & ) .

Эллипсоид (7) имеет вид, изображенный на рио. 43.

* , +  У, +  *, < а , ( £ + £  +  £ ) = а М - а * .
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Точки (±а , 0, 0), (0, ± 6, 0), (0, 0, ±с) лежат на эллип­
соиде (7) и называются его вершинами.

Если какие-либо две полуоси равны между собой, то 
эллипсоид (7) будет эллипсоидом вращения, т. е. получается 
от вращения эллипса относительно соответствующей оси 
координат.

О д н о п о л о с т н ы й  г иперболоид

£  +  £ — J - 1 ( а , Ь , с >  0). (8)

По виду уравнения (8) заключаем, что однополостный 
гиперболоид является поверхностью, симметричной относи­
тельно координатных плоскостей и начала координат. Числа 
а, Ь, с называются полуосями однополостного гиперболоида. 
Точки (±а,  0, 0), (0, ± Ь ,  0), ле­
жащие на поверхности (8), назы­
ваются вершинами однополостного 
гиперболоида.

Пересечем поверхность (8) плоскостью г =  ft, тогда в се­
чении получим эллипс

А»

с полуосями

а У /Г1+^Т> b} / " 1 +-^Г •

При изменении Л от — оо до +оо этот эллипс описывает 
поверхность (8).
(или‘СПИ тепеРь пересечь поверхность (8) плоскостью х: =  Л 

У ~ h), то получим в сечении гиперболу
h* ( X*
.в  I _в ' V



При Л =  ± а  первая гипербола распадается на две прямые 

У ~ ± ^ г -
Если | /«| ^  а, то действительной осыо симметрии соот­

ветствующей гиперболы является прямая, параллельная оси 
Оу, а при | Л | >  о— прямая, параллельная оси Ог.

Действительной осыо симметрии гиперболы мы назы­
ваем ту из осей симметрии, которую гипербола пересекает.

Если а =  Ь, то поверхность (8) в сечении плоскостями 
?=/! будет иметь окружности радиуса а V  1+(Л*/с*). Поверх­
ность (8) в этом случае образуется от вращения гиперболы
X * Z*---------г-*= 1 около оси Ог. Общий вид однополостного гн-
Or С*
перболоида изображен на рис. 44.

Д в у п о л о с т н ы й  гиперболоид

~ t— f s — т г ^ !  (о, б, с >  0). (9)

Так как уравнение (9) содержит только квадраты пе­
ременных, то данная поверхность симметрична относительно 
'плоскостей х =  0, «/ =  0, г =  0 и начала координат. 

Уравнение (9) запишем еще в виде

£ + - £ — ! + £ .  (У)

Отсюда ясно, что, пересекая поверхность (9') плоскостью 
x =  h (|ft|^a), подучим в сечении эллипс

s’ , , . *в
F  +  =

• полуосями
ьК(Л*/ов)— 1, сК(Л»/й!)— 1.

При |Л|<а число (h2/af)— 1 <  0, и поэтому нет точек 
пересечения поверхности (9') и плоскости x =  h.

При сечении поверхности (9) плоскостями z — h (y =  h) 
получим гиперболы

о* т» ~  -  1

Точки ( ± я ,  0, 0) лежат на поверхности (9) и называ­
ются вершинами двуполостного гиперболоида. Поверхность 
(9) изображена на рис. 45.
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Э л л и п т и ч е с к и й  параболоид

£  +  £ - 2* (р, q >  0).
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( Ю )

Так как в (10) присутствуют квадраттл переменных .т 
и у, то данная поверхность симметрична относительно ко­
ординатных плоскостей х =  0. у —-0. Далее, так как ми 
считаем р, </> 0, то поверхность (Ю) 
расположена в полупространстве г  ̂  0.

Пересекая поверхность (10) плоскос­
тями z =  h ( h ^ 0), в сечении будем по­
лучать эллипсы

с полуосями

V4ph, V  2qh.

При изменении h от нуля до оо ван­
ные эллипсы описывают нашу поверх­
ность ( 10).

Пересекая поверхность (10) плос­
костями x =  h (или y =  h), мы получим 
в сечении параболы

* * - 4 * ~ £ )  ( * - 2' ( ! - r ))

со смещенной вершиной в топке г
2 Р V «о )

При р*= q поверхность ( 10) будет поверхностью вра­
щения, получающейся от вращения параболы х* =  2рг около 
оси Ог. В этом случае поверхность (10) называют пара­
болоидом вращения.

Точка (0, 0, 0) лежит на поверхности (10) и называется 
вершиной эллиптического параболоида. Эллиптический пара­
болоид изображен на рис. 46.

Гиперб о л и ч е с ки й параболоид
X* иг- -----=  2г
р я

(р, q >  0). (П)
По виду уравнения (11) заключаем, что данная поверх­

ность симметрична относительно плоскостей дс =  0, у =  0. 
Пересекая поверхность ( 11) плоскостями z =  h, мы будем



получать в сечении гиперболы

р  о

причем при h >  0 действительная ось симметрии гиперболы 
будет параллельной оси Ох, а при h <  0— оси Оу. При 
/| =  0 в сечении будут две пересекающиеся прямые.

При еечении поверхности (11) плоскостями x =  h или 
y**h,  получим параболы, направленные ветвями вниз или 
вверх!

^  =  2г +  — . .
q р ' р  q

Поверхность (11) изображена на рис. 47.
К о н у в  в т о р о г о  порядка
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( 12)

Ясно, что данная поверхность симметрична относительно 
плоскостей х*= 0, уе= 0, г =  0 и начала координат.

При сечении поверхности (12) плоскостями z=>h будем 
получать эллипсы

£ . 1 . 4 =  —Q> '  fc* С*

с полуосями a J h |/с и bjh | /с.
Если же пересекать поверхноать (12) плоскостями х — Ь 

или y — h, то в сечении получим гиперболы
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Если теперь перетекать (12) пло:коотями у aahx, то 
в сечении получим пару пересекающихся прямых

г =  ±  сх V  (\1а*) +  {НЧЬШ>).

Вид конуса изображен на рио. 48.
Т о ч к а

х* +  у » +  г* =  0. (13)

Уравнению (13) удовлетворяет только одна точка *  =  :/— 
«=г =  0.

Ц и л и н д р ы  в т о р о г о  порядка,
а) Э л л и п т и ч е с к и й  цилиндр

(а, Ь >  0). (14)

Уравнение (14) не содержит переменной г. На плоскости 
хОу уравнение (14) определяет эллипо с полуосями а и Ь.

Если точка (*, у) лежит на этом эл­
липсе, то при любом г точка (х , у, г) 
лежит на поверхности (14). Совокуп­

ность таких точек есть поверхность, описанная прямой, 
параллельной оси Ог и пересекающей эллипс

£1 + ^  =  1 
а *  +  * *  1

в плоскости хОу.
~ Эллипс (14) называют направляющей линией данной 

поверхности, а все возможные положения указанной дви­
жущейся прямой— образующими.

Вообще поверхность, описываемая прямой, остающейся 
параллельной некоторому заданному направлению и пере-

Я. С. Бугров, С. М. Никольские
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секающей данную линию L , называется цилиндрической. 
Поверхность (14) изображена на рис. 49.

б) Г и пе р б о л и ч е с к и й  и параболический ци­
лин др ы

В данном случае направляющими линиями поверхностей 
являются гипербола и парабола, а образующими — прямые, 
параллельные оси Ог и проходящие через гиперболу или

параболу в плоскости хОу. Поверхности (15) и (16) изо­
бражены на рнс. 50 и 51.

в) П а р а л л е л ь н ы е  и пересекающиеся пло­
скости.  Прямая .

Для поверхности (17) направляющими являются пря­
мые линии

Поэтому поверхность (17) есть пара пересекающихся пло­
скостей. В уравнении поверхностей (18) и (19) отсутствуют 
по две координаты. Уравнение (18) в плоскости хОу есть 
пара прямых х = ± а .

Если мы будем брать х =  ± а  и любые у и г, то точки 
(±о,  у, г) будут удовлетворять уравнению (18), поэтому 
поверхность (18) есть пара параллельных плоскостей.

£ - £ = 1  ( а . Ь >  0), 

у'  =  2рх (р >  0).

(15)

(16)

Рис. 50. Рис. 51.

(17)
(18)
(19)
(20)

У = ± т х-
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Уравнение (19) описывает плоскость хОу, так как этому 
уравнению удовлетворяют любые точки вида (*, у, 0), все 
множество которых и составляет плоскость хОу.

Можно также рассматривать г =  0 как направляющую 
в какой-либо из плоскостей хОг или уОг, а образующими 
являются прямые, параллельные оси Оу или оси Ох и про­
ходящие через прямую г =  0.

Уравнению (20) удовлетворяет любая точка с х — у — 0 
и любым г. Поэтому (20) изображает прямую, а именно, 
ось Ог.

Л и н е й ч а т ы е  пов ерх н ост и .
Некоторые поверхности второго порядка образованы 

движением прямой. Такими являются все цилиндрические 
поверхности и конус второго порядка. Однако имеются 
и другие поверхности, которые также образуются движе­
нием прямой.

Поверхность, образованная движением прямой, назы­
вается линейчатой, а целиком лежащие на ней прямые — 
прямолинейными образующими.

К линейчатым поверхностям относятся однополостный 
гиперболоид и гиперболический параболоид.

Уравнение однополостного гиперболоида (8) можно за­
писать в виде

или, разлагая левую и правую части на множители, по­
лучаем

где k— произвольный параметр.
При определенном значении этого параметра k мы по­

лучим прямую линию, а при изменении к— семейство пря- 
мых. Если мы перемножим уравнения (22) почленно, то 
получим уравнение (21) нашей поверхности. Поэтому любая 
точка (х, у, г), удовлетворяющая системе (22), находится на 
поверхности (21). Следовательно, каждая из прямых семей­

а* е* Ь*

Составим систему уравнений первой степени:

(22)

6»
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ства (22) целиком лежит на поверхности однополостного 
гиперболоида.

Совершенно аналогично система

(23)

где /— параметр, также определяет семейство прямых, 
отличное от семейства (22), принадлежащее поверхности (21).

Через каждую точку гиперболоида (21) проходит по 
одной прямой каждого семейства, вообще при различных 

значениях параметров k и / (рис. 52).

Например, через точку 
л Г ъ  \

-*~2 —Ь, с) поверхности (21) проходит

прямая (22) при k =  (2 +  ^ б )/(2 +  
+  V  2) и прямая (23) при / =  (2 +
+ Г б ) / ( 2 - ^ 2).

Отметим, что однополостные ги­
перболоиды нашли применение в прак­
тике строительства. Сооружение раз­
личных высотных башен с использова­
нием прямолинейных образующих од­
нополостного гиперболоида сочетает 
в себе прочность конструкции с прос­
тотой ее исполнения. Идея исполь­

зования однополостного гиперболоида в строительстве 
принадлежит нашему соотечественнику инженеру В. Г. Шу­
хову (1853— 1939). По проекту Шухова построена телеви­
зионная башня на Шаболовке в г. Москве, она состоит из 
секций однополостных гиперболоидов вращения.

Легко убедиться, что два семейства прямых



образуют поверхность гиперболического параболоида 
( I D -

Прямые, соответствующие семействам (24) и (25), лежат 
на этой поверхности и, обратно, любая точка этой поверх­
ности есть пересечение некоторой прямой семейства (24) 
с некоторой прямой семейства (25).

§ 26. Общая теория поверхности второго порядка 
в трехмерном пространстве

Пусть задана поверхность второго порядка
з з  з

2  2  ак1хкх1 +  2 2  +  =  (О
к = \  / « I  / = 1

где Oki — aik>At, В — постоянные числа— коэффициенты 
уравнения.

В § 25 было перечислено восемь видов 1) — 8) (частных 
случаев) уравнения (1) и была отмечена возможность дока­
зательства того, что для каждого данного уравнения (1), 
если оно не определяет мнимую поверхность, можно найти 
прямоугольную систему координат, в которой это уравне­
ние имеет один из указанных видов.

Ниже дается доказательство этого утверждения.
Мы начинаем с того, что рассматриваем квадратичную 

форму, фигурирующую в левой части уравнения (1).
На основании теоремы 2 § 22 эту форму можно при­

вести при помощи соответствующего ортогонального пре­
образования

(1=  1 , 2 , 3 )  (2)
5 =  1

к следующему виду:
3 з

2  2  ак1хкх, =  А,,*;* +  \гх’* +  \гх?,
кш \ Ы  1

где X,, Л.,, X,— определенные действительные числа.
Подчеркнем, что равенства (2) определяют преобразо­

вание исходной прямоугольной системы координат xt, xt 
к некоторой другой прямоугольной системе х\, x't , х'г. 
Точка, имеющая координаты (xlt х,, xt) в исходной системе, 
в новой системе имеет координаты (х[, х'2, х'г), получаемые 
посредством обращения операции (2).

J26. ОБЩАЯ ТЕО РИ Я ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 165
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ства (22) целиком лежит на поверхности однополостного 
гиперболоида.

Совершенно аналогично система

где /— параметр, также определяет семейство прямых, 
отличное от семейства (22), принадлежащее поверхности (21).

Через каждую точку гиперболоида (21) проходит по 
одной прямой каждого семейства, вообще при различных

Q U a U P U L fC IY  П Я П Я М Р Т П Л П  Ь  и  I  { П Н Р  К9.1

n w i i u ^ i u v i n u i u  1 п и с р и и ^ и п д а  L U 4 C 1  а с  1

в себе прочность конструкции с прос­
тотой ее исполнения. Идея исполь­

зования однополостного гиперболоида в строительстве 
принадлежит нашему соотечественнику инженеру В. Г. Шу­
хову (1853— 1939). По проекту Шухова построена телеви­
зионная башня на Шаболовке в г. Москве, она состоит из 
секций однополостных гиперболоидов вращения.

Легко убедиться, что два семейства прямых

(23)



образуют поверхность гиперболического параболоида 
( I D -

Прямые, соответствующие семействам (24) и (25), лежат 
на этой поверхности и, обратно, любая точка этой поверх­
ности есть пересечение некоторой прямой семейства (24) 
с некоторой прямой семейства (25).

§ 26. Общая теория поверхности второго порядка 
в трехмерном пространстве

Пусть задана поверхность второго порядка
з з  з

2  2  аЛ1хкх, +  2 2  Alx, +  B  =  0, (1) И
*-1 /=! /=I

где aki =  aik'Ai’ &— постоянные числа— коэффициенты 
уравнения.

В § 25 было перечислено восемь видов 1) — 8) (частных 
случаев) уравнения (1) и была отмечена возможность дока­
зательства того, что для каждого данного уравнения (1), 
если оно не определяет мнимую поверхность, можно найти 
прямоугольную систему координат, в которой это уравне­
ние имеет один из указанных видов.

Ниже дается доказательство этого утверждения.
Мы начинаем с того, что рассматриваем квадратичную 

форму, фигурирующую в левой части уравнения (1).
На основании теоремы 2 § 22 эту форму можно при­

вести при помощи соответствующего ортогонального пре­
образования

* / = 2 f W  ( * = 1. 2 . 3) (2)
S =  1

к следующему виду:

2  2  akixkxi =  К х'\ +  К к *+* - i /-1
где X,, X,, X,— определенные действительные числа.

Подчеркнем, что равенства (2) определяют преобразо­
вание исходной прямоугольной системы координат х „ х, 
к некоторой другой прямоугольной системе х[, x't , х ’г. 
Точка, имеющая координаты (хк, х,, ж,) в исходной системе, 
в новой системе имеет координаты (х[, х ’г, х,), получаемые 
посредством обращения операции (2).
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В новой прямоугольной системе наша поверхность имее т, 
очевидно, уравнение

з
х,*;'+ х,*;»+ х,*;» + 2 2  а  + в = о, <з>

ь-1
где А \— некоторые постоянные числа.

Рассмотрим сначала случай, когда все три числа X,, ?.2, X, 
отличны от нуля (К, =^0 , 1 =  1, 2, 3).

В этом елучае перенесем систему координат х[, х'*, х, 
так, чтобы ее начальная точка перешла в точку (а,, о2, в,); 
тогда получим вторую прямоугольную систему координат 

?з» ?ii где
х| =  а( +  1* ( i=  1 , 2 , 3 ) .

В ней уравнение нашей поверхности имеет вид

(в| + У ’ + К  (а, +  IJ* +  X, (fl, + 5S)1 +
+  2 2  A'k (ak + l k) + B = o  

t = l
или

x,&;+ K l l  +  K V + 2  2  (а,х, + a  ;) г, + 5 ,= 0,
; » i

где В, — некоторая константа. Если положить

(/ =  1 , 2 , 3 ) ,

то это уравнение упростится:
*iB +  XtB  +  *,S5--- B t . (4)

Предположим, что числа X,, X,, X, одинакового знака. 
Если при этом В, =  0, то уравнению (4) удовлетворяет 

единственная точка, именно нулевая точка (0 , 0 , 0) (см. 1) 
§ 25).

Если 5 , ^ 0  и имеет знак чисел Xt, Ха, Х„ то, очевидно, 
нет точек с действительными координатами, удовлетворяю­
щих уравнению (4). В этом случае поверхность (1) мнимая.

Если же В г Ф  0 и имеет знак, противоположный знаку 
чисел X,, Xt, Х„ то уравнение (4) можно записать в виде

Й . Е *  . гг
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или, полагая
аа = __ Ё 1 .  1)2 = с г ______ Ё ±

к, • Ji3 ’ X, '

в виде

| г +  т г  +  т г  =  • (а, Ь, с > 0 ) .

Таким образом, поверхность (1) есть Эллипсоид (см. 1) 
§ 25).

Пусть теперь два из чисел Xf, Xt, X, имеют один знак, 
а третье— противоположный им знак.

Если при этом В, =  0, то можно считать в уравнении (4), 
что Xf >  0, X, >  0, X, <  0, умножая (4), если это нужно, 
на — 1 и переставляя, если это нужно, местами I , .  Тогда, 
положив

=  ~ь% • =  (at Ь, с >  0),

получим уравнение конуса (см. 6) § 25)

£? . & i l _ n
• h i с*

При В хф 0 воспользуемся снова формулой (5). Выделим 
два существенно различных случая:

+  — -р- =  1 (однополостный гиперболоид 2) § 25), 
t1 t j t*

^ =  1 (двуполостный гиперболоид 3) § 25).

К  этим двум случаям сводятся и остальные случаи 
путем соответствующей замены координат

Пусть теперь Д =  Х1Х1Х, =  0. Тогда по крайней мере 
одно из чисел Xt, X,, X, равно нулю. Будем считать, что 
X, =  0 , поменяв, если нужно, местами

Итак, пусть X, = 0 . Выделим сначала случай, когда 
Лз =  0. Тогда уравнение (3) имеет вид

К х ;г +  Х,х;г +  2 (А\х\ +  А\хI) +  f i =  0 ,

где числа X,, X,, Л', А'и В  могут быть любыми.
В плоскости (х[, х\) это есть общее уравнение кривой 

второго порядка. В пространстве (*;, х\, х’3) ему соответ­
ствует уравнение цилиндрической поверхности (см. 8) § 25), 
проходящей через плоскую кривую второго порядка с обра­
зующей, параллельной оси х3 (см. 8) § 25).



Далее мы будем всегда считать, что А'3Ф 0  и X, =  о, 
к тогда уравнение (3) имеет вид

( М *  +  2 А[х\) +  (\tx? +  2 А & )  +  2 A3x's +  В  =  0. (3')

Существенно различными случаями являются следую­
щие: а) X, >  0; б) Xj >  0, Xs <  0; в) Х4 >  0; Х, =  0. 
Другие случаи сводятся к ним заменой координат или умно­
жением на — 1.

Рассматриваем случаи а) Хи Xj >  0. Вынесем за скобки 
множители X, и X, и дополним выражения в этих скобках 
до полных квадратов. Тогда получим, учитывая, что /.lt 
X,, А3 отличны от нуля,

X, (дс; +  а)* +  X* (дг; +  Р)« +  2А\ (д$ +  у) =  0, 

где а, р, у— соответствующие числа. Полагая

£ =  *; +  « , л =  ̂ » +  Р» S =  * j +  Y.
получим

М ' +  М *  — 2i42
или

V , л*
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А3 Ai
Ti ~ x r

2S. (6)

Если — А’3 >  0, то уравнение (6) имеет вид 
£2 п2
— Н — =  2£ (эллиптический параболоид 4) § 25) (7) 

(р, q >  0).

Если же — А’з <  0, то заменяя £ на — £, мы снова по­
лучим уравнение вида (7), т. е. эллиптический параболоид.

Рассмотрим теперь случай б) ХЛ >  0, Х , < 0  (А'3Ф 0). 
Воспользуемся уравнением (6). Если Л', <  0, то это урав­
нение записывается в видеtS
~ g — 2£ (гиперболический параболоид см. 5) § 25) (8)

ОР. Ч > 0 ) .
Если же А', >  0, то после замены местами g и tj снова 

получим уравнение вида (8), т. е. гиперболический пара­
болоид.

Переходим теперь к случаю в) Х4 >  0, Х* =  0 (А^ФО) 
Тогда уравнение (3') сводится к следующему:

(Xj*i2 +  2/4,*;) +  2 (Агх’г +  AlxJ ■+■ В  =  0.



Вынося за первые скобки Xlf дополняя выражение в этих 
скобках до полного квадрата (учитывая, что Xif А ',Ф  0), 
получим

X, W  +  а)1 +  2А\х% +  2 А'л (х, +  р) =  0, 

где а, Р— некоторые числа. После замены 
£=лг ; +а,  t j = * „

это уравнение превратится в следующее:
М *  +  2М;»| +  Л £ ) - 0 .  (9)

Рассмотрим в плоскости (т), £) вектор <о =  (Л,, Ai). 
Запишем его в виде

(A'it /i;) =  p(cosa, sin a),

где p > 0 — длина w, a (cosa, sina)— единичный вектор, 
направленный в сторону <о. Другой вектор (sina, — cosa) 
тоже единичный и перпендикулярен к первому.

Введем в плоскости (т), £) ортогональное преобразование
u =  r]Cosa-f £sina,  v =  п s ina— £ cosa.

Этим прямоугольная система координат т], £ заменяется 
на прямоугольную систему координат и, v, а прямоуголь­
ная система координат 1, т), £ заменяется на прямоуголь­
ную систему координат I ,  и, v. В результате уравнение (9), 
которое может быть записано так:

+  2р (ii cos a -J- £ sin a) =  0 , 

принимает следующий вид!
Xjfc* +  2pu =  0 ,

или меняя и на — и,
\* =  2ри (p =  p A i > 0),

или наконец, меняя местами £ и и,
иг =  2р\ (р >  0),

т. е. мы получили уравнение параболического цилиндра 
(в прямоугольных координатах (I, и, v)).

Мы рассмотрели все случаи, могущие иметь место для 
уравнения (1), и в каждом из них нашли прямоугольную 
систему координат, в которой уравнение (1) имеет один из 
видов 1)— 8) § 25. Утверждение доказано.
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§ 27. Плоскость в /?„

27.1. Общие рассмотрения.  В § 6 мы условились 
называть точкой или вектором п-мерного пространства R r 
систему чисел (*,, . . . ,  хп) и обозначать буквой х :

X  — (Xff * . д̂)*

Числа х, назывались координатами точки (вектора) или 
компонентами вектора х.

В § 7 мы определили отрезок |х', у 0], соединяющий 
ючки

X (*|« •••! *;|)« У — (Уи •••» Уп),

как множество точек х  6 R„, которые можно представить 
с помощью равенства

х  =  ).х Ч -И У " ( Х > 0 , ц^О,  Х +  ц = 1).

Точки х  , у " называются концами отрезка 1 х ' , у п]. Будем 
называть х" начальной точкой отрезка [х\  у 0], а у — его 
конечной точкой. Тогда можно считать, что \х', у^] есть 
направленный отрезок с начальной точкой х " и конечной 
точкой у е.

Как в случае трехмерного пространства, направленный 
отрезок [х ' ,  у"] будем считать равным вектору

У ^  “ (У?— * i .  • ••» Уп~~~х‘п).

Если к векторам х  , у  прибавить произвольный вектор 
0 =  (flf, » . . ,  Ов),

то получим векторы
х '  *=х° +  а, у ' — У + а ,

для которых, очевидно,
у ' — х ’ = у ° — х°.

Это показывает, что точки х '  =  х "Ч -а, у '  =  у п +  а, 
каков бы ни был вектор а, определяют один и тот же 
вектор, равный у "— х\

Направленный отрезок [0, х ] ,  начало которого есть 
нулевая точка 0 , а конец— точка х ,  называют радиус- 
вектором точки х .

Итак,
X =  (■*!, • • , Хи)
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есть точка /?„, х  также есть радиус-вектор точки х ,  т. е. 
направленный отрезок [0, х ]  и, наконец х  может обозна­
чать вектор, определяемый любым отрезком [ д г у 0], для 
которого у 0 — х а =  х.

Пример 1. Направленные отрезки [ х 1, у 1], [х г, у*\,
где

X1 =  (0 , 0......... 0), У* =  (1, 1........... 1),
ж* =  (3 , 3 ..........3), у ’ =  ( 4 , 4 ........... 4)

равны одному и тому же вектору о == (1, I ,  . . . ,  1).
27.2. П л о с к о с т ь  в /?„. Зададим п действительных 

чисел i4,, . . . ,  Ап, одновременно не равных нулю, г. е. 
таких, что выполняется неравенство

2  А) >  0.
/ -!

Зададим также действительное число В.
По определению геометрическое место точек х  =» 

=  (xlt хп), удовлетворяющих уравнению

2 V / + B = 0 - (•)/»|

называется плоскостью, а уравнение (1) называется урав­
нением этой плоскости.

Будем еще говорить! плоскость (1) вместо того, чтобы 
говорить: плоскость, определяемая уравнением (1).

При п =  3 плоскость (1) есть реальная плоскость.
Если умножить уравнение (1) на произвольное число 

М Ф  0 , то получим уравнение
П
2  А\х,-\-В' =  0 (А, =  МАj  0 = 1 ,  п), В ' =  МВ),

( П

эквивалентное уравнению (1).
Таким образом, уравнения (1) и (Г )  определяют одно 

и то же геометрическое место точек. Учтем еще, что

2  W - a i «  2  AJ >  о.
/= I /-1

Но тогда уравнения (I) и (Г )  суть уравнения одной 
и гой же плоскости.
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тогда получим
(pv, X) =  (рх, рх),

или
(а, х) =  (а, а).

Учитывая свойства скалярного произведения, последнее 
равенство можно записать в виде

(а, х —а) = 0 . (5)

Обратными рассуждениями из (5) можно снова полу­
чить (3'). Это показывает, что равенство (5) эквивалентно 
уравнению плоскости (1), т. е. уравнение (5) можно счи­
тать уравнением рассматриваемой нами плоскости (1). Гово­
рят еще, что уравнение (5) есть уравнение плоскости (1) 
в векторной форме при В Ф  0 (т. е. р >  0).

Таким образом, плоскость (1)— это геометрическое место 
точек х, которые удовлетворяют уравнению (5).

Пусть теперь р =  0 или, что все равно, В =  0.
Тогда уравнение (3') имеет вид

(V , х) =  0 .  ( 5 ')

Уравнение (5') и есть уравнение плоскости (1) в вектор­
ной форме при В  — 0. Оно выражает, что множество всех 
точек плоскости (1) состоит из всех точек х  € R n, удовлет­

воряющих (5'), где х=*МА  |Af =  ± l^ i^ /  — любой

из двух возможных единичных векторов.
27.5. Г е о ме т ри че с к а я  и н т е р п р е т а ц и я  урав­

нений.  Условимся говорить, что вектор с ортогонален 
к отрезку [х°, .у0], если он ортогонален к вектору .у0— х°,  
т. е. если

(с, >•-*•)=»0.

Будем также говорить, что вектор с ортогонален 
к плоскости L ,  если он ортогонален к любому отрезку, 
принадлежащему L.

Покажем, что если точки х 1 и х1 принадлежат пло­
скости (5), то и отрезок [ х 1, х 5] принадлежит этой пло­
скости. В самом деле, по условию

(а, х ‘—а) =  0, (о, х1—о) =  0.
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Далее, произвольная точка х  отрезка [ х 1, х ’] может быть 
записана в виде ^

л? =  Х х1 +  цх* ( Х > 0 , ц > 0 , Х +  ц =  1),

поэтому

(а, х —а) =  (а, Х х Ч - ц х 1— а) =
=  (а, Х х ' +  и * 1— (Х+ц)а)  =
=  (а, Я ( х 1— а) +  ц (х*— а)) =  
е=(а, Я ( х 4— а)) +  (а, ц (х*— а)) =
= Х(а , х 1— а) +  ц(а, х * — а) =  Х -0 +  jj.-0 =  0.

Таким образом, х  принадлежит плоскости (5), а сле­
довательно, и весь отрезок [ х 1, х а] принадлежит этой 
плоскости.

Из уравнения (5) видно, что точка а принадлежит 
к этой плоскости: (а, а — а) =  (а, 0) =  0 .

В силу вышесказанного плоскость (1) можно определить 
как геометрическое место точек х £  R n таких, что разность 
х — о, где х  — радиус-вектор точки х ,  ортогональна к 
вектору а.

Покажем еще, что вектор

А =  (j4j, •>., Ап)

ортогонален к плоскости (5).
В самом деле, в силу равенства а = р М А  (р >  0) век­

тор А коллинеарен вектору а и, следовательно, он ор­
тогонален к любому вектору х — а, принадлежащему 
плоскости (5), т. е. ортогонален к плоскости (5) или, что 
все равно, к плоскости (1).

Итак, числа А(......... Ап в уравнении плоскости (1)
имеют геометрический смысл — вектор А — (Ах, . . . ,  Ал), 
составленный из коэффициентов при х, этого уравнения, 
ортогонален к плоскости (1).

Если р — 0 или, что все равно, В =  0, то рассматри­
ваем уравнение (5'), эквивалентное уравнению (1). Урав­
нение (5') выражает, что множество всех точек х  плоскости 
(1) состоит из точек х ,  радиус-векторы которых ортого­
нальны к вектору \ =  МА.

В этом случае вектор A — (At.........А„), коллинеарный
вектору v, снова ортогонален к плоскости (1).



27.6. У р а вн ен ие  п лоск ост и ,  п ро х од я щей  
через п точек .

Теорема.  Пусть задано п точек
X х =  (#j, • • • | '
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х п =  (дс?, . . . ,  х%), 

определяющих матрицу
X* — дс! —*2 ••• Хп — «л!

............................................. • (6)
*1 *» ••• *п—хДЦ

Тогда если ранг Q равен п— 1 (ранг Q =  n — 1), то  
через указанные п точек можно провести плоскость и 
притом единственную.

Если оке ранг матрицы Q меньше чем п — 1 (ранг 
Q <  л — 1), то через указанные п точек можно провести 
бесконечное множество плоскостей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ранг Q =  n — 1.
Уравнение искомой плоскости запишем в виде

2  ^  +  5  =  0. (7)
/= 1

Так как эта плоскость должна проходить через точку дс1, 
то должно удовлетворяться равенство

2 V ) + f l = ° -  (8)/= I
Вычитая равенство (8) из равенства (7), получим урав­

нение

2 ^ ( x y- x } ) = 0 ,  (9)

справедливое для всех точек х  искомой плоскости.
Так как точки х * .........х п должны принадлежать иско­

мой плоскости, то их координаты должны удовлетворять 
уравнению (9), т. е. должны выполняться равенства

(Ю )

Л/0*7—дс})=о.

п

Ж
Ж
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Итак числа А, должны быть решениями однородной 
системы, состоящей из равенства (9) и равенств (10), где
х  =  (jtj..........*„) — произвольная точка искомой плоскости.
Но числа А/ должны быть одновременно не равны нулю. 
Поэтому определитель однородной системы должен рав­
няться нулю:

Х \ — Х  1 X , —  *» ••• Хп --- х\
2 1 2 1 I
*1—*1 *2 —  *2 I I I  *П Хп

х 1 -х \ х ! - х \ • • • “ Хп

для всех точек х  =  (*,, . . . ,  хп) искомой плоскости.
Уравнение (11) и есть уравнение искомой плоскости. 

Бели определитель левой части этого уравнения разложить 
по элементам первой строки, то получим уравнение вида (9) 
с коэффициентами А/% равными определителям (п — 1)-го 
порядка, порождаемым матрицей Q с соответствующим 
знаком. По условию среди этих определителей есть хотя бы 
один, не равный нулю.

Первое утверждение теоремы доказано.
Пусть теперь ранг матрицы Q меньше п— 1 (рангф< 

<  п— 1). Тогда, рассуждая, как прежде, мы придем к тому, 
что любая точка х  плоскости, проходящей через заданные 
п точек, должна удовлетворять системе, состоящей из урав­
нения (9) и уравнений (10) при некоторых постоянных 
Ajt •«*, Aп.

Так как ранг Q < n — 2, то система (10) имеет беско­
нечное число решений Л»..........А„. При этом по крайней
мере два из чисел А/, пусть At и Л 5, могут быть любыми 
независимыми друг от друга числами— им можно придавать 
любые числовые значения.

Если подставить найденные числа Ait . Ап в урав­
нение (9), то различным не пропорциональным между собой 
пэрам Л,, Л| будут соответствовать заведомо разные пло­
скости, проходящие через заданные п точек.

Второе утверждение теоремы доказано.
Уравнение (11) можно записать в форме

X i X f 1 1 1 Xn 1

х\ иX i  • • • Xn 1
• • • • • I • • •

Х\ X t  . . . A 1
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Систему чисел Л,, . . . .  Л„ удобно мыслить как вектор 
А — (Alt Лп).

Этот вектор заведомо ненулевой, потому что его длина 
положительна:

M l - г / "  2  л/ >  о. 
r  /=i

Как мы отмечали выше, буквы х  =  (**, . . . ,  хп) обо­
значают не только точки пространства /?„, но и радиус- 
векторы точек х. Но тогда левую часть уравнения (1) 
можно записать как скалярное произведение векторов А 
и х :

П
Л,дг, +  . . .  +  А„хп =  2  А.х, =  (i4, х),

/= 1

а само уравнение (1) записать в виде
(А ,х )  +  В  =  0. (2)

Эквивалентное же ему уравнение (Г )  запишется в виде 
(А ',х )  +  В ' =  0, (2')

где А ' =  МА, М ф 0, В '= М В .
Таким образом, А' есть вектор, коллинеарный век­

тору А, т. е. А' получается из вектора А умножением его 
на число М Ф  0. Число В ' тоже получается из числа В  
умножением последнего на это же число М.

27.3. У ра в н ен и е  плоск ост и  в нормальном 
виде. Среди векторов А' особый интерес представляет 
единичный вектор, т. е. вектор, имеющий длину 1.

Чтобы получить его, множитель М  надо подобрать так,

чтобы оказалось, что |/Г| =  1 ( | А' |* =  Af* 2  AJ I .
^  \ /=  \ ]
Отсюда ясно, что

M = ± i / y r  j / i ) .

Будем число М всегда выбирать так, чтобы при В Ф  0 
число р =  — М В  было положительным. Если 5  =  0, то за 
число М  можно брать любое из двух возможных его зна­
чений.



При таком выборе числа М  вектор А' =  МА будет еди­
ничным, и мы его обозначим через v =  (v,..........v„), т. е.

Vy-AM, (/-!•'••• л), 2  vJ-A l«S  =
'  ’ /• 1 / - 1

В силу введенных обозначений уравнение (2!) запишется:

2  V ,  =  P, (3)
/ = i 7

где

S v j - l .  р5*0.  (4)

Уравнение (3), где числа v, и р удовлетворяют усло­
виям (4), называется уравнением плоскости в R n в нор­
мальном виде.

Уравнение (1), где Alt . . . .  Ап, В — произвольные числа, 
но числа At , . . . ,  Ап одновременно не равны нулю, на­
зывается уравнением плоскости в R n в общем виде.

Мы доказали, что любое уравнение плоскости в общем 
виде может быть приведено к нормальному виду умноже­
нием на определенное выше число М . Число М  называется 
нормирующим множителем.

Очевидно и обратное, если умножить уравнение плоско­
сти (3) в нормальном виде на произвольное не равное 
нулю число, то получим ему эквивалентное уравнение вида 
(I), где числа At  одновременно не равны нулю.

27.4. У ра в н ен и е п л оск ост и  в в е к т о р н о й  
форме.

Уравнение (3) можно еще записать, очевидно, в виде 

(v, дг)=р. (3')

Введем в рассмотрение вектор

а =  р\ — (pvj, . . . ,  pvn) =  pMA.

При р >  0 он направлен в сторону единичного вектора 
v и имеет длину, равную р: | а | =  | р\ | =  р | v'| =  р.

Если р =  0, то а =  0.
Помножим равенство (3') на р >  0 и учтем, что 

p* =  (pv, р\)\
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27.7. У с л о в и я  о р т о г о н а л ь н о с т и  и парал­
л е л ь н о с т и  плоскостей.  Угол между двумя плоско­
стями в R n

2  Л/Х/ +  В =  0, (12)
, = I

2  А’х, +  В ‘ ~ 0  (13)
/ = |

определяется по аналогии с трехмерным случаем. А именно, 
углом между плоскостями (12), (13) называется угол <р 
между векторами A =  (Ait А„) и А'*=(А'„ А'п), 
которые, как мы выяснили, перпендикулярны к плоскостям 
(12) и (13) соответственно.

На основании формулы (8) § 6 имеем

2  V /А А' /Т|
V ~  т т г п г  “
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*' I ~  /  п—  — :  *
1/  2  A'< v  2  4г /.| V , т1

Плоскости (12) и (13) перпендикулярны тогда и только 
тогда, когда cos <р =* 0 , т. е.

2  А.Л] =  0. (14)
/ - 1

Две плоскости (12), (13) параллельны тогда и только 
тогда, когда перпендикулярны? к ним векторы А и А' 
коллинеарны (А =  1.А'\ т. е. когда'

=  (15)Ai А2 Ап

27.8. Ур а в не н и е  п л оск ост и ,  п ро х о д я ще й  
через т о ч к у .  Если точка (дс?, . . . ,  х£) =  Q0 лежит на 
плоскости

2  А,х, +  В  =  0, (16)
/-1 ' '

то ее координаты удовлетворяют уравнению этой плоскости

2 V / + f l = o .  (17)
/ - 1  '



Вычитая (17) из (16), получаем

*?) =  О- (18)

Уравнение (18) называется -уравнением плоскости, про­
ходящей через точку Q° =  (x?.........х?п).

В векторной форме уравнение можно записать так:

Л (р -р “) =  0, (18')

где

A*=(Alt •••, Ап), р =  (aTj, •■>, Jf„),

Р ° =  М »  • • • * •*?)•

Здесь, как мы знаем, вектор А перпендикулярен пло­
скости (16), р— радиус-вектор текущей ее точки, р"— ра­
диус-вектор заданной точки Q®.

27.9. П р я м а я  в п ро с т р ан с т ве  R n. Уравнения 
прямой в пространстве R„ можно вывести по аналогии 
с трехмерным пространством /?, (см. § 10).

Прямой L  в R n, проходящей через точку Q° =  (х1, . . .
. . . ,  jc?,) и направленной в сторону вектора а =  (а„ . . . ,  ап) 
(| а | >  0), называется геометрическое место точек Q =  
=  (Xj.........хп) € R n, удовлетворяющих уравнениям

Хх Jfj =  /flj, |
.....................[ (19)

xn— x\ =  tan, )
где i — действительная переменная, пробегающая интервал 
(— оо, оо). Удобно считать, что вектор а приложен к 
точке Q0.

Уравнения (19) называются параметрическими уравне­
ниями прямой L .

Если ввести в рассмотрение радиус-векторы точек Q 
и Q° прямой L i

p =  (jff, я„), р° =  (xj, •••, xj), 

то уравнения (19) запишутся!

р -р °  =  /а, (19')
т. е. вектор р — р° коллинеарен вектору а.
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Если действительная переменная (скаляр) t пробегает 
интервал (— оо, оо), то конец радиус-вектора

р =  р °-И я

пробегает всю прямую L .
Уравнение (19') называется уравнением прямой в век­

торной форме.
Исходя из (19'), мы видим, что вектор а лежит на 

прямой L , потому что его начало Q0 имеет радиус-век- 
тор р\ а конец— р° +  а. Оба эти вектора удовлетворяют 
уравнению (19') соответственно при / = 0  и t =  1 (см. § 7).

Если исключить параметр t из уравнений (19), то мы 
получим систему из (п— 1) уравнений:

xi — *1 __ xt —*а хп — хп (19*)
с, а% ап '

Уравнения (19") называются уравнениями прямой L  в 
канонической форме или каноническом виде.

Пусть заданы прямые
*) О х\ *1_ _ Хп /Г \

а, —  ап 1

x i  —  y i _  Хп — Уп /г ч_  _

Углом между прямыми L t и L ,  называется угол <р 
между векторами

О =  (0(| •••» Ац)|  ̂=  (̂ (1 •••! 6В),

которые, как мы показали, лежат на соответствующих 
прямых L t и L j.  Они приложены соответственно к точкам
(•*11 • • •» *?»)> Су?» • • •« |Л)*

Пример 1. Написать уравнение плоскости, проходя­
щей через точку <?° =  (*?, хЦ) и перпендикулярно пря­
мой, определяемой уравнениями

=  (20) bi s, ьп '  '
Решение.  Уравнение плоскости, проходящей через 

точку Q имеет вид (см. (18))

2  А , ( х , - 4 )  =  0. . (21)
/■1
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Искомая плоскость должна быть ортогональной пря­
мой (20), т. е. ортогональной вектору Ь =  (Ьи . . . .  Ьп).

С другой стороны, вектор Л =  (Л„ . . . ,  Л„) ортогона­
лен плоскости (21). Поэтому векторы Л и ft коллинеарны: 
А — УЬ. Следовательно, уравнение искомой плоскости за­
пишется:

27.10. Р а с п ол ож е н и е  (ft— 1) плоскостей.  Пусть 
заданы уравнения (л— 1) плоскостей

Если коэффициенты первого уравнения пропорцио­
нальны коэффициентам второго ( Л ! : Л}: . . .  : А\ — Л } : 
: А\: . . .  1 Л*), то плоскости параллельны (см. 27.7).

Если указанная пропорциональность имеет место и для 
коэффициентов других уравнений, то все плоскости будут 
параллельны между собой. В этом случае все определи­
тели (л — 1)-го порядка, порожденные матрицей | Л*Ц коэф­
фициентов Л) уравнений (22,)— (22„_,), равны нулю.

Если хотя бы один из определителей (п — !)-го порядка 
матрицы I Л*J не равен нулю, то плоскости (22,)— (22„_,) 
пересекаются по прямой. В самом деле, пусть для опре­
деленности

Тогда уравнения (22,) — (22я_,) можно решить относи­
тельно дг„ х„_, и мы получаем

где ai* •••» « п - i .  Hi. •••» ц „ _ х  — некоторые числа.

П
2  ЬДх,— х*,) =  0 . 

/» 1

А\х1 + . . . +  Л‘ хп +  В1 (22,)

(23)

• • • • • • •  • • • (24)
*п-1 =  ап-1Хп +  Ип-1>



Уравнения (24) эквивалентны следующим уравнениям:

_  __ хп—1 —Ия—1 _  £п (25)
«I "■  г  v

Мы видим, что при условии (23) уравнения (п— I) пло­
скостей (22,)— (22п-1) определяют прямую (25). Она про­
ходит через точку (ц,, ц„_1, 0) и имеет направление
вектора (а*.........a„_t, 1).

Пример 2. Найти угол между прямыми

Xi — 1 дг,— 2 X j— 3 ^ xt — 4
1 2 3 4 *

|Xj — 4 jc, — 3 2 Jr4— 1
4 — 3 2 I  *

Решение.  Векторы a =  ( l,  2, 3, 4), ft =  (4, 3, 2, I) 
лежат на наших прямых, расположенных в четырехмер­
ном пространстве /?4. Поэтому угол ф между этими век­
торами и будет углом между прямыми!

1 -4 + 2 - 3 + 3 - 2 + 4 - 1  2
COS Ф =  J- J- ■ - ■ ■ ■ ■ = ■ =  -Z -,

1 * + 2 * + 3 2+ 4 а V 4а4 - 3 * + 2 а+  1* 3
2Ф =  агссозу.

27.11. Р а с с т о я н и е  от  т о ч к и  до плоскости .  
Пусть задана плоскость I I ,  определяемая общим уравнением

2  А,х, +  В  =  0 ( |Л|* =  2  А ]> о \  (26) 
/=1 \ /-1 /

или векторным уравнением

(А, Р) +  В =  0, (27)

пли же нормальным уравнением

(р, v) =  p (р >  0), (28)

где А =  (Л„ . . . .  Л„), р — радиус-вектор текущей точки
Q — (*i, . . . .  *„) плоскости П, v =  =F j j p ,  P =  ± j j ] - -

Зададим некоторую точку Q° =  {xl, . . . , л£) .  Радиус- 
вектор точки Q® обозначим через ри.
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Расстоянием от точки Q° до плоскости П называется 
неотрицательное число

Покажем, что

d =  min|QQ°|.
СбП

Kf1 — Р°. v)|, (29)

т. е. расстояние d равно абсолютной величине проекции
А

вектора р— р° на направление вектора v =  Т -j-jj- (орто­
гонального плоскости П).

Проведем прямую, проходящую через точку Q0 и пер­
пендикулярную плоскости П 
(см. 27.9, пример 1):

о
Xf —  X, *п— Хп
^ --------------------* - •  <30>

Найдем точку пересечения 
Q1 =  (jtJ , . . . ,  х'п) пр ямой (30) с 
плоскостью П (см. рнс. 53).

Из (30) имеем
x) =  x + A , t  (/ =  1.........п).

Подставляя эти значения в 
уравнение (26), находим, что

* ------*Т7|г[(Л. P“) +  flJ.

Таким образом,

i r j i t H .  р° ) + в ].........4 -

Ясно, что

»р1—р' | =  Т^Т l ( A '  P °)+ fll=a

Апд а ,  р ° ) + я ] ) .

T v M D i p M I I -

*= I(Р°. V)“ P| =  I(P — Р% v)|.



Отсюда

|р1— р°1 =  |(р— Р°. v)|<|p— Р°|, V p ,  (р, Л) +  В  =  0. (31)

Знак равенства в (31) достигается при р =  р*, следо­
вательно,

d =  |p‘— р°| =  |(р— р\ v)| =  |(p°, v)— р\.

Таким образом, для того чтобы вычислить расстояние d 
от точки Q0 до плоскости П, надо записать уравнение 
плоскости I I  в нормальном виде (28), перенести р в левую 
часть и подставить в последнюю (xj, . . . ,  х„) вместо 
(*(, . . . ,  хл). Абсолютная величина полученного выраже­
ния и есть искомое число d.

На языке параметров плоскости, очевидно,
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d = /=i

Пример 3. Найти расстояние d от точки

7 Т ’ 7 Т .........у т )

пространства R„ до плоскости

Xi~\~ V  2 xt -\-У З д : ,+  . . .  ■+■ У  п хп+  1 = 0 .

Решение.  Согласно сказанному выше

2У7̂ г+.| i V J m -

27.12. Р а з л и ч н ы е  задачи.
Привести к нормальному виду уравнения следующих 

плоскостей (1— 3):
1. 1* х +  2xt +  . . .  - f  пх„ =  — 1.

2 и г * * ,  г ---------7---------

0твет: (* .+  !) =  У  Щп+1)(2п+1)‘



2. x + y  +  z + t  =  0.
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3. V  . X  - 1.
J7! V / ( / + 1)

Ответ: 2 ,  ]/  я/(/+1) xi ' =’ V  п ’

4. Найти угол <р между плоскостями в

( 8  +  К  5 9 )  дг, +  2 * ,  4 - З х ,  +  __ 4дг4 =  0 ,

4дгх +  Зд^ -Ь  2 x t  +  ( 8 +  [/ "5 9 )  J t j =  1.

Ответ: ф =  -у .

5. Найти угол <р между плоскостями в R ilt:
2п 2 п
2 ( - i y / ^ = o ,
/*• /=i 7

Ответ: ф =  у  (плоскости ортогональны).
6. Написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки пространства /?„:

Q, =  ( l,  0 , 0),
Q, =  (0, 1, о. . . . . . 0),

Q„ =  (0. . . . . . о, 1).
Ответ'. хх +  хг +  . . .  +  х„ =  1.
7. Написать уравнение прямой, проходящей через 

точку (1, 2, п) перпендикулярно плоскости:

пх1 +  (п — \)х1+  . . .  +  2хп_ 1 +  ха =  4.
Ответ: - £ s = * .п п— 1 1

8. Написать уравнение плоскости в /?4, проходящей 
через точки

Q1 =  (l> о, О, 0), Q, =  (1, 1, о, 0),
Q»= ( 1. 1, 1, 0), Q4 =  ( 1, 1, 1, 1).

Ответ: =  1 (1 • дгх +  0 • *,  +  0 • х,  +  0 • х4 =  1).
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§ 28. Линейное программирование

28.1. Введение.  Линейное программирование— это 
раздел математики, изучающий методы нахождения макси­
мальных или минимальных значений линейной однород­
ной формы — линейной функции

в некоторой области G л-мерного пространства R„ =  
=  {— оо <  х{ <  се , j =  1.........л}, где ск — постоянные чис­
ла, не все равные нулю.

Ясно, что если G =  R„, то линейная функция (1) не 
имеет наибольшего и наименьшего значений: sup/ =  - f  оо, 
inf / =  — оо.

Однако если мы будем рассматривать ограниченную 
замкнутую область G, то линейная функция / (непрерывная 
на R n, а следовательно, и на G) достигает своих макси­
мальных и минимальных значений на G. Так как

и с, одновременно не равны нулю, то линейная функция f 
не имеет стационарных точек. Поэтому наибольшее и 
наименьшее значения эта функция достигает только на 
границе dG.

Так как шах f  — —  min (—  f ) , T O B  дальнейшем мы будем 
говорить только о минимуме линейной функции / на G.

28.2. Тр а  не порт  на я задача.  Характерной зада­
чей, приводящей к указанной выше проблеме (нахождения 
минимума или максимума линейной функции), является 
т р а н с п о р т н а я  задача.  Требуется наиболее экономно, 
в смысле транспортных затрат, перевезти потребителям 
заказанную ими на данных предприятиях продукцию. 
Характер продукции в данном случае не имеет значения. 
Важно, что речь идет об однотипной продукции.

Итак, пусть имеются предприятия (производители) 
B lt . . . ,  B s, выпустившие продукцию в количестве соот­
ветственно bit . . . ,  bt тонн. Эту продукцию надо доставить 
потребителям A it A t в количествах а1( . . . ,  а, тонн 
соответственно, т. е. ар— количество продукции, заказан­
ное потребителем Ар.

П
[  (jct, . . . ,  хп) — 2  £*** (1)

п =  1, л)
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Таким образом, надо считать, что

2  Ь =  2  ар, 
p=i

т. е. вся произведенная продукция распределена между 
предприятиями. Стоимость перевозки тонны продукции от 
В к Ар обозначим через с,,,. Пусть количество продукции, 
доставленной из В ч в Ар, будет xqp. Тогда стоимость пе­
ревозки продукции будет

S  =  2  2  cqpxtp.Q=I P—1
Требуется так составить план перевозок, чтобы сумма 

транспортных расходов S  была минимальной.
Таким образом, мы пришли к следующей математической 

задаче.
Дана линейная функция

5 = 2  2  сярхцр' 2)«=1 p=i
Требуется найти ее минимум при ограничениях 

’ t
2 x4, =  bq (</= l , s ) ,

- р7‘ _  (3)

2  (р— 1» о»«=|
т.е. сумма продукции, полученной потребителями A l t At 
от производителя B t, равна продукции bq, выработанной 
этим предприятием, а сумма продукции, полученной потре­
бителем Ар от всех производителей B lt B s, равна 
потребности ар этого потребителя.

По характеру задачи также ясно, что xqp^ 0 .
Таким образом, среди неотрицательных решений {xqp\ 

системы (3) необходимо выбрать такое, при котором S 
достигает наименьшего значения (минимизируется).

28.3. Общая задача л и не й и ого п р о гр а м м и- 
рования .  В общем случае задачу линейного програм­
мирования можно сформулировать следующим образом: 
Даны система линейных уравнений

П
2  ajk*k +  =  0 0  =  1.............. =  1, m) (4)
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(где можно считать, что йу^О, изменяя, если нужно, 
знак в соответствующем уравнении (4)) и линейная функция

/ = 2 v * '  0 )*=i
Требуется среди неотрицательных решений системы (4) 

х =  (х„ дг„), jcy> 0 , найти такое решение, для кото­
рого линейная функция / принимает наименьшее значение.

Уравнения (4) обычно называют ограничениями данной 
задачи. Конечно, требование, чтобы (j — \,n), тоже
является ограничением, но оно присутствует во всех за­
дачах подобного типа и его не принято называть ограни­
чением. Любое неотрицательное решение системы (4) будем 
называть допустимым, а решение, реализующее минимум, — 
оптимальным.

Отметим, что уравнения системы (4) с геометрической 
точки зрения представляют плоскости в R„. Чтобы задача 
о минимуме f  была содержательной, необходимо, чтобы 
число т  ограничений типа равенств было меньше п.

Например, при л =  2 наличие двух ограничений озна­
чает, что неотрицательное решение системы должно быть 
точкой (*„, у0) пересечения прямых, представляющих 
уравнения системы. Тогда задача о нахождении minf сво­
дится к вычислению f  в этой точке. Если прямые парал­
лельны, то задача теряет смысл. Если ограничений больше 
двух, то система или несовместна, или же все прямые 
принадлежат одному пучку:

А (х — х0) + В ( у — у„) =  0 .
В этом случае минимум f  также равен /(хв, у0).
В ряде практических задач (например, в задаче о ди­

ете) ограничения носят вид неравенств
П ____ ___
2  а/кхк > °  (/'= 1, т ,  * * > 0 , & =  1, п). (5) 
k— 1

Однако от одного типа ограничений легко перейти к 
другому. В самом деле, если ограничения носят характер 
неравенств (5), то вводим новые добавочные неизвестные 
хя+1, . . . ,  хп+т с помощью уравнений

П ____
*,,+/ =  Ъ, +  2 а/кх„ .(/ =  1, т).

*= 1
Тогда__неравенства (5) равносильны условию
(У =  1, т ), (к =  1, л), и мы пришли к ограниче­



н и ям  типа равенств (4), хотя и с большим числом пере­
менных.

Обратно, пусть имеют место ограничения типа ра­
венств (4). Тогда, решая эту систему (например, методом 
исключения неизвестных), мы после некоторого числа 
шагов или убедимся, что система несовместна, или же 
разрешим систему (4) относительно некоторых неизвест­
ных:

*1  =  « 1 ,  г + » * г  + 1 +  • • • +  а 1 . г Л  +  P i»

................................  (6)
*г ®г, г+ 1Хг + 1 Ч* • • • Н" пхп "Ь Рг*

Здесь г — ранг матрицы коэффициентов системы (4).
Подставляя эти выражения хи хг в функцию /, 

получаем
/  =  Cg 4-  cr + iXr + х 4 * . . .  4" СцХп .

После этого исходная задача может быть сформули­
рована следующим образом. Даны система

®i .  r + i * r + i 4 - . . . 4 - a 1, ex e 4 - p i > 0 ,

........................................................  (7)
® r , r + i * , + l +  • • • +  « г .  *Х п +  Рг > 0

г линейных неравенств с п— г  неизвестными хг+1, . . .  
. . . ,  хп и линейная функция

f  =  ci +  cr+tx r+i  +  . . .  +с'пхп. (8)

Требуется среди всех неотрицательных решений си 
стемы (7) найти такое, которое минимизирует /.

Эта задача эквивалентна исходной. В самом деле, если 
мы нашли решение задачи (7),(8) х°г+1, . . . ,  х?п, то, нахо­
дя по формулам (6) н е о т р и ц а т е л ь н ы е  значения 
х*,, . . . ,  х®, мы получим систему чисел

xj ,  . . . ,  Xrt **•» xnt

которая служит решением задачи (1), (4).
Таким образом, задачу линейного программирования 

можно ставить с ограничениями типа неравенств. Из та­
кой постановки видно, что область G, в которой мы ищем 
минимум {, представляет собой «многогранник» в неотри­
цательном угле R n (т. е. когда xk^ Q , /г =  1, п р  ев 
граница dG состоит из «плоских граней», находящихся в
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плоскостях пространства R„i

2 <*/*** + =  (9)*= i

Множество Gc/?„ называется выпуклым, если У х, у  £G 
ax +  Py£G , а +  р =  1, а, Р > 0 .

Из системы неравенств (7) ясно, что «многогранник» 
G выпуклый и С находится по одну сторону от любой 
из своих гранен.

Слово «многогранник» мы пишем в кавычках, так как 
могут быть случаи, когда этот «многогранник» будет не­

ограниченной частью неотри­
цательного угла R n.

Например, при п =  2 и 
при трех ограничениях типа 
неравенств «многоугольник» 
G может быть неограничен­
ным в первой четверти R t. 
На рис. 54 G— заштрихован­
ная часть.

В дальнейшем кавычки у 
слова «многогранник» мы бу­
дем опускать.

При нахождении миниму­
ма линейной функции / на 
замкнутой области G =  G„ мы 

последовательно будем переходить на плоские грани G,, 
меньшей размерности. Отметим, что граница dG„ л-мерного 
многогранника состоит из нескольких (л— 1)-мерных много­
гранников. Если G„ — ограниченный замкнутый многогран­
ник, то линейная функция / достигает минимума в неко­
торой точке границы dGn. При рассмотрении линейной 
функции / на этом новом многограннике меньшего числа 
измерений она снова будет линейной функцией, но от 
меньшего числа переменных и, следовательно, будет до­
стигать минимума на границе dG„_lt которая состоит из 
(п — 2)-мерных многогранников. Продолжая этот процесс, 
мы придем к случаю, когда линейная функция рассма­
тривается на одномерной грани (ребре G„), границей 
которой являются точки (вершины многогранника G,,).

Таким образом ясно, что если Gn— ограниченный замк­
нутый многогранник, то линейная функция достигает 
минимума в некоторой вершине G„.
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Если минимальное значение достигается в двух вер­
шинах, то это значение достигается и в любой точке 
pe'ipa, соединяющего эти точки, т. е. в этой ситуации 
существует бесконечное множество точек, в которых ли­
лейная функция достигает минимума.

П
Замечание 1. Если функция / = 2 С* * * + Я .  где

Jfc= 1
В — постоянное число, то мы исследуем сначала линейную 
форму <р =  / — В, и если mincp =  <p0, то min/ =  <jp„+Я.

Из приведенных соображений вытекает следующий 
геометрический метод решения поставленной задачи о 
минимуме линейной формы /.

Рассмотрим плоскости уровня функции f I
П

c = 2 v *  (— ° °  <  с  <  о °). (Ю)
*= 1

Уравнение (10) при различных С в пространстве R„ 
изображает семейство параллельных плоскостей (см. §27). 
Будем непрерывно и монотонно изменять С от — оо до +  оо. 
Тогда плоскость (10) будет передвигаться в /?„ в направ­
лении вектора (с,, . . . ,  с„), который, как мы знаем, пер­
пендикулярен плоскости (10). Очевидно, что если сп >  0, 
то плоскость ( 10) поднимается вверх относительно оси хп 
при изменении С от — оо до + о о ;  если же с„ <  0, то 
плоскость (10) опускается вниз относительно оси х„. При 
с„ =  0 плоскость ( 10) движется вправо или влево относи­
тельно оси в зависимости от знака числа c„_j 
(с„_,=^0). Если с„ >  0 и при всех С <  С*, где С*— неко­
торое действительное число, плоскость (10) пересекает 
область G, то inf f  =  — 00.

Если же этого нет, то при некотором С =  С, плоскость 
(10), двигаясь в направлении вектора (с„ . . . ,  сп), впер­
вые встретит замкнутую область G в некоторой точке 
(*?, • • •, х°„). Тогда в этой точке встречи функция / и 
достигает минимума.

На рис. 54 при п — 2 прямая уровня при возрастании 
С поднимается и при С =  С, впервые встречает замкну­
тый многоугольник G в точке (*?, *£)• Значит, min/ =  
=  /(*?, дг®).

Если грань многогранника G, проходящая через точку 
первой встречи С с плоскостью уровня, параллельна пло­
скости (10), то линейная функция / достигает минимума 
в любой точке этой грани.



192 f  28. ЛИ НЕЙНО Е програм м ирование

Этот геометрический метод решения поставленной за­
дачи эффективен лишь при п =  2, т. е. когда плоскости 
( 10) — прямые и G— многоугольник, ограниченный или 
нет. При л =  3 взаимное расположение плоскостей и мно­
гоугольника G трудноуловимо, а при и =  4 мы просто 
не можем прибегнуть к наглядным графическим изобра­
жениям.

Пример 1. Найти минимум функции /(дс, у) =  
«= 3— д:— у (д:>0,  у > 0 )  при ограничениях (рис. 55)

( х - у +  1 > 0 ,\
G =  I 2 у + х — 2 > 0 ,  V.

( 4 - у - 2 д с > 0  J

Ясно, что область G есть треугольник с вершинами в 
точках М = ( 2 ,  0), N =  (\, 2), Я  =  (0, 1). Прямая уровня 
функции f :

3 — х— у =  С,

при возрастании С от — оо до -foo опускается относи­
тельно оси у (коэффициент при у отрицателен); ее пер­
вая точка встречи с G есть вершина N. Значение функ­
ции / в этой точке равно нулю (С =  С# =  0). Итак, решение 
задачи есть дс =  1, у =  2, / =  0 .

В данном случае можно было бы просто вычислить 
значение f  в точках М, N , Р  и взять наименьшее: f ( M)  =  
=  /(2, 0 ) =  1, f (N)  =  f (  1, 2) =  0, f ( P)  =  f(0 , 1) =  2, т. е. 
min/ =  /(Af) =  0 .

Пример 2. Найти минимум функции / =  3 — х + 2 у  
при тех же ограничениях, что и в примере 1.



В данном случае прямая уровня функции 
3— х + 2 у  =  С

при возрастании С от — оо до -{-оо поднимается (рис. 56) 
вверх относительно оси у (с, =  2 >  0) и ее первая точка 
встречи с областью G есть вершина A f = ( 2, 0). Значение 
функции f  в этой точке равно 1 (С =  С0= 1). Здесь тоже 
проще всего взять наименьшее среди чисел f(M)=>  1, 
/(Л0= 6, f  (Р)*=5.

Пример 3. Найти минимум функции f  =  —х при 
ограничениях

' х + у — з > о ;  
г _  х — у +  1 > 0 ,

- х + у  + 1 > 0 , '
2х 4 - у ^  0 t

Ясно, что последнее ограничение несущественно, оно пе­
рекрывается условием х ^ О , у ^ О .
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Область G неограннчена и представляет собой полосу 
(рис. 57) между прямыми х— « / + 1 = 0 ,  —дс +  у + 1 = 0  и 
правее прямой х +  у — 3 =  0, которая пересекает эти пря­
мые в точках N =  ( 1, 2), М =  (2, 1).

При х —► +оо функция / (*, у) — —х —>■ — оо, (х, у) € G. 
Поэтому линейная функция / не имеет наименьшего зна­
чения (inf / =  — оо).

В данном примере прямая уровня —х =  С при воз­
растании С от —оо до +<х> движется влево (с, =  — 1 <  0) 
и при всяком С <  — 1 пересекает G, значит, in f/ =  — оо.

Я. &  Сугроо, С  М. Никольские



Пример 4. Найти минимум функции / =  4— х +  у — 2г 
при ограничениях

G =  { 1 <  —  +  — +  —  < 2 1 ,
\ «1 в* о* /

где Oi, at , а,— положительные числа.
Ясно, что область G (рнс. 58) есть часть пространства 

/?„ находящаяся в первом октанте ( х > 0 , f / > 0 , z > 0) 
между плоскостями

Х Л . 4  4 - J L - 1  *  I У I г  1 
а, +  а, ~  '* 2а, +  2а, +  2а, ~  **

В данном случае многогранник G имеет шесть извест­
ных вершин

(а,, 0 , 0), (2а» 0 , 0), (0 , а„ 0), (0 , 2а„ 0), 
(0 , 0 , а,), (0 , 0 , 2а,).

Поэтому, вычисляя функцию f  в этих точках, легко на­
ходим ее минимум и максимум:

min / =  min {4 — alt 4—2а„ 4 -f  а„ 4 +  2а„ 4—2а„ 4— 4а,}=»
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min ,а о л л х J 4~ 2ai> a i> 2 a „  
{4 2 а „ 4  4а,} =   ̂ 4 _ 4а#> f l i < 2 a,;

шах/ =  4-Ь 2а,. 
а

28.4. В е к т о р н о - м а т р и ч н а я  форма з а д а ч и  ли­
н е й н ог о  п ро г р аммиро в ан ия .  Задачу линейного 
программирования можно сформулировать также в век­
торно-матричной форме. Пусть с =  (си . . . ,  с„), х  =  
=  (х„ . . . ,  х„), 0 =  (0 , . . . ,  0) — векторы пространства /?„; 
b =  (blt . . . ,  Ья) — вектор из пространства R m;

А =

ам а и i . ,  а,„
a,i а2, . . .  а,„

• • • •  • •

°m i ° а г  ат п

— матрица размера п х т ,  составленная из коэффициен­
тов системы ограничений (4). Линейная функция / (х) =

П
— 2  скхк =  сх есть скалярное произведение векторов с их.I

Поэтому общую задачу линейного программирования 
можно записать в следующем виде: требуется минимизи-



ровать скалярное произведение сх при условии и
/ ljr  +  ft =  0 .

Примем столбцы матрицы А за векторы из

—  a t l t  • • • !  ® « l)l • * • * Р »  ~  (а 1я> a t n ’ • ■ • I Ялл)-

Тогда легко получаем, что
А х  -  (ондг! +  . . .  +  а1яхп..........am\xi  +  • • • +  аяпх„) =
=  (ОцХ|, fl||Xii • • •) 4" • • • "I" (®in^»i • • •» я

—P iX t+ Я л  +  • .. +  Р пхп. 
Поэтому систему ограничений можно записать в виде

Р jxj  =  —Ь.
/= I

Если ранг А = т ,  то среди векторов Я*, Р п име­
ется т  линейно независимых, которые можно принять за 
базис в пространстве R „  (см. § 16). Следовательно, лю­
бой вектор (— ft) £ R m может быть разложен по элементам 
этого базиса. Нам необходимо выбрать такой базис, чтобы 
вектор (—ft) разлагался по векторам этого базиса с не­
отрицательными коэффициентами хи xt, . . . ,  х„.

Различных m-мерных базисов (т  <  л) из векторов 
Р и . . . ,  Р п конечное число. Среди них могут быть бази­
сы, по элементам которых вектор (— ft) разлагается с не­
отрицательными коэффициентами. Тогда минимум скаляр­
ного произведения (линейной функции) достигается на 
конечном множестве точек х  =  (хи xn) £ R n, где Xj— 
коэффициенты разложения вектора (—ft) по элементам 
некоторых базисов.

Если базисов указанного типа нет (вектор (—ft) не 
разлагается по элементам базисов с неотрицательными 
коэффициентами), то задача линейного программирования 
не имеет решения (неразрешима).

Таким образом, задача состоит в том, как найти базис

(Pkt> • • •» Ркт)
так, чтобы

~ ь = **/р*/ • **/ ̂  ° '

11
т

min/ =  min с х =  2
Ж/>о / = i "/ V
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28.5. Симплекс-метод.  Реальные задачи линейного 
программирования содержат, как правило, большое число 
ограничений и неизвестных. Поэтому естественно, что ре­
шение таких задач связано с большим объемом вычисле­
ний. Это затруднение преодолевается с помощью быстро­
действующих электронно-вычислительных машин (ЭВМ). 
Для каждой задачи разрабатываются алгоритм и про­
грамма, и затем ЭВМ в короткий срок дает решение 
поставленной задачи.

Существуют и другие общие методы, позволяющие 
найти решение любой задачи линейного программирования 
в обозримое число шагов.

Таким является симплекс-метод. Опишем идею этого 
метода.

Пусть надо найти минимум линейной функции

/ ( * ) = & +  2  <7*/ ОО

среди значений дг/ > 0  (7 = 1, л), удовлетворяющих 
равенствам

П
2  а'ь.Х/ +  b'k =  О (k — 1, . . . ,  т ;  т  <  п). (4) 
/=1 '

Неотрицательные решения системы (4) (/ =»
=  1, л) мы условимся называть допустимыми, а точку 
х =  (Х{, . . . ,  х„)— допустимой точкой. Покажем как эту 
задачу можно решить, применяя симплекс-метод.

Пусть ранг матрицы А' =(а'{/) равен г ^ . т  (r-ранг А'). 
Будем считать, что система (4) разрешима относительно
Хц  • • • у ХГ1

хк =  Ь„— 2  akjX, ( k = ~ r ) ,  (12)
/ = г +  I

и числа Ьк неотрицательны (Ьк^ 0 ,  Ле =  1, г).
В этом случае говорят, что переменные х(, . . . ,  хг 

образуют базис— базис В =  {дс,, . . . ,  х,.}. Остальные пере­
менные называются свободными или небазисными. Следует 
обратить внимание, что здесь понятие базиса не совпадает 
с понятием базиса из § 16.

Вопрос о возможности перехода от системы (4) к си­
стеме (12) будет рассмотрен ниже в п. 28.8.
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Системы (4) и (12) равносильны, поэтому допустимая 
точка х  системы (4) есть допустимая точка системы (12), 
и обратно.

Очевидно, точка b =  (bu . Ьг, 0, 0) допусти­
мая, ее называют базисным решением, отвечающим ба­
зису В. Будем писать f ( b ) = fB. В силу равенств (12) 
функцию / можно записать в виде линейной функции от 
переменных x/ (j =  r  +  1..........n)i

f  (х) —С9 2  <7Xj. (13)
/=/■+1

г
Очевидно, что /я =  с0=с^+ 2  C/V

Первый этап симплекс-метода связан с рассмотрением 
функции /, определяемой равенством (13), и системы огра­
ничений в виде равенств (12).

Рассмотрим четыре возможных случая I ,  I I ,  I I I+ ,  I I I , .  
С л у ч а й  I.  Пусть для всех / =  г - М ,  . . . ,  п.

Тогда минимум f, определяемой равенством (13), относи­
тельно всех  Jty^O, / =  1, . . . ,  п, будет равен с0:

min / (х) = с в.
X j  >  о,

/= I ...... п
Этот минимум остается тем же для допустимых х„ . . . .  х„. 
Этим задача на минимум решена.

С л у ч а й  I I .  Пусть для некоторого /0 с/% >  0 и все 
коэффициенты aklt матрицы А = (а к/) неположительны:

0 ( f t = l ,  , г).
Тогда при любом х/а >  0 (г +  1 <  /„ <  п) точка

x9 =  (xi, . . . ,  хг, 0, . . . ,  0, Xjt, 0, . . . ,  0), (14)
где хк (А =  1, . . . ,  г) вычисляются по формулам ( 12), 
будет допустимой, и если ее подставить в /, то получим 
/ =  с0— сихи —+ — оо при xJt —► -f- оо. Поэтому

in f f (x) =  — oo,
X y > 0

и нашу задачу о минимуме можно считать решенной.
С л у ч а й  I I I .  Пусть для некоторого /„ коэффициент c/t 

функции / положительный (cJt >  0) и имеются положи-. 
тельные коэффициенты а*/в в м столбце матрицы А:

<**/.> 0 (*€«) .  (15)



где е— множество индексов к, для которых выполняется 
неравенство (15).

Пусть

min —  =  -^ - =  6 > 0  (1 < * , < / ■ ,  /г.€«)• (16)
k f t  ak U  a k»/o

Элемент at<sh называют разрешающим элементом.
Рассмотрим отдельно случаи б > 0  и 6 =  0, которые 

будем обозначать через I I I +  и 111„ соответственно.
С л у ч а й  I I I + .  Точка (14) для значений x/t, удовле­

творяющих неравенствам 0 ^JC/ , < 6  (6 >  0), допустимая. 
В самом деле, в силу (12) при к£е  непосредственно 
видно, что

** =  b„ —ak,x it >  0 (ак/о <  0), 

а при к£е  в силу соотношений (15), (16) имеем 

- ьк— ак/Х,, >  Ьк— акУЬ =  Ък— аки min >
k t e  “* /  о

^ b k— ak/i- -  =  bk— bk =  0 .

Если jc/o непрерывно возрастает от 0 до 6, то все хк ^  
> 0  (/г =  1,° . . . ,  г), a xkt =  bk' — а*,/.*/, к тому же непре­
рывно убывает от bkt до 0. При дальнейшем возрастании х}% 
переменная хка становится отрицательной и точка (14) пере­
стает быть допустимой.

Функция
ЦХ>) =  С '-С,Х1'

при возрастании дс/(1 от 0 до б убывает от / (Ь) «* с„ до 
f(b1) =  ct — Cjb, где

Ь '= ( Ь х— ахиЬ......... br — arj 6, 0........... 0, б, 0........... 0) (17)

и б стоит на м месте.
Таким образом,

ct =  f ( b ) > f ( b l) =  ct — Су.б.

Отметим, что координата хк> (ft, € е) в (17) равна нулю: 

=  bk - a kt/b =  ^  =  0 .
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Так как akj t >  0, то k^e уравнение системы (12) можно 
решить относительно x/t\

081
м .

Мы выразили хи  через xkt и остальные переменные 
Xj(l ¥* 1», / > л + 1 ) -  Можно выразить через эти перемен­
ные также любую переменную хк [кф кл, 1< А < г ) ,  если 
подставить выражение (18) вместо xJt в равенства ( 12), 
соответствующие любым к Ф  А:*.

Итак, в случае Ш + удается решить систему (12) отно­
сительно переменных

* I i  •••» **,-1» ■*/,» •*»,+ U •••• Xr . (1®)
Условно запишем соответствующую систему равенств 

так:
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П
хк =  Ь\—  2  а\,х, (k =  1, . . . .  г), (20)

/*г+ I
хотя на самом деле в этих равенствах только перемен­
ные xt (1фк^, /#) остались прежними, а остальные пере­
менные хкй и х/% поменялись местами.

Покажем, что свободные члены
& i> 0  (k =  1..........г). (21)

В самом деле, если к £ е, то (a*/t >  0)

* * «*./о ** )  v ,\o*y. /

Если же (о */,<0), то

и неравенства (21) доказаны.
Итак, переменные . . . ,  дс, в системе (20) образуют 

базис— базис В , (см. также (19)).
Для базисного решения bl =  (b\, 0, 0)

/в, =  /(/»*) =  с0— с, в < с 0 =  /(*>) =  /в (сл  >  0).
Базис В , отличен от базиса В , и для него можно на­

чать второй этап рассуждений (случай I,  I I ,  I I I ) .
Таким образом, случай I I 1+ рассмотрен.
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С л у ч а й  I I I , .  Пусть cjt  >  0 . а*/. >  0 для k £ е, 6 =  0 . 
В  этом случае ЬАс =  0 (см. (16)) и равенство с номером k0 
в (12) имеет вид °

**. =  - S  (22)
/ e f t  I

Если в равенстве (22) все коэффициенты аке< г+1, . . .  
. . . ,  аНлП положительные, то система (12) имеет единствен­
ное допустимое решение =  0 , / =  г - f  1, . . . ,  п\ хк *=
— Ьк ~^0 (Л=1,  . . . ,  г). Значение функции / на этом 
базисном решении будет: / =  св. Задача на минимум функ­
ции / в этом случае решена.

Допустим, что в (22) имеются коэффициенты а *,/<  0 
для некоторого значения / ( j ¥*]'»)• Тогда, как и в слу­
чае 1 II + , переходим к новому базису В, (вводим в базис 
переменную хд и выводим из него хк<1, ака/о— разрешаю­
щий элемент). Отметим, что в этом случае значение f B =  
=  /*, (Ьк =  0).

Итак, рассматривая базис В , мы либо решим нашу 
задачу на минимум, либо придем к новому базису В , 
(В 1ф В). К  базису В , снова применяем наш метод — 
это приведет к решению задачи либо к новому базису 
В г (В, ф В,). Продолжая этот процесс, получим цепочку 
базисов

В 01 В „  В „ . . .  (В0 =  В). (23)

Если для некоторого s будет иметь место случай I 
или I I ,  то цепочка на этом s оборвется и задача будет 
решена. Иначе от базиса B s переходим к базису B J+1.

Однако может случиться цикл. Он заключается в том, 
что хотя каждый последующий базис цепочки и отличается 
от предыдущего, но для некоторых s и / ( / > 1) будет 
происходить совпадение базисов: B s — B s+l.

Разберемся, что здесь происходит. Для базиса B s+l_ i  
произошел случай 1110, т. е. оказалось, что сущеегвуе,1' 
/• (г +  1 <  /в <  п) и такое £0(1 < £ „ < / • ) ,  что

с,. >  0, а*в/, >  0, Ь*в =  0 (6 =  0), (24)

и это привело к базису B s(B s+t =  B s).
Но пара чисел (&„, /0), вообще говоря, неединственна, 

и хакая-то другая пара (k't , /,), для которой выполняются 
свойства (24), может привести к базису, отличному от 
базиса В ,. Это на самом деле и имеет место, как учит 
теория (см. ниже теорему 1 и замечания к ней).
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Таким образом, если для некоторых s и / случится 
цикл, то его можно устранить. В этом случае для базиса 
B j h - i  наДО перебрать всевозможные пары (ка, /*), обла­
дающие свойствами (24). Каждая такая пара приводит 
к некоторому базису. Среди них есть отличный от бази­
сов В 0, В ,, . . . ,  B 1+j_j .

28.6. Устр ане н ие цикла.  На практике циклы 
бывают очень редко. Все же объясним, как их можно 
«разорвать» (устранить).

Отметим теорему, доказательство которой будет наме­
чено в п. 28.7.

Теорема 1. От любого базиса В  существует путь, 
ведущий к решению задачи на минимум, т .  е. существует 
цепочка базисов, получаемых симплекс-методом, приводя­
щая к минимуму (или к — оо).

Итак, пусть имеем цикл

® i+ ii •••» B s)‘
Тогда, очевидно,

/я, =  /я|+, = * • • • = / » ,+|-

Пусть s0 — наименьшее неотрицательное целое число, 
для которого

“ ^ *+ 1  5» ^ S* B * ==B t.+l).
Очевидно, для базисов

в *,+и •••* B s,+ i (25)

HMeei место случай I I I , .  Переход от любого из этих ба­
зисов В , ( So<s<So +  /) к последующему совершается 
посредством разрешающего элемента akt/t. Но базису В , 
может соответствовать и другой разрешающий элемент, 
который переводит В г в базис B j+1, отличный от
■®/+t ( B s + i  *5^ B s + 1)-

Может случиться, что для любого s(s =  s„, . . . ,  s„ +  l) 
базис B's+t содержится в цепочке (25). Тогда все ба­
зисы (25) решают задачу на минимум,т. е. /в = 1в5 
. . . в / ^ ( =  ш т/ .  Ведь по теореме 1 существует путь. 
Ведущий от В 3й к минимуму. Но в данном случае все 
Пути от В ,о ведут к базисам цепочки (25).

Однако может случиться, что для некоторого s разре­
шающий элемент базиса В , переводит В , в базис В',,и 
не входящий в цепочку (25). Тогда мы получим новую
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цепочку .

f i j , i  •••* (26)

с новым последним базисом B't+t, который подлежит ис­
следованию симплекс-методом.

Но указанных значений s может оказаться и много. 
Одна из цепочек может и не привести к нужному резуль­
тату. Необходимо произвести перебор всех цепочек. Отме­
тим, что сам перебор цепочек становится громоздким.

Если произошел цикл, то можно порекомендовать спе­
циальный метод выбора разрешающего элемента. Этот 
метод связан с дополнительными вычислениями, но зато 
последовательное его применение необходимо приводит 
к решению задачи без зацикливания (без образования 
циклов).

28.7. В ы б о р  разрешающего элемента.  Симп­
лекс- таблицы.  Условимся вектор Q =  (qt , qit . . . .  q„) 
называть положительным (отрицательным) и писать Q >
>  0 =  (0 , . . . ,  0) (Q <  0), если его первая не равная 
нулю компонента положительная (отрицательная).

Будем говорить, что вектор Q меньше вектора D  »  
=  (d0, d„ . . . ,  d„) или вектор D  больше вектора 0 ,  
и писать Q < D  или D > Q ,  если D  — Q =  (dо— <7«.
. . . ,  d„— q„) >  0 .

Замечание 2. Целесообразность приведенных опре­
делений > ,  <  для векторов Q можно подтвердить сле­
дующими соображениями.

Каждому вектору Q =  (qt , . . . .  qn) поставим в соот­
ветствие многочлен от переменной t вида Q (/) =  q, -+- 
+  q j  +  • • • +  <7/1*"» который является непрерывной функ­
цией и Q(0) =  qt . Если qt >  0 , то найдется окрестность 
нуля такая, что для всех t из этой окрестности Q(/) >  0. 
Если же q0 =  . . .  —qk — 0 и qk+x >  0, то

Q (/) =  [qk+i +  qk+it +  . . .  +

Многочлен в квадратных скобках больше нуля (</*♦£> 0) 
в некоторой окрестности нуля. Далее /*+1 >  0 для / >  0. 
Змачит, Q( t ) >  0 для всех 0 <  / <  0, где 0— некоторое 
положительное число.

Таким образом, если вектор Q >  0, то соответству­
ющий многочлен Q (/) >  0 для 0 <  t <  0 при некотором 
6 > 0 .



Вернемся теперь к системе ограничений (12), которую 
мы запишем в форме

П
* * +  2 ) akjxj  — bk (Ьц^О, А =  1, •••» г), (12)

j= r+1
а линейную функцию (13) запишем в виде

п

/ +  2  cyjcy =  c0* (13)
/■/• +1

Здесь базис B  =  {xit хг).
Оформим систему равенств (12) и (13) в виде таб­

лицы 1 (матрицы).
Т а б л и ц а  1
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Базис *1 ... хк„... X ,  * ,  + 1 .. XJ, ... хп Свободние
члены

Дополнитесь 
ная матрица

*1 1 ... 0  ... 0  “ 1, /•+1 .. .  aXJ,  .. Qln bi <<п ... <<i,

1 1 1 ...................... ................... ..................... ... . . . ■ •••

**0 0  ... 1 ... 0 e*o,r+i • • Н - в *оЛ

. . . ......................... ................... ...................... ... ... ......................

* г 0  ... 0 ... * аг, г+ 1 .. а „ ,  ... а,п fr, d , i  ... dr<r

форма / 0  ... 0  ... 0 <7+1 •..  с ,, . . . с* с. dt ... dr

Табл. 1 называется симплекс-таблицей. В  табл. 1 мы при­
писали некоторую добавочную матрицу |d,y|| размера г х г  
и добавочную строку (d„ . . . ,  dr). Введем в рассмотрение 
векторы
D ~  (Cj, d|, . . . ,  dr), D j  — (4ц, d/,1, . . . ,  dkr), k — 1, 2, . . . , л

Базис В называется положительным, если все векторы 
D k (Л= 1, . . . ,  г) положительные (Dk >  0). Например, если
матрица ||d,J единичная (dt j*s jg 'А ) ,  то базис В
положительный, потому что для любого k — \, . . г либо



Таким образом, базис В , =  {дс,, дс,}. В табл. 2* коэф­
фициент с, =  30 >  0 (штрих мы опускаем) и в столбце для 
дс, имеется один элемент а„ =  30 >  0, который и будет 
разрешающим элементом (в табл. 2* мы поместили его 
в рамку). Проводя преобразование табл. 2*, как и выше, 
мы перейдем к базису В ,=  {дс„ xlt ж,), т. е. из базиса В х 
мы выводим переменную дс, и вводим переменную дс,.

Таблица 3* будет иметь следующий вид (после пере­
становки столбцов для дс, и дс6):

Т а б л и ц а  3*

_____________________________ 1______________________
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Базис Xt X i ДГ, Jt, ДГ, X,  XA
Сво­

бодные
члены

Добавочна и 
матрица

ДС*

*1

*7

1 0  0 1 1  1 1 
15 36 500 2

0 1 0 - 1 2  8 £  - 8 4  

0 0 1 0  0 1 0

0

0

1

± _ ±  0 
30 15

8 - 1 2  0 

0  0  1

форма f 0  0  0  - 1 - 1  J r  - 1 8 0 — 1 — 1 *0

В последней строке табл. 3* имеется только один ио-
2

ложительный коэффициент с, =  ̂ > 0 .  В  столбце для дс, 
все элементы также положительны. В данной таблице ■■= 
=  ( ° ,  О ) , /)2 =  (0, 8, - 1 2 ,0 ) ,  />, =  (1, 0, 0, А).

25Сравнивая векторы 5000!, -g-0„ D „  находим, что мини­

мальным будет вектор 500D, и, следовательно, разреина- 
ющим элементом будет а„ =  ̂  >  0. Минимум (16) рав#ен

нулю, т. е. мы опять имеем случай I I I , .  Преобразуя 
табл. 3*, получим таблицу 4*. >

Здесь базис В 3={дс„ дс*, дс,}, с, =  -у >  0 и в столбце
для дс, имеется только один положительный элемент а„ =

=  >  0, который и будет разрешающим элементом. М»и-
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T  а б л и ц а  4*

i ______________________________________________

Базис Jfj *1 X  ̂ X, Jt5 х г  X ,

а

ьч; X А ь 2 *; 
U  т

Добавочная
матрица

*1

*7

1 0  0  — ^  500 - 2 5 0
J  О

0  1 0 - 4 4 - ' »  - 4 

0  0  1 * °° | “  500 250

0

0

1

50 100 л
У  " Т °

50  100 
3  3  1

ф о р м а / 0  0  0  у  - у  - 4 0  2 0
- i  I  »

Т а б л и ц а  5*

3
нимум (16) равен щ > 0 . т. е. мы имеем случай Ш +.
Преобразуя табл. 4*. получим таблицу 5*.

В последней строке табл. 5* все коэффициенты су (/ =»
=  7, 5, 2, 4) отрицательные, следовательно, min/ =  — ̂
(случай I).

Базис S 4 =  {*.. xit х«} Из табл. 5* видно, что базис­
ное решение имеет вид х, =  1, =  дг, =  ̂ ,
«  xt  = tX l  =  0.



Замечание 5. Если бы мы не следовали правилу 
однозначного выбора разрешающего элемента, то могли бы 
получить цикл, выбирая базисы в следующей последова­
тельности!

B = = j д с „  д с „  д с ,}  — £ ,  =  { * „  д с „  д с ,}  —
► {jfj, xt, ДС,} ► f l j =  {дс», ДС,, AT,} ► B t =  {дс», дс,, дс,} ►

* В ь ■= {дс,, дс4, дс,} ►В|=»{дс,, дс,, дс,} =  В.

Замечание 6 . Отметим, что на каждом этапе, начи­
ная с первого, можно было бы изменять нумерацию пере­
менных, приводя систему ограничений и функцию f  к виду 
(12), (13).

28.8. У с л о в и я  с у щ е с т в о в а н и я  базиса.  По­
ясним, как можно привести систему ограничений (4)

2  akjXj =  bk (Л =  1......... т )  (4)

к системе вида (12)

— 2  ®*/*/ Л*=1, . г), (12)
/  = г +  1

т. е. выясним, когда переменные дс,, . . . ,  х, образуют базис.
Как нам известно, система (4) разрешима (совместна) 

тогда и только тогда, когда ранг матрицы
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“л  • •• <*1п \ 
• • • • • • ]  
ami ••• атп'

равен рангу расширенной матрицы

аП • • • ain

a mt ••• а шп Ь т

Пусть г =  ранг Л=ранг  В. Тогда можно указать г 
таких уравнений системы (4), что всякое решение системы, 
состоящей из этих г уравнений, есть решение системы (4). 
Будем считать, что для данной системы (4) г =  т  и, кроме 
того, т  <  п, потому что при т  =  п существует только 
одна точка л-мерного пространства, являющаяся решением 
системы (4).
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Кроме того, всегда можно добиться путем перенуме­
рации переменных того, чтобы

Oil • ••
Д = • • • • • •  t 

ami  , , ,  ат т
ФО.

Теорема 2. Для того чтобы неизвестные xt .........хт
из системы (4) образовывали базис, необходимо и доста­
точно, чтобы

Д*/Д>0 V ft= f7 7л,

где Д*— определитель, получающийся из определителя Д 
заменой k-го столбца столбцом свободных членов системы (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь О ,  к = \ ......... т .
Применяя правило Крамера (см. § 4.2), имеем (к =  1, . . . ,  т )  
** =

am i‘ • >0 * ,  k - l ( ba — От,т + 1*л« + 1— • • • — Оп п Хп)ат< *  + | . .  . ат т

Учитывая свойства определителей, получаем равенства
вида (12)

2  <**/*/ ( * = » ! , . . . , « ) .  /=т+ I

1
« 1.Л + 1 — X

где число аку равно определителю, который получается 
из определителя Д заменой /г-го столбца соответственно 
на /-й столбец матрицы Л (/ =  m + 1, . . . ,  л), деленному 
на Д. Например,

ai, a ft °11 ••• °1я
• • • • • • • • • •

— а/я.я + 1 °«iJ ••• ат,|
Обратно, пусть система xt .........хт есть базис, т. е.

выполняются соотношения (12). Для матрицы равенств (12)

д .= и  4 f= p *> o .
Допустимыми элементарными преобразованиями эта 

матрица переходит в Матрицу равенств (4). При этом опре- 
[ делители Д. и Д£ переходят в определители Д и Д* про­

порционально. Поэтому
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Пример 6 . Найти базисные переменные в системе 
ограничений

( 5x j — 5х, +  х, — 2 х 4 = 1 ,

i  ' ‘
— 2x j +  2х,
— * i  -f  axt

—  х 4 + х » =  4 ,

—  2 х 4 =  5,

где а— некоторое число.
Решение.  Если а<О,  то система ограничений не­

совместна в области х , > 0  ( / = 1 ,  . . . ,  5). Поэтому будем 
считать а >  0. Выясним, при каком а элементы х,, х„ х, 
будут базисом. Имеем

1
=  2 (1— а) Ф  0 , аф  1.

5  - 5  

- 2  2 
—1 а

Далее,
1 —5 1 5 1 1

д* = 4 2 0 =  4 а— 10, Д* = —2 4 0
5 а 0 — 1 5 0

=  - 6 ,

Д* =
5  — 5  1 

— 2  2  4 

— I а  5
= 2 2 ( l — fl).

Отсюда
Д ‘  2 а — 5

А *

д - 1_ а > 0 , 1 < а < 2 ;

= J L _ > 0 , а >  1; |3= П > 0 .

Таким образом, при 1 < а < у  все отношения Д*/Д^0
( к=1 ,  2, 3) и {х„ х„ х,} — базис.

Для того чтобы написать систему (12), нет необходи­
мости вычислять все нужные определители. Надо просто 
преобразовывать матрицу В,  как мы это делали в § 4.7.

Пусть а =  2. Получим базис из элементов х„  х„ х3. 
Для этой цели будем матрицу В  преобразовывать так, 
чтобы в первых трех столбцах по главной диагонали сто­
яли 1, а на остальных местах— 0 .

Итак,
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2 9 22
0 Т  “ Т  1 Т

2 — И 0 27'
1 12 Л 26
5 Г)

и
5

2 9
1

22
5 5 т ,

0 0 -1

| 1 0
3

Т

0 I
9

т

1 1\ 

4  »
i  и

Последняя матрица определяет следующую систему 
уравнений:

*1 — х» = 1
3 I „

— у * « — у * .  =  3
9 , 5  , ,

*»— о-*« +  Т l l -

Аналогичным образом можно проверить, при каком а 
переменные xt , ха, х5 образуют базис.

28.9. Задачи.  Найти минимум функции /(х)  =  х4— х» 
при ограничениях!

1) xt +  xt — х , +  xt — 2xl — 1, 
2xt +  х ,— 2 х ,+  х, =  2, 
* i — *, — х4+ 3 х 5 =  3,

2) Г 2* i +  * ,— дс, — 2дс, — 1, 
х ^ х . +  г х , — 2 х 4 = 2 ,  

Xj— х, — х4 +  3х» =  3.

з , {

4Ч 
б)

Х£ 4- 2х, +  Зх, — х» =  3, 
2x j +  х,— х,  +  х4 = 1,

х, +  Зх,— х4 ■+■ х, =  2,
X  !  +  * ,  —  х 4 +  2 х »  =  3 ,

xt +  х4— 2х , =  1, 
xt + 2 х 4 +  х » = 1 ,  

х , — х 4 + 4 х § =  4 .
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Приведем решение первой задачи. Итак, необходимо 
найти минимум линейной формы f ( x )  =  xA— xt при огра­
ничениях

Xi +  * , — * » +  * 4— 2х , =  1,
2*1 + х , — 2x4 +  х, =  2,
Xf — xt — xt +  3jc, =  3.

Согласно рассмотренной выше теории мы должны опре­
делить свободные переменные и выделить какой-либо ба­
зис, чтобы затем применить снмплеке-метод для нахожде­
ния минимума функции /.

Так как в системе ограничений три уравнения, то 
в каждый базис входят какие-либо три переменные из 
ж„ дг,, дг„ xt, дс,. Всего из пяти элементов можно соста­
вить десять различных комбинаций по три элемента

с*~п(п-
В принципе, мы должны проверить все тройки элемен­

тов и убедиться, какие из них являются базисами.
Выясним, будут ли элементы дс„ дс„ дг, образовывать 

базис. Определитель Д, составленный из коэффициентов при
• этих неизвестных в системе ограничений, имеет вид

Д=
I
О 

—1

—1 
1
О

=  4^=0.

Далее,
1 1 -1 I 1 —1

Д1 = 2 0 1 =  6, Д* = 2 2 1
3 —1 0 1 3 0

=  - 8,

д»Отношение —  =  —2 <  0, следовательно, согласно тео­
реме 2 п. 28.8 элементы xt, дг„ дс, не образуют базиса. 

Проверим тройку х(, дг„ x«i
1 -1  1

Д = 2 1 —2 =  — 2 =5* 0 ,
1 0 —1

1 -1 1 1 1 1
Д1 = 2 1 —2 =  0 , Д* = 2 2 —2 = 8.

3 0 —1 1 3 —1

Отношение =  —4 < 0  и тройка xit xt , дс4 также не 
образует базиса.
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Исследуем тройку xt, х,, xt i

1 1 -2 I 1 -2
д = 2 2 1 SS — 10=5̂ 0, д* = 2 —2 1 =«

1 I 3 3 —1 3
1 1 -2 1 I 1

д* = 2 2 1 ----10, д» = 2 —2 2
I 3 3 1 — 1 3

Таким образом, в данном случае все отношения
д*
- j -  ( Л = 1, 2, 3) положительны и по теореме 2 п. 28.8
элементы xit xt, xt образуют базис.

Чтобы написать систему ограничений вида (12), пре­
образуем матрицу В  системы ограничений к необходимому 
виду. Предварительно переставим столбцы коэффициентов 
при xt и xt соответственно на второе и третье места. 

Тогда

X I x t  х ь х г х я ьк 
/\ 1 —2 1 - I  i\

В  =» ( 2 — 2 1 О 1 2 ) =>
\1 _1  з - I  О 3/

Л 1 —2 1 —1 к  
=> { 0 —4 5 — 2 3 0 ) ^

\0 —2 5 —2 1 2 J
Л  1 —2 1 — 1 К  

- , 0 - 2  5 - 2  1 2 ) ^  
\0 - 4  5 - 2  3 0 /



Последняя матрица определяет систему уравнений
, 1 2  8 

X i 5 х* 5 *• ~  5 *

* i  — х , - 1 ,  (27)
2 1 4

х* Т Х* Т Х , — 5 #
Линейная форма f  через свободные переменные х, и х, 

запишется следующим образом!

. 1 2 . 4  2 4 1f ( дг) =  х4— Х. =  т - - g - x . +yx*  или f  +  T xt — T xt =  T .

Таким образом, теперь необходимо найти минимум 
линейной функции

. . 2 4 1
/ +  т х* ~ Т х* ~ Т

при ограничениях (27).
Здесь базис B t =  /х1( х4, х,}, ограничения и функция f  

записаны в форме (12), (13), и мы можем начать приме­
нение симплекс-метода.

о
В данном случае c, =  -g->0 и в  первом столбце ма­

трицы ограничений имеется положительный элемент а„ =*

=  У >  °* „
Отношение -^- =  8 > 0 ,  т. е. мы имеем случай I I I +

и о,,— разрешающий элемент.
Составим первую симплекс-таблицу!

Т а б л и ц а  6*
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1

Базис *1 *4 *•  х ,  X ,
Свобод­

ные
члены

1 0 0  | т |  - 4 сл
| 

00

*4 0  1 0  0 — 1 1
.  . 2  1 4

ДС, О 0 1
«н 1
сл

|.

У

Форма /

'f 
|ю

 

1

<м 
(ю

ооо 1

5
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Здесь разрешающий элементе,,. Преобразуем таблицуб* 
в таблицу 7*. Строку для х, умножим на 5 и перенесем 
ее в табл. 7*. Строку для х, перенесем в табл. 7* без 
изменений (так как а«, =  0).

Затем умножим первую строку на 2 и прибавим ре­
зультат к последней строке. Далее умножим первую строку 
на 2 и вычтем из строки для формы /. Кроме того, пе­
реставим местами столбцы для х, и xt. В результате 
табл. 7* будет иметь следующий вид:

Т а б л и ц а  7*

Базис *• *4 *1 *•
Свободные

члены

•*» 1 0 0 5 — 2 8
0 1 0 0 — 1 1

Jf» 0 0 1 2 — 1 4

Форма / 0 0 0 - 2 0 —3

В табл. 7* коэффициенты формы / неположительны 
(Cj =  —2, с* =  0), поэтому при ограничениях (27)

min / =  —3,
*/>0  

1-1. -..5
и задача решена.

Замечание 7. Можно было бы исследовать все 
десять троек из элементов xlt xt, дг„ Затем, найдя
все базисы fly(/«= 1, 2, . . . ,  /„; / '„ < 10), мы можем найти 
миннмум / при ограничениях (27) как минимальное зна­
чение среди /а„ . . . ,  fb .

19
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