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Раздел II 
Математический анализ

(продолжение)

Глава 18
ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

При исследовании различных воп р осов  естественны х наук приходится рассм ат
ривать переменные величины, зависящ ие от  многих других переменных вели
чин. Для изучения такого рода зависим остей служ ит понятие функции несколь
ких переменных (см . п. 10.4).
Глава посвящ ена дифференциальному исчислению  функций нескольких пере
менных и его приложениям.

18.1. Некоторые предварительные понятия
Введем определения понятий, которые понадобятся в дальней

шем.
Упорядоченную совокупность п действительных чисел 

х1,х 2, . . . ,х п называют точкой, а сами числа -  ее координатами. За
пись М ( х {, х 2, ... , х „ )  означает, что точка М  имеет координаты 
х х, х 2, х„.  Множество всевозможных указанных точек называет
ся арифметическим п-мерным пространством и обозначается симво
лом А " .

Арифметическое «-мерное пространство А "  называется п- 
мерным евклидовым пространством, если для любых двух точек 
М \ х [, х '2, . . . ,  х 'п) ,  М  г(х", х 2, . . . ,  х ’ ) , принадлежащих А  ", определе
но расстояние по формуле

р(М\М')  = ^ ( х ' - х ' ) 2+ ( х " - х '2)2+.. .  + ( х ' - х У .

Евклидово л-мерное пространство обозначается Е п.
Приведем примеры множеств в n-мерном евклидовом простран

стве Е п.
1. Множество { М }  точек М ( х ]гх 2, ... , х „ ) ,  координаты кото

рых удовлетворяют неравенству р ( M , M Q) < R  или

(лс, -  х,0)2 + (*2 -  х°2)2 + . . .  + (х, -  х У  < R2,

'  Начало см. в кн.: Гусак А. А. Высш ая математика, т. 1. М и н ск , 2001 . -  544  с.
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называется замкнутым п-мерным шаром радиуса R с центром в точке 
М 0(х1х°2,...,х°п) .

2. Если для координат всех точек множества { М )  выполняется 
строгое неравенство р ( M , M Q) < R  или

(х, -  х,0)2 +  (х2 -  x\ f  + ... + (х„ -  Ху  < R2,

то { М )  называется открытым п-мерным шаром.
3. Множество { М } точек М ( х х, х 2, ... , х „ ) ,  для которых 

р ( M , M 0) = R или

(л, -  х,0)2 + (х2 -  *°)2 + ... ■+ (дс. - x y = R \

называется (п-\)-мерной сферой радиуса R с центром в точке 
М 0(х1х°2, . . . ,х° „ ) .

Множество точек М  п-мерного евклидова пространства Е " , для 
каждой из которых расстояние до фиксированной точки M Q меньше 
£ > 0 , называется Е-окрестностью точки M Q. Другими словами, £- 
окрестностью точки М 0 называется и-мерный открытый шар радиуса 
£ с центром в точке M Q.

Окрестностью точки М 0 называется любой открытый п- 
мерный шар, содержащий эту точку.

Множество называется ограниченным, если все его точки при
надлежат некоторому п -мерному шару. Диаметром ограниченного 
множества называется верхняя грань расстояний между его двумя лю
быми точками.

Пусть { М } -  некоторое множество точек п -мерного евклидова 
пространства Е п. Введем следующие определения.

Точка М  называется предельной точкой множества { М } ,  если 
любая ее окрестность содержит по крайней мере одну точку множест
ва { М } , отличную от М.  Предельная точка множества может принад
лежать или не принадлежать ему. Например, точки х  — 1, х  =  2 явля
ются предельными для каждого из множеств [1, 2], (1, 2), но первому 
они принадлежат, а второму не принадлежат. Если существует окрест
ность точки М  множества { М ) , не содержащая никаких других то
чек этого множества кроме самой точки М,  то эта точка называется
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изолированной точкой множества { М }. Множество, содержащее все 
свои предельные точки, называется замкнутым. Точка М  множества 
{ М }  называется внутренней точкой этого множества, если существу
ет такая ее окрестность, все точки которой принадлежат множеству 
{ М ] . Открытым множеством называется множество, все точки 
которого являются внутренними. Областью называется открытое 
связное множество. Точка М  называется граничной точкой множества 
{ М } ,  если любая ее окрестность содержит как точки этого множест
ва, так и точки, не принадлежащие ему. Совокупность всех граничных 
точек множества { М } называется его границей. Если к области при
соединить ее границу, то полученное множество называется замкну
той областью. Замкнутая область, очевидно, является замкнутым
множеством. Например, множество точек М ( х , у ) плоскости Ох у,  

2 2для которых х  + у  < 1, является замкнутой областью: к области, оп-
2 2 ,ределяемои неравенством х  + у  < 1 , присоединены все ее граничные

2 2 ,точки, т. е. точки окружности х  + у  = 1.
Функция, определенная на некотором множестве л-мерного 

арифметического пространства А п, называется функцией п перемен
ных (см. п. 10.4). В этом случае пишут

ы = /(М ), или u = f ( x x, x 2, . . . , x „ ) ,  (18.1)

где М ( х х, х 2, . .. , х „ ) -точка  указанного множества.

18.2. Предел и непрерывность функции нескольких 
переменных
Полное приращение функции двух переменных

Z = f ( x , y ) (18.2)

в точке М ( х , у )  определяется формулой

A z = f ( x + A x , y + A y ) - f ( x , y ) ,  (18.3)

а ее частные приращения (по х  и у  соответственно) в той же точке -  
формулами

A xz = f ( x + A x , y ) - f ( x , y ) :  (18.4)
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A yz = f ( x , y  + A y ) - f ( x , y ) . (18.5)

Аналогично определяются полное и частные приращения функ
ции большего числа переменных.

Замечание 1.
Частное приращение функции по одному из аргументов есть разность 

между двумя ее значениями, когда приращение получает только данный 
аргумент; полное приращение функции -  разность между двумя значения
ми, когда приращения получают все ее аргументы.

Пусть дана функция u = f ( M ) ,  областью определения которой 
является множество Х а Е п, и М 0 -  предельная точка множества X  (эта 
точка может как принадлежать множеству X,  так и не принадлежать 
ему). Число а называется пределом функции u = f ( M ) в точке M Q (или 
при М —»М 0), если для любого числа £ > 0  существует такое число 
8 > 0 ,  что для каждой точки M e  X,  удовлетворяющей условию

Если число а является пределом функции двух переменных u = f ( x , y )  
в точке М 0( х 0, у 0) , то употребляется также запись

Функция а=СС(М)  называется бесконечно малой в точке М 0,
если

0 <  р (М ,М 0) < 5, (18.6)

выполняется неравенство

(18.7)

Обозначение предела функции u = f ( M ) в точке M Q

(18.8)

lim f ( x ,  у)  = а. (18.9)
X-*Xq
У->Уо

(18.10)
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Теорема 18.1.

Для того чтобы функция u = f ( M )  в точке М 0 имела предел, 
равный а , необходимо и достаточно, чтобы ее можно было предста
вить в следующем виде:

/ ( М ) = а + а ( М ) ,  (18.11)

где а ( М )  -  бесконечно малая функция в точке М 0
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоре

мы 10.4.
Рассуждая, как и в случае функции одной переменной, можно 

доказать также теорему о пределе суммы, произведения и частного 
функций нескольких переменных, аналогичную теореме 10.8.

Пример.

Вычислить lim(3jr2 + 4у — 1).Х—*1у-> 2
Принимая во внимание теорему о пределе суммы функций, получаем 

lim(3jc2 + 4у -1 )  = lim Зх2 + lim 4 у  -1  =
х—>1 х-И х—>1
у —>2 у - * 2  У - * 2

= lim Зх2 + lim4y — 1 =  3 +  8 -1  = 10.
*-*! у-л!

Рассмотрим функцию u = f ( M ) ,  областью определения которой 
является множество Х а Е ", и точку M Qe  X.  Функция u = f ( M )  назы
вается непрерывной в точке M Q, если для любого числа Е > 0  сущест
вует такое число 5 > 0 , что для каждой точки М е  X, удовлетворяющей 
условию

р (М ,М 0) < 5, (18.12)

выполняется неравенство

|/(Л/)-/(Л/0)|<е. (18.13)
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Замечание 2.
Если MQ является предельной точкой множества X, то определение не

прерывности функции в точке может быть сформулировано следующим 
образом.

Функция и = f (M)  называется непрерывной в точке М(и если

lim /(М ) = /(М 0). (18.14)
м —»м0

Отметим, что функция, рассмотренная в предыдущем примере, непре
рывна в точке М0( 1,2), так как

lim / (х, у) -  /(1 ,2 ).JT—>1у—>2

Необходимое и достаточное условие непрерывности функции 
u = f ( M ) в точке М 0 выражается равенством

Н тА м = 0 , или lim [/(A /) —/ ( М 0)] = 0, (18.15)
Др—>0 Др—»0

где Ар = р (М ,М 0), А и -  f { M ) ~  f ( M 0) .
Действительно, если выполняется равенство (18.14), то

lim [ / ( М ) - / ( Л / о)] = 0, или lim Ди = 0.
М —»Л#о Д р —»0

Обратно, если выполнено равенство (18.15), то

lim f ( M )  = f  (М0).M-*Mq

Функция, непрерывная в каждой точке некоторого множества, 
называется непрерывной на этом множестве. Приведем без доказа
тельства следующую теорему.

Теорема 18.2.

Если функция и = f ( M )  определена и непрерывна на ограничен
ном замкнутом множестве, то она ограничена и достигает своего 
наименьшего и наибольшего значения.

Точки области определения функции, в которых функция не
прерывна, называются точками непрерывности этой функции. Те точ-
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ки области определения функции, в которых она не является непре
рывной, называются точками разрыва этой функции. Точками разры
ва функции u = f ( M )  называют также те точки, которые не принадле
жат области ее определения, но являются предельными точками этой 
области. Например, для функции z =  1 ' ( у - х  ) любая точка параболы
у = х  является точкой разрыва. Говорят, что данная функция имеет

2 2линию разрыва. Аналогично говорят, что функция м = 1 : ( г —х  —у  )
2 2имеет поверхность разрыва — параболоид вращения z —х  + у  .

18.3. Частные производные функции нескольких 
переменных
Частной производной функции нескольких переменных по од

ной из них в фиксированной точке называется предел отношения соот
ветствующего частного приращения этой функции к приращению дан
ной переменной, когда последнее стремится к нулю.

Для функции z = f ( x , y )  двух переменных частная производная 
под: в точке М 0(х0 у0) определяется формулой

Эд: ;м0

_  Пт f i x 0 +Ax,  У„ ) - / ( - * о ,  у„) 
-*> Дх

(18.16)

Заметим, что ——  единый символ для обозначения частной 
дх

производной функции f ( x , y ) по переменной х ;  д/ и Эх самостоя

тельного смысла не имеют. Запись Гд £ Л
дх

означает, что частная про

изводная вычислена в точке М„(х„, у „ ) .
Частную производную функции Z = f ( x , y )  по переменной х  в 

точке М 0(х0 у0) обозначают и другими символами:

Эд:
> Zj ( -X0, y 0) ,  / „ ( Х о . У о ) .

Л* о

Частная производная ф ункции/(х,^ ) по переменной х  выража
ет скорость изменения функции в данном направлении (у  =  Уо), или 
скорость изменения функции f ( x , y 0) одной переменной х .
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Частная производная функции Z = f ( x , y )  по переменной у  в 
точке М 0(х0 у 0) определяется формулой

д у
= limАу-Ю

JM о

f ( x 0,y0+ A y ) - f ( x 0,y0)
Ay

(18.17)

Она обозначается также и другими символами: 

dz
д у

. zy(x0,y0), f y(x0,y0).

Частные производные функции z = f ( x , y )  имеют следующую 
геометрическую интерпретацию:

f ! ( x a,y0) = tgo., 

fy(x0,y0) = tg$,

(18.18)

(18.19)

где а  -  угол между осью 
О х  и касательной в точке
М(х (уУо> Л - ^ У о »  к ли
нии пересечения поверх
ности z = f ( x , y ) и плос
кости у = 3 ’0; (3 -  угол 
между осью О у  и каса
тельной в той же точке к 
линии пересечения данной 
поверхности с плоскостью 
дг=дс0(рис. 18.1).

Очевидно,

Л '(* о.Уо) =

/у(хо>Уо) ~

d f ( x ,  у0)
dx  

d f j x  0,у)
(18.20)

dy
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т. е. частная производная в данной точке равна производной функции 
одной переменной, вычисленной при соответствующем значении ар
гумента, поэтому при нахождении частных производных пользуются 
обычными правилами дифференцирования.

При переходе от точки М 0(х0, у и) к точке М ( х , у ) получим 
новые значения частных производных. Следовательно, частные произ
водные функции z = f ( x , y )  также являются некоторыми функциями 
двух переменных:

dZ . dZ .
= Л  (•*. У)’ = f y (•*> У)- (18.21)

2 3
Пример 1.

Дана функция z = x ‘'yJ. Найти ее частные производные и их значения в 
точке MQ( - 2,1).

Считая у постоянной и дифференцируя функцию по х, получаем

Эг-=(хг/ ) ;  = / ( х 2) := 2 ^ .Эд:
Считая х постоянной и дифференцируя функцию по у, находим

! £ = и У ) ',= * 2(у3)'( =3*г;у2.
ду

Вычисляем значения частных производных в точке М0, т. е. при 
*о=-2- :Уо=1:

'dz)  
дх Wo

-  2(-2)1‘ = -4. | | ^ = 3(—2)г12 =12.

В соответствии с определением для функции u = f { x , y , z )  и точ
ки M 0(x0,y 0,z0) получаем ее частные производные пол:, по у ,  по г:

/ э / л
э* JMo

lim / (* о + А * ’ Уо’ го ) - / ( * о ’ Уо>г0) . (18 22) 
дх->о Д д ;

\ И
, д У JM,

lim П * о ’ Уо+ А У’ ^ - П хо’ У о ^ . (18 23)
Ду-»0  Д у

И



' Э Л  = lim f ( x 0, y 0,z0 + A z ) - f ( x a,y0,z()) 

dz „  Дг_>0 Az
V /Ми

Частные производные функции нескольких переменных назы
вают также частными производными первого порядка, или первыми 
частными производными.

Частными производными второго порядка (или вторыми ча
стными производными) данной функции называются соответствую
щие частные производные от ее первых частных производных.

Для функции z = f ( x , у )  по определению имеем:

= l f ! ( x , y ) l  = / '(■ * .} ’);
\ /

д Z 

д х 2

_d_
дх

OZ

дх

Э2г _  Э
д у 2 ду ду

= и ' Л х , у ) 1 =  С{х,уУ,

дхду ду

dz

дх

d2z d 

dydx дх

( 3 '\ OZ

ду К у )
= Ш х , у ) 1 = к ( х ,  у).

Пример 2.
Дана функция z - x  + Лх2у - 6 х у 2 + у3. Найти ее частные производные 

второго порядка.
Находим сначала первые частные производные:

—  =  3 х - + 8 х у - 6 у 2, - ^ -  =  4*2 - \ 2 х у  + 3уг. 
д х  ду

Пользуясь определениями и правилами дифференцирования, получаем
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| 4  = 6* + 8>-, - ^ -  = 8дг-12у; 
dx dxdy

дудх д у 2

Вторые частные производные обозначаются также символами 
Z* , z*, Z*yx, z[y ■ Производные z*., z"yx называются смешанными 
частными производными. В рассмотренном примере смешанные част
ные производные оказались равными, т.е. — zyx ■ При выполнении
некоторых условий последнее равенство всегда справедливо. Эти ус
ловия выражаются теоремой, приводимой здесь без доказательства.

Теорема 18.3.

Если функция z = f ( x , y )  и ее смешанные производные f xv, f " x

определены в некоторой окрестности точки М п(хп, уп) , причем про
изводные непрерывны в этой точке, то

A '( W o )  = /,'(*»> Уо)- (18.25)

Итак, если смешанные производные непрерывны, то они равны, 
т.е. результат дифференцирования не зависит от порядка дифференци
рования.

Дифференцируя частные производные второго порядка по х  и 
по у ,  получаем частные производные третьего порядка, или третьи 
частные производные:

Э ’ г  Э ’ г  d 3 z  Э 3 г  Э 3 г  Э 3 г  Э 3 г  

д х 3 ’  д х 2ду ’ дхдудх ’ дудх 2 ’ дудхду ' д у 2дх  ’  Э > ' 3

Вообще, частная производная п - г о  порядка функции Z = f ( x , y )  

есть первая частная производная от ее частной производном (п — 1 )-го 
порядка.
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Аналогично определяются и вычисляются частные производные 
второго и высших порядков от функции трех и большего числа пере
менных.

Пример 3.
. 2 , ЭЗи д4и д5и

Дана функция и = xys\n2t + х z ■ Найти — - ■ , , —
dxdydt dx dz dz

Дифференцируя по одной из переменных, считаем все другие постоян
ными:

du . „  „  5 d2u . „  d3u „  .
—  = у sin 2t + 2xz , ------- = sin 21, ——------= 2cos21;
dx dxdy dxdydt

ш - м - ■
du , 4  d и 2 j d и ~ 2 2 d и . j d и _ i—  = 5 * Y ,  —  = 20x2z\ —  = 60x2z2, —  = 120*2z, —  = \20x2. 
dz dz dz dz dz

18.4. Полный дифференциал функции нескольких 
переменных
Рассмотрим функцию двух переменных Z = f ( x , y )  и ее полное 

приращение в точке М 0(х0, у 0) :

Дг = / ( * о + Дх. Уо + Ду) -  f ( x 0,y  о). (18.26)

Если существуют числа Р  и Q такие, что полное приращение 
можно представить в виде

A z = P A x + Q A y + e A p ,  (18.27)

где

Ар = д/А*2 + Ау2 и £ —> 0 при А р-> 0 , (18.28)

то выражение P A x  +  Q A y  называется полным дифференциалом функ
ции z = f ( x , y ) в точке М 0. В этом случае полное приращение функ
ции состоит из двух частей: первая часть P A x + Q A y  является линей
ной относительно Дл: и Ау,  вторая -  бесконечно малой высшего
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порядка по сравнению с Ар = ^Ах2 + Ау2. Полный дифференциал 
функции z = f ( x , y )  обозначается через dz,  т. е.

d z = P A x + Q A y .  (18.29)

Теорема 18.4.

Если полное приращение функции Z = f ( x , y )  представимо фор
мулой (18.27), то числа Р  и Q равны значениям ее соответствующих 
частных производных в точке М 0:

P = f !(x „У о ), Q = / , ' ( * , Уо). (18.30)

Доказательство.
Если Ау = 0 ,  формула (18.27) принимает вид

A xz =  Р А х  + £ | Ад: | , где £—>0 при Аде —» 0 .
Следовательно,

Если Ах  =  0 , то Ayz = Q А у+ £  I Ау | , где е ^ О  при А у  —> 0 , 
поэтому

^ -  =  Q ± e ,  =  ГЛхо>Уо) -  Q-
Ау у Ау

Доказанная теорема дает возможность записать формулу (18.29) 
по-другому:

dz =  / / ( - W o )  Ах +  f ' ( x 0,y0)Ay. (18.31)
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Теорема 18.5.

Если первые частные производные функции Z —f ( x , y ) опреде
лены в некоторой окрестности точки М0(х0,у0) и непрерывны в са

мой точке М 0, то данная функция имеет полный дифференциал в 
этой точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Преобразуем формулу (18.26), прибавив с плюсом и минусом 

значение / ( х 0, у0 + Ду) :

Az = l f ( x 0 + Ax, у0+ Д у ) - / ( х 0, Уо + Ду)] +

+ [/Uo>>’o + A >’) - / ( J:o>3'o)]-

В первой квадратной скобке записано приращение функции од
ной переменной х  ( у0 + Ду фиксировано), во второй -  приращение 
функции одной переменной у  ( х 0 фиксировано). К каждой из этих 
функций применим теорему Лагранжа о конечном приращении:

f ( x 0+Ax, y0+ A y ) - f ( x 0, y 0 + A y ) =  (18 33)
= / . '&  Уо + Д ^ )^ . t >х̂  + Аде];

f i x о, у0+ Д у ) - / ( х 0, у0) = f ' ( x 0,4)Ay, 3 4

Л е[у„,у„+ А у]>

отметим, что :>х0, Г)—>у0, когда Дх —> 0 , Ду —» 0 .
Так как по условию функции f ' i x ,y ) ,  f'y(x,y)  непрерывны в 

точке М 0, то (см. (18.11) и (18.14))

/ / Й .  Уо + АУ) =  f ' . i x Уо) + а;1 35

fy(xB,r() = f ' ( x 0, >’0) + Р.

где а —>0, (3—>0, при Дх —> 0 , Д у  —» 0 .
Формула (18.32) с учетом равенств (18.33) -  (18.35) принимает

вид
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Az = f ' ( x 0, y0 )Ax + f ' ( x 0, y0 )Ду + аЛл + рДу. (18.36)

где

Преобразуя сумму последних двух слагаемых, получаем

аАх + рАу - + Ар = еАр, (18.37)
Др

аДл: + ВДу , г —--------- -
: = ----------— , Др = JAx  +  Ду .

Др
(18.38)

Поскольку А *
Др

< 1,
Ду
Ар

< 1 , то

е I = а А х  + рАу
< I а  I А х

+ | Р |
Д у

Ар Др Ар
< \ и |+ Р

Так как а —>0, р —>0 при Д х —>0 и Д у —>0, то и £—>0 при 
А х —>0, Д у —>0, т. е. е—>0 приДр—>0.

Следовательно, формула (18.36) принимает вид

д г = / , '(х0, у0 )А х + f ' (  хп , у0) А у + еАр, (18.39)

где £—>0 при Др—>0.
Сравнивая формулы (18.27) и (18.39), заключаем, что функция 

z = f ( x , y ) имеет дифференциал в точке М п, что и требовалось дока
зать.

Функция, имеющая полный дифференциал в данной точке, на
зывается дифференцируемой в этой точке. Следовательно, если в дан
ной точке и некоторой ее окрестности частные производные функции 
непрерывны, то функция дифференцируема в этой точке.

Замечание 1.
Если функция дифференцируема в некоторой точке, то она и непре

рывна в ней. Действительно, из формулы (18.39) следует lim Az = 0.
Др-*0
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Замечание 2.
Формулу (18.39) можно представить так:

откуда

Аг = dz, f  (х0 + Ах,у0 + A y ) - f  (х0,у0) ~ f ' ( x 0,y0)Ax +
w v  \ * (18.41)+ f , ( x 0,yQ)Ay

ИЛИ

/ ( х 0 + Ах, у0 + Ay)  = / ( х 0, у0) +  / Х'(х 0, у0 )Ах + / у'(х 0, у0 )Ау. 

Последние формулы применяются в приближенных вычислениях.

Перейдем от точки М 0(х0, у 0) к точке М ( х , у ) ,  в которой
функция z —f { x , y ) определена и удовлетворяет в ней условиям тео
ремы 18.5, получим новое значение полного дифференциала.

Таким образом, полный дифференциал есть функция четырех 
переменных; при фиксированных Дх и Ау  полный дифференциал яв
ляется функцией переменных х  и у :

d z = — Ax + — Ay. (18.42)
дх ду

Положим

dx = Ах, dy  = Ау (18.43)

и назовем эти величины дифференциалами независимых переменных. 
Формула (18.42) принимает вид

dz = ^ d x  + ̂ d y ,  (18.44)
Эх ду

т.е. полный дифференциал функции равен сумме произведений первых 
частных производных на соответствующие дифференциалы аргумен
тов.
18
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Аналогично определяется и выражается полный дифференциал 
функции трех и более переменных. Например, если u = f ( x , y , z )  и су
ществуют числа Р,  Q, R такие, что

A u = P A x + Q A y + R A z + e A p ,  £ —>0 при А р —>0, (18.45)

то полным дифференциалом называется сумма первых трех слагаемых, 
т. е. du = P A x  + QAy + RAz.

Если первые частные производные этой функции непрерывны,
то

, Эм ди . ди .
d u - — dx + — dy + — dz, (18.46)

дх ду dz

где

dx = Ах, dy  = Ay, dz = Az. (18.47)

Если все первые частные производные функции 
u = f ( x , y , z , . . . , t ) непрерывны, то

, ди ди ди ди ,
du = — dx-\------d y -1------dz + ...-1------dt. (18.48)

dx dy dz dt

Каждое слагаемое правой части формулы (18.48) называется ча
стным дифференциалом, т. е.

dIu = ^ -d x , dvu = ^ -d y ,  d ,u = ^ -d t. (18.49)
ах ay at

Полным дифференциалом второго порядка некоторой функции 
называется полный дифференциал от ее полного дифференциала.

Полным дифференциалом п-го порядка называется полный 
дифференциал от полного дифференциала (n -l)-ro  порядка. Если 
z = f ( x , y ) ,  dz =  z'xdx + z'yd y  , то
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d 2z -  d(dz) = d(z'xdx + z'ydy) -  (z'xdx +z'vdy)'xdx + 
+ (z,dx+ zydy)\dy = z’̂ dx2 + z"xdydx+z'x,dxdy + 

+ z’ dy2 = z’xdx2 + 2z’ tdxd у + z ' d y 2

(при дифференцировании d x  и dy  считаются постоянными, z"„ = z"x ). 
Итак,

d2Z d2zd 2z = — -d x  + 2 — — dxdy + — —dy .
dx дхду dy2

(18.50)

Аналогично получаем формулу для полного дифференциала
3 2третьего порядка d z = d ( d  z ) :

д 3z
d * z = — -d x i +  3 dx2dy + 3 dxdy + —— d y .

дхъ ~ dx2dy 

Можно показать, что

дхду2 ду3

d ” z = У  С* ■\ ~ T dxn-l dyk (18.51)

f  t _  и (п -1 ) . . .[л - (£ -1 ) ]  
1-2 ...к

Формулу (18.51) записывают и в следующем символическом виде:

d"z = д j  Э ,— dx + — dy  
ах dy

\(«)
Z.

18.5. Дифференцирование сложных функций
Пусть дана дифференцируемая функция

z = F (v ,w ) , (18.52)
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аргументы которой являются дифференцируемыми функциями пере
менных jc и^:

v = v ( x , y ) ,  w = w ( a : , v ) . (18.53)

Если при этом функция

Z = F [  v ( x , y ) , w ( x ( y )  ]  = Ф (л :,у ) (18.54)

имеет смысл, она называется сложной функцией от х  и у .
Покажем, что частные производные zx, z\ существуют, и вы

ведем формулы для них.
Зафиксируем значения х н у ,  аргументу х  придадим прираще

ние Ах ,  оставив у  прежним, тогда функции v и w получат частные 
приращения Axv, A xw. Функция z = F ( v , w )  получит приращение 
A xz, которое в соответствии с формулой (18.36) можно записать так:

Переходя к пределу при А х —>0, принимая во внимание, что 
ОС—>0, Р—>0, получаем

Проведя аналогичные рассуждения для переменной^, находим

A,z = —  Д^н------ AjW + ocAjV + PA.w,
dv 5w

где a —>0, P—>0 при Axv —>0 и Axw —>0.
Разделив почленно это равенство на Ах,  найдем:

Эг _  Эг Эу Эг 
д х  dv  д х  dw д х

(18.55)

dz dz dv dz 9w (18.56)
dy dv dy dw dy
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Если v и w -  дифференцируемые функции одной переменной t,
т. е.

v=v(0, w - w ( t ) ,  (18.57)

и имеет смысл функция

Z = F [ v ( t ) , w ( t ) W ( t ) ,  (18.58)

то ее производная выражается формулой

^  = Э£ ± _ + 3 t_ d W t (1859)
dt 3 v  dt  Э н »  dt

которая получается из формулы (18.55) при x  = t (или из формулы 
(18.56) при y  = t).

Производная, определяемая формулой (18.59), называется пол
ной производной.

Аналогично находятся частные производные функции большего 
числа переменных. Например, если задана дифференцируемая функ
ция

u = F(&  Т1,0, (18.60)

аргументы которой

£ = £(*, у ,z), Г1 = Г1(д:,у)г), С,= £ (* ,? .г) (18.61)

есть дифференцируемые функции переменных х, у , z, и функция

и = F [ £ , ( x , y , z ) ,  "Л (*,)> , z), £ ( x , y , z ) ] = q ( x , y , z )  (18.62)

имеет смысл, то ее частные производные определяются формулами



Если t= t ,(t) , Г|=Г)( ;) ,  £ = £ (0  -  дифференцируемые функции 
одной переменной t, функция

u = F [ m M t № t ) ] = f ( t )  

имеет смысл, то ее полная производная находится по формуле

du_^du_d\ + du_ <̂ П + Эм dt, П8 64)
dt д^ dt дц dt dt; d t '

18.6. Дифференцирование неявных функций
Вопрос о существовании производной неявной функции решает

Теорема 18.6.

Если у = у ( х )  -  непрерывная функция, заданная уравнением

F(x ,y ) -0 ,  (18.65)

где F { x , y ) ,  F ' (x ,y ) ,  F ' (x ,y )  -  непрерывные функции в области,

содержащей точку М ( х , у ) ,  в которой F'(x,  у)  Ф 0, то производная

функции у = у ( х )  в соответствующей точке существует и выража
ется формулой

(|g66)
dx дх  д у

Доказательство.
F ( x , y )  =  0 в точке М ( х , у ) .  Аргументу х  придадим прираще

ние Лх, ему соответствует приращение Ау функции у = у ( х ) ,  поэтому 
F ( x  + A x ,y  +  А у ) =  0. Приращение функции F ( x , y )  также равно ну
лю, т. е. F ( x + A x , y + A y ) - F ( x , y )  =  0.

Выражая полное приращение A F = F ( x + А х , у + А у ) —F ( x , y )  
по формуле (18.36), получаем
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dF c)F
A F -------Дхн------ Ду + аДх + рДу,

д х  ду

где а —>0, Р—>0 при Д х —>0 и А у —>0.
Последняя формула с учетом двух предыдущих принимает вид

dF dF
—— Дх + —— Ау + аДх + рДу = 0. 
д х  ду

ДуРазделив это равенство почленно на Ах  и выразив — , найдем
Дх

Ду
Дх

dF
дх

- + а
dF
ду + Р

Переходя к пределу при Дх —» 0, получаем

Лх_>0Дх д х  ду  ’ дх  ду

Замечание.
Уравнение касательной к линии F(x,у) = 0 в точке М0(х0,у0) имеет вид

^(Хо’ Уо) (х~х0) + F'(x0, у „)(у  -  у„) = 0 (18.67)

и следует из формул (11.8) и (18.66).____________________________________

Аналогично определяются неявные функции большего числа 
переменных и находятся их частные производные. Например, если 
z =  z ( x , y ) -  функция, определяемая уравнением

F(x,y,z) = 0. (18.68)

где F(x,  у, z), F'x(x, у, z), F'(x ,  у, z), F'(x,  у, г ) -  непрерывные функции 
в области, содержащей точку M ( x , y , z ) ,  в которой F'(x, у, z) Ф 0, то
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э £ = _ э ^ : э ^ > ^ = _ ^ L . d L  (1869)
дх  д х  д z ду  ду dz

18.7. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 
Геометрический смысл полного дифференциала 
первого порядка
Если пространственная линия задана параметрическими урав

нениями

х = x(t), у = y(t), z = z(t) (ос < t < р ) , (18.70)

гделс(?). y ( t ) ,  z ( t )  -  дифференцируемые функции переменной Г, то 
(см. п. 13.6) уравнения касательной к ней в точке M 0(xn,y(),z0), 
xu = x(t0), y0 = y(t„), z0 = z(t0), имеют вид

х (tH) У (t0) z ('o)

(предполагается, что x'(t0), y'(tn), z'(ta) одновременно в нуль не об
ращаются). Направляющим вектором касательной к линии (18.70) в 
точке M 0(x0,yu,z0) является вектор

т = {*'(г0) . / ( U  z'('o)} (18.72)

Рассмотрим в пространстве поверхность, заданную уравнением

F ( x , y , z ) = 0, (18.73)

где F ( x , y , z )  -  дифференцируемая функция. Через точку 
М Q(x 0, y Q,z0) данной поверхности проведем линию, целиком распо
ложенную на этой поверхности (рис. 18.2). Пусть указанная линия оп
ределяется уравнениями (18.70), тогда уравнения (18.71) являются 
уравнениями касательной к этой линии в точке М 0.

Подставляя в уравнение (18.73) выражения (18.70), получаем 
соотношение F [ x ( t ) , y ( t ) ,  z ( t )  ] = 0 , являющееся тождеством относи
тельно t для всех значений t, при которых данная точка M ( x , y , z )
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лежит на рассматриваемой линии. Продифференцируем это тождество, 
левая часть которого является сложной функцией от /, по переменной 
t:

F'x\t) + F 'y'(t) + F'z\t) = 0.

П ри ?= ?0 получаем

Р ’Лха, y 0,z0)x ’(t0)+ F'(x0, y 0, z„) /(«„) +
+ P'(xo>yo>z0)z\t0) = 0.

Введем в рассмотрение вектор

^  у 0, Z q ) ,  F y (дг0 , у 0, z 0) ,  F z ( х 0 , У о » z Q)  ^

(18.74)

(18.75)

который полностью определяется поверхностью (18.73) и точкой М 0 
и не зависит от выбора линии, проходящей через точку М 0.

Равенство (18.74), которое можно представить в виде

пт = 0 ,

Рис. 18.2

(18.74а)

означает, что векторы (18.72) и (18.75) ортогональны.
Следовательно, какую бы линию 

ни провести на поверхности (18.73) че
рез точку M 0(x0,y 0,z 0) , вектор каса
тельной X к ней в этой точке будет пер
пендикулярен к вектору п. Другими 
словами, касательная к любой линии на 
поверхности (18.72), проходящей через 
точку М 0 , лежит в плоскости, перпен
дикулярной к вектору п. Эта плоскость 
называется касательной плоскостью к поверхности (18.72) в точке 
M o(.x0, y 0, z 0) .  ее уравнение

К ( х 0, Уа, z0) ( x - x 0) +  F'(x0, у0, z„)(y -  у„) +
+ ^'(*0. Уо. z0)(z -  z<>) = О-

(18.76)
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Уравнение (18.76) следует из (6.21).

Замечание.
Эти рассуждения теряют смысл, если F' = F' — F' = 0. Точки по

верхности (18.73), в которых все первые частные производные равны ну
лю, называются особыми (здесь они не рассматриваются).

Вектор п, определяемый формулой (18.75), называется векто
ром нормали к поверхности (18.72) в точке M 0(xa,yQ,z0) . Прямая, 
проходящая через точку М0 и имеющая направляющий вектор 
(18.75), называется нормалью к поверхности (18.73) в этой точке. Ее 
уравнения

* - * о  _  У - У о _  Z -Z p  (18 77)
( К ) .  (Fpo ( F X

получены из уравнений (6.41).

Пример.
Написать уравнения нормали и касательной плоскости к поверхности 

г=х - у  вточкеЛ/0(3 ,-2 ,5 ).
Поскольку F(x ,y ,z )=x2- y 2~z, F'x — 2х, F ' = —2y, F' = -\,

(F'X = 2 -3  = 6, (F'y )() = -2 ( -2 )  = 4, (F')0 =  - 1, то на основании
уравнений (18.76), (18.77) получаем

6(х-3) + 4(jy+2) -  (z~5) = 0 или 6х+ 4у -  z~ 5 = 0

(уравнение касательной плоскости),

х - 3  _  у + 2 _  z — 5 
6 ~ 4 ~ - 1

(уравнения нормали).__________________________________________________

Выясним геометрический смысл полного дифференциала пер
вого порядка функции двух переменных. Если поверхность задана 
уравнением

z = f  ( х , у ) ,  или z - f ( x , y )  =  0,

Т О
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dx dx dy dy ’ dz

Рис. 18.3

поэтому уравнение касательной плоскости к ней запишется так:

z - z 0 = ^ ( x - x 0) + ̂ f - ( y - y  о ) .  
дх  ду

(18.78)

Положив в этой формуле х - х 0 = Ах, у — у0 =Ду, получим (см. 
(18.31)), что правая часть ее есть полный дифференциал функции 
Z = f ( x , y У.

^ д , + | U y = dz.
dx dy

Следовательно,

z - z 0 =dz,  (18.79)

т.е. полный дифференциал функции двух переменных равен прираще
нию аппликаты z касательной плоскости в точке М Q(x0, y 0,z0) к 
поверхности, являющейся графиком этой функции, когда аргументы х  
и у  получают приращения А х  и А у  (рис. 18.3).

у
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18.8. Производная по направлению
Как уже отмечалось, частная производная выражает скорость 

изменения функции в соответствующем направлении. Поставим во
прос о скорости ее изменения в любом направлении.

Рассмотрим функцию u = u ( x , y , z ) ,  определенную и диффе
ренцируемую в некоторой области S. Из точки М 0(x0, y 0, z 0) этой

области отложим вектор М 0М  =  1, образующий с координатными 

осями углы а, Р, у соответственно (рис. 18.4). Предположим, что точка 
М 0(х0 +  Ах,  у0 +  Ay, z0 + Az)  также принадлежит области S.

Полное приращение функции u =  u ( x , y , z )  по аналогии с фор
мулой (18.36) можно представить в виде

Ди =
( д (Эи'* Эи '

Дх + Ау +
)дх  \ >) ду \ J , Э г 1

Дг + ( 18.80)
+ е,Дх+ е2 Д у + £,Д z, 

гдеЕ,—>0 ( /= 1 ,2 ,3 )  при А х —>0, А у —>0, А г —>0.
Разделим это равенство почленно на Д/ = д/Дх2 + Ду2 + Дг2

АуАи
д7

^Эи ^ 

дх
■ +

Jo

+  Е,

Дх
д7
Дх
д 7

^ Э и ч 

ду 
Ду 
Д/

А/
ди
dz

+ е, Аг 
А/ '

Jo

Az 
А I ( 18.81)

Поскольку



Предел отношения (18.81) при А /—>0 называется производной 
функции u = u ( x , y , z )  в точке M 0(xQ, y 0,z0) по направлению вектора

1 и обозначается символом ^ЭмЛ
dl

. Следовательно,

г д и Л
dl

' Эм^ 
дх

cosa  + ' Э и Л
ду

cos(3 + ' д и '
dz

cosy. (18.82)

Замечание 1.
Производная функции u = u(x,y,z)  по направлению вектора 1 в области 

S выражается формулой

Эм ди ди „  ди
—  =  — c o s a  +  — c o s p  + — COSY,
Э/ Эл: ду dz

(18.83)

из которой видно, что Эи/Э I не зависит от длины вектора, а только от на
правления.
Пример.• е р .

2 2 2Найти производную функции и =х -2 у  +3г по направлению вектора 
1={ 1, 2, -2 } и ее значение в точке М„(9, 6, -1).

ди
ду

ди
дх

ди ди 1 2.
Гак как —  = 2х,  ~  = ~  = 6 г ’ cosa  = ~> co s (5 = -,

dz

cosy  = ---- , то
3

Эм
э7= 2х '  1 ' 2 '  2 N

+ ( - 4 y ) —+6z
, 3  , 3 - 3 ,

— х  —  y - 4 z ,  
3 3

/  -> \  аи
э7 9 -  —6 - 4  (-1 ) = -6 . 

3 3

Зам ечание 2.
Частная производная функции нескольких переменных является част

ным случаем производной по направлению. Например, если l  = i=  {1,0,0}, 
т. е. a  = 0, (3 = у = 90°, то

Эм Эм „ Э м  п ди я ди
—— = — cosO +  —— cos— -I------cos— = ——.
dl dx dy 2 dz 2 dx

30



18.9. Градиент скалярного поля
Если в каждой точке пространственной области определено 

значение некоторой величины, то говорят, что в данной области задано 
поле этой величины. В случае скалярной величины поле называют ска
лярным, в случае векторной -  векторным. Примерами скалярных по
лей являются поле температур, поле плотностей, примерами вектор
ных — поле скоростей, силовое поле. Поле называется стационарным 
(установившимся), если рассматриваемая величина не зависит от вре
мени, и нестационарным (неустановившимся) -  если она меняется с 
течением времени.

Если рассматриваемая величина задана в плоской области, то 
соответствующее поле называется плоским.

Плоское скалярное поле определяется функцией и = и (х , у ) ,  
или и = и (М ) ,  где М { х , у ) .  Множество точек, в которых эта функция 
принимает одно и то же значение, называется линией уровня. Линии 
уровня определяются уравнением

и ( х , у )  =  С  (C=const), (18.84)

где С  принадлежит области значений функции. Скалярное поле в про
странстве задается функцией и =  м (М ) ,  гае M ( x , y , z ) ,  или функцией 
u = u ( x , y , z ) .  Множество точек, в которых функция u = u ( x , y , z )  
принимает одно и то же значение, называется поверхностью уровня. 
Поверхности уровня определяются уравнением

u ( x , y , z ) = C  (C=const). (18.85)

Если в некоторой декартовой системе координат х , у ,  z функ
ция и не зависит от одной из них, например z,  то соответствующее 
скалярное поле называется плоско-параллельным; его можно рассмат
ривать в плоскости О ху . Для всех плоскостей, параллельных плоско
сти О х у , это поле имеет одни и те же линии уровня (например, поле 
и = х2+ у 2 имеет линии уровня х 2+ у 2 — С).

В каждой точке пространственной области v, в которой задана 
дифференцируемая скалярная функция u = u ( x , y , z ) ,  определим век
тор, координаты которого равны значениям частных производных этой 
функции в данной точке. Указанный вектор называют градиентом 
функции в этой точке и обозначают grad и, т. е.
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ди . ди . ди ,
grad и = — I н------J + — к.

дх  ду dz
(18.86)

Следовательно, в области v определено векторное поле, а 
именно поле градиентов данной функции.

Связь между градиентом функции и производной по направле
нию устанавливает

Теорема 18.7.

Производная функции u =  u ( x , y , z ) по направлению вектора 1 
равна проекции градиента этой функции на вектор 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Пусть а , (3, у  -  углы, образованные вектором 1 с координатны

ми осями, 10 -  единичный вектор направления вектора 1, т. е.

Скалярное произведение векторов (18.86) и (18.87) в координа
тах

10 = ico s a  + jcos(i + kcosy. (18.87)

, , ди ди п диg r a d « l0 = —  cosa  + — cosp + — cosy. 
дх  ду dz

(18.88)

Из равенств (18.83) и (18.88) следует

(18.89)

Обозначим через (р угол между векторами grad и, 1(). 
Поскольку

grad и ■ 10 = | grad и ||l0 [coscp = | grad и | cos ф = пр, grad и,

то
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grad и | cos ф (18.90)

ди ,
или —  = пр, grad и . 

dl
С л е д с т в и е 1  . Производная функции в точке по направле

нию вектора 1 имеет наибольшее значение, если направление I совпа
дает с направлением градиента данной функции. Это наибольшее 
значение равно модулю вектора grad и .

Действительно, из равенства (18.90) видно, что наибольшее зна
чение производной по направлению достигается при <р=0. В этом слу
чае

= | gradu |cos0 = | gradu | = yju'x2 +  и'2 + un .

Другими словами, в направлении градиента скалярная функция 
изменяется быстрее, чем в других направлениях.

С л е д с т в и е 2 .  Производная функции u = u ( x , y , z ) по на
правлению вектора 1, касательного к поверхности уровня, определяе
мой уравнением u ( x , y , z )  = C, равна нулю.

Справедливость этого утверждения следует из равенства (18.90) 
и того, факта, что градиент функции и = и (х , у ,  z )  направлен по норма
ли к поверхности уровня, проходящей через данную точку.

18.10.Формула Тейлора для функции нескольких 
переменных
Рассмотрим функцию Z = /(jc ,> ’), определенную в области S. 

Предположим, что в некоторой окрестности точки М 0( а , Ь ) этой об
ласти функция имеет непрерывные частные производные до порядка 
п + 1 включительно (м^1).

Введем вспомогательную функцию ф ( t ) = f ( x , y ) ,  где 
x=a + tAx,  y  = b+tAy ,  0 < t <  1. При t=0  получаем точку М 0(а,  Ь), 
при f= l -  точку М ( а  + Ах,Ь+Ау) ;  считаем, что точка М  также при
надлежит указанной окрестности точки M Q.

Как известно, формула Тейлора для функции ф (0  имеет вид
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п\ (л + 1)!

где О<0<1, в частности, при *0=0

+  Ф Ч О ) / Л  +  < ( е о г 1  9

и! (л + 1)!

Найдем производные функции ф (?) = f ( x , y ) = 
=  f ( a  + tAx ,  b + t A y ):

ф '(0 = f X  +  f 'y , = f iA x + f'A y  = d f  (x,y)\
r *  * 2  . r *  t  /  . r ' r  /  /  . r *  ' 2

ф  ( ' )  =  / „ * ,  + 4 - t , > , + / „ y , x , + / w >’1 =

= /^ A* 2 + 2 / ' АдсАу + / '  Ay2 = Л2/ ( * ,  >);

ф"(0 = </"/(-*, У). ф”+'(0  = d ’ *lf  (x, у).

Заменив в последнем равенстве t на Qt и положив /= 0  во всех 
предыдущих, найдем выражения для производных функции ф(г), вхо
дящие в формулу (18.91):

q (0 )  = d f (a M  
ф '(0) = d 1f(a,b),...,q>'(0) = d ' f (a ,b ) ,  

ф"" (00  = d ’*'f(a  + QtAx, b + QtAy).

Подставляя эти значения в равенство (18.91) и полагая t=  1, по
лучаем формулу Тейлора для функции двух переменных:
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d n* f j a  + QAx'b + QAy) 
(л + 1)!

(18.92)

или

/( М )  = /(Л /0) + £t d lf  (Af„) [ d ^ ' f ( M ' )  
S '  k\ ( л  +  1 ) !

(18.93)

гд е М * (а + 0 А х , fc+ в Д у ) -точк аобл асти 5.
Формула Тейлора для функции большего числа переменных 

u = f ( M ) ,  М ( х г, х 2, ... , х п) аналогична формуле (18.93).

Замечание.
При п=\ формула (18.92) принимает вид

f i x ,  у) = f ia ,b )  + \f ' (a ,b)Ax+f ' ia ,b )Ay\+

+ ̂ [ / « ( £ . П ) Д * 2  + 2 / ' ( ^ , Г | ) А ^ А ) ;  +  Л ' ( ^ Т 1 ) А у 2 ] ,  ( 1 8 9 2 а ; )

гд е ^ = а + 8 А д :, Г |= £ + 8 А у ,  0 < 6 < 1 .___________________________

18.11.Экстремум функции нескольких переменных
Рассмотрим функцию z = fix , у ) ,  определенную в некоторой об

ласти.
Максимумом функции z = f(x ,  д>) называется такое ее значение 

/ (Х р У ,) ,  которое больше всех других значений, принимаемых в точ
ках М ( х , у ) ,  достаточно близких к точке М , ( х ,, у ,)  и отличных от 
нее (рис. 18.5, а), т. е.

Минимумом функции z = f{x ,y )  называется такое ее значение 
f ( x 2, y 2), которое меньше всех других значений, принимаемых в точ
ках М ( х , у ) ,  достаточно близких к точке М 2( х 2, у 2) и отличных от 
нее (рис. 18.5, б), т. е.

f i x „ y , )  > f i x , у). (18.94)
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Рис. 18.5

Максимум и минимум функции называют экстремумом. Точки, 
в которых достигается экстремум, называются точками экстремума. 
Аналогично определяется экстремум функции большего числа пере
менных.

Необходимое условие экстремума дифференцируемой функции 
нескольких переменных выражается следующей теоремой.

Теорема 18.8.

В точке экстремума дифференцируемой функции все ее первые 
частные производные равны нулю.

Д оказательство.
Проведем его для случая функции двух переменных z= f ( x ,y ) .  

Пусть M Q(x0, y Q) -  точка экстремума данной функции. Предположим, 
что М 0 -  точка максимума, тогда f ( x Q, у 0) > f ( x ,  у )  для всех точек 
М ( х ,  у ) ,  достаточно близких к точке M 0(xQ, y 0), в частности,

Фиксируя^ =>’о> получаем функцию f ( x ,  у 0) одной перемен
ной х .  Эта функция при х  = x Q имеет максимум (что видно из послед
него неравенства), поэтому ее производная по х  в точке х 0 равна ну-

f ( x 0, y 0) > f ( x 0 + Ax ,  у 0).
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лю, т.е. f ; ( x 0, y 0) = 0 . Аналогично доказывается, что / л'(х „ ,у 0) = 0.. 
Итак, в точке максимума M Q(xQ, y 0)

Л'С*,, >)’<>) = 0.- f y ( x 0, y 0) = 0.  (18.96)

Теорема 18.9.

Пусть функция z = f ( x , y ) имеет непрерывные частные произ
водные до второго порядка включительно в некоторой окрестности 
точки М 0(а, Ь).

Если ее первые частные производные в точке М () равны нулю, а 
вторые принимают значения

C ( a , b )  = A, f ' ( a , b ) = B ,  f ’ {a,b) = C, (18.97)

то при

В2 - А С <  0 и  А > 0  (18.98)

точка М () является точкой минимума данной функции, а при

В2 - А С < 0 ,  А < 0  (18.99)

точкой максимума, при

В2 - А С >  О (18.100)

в точке M Q экстремума нет.

Д о к а з а те л ь ст в о .
Воспользуемся формулой (18.92а). По условию 

f t ( a , b ) =  0, f ' (a ,b )  = 0. В силу непрерывности частных производных 
второго порядка и равенств (18.97) получаем:

Л '(^ Л )  = Л "(« .^) + “ | = Л + а,, а, —> 0 при Д р -> 0 ,

ЛуС^’ Л) = / г*(я ,&) + а : = В + а ,, а , ->  0 при А р -> (),

/«■(£> Л )= /» ( а>^) + а , = С + а ,, а , ->  0 при Ар -> 0,
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где Ар = tJAx2 + А у 2 .
Следовательно, формула (18.92а) принимает вид

/  (•*. у) — / ( я> Ь) = —{ААх2 + 2ВАхАу + САу2) + 

+-^-(а,Дх2 + 2a2AxAy + cc3Ay2).

Преобразуя правую часть этой формулы, получаем при Ду^О 

Ау2
f ( x , y ) - f ( a , b )  =

, ДР2

'Д х *

а,
Ах
Арv Г

2

+ 2а,

.

Ах Ау 
Ар Ар

+ 2В—  + С 
А у

+ а,
{  Л VАу

, АР ,

или

f ( x , y ) - f ( a , b )  =

А /
2

г А V Дх
Ду

+ 2В— + С  
Ау

+ аАр2, (18.926)

где

1а  = — 
2

а,
(  а V Дх

ДрV г  /

+ 2а, Дх

Др

Ду

ДрV v 1
+ а.

/  А V Ду
Др

а —>о при Др—>0.

При достаточно малых Др знак правой части формулы (18.926) 
определяется знаком выражения, стоящего в квадратной скобке, т. е.2
знаком квадратного трехчлена A t  + 2  Bt + C,  где t = A x : A y .  Известно, 
что при А > 0 и В 2 — А С  < 0 этот трехчлен будет положительным,
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при А < 0  и В 2 — А С  <  О -  отрицательным, при В 2 — А С  > О он меня
ет знак.

Следовательно, если А > 0  и В 2 — А С  < 0 , т. е. выполнено усло
вие (18.98), то f ( x , y )  -  f (а, b )> 0  или f ( a ,  b )  < / { х , у ) .  Это означает, 
что М 0(а, Ь ) -  точка минимума данной функции.

Если Л<0, В 2 — А С  <  0 ,  т. е. выполнено условие (18.99), то 
f ( x ,  у )  - f ( a ,  b )<  0 или f i x ,  у )  < f ( a ,  b) ,  M Q(a,  b )  -  точка максимума.

Если В 2 — А С  > 0 , т. е. выполнено условие (18.100), то раз
ность Д х , у )  - f ( a ,  b )  меняет знак, в точке M Q(a, b )  нет ни максиму
ма, ни минимума. Теорема доказана.

Пример.
2 2Найти значение экстремума функции/(х,_у)=х +у -2х+4у+8. Поскольку

/ ;  = 2 х - 2 ,  / ;  = 2у + 4 ,  f "  = 2 , f "  — 0 , f "  = 2 ,  / /  =  0 ,  / /  = 0

при X— 1, у = - 2, Вг~АС=  0 -2 -2 = —4 < 0 , А = 2, то в точке М0(\,— 2)
функция имеет минимум, причем

min /  (х, у) =  f  (1 ,-2 ) = 3.

Замечание 1.
Точка, в которой В2 — А С  > 0 , называется точкой минимакса. Напри-

2 2мер, точка М0(0, 0) является точкой минимакса функции z=x —у (см.
рис. 6.24).
Замечание 2.

Случай В2—АС = 0 требует дополнительного исследования.
Замечание 3.

Если дана функция большего числа переменных, то 
I ,

/ (М )  -  / (Л/0) = —d /(Л /* ) ; MQ -  точка максимума, если

</2/(М *)< 0 ; Мц -  точка минимума, если d2f(M*)>0.

18.12.Условный экстремум
Поставим задачу о нахождении экстремума функции

z = f ( x , y ) (18.101)

при условии, что переменные х  и у  связаны соотношением

ф(х, у )= 0 . (18.102)
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Такой экстремум называется условным в отличие от безусловного (см. 
п. 18.11>. Уравнение (18.102) называют уравнением связи.

Пусть у  —у ( х )  -  функция, определяемая уравнением (18.102), 
тогда функция

z = f ( x , y ( x ) )  (18.103)

зависит от одной переменной х .  Задача об условном экстремуме функ
ции двух переменных сводится к задаче на отыскание экстремума 
функции одной переменной (см. пп. 12.3, 12.4).

Разрешить уравнение (18.102) относительно у  не всегда пред
ставляется возможным, поэтому поставленную задачу нужно уметь 
решать и другим способом.

Предположим, что ф (х , у )  -  дифференцируемая функция,

— - ^ 0 , тогда, как известно (см. п. 18.6), 
ду

, _  Эф Эф

Эл: ду

С другой стороны, дифференцируя функцию (18.103) как слож
ную, находим zx =  f'x +  f ’ y  . Необходимое условие экстремума этой

функции выражается равенством f '  +  f ' y '  =  0, откуда

, = _ э / . э/
>JC д х '  д у '

Сравнивая два выражения для у 'х , получаем

Эф Эф _  Э/ Э/ Э/ Эф _  Э/ Эф

дх  ду д х  ду дх  дх  ду ду 

Обозначим последние равные отношения через —X, тогда в точке 
f  / '

условного экстремума ~  =  —у  = -X , откуда
Ф х  Ф »

/ ; + = 0 ,  / ; + м > ;= о . ( 18.Ю4)
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Введем вспомогательную функцию '

F{x, у, X) = f { x ,  у) +  ЛлрОс, у), (18.105)

где X — параметр, называемый множителем Лагранжа.
Уравнения (18.104) можно записать так:

F'ix, у , X ) -  0, F'ix, у,Х) =  0. (18.106)

Из уравнений (18.102) и (18.106) определяются координаты точ
ки возможного условного экстремума и значение параметра X, кото
рый играет лишь вспомогательную роль.

Следовательно, для нахождения точек возможного экстремума 
функции (18.101) с условием (18.102) составляют функцию (18.105), 
называемую функцией Лагранжа, находят ее частные производные по 
х,  у ,  X, приравнивают их к нулю и решают полученные уравнения от
носительно х , у , X.

Заметим, что уравнения (18.102) и (18.106) выражают необхо
димый признак условного экстремума.

Аналогично определяется условный экстремум функции трех и 
более переменных при наличии уравнений связи (разумеется, их число 
меньше числа аргументов).

Если, например, требуется найти экстремум функции 
и - Д х ,  у ,  z )  при условиях

ф(дс,;у,г)=0, \ f ( x , y , z ) =0 ,  (18.107) 

то вводят функцию Лагранжа

Fix, у, z, X, ц) = f i x ,  у, г) + Хф(х, у, г) +ц\|/(х,;у,г) (18.108) 

и к уравнениям (18.107) присоединяют еще три уравнения

F'ix, у, г, X, (I) = 0, F'ix, у, z, X, ц.) = 0, F'ix, у, z, X, ц) = 0. (18.109)

Из полученной системы уравнений определяют значения х,  у ,  z,  X, Д, 
где х,  у ,  z — координаты точки возможного условного экстремума.

Уравнения (18.107) и (18.109) выражают необходимый признак 
условного экстремума функции u = f ( x , y ,  z) .
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18.13.Семейства линий на плоскости. Огибающая 
однопараметрического семейства линий
Множество линий на плоскости, определяемое уравнением

F ( x , y , C ) = 0, (18.110)

где С  -  параметр, называется однопараметрическим семейством ли
ний. Примерами однопараметрических семейств линий являются: 
\ )у = х 2+ С ; 2 ) у = ( х - С ) 2-, 3) х у = С  (СФ0 ); 4) ( х - С ) 2+ ( у - С ) 2= С 2, 
представляющие соответственно множества: 1) парабол с вершинами 
на оси О у ;  2) парабол с вершинами на оси О х ;  3) гипербол, для кото
рых координатные оси являются асимптотами; 4) окружностей, ка
сающихся координатных полуосей (одного знака). (Читателю предла
гается построить несколько линий каждого семейства, фиксировав 
С  =  1, С =  2, С  =  -1, С  =  -2 ,  С  =  -3 . )

Огибающей однопараметрического семейства линий на плоско
сти называется линия, которая в каж
дой своей точке касается некоторой 
линии этого семейства, причем в раз
личных точках касается различных 
линий (рис. 18.6).

Предположим, что семейство 
линий, определяемое уравнением
(18.110), имеет огибающую, уравне
ние которой у  = у ( х ) ,  где у ( х )  -  дифференцируемая функция. Пусть 
М ( х ,  у )  -  произвольная точка огибающей семейства (18.110), принад
лежащая также некоторой линии данного семейства. Этой линии соот
ветствует определенное значение параметра С , которое при фиксиро
ванных х  и у  определяется уравнением (18.110), т. е. С =  С { х , у ) ,  
поэтому для всех точек огибающей выполняется равенство 
F ( x , y ,  С { х , у ) ) =  0.

Если у  = у ( х ) ,  последнее равенство обращается в тождество. 
Продифференцируем это тождество по х ,  предположив, что С (х ,  у )  -  
дифференцируемая функция своих аргументов, отличная от постоян-



К + К у ' + f 'c
дх  ду

= 0. (18.111)

Из последнего равенства определяется угловой коэффициент 
касательной к огибающей в точке М ( х , у ) .

Угловой коэффициент касательной к линии данного семейства в 
той же точке М ( х , у ) найдем из уравнения (18.110). Поскольку для 
линии семейства С  является постоянной, то

о. (18.112)

Так как угловые коэффициенты касательных к линии семейства 
и огибающей в одной и той же точке равны между собой (см. опреде
ление огибающей), то из уравнений (18.111) и (18.112) следует

F'1 с
' д с  дс ,л

= о.

дх  ду

Поскольку по предположению С ( х , у )  Ф const, то

дС дС , п
------н—— у Ф 0.
Э* ду

Следовательно, для всех точек огибающей выполняется равен
ство F c (x ,y ,C )  =  0 .

Таким образом, для определения огибающей семейства (18.110) 
служат уравнения

F (x ,y ,C ) = 0, F '(x , у, С) = 0. (18.113)

Замечание 1.
Особой точкой линии F(x,y)  = 0 называется такая ее точка, в которой 

обе частные производные первого порядка обращаются в нуль. Особая 
точка линии определяется системой уравнений

F(x,y)  = 0, FXx,y)  =  0, р; (х , у )  = 0.
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Замечание 2.
Если для семейства линий (18.110) некоторая функция у=у(х)  опреде

ляет множество особых точек, то координаты этих точек удовлетворяют 
уравнениям (18.113).

Следовательно, уравнения (18.113) определяют огибающую либо мно
жество особых точек, либо сочетание того и другого.

Множество всех точек, координаты которых удовлетворяют системе 
уравнений (18.113), называется дискриминантной линией семейства
(18.110). _________________________________________________

18.14.Эмпирические формулы
При обработке результатов наблюдений часто встречаются со 

следующей задачей: получен ряд значений переменных х  и у ,  однако 
характер функциональной зависимости между ними остается неиз
вестным. По полученным данным требуется найти аналитическое вы
ражение зависимости между х  и у . Формулы, полученные при реше
нии подобного рода задач, называются эмпирическими.

Эмпирическими формулами, составленными по результатам 
опытов и наблюдений, нередко приходится пользоваться в естество
знании, в частности в химических, физических и других науках.

Задача о составлении эмпирической формулы заключается в 
следующем. Пусть результаты измерений представлены в табл. 1.

Таблица 1

X x ^ Х г х ъ Хк Х к + 1 Х п

У Ух Уг Уъ Ук )> *+1 Уп

и у  =  ф(х, С]0, С2 , С° )  -  искомая эмпирическая формула, где

ф(х, С ,, С2, . . . ,  Ст ) зависит от х  и некоторых параметров 

С, ,С 2, . . . , С т . Разности Ц>(хк) - у к= г к (k =  1, 2, ..., и), где у к -  
числа из второй строки таблицы, ф(х*) -  значения функции 
ф(х, С ,, С2, .. . ,  Ст ) при соответствующих значениях аргумента х к -  
числах из первой строки таблицы, называются уклонениями, или по

грешностями. Требуется так подобрать значения С,0, С2 , . . . ,  С° па

раметров С ,, С2, ■ ■ ■, С т функции ф( х, С ,, С 2, . . . ,  Ст) ,  чтобы укло
нения ек оказались наименьшими.

Наиболее распространенным критерием малости уклонений яв
ляется критерий, лежащий в основе метода наименьших квадратов:
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параметры функции ф(.х, С ,, С 2, Ст) необходимо выбрать так, 
чтобы оказалась минимальной сумма квадратов уклонений

(18.114)

Изложим идею этого метода сначала для случая линейной зави
симости величин х  и у .  Рассмотрим вопрос об определении парамет
ров эмпирической формулы по методу наименьших квадратов в случае 
линейной зависимости.

Обратимся к табл. 1. Будем рассматривать х к, у к как прямо
угольные декартовы координаты точек на плоскости

Предположим, что эти точки лежат приблизительно на некото
рой прямой. В таком случае естественно предположить, что между х и 
у  существует линейная зависимость, т.е.

где а и b — параметры, значения которых необходимо определить. 
Равенство (18.115) можно записать также в виде

Поскольку точки М к{хк, у к) только приблизительно лежат на 
прямой, определяемой уравнением (18.115), то и формула эта будет 
приближенной. Следовательно, подставляя в левую часть формулы 
(18.116) вместо л: и у  значения х к, у к ( к = 1, 2, . . . ,  п ), взятые из дан
ной таблицы, получаем равенства

Л / , (л: j , у j ), М  2(х2, у 2), . . . ,  М п( х п, у „ ) .

у = ах + Ь, (18.115)

а х  + Ь—у =  0. (18.116)

а х , + Ь -  у, = 8,;
ах2 +Ь — у2 = е, ; (18.117)

где £|, £2,..., е„ -  уклонения, или погрешности.
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Требуется подобрать коэффициенты а и b так, чтобы уклоне
ния были по возможности малыми по абсолютной величине. Согласно 
методу наименьших квадратов подберем коэффициенты а и b  так, 
чтобы сумма квадратов уклонений

и =e^ + £j + ...+ 8 2 (18.118)

была наименьшей. Если эта сумма окажется достаточно малой, тогда и 
сами уклонения будут малыми по абсолютной величине.

Подставляя равенства (18.117) в формулу (18.118), получаем

и =  (адг, + b - y j 2+(ax2 + Ь - у г)г + 
... + (axn+ b - y j

(18.119)

Переменная величина и является функцией двух переменных а 
и b (a vi b  -  неизвестные, подлежащие определению, х к, у к -  числа, 
полученные в результате измерений). Подберем параметры а  и b так, 
чтобы функция и получила возможно меньшее значение. Для этого

необходимо, чтобы =  0, =  0.
да  дЬ

Находя частные производные функции и по а и Ь, приравнивая 
их нулю, получаем нормальную систему уравнений

£ ^  + b ] [ lxt = Z , x tyt\
к=\ к=1 *=1 
п _ л (18.120)

из которой определяются параметры а и b эмпирической формулы
(18.115).

Рассмотрим задачу об определении параметров эмпирической 
формулы по методу наименьших квадратов в случае квадратичной 
зависимости. Обратимся снова к табл. 1. Пары значений х к, у к будем 
рассматривать как прямоугольные декартовы координаты точек на 
плоскости. Предположим, что точки с соответствующими координа
тами М 1( х 1, у 1), М 2( х 2, у 2), М п(хп, у п) почти лежат на некоторой 
параболе. В таком случае естественно предположить, что между х  и у  
существует приближенная квадратичная зависимость, т.е.
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у -  ах1 +bx + c, (18.121)

где а, Ь, с  -  параметры, значения которых подлежат определению.
Если в правую часть формулы (18.121) вместо х  подставим зна

чения х к из табл. 1, то получим числа zk =  ах\ +Ь хк + с .
Было бы идеальным подобрать значения параметров а , Ь, с  так, 

чтобы при всех к оказалось z k= y k (к = 1 , 2 , . . . ,  л ). Однако при п > 3 
этого обычно сделать не удается, поскольку значения а, Ь, с ,  найден
ные из уравнений

у, = ах2 + Ьх, + с, у2 = ах\ +  Ьх2 + с, у} = ах\ + Ьхъ +  с,

как правило, не будут удовлетворять уравнениям

у4 = a xl+ bxt + c, ..., у п -  ах] +Ьхп + с,

если у ( х )  не являлась квадратным трехчленом. Другими словами, 
Zk —у к =  £* (£=1, 2, ..., п),  где £* -  уклонения, или погрешности.

Параметры а, Ь, с  эмпирической формулы (18.121) выберем 
так, чтобы сумма квадратов уклонений

и = е2+е2 + ...+е2 = (z ,-y ,)2 + (z2- y 2)2+...
••• + ( z „ -y „ )2 = (axf+bxl + с - у , ) 2 +

+ (ах\+Ьхг + с - у г)г + ... + (ах2 +Ьхп + с  — уя)г

была наименьшей. Для этого необходимо, чтобы

2 i U o ,  ^ = о , ^ = о .
да дЬ дс

Находя производные функции и=и(а,  Ь, с )  по переменным а, Ь, 
с  и приравнивая их нулю, получаем нормальную систему уравнений
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я X х* + b Y j Xl + c Y j Xl = Х у л 2;

« X  **+ й Х * * + с Х  **= X  л-**; (18.122)

л л л

аХ * * + * Х л + пс= Х л ’

из которой определяются значения параметров эмпирической форму
лы (18.121).

Глава 19

М ногие геом етрические, физические и другие задачи приводят к понятию инте
грала о т  функции двух, тр ех  и больш его числа переменных. В главе рассматри
ваются двойны е и тройны е интегралы, их приложения, вводится понятие о  мно
гократных интегралах.

19.1. Задачи, приводящие к двойным интегралам 
Задача об объеме цилиндроида.
Рассмотрим тело с основанием S, лежащим в плоскости Ох у ,  

ограниченное поверхностью z = f ( x , y )  и цилиндрической поверхно
стью с образующей, параллельной оси Oz,  и направляющей -  линией 
у, границей области S (рис. 19.1). Это тело называется цилиндроидом 
(цилиндрическим брусом, или общим цилиндром). Требуется вычислить 
объем цилиндроида.

Чтобы решить задачу, область S сетью дуг (рис. 19.2) разобьем 
на элементарные области Д5 ,, AS2, ..., ДSn, площади которых также 
обозначим через AS1,, AS2, ASп соответственно. В каждой из эле
ментарных областей ASk (k = 1, 2, 3 ,..., п)  выберем произвольную 
точку М к(хк, у к) и значение функции в этой точке f ( x k, y k) умножим 
на площадь области ASk. Произведение f ( x k, y k) A S k равно объему 
цилиндрического тела с площадью основания ASk и высотой 
h k =  f ( x k, y k). Составим сумму всех таких произведений:

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

л

(19.1)
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Эта сумма выражает объем Vn ступенчатого цилиндрического тела, 
приближенно заменяющего данный цилиндроид, т. е.

Vn= % f { x t ,yt )ASt . (19.2)

Рис. 19.1 Рис. 19.2

Обозначим диаметр элементарной области ASk через d k, а наи
больший из этих диаметров -  через Х„. Очевидно, если >0, то 
п —> °°.

Объемом общего цилиндра называется предел объема соответ
ствующего ступенчатого тела при Хп—>0:

V = lim Vn =  lim ' _̂l f { x t ,yt )ASk. (19.3)
" *«i

Задача о массе пластинки.
Рассмотрим область S  плоскости О х у ,  ограниченную замкну

той линией у (см. рис. 19.2), в которой распределено вещество с плот
ностью р  = f ( x , y ) .  Такую область называют пластинкой. Вычислим 
массу пластинки, предположив известной функциюр  = f ( x , y ) > 0.

Область S  сетью дуг разобьем на элементарные области A S ,,  
A S 2, ..., A S „ ,  площади которых обозначим теми же символами.
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Предположим, что в каждой элементарной области A Sk плотность 
постоянна и равна плотности в некоторой точке М к(хк, у к) этой облас
ти, т.е. р к =  f ( x k, y k). Тогда произведение f ( x k, y k) A S k выражает 
приближенную массу элементарной пластинки ASk, а сумма всех та
ких произведений -  приближенную массу тп всей пластинки, т. е.

тп yt )ASt. (19.4)
*=! .

Точное значение массы всей пластинки получим, перейдя к пре
делу при Х„—>0, где Х„ -  наибольший из диаметров d k области ASk:

11

m = limm„ = lim^ f ( x t ,y t )ASt. (19.5)
я-*» Ая—*0 *=1

Замечание.
Обе задачи привели к необходимости рассмотрения двумерной инте

гральной суммы

^ f ( x t , y k ) A S t
*=]

и ее предела при Х„ —>0. Последний предел, если он существует и не зави
сит от способа разбиения этой области на элементарные и выбора точек 
Мк, называется двойным интегралом от функции f ( x , y )  по области S и 
обозначается

JJ/(•*, y)dS = lim ^  f { x k, yt )ASk.
s n

19.2. Двойной интеграл

Рассмотрим функцию z = f ( x , y ) ,  определенную в области S, 
ограниченной замкнутой линией у (см. рис. 19.2). Область 5 сетью дуг 
разобьем на п элементарных областей AS,, AS2, ASn. Предпола
гается, что область S и элементарные области А 5 ,, ДS2, А5„ 
имеют площади, которые обозначим теми же символами. В каждой из
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элементарных областей ASk (к =  1, 2, ..., п ) произвольно выберем 
точку М к(хк, у к), значение функции/(д;ъ у*) в этой точке умножим на 
площадь ASk, составим сумму всех таких произведений:

l n = J , f ( x t , y k)ASt . (19.6)
*=1

Сумма (19.6) называется интегральной суммой для функции 
f i x ,  у )  по области S.

Обозначим через d k диаметр элементарной области AS к. Пусть 
X -  наибольший из всех диаметров d k (к =  1, 2, ..., п).

Число I  называется пределом интегральной суммы / „  при Х—>(), 
если для любого числа £ > 0 можно указать такое число 5 > О, что при 
X < 8 выполняется неравенство

| /  -  /„ | < е (19.7)

независимо от выбора точек М к(хк, у к) в элементарных областях ASk.
Двойным интегралом от функции f ( x , y )  по области S называ

ется предел ее интегральной суммы при X—>0:

функция f ( x ,  у )  называется при этом подынтегральной функцией, а 
область S — областью интегрирования. Двойной интеграл от функции 
f ( x , y ) по области S обозначается также следующим образом:
j j f ( x , y ) d x d y , T .  е.

5

JJ  f i x ,  у) dxdy =  lim ̂ f i x k, ук )ASt . (19.9)
S

Отметим без доказательства, что предел в правой части форму
лы (19.8) существует, если функция z = f ( x , y ) непрерывна в замкну
той области, имеющей площадь. (Формулировка соответствующей 
теоремы и ее доказательство содержится, например, в книге [14].) Если

Л '
s
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существует предел (19.8), то функция f i x , у )  называется интегрируе
мой в области S. Следовательно, все непрерывные функции являются 
интегрируемыми, среди разрывных функций имеются интегрируемые 
и неинтегрируемые.

Из формул (19.3) и (19.8) следует, что

JJ/(*,y)<« = V. (19.10)
5

Формула (19.10) выражает геометрический смысл двойного ин
теграла: двойной интеграл от функции f ( x , y )  > 0 по области S равен 
объему цилиндроида с основанием S и ограниченного сверху поверх
ностью z = f ( x , y ) .

Из формул (19.5) и (19.8) следует, что

j j f ( x , y ) d S  = т. (19.11)
S

Формула (19.11) выражает физический смысл двойного интегра
ла: если неотрицательная функция р  = f ( x , y )  выражает поверхност
ную плотность пластинки 5 , то ее масса равна двойному интегралу от 
данной функции по данной области S.

19.3. Свойства двойного интеграла
Двойной интеграл обладает свойствами, аналогичными свойст

вам определенного интеграла.
1. Если функции f { x , y )  и ф(х,;у) интегрируемы в области S, то 

интегрируемы в ней их сумма и разность, причем

JJ[ f i x ,  у)  ±  Ф(*, у) ]dS = JJ f i x ,  y)dS ±  J J  Ф(х, y)dS.
S  S S

2. Постоянный множитель можно выносить за знак двойного 
интеграла:

j j c f ( x , y ) d S  -  c j j f ( x , y ) d S ,  с = const.
S  5
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3. Е сли/(х, у )  интегрируема в области S, а эта область разбита 
на две непересекающиеся области S , и S2, то

s s, s2

4. Е сл и /(х ,^ ) и ty (x ,y)  интефируемы в области S, в которой

5. Е слиД х,^) интегрируема в области S, то \f {x ,y )  | также ин
тегрируема в ней, причем

6. Если в области S функция f i x , у )  удовлетворяет неравенст
вам т < f ( x , y )  < М,  то

где S -  площадь области S.
Доказательство этих свойств следует из определения двойного 

интеграла.

19.4. Вычисление двойного интеграла в прямоугольных 
декартовых координатах
Пусть требуется вычислить двойной интеграл

f { x , у )  < q ( x , у ) ,  то

JJ  f i x ,  y)dS < J J  ф ix, y)dS.
S S

J J f i x ,y )dS  < JJ| /(x ,y )| J5
s s

s

R

где область R является прямоугольником, определяемым неравенст
вами а < х  < b , c  < у  < d  (рис. 19.3).
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Предположим, что f ( x ,  у )  непрерывна в этом прямоугольнике и 
принимает в нем неотрицательные значения, тогда данный двойной 
интеграл равен объему тела с основанием R,  ограниченного сверху 
поверхностью z = f ( x , y ) ,  с боков -  плоскостями х  = а, х  =  Ь, у  = с,  
У =  d :

С другой стороны, на основании формулы (17.16)

ь
V = J  a(x)dx,

где о (х )  — площадь сечения данного тела плоскостью, проходящей 
через точку х  и перпендикулярной к оси Ох.  Так как рассматриваемое 
сечение является криволинейной трапецией, ограниченной сверху 
графиком функции z = f ( x , y ) ,  где х  фиксировано, с  < у  < d ,  то по 
формуле (16.8) будем иметь

а
о (х )  = j  f (x ,y)dy.

С

Из этих трех равенств следует, что

ь Г d

j j f ( x , y ) d x d y  = j  J  /  (х, y)dy dx. (19.12)

Итак, вычисление данного двойного интеграла свелось к вычис
лению двух определенных интегралов; при вычислении «внутреннего 
интеграла» (записанного в квадратных скобках) х  считается постоян
ным.

Зам ечание.
Можно доказать, что формула (19.12) верна и в случае f ix,у) < 0, а 

также в случае, когда функция f (x,y)  меняет знак в указанном прямоуголь
нике.
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Правая часть формулы (19.12) называется повторным интегра
лом и обозначается так:

Ь d

J ^ f (x , y )d y  dx = j d x j f ( x , y ) d y .  (19.13)

Аналогично можно показать, что

d  Г  ъ

j j f ( x , y ) d x d y = j  j f ( x , y ) d x  d y -
R с \_ a

d  b

= j d y j  f (x ,y )dx .
c a

Из формул (19.12) -  (19.14) получаем

b d  b  d  

J  d x j  f ( x ,  y)dy = | d y j f i x ,  y)dx

(19.14)

(19.15)

Последнее равенство означает, что результат интегрирования не 
зависит от порядка интегрирования.

Рис. 193

Чтобы рассмотреть более общий случай, введем понятие стан
дартной области. Стандартной областью в направлении данной оси
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называется такая область, для которой любая прямая, параллельная 
этой оси и имеющая с данной областью общие точки, пересекает гра
ницу области т о л ьк о  в двух точках: М  — «точке входа», N  — «точке 
выхода» (рис. 19.4); другими словами, пересекает саму область и ее 
границу только по одному отрезку прямой.

Предположим, что ограниченная область S является стандарт
ной в направлении оси О у  (рис. 19.4) и ограничена сверху графиком 
функции у 2 —у 2(х),  снизу -  графиком функции у , = у  j  (х). Пусть
R { a  < х  < Ь ,  с  < у  < d }  -  минимальный прямоугольник, в котором 
заключена данная область S.

Пусть в области S определена и непрерывна функция 
z = f i x , у ) .  Введем новую функцию:

[ f i x , у), ecj™ ( x , y ) e s ,

I если (x , y ) e R - S ,

тогда в соответствии со свойством 3 двойного интеграла

j j  f(.x,y)dxdy = jj<p(x,y)dxdy. (19.16)
S  R

На основании формулы (19.12) получаем

ъ d

J J  Ф(*, y)dxdy -  J  dxJ  ф(х, y)dy.
R  a  с

Поскольку отрезок целиком принадлежит области
S и, значит, ф(х,у )  = f ( x , y )  при у , (х )  < у  < y 2ix),  ф(х,д>) = 0, если у  
лежит вне этого отрезка, то при фиксированном х

d y\U) угМ
J  ф(х, y)dy — jq>(x,y)dy+  Jф(x,y)^fy +
с с У1 (лг>
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d  У2С*)

+ j ^ ( x , y ) d y  =  J  /  (x, y)dy.
У2М yiW

Следовательно,

Ь Уг M

jjq>(x,y)dxdy = j d x  J  /  (x,y)dy.  (19.17)
R a  »(*)

Из формул (19.16) и (19.17) получаем

Ь Уг (*)

j j  f (x , y )dxd y  = j d x  j f ( x , y ) d y .  (19.18)
S a y[(j:)

Если область S  является стандартной в направлении оси О х  и 
определяется неравенствами с < у  < d,  x , ( y ) < x  < х 2(у),  аналогично 
можно доказать, что

d  * 2  W

j j f ( x , y ) d x d y  = j d y  j f ( x , y ) d x .  (19.19)
S  с x,(y)

Замечание.
Если область S является стандартной в направлении осей Ох и Оу, то 

будут выполнены равенства (19.18) и (19.19), поэтому

Ь у2(х> d

j d x  j f ( x , y ) d y  = j d y  j f ( x , y ) d x .  (19.20)
а Л(х) с *|(У)

По формуле (19.20) осуществляется изменение порядка интегрирова- 
ния при вычислении соответствующего двойного интеграла._____________

19.5. Замена переменных в двойном интеграле. 
Двойной интеграл в полярных координатах
В плоскости О х у  рассмотрим область S,  ограниченную глад

кой линией у (рис. 19.5, а). Пусть
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и — ф , (х , у ), V =  V|/,(x, у ) (19.21)

-  однозначные функции переменных л: и у ,  непрерывные в области S 
и имеющие в ней непрерывные частные производные.

а б

Рис. 19.5

Предположим, что уравнения (19.21) однозначно разрешимы 
относительно х  и у ,  т. е.

х  =  ф ( m , v ) ,  у  =  \|/ ( m , v ) ,  (19.22)

где ф (и,  v), у  (и , v) -  непрерывные функции в некоторой области S' 
плоскости O u v  и имеющие в ней непрерывные частные производные.

Каждой точке М ( х , у ) области S  формулы (19.21) ставят в со
ответствие единственную точку M ' ( u , v ) области S '  (рис. 19.5, б). 
Обратно, каждой точке M ' { u , v ) & S ' формулы (19.22) ставят в соответ
ствие единственную точку М ( х , у ) .  Числа (и, v) называют при этом 
криволинейными координатами точки М.

Следовательно, формулы (19.21) устанавливают взаимно
однозначное соответствие между точками областей S  и S '  или ото
бражают область S  на область S Область S ' ограничена линией Y,  в 
которую при этом преобразуется линия у.

Фиксируем значение и =  u Q, тогда прямой и =  и0 в плоскости 
O u v  будет соответствовать в плоскости О х у  некоторая линия, пара
метрические уравнения которой х  =  ф (и0, v), у  = \ |/(и 0, v) (получены 
из уравнений (19.22), роль параметра играет v).
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Прямоугольнику N 0N tN 2N 3 в плоскости О и V, ограниченному 

прямыми и = и0, и =  и 0+Аи, v = vQ, v = у 0+Ду (рис. 19.6.а), в плос

кости Оху  соответствует криволинейный четырехугольник 
М аМ^М2М ъ (рис. 19.6.6), причем M Q(xQ, y 0), М , ( л , ,у , ) ,  М 2(х2, у 2), 
М 3(х3, у 3), где x 0 =  (p(M0, v 0), y 0 = \\f(u0, v 0)-, х,  =  ф (и0 + Ли,  v 0), 

у , =  \|/(м0 + Ам, v0); х 2 = ф (и0 + Д и, v 0 + A v), у 2 =  ф (и 0 +  Дм, 

v 0 +  A v ) ;x 3 = ф ( и 0 , у 0 + Д у), у 3 = ф(м0, v Q + Д у).
С точностью до бесконечно малых высшего порядка площадь 

четырехугольника М 0М ,М 2М 3 равна площади параллелограмма,

построенного на векторах М 0М Х и М 0М 3 . Площадь этого паралле

лограмма выражается формулой Д5  =  | [М 0М ,,М 0М 3 ] | .

а 6

Рис. 19.6

Координаты векторов М 0М Х, М 0М 3 определяем по формулам
(5.41)

М0М 1 ={ф(м0 +Дк,У0)-ф (м 0,У0); ф (и0 +Ди,У0) - \ | / ( и 0,У0)},

М 0 Мъ = {ф(м0, v0 + Av) -  ф(и0, v0); Ф(ы0, у0 + Ду) -  ф(м0, у0 )}. 

Применяя теорему Лагранжа, получаем
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Следовательно,

Д 5 = |[ М 0М ,,М 0Л/3 ]| = mod

Эф Э\|/
Эм ди
Эф Э\|/
dv dv

AuAv

или

A S = \ I \ A S ' ,  AS' -  AuAv, (19.23)

где

/  =

Эф Э\|1 Эл: Эу
ди ди или /  = Эм Эм
Эф Э\|/ dx Эу
dv dv dv dv

(19.24)

Определитель (19.24) называется функциональным определите
лем функций (19.22), или якобианом преобразования (19.22); предпо
лагается, что он отличен от нуля.

Рассмотрим вопрос о замене переменных в двойном интеграле

j j  f (x,y)dxdy .
s

Предположим, что функция z = f ( x , y ) непрерывна в области S. 
Пусть в этой области заданы функции (19.22), удовлетворяющие ука
занным выше условиям, тогда

f i x ,  у)  =  /[ф (и ,у),\|/(и ,у)] = F(u,v).

Составим интегральную сумму для этой функции:



п п

Y Jf ( x k, y k)ASk = ^ F ( u k,vk) ASk.
k =I * = I

Принимая во внимание равенство (19.23), получаем

П п
^ f ( x k, y k)ASk - = ^ F ( u k,vk)\l\ASk. 
к =1 *=1

Переходя к пределу, получаем искомую формулу:

J J  f i x ,  y)dxdy -  J J /  [ф(м, v), \\i(u, v)]| 11 dudv, (19.25)
s s'

по которой осуществляется замена переменных в двойном интеграле.
В двойном интеграле перейдем к полярным координатам по 

формулам х  =  p co s  ф, у  = p sin  ф.
Считая и =  р , v = ф, находим якобиан данного преобразования:

dx dy
Эр dp COS ф sin ф
dx dy — p sin ф рсовф
Эф Эф

В соответствии с формулой (19.25) имеем

j j  f (x ,y )dxdy  = J J /(p c o s 9,psir^)pdp<&p. (19.26)
■S S '

19.6. Приложения двойного интеграла
О некоторых приложениях двойного интеграла уже шла речь. 

Так, в п. 19.2 приведены формулы (19.10) и (19.11), по которым соот
ветственно вычисляются объем тела и масса пластинки:

V = j j  f (x ,y )dxdy ,  m = J J  p(x,y)dxdy.
s s

61



С помощью двойного интеграла можно вычислять площадь 
плоской области. Действительно, положив в первой из этих формул 

f ( x , y ) =  1, получим V =  I S  =  S, т. е.

(19.27)

Центр тяжести.
Пусть в точках М2(х2, у 2), М п(хп, у п) сосредо

точены соответственно массы т х, т 2, т п. Центр тяжести данной 
системы материальных точек, как известно (см. т. 1, п. 1.4), находится 
в точке, координаты которой выражаются формулами

,Уктк
V = -^ ~  
* С п

т.

Найдем координаты центра тяжести пластинки, занимающей в 
плоскости Оху  некоторую область S . Пусть р = р ( х , у ) -  плотность 
этой пластинки в точке М(х,у) .  Разобьем область на элементарные 
области AS* (к  =  1, 2, ..., п),  площади которых обозначим теми же 
символами. Будем считать, что плотность в каждой области AS* по
стоянна и равна рк  =  р ( х к,Ук) и вся ее масса т к =  Р к ^ к  =  р ( х к, у к) 
AS к сосредоточена в точке М к(хк, у к).
Координаты центра тяжести полученной системы из п материальных 
точек М к(хк, у к) выражаются формулами

п п

^ У к Р к ( хк’Ук)^к  
x = J=i------------------------ , y = J=l-------------------------.

п у  п

] Г .p(xk, y k)ASk ^ р ( х к, у к)А5к
к =1 к =1

Эти формулы приближенно выражают координаты центра тя
жести пластинки.
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Обозначим через d * диаметр области A S* (к =  1, 2, . . п).  
Пусть X -  наибольший из этих диаметров. Перейдем к пределам этих 
сумм при X—>0. Эти пределы равны соответствующим двойным инте
гралам.

Следовательно, координаты центра тяжести рассматриваемой 
пластинки определяются формулами

J J  хр(х, y)dxdy J J  ур(х, y)dxdy

х с = ~ 7 7 ------------------ - Ус =4?------------------ • (19-28)
JJ p(x,y)dxdy  JJ р(х, y)dxdy
s s

или

Xc = — f  f  xp(x , y)dxdy, yc =  — [ f  yp{x, y)dxdy, ( 19.29)
mJJ mJJs s

где m  — масса пластинки.
Двойные интегралы, стоящие в правых частях последних фор

мул, т. е.

Му =  J J  xp(x,y)dxdy, М х =  J J  ур(х,  y)dxdy,  (19.30)
S  S

называются статическими моментами пластинки S относительно 
осей О у  и О х  соответственно.

Если пластинка однородна, т. е. р { х , у )  =  const, то формулы 
(19.29) принимают вид

=  j  J J  xdxdy, ус =  j  J J  у  dxdy,
S  S

где S  -  площадь области S.
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Момент инерции.
Моментом инерции / 0 материальной точки М  с массой т от

носительно точки О  называется произведение массы на квадрат рас- 
стояния г  =  р (О, М )  между данными точками, т. е. / 0 = т г  .

Моментом инерции системы материальных точек М ,, М 2, ..., 
М п с массами ш ,, т 2, ..., т п относительно точки О  называется сум
ма моментов инерции всех этих точек:

п

rk = p ( 0 , M t ).
k =1

Аналогично определяется момент инерции системы указанных
п

материальных точек относительно оси Ои:  Iи = ^  тк , где г к —
1

расстояние точки М к до оси Ои.
Определим момент инерции пластинки S  с плотностью 

р  = р ( х , у ) относительно точки О — начала прямоугольной декарто
вой системы координат.

Разбивая эту область на п элементарных областей ДS k (к =  1, 
2, ..., п)  и считая, что масса т к =  p ( x k, y k)ASk области ДS k сосредо
точена в точке М к(хк, у к) е A S k, получаем систему п материальных 
точек. Поскольку

гк = р ( 0 , М к) = у]х2к + у 2к ,

то момент инерции этой системы относительно точки О  выразится 
так:

п п
I o c - ^ m k = 'YJ (x1k + y 2k)p(xk, y k)ASk. (19.31)

*=i *=1

Моментом инерции пластинки относительно начала коорди
нат называется предел суммы (19.31) при X—>0 (X — наибольший из 
диаметровd k областей A S k, k  = 1, 2, ..., я ) :
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п
h  +У1')Р(хк’Ук)А^к,

*=1

ИЛИ

h = \ \ ( x 2 + y 2)P(x ’y)dxdy- (19.32)

Моменты инерции этой пластинки относительно координатных 
осей О х  и О у  определяются формулами

Ix ^ \ \ y 2P(x<y)dxdy< l y = \ \ x2p ( x ,y)dxdy.  (19.33) 
j  s

Из формул (19.32) и (19.33) следует, что / 0 =  1х+1у .

19.7. Тройной интеграл
По аналогии с двойным интегралом вводится понятие тройного 

интеграла. Рассмотрим ограниченную замкнутую пространственную 
область V и определенную в ней непрерывную функцию и = f ( x , y , z ) .  
Область V  разобьем на п элементарных пространственных областей 
A V ,, Д У 2, ..., AV„.  Предполагается, что область V  и элементарные 

области A V ,, Д Vv  A Vn имеют объемы, которые будем обозна
чать соответственно теми же символами. В каждой элементарной об
ласти AV* (к =  1, 2, ..., п)  выберем произвольную точку 
М к(хк,Ук,гк), значение функции в этой точке/(л:*, У*. z k) умножим на 
объем элементарной области A V k и составим сумму всех таких про
изведений:

а п = ' £ 1/ (-хк’Ук’£к)АУк, (19.34)
<t=i

которая называется интегральной суммой данной функции по данному 
объему.

Обозначим через d k диаметр области A V k. Пусть X -  наиболь
ший из этих диаметров. В равенстве (19.34) перейдем к пределу при 
X—>0. Если предел интегральной суммы существует, то он и называет- 
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ся тройным интегралом от функции f ( x , y , z )  по пространственной об
ласти V.

Итак, по определению

\ \ \  f { x , y , z ) d V  = \ i m ^ f { x k, y k, z k)AVk (19.35)

ИЛИ

JJJ/(x ,> ',z )^ i« /y«fe  = l ! im X /( x t ,y Jl,z*)AVt . (19.36)
V

Отметим без доказательства, что если функция f ( x , y , z )  непре
рывна в рассматриваемой замкнутой области V, то предел в правой 
части формулы (19.35) существует и не зависит от способа разбиения 
области V на элементарные и выбора точки М к в элементарной об
ласти ДУ*.

Предположим, что в области V распределено вещество, объем
ная плотность которого выражается непрерывной функцией 
f ( x , y , z )  ^  0, тогда произведение f ( x k, y k, z k)AVk выражает прибли
женную массу элементарной области AVk, интегральная сумма (19.34)
-  приближенную массу всей области V, а тройной интеграл (19.35) -  
точное значение этой массы, т. е.

Формулой (19.37) выражается механический смысл тройного 
интеграла: тройной интеграл представляет массу, заполняющую об
ласть интегрирования V.

Если в формуле ( \9 31)f (x ,y ,z )= \ ,  то т = V I =  V, и эта форму
ла принимает вид

(19.37)
v

(19.38)
V V

Тройной интеграл обладает свойствами, аналогичными свойст
вам двойного интеграла (см. п. 19.3).
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Переходим к вопросу о вычислении тройного интеграла в пря
моугольных декартовых координатах. Предположим, что область V 
является стандартной в направлении оси O z ,  т. е. удовлетворяющей 
следующим условиям:

1) всякая прямая, параллельная этой оси и имеющая с данной 
областью общие точки, пересекает границу области только в двух точ
ках;

2) проекция S  области V на плоскость О х у  представляет собой 
стандартную область в направлении оси О х  или оси О у .

Пусть стандартная область V  ограничена сверху поверхностью 
Z = Z2(x,y) ,  снизу -  поверхностью z  =  z x{x ,y ) ,  тогда можно показать, 
что

\ j j f ( x , y , z ) d x d y d z  = j \  J  f ( x ,  у, z)dz
Zl (x . y )

ẑ x.y)
dxdy. (19.39)

Если область S  является стандартной в направлении оси О у  и 
определяется неравенствами а < х  < Ь , у х(х) < у  < у 2(х),  то

z2(x,y)

z, 1.x,у)

г2{х,у)
J J  jf(x,y,z)dz dxdy = j • J  jf(x,y,z)dz

ь У,(х) z2(x,y)
= jdx J dy J  /  (x, y, z)dz.

dy dx =

a y,(x) zt(x,y)

Из формул (19.39) и (19.40) следует, что

Ь УгМ гг{х,у)

(19.40)

я к  y,z)dxdydz = j d x  j d y  j f ( x , y , z ) d z ■ (19.41)
а (̂дг) !,(*,?)

Отметим частный случай этой формулы: если V — прямоуголь
ный параллелепипед, определяемый неравенствами а  < х  < А ,  
b < у  < В ,  с < z  £  С,  то
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Я К  у, z)dxdydz -  J d x j d y j  f ( x ,  y, z)dz■ (19.42)
V a b с

A B C

Замечание 1.
Если область S является стандартной в направлении оси Ох и опреде

ляется неравенствами лг( (у) < х< х2(у), с < у < d, то

z2 ( x , y )

z)dz
zi  Or, у ) ■M.V)

J  *2  (? )  z 2 ( jr .v )

dxdy = J  • J  j f ( x , y ,  z)dz dx dy.

Следовательно,

d  x2(>) Zi (x,y)

J J J  /  (x, y, z)dxdydz = J  dy j d x  j f ( x , y , z ) d z .
V  с  * i ( y )

Из формул (19.41) и (19.43) получаем формулу

Ь у 2 ( х )  Z2 (JT.y) 11 х 2 ( у )  z 2 ( x , y )

J  dy j f ( x , y , z ) d z = j d y  J  dx jf(x,y,z)dz.
a yi(x) Z](x,y) С * l ( y )  Zt ( x , y )

(19.43)

(19.44)

Замечание 2.
Если область V является стандартной в направлении каждой коорди

натной оси и ее проекции на координатные плоскости являются стандарт
ными в направлении каждой соответствующей оси, то пределы интегриро
вания в трехкратном интеграле можно расставить шестью различными 
способами (два из них указаны формулой (19.44)).

19.8. Замена переменных в тройном интеграле. Тройной 
интеграл в цилиндрических и сферических координа
тах
Пусть в области V  заданы дифференцируемые функции

и =  и ( х ,  у ,  z ) ,  V = v ( x ,  у ,  г ) ,  w  = w ( x ,  у ,  z ) ,  (19.45)
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где (х,  у ,  z )  — прямоугольные декартовы координаты точки 
М ( х ,  у ,  z ) £ V.

Предположим, что уравнения (19.45) однозначно разрешимы 
относительно x,y,Z'.

х  = x ( u , v , w ) ,  у  = y ( u , v , w ) ,  z  =  z (u , v ,w ) ,  (19.46)

причем x ( u , v ,w ) ,  y (u ,v ,w ) ,  z ( u , v , w ) -  дифференцируемые функции 
своих аргументов.

Каждой точке M ( x , y , z )  области V  ставится в соответствие 
точка M ' ( u , v , w )  области V’\ (u , v , w ) называются криволинейными 
координатами точки М .

Функции (19.45) осуществляют взаимно-однозначное отобра
жение области V  на область V'.

По аналогии с формулой (19.25) получаем

f j j f ( x , y , z ) d x d y d z  =

f f f  v (19.47)
= f [ x (u , v ,w ) , y (u , v , w ) , z (u , v , w ) J l \ d u d v d w ,

где

/  =

дх дх дх
ди dv dw
ду ду ду
ди dv
dz dz dz
du dv dw

(19.48)

Определитель (19.48) называется функциональным определите
лем, или якобианом функций (19.46). Предполагается, что в рассмат
риваемой области / / 0 .  По формуле (19.47) осуществляется замена пе
ременных в тройном интеграле.

Выразим тройной интеграл в цилиндрических координатах (см. 
п. 1.8). Принимая во внимание формулы х  =  р cos ф, у  =  р  sin  ф, 
Z = Z и полагая м = р , у = ф ,  w = z,  находим якобиан
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costp -psincp  0

I = s i n f  pcoscp 0 = p. 

0 0 1

Формула (19.47) запишется так:

111 = Ц " |/(pcoscp,psincp,г)рфЛр<&. (19.49)
i'

Перейдем к сферическим координатам (см. п. 1.8). Поскольку 
х  =  г  sin 0  cos ф, у  =  г  sin  0  sin ф, z  =  rc o s  0  ( г  >  0, 0  < 0  <п,
О < ф < 2л), то, считая и =  г , v = 0, w = ф, получаем

19.9. Приложения тройного интеграла
В п. 19.7 шла речь о некоторых приложениях тройного интегра

ла, в частности, были получены формулы (19.37), (19.38) для вычисле
ния массы материальной области по заданной объемной плотности 
р  =  р ( х , у ,  z )  и объема тела:

Тройной интеграл применяется также при вычислении коорди
нат центра тяжести C(jc0,y 0,<:0) материальной области V, в кото-

sin 9 cos ф rcos0coscp -rs in G sin cp  

/ =  sinGsincp rcosOsincp rsinGsincp = r 2sin0. 

cos 0 -  sin 0 0

Следовательно,

m = J J J  p(x,  y, z)dxdydz, V = J J I  dxdydz.
V
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рой распределено вещество с объемной плотностью р  =  p ( x , y , z ) -  По 
аналогии с формулами (19.29) получаем

х0 = — J J J  хр(х, у,  z)dxdydz,
V

Уо =  — J J J  УР(х, у, z)dxdydz,
V

z °  = —  J J J  zp(x,y,z)dxdydz,

(19.51)

где m  — масса соответствующей области, определяемая первой из 
двух предыдущих формул.

Моменты инерции указанной материальной области относи
тельно координатных осей O x ,  О у ,  O z  и начала координат опреде
ляются соответственно формулами

I. =

Л> =

( у 2 +  z 2 )р(х,  у, z)dxdydz,

(х2 + z 2)p (x ,y ,  z)dxdydz,

(х2 +  у 2 )р(х,  у, z)dxdydz,

(х2 + у 2 + z 2)p (x ,y ,  z)dxdydz.

(19.52)

19.10. Понятие о многомерных интегралах
Понятие интеграла можно ввести и для функции п переменных, 

определенной в некоторой области G  п - мерного пространства.
Одной из простейших областей этого пространства является п-  

мерный параллелепипед, т.е. множество точек M ( x t , x 2, х п), опре
деляемое неравенствами

a  < J tj< A , Ь < х 2 < В ,  ..., d  < х „  < D ,

где а ,  А ,  Ь, В,..., d , D  — постоянные.
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По аналогии с формулой, выражающей объем параллелепипеда 
через координаты векторов, на которых он построен (см. п. 5.10), объ
ем лг-мерного параллелепипеда также определяется как модуль опре
делителя и-го порядка, составленного из координат соответствующих 
векторов.

Далее можно определить объем для многогранных п-  мерных 
тел, а также для некоторого класса областей в п -мерном пространстве.

Интеграл от функции и = f ( x y x 2, . . . , хп) по некоторой п- 
мерной области G (п -мерный интеграл) вводится как предел соответ
ствующей интегральной суммы и обозначается символом

J J . . . J  f ( x l,x 2, . . . ,xn)dxldx2.. .dxa.
G

Если подынтегральная сумма и область интегрирования удовле
творяют определенным условиям, то вычисление такого интеграла 
сводится к последовательному нахождению интегралов по формуле

J J . . . J  f ( x lyx2, . . .xn)dxldx2...dxn =
G

А х |( х , )  x l  (* ,.х2
= J<&i j d x 2 ... J f ( x i ,x 2, . . . ,xn)dx„.

a xj(x,) ....

И нтеф ал, стоящий в правой части этой формулы, называется п- 
кратным.

Формула замены переменных в п -мерном интеграле аналогична 
формулам (19.25) и (19.47).
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Глава 20
КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ.
ИНТЕГРАЛЫ ПО ПОВЕРХНОСТИ

При рассмотрении многих вопросов встречается необходимость введения поня
тия интеграла от функции, заданной на некоторой линии. Такие интегралы назы
ваются криволинейными, бывают двух типов и преобразуются один в другой. 
Интегралы от функций, заданных на некоторой поверхности, называются инте
гралами по поверхности (или поверхностными интегралами). Они также бывают 
двух типов и связаны между собой соответствующей формулой.

20.1. Задачи, приводящие к понятию криволинейного 
интеграла
Задача о вычислении массы дуги кривой.
Дана дуга пространственной линии АВ,  по которой распределе

но вещество с плотностью р  = р(х,  у ,  г). Требуется вычислить массу 
этой материальной дуги. Чтобы решить задачу, разобьем дугу на п эле
ментарных дуг А к̂ А к (к = I, 2, ..., /г; А 0 = А, А П = В). Предположим, 
что на каждой элементарной дуге A k_tA k средняя плотность вещества 
равна значению функции р ( х , у ,  z ) в некоторой точке М к(хк, у к, z k) 
этой дуги, т.е. р к = р(хк, ук, zk). Умножив р к на А4  — длину дуги А к_\Ак, 
получим приближенное значение массы тк -  р к{хк, у к, z.k) Alk этой ду
ги. Сумма

п п

X Шк = X  р( Х̂к ’ У* '1*)Л/* (2° -1)
*=I *=1

выражает приближенно массу всей дуги АВ.  Точное значение массы 
получим при переходе к пределу

п п
т =  lim У тк = lim Y  р(хк, у k, z k)Д/*, (20.2)

Я->оо А.-»0* = 1 * = 1

где X -  наибольшее из чисел А/*.

Замечание.
Сумма (20.1) называется интегральной суммой функции p ( x ,y , z )  по 

длине дуги. Предел интегральной суммы (20.1) называется криволинейным 
интегралом первого рода (от функции р(х, у ,  z) по длине дуги).
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Задача о вычислении работы переменной силы.
Если сила F  постоянна (по величине и по направлению), а путь

А В  =  s прямолинеен, то работа этой силы на заданном пути равна 
скалярному произведению F s  = | F  | | s | cos ф, где ф -  угол между век
торами F  и s. Если векторы заданы своими координатами, скалярное 
произведение выражается формулой (5.59).

Пусть переменная сила

F = Р(х, у, z)i +  Q(x, у, г) j  + R(x, у, z)k (20.3)

действует вдоль дуги А В  пространственной линии. Требуется вычис
лить работу, производимую этой силой при перемещении вдоль дан
ной линии из А  в В.

Дугу АВ  разобьем на п элементарных дуг А к_\Ак (к =  1, 2, ..., п\ 
А 0 = А, А„ = В). Будем считать, что на элементарной дуге A k_tA k сила F  

постоянна и равна F* = F(M*), где М ке А к_хА к, Мк(^,  Цк,С,к), 
А к(хк, у к, zk)•

Путь А к_\Ак будем считать прямолинейным, тогда

А - Л  ={&Ck>Ayt ,A z k,},

где

Ахк = x t - x k_t , A y k = y k - y k.i,  Az k = z k - z k_v

Следовательно, работа на этом элементарном пути выразится форму
лой

A -i Ак — Р(^к,т\к ,С>к )Ахк +  Q(^k ,Л* > С* )А у к + R(£,k > Ct № z k •

Вся работа силы (20.3) на криволинейном пути А В  приближенно выра
жается формулой

Wn = Y * kAk_xAk = Y ^ { P kh x k + Q kA y k + R kA zk\  (20.4) 
*=] *=i

где
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Рк ~ Qk ~ Q(&k’ \̂k&k}' Rk ~ ^(^*>Л*> С*)'

Переходя к пределу при А,—>0, где А, -  длина наибольшей из эле
ментарных дуг Ак_\Ак, получаем точное значение работы

п

W ~ ^ ,T1*’^ )Ах* + в ( ^  ’ЪкХк)л Ук+ (20.5)

+ *(S*.TU.C*)Az*]

Замечание.
Сумма (20.4) называется интегральной суммой по координатам для 

вектор-функции (20.3), а ее предел при X—>0 -  криволинейным интегралом 
второго рода (или криволинейным интегралом по координатам)._________

20.2. Криволинейный интеграл первого рода
Рассмотрим функцию и =f(x,  у ,  г), определенную на дуге АВ  

пространственной кусочно-гладкой линии (рис. 20.1). Разобьем эту ду
гу на п элементарных дуг A k_xA k (k = 1, 2,
..., п; А 0 = А, А„ = В). Длину элементарной 
дуги А к_\Ак обозначим через А 1к. На каждой 
элементарной дуге Ак_\Ак выберем произ
вольно точку М к(хк, у к, Zk), значение функ
ции в этой точке f(xk, у к, zk) умножим на 
длину дуги А1к и составим сумму всех та
ких произведений:

Рис. 20.1

Тп = X  /(* *  • У к - Z* W t  ■ (20-6)
*=1

Сумма (20.6) называется интегральной суммой данной функции 
по длине дуги. Обозначим через А. длину наибольшей из элементарных 
дуг и перейдем к пределу при X—>0 (тогда п—»°°). Если существует пре
дел интегральной суммы (20.6), то он и называется криволинейным ин
тегралом первого рода (или интегралом от функции по длине дуги). 
Следовательно, по определению
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J  / (x, у, Z)dl  = lim ] T  / (xt , y k, г*) A/t .
AB * = •

(20.7)

Отметим без доказательства, что предел интегральной суммы 
(20.6) существует, если функция и - f ( x , y ,  г) непрерывна на дуге АН.

Из определения криволинейного интеграла первого рода следу
ют его простейшие свойства:

1) криволинейный интеграл первого рода не зависит от направ
ления пути интегрирования:

|  f ( x , y , z ) d l  = J  f (x ,y , z )d l \
АН НА

2) если функции f(x,  у ,  г) и q>(jc, у ,  z) интегрируемы на дуге АВ. 
то на ней интегрируемы их сумма и разность, причем

J  [ f ( x , y , z ) ± 4>(x,y,z)]dl = J  f ( x , y , z ) d l ± ^  <p(x,y,z)dl:
АВ АВ АВ

3) постоянный множитель можно выносить за знак криволиней
ного интеграла:

J" c f (x ,y , z )d l  -  с j" /  (x,y,z)dl ,  с = const;
АВ АВ

4) если дуга АВ  состоит из дуг А С  и СВ , а функция f(x, у,  г) 
интегрируема на АВ,  то она интегрируема наЛ С  и СВ,  причем

J  f ( x , y , z ) d l  = |  f ( x , y , z ) d l + j f ( x , v , z ) d l .
AB АС СВ

Вычисление криволинейного интеграла первого рода сводится к 
вычислению определенного интеграла.

Если кривая задана параметрическими уравнениями

x = x(t), y = y(t), z = z(t), a < r < p ,  (20.8)

76



и x(t), y(t), z(t) -  непрерывно дифференцируемые функции, то можно 
доказать, что

р ____________________

J  f ( x ,  у, z)dl  =  |  /  [х(0, y(t), z ( t ) \ J x '2 + у '2 +  Z 2dt. (20.9)
АВ а

В частности, если дуга АВ  целиком лежит в плоскости Оху  
(z -  0), последняя формула принимает вид

J  f { x , y)dl  = J  /  [ x(t), y(t)  У * '2 +  у'1 dt. (20.10)
АВ  a

Если дуга АВ  плоской линии задана уравнением у  = у(х),  где 
а < х <  Ь,у(х) -  непрерывно дифференцируемая функция, то

к
J  f ( x ,  y)dl  = J  f [ x ,  yix))yj\ + y ' 2 dx. (20.11)
AH a

Если дуга АВ  плоской линии задана уравнением в полярных ко
ординатах р = р(ф), где a  < ф < Р, р(ф) -  непрерывно дифференцируе
мая функция, то

Р

j f ( x , y ) d l  = J /(р со вф , р 8 тф )д /р 2 + р '2с/ф. (20.12)
АН а

20.3. Криволинейный интеграл второго рода
Рассмотрим дугу АВ пространственной линии и укажем на ней 

направление, например, от А к В  (см. рис. 20.1). Пусть на дуге АВ  
определена и непрерывна вектор-функция

F(x, у, z) = Р(х, у, z)i + Q(x, у, z)j + R(x, у, z)k. (20.13)

Разобьем дугу АВ  на п элементарных дуг (к = 1, 2, ..., п\
А 0 = А, А п- В ) ,  на дуге А к_\Ак произвольно выберем точку 

Мк(Е,к, л*, С,к). Обозначим декартовы координаты точки А к через хк, у к,

11



Zk, т.е. Ak(xk, у ь  Zk), тогда проекции дуги А к_\Ак на координатные оси 
выразятся формулами

А х к = х к- х к_ и  А у  к = у к~ у к- 1 , A z k = Zk- Z k- 1 .

Значения функций Р(х, у ,  z), Q(x, у ,  z), R(x, у ,  z)  в точке М *(^, Г|ь С*) 
умножим соответственно на Ахк, Аук, Azk и сложим три произведения

Р ( М к )Ахк + Q{Mk )Аук + R( M k)Azk = 1
= Р(£>к>Л*> )Ахк + Q(£,k >Л*>̂ *)Ау̂  + R( ŝk »т|*>С*)Azt.}

Составим сумму всех таких выражений:

п

Тл = Y , [ P W k)Axk + Q ( M k)A yk + R ( M k)Azk\  (20.14) 
*=i

называемую интегральной суммой по координатам для вектор-функ
ции (20.13).

Замечание.
Отличие интегральной суммы (20.14) от интегральной суммы (20.6) со

стоит в том, что значение функции в фиксированной точке элементарной 
дуги умножается не на длину этой дуги, а на ее проекцию на соответствую
щую координатную ось.

Обозначим через X длину наибольшей из дуг A k_\Ak и перейдем 
к пределу при Х—>0. Если интегральная сумма (20.14) имеет предел 
при Я,—>0, то он и называется криволинейным интегралом второго рода 
от вектор-функции (20.13) и обозначается

|  Р(х, у, z)dx + Q(x, у, z)dy + R(x, у, z)dz
АВ

ИЛИ

J  P(M)dx + Q(M)dy  + R(M)dz.
АВ

Если не указывать аргументов рассматриваемых функций, то по 
определению 
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J  Pdx +  Qdy + Rdz =
AB

n
l i m £ [ P ( M t )Axk + Q ( M k)Ayk + R ( M k)Azk]  (20.15)

Очевидно,

J  Pdx + Qdy + Rdz — -  J  Pdx +  Qdy +  Rdz,  (20.16)
BA

т.е. при перемене направления интегрирования криволинейный инте
грал второго рода меняет лишь знак, поскольку в этом случае меняют
ся знаки проекций элементарной дуги на координатные оси.

Остальные свойства криволинейного интеграла второго рода 
аналогичны свойствам криволинейного интеграла первого рода.

Вычисление криволинейного интеграла второго рода также сво
дится к вычислению определенного интеграла. Если дуга А В  задана 
параметрическими уравнениями (20.8), то

Если эта дуга лежит в плоскости Оху (z = 0), последняя формула 
принимает вид

J  Р(х, у, z)dx + Q(х, у,  z)dy  + R(x, у, z)dz
АВ

j  {р[*(0> y(t), z ( t ) ]x \ t )  +б[дг(Г), y(t), z(r)] y'(t)
aa

+ fl[-*(0, y ( t ), z(f)]z '(0}*-

AB

= J {P[x(t) ,y( t) ]At)  + Q[x(t),y(t)]y'(t) )dt. (20.18)
a
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Если дуга А В  плоской кривой задана уравнением у - у ( х )  
( а < х <  Ь), гд еу(х) — непрерывно дифференцируемая функция, то

J  Р(х , y)dx +  Q(x, y)dy =
АВ

b

= J  [/>(*, y(jc)) +  Q(x, y{x))y\x)}dx.
(20.19)

20.4. Связь между криволинейными интегралами первого и 
второго рода
Рассмотрим направленную дугу пространственной линии с 

началом в точке А и концом в точке В. 
Касательную в любой точке М  дуги АВ 
будем также считать направленной пря
мой (рис. 20.2). Углы, образуемые каса
тельной с координатными осями Ох, Оу, 
Oz,  обозначим соответственно через а , (3, 

Г _
Вектор dl = {dx, dy,  dz),  где dl -  

дифференциал длины дуги, направлен по 
Рис. 20.2 касательной, поэтому dx  = cos a  dl,

dy  -  cos (3 dl, dz = cos у dl.
Следовательно,

J  Pdx +  Qdy + Rdz — J  (P  cos a  + Q cos (3 + R cos у)dl. (20.20)

Эта формула и выражает связь между криволинейными интегра
лами первого и второго рода.

Если дуга А В  лежит в плоскости Оху,  то z = 0 и формула (20.20) 
принимает вид

Г Pdx + Qdy =  Г (Р cos a  + Q sin a )dl,
AR AB

где a  -  угол между касательной и осью Ох.
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20.5. Приложения криволинейных интегралов 
Масса материальной дуги.
Если р  = р(х, у ,  z) — плотность вещества, распределенного по 

дуге АВ,  то из равенств (20.2) и (20.7) следует, что масса т этой дуги 
выражается формулой

т = J  p ( x ,y , z )d l .  (20.21)
АВ

Длина дуги линии.
Если р ( х , у ,  z) = 1, тогда масса дуги А В  т - \ 1 , т  = 1, поэтому 

из формулы (20.21) следует, что

1= j d l .  (20.22) 
АВ

Центр тяжести материальной дуги.
Если p = p ( x , y , z )  — плотность вещества, распределенного по 

дуге АВ,  то прямоугольные декартовы координаты ее центра тяжести 
С0(х0, у0, z0) выражаются формулами

х() = — \ x p ( x , y , z ) d l , 
т J

АВ

Уо = — [ УР(х,  у ,  z ) d l , (20.23)
т ■>

АВ

z0 = — \ z p { x , y , z ) d l ,  
т Jт

АВ

где т — масса дуги.
Формулы (20.23) получаются аналогично формулам (19.29).

Момент инерции материальной дуги.
Моменты инерции материальной дуги АВ,  по которой распреде

лено вещество с плотностью р  -  р(х,  у ,  z), относительно координатных 
осей и начала координат выражаются соответственно формулами
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! х = J  (У2 + z 2) p ( x ,  у, z)dl,
АВ

l y  ~  j  +  z 2 ) p ( x ’ У> z ^ d l >
АВ (20.24)/ г =  J  (х2 + у 2)р(х, у, z)dl ,
АВ

/ 0 =  J  (х2 + у 2 + z 2)p(x, у, Z ) d l .

АВ

Работа переменной силы.
Если

F = Р(х, у, z)i + Q(x, у, z)j + R(x, у, z)k

— переменная сила, совершающая работу W  вдоль криволинейного пу
ти АВ,  и функции Р  = Р(х, у ,  z), Q -  Q(x, у ,  z ), R  = R(x, у ,  z) -  непре
рывны, то

Эта формула следует из формул (20.5) и (20.15).

Замечание.
Если дуга АВ лежит в плоскости Оху, то формулы (20.23) -  (20.25) уп- 

рощаются (полагаем в них dz = 0, a z пропускаем)._____________________

20.6. Формула Грина
Формула Грина1 устанавливает связь между двойным интегра

лом по области S  и криволинейным интегралом по контуру Г, огра
ничивающему эту область. Будем считать, что область S является стан
дартной (см. п. 19.4) в направлении каждой координатной оси и снизу 
ограничена графиком функции у  = у {(х) (дугой А С В ), сверху -  графи
ком функции у  -  у 2(х) (дугой ADB),  которые вместе составляют замк
нутый контур Г  (рис. 20.3).

' Грин Джордж (Green George, 1793 -  1841) -  английский физик и математик.

(20.25)
АВ
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о а
-1----►
b х

Рис. 20.3

Пусть в области S и на ее границе Г заданы функции Р(х,у), 
Q(x,y), непрерывные вместе со своими частными производными

Ру(х,у) ,  Q'x(x , y)  ,тогла

I l f r * ' * 1 A dx\% dy - 1 PU- =
b b 

= |  P(x, y2(x))dx -  |  P(x, y {(x))dx =
a a

- J  P(x, y)dx -  J" P(x, y)dx =
ADB ACB

= -  |  P(x , y ) d x -  j" P(x, y)dx  = P(x, y)dx,
BDA ACB Г

где обход контура Г совершается в положительном направлении, т.е. 
против часовой стрелки (область S  остается слева).

Следовательно,

J J — dxdy = ~^Р(х,  y)dx. (20.26)
s ^  г

Аналогично получаем

j j ^ - d x d y  = j>£>(х, y)dy, (20.21)
S г

где обход контура Г также совершается в положительном направлении. 
Вычитая почленно (20.26) из (20.27), получаем формулу Грина

j j f ^ -  —  dxdy = j> Pdx + Qdy. (20.28)
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Замечание 1.
Если обход контура Г совершается в отрицательном направлении, т.е. 

по часовой стрелке (область S остается справа), то формула Грина прини
мает вид

| j ( f

Замечание 2.
Формула Грина дает возможность вычислять площадь области с 

помощью криволинейного интеграла. Действительно, если Р(х,у) = -у, 
Q(x,y) = х , то формула (20.28) перепишется так:

2 = (j* xdy -  ydx,
s г

откуда

S = ^ j x d y  -  ydx, (20.29)
г

где обход контура Г совершается против часовой стрелки.

20.7. Задачи, приводящие к понятиям интегралов 
по поверхности

Задача о массе материальной поверхности.

Рассмотрим поверхность а  (рис. 20.4), на которой распределена 
масса с плотностью р  -  р(х, у,  z).
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Требуется вычислить массу этой материальной поверхности.
Разобьем поверхность а  сетью дуг на п элементарных частей 

Да*, площади которых также обозначим через Да* (к =  1, 2, ..., и). 
Предположим, что в каждой элементарной части Да* плотность посто
янна и равна р к-  р(хк, у ь  Z*), где М к(хк, у ь  z*)e Да*. Произведение 
р*Да* приближенно выражает массу элементарной части Да*, а сумма 
всех таких произведений

п п

т„ = ^ Р ( М к)А о* = X  ’Ук' г* Лст* (20.30)
*=i *=i

приближенно выражает массу всей заданной материальной поверхно
сти.

Обозначим через dk -  диаметр области Да*, а через Хп -  наиболь
ший из диаметров dk при заданном п.

Точное значение искомой массы выражается формулой

m = lim S '  р(хк, у к, г* )Д а*. (20.31)-*о *=i

Замечание 1.
Предел вида (20.31) называют поверхностным интегралом первого рода 

и обозначают

J J  р(х, у, z)da = l̂irn̂  £  р(хк, ук, zk )&ок. (20.32)

Задача о вычислении потока жидкости через поверхность.
Пусть дана пространственная область, заполненная жидкостью, 

движущейся со скоростью v = Pi + Qj + Rk,  где v  = v(x, у ,  z), 
P  = P(x, y, z), Q = Q(x, y,  z), R = R(x, y,  z).

Требуется вычислить количество жидкости П, протекающей в 
единицу времени через данную поверхность а .

Разобьем эту поверхность на п элементарных частей Да* (к = 1,
2, площади которых также обозначим через Да*. Будем считать,
что для всех точек Да* скорость постоянна и равна скорости V * в неко
торой точке Мк(хк, у ь  г*)е Да*, т.е. v* = v(M*) = \ ( х к, у к, г*).
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Количество жидкости, протекающей через Да* за единицу вре
мени, приближенно равно произведению А а к , где v -  проекция

скорости V* на ось, определяемую единичным вектором нормали п* к 
поверхности в точке М к.

Так как

v„t = v t n t = [Р (М  k) c o s a k + 6 (A /t )cosP t + R( M k)c os yk],

где a*, P*, у* -  углы, образованные нормалью n *  с координатными ося
ми, то

vnkA a k = [P ( M t )c o s a t + Q (M Jfc)cosp t + R( M  к) cosy *]Да4.

Количество жидкости, протекающей через всю поверхность за 
единицу времени, приближенно выразится формулой

П„ = ^  [ f (M t )co s а к + Q(Mk) cos Р* + /?(M t )co sy t ]A alt. (20.33) 
*=i

Точное значение этого количества получим при переходе к пре
делу суммы (20.33), когда >0, где Хп — наибольший из диаметров dk 
области Да*:

П = lim У  \Р(Мк) c o s a t +  Q(Mk) co sp t + R(Mk)cosy*]Да*. (20.34) 
x"_>0

Преобразуем сумму (20.33). Произведения cos a* Да*, cos Р*Да*, 
cos у*Да* являются проекциями элементарной поверхности Да* соот
ветственно на координатные плоскости O y z , Oxz, Оху.  Обозначим эти 
проекции через (ASyz)k, (ASxz)k, (ДSxy)k, т.е.

(&Syz)k =  cos а*Да*, (ASxz)k =  cos Р*Да*, (Д5^,)* = cos у*Да*. (20.35)

Площади проекций берутся со знаком плюс или минус в зависимости 
от того, образует нормаль п *  с соответствующей осью острый или ту
пой угол.

С учетом (20.35) формулы (20.33) и (20.34) принимают вид
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П„ = £ [ р(М*)(Д5„)* +G(Af*)(ASe )* + /?(M *)(A 5^)J> (20.36)
Jt = l

П = + Q(Mk)(ASxz)t + R(MkX&Sv )J.(2 0 .3 7 )
П L _1

Замечание 2.
Предел вида (20.37) называют поверхностным интегралом второго рода 

и обозначают

J J  Pdydz + Qdxdz + Rdxdy =
а

(20.38)

= \ \ m £ [ p ( M k)(ASyz)k + Q (M k)(ASa )k +  Л (Л /Д Д 5 ^ )4].
" t=i

Замечание 3.
Предел вида (20.34), как и предел вида (20.31), называют поверхност

ным интегралом первого рода и обозначают

J J ( ^  cos а  + Q cos (3 + R cos y)da  -

(20.39)
n

= lim ^^[Р(М k ) c o s a t + Q(M k) c o s $ k +  R(M k )co sy t ] Act*.
'  ~*° *=i

Поскольку формулы (20.33) и (20.36) выражают одну и ту же сумму (но 
в разных формах), то их пределы (если они существуют) также равны, по
этому

J J  Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = J J  (P cos a  + Q cos p + R cos y) da . (20.40)
a  с

Формула (20.40) выражает связь между поверхностными интегралами 
первого и второго рода.
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20.8. Понятия интегралов по поверхности
Как и криволинейные интегралы, интегралы по поверхности бы

вают двух типов. Дадим определение каждого из них.

Поверхностный интеграл первого рода.
Пусть на поверхности ст задана функция и =f(x,  у ,  z). Поверх

ность ст сетью линий разобьем на элементарные поверхности Лст* (см. 
рис. 20.4). Площадь элементарной поверхности Лст* обозначим теми же 
символами Лст* (к = 1, 2, 3, ..., п), а диаметр -  через d k, наибольший из 
диаметров -  через Хп. На каждой элементарной поверхности Лст* выбе
рем произвольно точку М к(хк, у к, zk), значение функции в этой точке 
f { M k) = f (xk, у к, Zk) умножим на площадь Лст* и составим сумму всех та
ких произведений:

Сумма (20.41) называется интегральной суммой функции 
и = f (x ,  у ,  z) по поверхности ст. Перейдем к пределу этой суммы при 
Я-л—̂ 0 (при этом п—*°°).

Если предел интегральной суммы существует, то он и называет
ся поверхностным интегралом первого рода.

Следовательно, по определению

Отметим без доказательства, что предел интегральной суммы
(20.41) существует, если функция f ( x , y ,  z) непрерывна, а поверхность 
ст является гладкой1 .

Для определения поверхностного интеграла второго рода нам 
понадобятся некоторые вспомогательные понятия.

Двусторонняя поверхность.
На поверхности ст фиксируем точку M Q и одно из двух направле

ний нормали к ней в этой точке, указав единичный вектор п, отложен

П
(20.41)

\ \ f ( x , y , z ) d a =  lim У  f ( x k , y k yZk ) A a k . (20.42)
<т

1 Гладкой называется поверхность, имеющая в каждой своей точке касательную 
плоскость, положение которой меняется непрерывно при переходе отточки к точке.
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ный из MQ. Проведем через точку М 0 замкнутую линию Г, целиком ле
жащую на поверхности о  и не имеющую общих точек с границей а . 
Будем совершать обход линии Г так, чтобы нормаль изменялась непре
рывно, при этом вектор п  в каждой точке М  будет иметь вполне опре
деленное направление (вообще говоря, отличное от направления в 
точке MQ). По возвращении в точку M Q после совершения обхода мо

жет оказаться: 1) вектор п  принял первоначальное направление; 2) век
тор п  изменил направление на противоположное.

Рис. 20.5

Поверхность а  называется двусторонней, если обход по любой 
замкнутой линии, лежащей на этой поверхности и не имеющей общих 
точек с ее границей, не меняет направления нормали к поверхности.

Двусторонней поверхностью является всякая гладкая поверх
ность, определяемая уравнением z = f ( x , y ) .  Действительно, выбрав на
правление нормального вектора п  к ней так, чтобы он составил с осью 
Oz острый угол (рис. 20.5), получим одну сторону поверхности (верх
нюю). Выбрав это направление так, чтобы вектор п  составил с осью 
Oz тупой угол, получим другую сторону поверхности (нижнюю). В 
частности, плоскость и всякая ее часть (круг и т.п.) — двусторонняя по
верхность. Любая замкнутая поверхность, не имеющая точек самопе
ресечения (сфера, эллипсоид и др.), также является двусторонней. В 
самом деле, направив нормальный вектор внутрь объема, ограниченно
го .этой поверхностью, получим одну сторону поверхности (внутрен
нюю), направив нормаль вне указанного объема, -  другую сторону по
верхности (внешнюю).

Двустороннюю поверхность называют также ориентируемой, а 
выбор ее определенной стороны — ориентацией поверхности.
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Если на поверхности существует замкнутая линия, обход по ко
торой меняет направление нормали, то поверхность называется одно
сторонней.

Простейшим примером односторонней поверхности является 
лист Мёбиуса1 (рис. 20.6, а). Эту поверхность можно получить следую
щим образом: взяв полоску бумаги A B C D  (рис. 20.6, б), склеим ее так, 
чтобы точка А  совпала с точкой С,  точка В — с точкой D,  т.е. перед 
склеиванием повернуть на 180° (рис. 20.6, в). Читателю предлагается 
построить эту поверхность и убедиться в том, что при обходе листа 
Мёбиуса по его средней линии направление нормали к нему меняется 
на противоположное.

Поверхностный интеграл второго рода.
Рассмотрим функцию R = R(x, у, z), определенную и непрерыв

ную на гладкой ориентируемой поверхности о. Поверхность а  разо
бьем на п элементарных частей Да* ( к =  1 , 2 , . . . ,  п), выберем в каждой 
элементарной части точку Мk(xk, у к, zk) и составим интегральную сум
му

где (AiŜ y)* -  величина проекции Да* на плоскость Оху\  она равна пло
щади области, в которую проектируется Да* на Оху,  взятой со знаком 
плюс, если нормаль к поверхности в точке М к образует с осью Oz  ост
рый угол, и со знаком минус, если указанный угол является тупым.

Обозначим диаметр элементарной области Да* через dk, наи
больший из этих диаметров -  через А, и перейдем к пределу интеграль
ной суммы при X—>0 (при этом п—>°°). Если предел интегральной сум
мы существует, то он и называется поверхностным интегралом второ
го рода.  Итак, по определению

Отметим без доказательства, что если двусторонняя поверх
ность а  является гладкой и функция R(x, у, z) непрерывна на ней, то

(20.43)
*=i

J J  К(х, У, z)dxdy =  l im  £  R(xk, ук, z* ) ( Д )к. (20.44)
О

1 Мёбиус Август Фердинанд (Mobius August Ferdinand, 1790 -  1868) -  немецкий 
математик.
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предел суммы (20.43) существует, он не зависит от способа разбиения 
поверхности а  на элементарные части А а к и выбора точки М ке  Да*.

Аналогичным образом определяются поверхностные интегралы 
второго рода

-  -  л

J J  Q(x, у, z)dxdz = 1™  X  ’ Ук ’ z* ^  ’
с

где (ASxz)k -  величина проекции Да* на плоскость Oxz\

J J  Р(х , у, z)dydz =  l im  ^  Р(хк , y k>zk) ( Д5К )к,

где (ASyx)k — величина проекции Да* на плоскость Oyz,  а также поверх
ностный интеграл общего вида

J J  Pdydz + Qdxdz +  Rdxdy =

=  J J "  Pdydz +  J J  Qdxdz +  J J  Rdxdy. (20.45)

20.9. Вычисление интегралов по поверхности
Пусть требуется вычислить поверхностный интеграл первого 

рода J J <р(лг, у, z ) d a . Здесь а  -  гладкая поверхность, заданная уравне-
<7

нием z =f(x,  у), где/С*, у) -  дифференцируемая функция.
Предположим, что поверхность а  однозначно проектируется на 

плоскость Оху  и 5  -  ее проекция на эту плоскость.
По определению

J J  ср(х, у, z)da  = lim £  «p(xt , y k, zk )Aak.
* i__1
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Преобразуем эту интегральную сумму. Запишем уравнение 
поверхности в виде F(x, у, z) = 0, где F(x, у, z) — z  — fix,  у).  Вектор 
нормали п  к этой поверхности имеет координаты (см. п. 18.7)

дх дх ’ ду ду dz 

Введем обозначения:

= 1 .

а Г ' - а Г М * . 1 = Л '
д/ qk. (20.46)

Направляющие косинусы нормали п к поверхности z - f i x ,  у )  = 0 выра
зятся формулами

~Р  Q ~Я cos а  = ,.............cosp =
л/i + p 2 + q 2 л/i + p 2 + q 2

cosy =
л/i + p 2+ q 2

(20.47)

Поскольку Aoifios yk = (ДS^.)* (см. формулы (20.35)), то

Д а , = <̂ L  = J \  + P2k + q U A S xy)k. 
cosy*

Следовательно, интегральная сумма принимает вид 

Ф<Х> )’* - Z* )Д а, =
* = 1

= Ф к .  >’*• f ( x k, y k)\^jl + Pi + q\
к = \
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Переходя к пределу при X—>0, получаем

J J  ф(дс, у, z)da = J J  <p[x, у, f { x , y ) \ j l  + р 2 + q 2dxdy , (20.48)

где p  и q  определяются формулами (20.46).
Итак, вычисление поверхностного интеграла первого рода све

лось к вычислению соответствующего двойного интеграла по области 
S — проекции поверхности ст на плоскость Оху.

Замечание 1.
Если гладкая поверхность о  задана уравнением у  = /(х, z) и Sj -  ее про

екция на плоскость Oxz, то

J J  Ф(*> У. z)da =
О

=  J J  ф[*. / и  г), г 111 + [ > ] +
N ______дх \  У V

ду
dz

dxdz. (20.49)

Замечание 2.
Если гладкая поверхность ст задана уравнением х  = fiy, z) и S2 -  ее про

екция на плоскость Oyz, то

J J  <pU, у, z)da =

= J / ф  [/(У . г). У, г ] . 1 + +
\ d z ;

dydz. (20.50)

Переходим к вопросу о вычислении поверхностного интеграла 

второго рода J J  F(x, у, z )dxdy , где ст -  гладкая поверхность, заданная
О

уравнением z  - f {x ,  у).
Предположим, что ст взаимно-однозначно проектируется на об

ласть S  плоскости Оху.
По определению (см. формулу (20.44))
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где (ASxy)k -  величина проекции элементарной области Да* на плос
кость Оху,  т.е. площадь области, в которую проектируется До* на Оху,  
взятая со знаком плюс, если нормаль к поверхности в точке 
Мк(хк, у к, zk) образует с осью Oz  острый угол, и со знаком минус, если 
этот угол тупой.

Поскольку

для верхней стороны поверхности, т.е. в случае, когда cos у > 0, где у -  
угол между нормалью к поверхности и осью Oz\

для нижней стороны поверхности, т.е. в случае, когда cos у <  0. Анало
гично вычисляются поверхностные интегралы второго рода по коорди
натам X , z n y ,  Z.

20.10. Приложения интегралов по поверхности 
Масса материальной поверхности.
Из формул (20.31) и (20.32) следует, что масса т  поверхности, 

по которой распределено вещество с поверхностной плотностью 
р  = р(х,  у, z), определяется формулой

у ^ г Д Д ^ ) *  = ' ^ F [ x k, y k, f ( x k, y k)](ASxy)k,

то, переходя к пределу при А,—>0, получаем

J J  F(x, у, z)dxdy =  J J  F[x, у, f ( x ,  y)]dxdy (20.51)
o  S

J J  F(x, y, z)dxdy =  - J J  F[x, y, f ( x ,  y)]dxdy (20.52)
a  S

(20.53)
О
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Площадь поверхности.
Если р(х, у,  z) =  1, то т  = 1-ст = ст, поэтому формула (20.53) при

нимает вид

а  = J J  da,  (20.54)
о

где ст -  площадь поверхности ст.

Центр тяжести материальной поверхности.
Координаты центра тяжести M Q(xQ, y Q, z0) материальной поверх

ности определяются формулами

х0 = — [ [ хр(х, у, z)da,  
Ttl JJо

Уо =  — | [  y p ( x ,y , z ) d a ,  
пх JJ

а

Z0 = f f  zp (x , y , z )d a ,  
m JJ

(20.55)

где p  = p(x, y, z) -  поверхностная плотность, a m — масса поверхности.
Вывод формул (20.55) аналогичен выводу формул (19.29). Для 

однородной поверхности {р(х,  у ,  z)  = const) эти формулы упрощ а
ются и принимают вид

*°  =  а Я Xda' Уо = ст Я yda' Z° =  ст Я  Zd° ' ( 2 0  5 6 )а а с

где о  определяется формулой (20.54).

Моменты инерции материальной поверхности.
Моменты инерции материальной поверхности с плотностью 

р  -  р(х, у,  г) относительно координатных осей и начала прямоугольной 
декартовой системы координат определяются соответственно форму
лами
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( у 2 + z 2)p(x ,y , z )da ,

1У =

L  =

(х2 + z 2)p(x ,y , z )do ,

( X х + y 2)p(x ,y , z ) dc ,

(x2 + y 2 + z 2)p(x ,y , z ) dc .

(20.57)

Вывод формул (20.57) аналогичен выводу формулы (19.32).

20.11. Формула Стокса
Формула Стокса1 устанавливает связь между интегралом по по

верхности и криволинейным интегралом по контуру, ограничивающе
му эту поверхность.

Предположим, что поверхность а , 
ограниченная контуром L (рис. 20.7), за
дана уравнением z =f(x,  у) и взаимно-од- 
нозначно проектируется на область S 
плоскости Оху, ограниченную линией Г
-  проекцией линии L  на ту же плоскость.

Криволинейный интеграл по кон
туру L  преобразуем сначала в криволи
нейный интеграл по контуру Г, получен
ный интеграл -  в двойной интеграл по 

области S, наконец, последний -  в интеграл по поверхности а.
Так как контур L  лежит на поверхности а , заданной уравнением 

^  = / ( * ,  У), то

J  Р(х, у, z)dx = |  Р[х, y , f ( x ,  y)]dx. (20.58)

Рис. 20.7

Воспользовавшись формулой (20.26), получим

1 Стокс Джордж Габриель (Stokes George Gabriel, 1819 -  1903) -  английский физик и 
математик.
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dxdy (20.59)

(при нахождении производной от Р  по у  учтено то, что Р  -  сложная 
функция X и у).

Обозначим через а , Р, у углы, образованные нормалью п к по
верхности z  =f(x,  у), или z ~f(x,  у) = 0. Из формул (20.46) и (20.47) по
лучаем

Э/ cos В dz cos В
—  = --------- или —  = ------------ .
dy cos у оу cos у

Из формул (20.59) и (20.60) следует, что

д Р  дР  cos (3 ^

(20.60)

J  Р[х, у,  f ( x ,  y) ]dx =  -  J J dxdy.
dy  dz  c o sy  

Принимая во внимание формулу (20.40), находим

ду dz cosy Г

дР 
dz

ду dz cos у ^

= Я [ ^ с о в Р * ^ с “ 1г da.

Следовательно,

J  Р\х, у, f i x ,  y)]dx =  J J  cos р - - ^ - cos '

Из последней формулы и формулы (20.58) имеем

ЭР „ дР

da.

J p ( x ,  у, z)dx -  J J j  —  cosP -  —  cos У da.
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При соответствующих предположениях аналогично находим,
что

§ Q ( x , y ,  z)dy =  J J |  ^ c o s y - | ^ c o s c t
L a  V

г w  : r f  dR dR „ N
у R(x,y ,z )dz  =  JJ  I - c o s a - — cosp
F я  V *

da,

Складывая почленно последние три равенства, получаем форму
лу Стокса

j) Pdx + Qdy +  Rdz =  J J э е  эp

' < M _ d Q  
кду dz )

cosa-M  ——
\ a z  ox j

Эд: Эу , 

cosP

cosy-t-

f d P  Э/?Л
da.

Эту формулу можно переписать в виде

ixdy +

dR dQ , ( дР ЭR
э 7 ' э Г Г  э Г ' а Г

dzdx.

(20.61)

Замечание 1.
Последнюю формулу легко запомнить, заметив, что первое слагаемое в 

правой части то же, что и под знаком двойного интеграла в формуле Грина, 
второе и третье получаются из него круговой перестановкой (см. п. 5.8) 
функций P , Q , R  и координат х, у, г.

Замечание 2.
Если поверхность о  является плоской областью, лежащей в плоскости 

Оху, то формула Стокса переходит в формулу Грина, поскольку интеграл 
по dz  (в левой части) и интегралы по dydz, dzdx (в правой части) обраща
ются в нуль.
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02 
/£ D n

Z=Zl(x,y)

20.12.Формула Остроградского
Формула Остроградского1 выражает связь между тройным инте

гралом по пространственной облас
ти и интегралом по поверхности, ог
раничивающей эту область.

Рассмотрим стандартную (см. 
п. 19.7) пространственную область, 
ограниченную сверху поверхностью 
z -  z2(x, у), снизу -  поверхностью 
Z = z,(jc, у), а также боковой цилинд
рической поверхностью с обра
зующей, параллельной оси Oz.  Эта 
цилиндрическая поверхность выре
зает на плоскости Оху  область S  -  
проекцию V на данную плоскость 
(рис. 20.8).

Пусть функции R(x, у,  z) и 
Rz(x, у, z) определены и непрерывны в области V и на ее границе.

Поскольку (см. формулу (19.39))

а
<71 ' z=zi(x,y)

Рис. 20.8

dz

Z2̂ .y)
ЭЯ

dz
dz dxdy

г2<Х, ' ’) Л  Г»

~z~az = R(x,y, z) \  . ,J dz 'U-z,!*.»)
ziU.y)

= R [x, y, z2(x, y)] -  R [x, y,  z,(at, y)L

TO

=  J J у, z 2 (x, y)]dxdy -  J J R[x, y, z, (x, y)]dxdy.
dzv

1 Остроградский Михаил Васильевич (1801 -  1861) -  русский математик.
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Интегралы в правой части последнего равенства преобразуются 
в поверхностные: первый -  по верхней стороне поверхности а у  задан
ной уравнением z = Z2(x,  у),  второй -  по верхней стороне поверхности 
а ,,  заданной уравнением z -  Z^x, у), или со знаком минус -  по нижней 
стороне поверхности а ,.  Следовательно,

где первый интеграл берется по верхней стороне поверхности а 2, вто
рой -  по нижней стороне поверхности а ,.

Прибавив еще один интеграл по цилиндрической поверхности 
ст3, ограничивающей область V:

(на поверхности ст3 вектор нормали п перпендикулярен к оси Oz, 
cos y = 0), получим

где ст = а , + ст2 + ст3 — поверхность, ограничивающая объем V; интеграл 
берется по внешней стороне этой поверхности.

При соответствующих предположениях относительно области V 
и функций Q ( x , y ,  z ) ,  Q'y( x , y , z ) ,  Р(х,  у,  z ) , P ' ( x , y , z ) 

аналогично находим

JJ "  R(x,y ,z)dxdy  = J J  R(x,y ,z )cosyda  = 0



P ( x , y , z ) d y d z  -  JJ P ( x , y , z ) c o s a d a .

Складывая почленно последние три равенства, получаем форму
лу Остроградского

Ш 1
Э Р  Э Q Э R — + _ ^ + —  
дх ду dz

dxdydz = J J  Pdydz + Qdxdz + Rdxdy (20.62)

или

Щ ЭP dQ dR 
—  + — + —  
Эх dy dz

dxdydz = J J (/J cos a  + Q cos (3 + R cos y)do. (20.63)

Замечание.
С помощью формулы Остроградского можно найти выражение объема 

через интеграл по поверхности, ограничивающей лот объем. Действител!.-
Э Р dQ dR

но, подберем функции Р, Q, R так, чтобы —— I- —— Ь —— =  1, тогда
Эх Эу dz

Взяв, например, Р = ^  х , Q = — у  , R — — z , получим

=  -j J J  xdydz + ydxdz + zdxdy. ( 20 .64 )

20.13. Поток, расходимость, циркуляция, вихрь. Векторная 
формулировка теорем Остроградского и Стокса
Поток векторного поля через поверхность.
Обратимся снова к задаче о вычислении потока жидкости через 

данную поверхность (см. п. 20.7).
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Из формул (20.34) и (20.39) следует, что количество жидкости, 
протекающей в единицу времени через поверхность о , выражается 
формулой

П = J J  (Р  cos а  + Q cos |3 + R cos y)da.  (20.65)
О

Величина П называется потоком жидкости через поверхность 
а . Поскольку Р, Q, R  -  координаты вектора скорости, F  = {Р, Q, R],  
cos a , cos (3, cos у -  координаты единичного вектора нормали п к по
верхности и Pcos а  + Qcos р + Rcos у = Fn, формулу (20.65) можно за
писать в виде

П =  J J  F n d a  (20.66)
О

ИЛИ

П = J J  F„dc, (20.67)
С

где Fn — нормальная составляющая вектора скорости, т.е. проекция 
вектора F  на нормаль п:

Fn = Fn = | F  11 n | cos ф = | F  | cos ф

(ф -  угол между векторами F  и n; | n  | = 1, так как п -  единичный век
тор).

Потоком векторного поля F  через поверхность о  называется 

поверхностный интеграл J J  Fnd o , где Fn -  проекция вектора F  на
а

нормаль п к поверхности а .
Если F  -  скорость движения жидкости, то поток векторного по

ля F  через некоторую поверхность равен количеству жидкости, проте
кающей через эту поверхность в единицу времени.

Для векторного поля иной природы поток, разумеется, имеет 
другой физический смысл.
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Расходимость векторного поля.
Расходимостью, или дивергенцией, векторного поля 

F  = [Р, Q, R}  называется скалярная функция, обозначаемая через div F  
и определяемая формулой

d i v F  = —  +**0- + — . (20.68)
дх ду дz

Пусть F  = {Р, Q, R}  — вектор скорости жидкости, протекающей 
через область V. Интеграл в правой части формулы (20.63) выражает 
количество жидкости, вытекающей из области V  через поверхность а  в 
единицу времени (или втекающей в область V, если этот интеграл от
рицателен). Это количество жидкости выражается через тройной инте
грал по области V  от дивергенции вектора F.

Если div F  = 0, то и соответствующий интеграл по поверхности 
также равен нулю, т.е. количество вытекающей (или втекающей) жид
кости через любую замкнутую поверхность а  равно нулю; это значит, 
что отсутствуют источники (или стоки).

Пользуясь понятиями потока и расходимости векторного поля, 
формулу Остроградского можно представить в виде

J J J  div FdV =  J J  Fn do. (20.69)

Итак, тройной интеграл от дивергенции векторного поля по не
которому объему равен потоку этого векторного поля через поверх
ность, ограничивающую данный объем.

Циркуляция векторного поля.
Пусть векторное поле задано вектор-функцией

F = Р(х, у, z)i +  Q(x, у,  z )j +  R(x, у,  z)k,

а Г -  гладкая или кусочно-гладкая линия, на которой функции 
Р  -  Р(х, у , z), Q  = Q(x, у,  z), R = R(x, у,  z ) непрерывны. Циркуляцией 

•векторного поля F  вдоль линии Г  называется криволинейный интеграл

^Pdx + Qdy + Rdz = j  Fxdl, (20.70)
Г г
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где Fz — тангенциальная составляющая вектора F  на контуре Г, т.е. 
Fx = F t  =  Pcos а  + Qc os (3 + Rcos у (т -  единичный вектор касательной 
к линии Г, образующий с осями координат углы а , (3, у).

Если поле F  = {Р, Q, R}  является силовым, то его циркуляция 
вдоль линии Г представляет работу этого силового поля вдоль пути Г 
(см. формулу (20.25)).

Вихрь векторного поля.
Обратимся к формуле Стокса, т.е. к формуле (20.61). Правая 

часть этой формулы представляет собой поток вектора

dR dQ 
ду dz )

i +
дР dR
dz дх ,

J +
rdQ__dP_'  
Kdx ду ,

через поверхность а . Этот вектор называют вихрем (или ротором)  век
торного поля F  = {Р, Q, R}  и обозначают символом rot F.

Итак, по определению

ro tF  =
ду dz \  У /

1 + ( дР д R \  ( d Q  д Р Л
dz дх

J + дх ду
(20.71)

Чтобы запомнить это выражение для вихря векторного поля 
F  =  {Р, Q, Р}> представим его в виде символического определителя

rot F  -

i j к
Э э Э
дх ду dz
Р Q R

(20.72)

где i, j ,  k  -  орты координатных осей, а под «умножением» символа 
второй строки на некоторую функцию третьей строки понимается вы
полнение соответствующей операции дифференцирования (например, 

Э дР
—  г  означает ——). Разложив этот определитель по элементам первой 

сту
строки, получим правую часть равенства (20.71).

Пользуясь понятиями циркуляции и вихря, можно представить 
формулу Стокса в виде
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И = Я "  rot F  da
Г a

(20.73)

или

J  b\dl  = J J  (rot f)„  da. (20.74)
Г a

Таким образом, циркуляция векторного поля F  вдоль некоторо
го замкнутого контура Г равна потоку вихря этого векторного поля 
через поверхность, ограниченную данным контуром.

20.14.0ператор «набла». Потенциальное и соленоидальное 
поле
В п. 18.9 было определено понятие градиента скалярной функ

ции. Переход от скалярного поля и = и(х, у,  z ) к векторному полю 
grad и можно рассматривать как некоторую операцию, во многом ана
логичную по своим свойствам операции дифференцирования с той, од
нако, разницей, что в данном случае скаляру ставится в соответствие 
вектор (а при дифференцировании скаляру ставится в соответствие 
скаляр).

Операция перехода от и к grad и обозначается символом V 
(читается «набла») и называется оператором «набла») (V-оператором), 
или оператором Гамильтона1 . Итак, по определению

Vw = grad и = ^ - i  + j  + ^ -k . (20.75)
ox ay oz

Во многих случаях оператор V удобно рассматривать как симво-
Э Э Э

лическии вектор с координатами — , — , —  :
дх ду dz

V = + + (20.76)
дх ду oz

1 Гамильтон Уильям Роуан (Hamilton William Rowan, 1805 -  1865) -  английский 
математик и механик.
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а применение его к скалярной функции -  как умножение скаляра на 
этот вектор1:

Ум
. э . э э
I —  + 1—  + к —

Эх Эу  Эг
(20.77)

Найдем выражения для некоторых операций векторного анализа 
с помощью оператора «набла». Рассмотрим дифференцируемую век
тор-функцию

F = Р(х , у, z)i +  Q(x, у, z)j + R(x, у, z)k. (20.78)

Принимая во внимание определение дивергенции и сказанное 
выше, получаем

.. ЭР ЭQ dR '  
d ivF = — + ^ г -  + —  = 

дх ду dz
—  Р  + —  б  + —  R 
дх ду dz у

= VF,

(20.79)

т.е. дивергенция вектора F  равна скалярному произведению симво
лического вектора V на вектор F.

Выражение для вихря вектора (20.78) можно переписать так:

ro tF  = г дR dQ \  ( d P  dR
dy dz

l +
dz dx |J +

r d Q _ d P _Л 
dx dy

k =

д_ d_ d d Э Э
dy dz i + dz dx j  + Эх dy
Q R R P P Q

k  = [V ,F ].

Следовательно,

1 Как уже отмечалось, в связи с символической формулой (20.72) умножение символа 
Э Э Э

вида — , —  , —  на некоторую функцию означает дифференцирование этой функции 
дх ду дг

по соответствующей переменной.
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rotF = [V,F], (20.80)

т.е. вихрь вектора равен векторному произведению символического 
вектора V на данный вектор.

Считая, что функции Р, Q, R, входящие в формулу (20.78), име
ют непрерывные частные производные второго порядка, находим 
div rot F:

div rot F = —
dx

d 2R

dR_ _
Эу

d 2Q

dQ
dz dy

dP_ 
dz

dR 
dx

+ ■

d 2P d 2R d 2Q

dz

d 2P

dQ
dx

dP_
dy

= 0.
dydx d zdx dzdy dxdy dxdz dydz 

Итак,

d iv ro tF  = 0. (20.81)

С другой стороны,

div rot F = V rot F  = V[V, F] = VVF. (20.82)

Из двух последних формул следует, что

V[V, F] = VVF = 0. (20.83)

Этот результат можно интерпретировать так: смешанное произ
ведение трех векторов, среди которых два одинаковых, равно нулю, 
что согласуется с аналогичным равенством для обычных векторов.

Находим теперь выражение для rot grad и, считая, что функция 
и = и(х, у , z) имеет непрерывные частные производные второго поряд
ка. На основании формул (18.86) и (20.71) получаем (полагая в послед

ней формуле Р = Q =  R =  ^ L )  
дх ду oz

rot grad и - д Г э И д ( du ] ' э f 3 " ] Э (dii  V
ду [ d Z j dz dy\ /_

i +
dz Эл:V / dx . Эг 1 j  +
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"э ( d u > d ГЭм j
/

к =
dx dy\ J dy [d r  j \

Э2и d 2u л

 ̂ Э2м д2и V  (  д 2и д2и
J +

dzdy dydz 

к - О ,

i +

rot grad и = 0. (20.84)

С другой стороны, посредством формул (20.75) и (20.80) нахо
дим выражение для rot grad и через символический вектор V:

rot grad и = [V ,grad«] = [V, Vw]. 

Из двух последних формул следует, что 

[V, Уы] = 0.

(20.85)

(20 .86)

Равенство (20.86) означает, что векторное произведение двух 
символических векторов, отличающихся скалярным множителем, рав
но нулю. Этот факт также соответствует аналогичному факту для 
обычных векторов.

Пусть дана скалярная функция и -  и(х, у, z), имеющая непре
рывные частные производные второго порядка, и векторное поле ее 
градиента:

_  . Эм . Эм . Эм ,
F  = grad и = —  1 + —  1 н------к.

h  а /  Эг

Найдем выражение для div (grad и). В соответствии с формулой 
(20.68) получаем

Э2м Э2м Э2иЭ Э ( d  и л Э (  du 'j
Эх [ d x  J ч-----

Эу dy \ J У+ dz [ d z  J dx2 + dy1 dz2

. d2u d 2u d2u 
div(grad u) =  —-  + —  + — .

dx2 dy dz
(20.87)
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Правая часть этой формулы называется оператором Лапласа1 
от функции и и обозначается

Э и Э и  Э м  ооч

4 “  =  a 7 + V  +  a ? -  < 2 °  8 1

С учетом (20.75), (20.79) и (20.88) формулу (20.87) можно запи
сать так:

W u  =  A m (A = V 2) .  (20.89)

Замечание.
Уравнение

Э2и д2и Э2и „Дм = 0 или — -г + — — + — — = 0 (20.90)
дх2 ду2 дz 2

называется уравнением Лапласа. Функция и = и(х, у, г), удовлетворяющая 
этому уравнению, называется гармонической.

Векторное поле F  = P i + f i j  R k  называется потенциальным, 
если вектор F  является градиентом некоторой скалярной функции, т.е.

, Эм . Эм . Эм 
F = grad м = —  1 + —  j  +  —  к. (20.91)

дх dy dz

Из двух приведенных выражений для F  следует, что

/• = е  = — . *  = - •дх *  ду dz

В свою очередь, предполагая, что функция и = и(х, у, z)  имеет 
непрерывные частные производные второго порядка, из этих равенств 
получаем

1 Лаплас Пьер Симон (de Laplace Pierre Simon, 1749 -  1827) -  выдающийся французский
математик, физик, астроном.
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rot F = 0. (20.92)

Векторное поле F , для которого выполнено равенство (20.92), 
называется безвихревым. Следовательно, всякое потенциальное поле 
является безвихревым.

Справедливо и обратное заключение: всякое безвихревое поле 
является потенциальным.

Векторное поле F  = F(;e, у, z) называется соленоидальным, или 
трубчатым, если

Как уже отмечалось выше (см. п. 20.13), векторное поле, для ко
торого выполнено равенство (20.93), свободно от источников (или сто
ков).

Из равенства (20.81) следует, что поле вихрей данного вектор
ного поля является соленоидальным; оно свободно от источников.

20.15.Признак полного дифференциала
Рассмотрим криволинейный интеграл

Введем предварительно понятие односвязной пространственной 
области. Трехмерная область V  называется поверхностно односвязной, 
если для любого замкнутого контура у, принадлежащего этой области, 
найдется поверхность, целиком лежащая внутри V, имеющая данный 
контур своей границей. К таким областям относится шар; область, ог
раниченная эллипсоидом; область, заключенная между двумя концен

div F  = 0. (20.93)

(20.94)
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трическими сферами, и т. п. Примером поверхностно неодносвязной 
области может служить шар, из которого вырезан цилиндр.

Условия независимости криволинейного интеграла (20.94) от 
пути интегрирования и условия того, что выражение

Pdx + Qdy + Rdz (20.95)

является полным дифференциалом некоторой функции U(x, у, z), т.е.

dU  = Pdx + Qdy + Rdz, (20.96)

выражаются следующей теоремой.

Теорема 20.1.

Если функции Р -  Р(х, у, z), Q  = Q(x, у, z), R = R(x, у, z) и их 
частные производные первого порядка непрерывны в некоторой замк
нутой ограниченной поверхностно односвязной области V, то следую
щие четыре утверждения равносильны.

1. Криволинейный интеграл по любому замкнутому контуру, ле
жащему внутри V, равен нулю:

j> Pdx +  Qdy + Rdz — 0.

2. Криволинейный интеграл не зависит от выбора пути, соеди
няющего точки А и В  области V:

J" Pdx + Qdy + Rdz =  J  Pdx + Qdy + Rdz.
ACК ADR

3. Выражение Pdx + Qdy  + Rdz  является полным дифференциа
лом, т. е.

Pdx + Qdy + Rdz -  dU,

где U  = U(x, у, z) -  некоторая функция, определенная в области V.
4. Выполняются равенства



Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы проведем по схеме 1=> 2=> 3=>

а) 1=>2. В области V  рассмотрим два произвольных пути, соеди
няющих точки А и В, например АСВ  и ADB. Они составляют в сумме 
замкнутый путь ACBDA.  В соответствии с условием интеграл по лю
бому замкнутому пути, лежащему внутри V, равен нулю, поэтому

J  Pdx + Qdy  + Rdz = 0.
ACBDA

Поскольку

J  Pdx + Qdy + Rdz =  J" Pdx + Qdy + Rdz +
ACBDA ACB

+ J  Pdx + Qdy +  Rdz  = J  Pdx + Qdy + Rdz —
BDA ACB

-  J  Pdx +  Qdy + Rdz,
ADB

TO

J  Pdx + Qdy + Rdz =  J" Pdx + Qdy +  Rdz.
ACB ADB

Последнее равенство и означает, что криволинейный интеграл 
не зависит от пути интегрирования (зависит только от начальной и ко
нечной точек его).

б) 2=>3. Пусть интеграл (20.94) не зависит от пути интегрирова
ния. Если фиксировать точку A(;c0,;y0,z0), то интеграл будет функцией 

переменных x , y , z -  координат точки В(х, у,  z):

J  Pdx +  Qdy + Rdz — U (x , y, z).
AB

Покажем, что эта функция дифференцируема и что выполняется 
равенство (20.96). Для этого достаточно доказать, что первые частные 
производные функции U(x, у, z) существуют и соответственно равны

4=> 1.
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dU . э и  п .  . э и  ,
—  = Р(х, y ,z ) ,  —  = б (л , у, z ) , —  = Л(*. у, г ) . 
Элт о}’ dz

По определению

dU U(x + Ах, у, z) -  U (х, у, г)
---= lim ---------------------------
дх Д*-*° Ах

Величина AXU = U(x + Ас, у, z) -  U(x, y, z) представляет собой 
интеграл от выражения (20.95), взятого по пути, соединяющему точки 
В(х, у, z) и Bj(х + Ах, у, z). Поскольку по условию этот интеграл не за
висит от пути интегрирования, то путь можно считать отрезком BBV 
параллельным оси Ох. Таким образом,

= —  [ Pdx + Qdy +  Rdz =
Ах Ах JBBi

( x+ A x ,y . z )

= —  f  P(x, y, z)dx = P(x + 0Адс, у, z).
Ax J

( x , y , z )

(Последнее равенство получено на основании теоремы о среднем.) 
Следовательно,

= lim ^ -  = lim Р(х + 0Ас, у, г) =  Р(х, у, г), 
дх Д*-»0 Ах Д*-*0

поскольку функция Р(х, у, z) непрерывна.
Аналогично доказывается, что

dU dU
- z -  = Q(X, у, z ) , —  = R(X, у, z ) . 
ду dz

в) 3=>4. Если выражение (20.95) является полным дифференциа
лом некоторой функции, т.е. выполнено равенство (20.96), то

^  = Р(х, у, z ) , ¥ -  = Q(X,  y , z ) ,  =  R(x, у, z ) . (20.98) 
дх dy dz
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Последние равенства следуют из равенств (18.46) и (20.96).
По теореме о смешанных производных отсюда получаем

d Q _ _ d 4 j_ = d 2U_= dP_ де  = э я  
дх дудх дхду ду ’ дх ду

Аналогично доказывается, что

dR _  dQ дР _  ЭR 
ду dz ’ dz dx

г)4=>1. Пусть выполнены равенства (20.97), L -  произвольный 
замкнутый контур, принадлежащий области V, а  — поверхность, цели
ком лежащая внутри V, для которой L является границей, тогда из 
формулы Стокса (см. (20.61)) следует, что

Pdx + Qdy + Rdz — 0.

Теорема доказана.

Замечание.

Для криволинейного интеграла J  Pdx + Qdy условие (20.97) принима-
I

ет вид

dQ  дР
,  ■ (20.99)

ах оу

Глава 21 
ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

Рядом называется выражение вида

У.Щ = и, + и2 +и} + ... + ut + ..., 
t-1

где { Щ) -  последовательность чисел или функций; И\, Иг, М3, .... Щ, ... назы
ваются членами ряда. Если члены ряда -  числа, то ряд называется числовым, ес
ли члены ряда -  функции, то ряд функциональный.
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21.1. Сходимость и расходимость числовых рядов

Рассмотрим числовой ряд

X
= а, + а2 + а 3 + ... + а* + .. . ,  (21.1)

*=i

где {а*} -  последовательность чисел. В дальнейшем слово «числовой» 
будем опускать и говорить просто ряд.

Ряд (21.1) задан, если известен его член

ак=ц>(к) (к=  1, 2, 3, . . .) ,  (21.2)

т.е. задана функция натурального аргумента к.
Сумма п первых членов ряда называется его п-й частичной 

суммой. Если п-ю частичную сумму ряда (21.1) обозначить через S„, то 
по определению 5] = щ, S2 = + а2, Sy = а х + а2 + а3, ...,

S„= а\ + а2 + аз + ... + а„. (21.3)

Конечный или бесконечный предел последовательности час
тичных сумм ряда называется суммой данного ряда. Обозначим эту 
сумму через S, тогда по определению

S = lim Sn. (21.4)
п —>х

Ряд, имеющий конечную сумму, называется сходящимся. Для 
сходящегося ряда (21.1), имеющего сумму S, употребляется запись

5 = ] Г а *. (21.5)
Дг=1

Если предел последовательности частичных сумм бесконечен 
или не существует, то ряд называется расходящимся.

Необходимое и достаточное условие сходимости числового ряда 
выражается следующей теоремой, приводимой здесь без доказательства.
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Ряд ^У'а„ сходится тогда и только тогда, когда для любого
Л =  1

е > 0 существует такой номер N  = N(t), что при всех п >  N  и любом 
целом р >0 выполняется неравенство

Теорема 21.1 (критерий Коши).

\ а п + а * м  + - - -  +  а п+Р < е ъ ,
к=п

< г.

Пример.

Исследовать, при каких значениях q сходится ряд ^  ад"'1.
Л=1

Члены этого ряда образуют геометрическую прогрессию со знаменате
лем д. Будем кратко называть этот ряд геометрической прогрессией или 
геометрическим рядом. Поскольку

Sn = a  + aq + aq2 + . . .  + aqn~l, qSn = aq + aq2 + aq3 + . . .  + aq" , 

S „ -q S n = a -a q " , Sn( l - q )  = a ( l - q n),

то при q Ф 1

a ( l - q n)
S = -

1 - q

Из последнего равенства видно, что наличие предела п-й частичной 
суммы ряда зависит от величины q, а именно:

1) при I^ I< 1 Wmq" = 0 , lim Sn -  °  , S = °  ;
„-ж ] _ q  1 -  q

2) при \q  > 1 lim q" =  lim S = оо, ряд расходится;
Л-»оо Л-»“>

3) при q = 1 ряд принимает вид а + а + ... + а + ... , для него S„ = па, 
lim Sn = оо ; ряд расходится;
П-4»

4) при q = -1 ряд принимает вид а — а + а —... + (-1 )”~1а + ... , для него 
S2m = 0, S2m+1 = а, последовательность частичных сумм не имеет предела;
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и только тогда, когда I q | < 1; ее сумма выражается формулой S = ------ .
_______________________________________ __________________________________________________________________ 1 ~ < ?

Остатком ряда после п-го члена (или п-м остатком) называется 
ряд, полученный из данного отбрасыванием его первых п членов.

Теорема 21.2.

ряд расходится. Следовательно, геометрическая прогрессия сходится тогда

Ряд и любой его остаток одновременно сходятся или расходят
ся.

Д о казател ь ство .
Рассмотрим ряд (21.1) и его остаток после п-го члена, т.е. ряд

Ял+1 + О.П+2 + Я/1+3 + • • • • (21.6)

Пусть

S„= а, + а 2 + ... +а„ (п = 1 ,2 , . . . )

есть частичные суммы ряда (21.1),

= a„+i + а „+2 + . . .+ а п+т (т =  1 ,2 , . . . )

есть частичные суммы ряда (21.6). Очевидно, что

Sn+m = S„ + am. (21.7)

Из этого равенства следует, что при фиксированном п конечный 
предел lim  Sn+m существует тогда и только тогда, когда существует

конечный предел lim  о т. Это означает, что ряд (21.1) сходится тогда
т—►<*>

и только тогда, когда сходится ряд (21.6).
С л е д с т в и е .  При исследовании вопроса о сходимости ря

да можно отбросить конечное число его первых членов.
Пусть ряд (21.1) сходится, тогда сходится и остаток данного ря

да после /г-го члена. Сумму остатка обозначим через г„:

1~п — л̂+1 ^л+2 ^л+З + ■ ■ • •
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Если в равенстве (21.7) перейти к пределу при т—» °°, то получим 
S = S„ + г„. Отсюда следует, что

lim r„= 0 . (21.8)
Л—»*»

21.2. Необходимый признак сходимости ряда
Необходимый признак сходимости ряда выражается следующей 

теоремой.

Теорема 21.3.

Если ряд (2 1.1) сходится, то его п-й член стремится к нулю при 
п-*°°,т .е.

lim a „ = 0 . (21.9)
Л—» оо

Д о ка за тел ь ств о .
Рассмотрим частичные суммы ряда (21.1):

Sn-1 = d] + С12+ яз + • • • + Дл-Ь

Sn= ci] + а2 + а3 + ... + а„_ | + ап.

По условию ряд сходится. Обозначим его сумму через S, тогда 
lim  5 Л_, =  S , lim  Sn =  S .П—И»

Так как а„ = Sn-  S„_i, то

lim ап = lim(S„ -  5Л_,) = S -  S = О,
П—>оо п—

что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е .  Если n -й член ряда не стремится к нулю при 

л —> оо, то ряд расходится.
Допустив противное (ряд сходится), получим по теореме, что 

lim  ап =  0 .  Наличие противоречия доказывает следствие.
П—̂оо
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’Г 1 п + 3 
Выяснить, СХОДИТСЯ ЛИ ряд У

Поскольку

П ример.

, 2п + \п = 1

п + 3 1lim а„ = l im --------= —,
п—>°° п— + l 2

т.е. л -й  член ряда не стремится к нулю при п — то ряд расходится. 

З а м е ч а н и е .
Признак, выраженный условием (21.9), не является достаточным. Дру

гими словами, может оказаться, что l im ап = 0 ,  а ряд расходится. Рас-
л—

смотрим, например, так называемый гармонический ряд, т.е. ряд

У  I = i + I + I + . . ( 21 .Ю)
± -‘ п 2 3 п
Л=1

1 ,• ,■ 1 ^Для этого ряда а п — — , l im a n =  lim — = 0 , г.е. выполнено условие 
п л_>“ п

(21.9), но ряд расходится. Предположим противное, т.е. что ряд сходится. 
Обозначим его сумму через S, тогда

Н т 5 л = 5 ,  Н т 5 2л= 5 ,  lim ( s2„ ~ ^ n ) = S - S  = 0,
Л - ) 00 Л — / | —>оо

что противоречит неравенству

1 1 1 1 1Si* ~~ —-------1---------f-... н-----> п ■ —-------
п +  1 п + 2 2 п 2п 2

Следовательно, гармонический ряд расходится.

21.3. Признаки сходимости рядов с положительными 
членами
Будем рассматривать числовые ряды с положительными члена

ми. Установим признаки, с помощью которых можно исследовать, схо
дится ли данный ряд на основании сравнения его с другим сходящимся 
или расходящимся рядом. Эти признаки выражаются следующими тео
ремами.
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Теорема 21.4.

Если каждый член ряда с положительными членами

^ ^ а п = а { + а 2 + ... + а„ +  ... (21.11)
п= 1

не превосходит соответствующего члена ряда

' ^ b n = b l +b2+ ... + bn+ ...  (21.12) 
Л = 1

и ряд (21.12) сходится, то сходится и ряд (21.11); если ряд (21.11) 
расходится, то расходится и ряд (21.12).

Д о к а з а т е л ь с т в о .
По условию

О < ап< b„ (п = 1, 2, 3, ...) . (21.13)

Обозначим через S„ и ст„ л -е  частичные суммы рядов (21.11) и 
(21.12) соответственно:

S„ = а х + а2 + ... + ап, оп = Ьх + Ь2 + ... + Ь„. (21.14)

Так как ряд (21.12) сходится, то последовательность {о„} его 
частичных сумм имеет предел и поэтому ограничена сверху: это оз
начает, что существует такое число а, что а„< а  для всех п. Поскольку 
Sn< а„, то Sn< а  для всех п, т.е. последовательность {5„} также огра
ничена сверху. Эта последовательность является возрастающей (члены 
ряда положительны, с увеличением числа слагаемых возрастает сум
ма), поэтому {£„} имеет предел (см. теорему 10.16), т.е. lim  Sn = S , ,

П—
что и требовалось доказать.

Если ряд (21.11) расходится, то ряд (21.12) также будет расходя
щимся. Допуская противное (ряд (21.12) сходится), получаем, что дол
жен сходиться и ряд (21.11), а это противоречит условию.
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Замечание.
Теорема верна и в случае, если условие (21.13) выполняется начиная с 

некоторого номера я0 (так как отбрасывание конечного числа членов ряда 
не влияет на его сходимость, см. п. 21.1).______________________________

Теорема 21.5.

Если существует предел

lim —  = с (0 < с < + °° ) , (21.15)
К

то ряды с положительными членами (21.11) и (21.12) одновременно 
сходятся или расходятся.

Д о казател ь ство .
Равенство (21.15) означает, что для любого е > 0 существует та

кой номер N, что при всех п >  N  выполняется неравенство

а*—  — с 
Ь.

< е,

откуда

- е  < —— с < е, с -  е < —  < с  + е (и > Л 0 . 
Ь. Ь

Взяв е < с и обозначив с - Е  = т (т >  0), с + е = М  (М  > 0), по
лучим

т < —  <М  или mbn < а п < Mbn (п > N),
Ь.

поэтому

m a„< S n <M a„, (21.16)

где Sn и а„ -  п-е частичные суммы рядов (21.11) и (21.12) соответст
венно.
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Пусть ряд (21.12) сходится, тогда, очевидно, сходится и ряд

У  МЬЛ = МЬ{ + МЬг + МЬЪ + __  (21.17)
/1=1

Отсюда из неравенства а„ < МЬ„ по теореме 21.4 получаем, что сходит
ся и ряд (21.11). Если ряд (21.11) сходится, то из неравенства mbn < а„ 
и теоремы. 21.4 следует, что сходится ряд

У  mbn — mb, + mb2 + тЬъ + . . . ,  (21.18)
П=1

тогда, очевидно, сходится и ряд (21.12).
Таким образом, доказано, что из сходимости ряда (21.12) следу

ет сходимость ряда (21.11) и обратно. Утверждение теоремы о расхо
димости рядов доказывается методом от противного.

21.4. Признак Д'Аламбера. Признак Коши
В этом параграфе также рассматриваются ряды с положитель

ными членами.
Признак Д'Аламбера1 выражается следующей теоремой.

Теорема 21.6.

Если существует предел

= (21.19)
»—  а„

то ряд сходится при / < 1 и расходится при / > 1.
Л =  1

Доказательство.
Равенство (21.19) означает, что для любого е > 0 существует та

кой номер N, что при всех п >  N  выполняется неравенство

1 Д ’Аламбер Жан Лерон (d ’Alembert Jean le Rond, 1717 -  1783) -  французский математик 
и историк.
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Пусть /< 1 .  Выберем е > 0  так, чтобы / + е < 1 ,  и обозначим 

l + z = q, q <  1. Из неравенств (21.20) следует, что а"+] < q или
ап

ап+1 < anq при п >  N. Полагая в последнем неравенстве п = N + 1, 

п = N  + 2, п = N  + 3, ..., получаем

aN+2 < aN+\Ч' aN+3 < aN+2Ч < aN+\Ч ' aN+ 4 aN+'SCl  ^  °N+\Q > • • • •

Следовательно, начиная с номера N  + 2  все члены данного ряда 
не превосходят соответствующих членов геометрической профессии. 
Поскольку эта прогрессия сходится (q <  1), то сходится остаток после 
(N  + 1)-го члена; на основании теоремы 21.2 сходится и данный ряд.

Пусть / > 1. Выберем е > 0 так, чтобы I -  е > 1, и обозначим l - e  = q, 
q > 1. Из неравенств (21.20) следует, что

q < —2±L, я „+1 > anq ,n  = N + l , N + 2 ,  . . . .
ап

Это означает, что начиная с номера N + 1 члены ряда возраста
ют. В этом случае не выполняется необходимый признак сходимости и 
ряд расходится.

Признак Коши выражается следующей теоремой.

Теорема 21.7.

Если существует предел



lim ifa^ = I,
n->°° * (21 .2 1 )

то ряд \ а л сходится при I < l и расходится при I > 1.

Д о казател ь ств о .
Условие (21.21) означает: для любого е > 0 существует такой но-

Пусть / <  1. Выберем е > 0  так, чтобы / + е < 1 .  Обозначим 
I + е -  q, тогда q  < 1. Из неравенств (21.22) следует, что

Итак, каждый член ряда начиная с номера N  меньше соответст
вующего члена сходящейся геометрической прогрессии (q < 1), поэто
му данный ряд сходится.

Пусть / > 1. Выберем е > О так, чтобы / -  е > 1, тогда q = / -  е > 1. 
Из неравенств (21.22) следует, что

В этом случае не выполняется необходимый признак сходимости и ряд 
расходится.

Пример 1.

мер N, что при всех n>N выполняется неравенство 'yfa~ — I < £ и л и

(21 .22 )

(q > 1, п >N).

п

Исследовать, сходится ли ряд

Так как

а
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то данный ряд расходится. 

Пример 2.
л

Исследовать, сходится ли ряд

Поскольку

/

Ъп + 2
п

= lim ---------= —
п~>°° Зп + 2 3

= - < 1 ,

то ряд сходится.

21.5. Интегральный признак сходимости
Интегральный признак сходимости выражается следующей тео

ремой.

Теорема 21.8.

Дан ряд с положительными членами

(21.23)

и несобственный интеграл

J /  (x)dx. (21.24)

Если при х  > 1 функция fix) непрерывна, положительна и не возраста
ет, а в точках х - п  принимает значенияfin ) = Ью то ряд (21.23) и не
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собственный интеграл (21.24) одновременно сходятся или расходят
ся.

Доказательство.
Если п < х  < п + 1, то f(n) >f(x) >f(n + 1), откуда

л + 1  л + 1  л +1

j f ( n ) d x >  ^f ( x ) d x >  J f (n+\ )dx;
л  л  л

л + 1

f ( n ) >  j f ( x ) d x > f ( n  + 1). (21.25)
Л

Суммируя члены неравенств (21.25) от n = 1 до п = т,  получаем

т  т

) f ( x ) d x > ^ f ( n  + iy,
п  =  [ 1 Л =  1

т  т + }  т + 1

£ / ( п ) >  ]/(*)<& > £ / ( л ) - / ( 1 ) ,

т.е.

т  " * + |  /л+1

-  J
л =1  j

ИЛИ

/п+ \
5т > | / и № > 5 т+ |-Ь , .  (21.26)

I

ев т + 1

Если интеграл (21.24) сходится и J f (x)dx  = /  , то J f(x)dx < 1
1 1 

при любом натуральном т.  Следовательно,
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m+l

l f ( x ) d x ^ b l + I = C
i

или

S. й С  (n = 1,2,3.......C >  0).

Tax ш  {5.} -  монотонно возрастающая и офаниченная после
довательность, то существует lim  Sn =  S,  т.е. ряд (21.23) также схо-

собственный интефап также сходится.
С помощью интефального признака можно доказать, что ряд

где р  -  любое вещественное число, сходится при р  > 1 и расходится 
при р й 1 .

Действительно, - сходится при р  > 1 и расходится при р  < 1
I ~

(см. п. 16.10). Этот ряд называется рядом Дирихле.

Замечание.
Теорема верна и в случае, если нижний предел в несобственном инте

грале (21.24) равен а {а > 0) и равенство fin) = b„ выполняется для п> т 
(т £ а). _______

21.6. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница
Знакочередующимся рядом называется ряд, у которого любых 

два члена с номерами п и п + 1 (л = 1, 2, 3, . . .)  имеют противополож
ные знаки, т.е. ряд вида

дится. Если ряд (21.23) сходится и У  =  В , то Sm< В при любом т.
П—1

m+l

Из неравенств (21.26) следует, что <  В при любом т. Не-

(21.27)
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] T ( - l ) " +1a„ = a , - a 2 + а ъ- а л + . . .  + { - l )n+lan + .. . ,  (21.28)
л = 1

гдеа,, > 0 (n = 1, 2, 3, ...).

Теорема 21.9 (признак Лейбница).

Знакочередующийся ряд (21.28) сходится, если модули его чле
нов убывают с возрастанием п и общий член стремится к нулю, т.е.

Д о ка за тел ь ств о .
Рассмотрим частичные суммы ряда (21.28) с четными и нечет

ными номерами:

Преобразуем первую из этих сумм:

S2m= ( a l - a 2) +  (ai - a 4) +  ... +  ( а 2„м  - а 2т),

$ 2 т  ~  а \ ~  ( а 2 ~  а ъ )  _  ( а 4 ~  а 5 )  _  • ' • — ( а 2 т -2  ~  a i m - \  )  ~~ а 2т •

В силу условия (21.29) разность в каждой скобке положительна, 
поэтому S2m > S2m_2 и Sim < a i Для всех т. Итак, последовательность 
четных частичных сумм {S2m} является монотонно возрастающей и ог
раниченной. Она имеет предел, который обозначим через S, т.е. 
lim  S2m =  S . Поскольку S2m+\ = 52m + Ягш+ь т0> принимая во внимание

ап+х< а п (и =  1 ,2 ,3 , . . . ) (21.29)

и

(21.30)

$2т+\ ~ а1 аг + а ъ ■■■ + а2тЧ ^2т+ а 2т+Г

предыдущее равенство и условие (21.30), получаем

l i m  S 2 „ - l  =  l i m  ( s 2m  +  a 2m + | )  =
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=  l i m  S 2 m  +  l i m  f l 2 m + l = 5  +  0 = 5 .m-̂ oe m—► <*■

Итак, последовательности частичных сумм данного ряда соот
ветственно с четными и нечетными номерами имеют один и тот же 
предел S. Отсюда следует, что последовательность всех частичных 
сумм ряда имеет предел 5; lim  Sn = S , т.е. ряд сходится.

Пример.
Исследовать, сходится ли ряд

V  (-1) 1 1 1 (-1)> — —  = 1 - -  + - - -  + . . .+ — ----+ . . . .  (21.31)
*-! п 2 3 4 п

Этот ряд является знакочередующимся. Он сходится, поскольку удов
летворяет условиям теоремы

1 1 1 „------ < — (/1 = 1, 2, . . .) ,  lim — = 0.
и + 1 п п

Оценка остатка знакочередующегося ряда определяется с помо
щью следующей теоремы.

Теорема 21.10.

Сумма остатка знакочередующегося ряда, удовлетворяющего 
условиям теоремы Лейбница, имеет знак первого оставшегося члена и 
не превосходит его по модулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Рассмотрим остаток ряда (21.28) после 2т членов. Пусть -  

его сумма, ст„ -  п-я частичная сумма, тогда

Г2т ~  а 2т Н  ~  Я 2и+2 +  а 2т+3 ~  Я 2т+4 +  °2 т + 5  ~  ' • • ’

° 2 п ~  ( a 2m+l ~  а 2т+2 )  +  ( Q 2m+3 ~  а 2т+4 )  +  ■■• +

+ ( a 2 m + 2 n - l  —  ° 2 т + 2 п ) ’

° 2 л  =  а 2т+[ ~  ( а 2т+2 ~  а 2т+3 )  — • • • — а 2т+2п ■

Так как выполнены условия теоремы 21.9, то о 2„ > 0 и а 2п < а 2т+\ при 
всех п, т.е. 0 < а 2„ < a2m+i (п = 1, 2, 3, ...) , откуда

5 Зак. 2642 1 29



И ш а2л < a 2m+1 или r2m < a 2m+vn—»«

Аналогично доказывается, что сумма \ остатка ряда после 
2m—1 членов ( r ^ i  = - а ^  + Ягт-н- <22*1+2 + аъп+ъ-■■■) удовлетворяет ус
ловиям 0 < г2m~i < агт, Т.е. r ^ i  < 0 и | г ^  I < а ^ .

Следовательно, независимо от четности или нечетности п

\ ф а п+1. (21.32)

21.7. Абсолютная сходимость рядов
В этом параграфе будем изучать ряды, члены которых являются 

действительными числами любого знака. Пусть дан такой ряд

= и1 +и2 +и3 + .. .  +  «* + . . . .  (21.33)
*=i

Рассмотрим ряд, составленный из модулей членов данного ряда: 

X  К Н м1 Н м2 Н мз| +  --- +  К |  + --- ■ (21.34)

Теорема 21.11.

Если ряд (21.34) сходится, то сходится и ряд (21.33).

Доказательство.
Поскольку ряд (21.34) сходится, то в силу критерия Коши (тео

рема 21.1) для любого е > О существует такой номер N = /V(e), что при 
всех п >  N и любом целом р >  О выполняется неравенство

Ё п+р
К 1 = 2 Ы < е .

Так как
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то
п+р

i-< е. Это означает, что ряд (21.33) также сходится.

Замечание.
Из сходимости ряда (21.33) не следует сходимость ряда (21.34). Напри- 

 ̂ |
мер, ряд /  (—1)л+1 — сходится (см. п. 21.6), а ряд из модулей его членов

, пл=1
расходится (гармонический ряд, см. п. 21.2).

Знакопеременный ряд называется абсолютно сходящимся, если 
сходится ряд из модулей его членов. Например, ряд

(-1 Г
, о*

=  1 _ I + J _______ L +

2 22 23

является абсолютно сходящимся, поскольку сходится ряд из модулей

его членов, т.е. ряд (геометрическая прогрессия со знаменате
л е  ^

лем q = 0,5, | q | < 1).
Знакопеременный ряд называется неабсолютно сходящимся {ус

ловно сходящимся), если он сходится, а ряд из модулей его членов рас-
(-!)"♦>

ходится. Например, ряд 

(см. замечание).

является неабсолютно сходящимся
Л=1

21.8. Действия над рядами
Произведением ряда

= а, + а 2 + а 3+. . .  + ал +. . . (21.35)

на число с называется ряд
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сап -  са[ + са2 + са3 +... + сап + ... . (21.36)

Теорема 21.12.

Если ряд (21.35) сходится, то ряд (21.36) также сходится, 
причем

£ с а „ = с ] Г я я. (21.37)
л=1 п=\

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Обозначим через s„ и а„ n -е частичные суммы рядов (21.35) и 

(21.36), т.е.

sn = ах + а2 + ... + ап, а п = са\ + са2+ ... + са„.

Очевидно, ст„ = csn. Если ряд (21.35) сходится и его сумма равна А, т.е. 

lim  sn =  А, У  а п =  А, то
П=1

lim а„ = Иш(с5,л) = с lim sn = сА,
П—*<х> Л— Л—»<*>

т.е.

Х са" =cA=cX a"-
/1=1 П=1

Кроме ряда (21.35) рассмотрим ряд

'^^bn = b l +b2+ ... + bn + —  (21.38)
п~ 1

Суммой двух рядов (21.35) и (21.38) называется ряд
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+bn) - ( a  1 + ь ,)  +  (а2 +fe2) + ... 

■ ■■ + (a„+bn) + ... .
(21.39)

Аналогично определяется разность рядов (21.35) и (21.38):

~ Ьп)^^а\ ~Ьх) + (а2 - Ь г) + ... (21.40)

Теорема 21.13.

Если сходятся ряды (21.35) и (21.38), то сходятся их сумма и 
разность, причем

Х К + М  = Х « л  + 2 Л ’
Л =  1 Л =  1 Л =  1

£ ( « . - * » )  = £ в . “ Х ь«-
п= \ п = 1

(21.41)

Д оказательство .
Обозначим соответственно через s„, s ' , а„ п-с частичные сум

мы рядов (21.35), (21.38), (21.39):

s„ = a i + a 2 +.. .  + a„, s'„ = b, + b 2 +  ... +  b n, 
o„ = (a, + 6,) +  (a2 + b2) +  ... +  (an + b„).

Очевидно, ст„ = sn + s'n. Если ряды (21.35) и (21.38) сходятся, т.е.

lim ^n =А , A = Y  ап, lims'n - B ,  B = Y b n,
П—**>

ТО
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Аналогично доказывается второе из равенств (21.41). 
Произведением двух рядов (21.35) и (21.38) называется ряд

сп = с 1+ с 2 +. . .  + с„+. . . , (21.42)

где

с п = аА  +аА - 1  + —  + а„Ь1 (п = 1 ,2 ,3 ,. . .) .  (21.43)

Отметим без доказательства, что если ряды (21.35) и (21.38) схо
дятся абсолютно, то их произведение, т.е. ряд

также сходится абсолютно и его сумма равна АВ.
Доказательство этого утверждения приведено, например, в [14].

Замечание.
Правила действий над рядами не всегда совпадают с правилами дейст

вий над конечными суммами. В частности, в конечных суммах можно про
извольно менять порядок слагаемых, как угодно группировать члены, сум
ма от этого не изменится. Слагаемые конечной суммы можно складывать в 
обратном порядке, для ряда такой возможности нет, ибо у него не сущест
вует последнего члена.

В ряде не всегда можно группировать члены. Например, ряд

(21.44)

1 -1 +  1 -1 +

является расходящимся, так как



j2m = 0 (m= 1,2,3, ...), *2»+i = l (m = 0, 1,2,. . .)

и нет предела его частичны х сумм. П осле группировки  членов

(1 -  1) + (1 - 1 ) + . . . +(1 -  1) + ... = 0  + 0 + . . . + 0  + ... =0

получаем сходящ ийся ряд, его  сумма равна нулю . П ри  другой  группировке 
членов

1 - ( 1 - 1 ) - а - 1 ) - . . . - ( 1 - 1 ) - . . .  = 1 - 0 - 0 - . . . - 0 - . . .  = 1

получаем сходящ ийся ряд, сумм а которого равн а  единице.
Приведем без доказательства две  теорем ы  (доказательство их мож но 

найти, например, в книге [14]).

Теорема 21.14.

Перестановка членов абсолютно сходящегося ряда  не нарушает его 
сходимости, сумма ряда при этом остается прежней.

Теорема 21.15.

Если ряд сходится неабсолютно, то путем надлеж ащей перестановки 
его членов всегда мож но придать сумме ряда произвольное значение и да
же сделать ряд расходящимся.

Глава 22
ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ

В этой главе изучаются функциональные рялы, степенные ряды, их свойства и 
приложения.

22.1. Сходимость функциональных последовательностей и 
рядов
Рассмотрим последовательность функций

/ , ( * ) ,  f 2(x ) , .. . , / „ ( * ) ,  . . . .  ( 2 2 . 1 )

Зафиксировав х  = х0 , получим числовую последовательность
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/,(Ло), f 2(x0l  . . . , fn(x^), (22 .2 )

Функциональная последовательность называется сходя
щейся в точке jc0, если сходится соответствующая числовая последова
тельность {f„(xQ)}.

Последовательность (22.1) называется сходящейся к функции 
f(x) на множестве X, если для всех хе X

lim f„(x) = f(x) .  (22.3)
п —>°°

Последнее равенство означает следующее: для каждого х в Х  и 
любого числа е > О можно указать такой номер N, что при всех п > N  
выполняется неравенство

\ f i x ) - f n ( x ) \  < е. (22.4)

Очевидно, номер N  зависит от значения х е Х  и числа е > 0, т. е. 
N  = N(e,x).

Пусть дан функциональный ряд

' £ и п(х) = и1(х) + и2(х) + ... + ип(х) + . . . . (22.5)
Л=1

Зафиксируем некоторое значение х = xQ, получим числовой ряд

' £ lu„(x0) = Ui(x0) + u2(x„) + ... + un(x0) + . . . . (22.6)
л=1

Если числовой ряд (22.6) сходится, то значение jcq называется 
точкой сходимости функционального ряда (22.5). Множество всех 
точек сходимости функционального ряда называется областью его 
сходимости. Если числовой ряд (22.6) расходится, то xQ называется 
точкой расходимости функционального ряда (22.1).

Функциональный ряд называется сходящимся на некотором 
множестве, если он сходится в любой точке этого множества.

Функциональный ряд (22.5) называется абсолютно сходящимся 
на множестве X, если на нем сходится ряд из модулей его членов:
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Поскольку каждой точке х0 сходимости ряда (22.5) ставится в 
соответствие определенное значение суммы ряда (22.6), то сумма схо
дящегося на множестве X  функционального ряда (22.5) является функ
цией переменной х. Обозначим эту функцию через Six), тогда

S(jc) =  lim S,(jc), (22.8)

где S„(x) -  п-я частичная сумма ряда (22.5), т. е.

5„ (х) = и, (*) + и2(х) + ... + ип (х). (22.9)

Остатком функционального ряда (22.5) после n-то члена (или 
/i-м остатком) называется ряд, полученный из данного отбрасыванием 
п его первых членов.

Отметим, что функциональный ряд (22.5) и любой его остаток 
на множестве X  одновременно сходятся или расходятся.

Пусть функциональный ряд (22.5) сходится на множестве X, 
S(х) -  его сумма, S„ — его п-я частичная сумма. Тогда на множестве X  
сходится и остаток данного ряда после п-го члена. Сумму остатка обо
значим через г„(х):

'■„W = 'V 1 (X) + Un+2(x) + ип+3(х) + ... (22.10)

Очевидно, для всех х е Х

S(x) = Sn(x)+rn(x). (22.11)

Отсюда следует, что для всех х е Х

lim гл (х) = 0. (22.12)

Замечание.
Каждому функциональному ряду (22.5) можно поставить в соответст

вие функциональную последовательность, т. е. последовательность его 
частичных сумм (22.9):
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п

Sn(x) = '^ u k(x), и = 1,2,3
*=I

С другой стороны, каждой функциональной последовательности (22.1) 
соответствует функциональный ряд

/,(*) + t/jW  _ / tW ] + • • • + \fnix) (j:)] + ... ,  (22.13)

для которого частичные суммы будут равны соответствующим членам по
следовательности {f„(*)}, т. е. S„(x) = f„(x).

Это дает возможность каждую теорему, доказанную для функциональ
ных рядов, перефразировать в соответствующую теорему для функцио
нальных последовательностей, и наоборот.

22.2. Равномерная сходимость функциональных 
последовательностей и рядов
Введем два эквивалентных определения равномерной сходимо

сти последовательности функций {/„(*)} к функции fix) на множестве 
X. Обозначим через р„ верхнюю грань модуля разности f ix)-f„(x)  на

этом множестве, т. е.

P„ = s u p |/ ( * ) - / „  (*)|. (22.14)
шХ

Функциональная по
следовательность {fn(x)} на
зывается равномерно сходя
щейся к fix) на множестве X, 
если для любого числа е > О 
можно указать такой номер 
N  = N (t) (не зависящий от х, 
а только от е), что при п >  N

| / ( * ) - / „  00 |<е. (22.15)

Функциональная последовательность {fn(x)} называется равно
мерно сходящейся к fix )  на множестве X, если

р„—> 0 при п—> (22.16)

Рис. 22.1

и всехлсеХ выполняется неравенство
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где р„ определяется формулой (22.14).
Легко видеть, что из первого определения следует второе и об

ратно.

Пример 1.
Исследовать сходимость функциональной последовательности 

f„(x). = xл, п = 1, 2, 3, ... , на отрезке [0, 1].
Если 0<х < 1, то х”—>0 при п—»оо; если х = 1, то/„(1) = 1. Последователь

ность {х") сходится к функции

На отрезке [0, 1] сходимость будет неравномерной, так как р„ не стремится 
к нулю при Действительно,

при п— р„ не может стремиться к нулю.
На любом отрезке [0, q \, где q  < 1, последовательность {Xя } равномерно 

стремится к функцииДх) = 0. В самом деле,

q”—>0 при п— р„—>0 при п— На рис. 22.1 изображены графики функ- 
ций/„(х) = х? (п = 1, 2, 3,4, 5) и график функции fix) = 0._________________

Рассмотрим сходящийся на множестве X  функциональный ряд

Р„ = sup | / ( х ) - /„ ( х ) |  = 1 ,
ле10,1]

Р„ = sup |/ ( х ) - /„ ( х ) | = sup U" =<Л P„ =9";

^ \ л(х) = и1(х) + и2(х )-К .. + и„(х) + . . . ,  (22.17)

для которого

Jn(x) = U1(x) + H2(x) +  ... +  Mn(x ),s(x ) = lim J„(x),
(22.18)

s(x) = sn (x) + rn (x), rn (x) = s(x) -  sn (x);
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Функциональный ряд называется равномерно сходящимся на не
котором множестве, если последовательность его частичных сумм схо
дится равномерно на этом множестве.

Принимая во внимание определения равномерной сходимости 
функциональной последовательности, можно дать два эквивалентных 
определения равномерной сходимости функционального ряда.

Функциональный ряд (22.17) называется равномерно сходящим
ся на множестве X, если для любого числа е > 0 можно указать такой 
номер N  = /V(e), что при п >  N  и всех х е Х  выполняется неравенство

Функциональный ряд (22.17) называется равномерно сходящим
ся на множестве X, если

I j(*) -  s„(x) | < е  или \гп(х)\ < е . (22.20)

р„-»0 при (22 .21)

где р„ определяется формулой (22.19).

Пример 2.

И сследовать, равном ерно ли  сходится ряд > (х” 1 — дс") на отрезке

[0, 1J.
П оскольку

j„(jc) =  ( 1-.г)+ (х-х 2) + . ’- х”), s„(x) = \-х",

то

(X = 1),
(О < JC < 1).

Ряд сходится на отрезке [0, 1], но неравномерно. Действительно,

р„ =  sup | s(x) -  sn(x) | = 1
X6|0.1]

и не м ож ет стрем иться к нулю  при я —



Отметим, что ряд сходится равномерно на любом отрезке [0, q], где 
q < 1. В самом деле,

р„ = sup | j ( x ) - j „ w |=  sup he" = q", p„ = qn ;

<f-+ О при п— p„->0 при n—>°°.
Критерий равномерной сходимости функционального ряда (кри

терий Коши) выражается теоремой, приводимой здесь без доказатель
ства.

Теорема 22.1

Функциональный ряд /  ,ип(х) равномерно сходится на множе

стве X тогда и только тогда, когда для любого числа е > 0 существу
ет такой номер N  = Л/(е), что при п >  N, любом натуральном р  и всех 
хеХвыполняется неравенство

Доказательство этой теоремы имеется, например, в [14].
Достаточный признак равномерной сходимости функциональ

ного ряда выражается следующей теоремой.

Теорема 22.2.

Если члены функционального ряда У и„ (*) определены на мно

жестве X и по модулю не превосходят соответствующих членов схо

дящегося числового ряда с положительными членами 2_,а„ {ап > 0),

и„(х) + ип+х(х) + ... + и„+р(х) < е

или

(22 .22)

т. е. для всех хе X
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I un(x) | < a„ (n=  1,2, 3, ...) , (22.23)

то этот функциональный ряд равномерно сходится на множестве X. 

Доказательство.

Если ряд ^  ап (ап > 0) сходится, то в соответствии с критери-
Л=1

п+р
ем Коши для любого е > 0 существует такой номер N, что ак < е

к=п
для всех п >  N  и любых целых р >  0. Отсюда и из условия (22.23) сле
дует, что для всех п > N  и х еХ

п+ р  п + р  п + р

X  m* w  -  X I I -  X а * <  е

Это и означает, что ряд и„ (х) сходится равномерно на множестве 

X.
Л = 1

Доказанная теорема называется теоремой Вейерштрасса1. 

Замечание.
Функциональный ряд, удовлетворяющий условиям теоремы Вейершт

расса, называется мажорируемым, соответствующий числовой ряд называ
ется мажорантным.
Пример 3.

Исследовать, равномерно ли сходится ряд
sm пх 
~ п Г ~

Так как при любом х 

1

sin пх < - у  (п = 1, 2, 3 ,...)  и сходится число- 
п

вой ряд S ' —  (ряд Дирихле, см. (21.27)), то данный функциональный ряд
и

сходится равномерно в интервале (-°°, +<*>).

1 Вейерштрасс Карл (Weierstrafl Karl, 1815-1897) -  немецкий математик.
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22.3. Свойства равномерно сходящихся рядов
Равномерно сходящиеся ряды обладают важными свойствами, 

которые выражаются рассматриваемыми в этом параграфе теоремами.

Т еорем а 22.3.

Если ряд У ' ип(х) сходится равномерно в промежутке X, на
П=\

котором его члены ип(х) непрерывны, то и сумма ряда s(x) непрерывна 
в этом промежутке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Зафиксируем произвольное значение х0еХ . Если sn(x) -  п-я час

тичная сумма данного ряда, г„(х) — остаток ряда после п-го члена, то

s(x) = sn(x) + rn(x), s(x0) = s„(x0) + rn(xQ).

Вычитая почленно второе равенство из первого, получаем

s(x) -  s(x„) = sn(x) -  J„(*0) + rn(x) -  r „ u 0),

откуда

I s(x) -  s(x0) | < | sn(x) -  s„(x0) | +  | r„(x) | +  | rn(x0) |. (22.24)

Поскольку u„(x) -  функции, непрерывные в промежутке X, то и 
любая их конечная сумма sn(x) также непрерывна в этом промежутке; 
задав любое число в > 0, можно указать такое 5 > 0, что при | х  — xQ | < 5

будет выполняться неравенство | sn(х) — sn(x0) | <  е/3. Так как ряд

сходится равномерно, то для любого е > 0 можно указать такой номер 
N=N( t ) ,  что при всех n > N  и всех х е Х  выполняется неравенство

| гп(х)  | < е/3 , в частности, | гп(л0) | < е/3.
Итак, для любого е > 0 можно указать такое 5 > 0, что при всех я: 

таких, что 1 jc — jc0 | < 8 , выполняется неравенство

| 5(д:) -  s(x0) | < |  +  |  + f  =  e ’ | "  5^ о )  | < e-
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Это и означает, что функция s(x) непрерывна в точке xQ.

Замечание.
Доказанное утверждение можно выразить формулой

lim V  и„(х) = lim s(x) = 5(д:0) = V  ип(х0) = /  lim ил(х),
X - * X q  •*-»•*() X - > X q

/1 — 1 п  = \ Л = 1

lim У  и„(х) = У  lim и„(х). (22.25)
t-*xn  J  ^  д:—>хпx - > x q  •* — *  X -+ X Q/1 = 1 Л = 1

Эта формула означает, что в условиях теоремы возможен почленный пере- 
ход к пределу._____________________________________________________

Теорема 22.4.

Если функции и„(х) (п = 1, 2, 3, ...) непрерывны на отрезке [а, Ь] 

и ряд = s(x) сходится равномерно на [а, Ь], то ряд, получен-
П = 1

ный интегрированием членов данного ряда, также сходится равно
мерно на [а, Ь\, причем

X  oo X

j s ( t )d t  = ^ j u „ ( t ) d t

или

X  oo oo X

j ' ^ lun(t )dt = ^ i j u n(t)dt, (22.26)

где a < x Q< x < b .  

Доказательство.



тогда в соответствии с условием р„—>0 при п — 
Так как

|  s(t)dt  -  ^  | uk(t)dt = s(t)dt -  \ ^ u k(t)dt
■«а * - •  XQ * 0 -4) *_l

=
X  X

[ s(t)dt -  f sn(t)dt = ьГ 1 И a <
-Ч) *0 -«0

ь
< J | s(t) -  sn(t) | dt < (b — a)p„ —> 0 при « - > « о ,

a

то выполняется (22.26).

Теорема 22.5.

Пусть функции и„(х) (п = 1, 2, 3, ...)  определены на отрезке 
[а, Ь] и имеют на нем непрерывные производные и'„(х). Если на этом 
отрезке сходится ряд

^  и„(х) -  и, (х) + и2(х) + и3(х) + ... (22.27)
Л = 1

и равномерно сходится ряд, составленный из производных:

^  « '(л ) = и'^х) +  и2(х) +  и'3(х) + . . . , (22.28)

то сумма S(x) ряда (22.27) имеет производную, равную сумме ряда
(22.28), т. е.

Д о ка за тел ь ст в о .
Сумму ряда (22.28) обозначим через/(х):
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Л =  1

(22.30)

Так как ряд (22.28) сходится равномерно на отрезке [а, Ь], то fix) — не
прерывная функция. В соответствии с теоремой 22.4 ряд (22.28) можно 
интегрировать почленно:

X ОО х
J f ( t )dt  = 2 1  un(t)dt (а < х < b).
а Л=1 а

Применяя теорему Ньютона — Лейбница, получаем

X оо

J  f ( t )dt  -  [и„(л:) -  и„(а)] = 5(*) -  5 (a ) ,

откуда

5(л) = J  f( t )dt  +  5(a).
а

На основании теоремы 16.3 (см. § 16.6) находим S'(x) =fix). От
сюда и из равенства (22.30) следует равенство (22.29).

Замечание.
Равенство (22.29) означает, что ряд можно почленно дифференциро

вать.

22.4. Степенные ряды. Теорема Абеля. Интервал и радиус 
сходимости степенного ряда
Степенным рядом называется функциональный ряд вида

апх" — а0 +  а,*  + а 2х2 + . . . ,  (22.31)
о=0

где а п — вещественные числа, называемые коэффициентами ряда. 
Степенным рядом называют также ряд
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X  а„(х  -  а )" = ао + ai(x ~ а) + а2(х -  а )2 + —  (22.32)

Ряд (22.32) сводится к ряду (22.31) заменой переменной по фор
муле х -  а  = X.

Теорема 22.6.

Если степенной ряд У а пхп сходится при некотором значении
л=0

х0Ф 0, то он абсолютно сходится при любом х, для которого
Ы  < U 0 |.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

По условию 2 ,  а пх о сходится, поэтому lim  а пх£ =  0 .  Следо-
Л - > ° °л=0

вательно, существует такое число С  > О, что для всех п выполняется 
неравенство

(22.33)

Так как

\а„х = апхо
( V х

х0
= К * о < C q \  q =

и ряд y^ C qn сходится при | q \ < 1, то сходится абсолютно и данный
п=0

ряд при < 1 или при | jc | < | je0 | . Доказанная теорема называется

теоремой Абеля1.
С л е д с т в и е .  Если степенной ряд расходится при некото

ром значении x v то он расходится и при любом х, для которого

1 Абель Нильс Хенрик ( Abel Niels Henrik, 1802 -  1829) -  норвежский математик.
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I x  I > I x I . Действительно, допустив противное (ряд сходится при 
значении х  таком, что 1x1 > 1 x 1 )  , по теореме Абеля получим, что ряд 
сходится и при значении x t, что противоречит условию.

Из теоремы Абеля следует, что если степенной ряд сходится 
при хо ф 0, то он сходится при любом х  из интервала (- |х 0|, |х0|) ; если

расходится при х  = х  , то расходится вне интервала (- | х,|,| х , |) , т. е. 

при X < — I X I И X > I Х 1 I .

Радиусом сходимости степенного ряда (22.31) называется число 
R такое, что при 1x1 <7? ряд сходится, а при 1x1 >7? расходится. Ин
тервалом сходимости ряда (22.31) называется интервал (—R,R),  где 
R — радиус сходимости. Существование радиуса сходимости можно 
доказать с помощью теоремы Абеля.

Замечание.
Если ряд (22.31) сходится в единственной точке, то считают R = 0; если

ряд сходится при любом х, то полагают R = оо. Например, ряд п\ х"
»=1

ао

сходится только при х = 0, а ряд /п\ -  при всех х.
» = |

Найдем выражение радиуса сходимости степенного ряда (22.31) 
через его коэффициенты. Применим признак Д'Аламбера к исследова-

х .
нию сходимости ряда ^  апх" , составленного из модулей членов ря-

11=0
да (22.31). Предположим, что а„Ф 0 (п = 0, 1, 2, ...) и существует пре
дел

lim
R

(22.34)

тогда

lim
а„х

lim
R
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Следовательно, ряд сходится при j jc | < R и расходится при 
| л: | > R, т. е. R — радиус сходимости данного ряда. Из соотношения

(22.34) следует, что радиус сходимости степенного ряда (22.31) опре
деляется формулой

R — lim (22.35)

если этот предел существует.
Формулой (22.35) выражается и радиус сходимости ряда (22.32), 

интервалом сходимости этого ряда является интервал (а — R, а +  R ) .

22.5. Непрерывность суммы степенного ряда. 
Интегрирование и дифференцирование степенных 
рядов

Теорема 22.7.

Степенной ряд ^  апх" сходится равномерно на любом отрез-
л=0

ке [а, Р), целиком принадлежащем его интервалу сходимости.

Д о казател ь ство .
Пусть [-р , р] -  отрезок, содержащий отрезок [а, р] и принадле

жащий интервалу (-/?, R), тогда абсолютно сходится числовой ряд

=  а0 +  а ,р  + а 2 р 2 + . . . .  (22.36)
л=0

Поскольку для всех хе  [а, Р] | а„хп | < | а„ | р", то по теореме Вейершт- 

pacca ряд ^  апх" сходится равномерно на отрезке [а, Р].
п=0

С л е д с т в и е  1. Сумма степенного ряда является непрерыв
ной функцией на любом отрезке, целиком принадлежащем его интер
валу сходимости.

С л е д с т в и е  2. Степенной ряд можно почленно интегриро
вать по любому отрезку [а, Р], принадлежащему его интервалу сходи
мости (-/?, R).
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Теорема 22.8.

Если степенной ряд

имеет интервал сходимости (-/?, R) и S(x) -  его сумма, то ряд

X  папх"~1 = а, +  2а2л: + За3х2 + . . . ,  (22.39)
л=о

полученный почленным дифференцированием ряда (22.38), имеет тот 
же интервал сходимости, причем для всех л:е (-/?, R)

S \x )  = X  палх"~'
п= О

или

Х и а .д с - 1. (22.40)
п=0

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Докажем сначала, что ряд (22.39) сходится на любом отрезке 

[—р, р], целиком принадлежащем интервалу (-/?, R). Зафиксируем точ
ку xQe  (-R, R) такую, что p < x 0<R.  В точке xQ ряд (22.38) сходится,

т.е. сходится числовой ряд ^  апх£ , поэтому можно указать такое
л=0

число С  > 0, что а ПХд < С для всех п. Если мс < р , то

У  апх" = а0 + + а2х 2 + .. .  (22.38)



С  П -1  < п —  q q = P - <  1 
*0

(22.41)

Следовательно, члены ряда (22.39) при | х  | <  р по модулю не 

превосходят соответствующих членов числового положительного ряда

о»

п ч " ~ 1 =

= ~ ( \  + 2q + 3q2 + ... + nq"~l + ...). (22.42)

Так как

bn., (п+\)а" 
lim -21̂  lim ------- ^ — = q <  1,^  nq«

то ряд (22.42) сходится. На основании теоремы Вейерштрасса за
ключаем, что ряд (22.39) сходится равномерно, поэтому ряд (22.38) 
можно дифференцировать почленно (в силу теоремы 22.5), т. е. равен
ство (22.40) выполняется для всех х е  [-р , р]. Поскольку любую точку 
интервала (-/?, R) можно заключить в некоторый отрезок [-р , р], то от
сюда следует, что ряд (22.39) сходится в каждой точке интервала (-R , R) 
и выполняется равенство (22.40).

Докажем, что вне интервала (-/?, R) ряд (22.39) расходится. До
пустим противное, при х2 > R этот ряд сходится. Проинтегрировав его 
по отрезку [0, х,], где /? < х , < х 2, получим ряд (22.38); он должен схо
диться в точке х, > R, что противоречит условию теоремы. Итак, ряд 
(22.39) сходится при | х | < R и расходится при | х  | > R, т. е. имеет тот 
же интервал сходимости (-/?, R), что и ряд (22.38).

С л е д с т в и е .  Степенной ряд можно почленно дифференци
ровать любое число раз в интервале его сходимости.

22.6. Разложение в степенные ряды некоторых функций
Прежде всего отметим, что
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— = 1 + X +  х2 +  хъ + .. .  + хк + . 
1 -х

(22.43)

Ряд х к сходится при |х |  <1 и представляет собой геомет- 
к=0

рическую профессию  со знаменателем q = x. Сумма его вычисляется 
по формуле

S = - ^ — , S = —i -  (а = 1, q - x ) .  
1 - q  l - x

Следовательно, формула (22.43) представляет собой разложение 
функции/(х) = 1 :(1-л) в степенной ряд; радиус сходимости R — 1.

Записав в равенстве (22.43) ( - 1) вместо х, получим разложение в 
степенной ряд ф ункции/(0  = l:(l+ f):

— = 1 -  t +  t 2 -  t 3 + ... + ( - l ) V  + . . . .  (22.44) 
1 + t

Разумеется, равенство (22.44) можно получить непосредственно,

поскольку ряд ^ ( —l)*f* сходится при |?  | < 1 и его сумма равна 
*=о

l:(l+ f).
Интегрируя ряд (22.44) по отрезку [0, jc], где | х  | < 1 , получаем

f — = \ [ \ - t  + t 2 - t 3 + t * - . . .  + ( - \ )ktk +. . . ]dt ,
J 1 + < J
о 0

или

i n  X 2 X 3 X 4 X 5ln ( l  +  X) — X — -------1------------------ 1---------h . . .  +
2 3 4 5

+  ( - ! ) * -Г— Г + -  ( U h  1)- (22-45)к  +1 1 1
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В соответствии с теоремой 22.7 ряд (22.45) сходится при 
I jc | < 1. При х  = 1 ряд также сходится (см . пример п. 21.6), при х  = -1 

ряд расходится (получен из гармонического ряда умножением на —1). 
Следовательно, ряд (22.45) сходится п ри -1  < х <  1.

Заменив в равенстве (22.45) х  на (-х), получим ряд

1п(1 -  х)
хт л:т хт (22.46)

Вычитая почленно последний ряд из ряда (22.45), находим 

1п(1 + х) -  1п(1 -  х) =

= 2
\

хъ х ь х 2т~х
X + —  + —  + ... + ----------

3 5 2т - 1

или

1 1 + *In ------- = 2
1 -  JC \

х} х ъ х 1т
X + —  + —  + ... + ---

3 5 2т
(22.47)

Это разложение имеет место при | х \ < 1.

22.7. Ряд Тейлора
Предположим, что в интервале (a -R , a+R) ф ункция^*) разлага

ется в ряд по степеням (х-а), т. е.

f {x)  = А0 + At(x -  а) + А2(х -  а)2 + ... + Ак(х -  а)к + ...

( |х - я |< Л ) .  (22.48)

Покажем, как выражаются коэффициенты этого ряда через зна
чения функции и ее производных.

Дифференцируя этот ряд в интервале его сходимости, получаем

f ' {x)  = А, + 2Аг(х -  а) + ЗАг(х -  а)2 + 

+ 4А4(х -  а)3 + ... + кАк(х -  а)к~х + . . . ,
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/ ' ( * )  = 2А2 + 2 -  3 А3(х -  а) + 3 • 4Ал(х -  а)2 +  ... + 

+ к(к -  \)Ак(х -  а)к~2 +  . . . ,

f"(x)  = 2 ■ 3А3 + 2 • 3 • 4Ал(х -  а) +  ... +

+ к(к -  \)(к -  2)Ак(х -  а)*'3 +

f (k\ x )  = k ( k - W - 2 ) . . . 2 A k + 
+(к + \)к ... 2Ак+1(х — а) + __

Положив во всех этих равенствах х = а, найдем

f ( a )  = Д , , f \ a )  = А ,, / »  = 2 Аг , 

/ »  = 2 -З А 3, . . . ,  / (*>(я) = 2 Ъ . . . ( к - Х ) к А к,

Подставив эти выражения для коэффициентов в формулу 
(22.48), получим

откуда

Л) = / ( « ) .  А  а2 = Г

д3 = / »  = / »
1 2 3 3!

_  / »  _  / »
1 - 2  2! ’

или

f w ( a )
Л,  = / ( a ) ,  At = (к = 1 ,2 ,3 ,...).

к)

f ( x )  = f ( a )  + ^ - ^ - { x - a )  + ^ - ~ ( x - a ) 2 + . . .+

(22.49)
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Ряд в правой части равенства (22.49) называется рядом Тейлора. 
Отметим его частный случай, когда а  = 0:

/ «  = / ( 0 )  + ^ - Х  + хг + ... + + - ^ х к + ... . (22.50)

Последний ряд иногда называют рядом Маклорена.
Чтобы установить необходимое и достаточное условие пред

ставления функции степенным рядом, обратимся к формуле Тейлора 
(см. п. 11.13). Формулу (11.82) можно переписать в виде 
fix) =  s„(х) + г„(х), где s„(;c) -  п-я частичная сумма ряда Тейлора; г„(х) -  
остаточный член формулы Тейлора, причем

Л«* 0/-СЧ
r- W  =  L .-------гСГ <* "  а )" +’ ^  е  ( fl “  R ' а  +  * ) ) •  (2 2 -5 1 >(и + 1)!

Из равенства .Дх) = з„(дс) + г„(х) следует, что ряд Тейлора сходится к 
fix) тогда и только тогда, когда

lim гп(х) = 0. (22.52)

Практически важное достаточное условие представления функ
ции ее рядом Тейлора выражается следующей теоремой.

Теорема 22.9.

Если при любых х, удовлетворяющих неравенству
I х -  а  | < R, производные функции fix ) всех порядков ограничены од
ним и тем же числом С > 0, т. е.

| / л>(*)| < С  ( « =  1 , 2 , 3 , . . . ) ,  (22.53)

то ряд Тейлора для этой функции сходится в интервале (a—R , a+R) и 
его сумма равна fix).

Д о казател ь ств о .
Принимая во внимание формулу (22.51), из условия теоремы по

лучаем
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r„W  I = I / ("+,)©  |Ц ~ 4 г  < c  7 ^  (22-54)* 1 ( «  + 1)! (n + 1)!

(| x -  a | < R).

00 CRn+̂
Так как ряд > -----------  сходится (в чем можно убедиться с помощью

(” + О!
признака Д'Аламбера), то его общий член стремится к нулю: задав лю
бое е > 0 можно указать такое N =  N(s), что для всех п >  N  выполняет-

Rn+l 8
ся неравенство ----------- < — .

(и + 1)! С
Следовательно, I r„(x) I < е для п >  N  и всех x^(a-R , a+R). Это и 

означает, что выполняется равенство (22.52), которое выражает необ
ходимое и достаточное условие сходимости к функции fix) ее ряда 
Тейлора.

В качестве примера приведем так называемый биномиальный 
ряд, т.е. разложение в степенной ряд функции fix) = (1+х)а, где сх -  
действительное число.

Поскольку 

/ '( * )  = « ( ! + * ) “ -■, 

f \ x )  = а ( а  -  1)(1 + х)а~2,

/ я(х) = а ( а  -  1)(а -  2)(1 + х)а~ \

/ lv(x) = а ( а  -  1)(а -  2 )(а  -  3)(1 + х)а~4 

f {"\x)  = а ( а  -  1) . . . [ а  -  (п -  1)](1 + *)“ "
И

ДО ) = 1, / ' (0 )  = а, /" (0 )  = а (а  -  1),

/ " ( 0 )  = о (о  -  1)(а -  2),

/ IV (0) = ос{а -  1)(а -  2)(аг -  3),...,

/ (,,)(0) = а ( а  -  1)... [а  -  (п -  1)], 
то функция fix) = (1 + л:)а имеет следующий ряд Тейлора:
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Можно доказать, что этот ряд сходится в интервале (-1 , 1) и его сумма 
равна (!+*)“, т. е. при Ы  < 1

а  а (а  -  1) 2 а (а  ~  1)(а  -  2) i(1 + д:) = 1 + — jc + —------- ’- х 2 + — ------- ---------- г  + ...+
1 2 !  3!
а ( а  -  1)... (а  -  п + 1) „ 

п\
(22.56)

Ряд (22.56) сходится при |л |  < 1 , его радиус сходимости R = 1. 
Действительно, по формуле (22.35) находим

а ( а  -  1)... (а  -  п + 1)
R  =  lim lim

=  lim

а ( а  -  1)... ( а  -  п + 1Х« -  п)
(п + 1)!

а ( а  -  1)... ( а  -  п + 1)(« + 1)! 
а ( а  -  1)... ( а  -  п + 1)(а -  п)п\

п + 1
= lim

а  -  п
= 1, R =  1.

Замечание.
Ф ормула (22.56) содерж ит разлож ения в ряды  м ногих функций. Н апри-

1 1 1
мер, при а ,  =  — , (Х2 = ----- , а 3 =  — из нее получаем  разлож ения в сте-

2 2 3
пенные ряды соответственно для функций

f \ ( x )  = (1 +  х) ^  = V iT T , f 2(x) = (1 + х)^2 =
л/Г+ д;

/ 3 (дг) =  (1 +  х ) ^  = 1 /Г + Х .

Кроме того, записав в этой ф орм уле х  вм есто д:, получим разлож ения в 
ряды многих других функций, нанример,

ф, (х) = д/l + х 2 , ф2(дс) = 1 : V1 + х 2 , ф3(д:) = ]j) + х 2 .

Приведем разложения в ряды следующих функций:
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х х2 х3 х"
= 1+  — + —  + —  + . . .  +  —  + .. . ;  

1! 2! 3! nl
(22.57)

х ъ х5
sin х =  х -------- 1-----

3! 5!
x1 x2n"—  +  ... +  (-1)" — -------
7! (2n +1)!

, x 2 x4 x6 „ x2"
COS X =  1 -----------H ----------------- K . .  +  ( - l ) ---------К

2! 4! 6! 2 и!
(22.59)

x3 jc5 *2"+I
sh x = дм------- 1------ 1-... + ------------

3! 5! (2и +1)!
(22.60)

x2 x4 x2n
ch x = 1 + ----- 1-------н ... н-------+ . . . .  (22.61)

2! 4! 2n\

Ряды (22.57) — (22.61) сходятся при всех х, т. е. на бесконечном 
интервале (-°°, +<»).

Докажем, например, первую из приведенных формул. Так как 
дня функцииДх) = е* в любом интервале (-/?, R) выполнено условие

\ f M(x)\ = ex < e R (п = 1 ,2 ,3 ,...),

то по теореме 22.9 эта функция разлагается в ряд Маклорена на интер
вале ( - в о ,  + о о ) . Поскольку

f ( x )  = ex, f \ x )  = ех, . . . ,  f (n\ x )  = ех, . . . ,  / ( 0 )  = 1,

/ '( 0 )  = 1 , . . . , / (п>(0) = 1 ,...,

то это разложение имеет вид (22.57).

22.8. Приложения рядов
Ряды имеют самое широкое применение. В частности, они ис

пользуются в приближенных вычислениях. С помощью рядов вычис
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ляют приближенные значения функций. При вычислении значений 
функций е*, sin х, cos х, sh х, ch х  применяются соответственно форму
лы (22.57) -  (22.61). Значения корней из чисел находятся посредством 
биномиального ряда (22.56), для чего предварительно преобразуются 
корни.

Пример.
Вычислить >/l 24 с точностью до 0,0001.
Преобразуя корень, получаем

Vl24 = = 5
125
124

1 +  -
124

Уз

Применяя формулу (22.56), находим ряд

V l2 4 = 5 1 Vх1 + —  = 5
I 124 J

1 +
------------1

3
124 1-2 124

= 5 ! _  +  . 2
3 124 З2 1242

= 5 - - • + ■
372 9 - 6 2 - 1 2 4

Поскольку полученный ряд является рядом лейбницевского типа и

5 < — = 0,0001,
9 - 6 2 - 1 2 4  69192 10000

л/124 = 5 --------= 5 -  0,0134 = 4,9866.
372

Разложение (22.47) может быть использовано для вычисления 
натуральных логарифмов чисел. Положим в этом разложении 
х = 1 :(2п + 1), где п -  натуральное число, тогда 0 < х < 1 при любом п.

Следовательно,

, 1 + X , п +  1
In -------= In ---------

1 - х  п
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или

ln(« +1) -  In n = 2
1 1 1

2n + \ + 3(2и + 1)3 + 5(2« + 1)5 + ‘

Пользуясь этой формулой, вычисляют In 2 (при п =  1), In 3 (при 
п  = 2) и т. д. Оценка погрешности приближенных вычислений по этой 
формуле и примеры приведены в [4].

С помощью рядов вычисляют многие определенные интегралы, 
для чего предварительно подынтегральную функцию разлагают в сте
пенной ряд и затем пользуются почленным интегрированием ряда. Со
ответствующие примеры также имеются в [4].

В заключение отметим, что ряды широко используются при ин
тегрировании дифференциальных уравнений (см. п. 24.6).

22.9. Числовые ряды с комплексными членами
Рассмотрим числовой ряд с комплексными членами, т.е. ряд

Для этого ряда, как и для ряда с действительными членами, вво
дятся понятия /7-й частичной суммы

^  wk — и*, + w2 + w3 + ... + wk + . . . ,  (22.62)

wk = uk + ivk (к = 1 ,2 ,3 ,...), (22.63)

где Щ, vk -  действительные числа, i = -J-l .

sn = w\ + w2 + ■■■ + wn (22.64)

и суммы ряда

s = lim s„. (22.65)
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Замечание.
Здесь имеется в виду предел последовательности комплексных чисел. 

Комплексное число с называется пределом последовательности {с„} ком
плексных чисел, если при любом е > 0 можно указать такой номер N, что 
для всех п > N выполняется неравенство I с -  с„ | < е. Модуль комплексно
го числа с = а + ib, как известно, является действительным числом 
| с | = ■Ja' + b1 ■

Если предел (22.65) является конечным, то ряд (22.62) называет
ся сходящимся. В этом случае пишут

s = ^ w k или s = W, + vv2 + . . .  +  wk + . . . .  (22.66)
*=i

Если предел частичных сумм бесконечен или не существует, то 
ряд называется расходящимся.

О сходимости ряда (22.62) можно судить по сходимости двух 
рядов с действительными членами

^  ик = и, + и2 + ... + ик +  . . . ;  (22.67)

vk = v, + v2 + ... + v* + ... (22.68)
к= I

на основании следующей теоремы, приводимой без доказательства. 

Теорема 22.10.

Ряд с комплексными членами сходится тогда и только тогда, 
когда сходятся ряды из действительных и мнимых частей его членов. 
Если А и В -  соответственно суммы двух последних рядов, то сумма 
исходного ряда S = A+iB.

Рассмотрим ряд, составленный из модулей членов ряда (22.62), 
т. е. ряд с действительными (положительными) членами



Теорема 22.11.

Ряд с комплексными членами сходится, если сходится ряд из 
модулей его членов, т. е. из сходимости ряда (22.69) следует сходи
мость ряда (22.62).

Доказательство.
Поскольку

| М* | “  V“*2 + V*2 = I I’ I “* I -  I Wk I’

wk\> К  И ч

и ряд (22.69) сходится, то по признаку сходимости рядов с положи
тельными членами сходятся ряды

к 
к= 1

Vt = V, + V, + .

а следовательно, и ряды (22.67), (22.68). На основании предыдущей 
теоремы отсюда следует, что ряд (22.62) также сходится.

Как и в случае рядов с действительными членами, ряд (22.62) 
называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд из модулей его 
членов.

22.10. Степенные ряды в комплексной области. Формулы 
Эйлера

Степенным рядом с комплексными членами называется ряд вида

2 \ c k(z -  с)* = с0 +  с,(г -  с) +  с2(г -  с)2 + ...
По (22.70)

... + ct ( z -  с)к +  ...,

где c = a + ib, ck = ak+ i b k (к = 0, 1, 2 , . . .) ,  z = x + iy, а , b, ак, Ьк
(к = 0, 1 ,2 , .. .)  -  действительные числа, / = V-Т  ; х, у  -  действитель
ные переменные.

Если с = 0, ряд имеет вид
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оО
Х с*г* = с 0 + C\Z + c2z 2 + ... + ckz k +.
к=О

(22.71)

Отметим, что ряд (22.70) сводится к ряду (22.71) с помощью 
введения новой переменной Z  по формуле Z - z ~  с.

Теорема Абеля.

Если степенной ряд (22.71) сходится при некотором значении 
ZQ* 0 ,  то он сходится абсолютно при любом z , для которого
Ы  < I z J .

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству соответ
ствующей теоремы для степенных рядов с действительными членами.

Утверждение теоремы геометрически означает следующее: если 
ряд (22.71) сходится в некоторой точке z0 плоскости комплексной пе
ременной, то он сходится в любой точке, лежащей в круге радиуса
I z01 с центром в начале координат.

Из теоремы Абеля следует, что область сходимости ряда (22.71) 
представляет собой круг радиуса R с центром в начале координат: 
внутри этого круга ряд сходится абсолютно, на границе круга, т.е. в 
точках соответствующей окружности, ряд может сходиться или расхо
диться. Указанный круг называется кругом сходимости ряда (22.71), а 
его радиус К -  радиусом сходимости. Если ряд сходится в единствен
ной точке, то считают R = 0, если ряд сходится при любом z, то полага
ют /? =  оо.

Радиус сходимости R степенного ряда (22.71) можно найти, на
пример, по формуле

Для комплексной переменной z определим функцию ez посред
ством формулы

У? = lim
"-”0 Сп + \

(22.72)

п\
+ . . . . (22.73)
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Можно показать (применяя, например, признак Даламбера), что 
последний ряд сходится при любом z.

Очевидно, при z = х  эта формула обращается в формулу (22.57). 
Полагая в формуле (22.73) z -  ix, получаем

и ix (ix)2 (ix)3 (ix)* (ix)5e = 1 + — + + ... =
1! 2! 3! 4! 5!

( 2 4 \ ( Ъ 5 \
1 - -

X X X
Z Z н---------. + i х — ------- -ф» ■■■—' ' —

2 !
V

4! ) 3! 5!
 ̂ /

Следовательно, с учетом формул (22.58) и (22.59)

е“ = cos х + i sin х. (22.74)

Аналогично находим, что

е~а = cos х -  i sin х. (22.75)

Формулы (22.74) и (22.75) называются формулами Эйлера. Из 
этих формул находим выражения для cos х и sin х:

е'х + е~'х . е'х — е~и
cos х --------------- , sin х = -------------- . (22.76)

2 2/

Замечание.
Если z = x+iy, где j = V^T, x, }’ -  действительные переменные, то можно 

показать, что е' = ех*‘у = ехе1у, поэтому

ег = ^^(cosy + i'siny). (22.77)

Глава 23 
РЯДЫ ФУРЬЕ

В классе функциональных рядов особое значение имеют ряды Фурье, рассмот
рению которых посвящена эта глава.

23.1. Тригонометрический ряд Фурье
Тригонометрическим рядом называется функциональный ряд

вида
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—  + ^  (а„ cos пх + b„ sin пх) ,
2 л—1

(23.1)

где а0, ап, bn (п = 1, 2, 3, ...)  -  действительные числа, называемые коэф
фициентами ряда.

Тригонометрической системой функций называется множество 
функций

1, cos х, sin х, cos 2х, sin 2х ,. . . ,  cos пх, sin п х ,__  (23.2)

Лемма 23.1.

Основная тригонометрическая система функций (23.2) облада
ет следующими свойствами:

1) интеграл по отрезку [-71, к] от произведения любых двух 
различных функций равен нулю, т. е.

Я Я Я Я

J 1 • sin mxdx = J sin mxdx = 0; Jl • cos nxdx — J" cos nxdx =  0;
- Я  ~ n  - K  - n

n я

^cos mxcos nxdx = 0 (m Ф n)\ J"sin mxsm nxdx = 0 (m Ф n); (23.3)
- Я  - I t

Я
JsinmxcosnxJx = 0 ( m, n-  1,2,3.....);
—Я

2) интеграл no отрезку (-я , я] от квадрата любой функции от
личен от нуля, причем

Я Я ItJ cos2 mxdx = J sin2 mxdx = тс, J l 2dx = 2k . (23.4)
-Я

Д о казател ь ство .
Докажем первые три равенства (23.3):
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f cos nxdx =  — j cos nxd(nx) — — sin nx 
J n J n
—я

J
= o ,

. cos mx 
sin mxdx —------------ = 0 , 

-it

n
J cosmxcosnxdx =
- Я

1 K

= — J" [cos(w -  n)x + cos(m + n)x]dx = 0 (m Ф n).
- Я

Остальные два равенства (23.3) доказываются аналогично. Да
лее,

cos 2 тхJ  sin2 mxdx =  J  -—  ^  _
- Я  - Я

= — f dx — J- f cos 2mxdx = n.
2 J 2 J

- Я  - Я

Аналогично доказываются два других равенства. 

Теорема 23.1.

Если

f  (х) =  —  + X  (а„ cos nx + b„ sin пх) (23.5)
2

и ряд (23.5) сходится равномерно на отрезке [-я , тс], то его коэффици
енты определяются формулами

1 Я ^  Я

а0 = — \ f ( x ) d x ,  an = — \f(x)cosnxdx,  
к J к J

- я  - я

- Л
Ъ = — [ f ( x )  sin nxdx (п = 1,2,3...)* (23.6)

к J
- я
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Д о ка за те л ь с т в о .
Интегрируя почленно ряд (23.5) и принимая во внимание фор

мулы (23.3), находим

j f ( x ) d x  = J —d x +  J ^ ' a rlcosnx + bn sinnjc dx —
-Я  -Я  “ xL  П=\

= —  J  dx + ^  a„ J  cos nxdx + ^  bn J  sin nxdx — —  J  dx = a0n,
-n n = l -X n=l -1C -n

x x

J /  (x)dx =  a 0n, a0 -  — j f  (x)dx.
- X  - X

Отметим, что при почленном умножении ряда (23.5) на sin kx 
или cosfct получаем ряд, равномерно сходящийся на отрезке [-л , л], 
так как члены этого ряда по модулю не превосходят членов данного 
ряда ( | sin kx | < 1, | cos fct | < 1 при любом к).

Умножая поочередно ряд (23.5) на cos kx, sin кху интегрируя по
членно полученные ряды и принимая во внимание формулы (23.3) и 
(23.4), соответственно находим

Я Я

j*/(;t)coste£c = J — coskxdx +
-X -Я

*  Г во

+J У  (апса&пх +  Ьп s\nnx)coskx dx =

л*1

- ^  J  bn sin пх cos kxdx = J  ак
« = • -X  - я

Я 1 К
J" f ( x )  cos kxdx = a кп, а к = — j  f(x )c o sk x d x ,
- К  - Я

П J ^J f  (x)s\n  kxdx = bkn, bk = — j  f ( x )  sin kxdx.

cos2 kxdx -  akn ,
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Итак,

| д 1 |
а0 = — I f ( x ) d x , ak = — f ( x )  cos kxdx, 

к  J л J
- I t  - я

1 П

bk =  — f / ( jc )  sin fccdx (& = 1 ,2 ,3 ,. . .) ,
7t J

~1t

что и требовалось доказать.
Тригонометрический ряд (23.5), коэффициенты которого опре

деляются формулами (23.6), называется рядом Фурье1, а числа а„, Ьп -  
коэффициентами Фурье функции fix ) . Ряд Фурье, построенный для 
функции fix), обозначают так:

f ( x )  -  —  + ^  (ап cos пх + bn sin п х ) .

Чтобы сформулировать теорему о сходимости ряда Фурье к 
функции, для которой он составлен, введем понятие кусочно-диффе
ренцируемой функции.

23.2. Сходимость ряда Фурье для кусочно
дифференцируемой функции
Функция f ( x )  называется кусочно-дифференцируемой на отрезке 

[а, Ь], если этот отрезок можно разбить точками 
а = х 0 <х] < х 2 < ... <х„ = b  так, что f i x )  и f \ x )  непрерывны в каждом 
интервале (л:*, **+1) (k = 0, 1, ..., N  — 1) и, кроме того, существуют ко
нечные односторонние пределы f ix )  и f \ x )  в концевых точках этих ин
тервалов. Функция, кусочно-дифференцируемая на отрезке [а, Ь], мо
жет быть непрерывной на нем или иметь конечное число точек разры
ва первого рода. Приведем примеры кусочно-дифференцируемых 
функций.

1. Функция fix ) = | jc | является кусочно-дифференцируемой на 
отрезке [-а, а] (а  >  0): она непрерывна на этом отрезке, производная 
функции непрерывна в интервалах (-а, 0), (0, a); fix )  и f'(x) имеют со
ответствующие односторонние пределы на концах указанных интерва

1 Фурье Жозеф (Fourier Joseph, 1768-1830)-французский ученый.
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лов (отметим, что функция fix ) = \ х | не является дифференцируемой 
на отрезке [-а, а], так как в точке х = 0 не имеет производной).

2. Функция fix) = Е(х) (Е(х ) -  наибольшее целое число, не пре
вышающее л:) является кусочно-дифференцируемой на любом отрезке 
[а, Ь\, эта функция разрывна, точки хп = п (п = 0, ±1, ±2, ...) являются 
точками разрыва первого рода (см. [3], п. 8.2); в этих точках существу
ют конечные односторонние пределы функции и ее производной.

Теорема 23.2.

Если функция fix) кусочно-дифференцируема на отрезке 
[-71, к], т о  ее ряд Фурье сходится в каждой точке х0е (-7Г, к), и имеет 
сумму

,  .Д 1? Т..?>..+ /<*. - °> , д а .,)

в частности, если х0 - точка непрерывности fix), то

/ (* о) = Y + X (a" C0s + Ь" sin ^  • (23-8)
П =  \

На концах отрезка сумма ряда Фурье определяется формулой

S W 0  = П - х + !» + / < * - < »  . ( 2 3 . 9 )

Доказательство этой теоремы приведено, например, в [14].

23.3. Ряды Фурье для четных и нечетных функций
Прежде всего отметим, что для четных и нечетных интегрируе

мых функций выполняются соответственно равенства

а а а

j  f(x)dx = 2 ^ f(x )d x , j  f(x)dx = 0 (a >  0), (23.10)

которые следуют из равенств
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а О а и а

J f {x )d x  = J f(x )d x  + J f(x )d x = J /(-u)d(-u) + J f(x )d x  -
—a —a 0  a 0

0 r= -J f ( —u)d(u) + J f(x )dx ;
a 0

0 0 a a

J f ( —u)du = J f (u )d u = —J f(u )du  = -J f(x )d x
a a 0 0

(для четной функции).

О О а а

J f { —u)du = -J f(u )d u  - J f(u )du = J f(x )dx
a a О 0

(для нечетной функции).

Очевидно, произведение двух четных и двух нечетных функций 
есть функция четная, произведение четной и нечетной функции явля
ется нечетной функцией (sin пх — нечетная, cos пх — четная функция). 
Принимая это во внимание, на основании формул (23.10) заключаем, 
что если/(х) - четная функция, то

1 ?  2 }  ап = — / (* ) cos nxdx = — / (х) cos nxdx 
к J  п J-я 0

(п = 0,1,2,...); (23.11)

1 ^b = — f f (x )  sin nxdx = 0 (n = 1, 2,3,...), 
n J~n

т. e. ряд Фурье для четной функции содержит только косинусы. Если 
f (x ) — функция, кусочно-дифференцируемая на отрезке [-71,7t], то для 
ее точек непрерывности хе (-л, л)

f ix )  = ^  а„ cos пх. (23.12)

В  случае нечетной функции/(;с) получаем
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ап = — f f {x )  cos nxdx = 0 (n = 0,1,2,...);
Я

- Я-я (23.13)
bn — — f f ix )  sin nxdx = — Г f (x )  sin nxdx,

Я 0

т. e. ряд Фурье для нечетной функции f ix )  содержит только синусы. 
Если функция f ix )  кусочно-дифференцируема на отрезке 
[-л, я], то для ее точек непрерывности хе i-л, тс)

где Ь„ определяются второй из формул (23.13).

Зам ечан и е .
Если функция fix ) определена на отрезке [0, я], то, продолжив ее на про

межуток [—я, 0) четным или нечетным образом (т. е. положив f{-x) = fix ) 
или ft-х) = -fix)), можно разложить ее в ряд Фурье только по косинусам (в 
первом случае) и только по синусам (во втором случае).

23.4. Ряд Фурье для функции, заданной на отрезке [-/, /]
Рассмотрим функцию Дх:), определенную и кусочно-дифферен

цируемую на отрезке [-/, /]. Введем новую переменную t по формуле

(23.14)

(23.15)

тогда

х — — , dx = — dt, dt = — dx. 
я  я  I

Очевидно, если хе [-/, /], то te [-я, я]. Получаем функцию

f t  \
f ix )  = /  -  = qXO. я

(23.16)

для которой в точках непрерывности
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ф(Г) = —  + ^  ап cos nt + bn sin nt; (23.17)
2

J  4
an = — J (p(t)cosntdt,

- Я

1 Я

bn = — fcp(f) sin nf<A (n = 0,1,2,...), (23.18)
л J

- Я

а в точках разрыва сумма ряда Фурье вычисляется по формуле (23.7). 
Возвращаясь к переменной х, получаем

г, n яп V ' ппх , mixf ix )  = —  + 2 ^ a n cos— + b„ sin — , (23.19)
Л =  1

где

I f . . .  ппх
а "  =  7 J cos Т  -/

.  I
Ьа = - Г /(•*) sin dx in - 0,1,2,...). (23.20)

I J  I

Ряд (23.19), коэффициенты a„, /?„ которого вычисляются по фор
мулам (23.20), называется рядом Фурье функции fix ), заданной на от
резке [-/, /]. Условия сходимости ряда Фурье к функции f ix ) выража
ются теоремой, аналогичной теореме 23.2. Равенство (23.19) выполня
ется в точках непрерывности функции f ix ).  В  точках разрыва сумма 
ряда Фурье определяется формулой (23.7).

Замечание.
Формулы (23.20) можно получить тем же путем, что и формулы (23.6). 

Для этого нужно рассмотреть общую тригонометрическую систему функ
ций:

их их 2пх 2пх ппх ппх1, cos — , sin — , cos---, sin--- ,..., cos--- , sin...... ......(23.21)
I I I I I I
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Система функций (23.21) на отрезке [-/, /1 обладает теми же свойства
ми, что и основная тригонометрическая система функций (23.2) на отрезке 
[-71, тс]:

Г тпх пкх ,cos--- cos--- dx = О,
J l l

f . тпх . пкх . - , .J  sin —-— sin —  dx = 0 (m Ф n),
-i
if . ткх пкх , „  . „  , „sin--- cos--- dx = 0 (m, n = 0,1,2,...);J / I

(23.22)

f,2 , „ , 1 2 mnx , f  ■ 2 mKX , , J  1 dx = 21, J  cos —-— dx = J  sin —-— dx - I. (23.23)

23.5. Ряд Фурье по произвольной ортогональной системе 
функций
Две функции f{x) и ф(х), определенные и интегрируемые на от

резке [а , Ь], называются ортогональными на этом отрезке, если

Ъ
J f(x)<s?{x)dx = 0. (23.24)

Система функций

ф,(дс), ф2(лО, .... Ф„(*). (23.25)

определенных и интегрируемых на отрезке [а, Ь], называется ортого- 
нальной на этом отрезке, если выполняется условие

ь
|Ф *(*)Ф m(x)dx = 0 ( т  Ф к). (23.26)
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В  дальнейшем будем считать, что функции ф*(х) (к = 1, 2, ..., п, ..^не
прерывны на отрезке [а, b] и ф,. (х )Ф 0 , т. е.

J q>2k(x)dx Ф 0 (* = 1,2,3,...). (23.27)

Примерами ортогональных систем функций являются основная триго
нометрическая система (23.2) и общая тригонометрическая система
(23.21); условия (23.26) и (23.27) для них выполнены (см. равенства 
(23.3) и (23.4), (23.22) и (23.23)).

Пусть функция fix ) разлагается в ряд по ортогональной системе 
функций (23.25):

f ix )  = ^ с „ф „(х ). (23.28)

Предположим, что на отрезке [а, b] сходится равномерно ряд
(23.28). Принимая во внимание условия (23.26) и (23.27), получаем

h Ь „

J f i x ) y k(x)dx = J ̂  с„фл (д:)Ф* (x)dx =
а а л=1

Ъ Ь

= X е" j  ФпМФ* (*)*** = y\(x)dx,
n = l  а а

откуда

= Г ГI f(x)q>k(x)dx : I (p2k(x)dx (к = 1,2,3,...). (23.29)

Ряд (23.28), для которого с* определяются формулами (23.29), 
называется обобщенным рядом Фурье функции/(х); числа ск называ
ются коэффициентами Фурье.
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где

23.6. Комплексная форма ряда Фурье
Пусть

f ix )  — ~~ + (fin cos пх + b„ sin пх\
/1=1

1 ^а = — f(x)cosnxdx (п = 0,1,2,...), 
к J-п 
1 >

Ь = — У(лг) sin nxdx (л = 1,2, ...). 
п J-П

Принимая во внимание формулы Эйлера

cos пх =

sin пх =
2 i

преобразуем равенство (23.30):

a -ib„П П

Введем обозначения:

= с„,

а„ +ib„П П

а. + ib.
С-п>

тогда

п х )  = £ Л  - inx с„е ,

(23.30)

(23.31)
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где

я* - ib„ 1п______п_ _ ___
2 2п

Я

J 1/М  cos пх - if (х) sin пх}/л' =

= JL
— Я

•=т =i  J №)л'

с-я = ^ ~  }f (x )e ^ d x  (и = 1,2,3,...). 
2я J

- я

Эти формулы можно объединить в одну:

с„ = -i- Г f(x)e~,nxdx (п = 0,± 1,± 2,...). 
271 j

(23.32)

Формула (23.31) выражает ряд Фурье (23.30) в комплексной 
форме, а формула (23.32) - коэффициенты этого ряда.

Комплексная форма ряда Фурье (23.19) находится аналогично:

1 ^
— ап + ^  ап cos п ш  + sin пых = ^  с„« 00 = (23.33)

где

а„ = - f / (0  cos noitdt,
I *-I

л I
bn = - f /(/) sin naytdt (n — 0,1,2,...),

I J-i

i 1 1
cn = c_n = - К  - й>я) = —  f {n = 0,± 1,± 2,...). (23.34)

2  z l J
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Раздел III 
Дифференциальные уравнения

Дифференциальные уравнения - большая и важная область современной мате
матики, интенсивно развиваемая в трудах белорусских и иностранных ученых. 
Дифференциальные уравнения широко используются при решении разнообраз
ных задач науки и техники. Следует отметить, что во многих случаях различные 
явления описываются одними и теми же дифференциальными уравнениями.

Глава 24 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В этой главе сообщаются основные сведения о дифференциальных уравнениях, 
рассматриваются методы интегрирования дифференциальных уравнений перво
го порядка.

24.1. Основные сведения о дифференциальных 
уравнениях
Дифференциальным уравнением называется уравнение относи

тельно неизвестной функции и ее производных различных порядков. 
Порядком дифференциального уравнения называется порядок старшей 
производной, входящей в это уравнение.

Если искомая функция зависит от одной переменной, то соот
ветствующее дифференциальное уравнение называется обыкновенным. 
Если искомая функция зависит о нескольких переменных, то соответ
ствующее дифференциальное уравнение называется уравнением с час
тными производными. В главах 24 и 25 рассматриваются обыкновен
ные дифференциальные уравнения.

Обыкновенное дифференциальное уравнение п-го порядка в об
щем виде можно записать так:

F(x, у, у , у",..., ум ) = 0, (24.1)

где х -  независимая переменная; у = у(х) - искомая функция перемен
ной х\ у', у", ..., У л) - ее производные; F (x , у, у', у " , . . . ,  у (п)) - задан
ная функция своих аргументов. Отметим, что функция F  может не со
держать некоторых своих аргументов, но непременно должна зависеть 
отУ л) (когда речь идет об уравнении n-го порядка).

Если уравнение (24.1) разрешимо относительно производной 
п-го порядка, то его можно представить в виде
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УМ = f i x , у, у ,  / ......3'<л*1)). (24.2)

Функция у = ср (х), определенная и непрерывно дифференцируе
мая п раз в интервале (а, Ь), называется решением дифференциального 
уравнения (24.1) в этом интервале, если она обращает указанное урав
нение в тождество, т.е.

F(x, ф ф .ф 'М .ф 'О О ..... Ф(л)и ) )  = О

для всех хе (а, Ь).
График решения дифференциального уравнения п-го порядка 

называется интегральной линией (или интегральной кривой).
Задача Коши для дифференциального уравнения n-го порядка 

состоит в следующем: найти решение у = у(х) уравнения (24.1), удов
летворяющее условиям

У = 3V У = Уо> У" = Уо> • • •. У("~П = Уо~1) ПРИ * = (24-3)

где х0, у0, у'0, , УоП~1) — заданные числа, называемые начальными 
данными решения. Равенства (24.3), которые называют начальными ус
ловиями, можно записать и в таком виде:

у Ю  = Уо> у'(хп) = Уо> y 'ixо) = Уо> ■■■• = Уо""0-

Условия существования и единственности решения задачи Ко
ши для уравнения (24.2) определяются следующей теоремой, приводи
мой здесь без доказательства.

Теорема 24.1.

Если в уравнении y (n) =f{x, ..., у (п_|)) функция f {  х, у, у', ..., У "_1)) 
и ее частные производные по у , у', ..., у<п~Г) непрерывны в некоторой 
замкнутой области G, определяемой неравенствами

\х-х0\<а, ly - y o U b , \y '-y0'\<b, ...,
_  y^-Dj < ь (а>0, b> 0),

и, следовательно, ограничены в ней, т.е.
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I f ix , у , у '.... У"-1’! < с, af ix , у, у ',. . ., у '- »
Эу(*>

ik = 0, 1,2, ..., л—1; у ° = у),

где

С>  О, С, >0, Mix, у , у ', . . . ,у {"~1)) е G, 

М 0(х0,у 0,у'0,. . . ,у % " ')) е G,

то  существует единственное решение у  = yix) данного уравнения, 
удовлетворяющее условиям у  = у0, у ' = у'0> . . .,  у (п-|) = Уо"~1\  
при х = х0. Э то  решение определено и непрерывно вместе с производ
ными до порядка п включительно в промежутке \ х - Xq I ^ h, где

h = min
шах (С, у с I

„(Л-1)

Общим решением дифференциального уравнения «-го порядка 
(24.1) называется функция

у = ф {х, Си С2......С„), (24.4)

обладающая следующими свойствами: 1) при любых значениях произ
вольных постоянных С|, С2, ..., С„ она обращает уравнение (24.1) в то
ждество; 2) значения постоянных С|, С2, ..., С„ можно подобрать так, 
чтобы она удовлетворяла условиям (24.3).

Частным решением дифференциального уравнения п-го поряд
ка называется решение, получающееся из общего решения (24.4) при 
фиксированных значениях произвольных постоянных, т.е. функция

у = Ф и с е ? , . . . , О ,

/̂ 0 /'чО /-~i0где С, , С2,... ,  Ся - некоторые числа.
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Решение дифференциального уравнения n-го порядка, в каждой 
точке которого нарушается единственность решения задачи Коши, на
зывается особым.

Общим интегралом дифференциального уравнения п-го поряд
ка называется соотношение вида

Ф (х ,у ,С и С2, ...,С „) = 0, (24.5)

неявно определяющее общее решение у = ф(х, С ь ..., С„) этого урав
нения. Частным интегралом дифференциального уравнения п-го по
рядка называется соотношение Ф (х , у, С °,  С % ,..., С °)  = 0, по
лученное из общего интеграла путем фиксирования значений 
С®, С 2 , •. •, С ° произвольных постоянных.

24.2. Дифференциальные уравнения первого порядка. 
Уравнения с разделяющимися переменными
Дифференциальное уравнение первого порядка в общем виде 

записывается так:

F(x, у, у') = 0. (24.6)

Если это уравнение разрешимо относительно у', то

y '= f (x ,y )  (24.7)

или

dy -f(x , y)dx = 0. (24.8)

Последнее уравнение является частным случаем уравнения

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = 0. (24.9)

Задача Коши для дифференциального уравнения первого поряд
ка: найти решение у = у(х) уравнения (24.6), удовлетворяющее усло
вию

У = Уо при X = х0, или у(х0) = Уо, (24.10)
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где Jt0> Уо ~ заданные числа. Геометрически задача Коши означает сле
дующее: найти интегральную линию, проходящую через точку 
M q(Xq, у о). В  соответствии с теоремой 24.1, если в уравнении 
у ' - f (x , у ) функция f(x, у ) и ее частная производная по у, т.е. 
f ' ( x ,  у ) , непрерывны в некоторой области G  плоскости Оху, содер
жащей точку М 0(хо, уо), то решение задачи Коши существует и являет
ся единственным. В  этом случае через точку М 0(х0, Уо) проходит един
ственная интегральная линия. Если известно общее решение 
у - ф (лс, С ) уравнения (24.7) или его общий интеграл Ф(;с, у, С )  = 0, то 
нахождение решения задачи Коши сводится к вычислению значения 
произвольной постоянной С  из уравнения у0 = ф (х0, С )  или уравнения 
Ф (*0>Уо, С )  = 0.

Будем считать, что дифференциальное уравнение первого по
рядка задано в виде (24.9). Рассмотрим частный случай, а именно, ко
гда функции Р(х, у ) и Q(x, у) представляют собой произведения функ
ции только от х на функцию только от у, т.е. Р(х, у ) =f(x) ф (у), 
Q(x, у) -f\(x) Ф1ОО, в этом случае уравнение принимает вид

Дифференциальное уравнение первого порядка называется 
уравнением с разделяющимися переменными, если его можно привести 
к виду (24.11), rnef(x),f](x) - функции только от х, ф(у), ф^у) - функ
ции только от у.

Разделив почленно это уравнение на/|(х)ф (у) в предположении,
что

Уравнение (24.13) называется уравнением с разделенными пере
менными: при dx находится функция только от х, при dy — только от у. 

Взяв неопределенные интегралы от обеих частей уравнения, по-

/М Ф  O’) dx +/1(х)ф,(у) dy = 0. (24.11)

/1ОО ф(у) *■  о, (24.12)

получим уравнение

(24.13)

лучим
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f / w * + tSM <fy = c.
J /,(x) J ф(у) (24.14)

Равенством (24.14) выражается общий интеграл уравнения (24.11).
Разумеется, интегралы (или один из них) могут оказаться и «не- 

берущимися», но уравнение (24.11) считается решенным; говорят, что 
решение найдено «в квадратурах».

Пример.
Проинтегрировать уравнение у ' — 3\[у* . Найти решение, удовлетво

ряющее условию у = 1 при х = 1.
Полагая у Ф 0, разделяя переменные и интегрируя, получаем:

dy = 3y^dx, —тт = 3dx, у ^ dy = 3dx, у^  = х + С, у = (х + С )3.
/ з

Подставляя начальные данные х0 = \ ,Уо= 1 в формулу для общего решения 
у = (х + С)3, находим значение С: 1 = (1 + С)3, С = 0; у = л3 - искомое част
ное решение. Очевидно, у = 0 - также решение уравнения, это решение яв
ляется особым: в каждой точке оси Ох нарушаются условия теоремы 24.1 
(производная функции f (x, у) = 3 по у обращается в бесконечность). 
Через каждую точку Ма(х0, 0) оси Ох их проходят два решения: у = (at-jcq)3 
и у - 0; последнее решение нельзя получить из общего решения 
у = (х + С)3 ни при каком численном значении С, включая С = ±°° (а только 
при С = С(х ) = -х).

24.3. Однородные дифференциальные уравнения первого 
порядка
Функция F(x, у) называется однородной измерения п, если при 

любом t выполняется тождество

F(tx, ty) - tnF(x, у). (24.15)

Например, функции

F^x, у) = х + 2у, F2(x , у) = х1 sin — , F3(x, у) = * + У
У х
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являются однородными функциями соответственно первого, второго, 
нулевого измерений. Действительно,

F\(tx, ty) = tx + 2ty = t(x + 2у) = tF\(x, у);

F2(tx, ty) = (txf sin —  = t2x2 sin — = t2F2(x, y); 
ty у

F ) ( a , V )  = Ч 1 В . = ik l l )  = £±2 = y).
tx tx X

Дифференциальное уравнение первого порядка

Р(х, y)<£t + б(*> y)dy = 0 (24.16)

называется однородным, если Р(х, у) и 2(дг, у ) - однородные функции 
одного и того же измерения п. В  этом случае соотношение (24.15) для 
данных функций принимает вид

P(tx, ty) = ГР(х, у), Q(tx, ty) = tnQ(x, у).

Полагая в последних равенствах t = 1 :х, х Ф 0, получаем

\Л = ± Г Р ( Х , У ) ,  Q
1

Q(x, у),

откуда

Р(х, у) = х"Р
г \ 

У Q(x, у) = x"Q
г \ 

х

Подставив эти выражения в уравнение (24.16), получим



Введем новую переменную и по формуле

(24.18)

Поскольку в этом случае dy = udx + xdu, то уравнение (24.17) 
принимает вид Р (  1, u)dx + Q (l, u)(udx + xdu) = 0, или

Последнее уравнение является уравнением с разделяющимися 
переменными х, и; из него определяется и, а из формулы (24.18) - ис
комая функция у.

— общий интеграл уравнения (24.16).

24.4. Линейные дифференциальные уравнения первого 
порядка
Линейным дифференциальным уравнением первого порядка на

зывается уравнение вида

где у - у(х) - искомая функция; а(х), Ь(х), с(х) - заданные функции. 
Будем считать, что они непрерывны на отрезке [а, (J], причем а(х) Ф 0. 
Поскольку а(х) Ф 0 при любом хв [а, (}], то данное уравнение можно 
переписать так:

[/*(!, и) + м<2(1, u)]dx + xQ( 1, u)du = 0. (24.19)

Если

Ф(д\ и, с) = 0 (24.20)

— общий интеграл уравнения (24.19), то

/
(24.21)

х

а(х)у' + Ь(х)у = с(х), (24.22)

/  + р(х)у =f(x). (24.23)
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Решение уравнения будем искать в виде произведения двух 
функций v = v(x), и = и(х)

у = uv. (24.24)

Так как у ' = u'v + uv', то подстановка выражений для у  и у ' в 
уравнение (24.23) приводит его к виду

u'v + uv' + p(x)uv = f(x),

или

u'v + u[v' + /?(;t)v] = /(*). (24.25)

В  качестве v выберем одну из функций, обращающих в нуль 
сумму в квадратных скобках, т.е. функцию, удовлетворяющую уравне
нию

v’ + p(x)v = 0. (24.26)

С учетом (24.26) уравнение (24.25) принимает вид 

! u'v = /Ос). (24.27)
I

Уравнение (24.26) является уравнением с разделяющимися пе
ременными х и v, из него определяется функция v = v(x). Функция 
и - и(х) определяется из уравнения (24.27), которое при v = v(x) также 
является уравнением с разделяющимися переменными. Определив 

[ и - и(х) и v = v(x), по формуле (24.24) найдем у.
Действительно, из уравнения (24.26) получаем

- f  p (x )d x
v(x) = С,е 1 , (24.28)

а из уравнения (24.27) -

и(х) = —  f f(x )e^P{ dx + С2. (24.29)
c i J
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По формуле (24.24) находим общее решение линейного уравнения 
(24.23):

-  f  p (x )d x
у = е 1 |  f(x )e

j  p U ) d x
dx + С (С  = С, С ,). (24.30)

24.5. Уравнения в полных дифференциалах
Уравнением в полных дифференциалах называется уравнение

Р(х, y)dx + Q{x, y)dy = 0, (24.31)

левая часть которого есть полный дифференциал некоторой функции 
U  - U(x, у), т.е.

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = dU. (24.32)

Переписав исходное уравнение в виде d U  = 0, заключим, что об
щий интеграл уравнения (24.31) определяется формулой

Щх,у) = С. (24.33)

Как известно, полный дифференциал функции U  = U(x, у) вы
ражается формулой

ЭU . ди ,dU  = —— dx + —— dy. 
дх ду

(24.34)

Из равенств (24.32) и (24.34) следует, что

Р(х, У )= ^ ~ ,  Q (x,y) = ^~- дх ду
(24.35)

Необходимое и достаточное условие того, что левая часть урав
нения (24.31) является полным дифференциалом некоторой функции, 
выражается равенством

дР_ _  dQ_ 
ду дх

(24.36)
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Функция U  = U(x, у), входящая в формулу (24.33), находится из 
уравнений (24.35).

Пример.
Проинтегрировать дифференциальное уравнение 

(2x-3 y)dx + (2y-3x)dy = 0.

Для данного уравнения Р(х, у) = 2х-3у, Q(x, у) = 2у-3х,

—  = -3 —  = -3 
ду ’ дх

Так как выполнено условие (24.36), то данное уравнение является урав
нением в полных дифференциалах; следовательно,

= 2х -  3у , = 2 у  -  Зх. ( I)
о* ду

Интегрируя первое из этих уравнений (у при этом считается постоян
ным), находим

U(x, у) = х2-Зху + ф(у), (I I)

где ф(у) -  функция, подлежащая определению.
Дифференцируя по у функцию U = U(x, у) и принимая во внимание 

второе из равенств (I), получаем -Зх + ф'(у) = 2у-3х, откуда

ф'(у) = 2у, = 2у, dtp = 2ydy, ф(у) = у2 + С,. 
ду

Подставив выражение для ф(у) в равенство (II), найдем 

L/(x,y)=x2-3xy + y2 + C l.

В  соответствии с формулой (24.33) получаем

х1-3ху + у2 + С, = С2 или х2-3ху + у2 = С,

где С = Сг~С 1.
Итак, jc2—3jcy + у2 = С - общий интеграл данного уравнения. 

Замечание.
Это уравнение является также однородным, его можно проинтегриро

вать с помощью формулы (24.18).
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24.6. Приближенные методы интегрирования 
дифференциальных уравнений
Прежде всего нужно отметить, что не существует общих мето

дов интегрирования дифференциальных уравнений. Дифференциаль
ные уравнения, интегрируемые с помощью известных методов, в при
ложениях встречаются сравнительно редко. В связи с этим особое зна
чение приобретают приближенные методы решения дифференциаль
ных уравнений.

Среди приближенных методов различают аналитические и чис
ленные. Аналитические методы дают возможность найти решение 
дифференциального уравнения в виде некоторого аналитического вы
ражения. При использовании численных методов решение диффе
ренциального уравнения получают в виде таблицы численных значе
ний искомой функции при заданных значениях ее аргумента.

К  аналитическим методам относятся, например, метод интегри
рования дифференциальных уравнений с помощью рядов, метод по
следовательных приближений и др.

Сущность метода интегрирования дифференциальных уравне
ний с помощью рядов поясним на примере применения его к линейно
му уравнению

р(х)у' + q(x)y = г(х). (24.37)

Если функции р(х), q(x), г(х) разлагаются в ряды по степеням 
(х - а), сходящиеся в некотором интервале (а - R, а + R), тогда иско
мая функция у  = у(х) также разлагается в ряд

у(х) = с0 + С\(х-а) + с2(х-а)2 + ... + сп(х-а)" + ..., (24.38)

сходящийся в том же интервале (доказательство см., например, в книге 
[7]).

В  этом интервале будет сходиться и ряд для производной 

у\х) - С) + 2с2(х- а) + ... + пс„(х~ а)"~1 + ... .

Подставляя ряды для у(х), у'(х), р(х), q(x), г(х) в уравнение 
(24.37), сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях (х - а), по
лучаем уравнения, из которых определяются коэффициенты с„ 
(п = 0, 1, 2, ...) ряда (24.38). Этот способ называется способом неопре
деленных коэффициентов.
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Употребляют и другой способ, основанный на применении ряда 
Тейлора и последовательном дифференцировании данного дифферен
циального уравнения.

Если требуется найти решение дифференциального уравнения

F(x ,y,y ') = 0, (24.39)

удовлетворяющее условию у(а) = Ь, то его ищут в виде

у(х) = у(а) + (л - а) + У ^  (х - а)2 + ...+ 

yin)(a)+ У (> (х - а )"+ .... (24.40)
л!

Из начального условия определяется у(а), из уравнения (24.39) 
находится у'(а). Из уравнения, полученного дифференцированием 
уравнения (24.39), находят у "{а) .  Аналогично вычисляют ут ( а ) ,

IV , чу (а ) и т.д.

Замечание.
Указанные способы применимы и к дифференциальным уравнениям 

высших порядков.

К простейшим численным методам относится метод Эйлера,
Дуоснованный на использовании приближенной формулы у ' = — .
Ах

Пусть требуется найти численные значения решения дифферен
циального уравнения

/  = fix, У), (24.41)

удовлетворяющего условию у = у0 при х = х0 или у(х0) = уо, в заданных 
точках отрезка [Хо, Ь\.

Отрезок [хо, Ь] разобьем на п равных частей точками Х\, 
х2, ...,хп = Ь, длину каждого элементарного отрезка [хь хк+]] обоз
начим через Л, тогда

х* = хь + *А (* = 0, 1,2, (24.42)
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Этим значениям хк будут соответствовать некоторые значения 
искомой функции у = у(х). Найдем формулу для определения прибли
женных значений ук = у(хк). Равенство (24.41) заменим приближенным 
равенством

~ r  = f (x ,y ) или Ay = f(x,y)Ax.
Ах

Для указанных точек последнее равенство запишется так:

АУк = /(**. Ук >
где

Д** = хк+1 - хк = h, Аук = ум  - ук (к = 0,1, . ..,п  - 1).

Следовательно,

Ук+\~ У к =Лхк, yk)h или yt+1 = ук + АД хк, ук). (24.43)

По этой формуле и определяются приближенные значения иско
мой функции в заданных точках.

Краткие теоретические сведения о других численных методах 
интегрирования дифференциальных уравнений и соответствующие 
примеры имеются, в частности, в [5].

Глава 25 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. 
СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

В этой главе рассматриваются простейшие интегрируемые дифференциальные 
уравнения л-ro порядка (л > 1), вводятся основные понятия, связанные с систе
мами дифференциальных уравнений.

25.1. Некоторые интегрируемые типы дифференциальных 
уравнений л-го порядка. Уравнения, допускающие 
понижение порядка
Рассмотрим уравнение (24.2), правая часть которого является 

непрерывной функцией только одной переменной х, т. е. уравнение
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УМ = /(х ). (25.1)

Общее решение уравнения (25.1) находится с помощью л-крат- 
ного интегрирования по следующей схеме:

ах ах
dy{n~l) — f(x)dx, у<лЧ) = jf(x )d x  + c1,

y("-v — J*[J* f(x)dx + c]] dx + c2= j dxj f(x)dx + c\x + c2,..., 

у = jd x jd x ...j f(x)dx+Clxn~> +... + Cn4x + Cn.

Пример 1.
Проинтегрировать уравнение у '"  = s in x -  co s* .
Так как

,  dy' dy' . , .у = sinx-cosjt, dy =(sinx-cosx)dx,
dx dx

to  y "  = J (sin  x -  cosx)dx, y "  = — cosx — sin  x + c , .

Аналогично получаем

(  сy^-sinjc+cosjc+qx+Cj, у = cosjc + sinjc + C,jt2 +C2x + C} Q= —

К числу уравнений, допускающих понижение порядка, относят
ся следующие:

F (y ^ l\ ум ) = 0; (25.2)

F(x,y(k\y ik+l\ . . . ,y M) = 0; (25.3)

F (y ,y ',y " ......ум ) = 0. (25.4)

Уравнение (25.2) с помощью подстановки

У "-0 = г, (25.5)
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где z — новая неизвестная функция, приводится к уравнению первого 
порядка F(z, z') -  0. Если z = tp(jc, С{) -  общее решение последнего 
уравнения, то с учетом (25.5) получаем У л1) = ф(х, С{). Это уравнение 
вида (25.1), его общее решение может быть найдено с помощью п- 1 
интегрирований (при этом вводятся еще п- 1 произвольных постоян
ных С 2 , С3, ..., С„).

В  случае уравнения (25.3) полагаем

нимает вид F(x , z, z', ..., z(n~k)) = 0. Если z = ф(х, С ь С2, ..., С„.к) - об
щее решение этого уравнения (порядок которого равен п-к), то уравне
ние (25.6) принимает вид у{к) = ф(х, Сь С2, ..., Сп.к). Из последнего 
уравнения искомая функция у(;с) находится путем ^-кратного интегри
рования. Отметим частный случай уравнения (25.3): при к=  1 по
лучаем

Уравнение (25.7) подстановкой y' = z приводится к уравнению 
(л-1)-го порядка F(x, z, г', ..., Z(n l>) = 0.

С помощью той же подстановки у' = z порядок уравнения (25.4) 
также понижается на единицу. Действительно,

производная к-го порядка от у  по х выражается через производные (&-I )-го 
порядка от z по у. Уравнение (25.4) принимает вид Fi(y, г, г ', ..., ztn,)) = 0.

В  заключение отметим, что уравнение

приводится к уравнению второго порядка F(z, z") = 0, где z = У "'2).

Пример 2.
Проинтегрировать уравнение xyiv-y"' = 0.

(25.6)

тогда У * +1) = z , У *+2) = z" , ..., у (п) = Z(n к) ■ Уравнение (25.3) при-

F (x ,y ',y " , . . . ,y M) = 0. (25.7)

F (y {n~2)), y in)) = 0 (25.8)
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Это уравнение вида (25.2). Положим у '"  = z, тогда yIV = г' и уравнение 
примет вид xz'-Z = 0. Интегрируя полученное уравнение первого порядка, 
находим

x— -z  = 0, in I z I = lnl jr| + ln| Cl, z = Cx.
dx z x

Подставляя эту функцию в уравнение у"' = z, получаем у’"  = Сх, откуда 
у = Сххл + Сгх̂  + Сух + С4.

25.2. Линейное однородное уравнение п-го порядка
Свойства решений линейного однородного уравнения п-го 
порядка.
Линейным дифференциальным уравнением n-го порядка называ

ется уравнение вида

qa(x)y{n) + 4 |(*)У "Ч> + ■■■ + q„-\(x)y + q„(x)y = f x(x), (25.9)

где у =y(x) - искомая функция;/|(;с), qk(x) (А: = 0, 1 ,2 ,..., п) - заданные 
функции. Будем считать, что они определены и непрерывны на некото
ром отрезке [а, Ь].

Если /Д л) Ф 0, то данное уравнение называется линейным неод
нородным, если /|(х ) = 0 -линейным однородным.

При q0(x) *  0 линейное неоднородное уравнение после деления 
на qo(x) можно привести к виду

у("> + Р] « У " - 1' +... + р„_, ( * )/  + Р„ (х)у  = f(x ). (25.10)

Линейное однородное уравнение п-го порядка в этом случае 
(q0(x) ?  0) приводится к виду

У "’ + р|(д:)у(',' 1) +■■■ + р„^(х)у'+  р„(х )у  =0. (25.11)

Последнее уравнение кратко запишем так:

Цу\=  0, (25.12)

где
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+/>,(*)/" l) +...+ pn_t(x )y + рл(х)у. (25.13)

Будем называть L  линейным дифференциальным оператором. 
Линейный дифференциальный оператор обладает следующими 

свойствами:

L [C y]^C L[y ] (С  = const);

Цу\ + Уг\=Ц.У\\ + Ц.Уг\-

Действительно,

ЦСу] S  (Су)м  + р,(х)(СуУ- 1’ +... + р„(х)(Су) ее 
= С [у(л) + й (х )ум  + ... + />„ (х)у] = СЦу],

Д > 1  +  У2]  =  (^1  +  > 2 ) (л> +  P i  W ^ i  +  3 '2 )(' " 1) +  • • • +  Рп W U  +  У г )  =

= Ь Г  + Pi (-*)V',4) + — + Рп to tt ] + [>,2<n) + Pi (х)у2(”~1) +...
■ ■■ +  Рп ( х ) У г  ] 55 Ц- У 1 ]  +  Ц -У г  ]■

С помощью формул (25.14), (25.15) докажем некоторые теоре
мы о свойствах решений линейного однородного уравнения п-го по
рядка.

Теорема 25.1.

Если у, - решение линейного однородного уравнения L [y,] = О, 
то  Су j, где С  — постоянная, такж е  является решением этого уравне
ния.

Д о казател ьство .
По условию L [y i] = 0. В  соответствии с формулой (25.14) по

лучаем

L[Cy,] = С З Д  = 0, Ц Су,] ее 0.

Это и означает, что Су, -  решение уравнения L[y] = 0.

(25.14)

(25.15)
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Теорема 25.2.

Если у>] и у2 - два решения линейного однородного уравнения 
L [y ] = 0, то  их сумма yi + та кж е  является решением этого уравне
ния.
Доказательство.

По условию L[y]] = 0, L [y2] = 0. Применяя формулу (25.15), по
лучаем

L  [ji + у2]= L [y x]+ L  [у2]=0, L  [у, + у2]= 0.

Итак, сумма у\ + у2 является решением уравнения L[y] = 0. 
С л е д с т в и е .  Если у2, ..., уп -  решения уравнения 

L[y] = 0, то функция

У = С\У\ + С?у2 + ... + С„у„ (25.16)

также является решением этого уравнения.
Это утверждение следует из теорем 25.1, 25.2.

Теорема 25.3.

Если уравнение Ц у ] = 0 с действительными коэффициентами 
Pk(x) (k= 1,2, ..., п) имеет комплексное решение у(х) - и(х) + iv(x), то  
действительная и(х) и мнимая v(x) части такж е  являются решения
ми этого уравнения.

Доказательство.
По условию L[u(x) + гv(jc)] = 0. В  соответствии с формулами

(25.14) и (25.15) получаем

L[u(x) + iv(jc)] = L[m (*)] + /L[v(x )]s0,

откуда L[u(x)] = 0, L[v(x)] s  0, так как комплексная функция действи
тельной переменной тождественно равна нулю тогда и только тогда, 
когда тождественно равны нулю действительная и мнимая части.

Замечание.
Свойства оператора L, выражаемые формулами (25.14) и (25.15), здесь 

применены к комплексной функции действительной переменной. Это до
пустимо, поскольку при выводе этих формул использовались свойства про
изводных (Су)'=СУ , (У] + у2У = У\ + у2, остающиеся справедливыми и
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для комплексных функций действительной переменной. Производная ком
плексной функции действительной переменной определяется формулой

[и (х) + iv(jc)]' = и'(х) + iv'(x). (25.17)

Линейная зависимость и линейная независимость функций. 
Определитель Вронского1.
Понятие линейной независимости функций вводится аналогично 

понятию линейной независимости векторов (см. п. 5.11). Функции

У2 = Уг(х), ..., уп = уп(х) (25.18)

называются линейно-зависимыми на отрезке [а, Ь], если существуют
действительные числа а ь а2, ..., а„, не все равные нулю 
( а 2 + а\ + ... + а 2 Ф О), такие, что для любых хе [а, Ь\ выполняется ра
венство

a,yi + а-2у2+ ... + а„у„ = 0. (25.19)

Если равенство (25.19) выполняется лишь при

^  = а 2 = ... = а„ = 0, (25.20)

то функции у ь у2, ...,у „  называются линейно-независимыми. Отметим, 
что функции

У1 = 1> У2 -Х, Уз=х2, ..., у„ = х"~1 (25.21)

линейно-независимы на любом отрезке [а , Ь ] .  Действительно, равенст
во (Х) + а 2х + азХ2 + ... + а^ с"1 = 0 для всех хе [а, Ь ]  выполняется лишь 
в случае, когда а х= а2= ... = а „ -  0 (так как многочлен степени п-1 
имеет не более п- 1 корней). Можно доказать, что если к,Ф kj при i Ф j , 
то функции

ух= е * ,  Уг=ек», ..., у „= е м , (25.22)

1 Гене-Вронский (Ноёпе Wronski Josef, 1778-1853) - польский математик и философ,
работал в Париже.
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а также функции

(25.23)

линейно-независимы на любом отрезке [а, Ь].
Очевидно, если одна из функций yi(;t), у2(х), ..., у„(х) тождест

венно равна нулю, то функции линейно-зависимы. Действительно, 
пусть, например, yi(x ) = 0, тогда 1 -у\ + 0-у2 + ... + 0 у„ = О, ОС] = 1^0. Ес
ли среди п функций к (к< п ) линейно-зависимы, то и все функции ли- 
нейно-зависимы. В  самом деле, если ai^i + а.2у2 + 
+ ... + а^* = 0, где не все а, (г = 1, 2, ..., к) равны нулю, например, 
c*i Ф  0, то

ОСО’1 + а 2У2 + • ■ ■ + О-кУк + О'Ук+1 + • • ■ + о 'У „ = 0, ОС] Ф 0.

В  случае двух функций у х = у^дс), у2 = у2(х), ( у { Ф О , у2 Ф 0 ) не
обходимым и достаточным условием линейной зависимости является 
их пропорциональность. Действительно, если

то ку1- у 2 = 0 или aiyi + ОС2У2 = 0, где а 2 = - 1 *0 . Обратно, если 
ос,у, + ссгУг = 0 и а .+ а ^ О . Пусть а 2*0 , тогда = ~ («i:cx2)>'i или 
Уг - ку\, где к = - a t:a2. Например, функции у, -х , у2 = 2х линейно-за-

линейно-независимы. Линейно-независимыми на любом отрезке явля
ются также функции

Теорема 25.4.

Если функции yi = yi(jc), у2 = у2(х), = У„(х) линейно-зависи-
мы на отрезке [а, Ь], то  определитель

Уг = куъ у2(х) - kyx(x), к = const, (25.24)

висимы на любом отрезке [a, h]\ функции y t = ек,х, у2 = ек-х (kt ф  к2)

у, = е "  sinpjc, у2 = еш cos(ix. (25.25)
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Ух Уг
Ух Уг
0 0

Ух Уг

УГ> У Г ’

У„
/

Уп
0

Уп

Уп
(Л-1)

(25.26)

тождественно равен нулю на этом отрезке.
Д о казател ьство .

Так как функции yi(x), Уг(х), ..., у„(х) линейно-зависимы на от
резке [а, Ь\, то по определению на этом отрезке справедливо тождество

otiyi + (Х2У2 + ... + оi„yn = О,

причем не все а, равны нулю.
Продифференцируем это тождество п— 1 раз:

а 1у 1+ а2у 2+...+а„>-„=0;

« i/ + a 2 ^ + — + а. л  н ° ;  

+ а2у Г 1У+ - + ^ п У Г ) ^0.

(25.27)

При любом хе [а, Ь] получаем линейную однородную систему 
алгебраических уравнений относительно п неизвестных а ь а 2, ..., а„. 
Поскольку эта система имеет ненулевое решение (не все а, равны ну
лю), то, как известно, определитель ее равен нулю (см. п. 4.2, следст
вие из теоремы Крамера).

Следовательно, определитель системы (25.27), являющийся оп
ределителем (25.26), равен нулю в каждой точке хе [а, Ь].

Определитель (25.26) называется определителем Вронского.
Проиллюстрируем теорему 25.4 на примере функций yxix)-^, 

уг(х) = sh х, у3(;t) = chx Эти функции линейно-зависимы (см. формулы 
(10.42) и (10.43)), так как для любых х sh х + ch х = е\ sh х + ch х- е* = 0.

Определитель Вронского для этих функций содержит две одина
ковые строки (первую и третью), поэтому равен нулю при любом х.
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Теорема 25.5.

Если yi = yi(x), у2 = Уг(х), • ••> Уп = Уп(х) - линейно-независимые 
решения уравнения

yM + pi(x)y{n-'l + ... + рП(х)у = 0„(л-1) (25.28)

с коэффициентами Рь(х) (k= 1, 2, ..., /г), непрерывными на отрезке 
[а, Ь], то  определитель Вронского w(x) — w[jyb у2, у„] не обращает
ся в нуль ни в одной точке отрезка [а, Ь].

Д о казател ьство .
Предположим противное, т.е. в некоторой точке х0е [а, Ь] опре

делитель Вронского равен нулю, т.е. w(jc0) = 0.
Выберем числа <хь а2, ..., а„, среди которых есть отличные от 

нуля, так, чтобы они удовлетворяли системе алгебраических уравнений

а , у , ( х 0 ) + а 2у 2 (д :о ) -1 - . . .+ а „у „ (д С о )  =  0 ;

а ,/ , (х0)+ а2у'2 (х0) +... +апу'п (х0) = 0;
(25.29)

« .У Г '1' (*<>) +<*2 У2П~1) (*о) + • • • + а У „п-,) (х0) = 0.

Это можно сделать, поскольку определитель системы (25.29) яв
ляется определителем Вронского и w(x0) = 0. Система в этом случае 
имеет ненулевое решение.

На основании следствия из теорем 25.1 и 25.2 функция

у = a j iW  + а  2у2(х) + ...+  сХдУ„М (25.30)

является решением уравнения (25.28). Это решение удовлетворяет на
чальным условиям

у(хо) = 0, у’(х0) = 0, ..., У - 'W  = 0,

что следует из равенств (25.29). Но этим начальным условиям удовле
творяет и тривиальное решение у  = 0 уравнения (25.28).

В  соответствии с теоремой 24.1 заключаем, что решение (25.30) 
тождественно равно нулю, т.е.
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у(х) = О или a iy,(x ) + а-2у г(х) + ...+ а„уп(х) = 0.

Последнее означает, что функции у х, у2, . уп линейно-зависи
мы на отрезке [а, Ь], что противоречит условию.

Следовательно, определитель Вронского для линейно-независи
мых решений уравнения (26.28) не равен нулю ни в одной точке отрез
ка [а, Ь].

Общее решение линейного однородного уравнения л-го 
порядка.
Структуру общего решения линейного однородного уравнения 

п-го порядка выясняет следующая теорема.

Теорема 25.6.

Еслиу\=  yi(x), >>2 = .У2М . • ■ •, У„~ Уп(х) - линейно-независимые 
на отрезке [а, b] решения однородного уравнения (25.28), коэффициен
т ы  которого непрерывны на этом отрезке, то  его общее решение оп
ределяется формулой

У — С\у\ + С2У2 + ••• + СпУп, (25.31)

где С |, С 2, ..., Сп — произвольные постоянные.

Д о ка за тел ьство .
На основании следствия из теоремы (25.2) функция (25.31) обра

щает в тождество уравнение (25.28).
Далее, постоянные С ь С2, ..., Сп можно подобрать так, чтобы 

получить решение, удовлетворяющее произвольным заданным услови
ям:

Ciy,(x0) + C2y2(x0) + ... + Cnyn(x0)=  yQ; 
Cly'l(x0) + C2y'2(xQ) + ... + C„y'n(x0) = y'0;

c ^ r V o )  + c 2y(r l)(x0)+... + c y r l)(x0) = y t l}.
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Определитель системы (25.32) является определителем Вронско
го w(x0). Поскольку решения _у ](.£), уг(х), ..., у„(х) линейно-независимы 
на отрезке [а, Ь], то для любого х0е [a, b] w(x0) Ф 0. Следовательно, 
система (25.32) имеет единственное решение С,0, С ° ,. ■ С° .

Это и означает, что формула (25.31) определяет общее решение 
уравнения (25.28).

С л е д с т в и е ,  Максимальное число линейно-независимых 
решений линейного однородного уравнения равно порядку этого урав
нения.

О п р е д е л е н и е .  Любые п линейно-независимых решений 
линейного однородного уравнения n-го порядка называются его фун
даментальной системой решений.

25.3. Линейные однородные уравнения л-го порядка с 
постоянными коэффициентами
Линейным однородным уравнением /г-го порядка с постоянны

ми коэффициентами называется уравнение вида

У п) + аху(п-" + ... + а ^ у ' + апу = 0, (25.33)

где а\, а2, ..., а„ - действительные числа.
Уравнение (25.33) является частным случаем уравнения (25.28), 

поэтому все сказанное в п. 25.2 применимо к уравнению (25.33).
Решение уравнения (25.33) будем искать в виде

y = ekx (к = const). (25.34)

Подставляя эту функцию и ее производные

у’ = кекх,у "  = к1екх, ...,yw = knekx

в уравнение (25.33), получаем

(кпекх + а,кп-1екх+ ...+ а лекх) = 0,
£**(*п + а\кп * + ...+  а„_\к + ап) = 0.

Функция (25.34) будет решением уравнения тогда и только то
гда, когда

кп + а\к.п + ... + ап-\к + ап = 0, (25.35)
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т. е. когда к -  корень алгебраического уравнения (25.35).
Уравнение (25.35) называется характеристическим уравнением. 

Это алгебраическое уравнение п-й степени, оно имеет п корней (считая 
и равные корни), среди которых могут быть и комплексные.

Рассмотрим основные возможные случаи.
1. Характеристическое уравнение имеет различные действитель

ные корни.
Обозначим эти корни через k]t k2 ..., kn (k ^ k j при i Ф j). Им со

ответствуют решения уравнения (25.33):

Функции (25.36) в этом случае (к,Ф kt при / Фj )  линейно-незави
симы на любом отрезке [а, Ь) (см. (25.22)). В  соответствии с формулой 
(25.31) получаем общее решение уравнения (25.33):

Пример 1.
Проинтегрировать уравнение у"'-2у"-у' + 2у = 0.
Это линейное однородное дифференциальное уравнение третьего по

рядка с постоянными коэффициентами. Ему соответствует характери
стическое уравнение к3- 2к2- к + 2 = 0, имеющее корни = - I, к2 = I,

Следовательно, общее решение данного дифференциального уравнения 
определяется формулой у  = Схе~х + С2г* + Съеъ .

2. Характеристическое уравнение имеет действительные корни, 
среди которых т  равны между собой.

Будем говорить в этом случае, что среди корней характери
стического уравнения имеется один /тг-кратный корень. Обозначим его 
через к\. Предположим, что все остальные действительные корни раз
личны. Корням характеристического уравнения

(25.36)

(25.37)

Jt3 = 2.

соответствуют решения дифференциального уравнения
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Ум+1 = ек̂ х,...,у „= ек*х.

Эти решения линейно-зависимы (так как линейно-зависимы пер
вые т  функций; они равны между собой), поэтому посредством их по
лучить общее решение дифференциального уравнения не представля
ется возможным.

Можно показать, что корню кх кратности т  будут соответство
вать т  линейно-независимых решений у, = ек'х, 
у2 = хек'х, ..., ут =хт~1ек'х. Рассмотрим и решений

у2=хек'х, ..., ут = х - 1е1'х,

Ут+1=е‘т*'х .....  (25.38)

Решения (25.38) линейно-независимы на любом отрезке [а, Ь] 
(см. (25.23)), поэтому общее решение уравнения (25.33) определяется 
формулой

у = С1ек'х + С2хек'х +... + Ст хт~'ек'х +
+ СтНек"'*'х + ...+ Спек"х

или

у = (С1+С2х + Съх2... + СтхтЛ)ек,х +
+ Ст+1ект*'х + ... + Слек"х. (25.39)

Пример 2.
Проинтегрировать уравнение у’"  + Зу" + 3у' + у = 0.
Характеристическое уравнение к3 + 3к2 + Зк + 1 = 0 или (к + 1 )3 = 0 

имеет трехкратный корень кх = к2 = = -1, поэтому общее решение данно
го дифференциального уравнения определяется формулой 
у — (С| + С2х + Съх2)е х.________________________________________________

3. Характеристическое уравнение имеет простые комплексно-со- 
пряженные корни.

Обозначим эти корни к\ = а -  ф, к2 = а  + / р, где а, р - действи
тельные числа, i = V —Т . Им соответствуют комплексные решения 
дифференциального уравнения
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У, = ек'х = e{a-V)x = e00r (cospx-/sin p*), 
y2 =ek*x = e{aMf,)x = e "  (cos pjc + i sin (lr).

На основании теоремы 25.3 уравнение будет также иметь и дей
ствительные решения у, = е°“  cos (За: , у2 = 6ой sin (3jc .

Если все остальные корни к3, к4, к„ являются действительны
ми и различными, то общее решение уравнения (25.33) определяется 
формулой

у = (Cj cos Рх + С2 sin Рх)^^ + С3е *  + ... + СпвкпХ. (25.40)

В  частном случае, когда характеристическое уравнение имеет 
чисто мнимые корни к\ = - /р, к2 = г'Р (а  = 0), формула (25.40) прини
мает вид

у = С, cospx + С2 sin Рх + С3е*3* + ... + Спек"х. (25.41)

Если среди корней к3, &4, ..., к„ имеются кратные, то общее ре
шение записывается с учетом формулы (25.39).

Пример 3.
Проинтегрировать уравнение у'"-2у" + у'-2у = 0.
Характеристическое уравнение

к3-2к2 + к-2 = 0, к\к-2) + (к-2) = 0, (к2 + 1 )(к-2) = 0

имеет корни к\=- г, к2 = i, к3 = 2, поэтому в соответствии с формулой 
(25.41) получаем общее решение у = С icosx + C2sinx + С3е1х данного диф- 
ференциального уравнения.____________________________________________

4. Характеристическое уравнение имеет кратные комплексные
корни.

Пусть комплексно-сопряженные корни к-, = а- г'Р, к2 = ос + г'Р яв
ляются m-кратными. Если остальные п-2т корней Аь>л+ь ..., к„ являют
ся действительными и различными, можно показать (на чем подробно 
не останавливаемся), что общее решение дифференциального уравне
ния имеет вид

у — (С, + С2х -ь С3х2 +... + Ст хт 1 )£at cosPx +
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+ (Cm+i + Ст+гх + • • • + C2mxm 1 )eax sin fix + 
+ С2тУ ^ " + . . .  + С„ек’\ (25.42)

В частном случае, когда характеристическое уравнение имеет 
кратные корни кх = - г'Р, к2 = г'Р (а  = 0), формула (25.42) принимает вид

>’ = (С, + С2х + С3х2 +... + Стхт~') cosPa: +

+ (Ст+1 + Ст+2Х + • • • + С2тхт~х )sin рл: +
+ С2тУ 2̂ 'х+... + Спек"х. (25.43)

Если среди действительных корней имеются кратные, то общее 
решение записывается с учетом формулы (25.39).

Пример 4.
Проинтегрировать уравнение y,v + 2у" + у = 0.
Характеристическое уравнение к4 + 2к2 + 1 = 0, (к2 + I)2 = 0 имеет дву

кратные корни к\=- i, к2 = 1, поэтому

у = (Ci + С2х) cos х + (С3 + С̂ х) sin х.

25.4. Линейное неоднородное уравнение л-го порядка
Рассмотрим линейное неоднородное уравнение п-го порядка

ум  + Р] (х )у(п-1) + ... + ря_х (х)у + р„ (х )у = f(x ). (25.44)

Будем считать, что функции рк(х) (к = 1, 2, ..., п) и f (x )  непрерывны на 
отрезке [а, Ь]. Уравнение (25.44) кратко запишем так:

Ц у ] = /(*),

L [y ] = ум  + Pi (x )y in~n + ... + рп_х (х)у + рп (х)у. (25.45) 

Теорема 25.7.

Если уо - решение однородного уравнения L  [у] = 0, у х - решение 
соответствующего неоднородного уравнения L  [у] = f(x ), т о  сумма 
Уо + У1 является решением этого неоднородного уравнения.____________
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Доказательство.
По условию L [y0] = 0, Цу\] =f(x), поэтому

Ь̂'о + У)] = Цуо] + Цух\ = 0 +/(х), 
^b'o + 3'i] =/(*)-

Это означает, что у0 + yi - решение неоднородного уравнения

Структура общего решения неоднородного уравнения (25.44) 
определяется следующей теоремой.

Теорема 25.8.

Если Y  - частное решение уравнения L[y] =f(x) с непрерывны

ми коэффициентами, у0 = ^  Ск ук — общее решение соответствующе-
к=1

го однородного уравнения L [j]  = 0, то общее решение данного неодно
родного уравнения определяется формулой

Доказательство этой теоремы предоставляется читателю, оно 
аналогично доказательству теоремы 25.6.

Замечание.
Чтобы записать общее решение линейного неоднородного уравнения, 

необходимо найти какое-нибудь частное решение этого уравнения и общее 
решение соответствующего однородного уравнения (для чего нужно знать 
п линейно-независимых его решений).

25.5. Линейное неоднородное уравнение л-го порядка с 
постоянными коэффициентами
Рассмотрим линейное неоднородное уравнение n-го порядка с 

постоянными коэффициентами

Ц у 1 =/(*)•

л

л

(25.46)

ум  +а1У"-1) +... + а „_У  + апу = / (* ), (25.47)
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где а ь а2, ..., ап — действительные числа. Запишем соответствующее 
однородное уравнение, т. е. уравнение

ум  + а, у ("-1) + ... + апЧ у ' + апу = 0, (25.48)

в котором постоянные а ь а2, ..., а„ те же, что и в уравнении (25.47). 
Поскольку уравнение (25.47) является частным случаем уравнения 
(25.44), то общее решение его определяется формулой (25.46).

Общее решение у0 однородного уравнения (25.48) находится со
гласно п. 25.3, частное решение Y неоднородного уравнения может 
быть найдено методом неопределенных коэффициентов в следующих 
простейших случаях:

1 .fix ) = е“*Рп(х), где Р п(х) - многочлен степени п.
Если а не является корнем соответствующего характеристичес

кого уравнения, то полагают У = e^Qjjc), где Q„(x) - многочлен степе
ни п с неопределенными коэффициентами. Если а  — корень характери
стического уравнения, то Y = x?eaxQ„(x), где г - кратность корня а.

2. f ix ) - e^lPnix) cos bx + Rm(x) sin bx].
Если a ± ib не являются корнями характеристического уравне

ния, то полагают

Y = e“ [(2vW cos bx + Sv(x) sin bx],

где Qv(x), Sv(x) - многочлены степени v = max{n, m} с неопределенны
ми коэффициентами. Если (а ± ib) - корни характеристического урав
нения, то

Y = хгешЮу(х) cos bx + Sv(x) sin bx],

где г - кратность корней а ± ib.
В общем случае при решении неоднородного уравнения (25.47) 

применяется метод вариации произвольных постоянных (см. п. 25.6).

Пример.
Проинтегрировать уравнение у"'-5у" + 8у'-6у = 12с21.
Найдем сначала общее решение соответствующего однородного урав

нения у"'-5у" + 8у'~6у = 0. Так как характеристическое уравнение
к3 -5к2 +8к -6 = 0, к3-Зк2- 2 к2+6к + 2 к-6  = 0, 
к2(к-3 )~  2к(к -3) + 2(к - 3) = 0 , (к - 3)(к2 -2к + 2) = 0 имеет кор
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ни *| = 1 - i, к2 = 1 + i, къ = 3, то общее решение однородного уравнения 
определяется формулой

Уи = (C|Cos х + C2sin jc)e* + С3е3*.

Частное решение неоднородного уравнения будем искать в виде
Y = Ае2*. Подставляя в исходное уравнение выражения для функции У и ее 
производных

SAe^-WAe2* + 16Ае2*- 6Ае2* = 12еъ , -2Аеъ = 1 le2*,

откуда -2А = 12, А = -6. Итак, Y = -6e2jr.
В соответствии с формулой (25.46) находим общее решение данного 

неоднородного уравнения у = (Cicos х + C2sin х)ех + Cie3x-6e2x.

25.6. Метод вариации произвольных постоянных
Обратимся снова к линейному неоднородному уравнению п-го 

порядка с переменными коэффициентами

Будем считать, что функции р\(х), ..., р„(х) непрерывны на неко
тором отрезке [а, Ь].

Если нахождение частного решения этого уравнения оказывает
ся затруднительным, но известно общее решение соответствующего 
однородного уравнения, то общее решение уравнения (25.49) можно 
найти методом вариации произвольных постоянных.

Пусть соответствующее однородное уравнение

Г  = 2Аеъ , У  = 4Ае2*, Y "  = ЪАе2*,

получаем

/"> + рх М / "- ” +... + рщ (х)у = / (* ). (25.49)

У " , + Р ,(л )ум +... + Р ,(х )у  = 0 (25.50)

имеет общее решение

(25.51)

Общее решение уравнения (25.49) будем искать в виде

у - C1(x)y,(x) + Сг(х)у2{х) + ... + Сп(х)у„(х), (25.52)
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где yi = yi(x ), y2 = y2(x), -. •, уn — Уп(х) - линейно-независимые решения 
уравнения (25.50), входящие в формулу (25.51), а С\(х), С2(х), ..., С„(х)
- неизвестные функции.

Чтобы найти эти функции, подчиним их некоторым условиям. 
Найдем производную функции (25.52):

/  = [С, (х)у[ + С2 (х)у2 +... + Сп(х)у'п] + 
+[С,'и)у, +С'2( х)у2 + ... + С '( х)уп].

Потребуем, чтобы сумма во второй квадратной скобке равнялась 
нулю, т. е.

Cji+ C2 у2+--- + с'„уп =0,

тогда у'=: С1у'1 + С2у2 + ... + Спу'п.
Найдем вторую производную

y ' = (C ly '+ C 2y l + ... + C „y ')  +
+(C'ly'i+C'2y2 +... + C'ny'n)

и потребуем,чтобы

С[у\ + С2у2+...+ С'„уп =0, 

тогда у’ = С{у’ + С2у2 + ... + С „у ' .
Продолжая аналогичный процесс, получаем

у (п) = (С ,у1<',) +С2у2п) + ... + С „у ‘п)) +

+с;у?->) +...+с,у г ,)).

В этом случае нельзя потребовать, чтобы сумма во второй скоб
ке обратилась в нуль, так как функции С\(х), С2(х), ..., С„(х) уже под
чинены /г-1 условиям, а нужно еще удовлетворить уравнению (25.49).

Подставляя в уравнение (25.49) выражения для функции (25.52) 
и ее производных

У = ^ С кУ'к, /  = У(л- " = ^ С ку Г \
4=1 *=1 к-1
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получаем

*=i *=i

или

то

X  с *' ̂ л' 1>+X  с * ̂  +р> W X  с ^ " ч>+*=1 А=1 *=1
п п

+ Рг ( * Х  Q  +... + рп (х )£  Ct у'к +
к=I Л=1

л
+ P - t o X 0*?**=I

Х ^ " -0+ Х с * Ы я) +p1wy<"-,)+ . . .
*=1 *=1

••• + А ,-|(*)л  + P „U ) У* ] = /(*)•

Поскольку у* = у*(дг) (к - 1, 2, ..., п )-  решения уравнения (25.50),

^ ',) + /JiW > ,r i )+--- + p „- iW yI +/>„(*) У* =0

и последнее уравнение принимает вид

Х О Г 0 = / « •

Следовательно, для определения функций С'к(х) (к = 1, 2, ..., «) 
имеем систему линейных уравнений

с 'хух + с 2уг+---+ с 'пуя = °; 
С'1у'] +С'2у'2+... + С'пу'п =0-

С 'У Г 2) + с'2у (г 2) + . -  + с 'У г 2) = о-, 

С’У Г "  + с'2у (г ' } + •  ■ • + с :  у Г } = / ( * ) •

(25.53)
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Определитель этой системы отличен от нуля, как определитель 
Вронского для линейно-независимых функций, поэтому система имеет 
единственное решение.

Из системы (25.53) находим С'к — ц>к(х) (к = 1, 2, ..., п), а потом 
и сами функции

Ct (x) = jq>k(x)dx + Ck (* = 1 ,2 ,...,и), (25.54)

где Ск - постоянные.
Подставляя выражения (25.54) в формулу (25.52), получаем ис

комое общее решение уравнения (25.49).

25.7. Линейные дифференциальные уравнения второго 
порядка с постоянными коэффициентами
Рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное уравне

ние второго порядка с постоянными коэффициентами

у "  + ру' + qy =f(x) (25.55)

и соответствующее ему однородное уравнение

у "  + ру' + qy = 0. (25.56)

Уравнения (25.56), (25.55) являются частными случаями уравне
ний (25.33) и (25.47), исследование которых дано в п. 25.3 и п. 25.5. Ес
ли характеристическое уравнение

к2 + рк + q = 0 (25.57)

имеет различные действительные корни к\ и к2 (к, Ф к2), то общее ре
шение уравнения (25.56) определяется формулой

у = С,е*,х +С2екгх. (25.58)

В  случае кратного корня характеристического уравнения к^= к2 = -pH, 
общее решение уравнения (25.56) выражается формулой

у = (С, + С2х)е~'/*. (25.59)
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Если характеристическое уравнение имеет комплексно-сопря
женные корни *i = а  - /р, к2 = а  + /р, то

у = cosPjc+ С2 sinp*). (25.60)

В  частности, если уравнение (25.57) имеет чисто мнимые корни 
= -гр, к2 - г'Р (а  = 0), то

у = С, cospx + С2 sinPx (25.61)

Общее решение неоднородного уравнения (25.55) определяется 
формулой

y = yo+Y, (25.62)

где ;у0 ~ общее решение уравнения (25.56); Y - частное решение урав
нения (25.55). В простейших случаях частное решение можно найти 
методом неопределенных коэффициентов. Например, если 
f {x )  = ах2 + Ъх + с, то частное решение ищут в виде функции

Y = Ах2 + Вх+ С. (25.63)

Подставляя функцию (25.63) и ее производные Y' = 2Ах + В , Y" = 2А в 
уравнение (25.55), получаем

2А + р(2Ах + В ) + q(Ax2 + Вх+ С) = ах1 + Ьх + с,

откуда

qA = а, 2Ар + Bq = Ь, 2А + Bp + qC  = с. (25.64)

Если q ф 0, то из системы (25.64) определяются значения коэффициен
тов А, В, С. Если q = 0, то система (25.64) противоречива; в этом слу
чае нет частного решения вида (25.63). Частное решение следует ис
кать в виде функции У = х(Ах2 + Вх + С) или У = Ах3 + Вх2 + Сх. При
меры интегрирования дифференциальных уравнений второго порядка с 
постоянными коэффициентами приведены в [4], [7].
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25.8. Уравнение колебаний
Рассмотрим задачу о механических колебаниях. Пусть груз мас

сы т  покоится на упругой рессоре, закрепленной в некоторой точке А 
(рис. 25.1). Отклонение груза от положения равновесия обозначим бук
вой у. Будем считать положительным отклонение вниз и отрицатель
ным - отклонение вверх. В  положении равновесия сила веса уравнове
шивается упругостью рессоры. Предположим, что сила F u стремящая
ся вернуть груз в положение равновесия (так называемая восстанавли
вающая сила), пропорциональна отклонению, т. е.

F x=-ky (к = const, к > 0) (25.65)

(к - положительная посто
янная для данной рессоры, 
так называемая жесткость 
рессоры). Предположим 
еще, что движению груза 
препятствует сила сопротив
ления F 2, направленная в 
сторону, противоположную 
направлению движения и 
пропорциональная скорости 
v движения груза, т. е.

F1=-Xv = - \ :̂ - (А. = const, А>0). (25.66)

Составим дифференциальное уравнение движения груза на рес
соре. В  соответствии со вторым законом Ньютона получаем

mw = F\ + F2, где w = ^ / ^ 2  > или

т^ 4 -  = -ку- Х ^ -  (к>  0, Х> 0). (25.67)
dt' dt

Уравнение (25.67) является линейным дифференциальным урав
нением второго порядка с постоянными коэффициентами, его можно 
записать в виде
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Рис. 25.2

где

X к (25.69)Р = — > Ч = ~-т т

Уравнение (25.68) называется уравнением свободных колебаний.
Рассмотрим случай, когда точка А прикрепления рессоры совер

шает вертикальное движение по закону z = ф(0- Это имеет место тогда, 
когда нижний конец рессоры прикреплен к катку, движущемуся вместе 
с рессорой и грузом по неровности (рис. 25.2).

При этом восстанавливающая сила F\ будет выражаться формулой 
F \- ~  k[y + <p(f)], а сила сопротивления F 2 - формулой F 2 = ~Му'+ фЧОЬ 
Дифференциальное уравнение движения груза на рессоре принимает вид

(25.70)

или

(25.71)

где
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kty(t) + Я,ф '(f) (25.72)
m

Уравнение (25.71) является линейным неоднородным дифферен
циальным уравнением второго порядка с постоянными коэффициента
ми. Это уравнение называется уравнением вынужденных колебаний.

Свободные колебания.
Рассмотрим уравнение свободных колебаний, т.е. уравнение

^—¥-+p —  + qy = 0. Соответствующее характеристическое уравнение 
dt dt

k1 + pk + q - О имеет корни

в зависимости от которых получаем общее решение уравнения свобод
ных колебаний.

Рассмотрим сначала случай, когда отсутствует сила сопротивле
ния, т. е. F 2 = 0, тогда X = О и р = 0 (см. (25.66) и (25.69)).

Характеристическое уравнение в этом случае принимает вид
k1 + q = 0 и имеет комплексные корни к\ = -/(3, к2 = /р, где (3 = -Jq , по
этому общее решение уравнения свободных колебаний у "  + qy = 0 оп
ределяется формулой

Преобразуем правую часть этой формулы, введя новые постоян
ные А и ф0:

у = Qcos (3? + C2sin Р/. (25.73)

С| = Asin фо, С2 = Acos фо,

откуда

2
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Подставляя выражения для С, и С2 в формулу (25.73), получаем 
общее решение

у = A sin фг + фо), (25.74)

где А и фо — произвольные постоянные.
Колебания в данном случае называются гармоническими. Инте

гральными линиями являются синусоиды. Периодом колебаний назы
вается промежуток времени Т, за который аргумент синуса изменится 
на 2п. В  рассматриваемом случае Т  = 2тс / (3 . Частотой колебаний на
зывается число колебаний за время 2% (в данном случае частота равна 
Р). Амплитуда колебаний есть величина наибольшего отклонения от 
положения равновесия. Из формулы (25.74) видно, что это наибольшее 
отклонение равно А. Начальной фазой называется величина ф0.

Исследуем случай, когда F 2^ 0, т. е. р Ф 0. Рассмотрим три воз
можности:

р 2
1)Если — < q , то характеристическое уравнение

4
k2 + pk + q = 0 имеет комплексные корни к\ = а  + ip, к2 = а -  ф , где

а  = ~ е < ° ,  =

Общее решение уравнения (25.68) определяется формулой (см. 
п. 25.7)

у = e°“(Ci cos Pf + C2sin P0 (25.75)

или

у = Аеш sin (pf + фо). (25.76)

В  качестве амплитуды здесь рассматривают величину Ает , зави
сящую от времени. Поскольку а  < 0, то эта величина стремится к нулю 
при Г—> оо и колебания называются затухающими.

2

2) Если > q , то характеристическое уравнение имеет дейст-
4

вительные различные отрицательные корни к\ и к2. Общее решение 
уравнения (25.50) определяется формулой
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у = С / ''+ С 2е*2' (*, < 0, к2 < 0), (25.77)

из которой видно, что у-> 0 при t—> Колебаний в данном случае не 
будет (сила сопротивления велика по сравнению с жесткостью рессо
ры).

2

3) Если ■=—  = q , то корни характеристического уравнения равны 
4

между собой (k i = k2= - p / 2 < 0 ), поэтому общее решение уравнения 
(25.68) определяется формулой

y = {C l +C1t)e~P% .  (25.78)

Здесь также у—> 0 при Г—> однако у  стремится медленнее, чем 
в предыдущем случае.

Вынужденные колебания.
Обратимся к уравнению вынужденных колебаний, т.е. к уравне

нию (25.71). Рассмотрим практически важный случай, когда возму
щающая внешняя сила является периодической и изменяется по закону 
f ( t )  = a sin cor. В  этом случае уравнение (25.71) запишется так:

d 2y dy— — + р ---Ъау = аип Ш . (25.79)
dt2 dt

Исследуем уравнение (25.79) при р = 0 (сила сопротивления от
сутствует) и /?* 0, р 2 /4 < q .

Если сила сопротивления отсутствует, т. е. р = 0, то уравнение 
вынужденных колебаний принимает вид

- r -  + qy = a sin (Of. (25.80)
dt

Соответствующее однородное уравнение имеет общее решение 

Уо = С\ cos (if + Сг sin (if (|52 = <y) (25.81)

или
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Уо = А sin (|3f + ф0). (25.82)

Предположим, что частота внешней силы не равна частоте соб
ственных колебаний, т. е. р *  со, тогда частное решение неоднородного 
уравнения (25.80) имеет вид

У = Р  cos cor + Q sin cor. (25.83)

Подставляя эту функцию и ее вторую производную в уравнение

(25.80), находим коэффициенты Р  и Q: Р  = О, Q — — — -
q-<£>

Следовательно,

Y - — -sincor. (25.84)
q -  со

Общее решение уравнения (25.80) определяется формулой 
у  = у0 + Y, т. е.

у — A sin((3/ + ф0) + — ^-r-sincK. (25.85)
q-  СО

Если частота собственных колебаний совпадает с частотой 
внешней силы, т. е. Р = со, то частное решение уравнения (25.80) следу
ет искать (см. § 25.5) в следующем виде:

Y = t(P cos а» + Q sin саг). (25.86)

Подставляя функцию (25.86) и ее вторую производную в уравне

ние (25.80), находим Р  = — — , 0  = 0 ,т.е. Y = — — tcosdit.
2(0 2 со

Итак, общее решение уравнения (25.80) в этом случае имеет вид

у = Asin(P? + ф0) — -—t cos (at 
2со

или
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у = A sin(|3f + Ф0) - t cos р t, (25.87)

поскольку Ш= р.
Из последней формулы видно (см. второе слагаемое алгеб

раической суммы), что амплитуда колебания неограниченно возрастает 
при неограниченном возрастании времени t. Рассматриваемое явление 
(частота собственных колебаний совпадает с частотой внешней силы) 
называется резонансом.

р2
При рф  0 и -- < q характеристическое уравнение

4
к2 + рк + q = 0 имеет комплексно-сопряженные корни к\ = а  + гр, 
к2 = а  - /р. Общее решение однородного уравнения у "  + ру' + qy-0 , 
где у = y(t), определяется формулой (см. п. 25.7)

у0 = c“ (C| cos Р/ + С2 sin РО

или

Уо =  Ae°“sin(Pf + фо). (25.88)

Частное решение неоднородного уравнения (25.79) ищем в виде 
функции

У = Р  cos ах + Q sin ох. (25.89)

Подставляя функцию (25.89) и ее производные Y', Y " в уравне
ние (25.79), находим коэффициенты Р  и £?:

Р  =---- ~гРг а С = --- iq 7 f )a i ~  (25‘90)(q — со ) + р со (q -<£> ) + р со

Вводим новые постоянные A  i и фь полагая

Р  — Ajsin ф1, Q = AiCos9b (25.91)

т. е.
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A =4p2 + Q2 =■ i 2V  2 2>*8<р.=-£- 
■\(q ~ со ) + p (Л Q

Формула (25.89) с учетом равенств (25.90) и (25.91) принимает
вид

у -  — =sin(u>t + ф|). (25.92)
-̂ /(<7 — со2)2 + р2 со2

Общее решение уравнения (25.79) определяется формулой 
у  = у0 + Y или

у = Аеш sin((3r + ф0) +
■уjiq-tti2)2 + р2 со2

■sin(cof + ф,). (25.93)

Таким образом, отклонение у  состоит из суммы двух слагаемых. 
Первое из них (решение соответствующего однородного уравнения)

определяет затухающие колебания ( а  = <0. ибо р > 0), это сла

гаемое убывает при возрастании Т. Следовательно, через некоторый 
промежуток времени главное значение у  будет определяться вторым 
слагаемым, представляющим вынужденные колебания. Частота со этих 
колебаний равна частоте внешней силы f ( t )  = a sin соt. Амплитуда вы
нужденных колебаний тем больше, чем меньше р и разность q - со2.

25.9. Системы дифференциальных уравнений
Введем основные понятия, связанные с системами обыкновен

ных дифференциальных уравнений.
Нормальной системой дифференциальных уравнений называет

ся совокупность уравнений вида

~т~ = >’i> у2' •••>ах
dy-,

F , ( a-, v , , у 2 > У „У,dx

d>'n
dx : Fn(x, у2, )’„),

(25.94)
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где F k(x, у ь Уг, • ••> Уп) (к=  1, 2, п) - заданные функции своих аргу
ментов; ук = у*(х) - искомые функции независимой переменной х.

Порядком нормальной системы называется число входящих в 
нее уравнений. Система (25.94) по определению является системой 
п-го порядка.

Всякая совокупность п функций

У\ = <PiW> Уг = ф гС*), ■■;Уп =  ф л М .  (25.95)

определенных и непрерывно дифференцируемых в интервале (а, Ь), на
зывается решением системы (25.94) в этом интервале, если она обра
щает в тождество каждое из уравнений данной системы, т. е.

Ф* (х) = Ft (х, ф, (х), ф2 (х ),..., ф „ (дет)) (к = 1,2,..., п)

для всех хе (а, Ь).
Задача Коши для системы (25.94) состоит в следующем: среди 

всех решений системы найти такое решение

У\=У\(х), уг = у2(х), = у„(х), (25.96)

которое удовлетворяет условиям

У1 = У\у Уг = Уг> ■■■’ У* = У °’ ПРИ х = х0’ (25.97)

где у” , У2 , ..., у°п — заданные числа, называемые начальными значения
ми искомых функций, или начальными значениями решения (25.96). 
Число х0 называется начальным значением независимой переменной х; 
числа х0, у", у",..., у ", вместе взятые, — начальными данными решения 
(25.96), а условия (25.97) - начальными условиями этого решения. На
чальные условия можно записать так:

У*(хо)=У? (к= 1 ,2 ,...,п ). (25.98)

Совокупность п функций
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— f\(X’ Q> ^2......C„y,
У2 = /2 C ,, C2, ..., C J ;

Уп= fn(*> Ci, C2, ■••• CJ..

(25.99)

называется общим решением системы (25.94), если:
1) система (25.99) разрешима относительно произвольных по

стоянных

Ф М У р Ь . •••> УП) = С1\
<?2(х ,у1,у 2, ..., Уя) = С2;

•••• л )  = с л;

(25.100)

2) совокупность функций (25.99) является решением системы 
(25.94) при всех значениях произвольных постоянных, определяемых 
формулами (25.100).

Решение, получающееся из общего при фиксированных значе
ниях произвольных постоянных, называется частным.

Рассмотрим любое из равенств (25.100)

% (х ,у 1,у 2 ,... ,у я) = Ск. (25.101)

Функция <pt (х, у ,, у2,..., уп), входящая в равенство (25.101), об
ладает следующим свойством: она обращается в постоянную при заме
не З'ь у2, ■■•,>’„ любым частным решением системы (25.94), т. е.

<?k(x,fi(x, Си С2, ..., С„), f2(x, Си С2, ..., С„), ...,
Л(х, Си С2, ..., С„)) = Ск.

Всякая функция \\f(x, У\, у2, ..., уп), обладающая таким свойством, 
называется интегралом системы (25.94).

Равенство

<Р(х,У1,у 2,...,у „ ) = С, (25.102)
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где (pQt, уь у2, уп) - интеграл системы (25.94), а С  - произвольная 
постоянная, называется первым интегралом этой системы.

Каждое из равенств (25.100) является первым интегралом систе
мы (25.94).

Совокупность п первых интегралов системы (25.100) обладает 
тем свойством, что она разрешима относительно искомых функций у ь 
У2< ■ ■ Уп, причем в результате получается общее решение (25.99).

Совокупность п первых интегралов, обладающую таким свойст
вом, называют общим интегралом системы (25.98).

Первые интегралы (25.100), образующие общий интеграл систе
мы (25.94), обладают тем свойством, что интегралы фь ф2, ..., ф„ неза
висимы, т. е. между функциями фь фг, ..., ф„ не существует соотноше
ния вида Ф(ф), фг, ..., Фл) = 0 ни при каком выборе функции Ф.

Пример.
dy у dz zНайти общий интеграл системы —  = — , —  = — .
dx х dx х

Это нормальная система дифференциальных уравнений. Интегрируем
ее:

—  = — , —  = — , In I у I = In I x| + In I С, I, In I z I = In I д:| + In I C 2|, 
у X z x

y = C,x, z = C2x. (1)

Разрешив эти уравнения относительно произвольных постоянных, по
лучим

1  = С ,,-  = С2. (2)
X X

Формулы (1 ) определяют общее решение системы, формулы (2 ) -  ее 
первые интегралы. Левые части уравнений (2 ) являю тся интегралами сис
темы.

Поскольку интегралы <pi = у:х , фг = Z'.x независимы, то общий интеграл 
системы определяется равенствами (2).

Замечание.
Систему можно записать и в симметрической форме:
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dx _dy _dz dx _dy _dz  
1 У_ z_ ' x у z '

X  X

Из последней системы следует, что имеется еще один первый интеграл, 
Z'.y = С3. Соответствующий интеграл <р3 = z.y выражается через независи
мые интегралы <pi = у:х, ф2 = Z'.x, а именно: ср3 = ф2:срг

В некоторых случаях систему дифференциальных уравнений (25.94) 
можно привести к одному дифференциальному уравнению и-го порядка. 
Соответствующие примеры решения систем дифференциальных уравнений 
приведены, в частности, в книге [4].

Глава 26
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С 
ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО И ВТО
РОГО ПОРЯДКА

В этой главе сообщаются основные сведения о дифференциальных уравнениях с 
частными производными, изучаются линейные однородные дифференциальные 
уравнения с частными производными первого порядка, приводится классифика
ция дифференциальных уравнений второго порядка, линейных относительно 
старших производных; рассматриваются вопросы приведения таких уравнений 
к каноническому виду.

26.1. Основные сведения о дифференциальных уравнениях 
с частными производными
Дифференциальным уравнением с частными производными на

зывается уравнение относительно неизвестной функции нескольких пе
ременных, ее аргументов и ее частных производных различных поряд
ков. Если искомая функция и зависит от п переменных хи х2, х„, т.е. 
и = и(х 1, х2, ..., хл), то дифференциальное уравнение с частными произ
водными имеет вид

Эм ди ди дки Л
' 2’ "Э х , дх2 дх„ дх*',..., дхк" 

где F  — заданная функция своих аргументов.

= 0, (26.1)
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Порядком дифференциального уравнения с частными производ
ными называется порядок старшей производной, входящей в это урав
нение.

Решением дифференциального уравнения с частными производ
ными (26.1) называется функция

и — и(х 1,* 2, хп),

имеющая соответствующие частные производные и обращающая это 
уравнение в тождество (при подстановке в уравнение вместо неизвест
ной функции и ее частных производных).

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка ^  ^  = 0
дудх

относительно неизвестной функции z  = z(x, у). Обозначим частную

производную функции z  по у  через V, т.е. —  = v , тогда
Эу

d 2z dv dv
= Т ~. Т -  = °> v = / ( > ’). dx dxдудх дх

где f ( y )  -  произвольная функция переменной у. Поскольку

= v  = f  (у)< ^ = П У ) ,  
оу ау

то , где i|/(jc) -  произвольная функция аргумента х.

Первое слагаемое последней формулы представляет собой произволь
ную функцию от у. Обозначим ее через ф(у), тогда z  = у (х ) + ф(у). По
лучено решение данного уравнения, это решение содержит две произ
вольные функции.

26.2. Линейные однородные дифференциальные уравнения 
с частными производными первого порядка
Дифференциальное уравнение с частными производными перво

го порядка от функции и = и{хх, х2, ..., х„) п переменных х х, х 2, ..., х„ в 
общем виде можно записать так:

^  8 З а к .2642

I
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/
Эи Эм Эм 
Эх, ’ дх2 ’ ’ дхп

F х,,х.\ ,х2, . . . ,хп. (26.2)

где F  — заданная функция своих аргументов.
Линейным дифференциальным уравнением с частными произ

водными первого порядка называется уравнение вида

функции п аргументов х ь х2, ..., xn\ и = u(xh х2, ..., хп) -  неизвестная 
функция.

Очевидно, одним из решений этого уравнения является постоян
ная и -  с, с -  const.

Наряду с уравнением (26.3) будем рассматривать соответствую
щую ему систему дифференциальных уравнений, т.е. систему

в которой функции х 2, ..., х„), Х 2=Х2(х\, х2, ..., х„), ...,
X„=X„(xi, х 2, .... х„) те же, что и в уравнении (26.3).

Система (26.4) обыкновенных дифференциальных уравнений на
зывается системой в симметрической форме. Предположим, что в точке

М 0(х®, х ° , . . . , х ° )  и некоторой ее окрестности функции Х и Х 2, ..., Х„ 
одновременно в нуль не обращаются. Пусть для определенности

(26.3)

где Х х(хх, х 2, ..., х„), Х2(Х\, х2....... х„).........Х„(хь х2, ..., хп), -  заданные

Систему (26.4) запишем так:

(26.5)

система (26.5) называется нормальной. Рассмотрим общее решение 
этой системы 
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Xl ~ f\ (Xn ' Q  ’ ^2 > ■ ■ • > C„_,).
x2 ~ f l  (Xn > Сi, С2, • ■ •, СЯ_1), 

*„-! = /л-1 (*л i Cj, C2, . . . ,  Сл_! ).

(26.6)

Разрешим эти уравнения относительно С ь С 2, ..., С„:

ф1(д:1,дс2,...,д :я) = С1; 
ф2(х,,д:2,...,дсп) = С2;

ф„.1(^1,д:2, . . . , ^ )  =  С„_].

(26.7)

Каждое из уравнений (26.7) называется первым интегралом системы
(26.5), а каждая из функций ф*(*ь х 2, ..., хп) (к = 1, 2, ..., л -1 ) -  иноте- 
гралом той же системы.

Связь между решениями дифференциального уравнения с част
ными производными (26.3) и интегралами соответствующей системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (26.4) или (26.5) выра
жается следующими теоремами.

Теорема 26.1.

Если фОсь Хг, • ••> хп) -  интеграл системы (26.4) или (26.5), то 
функция и = ф( Х\, х2, ..., х„) -  решение уравнения (26.3).

Д оказательство .
Пусть ф(дГ|, Хг, ..., х„) — интеграл системы (26.5), тогда ф(хь х 2, 

..., х„) = С, где JCi, х2, .... х„.\ -  решения этой системы, определяемые 
равенствами (26.6), и полный дифференциал этой функции равен нулю, 
dtp = 0. Подставляя в формулу (см. (18.48))

Эф
dip -  +  —— dx2 + . . .  + —— dxn

dx. 1 dx2 1 dxn

выражения для dxk (k =  1, 2, ..., л -1 ), полученные из системы (26.5), 
находим, что
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откуда

Последнее и означает, что функция и = (p(;ti, х2, ..., х„) -  реше
ние уравнения (26.3).

Теорема 26.2.

Если и = ф(хь х 2, ■ ■■, х„) -  решение уравнения (26.3), то ф(хь х2, 
..., хп) = С -инт еграл  системы (26.5).

Д о ка за тел ь ств о .
По условию

то dtp = 0, ф(.*1, х2, ..., х„) = С, т.е. ф(хь х 2, ..., х„) -  интеграл системы
(26.5).

2т * - + - + х я- - = 0.

Так как

Пример.
Найти решения уравнения



Система (26.4), соответствующая данному уравнению, имеет вид

dx _ dy _ dz 
X - у  - z

Интегрируя уравнения этой системы

dx _ dy dx _ dz
X  - у  X -z

соответственно получаем

In | jc| = -In  |у | + In | C] | , In I* | = —ln lz l + In | C2 I

или xy = C], xz = C2.
Получены первые интегралы системы ; и н те ф ал а м и  этой системы  явля

ются функции ф |(х ,у )  =  xy, (р2(х, z) = xz; и,  =  xy,  u2 = x z -  реш ения данного  
уравнения с частными производны ми.

Зам ечание .
Пусть ф ,(* ь х2, ..., х„), <p2(*b  х2, ..., х„), ..., х2, ..., х„) -  незави

симые интегралы системы  (26.4). М ож но показать, что  произвольная функ- 
ция

M = F(<pi, <р2........(p„_i), (26 .8)

имеющая непрерывные производные по ф(> ф2, ..., Ф„_], является решением 
линейного однородного уравнения с частными производными первого по- 
рядка (26.3).____________________________________________ __________ ___________

26.3. Классификация линейных дифференциальных 
уравнений с частными производными второго 
порядка
Будем рассматривать дифференциальные уравнения с частными 

производными второго порядка относительно функции и -  и(х, у )  двух 
переменных.

Уравнение с частными производными второго порядка называ
ется линейным относительно старших производных, если оно содер
жит эти производные лишь в первой степени, а коэффициенты при ука-
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занных производных являются функциями только переменных х  и у,  
т.е. уравнение

а, ч Э2и _ Э2и ч д 2иЛ(х, y)-r-Y+2B (x , у ) — — +С (х, у ) —-  + 
дх дхду ду

+ F
Х'У'и' Т х % )

Уравнение (26.9) называется уравнением гиперболического типа 
в данной области, если в этой области

В1—АС > 0; (26.10)

уравнением параболического типа, если

В2-А С  -  0; (26.11)

уравнением эллиптического типа, если

В1-А С  < 0. (26.12)

Если выражение В2- А С  в данной области меняет знак, то урав
нение (26.9) называется уравнением смешанного типа.

Например, уравнение

д 2и д 2и д 2и ди _ Эм

является уравнением гиперболического типа на всей плоскости Оху, 
так как для него

В2- А С =  (-3cos х)2-  (2 + 3sin2x)( -4 ) =
= 17 + 3sin2.x > 0.

Уравнение
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является уравнением эллиптического типа в любой области, не со
держащей осей координат (х = 0, у  -  0), поскольку для него 
В2- А С  = О-дгУ = - х 2у 2 < 0, если х * 0 , у * 0 .

Уравнение

2 Э2м „ д 2и 2 Э2м Эи Эм _
1 1? * 2хуъ ^ + у  w * а Г г Г 0

является уравнением параболического типа на всей плоскости Оху, по
тому что В2-А С  = (ху)2-  х2у 2 = 0.

Уравнение

2 S д и „ Э м  „  9 \ Э м _Эм „Эм
Г ) — т-~2*У--------- 0  + У )— г  + З—  - 5 —

Эл ' дхду ду дх ду

на всей плоскости Оху является уравнением смешанного типа, по
скольку В2-А С  = (-ху)1 + (1 - лс2)(1 + у 2) = 1 + у 2~х2.

Последнее выражение может быть положительным, отрицатель
ным или нулем. В частности, В2-А С  = 0 для всех точек гиперболы 
х 2- у 2 -  1, которая называется линией параболичности данного уравне
ния.

26.4. Преобразование линейного уравнения с частными 
производными при переходе к новым переменным
Рассмотрим уравнение с частными производными второго по

рядка, линейное относительно старших производных, т.е. уравнение
(26.9)

А ( х ,у ) ^ - + 2 В ( х , у )
дх

д2и д 2и х, у, и
Эи ди 

' д х ' д у
= 0.

Введем новые переменные ^ и т| по формулам



$ = £,(х,у), л = Л (* .;у ). (26.13)

где £>(х, у), л(*, у) — дважды непрерывно дифференцируемые функции 
своих аргументов. Будем считать, что якобиан этих функций отличен 
от нуля, т.е.

1 =

Э^ Э | 
Эх ду
Эл Эл
дх ду

* 0 , (26.14)

и уравнения (26.13) разрешимы относительно х  и у:

х = х ( ^ ,ц ) , у ^ у ( ^ ц ) .

Найдем выражения для частных производных функции и по ста
рым переменным х, у  через частные производные по новым перемен
ным ^ и л:

=  u£ x + u J )x>uy 

мху = иц £ А у +  «Чп ЙхЛ у + 4уЛ,) + и^Л Л Ь + и£*у + :
= +  2«Еп^Л, + итЦх + + м„Л«; 

:2
\х

2
ЦГ)'\Х ■ 

2
“у> = Н &  +  2и %£уЧу + «„„Л, + и £ „  + «„Л

rj Mxr > 

1 у у -

(26.15)

Подставляя эти выражения для производных в исходное диффе
ренциальное уравнение с частными производными, получаем

. . д 2и _ „ ч д2и N д 2и
A ^ n ) W  + 2 в ]й ,г ) _  + с 1« . л ) ^ г  +

+ F ,
у ди ди . „

(26.16)

где
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Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что

д ,2 - а,с , = ( в 2 - а с / | ^ ^
дх дудх ду ду дх

(26.18)

или В,2 -  А,С, =  ( В 2 -  А С ) / 2 , где якобиан I определен формулой
(26.14).

Следовательно, уравнения (26.9) и (26.16) являются уравнения
ми одного и того же типа, т.е. рассматриваемое преобразование неза
висимых переменных не меняет типа уравнения.

В следующих параграфах будет показано, что функции (26.13) 
можно выбрать так, чтобы выполнялось только одно из условий: 1)

Уравнение (26.16) в каждом из этих случаев принимает наибо
лее простой вид.

26.5. Приведение уравнения гиперболического типа к 
каноническому виду
Рассмотрим уравнение с частными производными первого по

рядка:

Л, = О, С, = 0; 2) А, = 0, В, = 0; 3) А, = С ь В, = 0.

(26.19)

в котором А = А(х, у), В = В(х, у), С  -  С(х, у )  -  те же, что и в уравне
нии (26.9), причем А *  0.

Уравнение (26.19) можно записать так:



'a %l + ( B - 4 F I 7 E ) &
дх ду

дх ду

= 0, (26.20)

откуда

А ^ -  + (Б + л1в2 -  А С ) ^ -  = 0; 
дх ду

(26.21)

А ^ -  + ( В - ^ В 2 - А С ) ^ -  = 0. (26.22)
дх ду

Для каждого из этих уравнений соответствующая система обык
новенных дифференциальных уравнений (см. п. 26.2) сводится к одно
му уравнению. Эти уравнения принимают вид

dx _  dy

А в  + т] в 2 - а с ’
dx _  dy 

А В - ^ В г - А С  ’

ИЛИ

A d y - ( B  + ^ B 2 - A C ) d x  = 0, (26.25)

A d y - ( B - j B 2 - A C ) d x  = 0 (26.26)

Последние уравнения можно представить одним уравнением

Пусть

Ady2-2Bdxdy + Cdx2 = 0. (26.27)

(26.23)

(26.24)
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Ф,(x,y) = C h ф2(х,у) = С2 (26.28)

есть независимые интегралы системы, состоящей из уравнений (26.25) 
и (26.26). В этом случае, как известно (см. п. 26.2), функции

и = ф1 (х,у), и = (р2(х,у)  (26.29)

являются соответственно решениями уравнений (26.21) и (26.22), сле
довательно, и решениями уравнения (26.19).

Линии, определяемые уравнениями (26.28), называются харак
теристическими линиями уравнения (26.9), или характеристиками 
этого уравнения. Уравнение (26.27) называют уравнением характери
стик, оно распадается на уравнения (26.25) и (26.26).

Если в качестве функций £(х , у ), г|(х, у )  в формулах (26.13) взять 
функции (26.29), то уравнение (26.16) примет более простой вид, так 
как некоторые его коэффициенты обратятся в нуль (см. формулы 
(26.17) и уравнение (26.19)).

Пусть уравнение (26.9), т.е. уравнение

.. , 9 2м , д 2и д 2и
А(х, У) ~ т  + 2В(Х> У) + С (х ,у ) —-  + дх дхду ду

+ F
ди ди ̂  

х ,у ,и ,  —  , —  
дх ду _

= 0 ,

в рассматриваемой области является уравнением гиперболического ти
па: для него в этой области В2- А С  > 0.

Предположим, что А и С  в этом уравнении не равны одновре
менно нулю (для определенности будем считать А ф 0).

Рассмотрим уравнение (26.19) и соответствующие уравнения
(26.21), (26.22), а также уравнения (26.25) и (26.26). Так как в данном 
случае В1- А С  > 0, то система двух последних уравнений имеет вещест
венные первые интегралы ф|(х, у )  = С\, Фг(*, у )  ~ С  г.

В формулах (26.13) в качестве функций 'фс, >0 и г|(х, у )  возьмем 
интегралы указанной системы, т.е. перейдем к новым переменным £ и 
г| по формулам ^ = ф[(дг, у),  т] = у 2(х, у).

Поскольку функции ф|(х, у )  и ф2(х, у )  являются соответственно 
решениями уравнений (26.21) и (26.22), а следовательно, и решениями 
уравнения (26.19), то по формулам (26.17) получаем
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Уравнение (26.16) принимает вид

2Я .& Л )
Э 2и

+ F,
ди ди

аС ’Эп
- 0.

Так как В ]*  О (это следует из условия (26.14), неравенства
(26.10) и формулы (26.18)), то после деления на 2В\ Ф 0 получаем

t  ди ди
Э̂  Эл

(26.30)

Уравнение (26.30) называется каноническим уравнением гипер
болического типа.

Замечание 1.
Если А = С = 0, то уравнение (26.9) уже имеет канонический вид. 

Замечание 2.
Уравнение гиперболического типа можно привести и к другому кано

ническому виду

Э2и д 2и _  
Э ц ^ Э у 7 "  1

Ц,У,к,
ди ди
Эц ’3 v ,

если перейти к новым переменным ц и V по формулам ^  = р. + V, л  = Ц-v ,

£ + Л  ^ - Л М. = —— L, v = —— -.

Пример.
Привести к каноническому виду уравнение



и проинтегрировать его.
Данное уравнение является уравнением гиперболического типа во всех 

точках плоскости, кроме точек, лежащих на осях координат, поскольку для 
него В1-АС = х2у1 > 0, если х * 0, у  * 0.

Уравнение характеристик (26.27) принимает вид

x2dy2-y2dx2 = 0, y2dx2—x2dy2 - 0

и распадается на уравнения ydx + xdy = 0, ydx-xdy = 0. Интегрируя эти 
уравнения, получаем ху = Сь у/х = С2.

Вводим новые переменные Г): ^ = ху, т| = у/х и с помощью формул 
(26.15) находим частные производные

ди _ ди у ди ди _ ди I ди
1 к ~ У~Щ~~х2;~дч' 1% ~х1%+ 1~дп’

д2и 2 д2и  ̂ д2и [ 1 Э2и 
ду2 Э^2 Э̂ Эт| х2 Эг|2 ’

Э2и _  2 д2и 2  У2 д2и у 2 Э2и + 2  У ди 
дх2 У дЕ,2 х 2 Э^дг| х 4 дГ)2 х 3

Подставляя эти выражения в исходное уравнение, получаем

д2и 1 ди д2и 1 Эи
-------+ ---------= 0, --------+ ------- = 0.
Э̂ Эг| ху Эг| Э̂ Эт| f, Эт)

Проинтегрируем уравнение И ^ + —и' = 0 . Обозначим и ' = w, тогда

W 1
u^ =w4- (“ri5=w5n)’ ^ + ^ - w  = 0 ,  ~  + jT = ®’ •n | M'| + ln | ^|  = *n | <Pi(Tl ) | . 

Ч  =  Ф , (Л ) -  « ;4  =  Ф | ( Л ) .  =  J ф ,(Л )^ П  +  V i (^ )  -

Следовательно, и = ^-ф(Т|) + у ( ^ ) , где ф и произвольные дважды

дифференцируемые функции своих аргументов.
Возвращаясь к переменным х, у, получаем
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и = —  ф(— | + 4/(jry). 
ху

26.6. Приведение уравнения параболического типа к 
каноническому виду
Рассмотрим уравнение (26.9), для которого

В2- А С =  0. (26.31)

Предположим, что А  и В  одновременно не равны нулю. Пусть
А ф 0.

В силу условия (26.31) уравнения (26.21) и (26.22) совпадают. 
Получаем одно уравнение

0. (26.32)
дх ду

Покажем, что если функция Ф(х, у )  удовлетворяет уравнению
(26.32), то она также удовлетворяет уравнению

В — + С — = 0. (26.33)
дх ду

Действительно, умножая на В  обе части уравнения (26.32) и 
принимая во внимание (26.31), получаем

о . ЛВ ^ В ‘ ^ . , А В ^ . * А С ^ . - Л
дх ду дх ду дх ду

откуда и следует (26.33), так как А Ф 0 по предположению.
Первые интегралы (26.28) в этом случае также совпадают. По

лучаем один первый интеграл Ф (jc, у )  -  С.
Как известно (см. п. 26.2), функция и -  Ф (х ,у )  является решени

ем уравнения (26.32). В соответствии с доказанным выше она будет 
также и решением уравнения (26.33).

В качестве первой из функций (26.13) возьмем Ф (*,>’), т.е. поло
жим
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£ = ф (х,у). (26.34)

При таком выборе функции Е, = ,̂(х, у ) коэффициенты А,  и В\ 
преобразованного уравнения (26.16) обратятся в нуль. Действительно, 
преобразовав вторую из формул (26.17), получим

* .= л *  + в *
дх ду дх дх ду

дц
д у '

откуда В\ = 0, поскольку Е, = <р (д:, у )  -  решение уравнений (26.32) и
(26.33).

Так как функция £ = ср (х, у )  — решение уравнения (26.19), кото
рое свелось в данном случае к одному уравнению (26.32), то А, = 0 (см. 
первую из формул (26.17)).

В качестве г| = г|(х, у )  возьмем любую функцию, которая вместе 
с функцией (26.34) удовлетворяет условию (26.14). Можно утверждать, 
что С] *  0 в преобразованном уравнении (26.16).

В самом деле, преобразуем третью из формул (26.17), использо
вав условие (26.31):

С, = А
\ д х у

+ 2 В ^  + С
дх ду

' а п '
2

_  1

~  А дх ду

Отсюда следует, что С\ Ф 0, ибо сумма в квадратной скобке от-
„  , д п  „ д п

лична от нуля. Предположив противное, получим А —  + В —  = О.
д х  д у

Это уравнение и уравнение (26.32) образуют однородную систе
му, имеющую ненулевое решение (А2 + В 2 ф 0 по предположению). 
Следовательно, определитель этой системы равен нулю (см. п. 4.2), т.е.

<*> <?к
дх ду
дц дг\
дх ду

=  0 ,

что противоречит условию (26.14).
Итак, уравнение (26.16) принимает вид
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ди ди 
Ъ  Эт]

= 0.

Поскольку С] Ф 0, то уравнение можно записать так:

д 2и '  
----- = Ф
м г

~ ди ди 
Эт|

(26.35)

Уравнение (26.35) называется каноническим уравнением парабо
лического типа.

Замечание.
Если А = О, В = 0, то уравнение (26.9) имеет уже канонический вид.

Пример.
Проинтегрировать уравнение

2 Э2и д2и j 1
дхду У ду2 дх J  дуЪхг ~ 1х* ^ + У  Ч 5 + х- + У —  = °-

Данное уравнение является уравнением параболического типа на всей 
плоскости Оху, так как для него В2-АС = (~ху)2-х2у2 = 0.

Уравнение характеристик (26.27) принимает вид

x2dy2 + 2xydxdy + у1 dx2 = 0, (xdy + ydx)2 = 0, xdy + ydx = 0.

Так как xdy + ydx = d(xy), то d(xy) = 0, откуда xy = С, ц>(х, у) = ху.
В формулах (26.13) положим  ̂= ху. В качестве функции = T|(jc, у) 

можно взять любую функцию так, чтобы выполнялось условие (26.14), в 
частности, г| = у.

Преобразуем это уравнение, введя новые переменные ^ и т| по форму
лам ^ = ху, г| = у.

Находим выражения для частных производных по х, у  через частные 
производные по Т) с помощью формул (26.15):

Эи _  ди Эи _  Эи Эи д2и _  2 д2и д2и _ ди д2и д2и 
дх ~ у Щ ’ д ^ ~ х д ^ + д ^ ’ 'дх2 ~ у э^ "’ & & - b  + x y W + y * t o '  

д2и 2 д2и Э2и „ Э2и
ду

,  -  лс"— г- + — г+ 2х-
Э£ Эт| Э̂ Эг|

240



Подставляя эти выражения в данное уравнение, получаем

Эи ,
Введем новую функцию w по формуле w =  —— = иц, тогда

ln |w | + ln |r | |  = ln |(p(^)|, нТ1 =  ф (^ ), иц л  = ф(4), мл = “ ^ -  

и -  Ф(£) in | л | + v(4) •
Следовательно,

« =  <р(дгу)1п|у| +  \|/(лгу),

где ф(ху), у(ху’) -  произвольные дважды дифференцируемые функции от 
произведения ху аргументов х иу.

26.7. Приведение уравнения эллиптического типа к 
каноническому виду
Пусть уравнение (26.9) является уравнением эллиптического ти

па, т.е. для него в рассматриваемой области выполняется условие

В силу этого условия уравнения (26.25) и (26.26) имеют ком
плексно-сопряженные первые интегралы cpiCt, у) = С\, фг(*, у) = С2, 
причем

где ^(jc, у), r|(jt, у) -  вещественные функции переменных х  иу.
Поскольку функция ф|(л, у) — решение уравнения (26.19), то

В2- А С <  0. (26.36)

9i(*. У ) = У ) + 'Л(*. У). 
<?г(х, у) = Цх, y)-ir\(x, у), (26.37)
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Преобразуя левую часть последнего тождества, получаем

+ 2В ^  + С

+ 2 i

дх ду

Эт) dl 
дх ду

1 3
 ̂дх ду ду дх

+ 2 в ^ * с

а |Э п  + Э5Эп

ду

ду \ J )

/  -ч \ 2Эл

+ 3 * 1
ду ду

= 0,

откуда

дх

i n
дх

\2

+ 2 В # # + С
дх ду

+ 2 В — ^  + С|
дх ду

[ Ъ ,

l< b \
=  0 ,

Г э у п _ З Э п
дх ду ду дх

Принимая во внимание формулы (26.17), заключаем, что 

А\=С\, В{=0.

Уравнение (26.16) принимает вид



Так как А \*0 (это следует из (26.36), (26.14) и (26.18)), то по
следнее уравнение можно переписать так:

Э2м Э2м
------ 1-------= Ф
Э^2 Эл2

Эи Эм 
Эл

\
(26.39)

Уравнение (26.39) называется каноническим уравнением эллип
тического типа.

26.8. Некоторые свойства решений линейных однородных 
уравнений с частными производными второго 
порядка
Линейным уравнением с частными производными второго по

рядка называется уравнение вида

.Э м  „ „ Э м  „ Э м  „Эи „Эм
А —Т  + 2В — - + С —- + D —  + Е — -+Fu = f ( x ,y ) .  (26.40) 

dx дхду ду дх ду

В это уравнение неизвестная функция и = и(х, у) и ее частные 
производные могут входить только в первой степени. Уравнение не со
держит членов с произведением различных частных производных, с 
произведением частной производной и функции. Коэффициенты урав
нения могут зависеть только от х, у; в частности, они могут быть по
стоянными, причем не равны нулю одновременно коэффициенты при 
частных производных второго порядка, т.е. А 1 + В 2 + С2*  0, f (x ,  у )  -  
заданная функция переменных х  и у.

Если f ( x ,  у) Ф 0 ,  то уравнение (26.40) называется линейным не
однородным. В случае, когда f ( x , y )  =  0 ,  уравнение называется ли
нейным однородным и имеет вид

, Э2и Э2и Э2м ^Эн „Эм „ _А — Т + 2В— - + С ——+ D  —  + Е — + F u = 0 .  (26.41) 
дх дхду ду дх ду

Пусть функции



щ = щ(х,у),  иг = и2(х,у), .. . ,и„ = и„(х,у) (26.42)

являются решениями уравнения (26.41). Нетрудно видеть, что линей
ная комбинация функций (26.42), т.е. функция

и(х,у) = C\U{(x ,y )  + С2и2(х ,у ) + ... + С„и„(х,у) =
П

= Х СА (дг’>0> (26.43)
*=1

где С и С 2, ..., С„ -  произвольные постоянные, также удовлетворяет 
уравнению (26.41).

В случае обыкновенного линейного однородного дифференци
ального уравнения п-го порядка формулой вида (26.43), где и, = и{(х), 
иг = Щ(х), ..., и„ = и„(х) -  линейно-независимые решения, определяется 
общее решение этого уравнения (см. формулу (25.31) п. 25.2), причем 
уравнение п-ro порядка не может иметь больше п линейно-независи
мых решений. Как мы увидим ниже, линейное однородное уравнение с 
частными производными второго порядка может иметь бесконечное 
множество линейно-независимых решений

Щ = щ(х,у), и2 = м2(х ,у), ..., и„ = и„(х,у), ... . (26.44)

В этом случае рассматриваются ряды

00
(х ,у ) = С, и, (х ,у ) + С2и2(х ,у)  + ...

к=1
■■■ + С„и„(х,у) + ..., (26.45)

где С 1, С 2, ..., С„, ... — произвольные постоянные; ик = щ(х,у) -  функ
ции (26.44).

Если ряд (26.45) сходится и его можно дважды дифференциро
вать почленно, то его сумма, как легко показать, также будет решением 
уравнения (26.41). Обозначим эту сумму через и(х,у),  т.е.

оо

и(х,у) = ' £ 1Скик(х,у). (26.46)
к=\

Итак, функция и(х ,у)  — решение уравнения (26.41).
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Глава 27
ПРОСТЕЙШИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

и ‘ i

а
A f i ^ -

О L *

В этой главе рассматриваются некоторые уравнения математической физики, 
т.е. уравнения с частными производными второго порядка, к которым приводят 
следующие задачи: задача о колебаниях струны, задача о распространении геп- 
ла и др.

27.1. Вывод уравнения колебаний струны
Рассмотрим туго натянутую струну, закрепленную на концах. 

Выведем струну из положения равновесия (оттянув ее или ударив по 
ней), струна начнет колебаться.

Предположим, что любая точка стру
ны колеблется по прямой, перпендикуляр
ной к исходному положению струны, и 
струна все время находится в одной и той же 
плоскости.

р ис 2 i  1 Выберем в этой плоскости декартову
прямоугольную систему координат Охи. В 
качестве оси Ох  возьмем прямую, на кото

рой находилась струна в положении равновесия, за ось Ои примем 
прямую, проходящую через левый конец струны и перпендикулярно к 
оси Ох  (рис. 27.1).

Отклонение струны от положения равновесия обозначим через 
и; очевидно, и зависит от абсциссы х  точки струны и времени t, т.е. 
и = и(х, ?)•

При фиксированном t графиком функции и = и(х, Г) в плоскости 
Охи  является форма струны в данный момент времени t. Угловой ко
эффициент касательной к графику в точке с абсциссой х  равен частной 
производной по х  от функции и(х, t), т.е.

tgoc = « ;(* ,/) , t g a  = -^ - , (27.1)
дх

где a  = а(х , t) -  угол наклона касательной.
Чтобы составить представление о колебаниях струны, необхо

димо начертить ряд графиков функции и = и(х, t) при различных зна
чениях t.
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При фиксированном значении х  функция и = и(х, t) определяет 
закон движения точки с абсциссой х. Эта точка движется по прямой, 
параллельной оси Ои. Скорость и ускорение указанного движения вы
ражаются соответственно формулами

Эм д 2и
v = —  = u'(x,t), w = — Y  = u’tt(x,t).

dt d t2
(27.2)

Будем изучать малые колебания струны, т.е. такие, при которых 
угол а  = а(х, t) (угол наклона касательной к графику функции 
и = и(х, t) при каждом фиксированном значении t) настолько мал, что 
его квадратом можно пренебречь, т.е. приближенно считать

а 2 = 0.

Поскольку

3 5 2 4а  а  , а  аsin а  = а ------- 1------- ..., cos а  = 1-------- 1-----
3! 5! 2! 4!

то отсюда следует, что

sin а  = а , cos а  = 1.

Далее, так как

t g a - s in a  = t g a ( l - c o s a )  - tg a -0  = 0,

(27.3)

(27.4)

то

tg a  = sin a.

Принимая во внимание (27.3) -  (27.5), заключаем, что

tg a  = 0, или
г ди У

дх
=  0.

(27.5)

(27.6)
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Следовательно, длина дуги струны, ограниченной точками 
М х(хх, щ), М 2(х2, иг) выразится формулой

______ xl I / д  \2 Х1
М ХМ 2 = J  J1 +  g -  dx — J  dx = х2 -  jCj,

X,

Мх М 2 — х2 —хх. (27.7)

Соотношение (27.7) означает, что длина любого участка струны 
остается постоянной.

Будем предполагать 
струну абсолютно гибкой, что 
означает следующее: если

Рис. 27.2

удалить участки О М х , М 2L 
(см. рис. 27.1), то их действия 

на участок М ХМ 2 заменяют
ся соответственно действием 
сил натяжения Т] и Т 2, на
правленных по касательным к 
графику функции и = м(х, t) в 
точках М х и М 2 (рис. 27.2). 
Поскольку по предположению 

точки струны движутся по прямым, параллельным оси Ои, то сумма 
проекций сил Т ь Т 2 на ось Ох равна нулю. Проектируя эти силы на 
ось Ох, получаем Т2cos а 2-  Тхcos oci = 0, где Тх, Т2-  величины сил Т ь
Т 2

На основании второго из равенств (27.4) заключаем, что ТХ = Т2, 
т.е. величина силы натяжения остается постоянной. Обозначая ее через 
Т, получаем

Т =  Тх = Т2.

Проектируя силы Т 2 на ось Ои, находим

72sin а 2-  rjs in  а! = r(sin а 2-  sin аО  = r(tg  а 2-  tg а ,). 

С учетом равенства (27.1) получаем

(27.8)
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T (tg а 2 -  tg а , ) =  Т[и'х(х + A x,t)~  их(jc,r)],

где х  -  абсцисса точки М \ ; х  + Дх -  абсцисса точки М 2.
Применяя теорему Лагранжа о конечном приращении диффе

ренцируемой функции, находим,что

д 2иu'(x  + Ax,t) — u'(x,t) = — ^Ax, v
дх

поэтому проекция сил натяжения Т \ и Т 2 на ось Ои  выразится форму
лой

7 ( tg a 2 - t g a , )  = r - |4 A x .  (27.9)
дх

Предположим, что на струну действуют также внешние силы, 
параллельные оси Ои, плотность распределения1 которых равна g(x, t), 
тогда величина равнодействующей этих сил, приложенных к участку 
М ХМ 2 , приближенно равна g(x, t)Ах. Силами сопротивления внешней 

среды пренебрегаем.
Будем считать струну однородной, обозначим через р ее линей

ную плотность, тогда масса участка Л/,М 2 выразится так: 

р М ХМ2 = рДх, m = рАх.

В соответствии со вторым законом Ньютона m w  = F  (произве
дение массы на ускорение равно действующей силе) получаем

д 2и д 2и д 2и д 2и
pAx—  = T —Y A x + g(x,t)Ax, p —  = T —T + g (x , t )  

dt dx dt dx

или

d 2u i д 2и 1 , _ „
V T  = a  T T  + ~ S (x ,t) ,  (27.10)
d t2 dx1 p

1 Под плотностью понимают предел средней плотности распределения сил на данном 
отрезке, когда длина отрезка стремится к нулю; средняя плотность -  отношение величи
ны равнодействующей сил к длине отрезка, на котором они приложены.
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где

(27.11)

Уравнение (27.10) называется уравнением колебаний струны, 
или одномерным волновым уравнением.

Если g(х, 0 = 0  (внешние силы отсутствуют), то уравнение
(27.10) принимает вид

Уравнение (27.12) называется уравнением свободных колебаний, 
уравнение (27.10) -уравнением вынужденных колебаний струны.

27.2. Начальные и краевые условия. Задача Коши
Чтобы из множества решений уравнения с частными производ

ными второго порядка выбрать определенное решение, необходимо 
задать дополнительные условия.

Так, в случае уравнения (27.10) или (27.12) нужно указать от
клонение и скорость движения в начальный момент времени t0 (будем 
полагать f0 = 0), т.е.

где/(.*), F(x) -  заданные функции, а также зафиксировать отклонения 
концов струны. Поскольку концы закреплены, то

где I — длина струны.
Условия (27.13) называются начальными условиями, а условия

(27.14) -  краевыми (или граничными) условиями.
Итак, задача о свободных колебаниях струны ставится следую

щим образом. Найти решение и = и(х, t) линейного однородного урав-

« М м >  = / ( * > ’ У  ~ F(~X)• (27..13)

“ (* • 0 1 ^ = 0 ,  и(дс,Г)|^ = 0 , (27.14)
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д 2и _  2 д 2инения с частными производными второго порядка — — = а — —, удов-
Э t дх

летворяющее начальным условиям и(х, 0) = /(х ) , и'(х ,0) =  F (x)  и 

краевым условиям и(0, t) = 0, u(l, t) = 0.
Функции f (x )  и F(x) определены на отрезке [0, /], из краевых ус

ловий следует, что /(0 )  = 0, / ( / )  = 0. Можно доказать, что при некото
рых предположениях относительно функций/(х) и F(x) поставленная 
задача имеет единственное решение.

В случае, когда предполагается, что струна является неограни
ченной, граничные условия не налагаются.

Задача о свободных колебаниях неограниченной струны ставит
ся так. Найти решение и = и(х, t) уравнения с частными производными

второго порядка — — = я — удовлетворяющее начальным условиям

где / ( х)  и F(x) -  заданные функции, определенные на всей действи
тельной оси. Эта задача называется задачей Коши.

27.3. Задача о свободных колебаниях бесконечной струны. 
Метод Д'Аламбера
Как уже отмечалось, задача о свободных колебаниях бесконеч

ной струны, или задача Коши, состоит в следующем.
Найти решение и = и(х, t) линейного однородного уравнения

(27.15)

удовлетворяющее начальным условиям

(27.16)

где/(д :), F(x) — заданные функции, определенные в бесконечном про
межутке (-оо, + оо).



2 Э2м Э2и .  .
Уравнение (27.15) перепишем так: а — -------- — = 0 и (положив

дх dt
t  = у )  сравним его с уравнением (26.9). Поскольку В2- А С  = а 2 > 0, то 
уравнение является уравнением гиперболического типа.

Уравнение характеристик A dy2 -  2Bdxdy + Cdx2 -  0 принимает 
вид a 2dt2-  dx2 = 0 или dx1-  a2dt2 = 0. Оно распадается на два уравне
ния dx -  adt = 0, dx  + adt -  0, откуда получаем х  -  a t  -  С и х + a t  = С г.

Введя новые переменные ^ и Г| по формулам

(27.17)

преобразуем уравнение (27.15) к каноническому виду.
Выражаем частные производные по переменным х, t через част

ные производные по Г|:

Эм _  ди ди д 2и _  д 2и д 2и д 2и

^ ~ d ^ + d r \ ' d 7 ~ W + Э^Эп + Э т7’

ди
ЭГ

■ = а Эм ди ' д 2и - п 2 д2и
- 2  д *и

Э2м 'j1
' dt2

— и
к ' Э^ЭЛ Эл2

Подставляя в уравнение (27.15) выражения для частных произ

водных второго порядка, получаем 4а = 0,
Э^Эт| д^дц

-  о .

ди
Проинтегрируем последнее уравнение. Положим —  = w, тогда

Э^

д 2и 3w 3vv
Э^Эг| Эг| Эг|

Следовательно, w = /( ! ; ) ,- ^  = / (£ ) ,  и =  J /(£ )< /4  + VCn) или

и = ф ©  + у(Г|), где ф(^), \|/(г|) -  произвольные дважды дифференци
руемые функции своих аргументов. Принимая во внимание (27.17), 
последнюю формулу можно записать так:

и = ф(дг -  at) + у (х  + at). (27.18)

Формула (27.18) определяет общее решение уравнения (27.15).
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Среди всех этих решений найдем то, которое удовлетворяет ус
ловиям (27.16). Для функции (27.18) и ее частной производной по t

—  = а [ - ф'(дг -  at) + + at)}
Э/

условия (27.16) принимают вид

ф(д:) + W(.x) = f (x ) ,  ф|/'(дс) -  ф'(*)] =  F(*). (27.19)

Второе равенство проинтегрируем по отрезку [0, х]. Обозначив 
переменную интегрирования через z, получим

X X
J F(z)dz  = J a [V (z ) - <?(z)]dz = ay(z)|* - аф(г)|* =
О о

= я[у (х ) -  Ф(*)] + а[ф(0) -  v|/(0)] = a[v|/(*) -  ф(лт)] + аС,

где С  = ф(0) -  \|f(0).
Итак,

откуда

X
J  F(z)dz = a[yif(x) -  ф(х)] +  аС,

X
V (x)-q<jc) = - f F ( 0 *  + C. 

a Jа о

Это уравнение и первое из уравнений (27.19) позволяют опреде
лить функции ф(л) и

V(x) = ^ f ( x ) - ~ - j F ( z ) d z - ^ ,
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Подставляя в эти формулы вместо х  соответственно х  — at  и 
х  + at, получаем

1 1 V  с
y ( x - a t )  = - f { x - a t ) ~ —  \ F ( z ) d z -  — =

2 2а J 2о

1 I f  С 
= - / ( * - « О + —  ^(z)< fe- — ,2 2а J 2

x -a t

1 1 Х+а/
\|/(д: + а?) = - / ( д :  + аО + —  I' F(z)dz +

2 2я J2а J 2о

В соответствии с формулой (27.18) находим

, ч , ч f ( x - a t )  + f ( x + a t ) и =  ф(х -  at) + у (х  + at) = ------------- ---------------- 1-

x+at

ИЛИ

+ \ F (z)dz + ^ -  \F {z)dz  
2а J 2а J

x -a r  О

x+at

u ( x , t ) = ^ X~ at) + f ( 'X + a t ) + — j  F(z)dz. (27.20)

Формула (27.20) представляет решение Д'Аламбера рассматри
ваемой задачи Коши для уравнения колебаний неограниченной струны.

Читателю предлагается непосредственной проверкой убедиться 
в том, что функция (27.20) удовлетворяет уравнению (27.15) и услови
ям (27.16).

27.4. Физическая интерпретация решений волнового 
уравнения
Выясним сначала физический смысл решения (27.18), которое 

представим так:
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u = u\ + u2, U \  = ty (x -a t ) ,  u2 = Mf(x + at). (27.21)

Если \|/(x + at)  = 0, то и = щ =  ф(х -  at). При фиксированном 
значении t график функции и = ф(х -  at)  является формой колеблю
щейся струны в момент времени Г. Для точки х0 при t = 0 отклонение 
выразится формулой и(х0, 0) = ф(х0).

Предположим, что по оси Ох  из положения л:0 движется точка в 
положительном направлении этой оси со скоростью а (а -  параметр, 
входящий в уравнение (27.15) и функцию (27.18)). Закон этого движе
ния выражается формулой x = Xo + at. Так как в этом случае х -  
a t  = х 0, то через момент времени t для точки х  получаем отклонение 

и — ф(л: — at) = ф(х0) = и(х0, 0). Это значит, что отклонение для точки 
х  через момент времени t  будет тем же, что и для точки х0 в момент 
t  = 0.

Следовательно, если мысленно пере
мещаться вдоль оси Ох  в положительном 
направлении этой оси с постоянной скоро
стью а, то отклонение струны все время 
будет казаться постоянным.

Построим графики функции 
И| = ф(;с -  at)  при различных значениях t: 
t i < t 2 < t3 (рис. 27.3). Каждый последующий 
из них получается сдвигом предыдущего 

t=t3 вдоль оси Ох на определенную величину.
Если эти рисунки по очереди проектировать

q  на неподвижный экран, то первый график
«побежит» вправо. Процесс передвижения 

Рис. 27.3 отклонения вдоль прямой, на которой нахо
дилась струна в положении равновесия, на

зывается волной. Скорость распространения волны равна а, где а оп
ределяется формулой (27.11) и входит в уравнение (27.15). Волна рас
пространяется в положительном направлении оси Ох. Явление, описы
ваемое функцией щ = ф(х -  at), называется распространением прямой 
волны.

Второе слагаемое формулы (27.18), т.е. функция и2 = \|/(х + at), 
представляет аналогичный процесс, но только волна будет распростра
няться влево (в отрицательном направлении оси Ох) с той же скоро
стью а  (рис. 27.3 будет отображать моментальные снимки этой волны, 
если на него смотреть снизу вверх, т.е. считать t^ < t2 < t\). Явление, 
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описываемое функцией и2 = у (х  + at), называется распространением 
обратной волны.

Следовательно, решение (27.18) представляет сумму прямой и 
обратной волн. Отсюда вытекает следующий графический способ по
строения формы струны в любой момент времени t. Строим графики 
функции U\ = cp(x), и2 = у(х), изображающие прямую и обратную вол
ны в начальный момент времени t  = 0. Не изменяя формы построенных 
графиков, передвигаем их со скоростью а  вдоль оси Ох: первый -  
вправо, второй -  влево. Чтобы получить график струны, достаточно 
построить алгебраические суммы ординат точек раздвинутых графи
ков.

27.5. Задача о колебаниях ограниченной струны. Метод 
Фурье
Задача о колебаниях ограниченной струны, закрепленной на 

концах, ставится так: найти решение и -  и(х, t) уравнения

д 2и 2 д 2и
( 2 7 - 2 2 )

которое удовлетворяет начальным условиям

= F(x)  (27.23)

и краевым условиям

“ ( * • 0 1 ^ = 0 , и(*>0|,=, = 0  (27.24)

(f ( x ) и F(x) -  заданные функции, определенные на отрезке [0, /]).
Для решения поставленной задачи применяем метод Фурье. 

Решение и(х, t) будет искать в виде

и(х, t) = X(x)T(t), (27.25)

где Х(х) -  функция только от х\ T(t) — функция только от t.
Подставляя выражения для частных производных второго по

рядка в уравнение (27.22), получаем
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X { x ) T \ t )  = a 2X \x )T { t ) ,  \ I 1 M 1  =
a T(t) X(t)

Левая часть последнего равенства не зависит от х, она может за
висеть только от t\ правая часть не зависит от t, она может зависеть 
только от х. Но поскольку функция и(х, t) = X(x)T(t) -  решение урав
нения (27.22), то последнее равенство должно выполняться для всех х  
и всех t  (из рассматриваемых промежутков), что возможно лишь тогда, 
когда обе части не зависят ни от х, ни от t, т.е. являются постоянными. 
Обозначим эту постоянную буквой с, тогда

1 T'(t)  _  Х '(х) _  
а 2 T(t) ~ Х(х) ~ С’

откуда получаем два уравнения

T"(t) — са2Т (t) = 0; (27.26)

X 'Q c)-cX (jt) = 0. (27.27)

Эти уравнения являются обыкновенными дифференциальными 
уравнениями второго порядка с постоянными коэффициентами (они 
изучались в гл. 25, п. 25.7)).

Найдем решение уравнения (27.27), удовлетворяющее условиям
(27.24). Для функции (27.25) эти условия принимают вид

Х(0)Г(/) = 0, X(l)T(t) = 0. (27.28)

Поскольку мы ищем нетривиальное решение (u (x , t ) Ф 0 ) ,  то из 
(27.28) следует, что должно быть

Х(0) = 0, Х(1) = 0. (27.29)

Характеристическое уравнение для уравнения (27.27) имеет вид 

? - с  = 0, ?  = с. (27.30)
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Рассмотрим случаи, когда с  = X2, с  = 0, с -  -'к2 (т.е. когда о  О, 
с -  0, с  < 0).

1.Если с = X2, то г, = -X, r2 -  X, общее решение уравнения 
(27.27) выражается формулой

Определитель этой однородной системы относительно неиз
вестных С, и С2 отличен от нуля:

поэтому система имеет единственное нулевое решение С\ - 0 ,  С 2 = 0.
Следовательно, в этом случае решением уравнения (27.27), 

удовлетворяющим условиям (27.29), является только тривиальное ре
шение Х(х) -- 0.

2. Если с = 0, то Г) = 0, г2 = 0. Общее решение уравнения (27.27) 
определяется формулой

Среди решений (27.32) только тривиальное решение Х(д)=0 
удовлетворяет условиям (27.29). Действительно, условия (27.29) для 
решения (27.32) принимают вид

откуда С\ -  0, Сг = 0, поэтому Х(х) = 0.
3. Если с -  -X 2, то характеристическое уравнение (27.30) имеет 

мнимые корни Г\ = -  iX, гг = iX, которым соответствует решение

Х(х) = С1е~*х + С 2е**. (27.31)

Условия (27.29) приводят к системе уравнений

X ( jt)  — С  j +  C 2.v. (27.32)
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Х(х) = Cicos Тис + C2sin Хх (27.33)

уравнения (27.27).
Найдем решение, удовлетворяющее условиям (27.29):

Cj cos 0 + С2 sin 0 = 0,1 С, • 1 + С2 • 0 = О,
С, cos XI +  С2 sin XI =  0,J С, cos XI + С2 sin Л,/ = 0.

Из этой системы получаем С\ = О,

sin XI = 0, (27.34)

откуда XI = кк (к = ±1, ±2, к *  0, ибо X *  О,

jfcTE
A,*=—  (к = ± l ,+ 2 ,  ...)  . (27.35)

Итак, каждая из функций

Х к(х) =  sin—у — (*=  1 ,2 ,3 , . . . ) ,  (27.36)

где Л* -  произвольная постоянная (к ней отнесен и знак; считаем, что к 
принимает только целые положительные значения), является решением 
уравнения (27.27), удовлетворяющим условиям (27.29).

Постоянные Хк, определяемые формулой (27.35), называются 
собственными числами, а функции

fcTLX.
/* (* )  = sin—  (Л = ± 1 ,± 2 , ...), (27.37)

называются собственными функциями уравнения (27.27) с краевыми 
условиями (27.29).

Отметим, что функции (27.37) являются ортогональными на от
резке [0, /], так как (см. п. 23.4) для них
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\ f n ( x ) f m ( x ) d x  = 0 ’ П * т - 
-I

I

k 2l t2
Обратимся к уравнению (27.26). Так как с  = -X  , X =  — -— , то

/
уравнение принимает вид

а 2к 2п 2
П 0 + ^ Т ( 0  = 0.

а 2к 2п 2
Характеристическое уравнение г + ^

ктш . кпа .
корни г, = — — I, г2 -  - у —/, поэтому общее решение уравнения 

(27.26) определяется формулой

_  ч n knat „  knat ,. , Л ч -  л.
Tk(t) = Bk cos—-— 1-0* sin—-— (fc= 1, 2, ...), (27.38)

где В*, D* -  произвольные постоянные.
Подставляя функции (27.36) и (27.38) в формулу (27.25), полу

чаем

uk(x,t) = X k(x)Tk(t) =

knat „  . knat
В. cos------ + sin -------k i к i

A . fcKX
A, s in ----- ,

i

или

uk( x j )  =
knat . . knat

at cos-------- 1 s i n ------
* I k I

. knx 
sm —— . (27.39)

где ak = В*Аь 6* = Д Д * (£ = 1, 2, 3, ...).
Каждая из функций (27.39) является решением уравнения

(27.22), удовлетворяющим условиям (27.24), и называется собственной
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функцией этого уравнения, а колебания, определяемые ею, называются 
собственными колебаниями.

Перейдем ко второй части метода Фурье. Составим ряд из 
функций (27.39), т.е. ряд

X м* = S  а* C0S^ 7 - + ь >L—1 fc_1 X *

. knat
. sin------

i
sm-

knx
~ T '

Предположим, что этот ряд равномерно сходится, его сумма яв
ляется непрерывной функцией и ряд можно дважды почленно диффе
ренцировать по х  и t. Обозначим сумму этого ряда через и(х, t), т.е.

M(*,r) = £ U c o s ^ -  + />,
. knat 

. s in ------
''i . knx
sin ----- . (27.40)

Согласно п. 26.8 функция (27.40) также является решением 
уравнения (27.22), причем это решение удовлетворяет условиям
(27.24).

Коэффициенты ряда (27.40) ак и Ьк выберем так, чтобы его сум
ма -  функция и{х, f) удовлетворяла условиям (27.23). Найдем предва
рительно частную производную по t функции (27.40):

Эм _  ^  I
э 7 - ^ '

- a t sin-
knat

+ bt cos
knat

sin-
knx

(27.41)

Подставляя в формулы (27.40), (27.41) значение ( = 0 и прини
мая во внимание равенства (27.23), получаем

V  • knx -sr* , кпа . кпх2_i ak s\n —  = f (x ) ,  2 j b k — sm —  = F(x).
*=i 1 *=i 1 1

Следовательно, функции/(jc) и F(x) представляют собой разло
жения в ряд Фурье по синусам в промежутке [0, /].

Как известно, коэффициенты таких разложений определяются 
формулами
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откуда

ак = — f f ( x ) s i n dx, bk — ——  f /•’(x )s in ^^-dx.  (27.42) 
* l У  l к к к а )  I

Итак, функция (27.40), где ak, bk (£ =  1, 2, 3, ...)  определены 
формулами (27.42), дает решение рассматриваемой задачи.

27.6. Понятие о стоячих волнах
Выясним физический смысл собственных функций (27.39):

uk{x,t) =
k m t  , . b ia t  Л . кюс 

cos-------- t-o. s in —— - s in ----- .* / * / J I

Из этой формулы видно, что в моменты времени t — ,

t = 4 / /  ( струна возвращается в первоначальное положение. Следо

вательно, колебания являются незатухающими, периодическими с пе

риодом Т = . Это происходит потому, что не учтены силы сопро

тивления. Если эти силы учесть, колебания окажутся затухающими.
Преобразуем формулу (27.39), для чего введем обозначения 

ак = F*sin срь bk = Fk cos <р* откуда а I +  bk =  Fk ,

4 al + b l  = Fk> i f* , = sin ер,, , f* —  = со8ф,V — он» , <---------

Умножив и разделив на -\а \ +Ьк правую часть равенства 

(27.39), а также приняв во внимание эти обозначения, получим



ик (х , О = Fk sin
knat

- +  Ф* sin-
knx

(27.43)

Отсюда следует, что все точки струны совершают колебания с 
кпа

и одной и той же начальной фазой
I

кпхср*. Амплитуда колебания зависит от точки х  и равна Fk sin —j—. Все

точки струны одновременно проходят через положение равновесия и 
одновременно достигают максимального отклонения от него в ту или 
другую сторону. Рассматриваемые колебания струны называются 
стоячими волнами.

На рис. 27.4 показаны различные формы струны в отдельные 
моменты времени при к  = 1. Отклонение на концах струны равно нулю,

наибольшего отклонения достигает точка с абсциссой х ~ ^ -  При к = 2

неподвижных точек уже будет три, их абсциссы: Х\ = 0, х2 = ^ ,  х3 =1

2 пх
(это корни уравнения sin ——  =  0 ). Наибольшего отклонения достига-

I 31
ют две точки струны с абсциссами х = —, х = —  (рис. 27.5).

4 4
Стоячая волна (27.43) имеет к + 1 неподвижных точек, т.е.

• ккх _ г.столько, сколько корней имеет уравнение sin - у - = 0 на отрезке [0, /].

Абсциссы этих точек являются корнями указанного уравнения:
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Неподвижные точки называются узлами стоячей волны. Точки, 
в которых отклонения достигают максимума, называются пучностями. 

Каждая струна может иметь собственные колебания только
кка

строго определенных частот cot = —j—, которые называются собст

венными частотами. Наименьшей собственной частотой струны явля
ется частота

где Т -  натяжение; р -  линейная плотность.
При колебаниях струна издает звук, высота которого возрастает 

вместе с частотой колебаний. Самый низкий тон будет при частоте, 
равной C0i. Остальные тона, соответствующие частотам называют 
обертонами, или гармониками.

27.7. Уравнение теплопроводности в пространстве
Если некоторое тело неравномерно нагрето, то тепло начнет 

распространяться от более нагретых участков к менее нагретым. Обо
значим температуру тела в точке М(х, у, z ) через и. Очевидно, темпе
ратура будет зависеть от координат х , y , z  и времени t, т.е. 
и = и(х, у, z, t).

Множество точек, в которых функция и = и(х, у, z, t) принимает 
одно и то же значение С  в фиксированный момент времени t = t0, на
зывается изотермической поверхностью. Изотермическая поверхность 
определяется уравнением

Форма и расположение изотермической поверхности меняется с тече
нием времени t.

Направление наибольшей скорости изменения температуры сов
падает с направлением градиента функции и = и(х, у, z, t) при данном 
значении t (см. п. 18.9), т.е. с направлением вектора

и(х, у, z, t0) -  С  или и(х, у, z) = С]. (27.44)
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Эм. Эи . д и ,
7Г-1+— J + — к.

В точках изотермической поверхности градиент направлен по 
нормали п  к этой поверхности в сторону возрастания и, причем

Считают, что величина теплового потока через малый участок 
изотермической поверхности площади Д а за промежуток времени At 
выражается формулой

где к — коэффициент теплопроводности, который будем считать посто
янным.

Замечание 1.
Знак минус в формуле (27.45) означает, что тепловой поток считают 

положительным, если его направление совпадает с выбранным направле-
Эи

нием нормали к изотермическом поверхности: если —  > 0 , то и возраста-
дп

ет в этом направлении, а тепло передается от более нагретых участков к
менее нагретым, т.е. в противоположную сторону, получаем ДQ < 0; если
Эм л
—  < 0 , то Д<2 > 0. 
дп

Замечание 2.
В линейном случае (т.е. в случае распространения тепла в стержне) 

изотермическими поверхностями являются поперечные сечения стержня, 
направление нормали к ним совпадает с направлением оси Ох, поэтому

В теории теплопроводности доказывается, что формула (27.45) 
справедлива для любых поверхностей (не только изотермических).

Известно (см. п. 18.9), что производная по направлению вектора
Эм .

равна проекции градиента на этот вектор, т.е. —  =  grad  и • п , где п  -

|g ra d w | =  |^ -  
оп

AQ = - к — A o A t ,  
дп

(27.45)

ди _  Эи 

дп дх

дп
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единичный вектор нормали. Формула (27.45) принимает вид 
A Q  =  - k  g rad  и п Д а Д ? .

Введем в рассмотрение вектор

а = — к grad и (27.46)

и назовем его вектором теплового потока, тогда

А<2 = апДстАг, AQ = anA a A t ,  (27.47)

где ап — проекция вектора а на направление внешней нормали к по
верхности (см. рис. 27.6).

Выделим в теле некоторый объем V, ограниченный поверхно
стью ст (рис. 27.6). Тепловой поток через всю по- 
верхность ст за промежуток времени At выражается

** формулой

Q = A t j j a nda.  (27.48)

Поток Q  будет положительным, если вы- 
Рис. 27.6 бранный объем V  теряет тепло, и отрицательным, 

если приобретает его.
Преобразуем этот интеграл с помощью формулы Остроградско

го -  Гаусса

JJ fl||<fo = Jjjdivarfv.

Так как

div а -  div(-£-grad и) = -&div grad и = - k  

(см. п. 20.14, формула (20.87)) или div а =  -  к А и, где

 ̂д 2и Э2и Э 2м^
 ̂Эл:2 + ду2 +  dz2
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\ j a „ d c  = - j j jk A u d v .
а  V

Количество тепла, приобретенное данным объемом V за счет 
прохождения теплового потока, выразится формулой

б , = At J J J  kAudv
v

(это выражение отличается от Q  только знаком).
Пусть в объеме V  имеются источники тепла с плотностью их 

распределения F(x, у, z, t), тогда за промежуток времени At выделится 
следующее количество тепла:

Q2 = F(x,y,z,t)dv.
V

Итак, в течение указанного промежутка At объем V получит 
Qi + Q 2 тепла.

Подсчитаем это тепло по-другому. За время At температура в 
точке М(х, у, z)  изменилась на величину

u (x ,y ,z , t  + At) -  u (x ,y ,z ,t)  = ^ -A t .
dt

Для такого изменения температуры элементарному объему Av

потребовалось количество тепла, равное cpAv-^-Af, где с -  удельная
at

теплоемкость, р -  плотность, а всему объему -



а = 4 ' Ш ер ^ л ’-
V

Поскольку Q3 = Q\ + Ql, ТО

At kAudv + A t j j j  F (x ,y ,z , t)dv ,

откуда

Ш cp —  -  kAu -  F(x, y , z , t ) 
Э/

dv — 0.

Это равенство должно выполняться для любого объема V, выде
ленного в рассматриваемом теле. Считая все входящие функции не
прерывными, из последнего равенства получаем

I а , с  Эи к 1cp —  = kA u+ F , —  — — ДмН----- г
dt at cp cp

или

2Д , 1 г—  = а Аи н----- F,
at ср

(27.49)

где

2 к а = — , а = 
ср

(27.50)

Уравнение (27.49) называется уравнением теплопроводности в 
пространстве.

Если тепловые источники отсутствуют, то уравнение принимает
вид

267



Отметим частные случаи этого уравнения:

д 2и Э2и
д 7 + д /\ )

(27.52)

(27.53)

Уравнение (27.52) является уравнением распространения тепла в 
пластинке, уравнение (27.53) -  уравнением распространения тепла в 
стержне.

27.8. Начальное и краевые условия для уравнения 
теплопроводности в пространстве
Начальное условие для уравнения теплопроводности в про

странстве определяется равенством

оно задает температуру каждой точки тела в начальный момент време
ни t0 = 0 ( f (x , у, z ) -  известная функция).

Пусть на поверхности Г, ограничивающей некоторое тело, про
исходит теплообмен с окружающей средой. Предположим, что в точке 
Л (̂£> Л. О  границы Г тело имеет температуру и = н(^, г|, /), а окру
жающая среда -  й  = м(£,Т),£>0> разность и —и называется перепа
дом температур. Теплообмен протекает по закону: поток тепла изнут
ри тела через любую часть поверхности Г пропорционален перепаду 
температур и —й ,  т.е. Q  =  h(u — й),  где И -  коэффициент теплообме

на; h может меняться от точки к точке, но в случае однородности тела 
и среды h = const.

Выделим часть Г, поверхности Г. Тепловой поток через Г) за 
время At выразится формулой

(27.54)



Q] = At j"J h(u -  и )da.
П

С другой стороны, в соответствии с формулой (27.48) получаем

Qi = Д* JJ a „da.

Так как тепловой поток, уходящий в окружающее пространство, 
равен тепловому потоку, подходящему изнутри, то Q\ = <2г> т -е.

J J anda  = J J h(u -  u)da.

Это равенство выполняется для любой части Г, границы Г. Сле
довательно, на границе Г должно выполняться условие а п =  h(u — и ). 

Поскольку

ап = ап = ( -к  gradz<)n = - к
ди 
д п '

где к -  коэффициент теплопроводности, —  -  производная функции и
дп

в точке границы по направлению внешней нормали к поверхности Г', 
то последнее равенство можно записать так:

- к
ди

'дп
= /|(м|г -  и). (27.55)

Отметим два важных частных случая краевого условия (27.55).
1. Коэффициент теплообмена равен нулю, h = 0 (на границе тела 

нет теплообмена с окружающей средой); в этом случае краевое условие 
принимает вид

ди
~дп

= 0. (27.56)
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2. Коэффициент теплообмена является достаточно большим. 
Перепишем условие (27.55) в виде

к Эм 
h дп

= и\г - и ,

отсюда при /г— получаем м|Г — м =  О или

и|Г = и . (27.57)

Краевое условие (27.57) означает, что на границе Г поддержива
ется постоянная температура.

Итак, задача о распространении тепла в пространстве (для одно
родного тела без тепловых источников) формулируется следующим 
образом.

Найти решение u = u ( x ,y , z , t )  уравнения (27.51), удовлетво
ряющее начальному условию (27.54) и краевому условию (27.55) (в 
частном случае условию (27.56) или (27.57)).

В теории дифференциальных уравнений с частными производ
ными доказывается, что при некоторых предположениях относительно 
соответствующих функций поставленная задача имеет единственное 
решение.

27.9. Теплопроводность в стержне, концы которого 
теплоизолированы
Для уравнения (27.53) начальное условие (27.54) принимает вид 

= / ( х ) ,  где / ( х )  -  заданная функция (0 < х < 1 ), / -  длина

стержня), а краевое условие (27.56) запишется так (см. замечание 2 
п. 27.7):

Э и 
дх

=  0.

Задача о распространении тепла в стержне, концы которого теп
лоизолированы, состоит в следующем.

Найти решение уравнения
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Эм _  2 3 U 
dt дх2 ’

(27.58)

удовлетворяющее начальному условию

u{x,t)[_0 = f ( x ) (27.59)

и краевым условиям

ь
ди
дх

=  0. (27.60)

Прежде всего отметим, что уравнение принимает более простой 
вид, если ввести новую переменную х по формуле

х = а  t. (27.61)

Действительно,

Эк _  ди дх _  Эм 2 2 Эм _  2 Э2м Эм _  Э2и
Эt дх dt Эх Эх дх2 ' дх дх2

Итак, уравнение принимает вид

ди _  д ги 
дх дх2

(27.62)

Очевидно, начальное условие и краевые условия останутся 
прежними, так как х = 0 при t = 0, а условия (27.60) от х не зависят.

Решение уравнения (27.62), удовлетворяющее начальному усло
вию

u(x,x)\x=0= f ( x ) (27.63)

и краевым условиям (27.60), будем искать с помощью метода Фурье в 
виде произведения двух функций
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и(х, т) = Х(х)Ш), (27.64)

где Х(х) — функция только от х, Т(х) — функция только от х.
Поскольку

ди , ди , д 2и »
—  = Х(х)Т'(х), —  =Х'(х)Т(х), ~ = Х ' ( х ) Т ( т ) ,
Эх дх дх

то подстановка соответствующих выражений в уравнение (27.62) при
водит к соотношению

Х(х)Т'(х) = Х"(х)Т(х)  или
Х(х) Т(х)

Так как функция (27.64) является решением уравнения (27.62),то 
последнее равенство должно выполняться для всех х и х (из соответст
вующей области их изменения). Это возможно лишь в случае, когда 
обе части последнего равенства равны постоянной, ибо левая часть 
может зависеть только от х, а правая — только от х. Обозначим эту по
стоянную через с, тогда

Х"(х) _  Г (х )  _  ,
Х (х)  Д х ) С’

откуда

Г ( х ) - с 7 ( х )  = 0; (27.65)

Х " ( х ) - с Х ( х ) =  0. (27.66)

Уравнение (27.65) является обыкновенным дифференциальным 
уравнением первого порядка. Интегрируя это уравнение, получаем

1п7’(х) = сх+1пС, Т(х) = ет,пС, Т(х) = Сеп .

Поскольку температура не может неограниченно возрастать с 
течением времени (источники тепла отсутствуют), то функция Т(х)
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обладает тем же свойством. Следовательно, в последней формуле с 
может быть только отрицательным, т.е.

с = -Х 2 (X *  О). (27.67)

Итак, функция Т(х) выражается формулой

Т(х) = Се~к2\  (27.68)

Уравнение (27.66) с учетом (27.67) принимает вид

X  "(х ) +  Х2Х  (х)  =  0. Это обыкновенное дифференциальное уравнение 
второго порядка с постоянными коэффициентами имеет решение

Х(х) = Acos Хх + Bsin Хх, (27.69)

где А и В — произвольные постоянные.
Подставляя функции (27.68) и (27.69) в формулу (27.64), полу

чаем

и -  (acosXjt + psin Хх)е~х т, (27.70)

где а  = АС, р = ВС.
Частная производная этой функции по х  выражается формулой

—  = ^(-asinX jc + PcosXx)e~x т. 
ах

Числа а, р, X выберем так, чтобы удовлетворялись условия 
(27.60):

X (-a s in 0 + P c o s0 )c ->' T = 0 , 1 

A ,(-a sin W + p cos Х1)е~кг =0,J

-a s in 0 + P c o s 0  = 0, 1 
-a s in W  + pcosA,/ = 0.J
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Из последних уравнений следует, что Р = О, sin XI = 0. Следова
тельно,

XI = пк (п=  1, 2, 3, ...),

Хп = —  (и = 1 ,2 ,3 , ...)  (27.71)

(взяты только положительные значения п, так как cos Хх = 
=  c o s ( - A jc) ,  (~Х)2 =  Я.2; поскольку Р  =  0, функция (27.70) принимает 

одинаковые значения при X и -Х\ далее, X Ф 0 в соответствии с услови
ем (27.67)).

Итак, функция (27.70) принимает вид

и„(х,т) = а п cosXnxe~x”z,

п 2п г X

ип(х,%) — ocn cos—у—£ 'г . (27.72)

Решением уравнения (27.62), удовлетворяющим краевым усло
виям (27.60), является сумма ряда, составленного из функций (27.72), 
т.е. ряда

_2 2
ос м  К  Л  Т

м(х,т) = ^ м „ (д : ,т )  = ^ a n cos-^^-e  '2 . (27.73)
п=1 П=1 ^

Коэффициенты а„ этого ряда выберем так, чтобы функция 
и(х, т) удовлетворяла также и начальному условию (27.63):

« л С * - = /(*)> X « „ c o s ^  = / (x ) .
п—1

Последнее равенство означает, что функцию f ( x )  в промежутке 
[О, /] необходимо разложить в ряд Фурье по косинусам. Как известно, 
коэффициенты такого разложения определяются формулой
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/
a „ = j j f (x ) c o s ^ Y - d x  (n =  1 ,2 ,3 , . . . ) .

о
(27.74)

Следовательно, функция (27.73), для которой а„ определены 
формулой (27.74), является решением уравнения (27.62), удовлетво
ряющим начальному условию (27.63) и краевым условиям (27.60).

Принимая во внимание равенство (27.61), заключаем, что функ
ция

для которой а„ определены формулой (27.74), является решением 
уравнения (27.58), удовлетворяющим начальному условию (27.59) и 
краевым условиям (27.60).

Замечание.
Аналогично решается задача о распространении тепла в стержне, на 

концах которого поддерживается постоянная температура. Эта задача о 
нахождении решения уравнения (27.58), удовлетворяющего начальному 
условию (27.59) и краевому условию (27.57), которое принимает вид

Предварительно задачу необходимо свести к задаче с однородными 
краевыми условиями, т.е. с условиями, которым удовлетворяет тривиаль
ное решение (и = 0). Условия (27.75) при и0* 0 и 0 не являются одно
родными. При неоднородных условиях сумма и разность двух решений 
И|(л\ t) и и2(х, t) уже не будут решениями, удовлетворяющими этим усло
виям. В частности, не является решением U\(x, t)- 
- и2(х, f) = 0. Последнее обстоятельство затрудняет построение общего ре
шения (27.73).

Приведение к задаче с однородными краевыми условиями можно осу
ществить с помощью новой функции

Для этой функции уравнение (27.58) останется прежним, начальное ус
ловие примет вид

(27.75)

х
w(x,t) = u(x , t )  + (u0 - u , )  — - u 0.
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w(-x' f)Uo = m(* ’ * t o  + (“о -  м/) у  -  “o =  /1 w >

а краевые условия станут однородными:

w(x, О|,=0 = m(jc, 0 |i=0 + (m0 -  И,) - u 0 =u0 - u 0 =0,

W(XA x=! + (“0 - “/)y -M0 =ut +(u0- u , ) - u 0 =0.

27.10.Уравнение диффузии
Если среда заполнена газом с различной концентрацией, то про

исходит диффузия из мест с большей концентрацией в места с мень
шей концентрацией. Аналогичное явление наблюдается и в растворах, 
если концентрация растворимого вещества для данного объема не яв
ляется постоянной.

В задачах о диффузии неизвестной функцией является концен
трация диффундирующего вещества, которую обозначают через с, 
с = с(х, у , г, Г).

Процесс диффузии во многом схож с процессом распростране
ния тепла, поэтому в предположениях, аналогичных тем, которые были 
сделаны в п. 27.7, получаем, что функция с -  с(х, у, z, t) должна удов
летворять уравнению

(
= D д 2с д2с д 2с 

д ? ’+ д^2 + д ?  )
(27.76)

Постоянная D  ( D >  0) называется коэффициентом диффузии. 
Начальное условие

c(x ,y ,z , t) \ l=0= f (x ,y , z ) ,  (27.77)

где / (х, у, z )  — заданная функция, определяет начальную концентра
цию.
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В качестве краевых условий рассматриваются главным образом 
следующие условия:

дс
дп

— 0; (27.78)

с(л ,)> ,г,0 |г = с 0 (27.79)

Г -  граница области, в которой происходит диффузия.
Условие (27.78) означает, что граница области для диффунди

рующего вещества является непроницаемой стенкой. Условие (27.79) 
определяет концентрацию на границе области.

Линейные задачи диффузии (т.е. задачи о диффузии в тонкой 
трубке с непроницаемой стенкой) состоят в следующем.

дс д 2с
Наити решение c = c(x ,t)  уравнения —  =  и — г-, удовлетво-

dt  дх
ряющее начальному условию c( jc,/) | =  /(•* )  и краевым условиям

вида —  =  0 или с = с0 на конце или на концах трубки (первое условие 
дх

на одном, второе -  на другом конце; первое условие на обоих концах, 
второе условие на обоих концах).

Эти задачи аналогичны задаче о распространении тепла в 
стержне и решаются с помощью методов, изложенных в п. 27.9.

27.11.Уравнение Лапласа. Задача Дирихле
Уравнением Лапласа называется уравнение

Аи = 0, (27.80)

где А и -  лапласиан, выражение которого в декартовых, цилиндриче
ских и сферических координатах имеет соответственно вид

д2и д 2и д 2и
Дм =  — н------— н------—,

Эх2 Эу2 Эг2
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1 д (  ди) 1 д и д и
Ли = ------г —  + —------- -  + —

г д г \ дг) г 5ф dz

1 д (  2 д и ) 1 8 (  . „ ди \ 1 д 2и
Дм г ^ г \  + ~ 5----------- s'n9 , ■ ■,г д г \  d r )  г  sin в <30 V dQj г" sin 0 Эф

Уравнение Лапласа часто встречается в приложениях. Этому 
уравнению удовлетворяет стационарное распределение температуры в 
теле. Действительно, если функция и = и(х, у, z, 0  не зависит от време- 

дч
ни t, то —  = 0. Уравнение (27.51) принимает вид (27.80). 

dt
Уравнению Лапласа удовлетворяет потенциал стационарного 

электрического поля в области, где отсутствуют заряды, и потенциал 
поля тяготения в области, где отсутствуют массы.

К уравнению Лапласа приводят и другие задачи. Однако при 
изучении этого уравнения представление функции и = и(х, у, z)  как 
температуры наглядно и удобно. В этой интерпретации функции и 
наиболее общим граничным условием для уравнения (27.51) является 
условие (27.55).

Функция, удовлетворяющая уравнению Лапласа, называется 
гармонической. Уравнение Лапласа имеет бесконечное множество ре
шений. Какое-то конкретное решение определяется заданием некото
рых дополнительных условий.

Для уравнения Лапласа ставится следующая к р а е в а я  з а д а -
ч а . Найти функцию и -  и(х, у, г), гармоническую внутри области, ог
раниченной замкнутой поверхностью Г, и удовлетворяющую гранич
ному условию

I
дп

= к| — к,

где Н  и и -  функции, заданные на границе Г. В случае задачи о ста-

и  k ~ционарном распределении температуры Н  = -----, и -  температура
h

окружающей среды на границе тела, к -  коэффициент теплопроводно
сти.
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Важный частный случай краевой задачи получается при Н  = О, 
соответствующий случаю h = т.е. заданию температуры тела на гра
нице Г : м|г =  и . Эта краевая задача называется задачей Дирихле.

Задача Дирихле в пространстве ставится так.
Найти функцию и = и(х, у, z), удовлетворяющую уравнению Ла

пласа внутри области, ограниченной замкнутой поверхностью Г, и 
принимающую на границе Г заданные значения:

и|г = м .  (27.81)

В теории уравнений с частными производными доказывается, 
что при некоторых предположениях относительно Г и и задача Ди
рихле имеет единственное решение.

Если функция и зависит только от двух переменных (декарто
вых или полярных координат точки), то уравнение Лапласа имеет со
ответственно вид

д2и д 2и 1 д f  ди ) 1 д 2и
— Г + — Г = 0 или Г—  + — —— = ().
Эдг ду г д г [  д г ) г Эф

Задача Дирихле на плоскости состоит в следующем.
Найти функцию и -  и(х, у), удовлетворяющую уравнению Лап

ласа внутри области, ограниченной замкнутой кривой Г, и принимаю
щую на границе Г заданные значения и =  и(х , у ) : и| =  и .

Эта задача также имеет единственное решение. К ней приводят 
физические задачи двух типов, которые проиллюстрируем на примерах 
стационарного распределения тепла в теле.

Первый тип задачи возникает при рассмотрении стационарного 
распределения тепла в тонкой однородной пластинке, параллельной 
плоскости Оху , нижняя и верхняя поверхности которой теплоизолиро
ваны. Пластинка предполагается настолько тонкой, что можно пренеб
речь изменением температуры по толщине (температура в этом случае 
будет функцией только х  и у). Край пластинки Г поддерживается при 
определенной температуре и .

Второй тип задачи относится к стационарному распределению 
температуры в бесконечном однородном цилиндре, у которого обра
зующие параллельны оси Oz, направляющая Г лежит в плоскости Оху. 
Температура и остается постоянной на любой прямой, проходящей
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внутри цилиндра параллельно оси Oz, поэтому и -  и(х, у). Боковая по
верхность цилиндра поддерживается при определенной температуре 
и .

27.12.Задача Дирихле для круга. Интеграл Пуассона
Задача Дирихле для круга состоит в следующем. Найти функ

цию, гармоническую внутри круга и принимающую на его границе 
заданные значения. Введем полярные координаты г и ф ,  полюс помес
тим в центре данного круга, радиус которого обозначим через R. Дву
мерный оператор Лапласа выражаем в полярных координатах. Уравне
ние Лапласа принимает вид

Найдем функцию и = и(г, ф), удовлетворяющую уравнению 
(27.82) при г  < R  и принимающую на границе Г круга радиуса R  задан
ные значения и = / ( ф):

Решения уравнения (27.82) ищем в виде произведения двух 
функций U(r) и Ф(ф), первая из которых зависит только от г, вторая -  
только от ф:

“ (r ><P)LR = /(Ф )- (27.83)

и(г,ф) =  £/(г)Ф(ф). (27.84)

Подставляя эту функцию в уравнение (27.82), получаем

или

r_ d_( d U } _  1 d 2<Z> 
U d r {  dr j  Ф d y 2 '
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Поскольку функция (27.84) -  решение уравнения (27.82), то по
следнее равенство должно выполняться для всех г  и ф из данной облас
ти (0 < г < R. О < ф < 2л). Но это возможно лишь в случае, когда обе 
части равенства не зависят от г  и ф, т.е. являются одной и той же по
стоянной, так как левая часть его может зависеть только от г, а правая
-  только от ф.

Обозначая эту постоянную X, получаем два уравнения

± £ u . + r d ! L  ( 2 7 .8 5)
U dr1 U dr

d 2 Ф ,
— г +А.Ф = 0. (27.86)
£/ф

Это обыкновенные дифференциальные уравнения второго по
рядка.

Уравнение (27.86) является уравнением с постоянными коэффи
циентами и имеет решение

Ф(ф) = Acos-JXq> + BsinVtap,

где А  и В  -  произвольные постоянные. Покажем, что X не может при
нимать любые значения. Действительно, прибавление слагаемого 2к  к 
аргументу ф возвращает точку М(г,  ф) в исходное положение. Это зна
чит, что Ф(ф + 2л)  = Ф(ф), т.е. функция Ф(ф) является периодической с 

периодом 2л. Последнее возможно, когда -Jx = п , Х = п 2 (л = 0, 1,
2, ...) (отрицательные значения п  можно не принимать во внимание, 
поскольку п влияет только на знак В  — произвольной постоянной).

Итак, уравнение (27.86) имеет решения

Ф п(ф) = Ал cosmp+ Вп s in /гф (и = 0, 1 ,2 , . . . ) .

Уравнение (27.85) при Х = п 2 принимает вид
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dr dr

Решение этого уравнения находится с помощью подстановки U = га. 
Поскольку

В случае а  = - п  получаем функцию U(r) -  г~п, которая обраща
ется в бесконечность при г  = 0. Эта функция не может быть использо
вана для построения решения задачи Дирихле (ищется решение непре
рывное и конечное в круге радиуса R).

При а  = п  получаем Un(r) = г" (п = 0, 1, 2, ...)• Подставляя вы
ражения для Ф„(ф) и Un(r) в формулу (27.84), находим частные реше
ния

уравнения (27.82). Решением этого уравнения является также функция

dU
-----= a r

то

г 2а ( а - 1)г “ 2 + m r “ 1 - п 2га - 0 ,  а 2 -  п 2 = 0 , а  = ±п.

м„(г>ф) = (Л, созпф + Вп 8тиф)г"

и(г,ф) = ^ и „ ( г , ф )  = ^ ( Л „  С0Б/7ф + Вп s i n n e r " .
п= 0

Введя обозначения

запишем это решение так:
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Коэффициенты ап, bn определим из условия (27.83):

/ ( ф )  = —  + ^  (ап cos лф + bn sinжр)/?" ,
2 „=1

/(ф ) = — + ̂ (а„/?" cos/гф+ £„/?" sin/гф).
2 „=1

Последнее равенство представляет разложение функции / (ф )  в 
ряд Фурье. Как известно,

2л 2rt
= — J f ( t )cosn td t ,  R nbn =  —J f  ( t)sinntdt,

откуда
2п 2 тс

ал = —Ц -j"/(Ocos/i/<if, bn = — — J*/(r)sinn/df. (27.88) 
лЛ о о

Подставив выражения (27.88) в формулу (27.87), получим иско
мое решение задачи Дирихле для круга.

Преобразуем полученное решение. Подставляя выражения для 
коэффициентов а„, Ь„ в формулу (27.87), получаем

2п оо /   ̂п
cosn(t  — ф) f i o d t .  <27-89»

Вычислим сумму в квадратной скобке. Принимая во внимание 
формулы Эйлера (см. п. 22.10, формулы (22.76)), находим, что

2со5п (г-ф ) = е‘л('-ф)+<Г"('-ф).

Следовательно,



= 1 + \e>nU~Ф) + е-"’(,-<р)] = 1 + У
л=Л R  '  „=1

— е 
R

-т-ip)

Комплексные члены каждого ряда образуют геометрические 
прогрессии, знаменатели которых по модулю меньше единицы. Дейст
вительно,

r с‘(1-ф) _ Г

*4
. 1 л , Г

R щ R /г
-id-ip) < 1.

Сумма членов такой геометрической прогрессии находится так

же по формуле S ■
\ - q

где а — первый член, q  -  знаменатель про

грессии.
Находя эти суммы, получаем

i{r—ф)
R

-i(r-p)
R

= 1 +
— е 
R

— е 
R

-Hi-ф>

1-  — 1-  —с-'Ч'-ч»
R R

R 2 -  г 2
R - 2 R r c o s ( t  - ф )  + г

Итак,

1 +  2 У  —  COS и ( Г - ф ) = — ;-----
^ i \ R j  R 2 - :

R 2 -  г 2
■ 2Rrcos(t  -  ф) + г  

Подставляя выражение (27.90) в формулу (27.89), находим

. (27.90)

R 2 -  г2
, , (27.91)

2тс J R - 2 R r c o s ( t -($>) + г

Функция (27.91) дает решение задачи Дирихле для круга. Инте
грал (27.91) называется интегралом Пуассона.
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Раздел IV 
Теория вероятностей 

и математическая статистика

Теория вероятностей изучает объективные закономерности массовых 
случайных событий. Она является теоретической базой для математи
ческой статистики, занимающейся разработкой методов сбора , описа
ния и обработки результатов наблюдений. Путем наблюдений (испыта
ний, экспериментов), т.е. опыта в широком смысле слова, происходит 
познание явлений действительного мира.

Глава 28
СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ И ВЕРОЯТНОСТИ

Здесь вводятся различные определения вероятности события и рассматриваются
простейшие свойства вероятностей.

28.1. Классификация событий
Будем называть опытом, или испытанием, всякое осуществле

ние определенного комплекса условий или действий, при которых 
наблюдается соответствующее явление. Например, опытом является 
стрельба по мишени, бросание монеты, акт выборки одного изделия из 
множества готовых изделий и т.д. Возможный результат опыта назы
вают событием.  Так, при стрельбе по мишени событиями будут попа
дание и промах, при бросании монеты -  герб или цифра на верхней ее 
стороне; появление бракованного изделия при выборке из множества 
готовых изделий и т.д.

События будем обозначать заглавными буквами латинского ал
фавита, например, А  -  появление цифры, В  -  попадание в цель и т.п.

Событие называется достоверным в данном опыте, если оно 
обязательно произойдет в этом опыте. Например, если в урне находят
ся только красные шары, то событие «из урны извлечен красный шар» 
является достоверным.

Событие называется невозможным,  если в данном опыте оно 
произойти не может. Так, если в урне находятся только синие шары, то 
событие «из урны извлечен белый шар» будет невозможным.

Случайным событием называется событие, которое в данном 
опыте может произойти, а может и не произойти. Случайными собы
тиями являются, например, попадание и промах при стрельбе, герб или 
цифра на верхней стороне монеты при ее бросании, выигрыш по биле
ту лотереи и т.д.



Замечание.
Говоря о достоверности, невозможности, случайности некоторого со

бытия, мы имеем в виду его достоверность, невозможность, случайность 
по отношению к конкретному опыту, т.е. к наличию определенного ком
плекса условий. Например, если в урне имеются белые, красные и синие 
шары, то событие «из урны извлечен белый шар» не будет невозможным, 
как в приведенном ранее примере.

Два события называются совместными в данном опыте, если 
появление одного из них не исключает появления другого в этом опы
те. Так, при бросании двух монет события А  (цифра на верхней сторо
не первой монеты) и В  (герб на верхней стороне второй монеты) со
вместны.

Два события называются несовместными,  если они не могут 
произойти вместе при одном и том же испытании. Примеры несовме
стных событий: попадание и промах при одном выстреле, «герб» и 
«цифра» -  при одном бросании монеты.

Множество событий А\ ,  А 2, ..., А„ называют полной группой, ес
ли они попарно-несовместны; появление одного и только одного из 
них является достоверным событием. Поясним понятие полной группы 
несовместных событий на следующем примере. Рассмотрим события, 
появляющиеся при бросании игральной кости (т.е. кубика, на гранях 
которого написаны цифры 1, 2, 3, 4, 5, 6 или изображены знаки, соот
ветствующие этим цифрам).

Если кость упадет, то верхней гранью окажется грань с одной из 
этих цифр. Событие «верхней гранью оказалась грань с цифрой к» 
обозначим через А к ( к  =  1, 2, 3, 4, 5, 6 ). События Л ь  Аг, А з, А 4, А$, Ав 
образуют полную группу: они попарно-несовместны; появление одно
го и только одного из них будет достоверным событием (только одна 
из граней окажется верхней, на ней написана только одна из цифр от 1 
до 6).

Два события называются противоположными,  если появление 
одного из них равносильно непоявлению другого. Примеры противо
положных событий: попадание и промах при стрельбе, «герб», «циф
ра» при бросании монеты. Если одно из противоположных событий 
обозначено буквой А,  то другое обозначают А . Например, если А -  
попадание, то А  -  промах при стрельбе.

События считают равновозможными,  если нет оснований пола
гать, что одно событие является более возможным, чем другие. На
пример, при бросании монеты событие А  (появление цифры) и собы
тие В  (появление герба) равновозможны, так как предполагается, что 
монета изготовлена из однородного материала, имеет правильную
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цилиндрическую форму и наличие чеканки не влияет на то, какая сто
рона монеты (герб или цифра) окажется верхней. При бросании иг
ральной кости события также равновозможны, поскольку предполага
ется, что кость изготовлена из однородного материала, имеет правиль
ную форму куба и наличие цифр (или очков) на гранях не влияет на то, 
какая из шести граней куба окажется верхней.

Каждое событие, которое может наступить в итоге опыта, назы
вается элементарным исходом (элементарным событием,  или шан
сом).

Например, события Л ь А 2, А з, ЛЦ, Л 5, А^ -  элементарные исходы 
при бросании игральной кости. Элементарные исходы, при которых 
данное событие наступает, называются благоприятствующими этому 
событию, или благоприятными шансами. Так, при бросании игральной 
кости элементарные исходы А з и А^  являются благоприятствующими 
событию «число выпавших очков делится на 3».

28.2. Вероятность события, ее основные свойства. 
Классическое определение вероятности. 
Геометрическая вероятность
Рассмотрим конечное множество равновозможных элементар

ных исходов А 1, А 2, ..., А п, образующих полную группу событий. 
Пусть событие А  наступает при появлении некоторых из этих элемен
тарных исходов и не наступает при появлении других. Предположим, 
что среди общего числа п  всех равновозможных исходов А\ ,  А 2, ..., А п 
т  из них благоприятствуют событию А.

Вероятностью события называется отношение числа элемен
тарных исходов, благоприятствующих данному событию, к числу всех 
равновозможных, образующих полную группу элементарных исходов 
опыта, в котором может появиться это событие. Вероятность события 
А  обозначим через Р(А),  тогда по определению

Р(А) = ~ ,  (28.1)
п

где т  -  число элементарных исходов, благоприятствующих событию 
А; п  -  число всех равновозможных элементарных исходов опыта, в 
котором может появляться событие А.

Это определение вероятности называется классическим.  Оно 
появилось на начальном этапе развития теории вероятностей. Приве
дем простейшие примеры вычисления вероятности события на осно
вании ее определения.
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Пример 1.
Вычислить вероятность появления герба и вероятность появления циф

ры при бросании монеты.
Пусть А — герб, В  -  цифра на верхней стороне монеты. События А и В  

равновозможны и образуют полную группу событий. Для каждого из них 
число благоприятствующих исходов равно единице, а число всех элемен
тарных исходов равно двум, т.е. /и = 1 , п = 2, поэто-

D r  Л \  т  1 D / D 4  т  1му Р(А)  = —  = —, Р(В)  = —  = —.
п 2 п 2

Пример 2.
Найти вероятность появления верхней грани с цифрой 5 при бросании 

игральной кости.

Пусть А5 -  данное событие, тогда т = 1, п = 6, поэтому Р( А5) = —.
6

Замечание.
Очевидно, ту же вероятность имеют события Ак -  появление верхней 

грани с циф ройк ( к  = 1, 2, 3, 4, 6  ).

Пример 3.
Найти вероятность появления верхней грани с числом очков, делящим

ся на 3. при бросании игральной кости.
В обозначениях предыдущего примера благоприятствующими данному 

событию А будут А 3 и А(, , а всего элементарных исходов будет шесть. По-
2  1

скольку т = 2, п = 6, то Р(А) = — — — .

Из определения вероятности события следуют ее простейшие 
свойства.

1. Вероятность достоверного события равна единице. Действи
тельно, для достоверного события все элементарные исходы являются 
благоприятствующими этому событию , т.е. т  = п. Обозначим досто
верное событие буквой Е,  тогда

Р(Е) = -  = 1. (28.2)
п

2. Вероятность невозможного события равна нулю. В самом де
ле, для невозможного события нет ни одного элементарного исхода, 
благоприятствующего этому событию, т.е. т  =  0. Обозначим невоз
можное событие буквой О , тогда



Р (0 ) = —=0. (28.3)
п

3. Вероятность случайного события выражается положительным 
числом, меньшим единицы. Так как для случайного события 

_ т
0 < т < п ,  то 0 <  —  < 1 , т.е.

С л е д с т в и е .  Вероятность любого события удовлетворя
ет неравенствам

Классическое определение вероятности предполагает, что число 
всех элементарных исходов конечно. Но на практике часто встречают
ся опыты, для которых множество таких исходов бесконечно.

Введем понятие геометрической вероятности. Это понятие не
обходимо, например, при определении вероятности попадания в об
ласть g  точки, брошенной в область G,  которая содержит g.  Когда 
говорят «в некоторую область брошена точка», имеют в виду, что 
брошено тело, размерами которого можно пренебречь по сравнению с 
размерами данных областей (например, поперечным сечением пули по 
сравнению с площадью мишени, поперечным сечением снаряда по 
сравнению с площадью участка, на котором находятся поражаемые 
цели).

Общая задача, приведшая к необходимости расширения понятия 
вероятности, в плоском случае получает следующую формулировку. 
На плоскости задана квадрируемая область, т.е. область, имеющая 
площадь. Обозначим эту область буквой G,  а ее площадь Sc- В области 
G  содержится область g  площади Sg (рис. 28.1). В область G  наудачу 
бросается точка. Будем считать, что брошенная точка может попасть в 
некоторую часть области G  с вероятностью, пропорциональной пло
щади этой части и не зависящей от ее формы и расположения. Требу
ется определить вероятность попадания данной точки в область g. 
Пусть А  -  попадание брошенной точки в область g,  тогда геометриче-

5
ская вероятность этого события определяется формулой Р ( А )  =  —— .

п

0 < Р ( А ) <  1. (28.4)

0 < Р ( А ) <  1. (28.5)

10 Зак. 2642 289
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Рис. 28.1 Рис. 28.2

Пример 4.
Производится стрельба по мишени, имеющей форму круга и равномер

но вращающейся вокруг центра О  (рис. 28.2). Попадание в круг -  событие 
достоверное. Сектор ОАВ,  площадь которого равна одной шестой части 
площади всего круга, окрашен в черный цвет. Найти вероятность попада
ния в сектор ОАВ.

В данном случае Sa =S, S = — S, где S -  площадь рассматриваемого
6

круга, поэтому

Аналогично вводится понятие геометрической вероятности при 
бросании точки в пространственную область G,  содержащую область

Обозначим меру области g  (длину, площадь, объем) через 
m es g,  а меру области G  -  через m es G, тогда вероятность попадания в 
область g  точки, брошенной в область G,  по определению выражается 
формулой

(28.6)
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где А  (рассматриваемое событие) -  попадание точки в область g, кото
рая содержится в области G. Это определение вероятности называется 
геометрическим.

28.3. Действия над событиями. Соотношения между 
событиями
Суммой, или объединением, двух событий называется событие, 

состоящее в появлении хотя бы одного из них. Сумма двух событий А  
и В  обозначается через А  +  В  или A  U В . Например, если производит
ся два выстрела по мишени и А  -  попадание при первом выстреле, В  -  
попадание при втором выстреле, то А + В  -  попадание при одном из 
выстрелов или при обоих выстрелах. Отметим, что если А  и В  -  несо
вместимые события, то сумма А + В  означает появление только одного 
из них. Аналогично определяется и обозначается сумма п событий -  
событие, состоящее в появлении одного события, нескольких или всех 
вместе событий. Рассмотрим п  событий А  ь  А 2, ..., А п, их сумма

л
А,+ А2+ ... +А„, или A, U Л2 U ...U А„ = U А , ,

i=i

означает событие, заключающееся в появлении хотя бы одного из них. 
В частности, сумма А + В + С  трех событий А,  В ,  С  означает появление 
одного (или А,  или В,  или С), двух (А и В  , или А  и С  , или В  и С)  или 
всех трех событий (А, В, С ).

Произведением, или пересечением,  двух событий называется со
бытие, состоящее в одновременном их появлении. Произведение двух 
событий А и В  обозначается через А В ,  или А  П В . Очевидно, если 
события А и В  несовместны, то их произведение является невозмож
ным событием. Поясним понятие произведения двух событий на сле
дующем примере. Пусть А  -  выигрыш по лотерее 1 ,2 ? -  выигрыш по 
лотерее 2, тогда А В  -  выигрыш по двум лотереям. Аналогично опре
деляется и обозначается произведение в случае большого числа собы
тий. Произведение п  событий

А хА2Аъ.. .Ап, или А, П А 2 П - П  Д  = П А ,
/=1

означает событие, состоящее в появлении всех событий А\ ,  Аг, ■■■, А п. 
В частности, произведением A B C  трех событий А ,  В ,  С  называется
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событие, заключающееся в одновременном появлении их всех. Напри
мер, если А,  В,  С  -  появление «цифры» соответственно при первом, 
втором и третьем бросании монеты, то A B C  -  появление «цифры» во 
всех трех испытаниях.

Введенные понятия можно проиллюстрировать геометрически. 
На рис. 28.3 показаны сумма и произведение двух событий А  (попада
ние случайной точки в область А )  и В  (попадание в область В).

A U B

Рис. 283
Понятия суммы и произведения событий распространяются и на 

бесконечные последовательности событий. В этих случаях соответст
венно применяют, например, обозначения:

А, и  А2 LJ... U Д, и  ... = I) А,-;
/=1

А, П А2 Л П а„ П ... = П А ,.
;=i

Разностью событий А  и В  называется событие С, которое озна
чает, что наступает событие А  и не происходит событие В. Разность 
событий А  и В  обозначается так: А -  В,  или А \ В .  Например, в опы

те с бросанием двух игральных костей обозначим события: А  -  «выпа
дает четная сумма очков» (на двух верхних гранях), В  -  «на каждой 
верхней грани выпадает четное число очков», С  -  «на каждой верхней 
грани выпадает нечетное число очков», тогда А — В  =  С  и А  — С  =  В.

Операции объединения и пересечения событий обладают неко
торыми свойствами, аналогичными свойствам сложения и умножения 
чисел. Эти операции коммутативны: A \ J B  = B \ } A ,  А С \ В  = В Г \ А  \ 
ассоциативны:
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(лид)ис = ли(яис) = (лис)ия = лидис,
(ЛП5)ПС = лП(вПС) = (ЛПС)Пв

и дистрибутивны:
(ЛиВ)ПС = (ЛПС)и(5ПС).

Указанные свойства следуют из определения действий объединения и 
пересечения событий. Так, {A U В)  П С  представляет собой совмест

ное появление события С  с событием А  или с событием В  или с А  и В  
вместе. Событие (Л П С)  U ( В  П С ) тоже состоит в появлении или С  

вместе с А,  или С  вместе с В , или С  вместе с Л ( 1 й .  Отметим, что не 
все законы сложения и умножения чисел справедливы для объедине
ния и пересечения событий. Например, события A U А  и А  П А  сов

падают с А,  т.е. A{J А = А , A f ] A  = А  для любого А.
Если Е  -  достоверное, О  — невозможное события, то, очевидно,

A A = 0 ,  A [ j A = E ,  A \ J O  = A,

АО -  О, A \ J E  = E, А Е  = А,

где А  -  любое событие; А -  событие, противоположное А  ( непоявле
ние события А).

Из свойств операций пересечения и объединения следует, что 
для любых двух событий А  и В  имеем 
A = A E  = A ( B { J B )  = A B { J A B  т.е.

A = A B \ J A B .  (28.7)

Формула (28.7) дает разложение любого события А  на два непересе- 
кающихся (несовместных) события.

Если событие А  обязательно произойдет при появлении некото
рого другого события В, то говорят, что событие В  представляет собой 
частный случай события А,  и пишут В  а  А  , или A d  В  (говорят 
также, что В  влечет А).  Если В  а  А  и А а  В ,  т.е. события А  и В  в 
данном опыте могут появиться или не появиться вместе, то их назы
вают равносильными, или эквивалентными,  и пишут А = В.

Если В  а  А  , то А В  = В  и формула (28.7) принимает вид
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А = В [ } А В (28.8)

Приведем пример, иллюстрирующий действия над событиями и 
соотношения между ними. Бросается игральная кость; если А  — «выпа
дение шести очков», В  -  «выпадение трех очков», С  -  «выпадение 
четного числа очков», D  — «выпадение числа очков, кратного трем», то 
А а С , A c z D , B c z D , A  + B  = D,  C D  =  А.

28.4. Закон сложения вероятностей 

Теорема 28.1.

Вероятность суммы двух событий равна сумме вероятностей 
этих событий без вероятности их совместного появления, т.е.

Р  (А + В)=Р (А) +Р (В) -  Р  (АВ ). (28.9)

Доказательство.
Пусть п  -  общее число элементарных исходов опыта, тЛ -  число 

исходов, благоприятствующих событию А, т 2 — число исходов, благо
приятствующих событию В, I -  число исходов, благоприятствующих 
произведению А В  этих событий, тогда

Р(А)  = ^ - ,  Р ( В ) = ^ ,  Р(АВ)  = —. 
п п п

Для события А + В  будет т  =  т\+  т 2~1 благоприятствующих элемен
тарных исходов. Действительно, складывая число исходов т\ и т% 
благоприятствующих соответственно событиям А  и В,  мы дважды 
считаем исходы, благоприятствующие событию АВ.

Следовательно, при подсчете числа исходов, благоприятствую
щих событию А + В ,  значение / необходимо исключить. Таким обра
зом,

Р (А + в )  = т' + т > - 1 = ^ + ^ - ± -  =
п п п п

= Р(А) + Р ( В ) - Р ( А В ) .
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С л е д с т в и е  1 . Поскольку Р ( А В ) >  0, то из формулы
(28.9) получаем, что Р(А + В)  < Р ( А ) +  Р(В) ,  т.е. вероятность сум
мы двух событий не превосходит суммы вероятностей этих собы
тий.

Отметим, что аналогичное соотношение справедливо для не
скольких событий:

Р(А, + А2 + .... + А„) < Р(АХ) + Р(Аг ) + ... +  Р(Ап).

С л е д с т в и е  2 .  Вероятность суммы двух несовместных 
событий равна сумме вероятностей этих событий:

Р(А +В )  = Р(А)  + Р(В). (28.10)

Действительно, в этом случае А В —О,  где О  -  невозможное со
бытие. Так как Р ( 0 )  = 0, то формула (28.9) принимает вид (28.10).

Отметим, что формулу (28.10) можно обобщить на п  слагаемых. 
Если А\ ,  А 2, • • •, А п-  попарно-несовместные события, то

Р(АХ + А2 + ... + А„) =  Р (А ,) +  Р(А2)+  ... + Р(  А„). (28.11)

Действительно, для п = 2 равенство (28.11) доказано. Покажем, 
что если формула (28.11) верна при п = k -  1, то она верна и при 
п = к:

Р(Ах + А2 + ... + А^_| +  Ак ) =  /^[(Aj + А2 +  ... +  Ак„\) + Ак ) =

= Р(А] + А2 +  ... + Ак _ |) + Р(Ак) =

= Р(А,) + Р(А2) +  ... +  Р( Ак ) + Р(Ак ).

Сумма вероятностей событий А \ ,  А 2, . . . ,А„,  образующих пол
ную группу, равна единице, т.е.

Р(А1) + Р(А2) + . . . + Р ( А „ )  = 1. (28.12)

В самом деле, если А }, Аг,  . . . , А п образуют полную группу со
бытий (см. п. 28.1), то их сумма А \  +  А 2 +  . . .  +  А п — достоверное со
бытие и

Р (А 1+ А2 + +А„) = 1. (28.13)
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События, образующие полную группу, попарно-несовместны, 
поэтому для них справедливо равенство (28.11). Из равенств (28.11) и 
(28.13) следует равенство (28.12).

Сумма вероятностей противоположных событий равна единице,
т.е.

Пусть А  и А  -  противоположные события (см. п. 28.1). По
скольку А  и А  образуют полную группу, то из формулы (28.12) сле
дует формула (28.14).

Замечание.
Если ввести обозначения Р(А) = р, Р(А)  = q , то формула (28.14) при

мет вид

28.5. Частота события и ее свойства. Статистическое 
определение вероятности
Классическое определение вероятности предполагает, что все 

элементарные исходы равновозможны. О равновозможности исходов 
опыта заключают в силу соображений симметрии (как в случае монеты 
или игральной кости). Задачи, в которых можно исходить из сообра
жений симметрии, на практике встречаются редко. Во многих случаях 
трудно указать основания, позволяющие считать, что все элементар
ные исходы являются равновозможными. В связи с этим появилась 
необходимость введения еще одного определения вероятности, так 
называемого статистического. Чтобы дать это определение, предвари
тельно введем понятие относительной частоты события.

Относительной частотой  события, или частотой, называется 
отношение числа опытов, в которых появилось это событие, к числу 
всех произведенных опытов. Обозначим через W(A)  относительную 
частоту события А,  тогда по определению

/ ,(Д) + />(Л ) = 1. (28.14)

р + q = 1, или р = 1 -  q. (28.15)

(28.16)
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где т  -  число опытов, в которых появилось событие А; п  -  число всех 
произведенных опытов.

Условной частотой называется частота одного события, вычис
ленная при условии, что другое событие наступило. Обозначения: 
W  (А/В)  -  частота события А  при условии, что событие В  произошло, 
W  (В/А)  -  частота события В  при условии, что событие А  наступило. 
Частота события обладает следующими свойствами: 1) частота слу
чайного события есть число, заключенное между нулем и единицей: 
О <  W(i4) < 1; 2) частота достоверного события Е  равна единице: 
W(E) = 1; 3) частота невозможного события О  равна нулю: W ( 0 )  = 0; 
4) частота суммы двух несовместных событий равна сумме частот этих 
событий: W(A+B ) =  W(A) + W(B);  5) частота произведения двух 
событий равна произведению частоты одного на условную частоту 
другого: W(AB)  = W(A) W(B/A),  W(AB)  = W(B)  W(A/B).

Первые три свойства очевидны, они следуют из определения

частоты (см. формулу (28.16)) и того, что 0 <  т  < п,  т.е. 0 < — < 1 для
п

случайного события, т  =  п  для достоверного события, т  =  0 для не
возможного события. Докажем остальные свойства. Пусть произведе
но п  испытаний, в которых событие А  появилось т\  раз и событие В  — 
т г  раз, тогда W(A)  =  т\/п,  W(B)  — m 2 /п.  Так как А  и В  несовместны, 
то событие А + В  появилось tti\ +  m i  раз, т.е.

W ( A  + B) = ^ H h = ^  + ̂ .
п п tl

Следовательно, W(A+B ) =  W(A)  + W(B);  четвертое свойство 
доказано.

Пусть в результате п  испытаний событие А  появилось т\  раз, 
событие В  -  m2 раз, причем А  и В  появились вместе m 3 раз. Поскольку

W(A)  = ^ - ,  W(B)  = ^ - ,  W (A B)  =
п tl tl

W ( B I A )  = W ( A / B )  = 
m.

TO

*1

W(AB) = —  = — —  = W ( B / A ) W ( A )  = W ( A ) W ( B / A), 
n m, n
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W(AB)  = = Oh-Oh. = W(A  /  B) W(B)  = W(B)  W(A  / B). 
n m2 n

Приведем примеры вычисления относительной частоты некото
рых событий.

Пример 1.
В результате 25 выстрелов по мишени получено 20 попаданий. Какова 

относительная частота попаданий?
20

Так как т = 20, п = 25, то И^(Д) = —  = 0,8.

Пример 2.
При многократных бросаниях монеты подсчитывалось число появле

ния герба, находилась относительная частота этого события ( см. [2]):

п т W(A)= —  
п

4040 2048 0,5069
12000 6019 0,5016
24000 12012 0,5005

Приведенные данные свидетельствуют о том, что относительная часто
та появления герба при достаточно больших п мало отличается от его ве
роятности Р(А) = 0,5 (см. п. 28.2, пример I).

Наблюдения позволили установить, что относительная частота 
события обладает свойством статистической устойчивости: в различ
ных сериях многочисленных испытаний (в каждом из которых может 
появиться или не появиться это событие) она принимает значения, 
достаточно близкие к некоторой постоянной. Эту постоянную, являю
щуюся объективной числовой характеристикой явления, называют 
вероятностью данного события.

Вероятностью события называется число, около которого груп
пируются значения относительной частоты данного события в различ
ных сериях большого числа испытаний. Это определение вероятности 
называется статистическим.  В случае статистического определения 
вероятность обладает следующими свойствами: I ) вероятность досто
верного события равна единице; 2) вероятность невозможного события 
равна нулю; 3) вероятность суммы двух несовместных событий равна 
сумме их вероятностей. Как было показано выше, частота события 
обладает указанными свойствами.
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28.6. Аксиоматическое определение вероятности
Теорию вероятностей, как и любую другую математическую 

науку, можно строить аксиоматическим методом. Аксиомы теории 
вероятностей вводятся так, чтобы вероятность события обладала ос
новными свойствами частоты.

Как уже можно было заметить (см. п. 28.3), операции над собы
тиями тождественны операциям над множествами. Аналогия между 
событиями и множествами объясняется тем, что каждое событие свя
зано с определенным множеством исходов опыта; оно происходит при 
появлении одного из исходов, принадлежащих этому множеству, и не 
происходит при появлении одного из исходов, не принадлежащих 
этому множеству. Так, при бросании игральной кости событие «выпа
ло четное число очков» связано с множеством исходов А 2, А 4, А & В 
примере, поясняющем понятие геометрической вероятности (см. 
п. 28.2), исходом каждого опыта является попадание в определенную 
точку, а каждое событие представляет попадание на определенное 
множество точек (область g).

Пространством элементарных событий называют произволь
ное множество а его элементы со -  элементарными событиями.  
Эти понятия являются первоначальными. В реальных опытах элемен
тарным событиям соответствуют взаимно исключающие итоги опыта.

Событиями будем называть подмножества множества Q  и обо
значать латинскими буквами А ,  В,  С  и т.д. Не исключаются случаи, 
когда такое подмножество содержит лишь один элемент, совпадает со 
всем множеством Q  или является пустым. Пустое множество 0  назы
вают невозможным событием, а множество Q  -  достоверным событи
ем. Случайным событием назовем любое собственное (т.е. отличное от
0  и П )  подмножество множества Q.  Событие А = О. — А  называется

противоположным событию А\  событие А  означает, что А  не про
изошло. События А и В  называются несовместными,  если А В  =  0 .

Аксиомы теории вероятностей можно ввести следующим обра
зом. Пусть Q. -  произвольное пространство элементарных событий, L  
-  некоторая система случайных событий. Система L  случайных собы
тий называется алгеброй событий,  если выполнены условия:
1) П е  L; 2 ) если A e L , B e L ,  то А В в  L,  А  + B e  L,  А \ В е  L.

Другими словами, L  -  алгебра событий, если вместе с любыми двумя 
событиями она содержит их сумму, произведение и разность, а также
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множество £2. Из этих условий следует, что пустое множество 0  так
же принадлеж итL.  Действительно, поскольку 0  =  £2 — £2 и D e  L, то 
и 0 е  L  Разъясним введенные понятия на примере опыта с бросани
ем игральной кости. В этом опыте пространство элементарных собы
тий есть множество £2 =  {со,, со2, со3, со4, со5, со6} где со* -  элемен

тарный исход опыта, заключающийся в выпадении к  очков. В данном 
опыте можно также говорить, например, о случайном событии, со
стоящем в том, что выпало нечетное число очков. Такое событие про
исходит только в том случае, когда осуществилось одно из трех эле
ментарных событий со,, С03, С05; ему соответствует подмножество 

А = {со,, со3, со5} множества £2. Для этого множества £2 можно выпи
сать все 26=64 события алгебры L,  состоящей из подмножеств множе
ства £2 , которые содержат по одному, два, три, четыре, пять, шесть 
элементарных событий и пустое множество:

0 , {со,}, {со2},..., {со6}; {со,,со2}, {со,,со3}, ...

..., {со5,со6}, {со,,со2,со3}, ..., £1

Приведем еще один пример алгебры событий. Пусть дан единичный 
квадрат £2 =  {(u,v): 0  <  и < 1, 0  < v < l} в некоторой плоскости. Рас

смотрим систему L  всех квадрируемых множеств квадрата £2, т.е. его 
фигур, имеющих площадь. Можно доказать, что объединение, пересе
чение и разность квадрируемых фигур является квадрируемой фигу
рой. Следовательно, система L  квадрируемых подмножеств квадрата 
£2 образует алгебру событий.

Алгебра событий L  называется ст-алгеброй, или борелевской ал
геброй, если из того, что Ап е  L  (п = 1, 2 , . . .) ,  следует

и  Ал е  L, п  Ап е  L.
п=1 п=\

Введем понятие вероятности события. Числовая функция Р{А), 
определенная на алгебре событий L, называется вероятностью, если 
выполнены следующие аксиомы.

1. Каждому событию из L  ставиться в соответствие неотрица
тельное число Р(А)  -  его вероятность, т.е. Р(А )  > 0 для любого

А  е  L.
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2. Вероятность достоверного события равна единице: P(Q.) =  1.
3. Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме 

вероятностей этих событий, т.е. Р(А + В)  =  Р(А)  +Р(В),  когда А и В  
несовместны.

Очевидно, эти аксиомы аналогичны соответствующим свойст
вам частот (см. п. 28.5).

Для решения задач, связанных с бесконечными последователь
ностями событий, аксиомы 1-3 требуется дополнить еще одной аксио
мой (аксиомой непрерывности).

4. Для любой убывающей последовательности

А , А г z>...z> А „... событий из L  такой, что Г) Ап = 0 ,  справедливо
Л = 1

равенство lim Р ( А п) = 0.
П—>«*»

Тройка (£2, L, Р), в которой L  является с-алгеброй и Р  удовле
творяет аксиомам 1 - 4 ,  называется вероятностным пространством.  
Таким образом, математической моделью любого случайного явления 
в современной теории вероятностей служит вероятностное простран
ство. Приведем примеры вероятностных пространств.

1. Пусть £2 =  {со,, со2,-.•,СО,,}, алгебра событий L  состоит из 

всех подмножеств А =  { ю (- ,  С 0 (-г ,  СО,- } ,  1 < i x < i 2 <  . . . < i m

т
( т =  1 ,2 .......л), множества £2 и Р (А )  =  — . Определенная этим равен-

п
ством функция Р(А)  удовлетворяет введенным аксиомам. Получено 
классическое определение вероятности. Из формулы для Р(А)  следует, 
что все элементарные события равновероятны.

2. Пусть £2 -  любая квадрируемая область плоскости. Рассмот
рим систему L  квадрируемых подмножеств А множества £2. Для любо
го А е  L  положим Р{А)  = S А ! S  , где Sa -  площадь области A; S  -

площадь области £2. Получено (£2, L, Р) -  вероятностное пространство 
и геометрическое определение вероятности.

3. Пусть £2 = {со,, со2,...,со„ . . . } - счетное множество, L  -  система

всех его подмножеств. Очевидно, L  является 0 -алгеброй. Пусть р„, 
п = 1 ,2 ....... -  последовательность неотрицательных чисел, удовлетво

ряющая условию Д1151 любого А е  L  положим
и—1

=  где суммирование распространено на все п,  для кото
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рых соп е  А. Если эта сумма будет конечной, то получим определен
ное число; если это числовой ряд, то он сходится в силу равенства

У  р п =  1. Можно показать, что функция Р(А)  удовлетворяет аксио-
Л-1

мам 1 - 4 .  Полученное вероятностное пространство (Q , L, Р) называет
ся дискретным вероятностным пространством.

28.7. Следствия из аксиом вероятности
Выведем простейшие следствия из аксиом вероятности. По

скольку А  +  А = П , то из аксиомы 2 - 3  следует, что 
Р ( А )  + Р ( А )  =  1, т.е. сумма вероятностей противоположных событий 

равна 1. Из аксиомы 2 и равенства Р (А )  + Р ( А )  = 1, положив в нем 

А  = О,, получим Р ( 0 )  = 0, т.е. вероятность невозможного события 
равна нулю.

Если события А ]г А2, . . . ,Ап попарно-несовместны (т.е. 

AjAj  =  0  при любых i * j ,  i , j  = 1, 2 , ..., п), то

P(Ai + A 2 +...+ A„) = P(Al) + P(A2) + ...+ P(An). (28.17)

Эта формула следует по индукции из аксиомы 3.
Докажем, что для любых событий А  и В  верна теорема сложе

ния вероятностей:

Р(А + В) = Р(А) + Р ( В )- Р { А В ) ,  (28.18)

т.е. вероятность суммы двух событий равна сумме вероятностей этих 
событий без вероятности их совместного появления.

Действительно, представив события А + В  и В  в виде соответст
вующих сумм несовместных событий А + В  = А + ВА,  В  = BA + ВА  
(см. формулу (28.7)) и применив аксиому 3, найдем

Р(А + В) = Р(А)  +  Р{ВА ), Р(В) = Р(ВА) + Р ( А В ) .

Определив Р(ВА)  из второго равенства и подставив в первое, полу
чим формулу (28.18).
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Из формулы (28.18) и неравенства Р ( А В )  > 0  для любых А  и В  
находим,что

Р(А + В ) < Р ( А )  + Р(В).  (28.19)

Отсюда для любых Д , Аг , ..., А п по индукции следует неравенство 

Р(А1+ А г +...+ Ап) < Р ( А 1) + Р(А2) + ...+ Р(А„).

Если событие А  влечет за собой событие В  (А а  В),  то

Р(А) < Р(В).  (28.20)

В этом случае В = А + А В  (см. формулу (28.8)), поэтому 

Р(В) = Р(А) + Р(АВ)  > Р(А).

Поскольку 0  с  Л с  О , Р ( 0 )  =  0 . P ( Q )  =  1, то из (28.20) 
следует, что 0  <  Р (А )  < 1, т.е. вероятность любого события выражает
ся неотрицательным числом, не превосходящим единицы, другими 
словами, область значений функции Р(А)  принадлежит отрезку 10,1].

Замечание.
В случае классического понятия вероятности функция Р( А)  определя

ется формулой (28.1), в случае геометрического -  формулой (28.6), в слу
чае статистического -  значение вероятности можно приближенно вычис- 
лить по формуле (28.16)._______________________________________ _________

Можно показать, что аксиомы 3 и 4 эквивалентны следующему 
свойству о-аддитивности (или счетной аддитивности) вероятности: 
если события А]у А2, ..., Ап,... -  попарно-несовместны и

А = U Ап е  L , то
П=\

Р(А) = ^ Р ( А п). (28.21)
Л=1

Отметим без доказательства еще два свойства, связанных с ак
сиомой 4 (аксиомой непрерывности).
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1. Если Д  cz А г с  ... с Д л с  А п+1 с  ... и А  =  U А п, то
Л =  1

Р(А)  =  lim Р(Ап). (28.22)Л—н»

2. Если Л, z> Л2 Z) ... г> у4п Ал+| z> ... и Л =  П А п, то также
П-\

выполняется равенство (28.22).

28.8. Условная вероятность. Теорема умножения 
вероятностей
В ряде случаев приходится рассматривать вероятности событий 

при дополнительном условии, что произошло некоторое другое собы
тие, имеющее вероятность, отличную от нуля. Такие вероятности на
зывают условными вероятностями.

Вероятность события В  при условии, что произошло событие А,  
называется условной вероятностью события В  и обозначается так: 
Р  (В/А) ,  или РА (В).

Понятие условной вероятности разъясним на следующем при
мере. Пусть А  — событие, состоящее в извлечении белого шара из ур
ны, содержащей п  шаров, в том числе т  белых, п — т  черных; В  -  
событие, состоящее в извлечении белого шара из той же урны после 
того, как из нее уже извлечен один шар. Очевидно, если первый извле
ченный шар был белым, т.е. если произошло событие А,  то в урне 
после первого извлечения останется т  -  1 белых и п — т  черных ша

га —1
ров, поэтому вероятность события В  будет равна ------- . Если же пер-

п — 1
вый извлеченный шар был черным (произошло событие А  ), то в урне 
останется т  белых и п—т — 1 черных шаров; искомая вероятность ока

жется равной -------. Следовательно, вероятность события В  меняется
л - 1

в зависимости от того, происходит или не происходит событие А,  т.е. 
вероятность события В  может принимать два различных значения 
f т — 1 от л 

, л - 1 ’ Л - 1 /
Таким образом,
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Р(В/ А)  = — -,  Р(В/  А)  =
л -1 л - 1

т

Замечание.
Условная вероятность Р(В!А) какого-либо события В  при определен

ном условии А может быть или больше, или меньше безусловной вероят
ности Р  (В) этого события. Так, в рассмотренном выше примере

где Р(В) -  вероятность извлечения белого шара из урны, содержащей п 
шаров, среди которых т белых и л -  т черных.

В случае классического определения условные вероятности вы
числяются аналогично тому, как вычисляются безусловные вероятно
сти. Пусть среди полной группы элементарных исходов Д ,  А 2, ..., Ап 

событию А  благоприятствуют т  исходов, событию В  — к  исходов, 
событию А В  — I исходов (1 < т , I < к). Если событие В  произошло, то 

это означает, что наступило одно из событий Л„ благоприятствующих
В, при этом будет / и только I событий Л„ благоприятствующих АВ,  
поэтому

т — 1 т
= Р{В),< —

п /1 — 1л - 1  п

Р ( В / А )  = - ^ - >  —  =Р(В) ,
п — 1 п

I

Р(А!  В) = —
к

п _  Р(АВ)  
* Р(В)
п

Р(АВ)
Р(А)т т 

п

Итак, получены следующие формулы:

Р(А! В) = (28.23)
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где Р (А )  *  О, Р ( В ) Ф 0.
При аксиоматическом введении понятия вероятности условные 

вероятности определяются соответственно формулами

Р ( А /  В) = Р(АВ)  

Р(В ) ’
(28.24)

где Р ( А ) *  0, Р ( В ) *  0.

Теорема 28.2.

Вероятность произведения двух событий равна произведению 
вероятности одного из них на условную вероятность другого при 
условии, что первое событие произошло.

Доказательство.
Из формул (28.24) получаем равенства

которые доказывают теорему умножения вероятностей.
Отметим, что теорема верна и в случае, когда одно из событий 

является невозможным. Если А  -  невозможное событие, то

28.9. Независимость событий
Введем понятие независимости одного события от другого. Со

бытие В  не зависит от события А,  если

т.е. вероятность события В  не зависит от того, произошло ли событие

Из формул (28.25) следует, что Р ( А ) Р ( В / А )  = 
= Р ( В ) Р ( А / В ) .  Учитывая (28.26), получаем Р(А )Р (В )  = 

= Р ( В ) Р ( А / В ) .  Отсюда следует, что Р ( А / В )  = Р(А) ,  так как

Р(АВ) = Р(А)Р(В /  А), Р(АВ) = Р(В)Р(А/В) ,  (28.25)

Р(А) = 0, Р ( А / В )  = 0, Р(АВ) = 0.

Р ( В / А )  — Р(В), (28.26)

А.
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Р ( В ) Ф 0. Это равенство означает, что событие А  не зависит от собы

тия В.
Таким образом, свойство независимости событий является вза

имным.
Если события А  и В  независимы, то независимы также события 

Л и  В, Л и  В  , А  и В .  Докажем независимость событий А и В. Со
бытия А / В  и А / В  противоположны, поэтому Р ( А / В )  + 

+ Р (А  /  В)  =  1. Поскольку события А  и В  независимы, т.е. 

Р(А / В) = Р(А) и Р(В  / А)  = Р(В),  то

Последнее равенство означает, что А  не зависит от В.  Но в этом слу
чае и В не зависит от А , т.е. А  и В  независимы. Доказательства неза

висимости событий А  и В  , А  и В  предоставляются читателю.
Если события А  и В  независимы, то формулы (28.25) принима

ют вид

т.е. вероятность произведения независимых событий равна произведе
нию их вероятностей. Формула (28.27) выражает теорему умножения 
вероятностей двух независимых событий.

Теорему умножения вероятностей можно обобщить на произве
дение любого числа событий:

Формула (28.28) означает следующее: вероятность произведе
ния п  событий равна произведению вероятности одного из них на ус
ловные вероятности всех остальных, вычисленные в предположении, 
что все предыдущие события наступили.

В частности, для трех событий А, В, С  получаем

Р(А) + Р ( А /  В) = 1,

Р(А / В) = 1 -  Р(А) = Р(А),  Р(А  / В) = Р{А).

Р(АВ ) =  Р(А)Р(В), (28.27)

Р{А,А2 ... Д ,) =

= Р{Ах)Р(Аг 1А,)Р{Аъ1 \ А 2) ... Р(Ап ! А хАг ... Д .,) .
(28.28)

Р(АВС)=Р(А) Р(В/А) Р(С/АВ). (28.29)
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Пример.
В урне имеется 5 красных, 7 синих и 3 белых шара. Каждое испытание 

состоит в том, что из урны берут наудачу один шар и не возвращают об
ратно. Найти вероятность того, что при первом испытании будет взят 
красный шар (событие А), при втором -  синий (событие В), при третьем -  
белый (событие С).

Поскольку

Р(А) = —  = ~ ,  Р ( В / А )  = —  = Р ( СI АВ)  = — ,
15 3 14 2 13

то по формуле (28.29) находим искомую вероятность:

Р ( А В С ) = - - —  = — .
3 2 13 26

Введем понятие независимости п событий. События 
А,, Л2, Ап называются независимыми в совокупности,  или незави
симыми,  если каждое из них и произведение любого числа к остальных 
(к  =  1, 2, п — 1) являются независимыми. Например, если события 

А, В, С  независимы в совокупности, то это означает, что независимы А  
и В ,  В  и С, А и С , В и А С , С и А В , А  и ВС.

Замечание 1.
Из попарной независимости событий не следует их независимость в 

совокупности. Поясним эго на следующем примере. Грани однородного 
тетраэдра окрашены: первая -  в красный цвет, вторая -  в синий, трет ья в 
зеленый, четвертая -  во все эти три цвета. При бросании тетраэдр упадет 
на одну грань, окрашенную в некоторый цвет: красный (событие Л), синий 
(событие В), зеленый (событие С), во все три цвета (событие ABC). Явля
ются ли независимыми в совокупности события А, В, С1 

Вычислим соответствующие вероятности:

/>(Д) = Р(Я) = />(С) = |  = | ,

Р(А/В)  = Р(А/С)  = Р(В/А)  = Р(В/С)  = Р(С/А)  = Р(С/В)=~.

Эти равенства означают, что события А, В, С попарно-независимы. По
скольку Р(А / ВС) = 1 и, следовательно, Р(А/  ВС) Ф Р (А ) , то события А,
В , С не являются независимыми в совокупности.
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Замечание 2.
Если события Д , Д , Ап независимы в совокупности, то противо

положные им события Д ,  А 2, ..., А п также независимы в совокупности.

Если события Л,, А2, ..., А п независимы в совокупности, то

Р (Д А 2 ... Ап) = Р ( А 1) Р ( А 2) ... Р ( А п). (28.30)

Эта формула следует из определения событий, независимых в сово
купности, и формулы (28.28). Формула (28.30) означает следующее: 
вероятность произведения событий, независимых в совокупности, 
равна произведению вероятностей этих событий. Для трех событий, 
независимых в совокупности, формула (28.30) принимает вид

Р(АВС) = Р(А)Р(В)Р(С).  (28.31)

Пример.
В каждом из трех ящиков имеется но 20 деталей, при этом в первом 

ящике -  15, во втором -  16, в третьем -  18 стандартных деталей. Из каждо
го ящика берут по одной детали. Найти вероятность того, что все три из
влеченные детали окажутся стандартными.

Введем обозначения: извлечение стандартной детали из первого ящика
-  событие А, из второго -  событие В, из третьего -  событие С, тогда

Р{А)=И Л ,  Р(В)^ Л ,  n o = ” U ^ .
20 4 20 5 20 10

Поскольку события А, В, С  независимы в совокупности, то по формуле 

(28.31) находим Р(АВС)  = —-------=  0,54.
________________  4 5 1 0 ________________________________

28.10. Вероятность появления хотя бы одного события
Рассмотрим вопрос о том, как найти вероятность того, что на

ступит хотя бы одно из п независимых событий, которые могут поя
виться в результате некоторого испытания. Пусть А,, А2, ..., А„ -

независимые события, А,, А2, ..., А п — противоположные им события, 

также независимые. Обозначим через А событие, состоящее в появле
нии хотя бы одного из событий Д ,  А2, ..., Ап . Так как события А  и
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А,А2,...,А „ противоположны (A ,A2,..., An означает, что ни одно из 

событий А х, А2, Ап не наступило), то сумма их вероятностей равна 

единице, т.е. Р ( А )  + Р ( А ХА 2 ... А п) откуда Р (А )  = \ - Р ( А ХА 2 ... Ап) . 

Применяя формулу (28.30), находим Р(А)  = 1 - Р(АХ)Р (А 2) ... Р (Д  
Эту формулу можно записать в виде

P(A) = \ - q xq2 ...qn, (28.32)

где qk = Р(Ак) (к=  1 ,2 , .. . ,л ) .

Замечание.
Если все независимые события Д , Л2, ..., Д  имеют одну и ту же ве

роятность р, то вероятность появления хотя бы одного из них определяется 

формулой Р(А) — 1 -  qn.

Пример.
Вероятность попадания в цель первым орудием р х = 0,9, вторым -  

р 2 = 0,85, третьим -  р} = 0,8. Какова вероятность хотя бы одного попадания 
при одном залпе из трех орудий?

События А| (попадание в цель первым орудием), А 2 (вторым орудием), 
Аз (третьим орудием) независимы, ибо вероятность попадания в цель при 
стрельбе любым из трех орудий не зависит от результатов стрельбы дру
гими орудиями. Поскольку р х = Р(Ах) = 0,9, р 2 = Р(Л2) = 0,85, 
р ъ = P(A3) = 0,S; q x -  1 -  p i = 0 ,1 , q 2 = 1 -  p 2 =  0,15 , q 3 = 1 -  р ъ =  0,2 ,

то по формуле (28.32) получаем вероятность события А -  хотя бы одного 
попадания при одном залпе из трех орудий 
Р(А) = 1 -  0,1 • 0,15 • 0,2 = 0,997.

28.11.Формула полной вероятности
Пусть А — произвольное событие, события Н х, Н 2, •••, Н п по

парно-несовместны и А с  Я , + Н 2 + ...+  Н п. Вероятности событий 

Я , (г = 1,2, . . . , п ) известны, причем Р ( Я , ) ^ 0 ;  известны также ус

ловные вероятности Р ( А /  Я , ). Требуется найти вероятность события 
А.

Событие А можно представить в виде суммы попарно-несовме
стных событий А =  Я |А  +  Я 2А +  ...+  Я пА. На основании следствия 
из аксиомы 3 (см. формулу (28.17)) имеем 
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Р(А) = P(HlA) + Р(Н2А) +... + Р( НПА).

Применяя теорему умножения вероятностей (см. формулу (28.25)),
находим

Р (Н 1А) = Р ( Н 1) Р ( А / Н 1),
Р{НгА) = Р ( Н 2) Р ( А / Н 2), ... P ( H nA)  =  Р ( Н п) Р ( А / Н п).

Подставив эти выражения в предыдущее равенство, получим

Р(А) = Р ( Н Х) Р ( А / Н >) +

+ Р ( Н 2) Р ( А / Н 2) + . . .+ Р ( Н „ ) Р ( А 1 Н „ ) ,

или

п

Я(Л) = £ /> ( / / *  )/> (Л /Я *). (28.33)
t=i

Формула (28.33) называется формулой полной вероятности.
Отметим, что события Н 1, Н 2, . ,  Н п иногда называют гипотезами.

Пример.
Имеется 5 урн с цветными шарами: две урны состава Н\ -  по 3 белых и

4 черных шара, одна урна состава Нг -  10 белых шаров, две урны состава 
# з -  по 2 белых и 5 черных шаров. Наудачу выбирается урна и из нее нау
дачу извлекается один шар. Какова вероятность извлечь при этом черный 
шар (событие Л)?

Событие А можно представить в виде суммы попарно-несовместных 
событий А = Н ХА + Н 2А + Н }А и применить формулу (28.33), которая в 
данном случае принимает вид

Р(А) — P( H\ ) P( AI  H t) + Р ( Н 2) Р( А/  Н 2) + Р ( Н 3) Р ( А / Н 3).

Вычислим вероятности событий, входящих в эту формулу. Так как все
го урн 5, две из них состава Н и то Р ( Н Х) = 2 /5 ; аналогично находим 

Р ( Н 2) = 1/5, Р ( Н 3) = 2 /5 . Поскольку в каждой урне состава Н\  всего 7 
шаров, из них 4 черных, то Р ( А / Я ,) = 4/7; аналогично получаем 
Р ( А 1 Н 2) = 0, Р ( А / Н 3) = 5 П .
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Следовательно,

28.12.Формулы Байеса

Пусть Н Х, Н 2, Н п -  попарно-несовместные события, веро

ятности которых Р ( Н . ) ф 0  ( /=  1, 2 , ..., и), и событие 

А с  Н ] + Н 2 +  ... +  # „ ,  для которого известны условные вероятности 

Р ( А / Н ,) (г = 1, 2, ..., п). Произведен опыт, в результате которого 
появилось событие А.  Нужно найти условные вероятности событий 
Н Х, Н 2, ■■■, Н п относительно события А.

Применяя теорему умножения вероятностей (формула (28.25)), 
получаем

Подставив сюда выражение для Р(А)  из формулы полной веро
ятности (28.33), получим

Эти формулы называют формулами Байеса1. Они решают по
ставленную задачу.

Замечание.
Вероятности Р ( Н к) (к = 1 ,2 ,... ,  и) событий Я ,, Н г Н п до 

опыта называются априорными вероятностями (от латинского a priori, что

Р ( А Н к) = Р(А)Р(Нк / А) = Р ( Н к )Р (А /  Н к),

откуда

Р ( Н к / А )  =
Р(Н к) Р ( Л / Н к)

Р(А)

Р ( Н к /  А) = —
Р (Н к) Р ( А ! Н к)

к -  (1, 2, ... п). (28.34)

/=1

1 Томас Байес (Thomas Bayes, 1702 -  1761) -  английский математик.
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означает «сперва», т.е. в данном случае до того, как был произведен опыт). 
Вероятности Р ( Н к / А )  (к = 1, 2 , . . . ,  п)  тех же событий называются 

апостериорными (от латинского слова a posteriori, что означает «после», 
т.е. в данном случае после опыта).

Пример.
Имеется 5 урн с белыми и черными шарами различного состава: две 

урны -  по 2  белых и 3 черных шара (состава Н{), две урны -  по 1 белому и
4 черных шара (состав Н 2), одна урна -  4 белых и 1 черный шар (состав 
Я 3). Из одной наудачу выбранной урны извлечен шар, который оказался 
черным (событие Л). Чему равна апостерионая вероятность того, что шар 
извлечен из урны второго состава?

Полагая в (28.34) к = 2, п  = 3, получаем формулу, которой надлежит 
пользоваться в данном случае:

Р ( Н 2 , А ) = ------------------------- Р А Ы Ш Ы --------------------------.
2 P ( Hl) P ( A / H l) + P ( H 2) P ( A / H 2) + P ( H3) P ( A / H i )

Найдем соответствующие вероятности: Р { Н Х) = 2 /5 , Р ( Н 2) = 2 /5 , 

Р ( Н Ъ) = 1/5, Р (А /Я ,)  = 3 /5 , Р ( А / Н 2) = 4 /5 , Я ( А / Я 3) = 1/5 и подста

вим их в данную формулу:

Р ( Н 2 /  А) =

2 4 _8_
5 5 25 8

2 3 2 4 П  | 5  15
5 5 5 5 5 5 25

Аналогично можно найти P ( H t /  А) =  6 /15, Р ( Н г / А )  = 1/15.

Глава 29
СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И ФУНКЦИИ  
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

В этой главе вводятся понятия случайной величины, функции распределения и 
плотности распределения вероятностей. Под случайной величиной понимают 
переменную величину, значения которой зависят от случая и для которой соот
ветствующим образом определена функция распределения.

29.1. Случайная величина
Пусть (Q , L, Р ) -  произвольное вероятностное пространство. 

Случайной величиной X  назовем действительную функцию
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X  =  X (со), сое Q , такую, что при любом действительном х

{со: Х(со)< х }е  L. (29.1)

Событие, определяемое (29.1), более кратко можно записать в виде 
X  < х  (случайная величина X  принимает значение, меньше дг).

Так как L  является ст-алгеброй, то из (29.1) следует

Соотношения (29.2) означают, что событие, противоположное 
данному, разность двух данных событий и произведение счетного 
множества их принадлежат СТ—алгебре L. (Счетным множеством 
называется множество, элементы которого можно поставить во взаим
но-однозначное соответствие с элементами множества натуральных 
чисел; другими словами, счетное множество -  бесконечное множество, 
элементы которого можно пронумеровать: дс2, дс,,...). Следова
тельно, вероятности этих событий определены.

Пример.
Пусть в единичный квадрат £2 = {(«, v): 0 < м < I, 0 < v < l} наудачу 

бросается точка. Элементарными событиями ш являются точки, событиями
-  квадрируемые подмножества квадрата £2; о-алгебра L  представляет сис
тему квадрируемых подмножеств этого квадрата.

Вероятность события равна площади соответствующего квадрируе
мого подмножества. Случайными величинами будут, например, функция

X (с0) = y u 2 + v 2 -  расстояние брошенной точки M(u ,v )  or начала ко

ординат, функция Х,(СО) = и -  первая координата брошенной точки и др.

29.2. Функция распределения и ее свойства
Функцией распределения случайной величины X  называется 

функция действительной переменной х. определяемая равенством

(X > д:) = (X  < х ) е  L;

( x , Z X < x 2) = ( ( X < x 2) - ( X < x , ) ) e L ; (29.2)
( \

( Х = . г ) = П  х < X < х + — е L.

F(x)  = Р(Х < х). (29.3)
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где Р ( Х  < х )  — вероятность того, что случайная величина X  примет

значение, меньшее х  Геометрически это означает следующее: F ( x )  —
вероятность того, что случайная величина X  примет значение, которое 
изображается точкой на числовой прямой, расположенной слева от 
точки х  (рис. 29.1).

О х  0  *1 х2

-----1--------------------- 1---------► ----- 1-----------1-----------I---------►
X X

Рис. 29.1 Рис. 29.2

Значения функции распределения принадлежат отрезку [0, 1] 
т.е. О < F (x )  < 1. Последние неравенства следуют из определения F(x)  
и свойства вероятности (вероятность события заключена между нулем 
и единицей).

Если все возможные значения случайной величины X  принад
лежат интервалу (а , Ь) то для ее функции распределения F(x)

F(jc) = 0 при х < а , F(jc) = 1 при х > Ь .  (29.4)

Действительно, если х < а ,  то события X  < х  является невозможным 
(таких значений X  не принимает), его вероятность равна нулю; х > Ь ,  
то событие X  < х  будет достоверным, его вероятность равна единице.

Так как X  < - ° о -  невозможное, а X  < -Н » -  достоверное собы
тия, то

F(-°°)  = 0, F(+oo) = l. (29.5)

Поскольку ( X  < х 2) =  (*i ^  X  < х 2) + ( Х  < л ,)  и события 

(X  <Х[) и (л:, <  X  < х 2) несовместны (рис. 29.2), то по аксиоме 
сложения вероятностей несовместных событий имеем

Р(Х < х 2) = Р(х^ < Х  < х 2) + Р ( Х  < *,),

Р(хх < X  < х 2) = Р (Х  < х2) -  Р ( Х  < х х).

С учетом определения (29.3) последнее равенство запишем так:
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Р{х, < X < x2) - F { x1) - F ( x]). (29.6)

Следовательно, вероятность того, что случайная величина X  
примет значение из полуинтервала [дс,, х 2) равна разности значений 
ее функции распределения в концах этого промежутка.

Поскольку X  < х  и X  > х  -  противоположные события, то 
Р ( Х  < х )  + Р ( Х  > х )  = 1, откуда Р ( Х  > х)  =  1 -  Р ( Х  < х),  или 
Р ( Х  > x )  = \ - F { x ) .

Из формул (28.22), (29.2), (29.4) получаем

Р (Х  = х )  = lim
/

( ^  х + —
\

F - F ( x )
V п\ / /

F (x  + 0 ) - F ( x ) .  (29.7)

Функция распределения F ( x )  обладает следующими свойства
ми.

1. F ( x )  — неубывающая функция; если 

F { x x) < F ( x 2). Действительно, так как (X  < х ,) с  ( X  < х 2) при 

x t < x 2 то в соответствии с (28.20) Р ( Х  < jc,) < Р ( Х  < х г ) или 

F { x , ) < F { x 2).

2. lim  F ( x )  = F (—°°) =  0, lim  F ( x )  =  F(+°°)  =  1. Последо-
X —> — ОО

вательность событий ( X  < —п), п =  1 ,2 , . . . ,  монотонно убывает, т.е. 

(X  < - 1) з  (X  < - 2 ) ... (X  < - и )  з  (X  < - п  - 1) => ... и

П (Х  < —п)  =  0  По формуле (28.22) получаем
Л=1

lim F(—n) = lim Р(х < —п) = Р ( 0 )  = 0 .
П —>—ое л _ > _ вв

Отсюда с учетом монотонности функции F (x )  следует, что 

lim  F ( x )  = F ( —°°) = 0 .  Второе равенство доказывается аналогично

(с использованием монотонной последовательности (X  < п ), 

п =  \, 2, . . . ) .
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3. lim  F ( x )  =  F ( x 0) ; в точке x 0 функция F ( x )  непрерывна
X— -0

слева. Пусть числовая последовательность (х п) возрастает и 

l im х п =  х0 тогда (X  < х п) с  ( X  < х п+1), U ( X  < х п) = ( X  <  х0) и
п->°° п=!
по формуле (28.22) получаем lim  Р ( Х  < х п) = Р ( х  < х0). С учетом

П—><*»
монотонности функции F ( x )  отсюда следует третье свойство, т.е. 

lim F ( x )  = F ( x 0) .
X - ¥ X q  - 0

На основании свойств функции распределения F ( x )  можно су
дить об особенностях ее графика (рис. 29.3).

а б

Замечание.
Любая функция Ф(л:), обладающая указанными свойствами, является 

функцией распределения некоторой случайной величины, т.е. можно по
строить вероятностное пространство (£2, L, Р)  и определить на нем слу

чайную величину такую, что F(x) — Ф(л:).

Случайная величина X  называется дискретной,  если она может 
принимать только конечное или счетное множество значений. Для 
полной вероятностной характеристики дискретной случайной величи
ны X,  принимающей значения jc,, х 2, х ъ, ..., достаточно знать вероят

ности этих значений Р ( Х  = х к) =  р к (& =  1, 2, 3, ...), где ^ р к =1.
*=i

Законом распределения дискретной случайной величины X  называется
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соответствие между значениями х х, х 2, х ъ, ... этой величины и их 

вероятностями р и  р 2, р ъ, ....

Закон распределения дискретной случайной величины X,  при
нимающей значения х и  х 2, х 3, ... с вероятностями р х, р 2, р 3, . . . ,

причем ^  Р к — 1 . можно задать таблицей 
*=i

X Х \ Хъ х к

р Р\ Рг Рг Рк

или формулами

P ( X = x t ) = p t ( * = 1 ,2 ,3 , . . . ) ,  £ Л =1 (29.8)
*=i

Аналогично задается закон распределения дискретной случай
ной величины X, принимающей конечное множество значений 
я ,, х 2, ..., х п соответственно с вероятностями р х, р 2, ..., р„ где

1 Л = 1 :
к - \

X Х\ х 2 Хп

Р Р\ Р2 Рп

п 
или Р ( Х  = х к) = Рк (к  =  1, 2, ...п ), У  р к = 1.

к=\
Функция распределения F ( x )  дискретной случайной величины 

имеет вид

F(x )  = ^ P ( X = x k), (29.9)
хк<х
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где символ хк < х  означает, что суммируются вероятности тех значе

ний, которые меньше х. Функция F ( x )  для дискретной случайной 
величины разрывна.

Случайная величина X  называется непрерывной,  если существу
ет неотрицательная функция р ( х )  такая, что при любом х

Как известно, определенный интеграл с переменным верхним преде
лом является непрерывной функцией (см. п. 16.6). Из формулы (29.10) 
видно, что функция распределения F ( x )  непрерывна.

29.3. Плотность распределения
Рассмотрим непрерывную случайную величину X,  для которой

Функция р ( х ) ,  входящая в это равенство, называется плотно

стью распределения вероятностей случайной величины X.  График 
функции р ( х )  называется кривой распределения.

Докажем, что вероятность попадания значений случайной вели
чины X  в полуинтервал [а, Ь) равна определенному интегралу от плот
ности распределения р ( х )  по отрезку [а, Ь], т.е.

X
(29.10)

-00

-00

h

(29.11)
а

Действительно, на основании (29.6) 
Р ( а  < X  < b)  =  F{b)  — F(a ) .  В соответствии с (29.10)

имеем

ь
а

— оо -00
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Так как

ъ а Ь
|  р(х) dx = J р(х) dx + j р(х) dx,

или

ь ь а

j  р(х)  dx = j  р(х) dx — j  р(х) dx = F(b) -  F(a),

то из двух выражений для F (b )  — F ( a ) следует равенств (29.11). До
казанная формула геометрически означает следующее: вероятность 
попадания значений непрерывной случайной величины X  в полуин
тервал [а, Ь) равна площади криволинейной трапеции, ограниченной 
кривой распределения, осью О х  и отрезками прямых х  = а, х  = Ь 
(рис. 29.4).

Очевидно, что

1 I ГР(Х  = а) = lim Р  а < Х < а  + — = lim  \ p ( x ) d x - 0 .

0+—п

\ а

Отсюда для непрерывных величин X  получаем

Р{а < X <b)  = Р(а < X  <Ь) — 

— Р(а < X  <b)  = Р(а < X  < Ь).
(29.12)

Из (29.11) и (29.12)следуют, например, формулы

ь ь
Р ( а < Х  <b) = j p ( x ) d x ,  Р ( а < Х  <b)  = j p ( x ) d x .  (29.13)

а а

Если х  — точка непрерывности функции р ( х ) , то

Р(х < X  < х  + Ад:) = р(х)Ах + о(Ах). (29.14)
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Действительно, учитывая (29.11), (29.12) и применяя теорему о сред
нем для определенного интеграла, получаем

дс+Дх
Р(х < X  < х  + А х) = ^ p ( x ) d x  =/?(^)Лх, £, =  х  +  0  А х ,

X
О < 0  <  1,

или р { ^ ) А х  = р { х  + ©Ах)Ах =  р ( х ) А х  + о(Ах).

Р(,х)

**и1 гЩТТш......J ........1ТГГТТТтт| 11 р. ^

Плотность распределения вероятностей р ( х )  обладает следую
щими свойствами.

1. Плотность распределения р ( х ) -  неотрицательная функция, 

т.е. р (х )  > 0 ; это следует из определения функции р ( х ) .
2. В точках дифференцируемости F(x)  производная функции 

распределения равна плотности распределения вероятностей, т.е.

F'(x)  = p(x). (29.15)

Равенство (29.15) следует из формулы (29.10) и теоремы о про
изводной определенного интеграла с переменным верхним пределом 
(см. п. 16.6).

3. Интеграл по бесконечному промежутку (-со , -+- со) от плотно

сти распределения вероятностей р ( х )  равен единице, т.е.

^ p ( x ) d x  = \ (29.16)
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В самом деле, исходя из определения несобственного интеграла 
и свойства 2 функции F(x),  получаем

= lim fр(и) du = lim F ( x ) = 1.
x

Это свойство имеет следующую геометрическую интерпрета
цию: площадь фигуры, ограниченной кривой распределения и осью Ох  
равна единице (рис. 29.5).

Отметим, что если все возможные значения случайной величи
ны принадлежат отрезку [а, Ь], то

так как р ( х ) =  0  вне этого отрезка.

29.4. Совместное распределение двух случайных величин
Пусть на вероятностном пространстве (Q , L,  Р )  заданы две слу

чайные величины: X  = Х((й) ,  Y  =  У(©),(0 е  Q.  Каждому элементар
ному событию со ставится в соответствие упорядоченная пара значе
ний (х , у ) случайных величин X  и Y. Упорядоченную пару ( X ,  Y)
случайных величин X,  Y  называют двумерной случайной величиной, 
или случайным вектором.  В примере п. 29.2 двумерной случайной 
величиной будет ( X ,  К) где X, Y — координаты точки, в которой ока
залась точка, брошенная в данный квадрат. Примером двумерной слу
чайной величины является упорядоченная пара (X , Y ) где X, Y -  ко
ординаты точки попадания снаряда при стрельбе из орудия по некото
рой плоской области.

Функцией распределения двумерной случайной величины или 
случайного вектора (Х , У ) называется функция F ( x , y ) двух дейст

вительных переменных х,  у ,  определяемая формулой

ь

(29.17)
а

F(x,y)  = P ( X < x ,  Y < у), (29.18)
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где Р ( Х < х ,  Y  < у ) -  вероятность того, что случайная величина X  
примет значение, меньшее х,  а случайная величина Y  — значение, 
меньшее у.  Геометрический смысл равенства (29.18): функция F ( x ,  у)  

есть вероятность того, что случайная точка ( X  , Y )  попадает в беско

нечный квадрант с вершиной в точке (х, у);  точка ( X  , Y )  будет левее 
и ниже этой вершины (рис. 29.6).

Из определения F ( x ,  у )  и свойств вероятности следует, что 
значения этой функции принадлежат отрезку [0 , 1], т.е. 
О < F ( x ,  у ) <  1.

Функция распределения F ( x ,  у )  обладает следующими свойст
вами.

1. F ( x , y )  является неубывающей функцией по каждой пере

менной: если х х < х 2 то F ( x x, y ) <  F ( x 2, y )  \ если у, <  у 2 то 

F(x ,  у ,)  < F ( x ,  у2). Эти неравенства следуют из определения и 

свойств функций F|(jc) и F2( у ) , получающихся из F ( x , y )  при фик

сировании у и х  соответственно: F ,(x ) =  F ( x , y 0), ,F 2( y )  — F ( x 0,y ) .
2. Справедливы соотношения:

1) lirr^ F(.x, у) =  F (-°o ,y ) = 0 , 

lim F(x,  y) = F (X,-°°) = 0;

2) lim F(x,  y) = F(+°°,+°°) = 1.
y —>4oo
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Эти соотношения следуют из определения (29.18) и геометриче
ского смысла функции распределения.

Случайный вектор (X , Y ) называют вектором дискретного ти

па, если существует конечное или счетное множество точек {xn y t),
i , j  =  1, 2 , . . .  (без предельных точек), таких, что

оо

P ( X = x l , Y  = y i) = pIJ, £ PiJ=l  (29.19)
i.J=i

Случайный вектор ( X ,  Y )  называют вектором абсолютно не

прерывного типа, если существует функция р ( х , у ) > 0  такая, что при 
любых jc, у

X у

F ( x , y ) =  J  ^p(u,v)dudv.  (29.20)
-CC-00

Функция р ( х , у ) ,  входящая в равенство (29.20), называется 
плотностью распределения вероятностей случайного вектора (X , Y ) 

или двумерной случайной величины (X , Y ).
Для одномерной случайной величины в п. 29.2 была получена 

формула (29.6), выражающая вероятность попадания значения случай
ной величины в полуинтервал через функцию распределения. Найдем 
аналогичную формулу в двумерном случае, т.е. формулу для вероят
ности попадания значений пары случайных величин в прямоугольник
S  -  (а  < X  < b, c < Y  < d )  (рис. 29.7). Поскольку

( Х < Ь ,  Y < d )  = S  + ( Х  <а, Y < d) + ( X  < b, Y < с ),
(29.21)

( X  < a, Y < d ) ( X  <b, Y < с) = ( X  < a, Y < с), 

то по формуле (28.18)

Р ( ( Х < а ,  Y < d )  + ( X  <b, Y < с)) =

= Р ( Х  < a, Y < d )  + Р ( Х  < b, Y < с ) -  Р ( Х  < a, Y < с) =
= F(a,  d ) + F{b, с) -  F(a, с).
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Так как в (29.21) S  несовместно с другими слагаемыми, то из
(29.21) и последнего равенства получаем формулу

P(S) = Р ( а <  X  <Ь, с < Y  < d )  =
(29 22)

F(b,d)  + F ( a , c ) - F ( a , d ) - F ( b , c )

Если ( X , Y )  -  абсолютно непрерывный вектор, то из формулы
(29.22) следует, что

Р(а < X <Ь, с < Y  < d)  = ^  р(х,  y ) d x d y  . (29.23)
а с

Формула (29.23) является частным случаем более общей форму- 

Р( (х ,у ) е  G) = ^ p ( x , y ) d x d y ,  (29.24)

лы

которая приводится здесь без доказательства.
Формула (29.24) означает следующее: вероятность того, что 

двумерная случайная величина ( X , Y )  с плотностью распределения 

р ( х , у )  принимает значения из области G,  равна двойному интегралу 

от функции р(х,  у )  по этой области.
По двумерной функции распределения можно найти одномер

ные функции распределения. Поскольку (К < +°°) =  Q  (достоверное 

событие), то (X  < х )  = ( Х  < х ,  Y < +°°). Следовательно,

F\(x) = Р(Х < х) = Р(Х < х, Y < +°°) =  F(x,+°°) =

= lim F(x,  у).

Итак,

F t (*) = lim F(x,  у )  = F(jc,+«>), 

F i ( y )  = lim F(x,  y )  =  F(+°°, y).
(29.25)
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X -Н“ X
Fx00 = | [  j  p(u,v)dv]du -  J p x(u)du,

где функция

-f»
Pi (*) =  J P(x> v) dv (29.26)

есть плотность распределения величины X.  Аналогично получаем

-Н»
Рг(У)= j p ( . u ,y )d u  (29.27)

Пусть вектор (Х ,У ) является вектором дискретного типа:

Р ( Х  = х п  Y  = у,.) =  Рц (t, j  =  1, 2, ... ), X Pij = 1.
i.j=1

Найдем соответствующие одномерные распределения. Имеем 

Р ( Х  = x t) =  J П *  =  * „  Г  =  * )  =  X •
У=1 >1

Положим

Р> = X  /V  = X  Рч ’ (29.28)
;=i <=1

тогда

Если ( X , Y )  — абсолютно непрерывный вектор, то

Р(Х=х<) = р, , P(Y = у j) = 9]. (29.29)

326



Если дискретный вектор принимает конечное множество значе
ний, то

P ( X = x i) = ^ p ij = p i , P(Y = y J) = J j Pi j = q i . (29.30) 
j=i ;=!

В этом случае значения можно представить в виде табл. 29.1.

Таблица 29.1

x \ y У1 Уг y j Уп X

*1 Рп Р п Р м Р\п Р\
хг Рг\ Ргг P2J Pin Рг

х, Рп Ра Рч Pin Р>

хк Рк\ Рп Pkj Ркп Рк

I 42 ч , Чп 1

Из формул (29.30) видно, что для вычисления вероятности 
Р ( Х  — х:) =  p t в таблице надо просуммировать вероятности в i-к 

строке, а для вычисления вероятности P ( Y  =  у  j )  — q  t — просуммиро

вать вероятности в j -м столбце. Поскольку

Y = y J) = ^ y£ Pl j= 1,
1=1 1*1 j-1

ТО

к я

м  н

29.5. Совместные распределения нескольких случайных 
величин
Рассмотрим вероятностное пространство (f2 , L ,  Р ) ,  на кото

ром заданы случайные величины
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* , = * , ( 0J), X 2 = X 2(a), . . . ,  X n = X n((o), с о е П

Каждому событию COG Q. эти величины ставят в соответствие п- 
мерный вектор и ( Х , ,Х 2, . . . . ,Х (1).

Многомерной функцией распределения случайного вектора 
и ( Х 1, Х 2, . . . . , Х п). называется числовая функция F(xx, х 2,... ,хп) п 

действительных переменных х х, х 2, . . . , хп, определяемая равенством

F(xx, x 2>...,xn) = Р ( Х х < хх, Х 2 < х 2,..„ Х п < х „ ), (29.31)

где Р ( Х х < х х, Х 2 < х 2,..., Х п < х п), вероятность того, что случайная 

величина примет значение, меньшее хх , Х 2 -  значение, меньшее 

х 2 , X п — значение, меньшее х п.
Из определения и свойств вероятности следует, что 

0 <  F ( xx, x 2, . . . ,a:п) < 1 ,  т.е. значения функции распределения принад

лежат отрезку [0 , 1].
Можно показать, что F ( x x, x 2,. . . ,xn) монотонна по каждому 

аргументу и выполняются следующие соотношения:

lim F(jc1,^ 2,...,xn) = l, lim F (xx, x 2.....x„) = 0,
4-*-"

(29.32)
lim F (xx,x2,...,xk, x M ..... ) = Fx(xx, x2, . . . , ,xk+l, . . . ,xn)X*—H-oo

где к  -  одно из чисел к  =  1, 2 , ..., п.
Соотношения (29.32) означает, что предел функции 

F ( x x, x 2, . . . , xn) равен единице, когда все аргументы стремятся к +с®; 

равен нулю, если один из аргументов стремится к равен функции 
ti — 1 переменных, если один из аргументов стремится к +°°.

Случайный вектор ( Х х, Х 2,..., Х п ) называют вектором дис
кретного типа, если существует конечное или счетное множество то
чек ( х кХ, х к2, . . . ,хы ), к  =  1, 2 , . . . ,  (без предельных точек), таких, то
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Р ( Х х — jc41, Х 2 — хк2, ..., Х п — хы ) — р х ,
^  _  (29.33)

Р* k \ x k2  ■ш Хк п

Случайный вектор ( Х {, Х 2, . . . , Х п ) называют вектором абсо
лютно непрерывного типа, если существует функция 
p ( x i , x 2, . . . ,xn) >  0  такая, что при любых х и х 2, . . . , хп

F( х1, х 2,. .. ,хп) =

П }  (29.34)
... J р(их,и2,...,ип )dux du2 ...dun.

Функция p ( x l , x 2, . . . ,xn), входящая в равенство (29.34), называется 
плотностью распределения  вероятностей случайного вектора 
( X j, Х 2,..., X п ).

29.6. Независимость случайных величин
Случайные величины X  и Y  называются независимыми,  если для 

любых х, у  выполняется равенство

Р(Х < x , Y  < у )  = Р ( Х  < x ) P ( Y  < у). (29.35)

Теорема 29.1.

Случайные величины X  и Y  независимы тогда и только тогда, 
когда функция распределения двумерной случайной величины (X, Y) 
равна произведению функций распределений составляющих:

F (x , y )  = Ft (x)F2(y). (29.36)

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Необходимость. Пусть случайные величины X, Y  независимы, 

тогда выполнено равенство (29.35). По определению функций распре
деления

P ( X < x , Y < y )  = F ( x , y ) ,  Р{Х < х) = F\( х ) ,  P ( Y < y )  = F 2( y ) .
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Подставляя эти выражения в равенство (29.35), получаем 
F ( x , y )  = Fx( x ) F 2( y )  , т.е. равенство (29.36).

Достаточность.  Пусть выполнено равенство (29.36), тогда из 
определений функций распределения следует равенство (29.35), кото
рое означает, что случайные величины X  и Y  независимы.

Можно показать, что необходимое и достаточное условие неза
висимости случайных величин X  и Y  выражается равенством

р(х,  у ) = р х ( х )р 2 (у), (29.37)

где р ( х , у ) — плотность распределения вероятностей двумерной слу

чайной величины ( X , Y)\  р х(х), р 2{у) — плотности распределения 
вероятностей составляющих случайных величин X  и Y.

Пусть (Q , L,  Р ) — произвольное вероятное пространство. Слу

чайные величины Х х, Х 2 Х п называются независимыми в сово
купности, или независимыми, если для любой системы 

этих величин выполняется равенство

Р ( Х 0) < х (' \  Х (2) < х (2), Х (к) < х {к)) =

=  P ( X m < x tl)) Р ( Х (2) < х (2)) .. .  Р ( Х (к) < х (к)),

где х (2\  ..., х ^  произвольные действительные числа; А:—любое 
из чисел от 1 до и. В частности,

Р ( Х х < х х, Х 2 < х 2, . . . , Х п < х п) =

= P ( X x < x t) P ( X 2 < x 2) . . .  Р ( Х и <х„),

где х х, х 2, . . . ,хп — произвольные действительные числа.
Необходимое и достаточное условие независимости случайных 

величин Х х, Х 2, . . . , Х п выражается равенством

F(xx, x 2,... ,xn) = Fx(xx)F2(x2)...F„(x„), (29.38)

где F ( x x, x 2 , . . . , x „ )  -  функция распределения этих величин; Fk ( х к ) — 

функция распределения случайной величины Х к ( к =  1 ,2 ,
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29.7. Функции случайных величин
Может оказаться, что одна случайная величина Y  связана с дру

гой случайной величиной X  функциональной зависимостью
Y = f ( X ) .  Например, если случайная величина X  есть радиус обтачи-

4 з
ваемого на станке шарика, то его объем Y = — п Х  — также случайная

величина, являющаяся заданной функцией случайной величины X.
Покажем, как найти закон распределения случайной величины Y  

по известному закону распределения случайной величины X,  если
Y  =  / ( Х ) ,  где f ( X )  -  заданная функция.

Рассмотрим сначала случай дискретной случайной величины. 
Пусть аргумент X  имеет следующий закон распределения:

P ( X = Xi) = Pi 0 = 1 ,2 ,...), | > ,  =1,
i=i

тогда функция У =  / ( Х )  примет соответствующие значения 

у, (i =  1, 2 , . . . )  с теми же вероятностями /?,.
Действительно, если случайная величина X  принимает значение 

X  = л, с вероятностью P j , то случайная величина Y  принимает зна

чение Y = с той же вероятностью; этим значением будет 

y t = / ( jc,), так как функция f ( X )  известна.
Рассмотрим непрерывную случайную величину X  с плотностью 

распределения р ( х )  и случайную величину Y, связанную с первой 

функциональной зависимостью Y  =  f ( X ) .  Предположим, что функ

ция р(х )  непрерывна, функция у  = f ( x )  имеет непрерывную произ

вольную у '  > 0  в интервале (а, b ) возможных значений случайной 

величины X,  а областью ее значений является интервал (с, d).  Найдем 
плотность распределения ф  (_у) случайной величины Y  и докажем, 

что функция ф  ( у )  непрерывна в интервале (с, d).
Непрерывная и возрастающая функция y  = f ( x )  взаимно

однозначно отображает интервал (а , Ъ) на интервал (с, d)\  любому 
х G (а , Ь) соответствует единственное значение у е  (с, d )  и обратно. 

Следовательно, вероятности попаданий случайных величин X и У в
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соответствующие интервалы равны между собой, т.е. 
Р ( х < Х  < х  + А х )  = Р  ( у  < Y  < у  + А у ) .

Выражая эти вероятности с помощью формулы (29.13) и приме
няя теорему о среднем, получаем

х+ А х

j p ( x ) d x  = p( t ) A x ,  x < Z , < x  + Ax;
X

У + & У

J 4>(y)dy = ф(Л)Лу, } '< Г |< > ' + Ду.
у

Из трех последних равенств следует, что р ( ^ ) Д х  =  ф(Г|)Ау,
откуда

Ф(Л) = ^ ) 4 £ - (29.39)
л  у

По условию функция у  — f ( x )  имеет непрерывную производ

ную у  >  О и возрастает, поэтому для нее существует обратная функ

ция х  =  g ( y )  с непрерывной производной х'у =  g ' ( y )  > 0. Переходя к 

пределу в равенстве (29.39) при А х  —» 0 (А у  —» 0, £ —» х,  Г) ->  у), 

получаем ф (у) =  р ( х ) х \ ,  или ф (у )  dy  = р  (х)  dx.  Равенство 

Ф(э0 =  Р(х )х 'у можно записать в виде

<?(у) = P(g(y) )g ' (y ) -  (29.40)

Формула (29.40) устанавливает связь между плотностями вероятностей 
р ( х ) и ф (у ). Очевидно, функция ф (у )  непрерывна в интервале 

(с, d)

Замечание.
Если функция у  =  f ( x )  убывает и имеет непрерывную производную 

у '  < 0 , то аналогично можно показать, что

Ф (y) = ~P(g(y))g\y)-  (29.41)

Р(х  < X  < х  + А х )  = 

Р (у  < Y  < у +  А у )  =
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9(y) = p(g(>’))|g'(>’)|- (29.42)

Формула (29.42) справедлива в обоих случаях: для возрастающей и для 
убывающей функции у = f  (х).

В заключение введем понятие функции двух случайных вели
чин. Пусть D  -  множество возможных пар (л:, у ) значений двумерной

случайной величины (Х,У) и {z}—множество значений случайной 

величины Z. Если каждой паре значений (л:, у ) е  D  (случайной точке 

плоскости) по некоторому правилу /  ставится в соответствие одно 
определенное значение г е  Z , то говорят, что на множестве D  задана 
ф ункция/двух случайных величин X, Y, и пишут

Z  = f ( X , Y ). (29.43)

Например, при стрельбе из орудия по некоторой плоской области рас
стояние Z  точки попадания снаряда до начала координат есть функция 
двух случайных величин X , Y  — координат указанной точки, причем

z  = J x 2 + y 2 .

Поскольку в данном случае g' (y)  < 0, эту формулу можно записать так:

Глава 30
ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫ Х  
ВЕЛИЧИН

Функция распределения полностью характеризуег случайную величину. Однако 
для решения многих задач достаточно знать лишь некоторые числа, характери
зующие распределения случайных величин. Эти числа называются числовыми 
характеристиками случайных величин. К ним, в частности, относятся математи
ческое ожидание, дисперсия.

30.1. Математическое ожидание случайной величины
Математическим ожиданием дискретной случайной величины 

называется сумма произведений всех ее возможных значений на соот
ветствующие вероятности. Математическое ожидание случайной ве
личины обозначается через М ( Х ) ,  или т х или а. Если дискретная
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случайная величина принимает конечное число значений х,, х 2, х п 

соответственно с вероятностями Pi , р 2, р п, то по определению

п

М ( Х )  = х ]Р]+ х 2р 2 + ...+ хпр п, М ( Х )  = ^ х кр к. (30.1)
*=i

Пример.
Найти математическое ожидание дискретной случайной величины по 

заданному закону ее распределения:

X 2 3 4 5

р 0,1 0,2 0,3 0,4

По формуле (30.1) получаем

М (X) = 2 • 0,1 + 3 • 0,2 + 4 ■ 0,3 + 5 ■ 0,4 = 4.

Выясним вероятностный смысл математического ожидания 
дискретной случайной величины. Пусть в результате п  испытаний 
случайная величина X  значение Х\ приняла т\  раз, значение х 2 ~ т 2 

раз, значение х^ -  т к раз, причем /л, + т 2 + ... + т к —п. Так как сумма 

принятых значений равна д:,т, + х 2т 2 + ... + х кт к то среднее арифме

тическое х  всех ее значений определяется формулой

_ _  х хт , + х 2т2 +... + хктк
Л — 5

П

или

W1 т2 тк „7 1.7х  =  х х —‘-  + х 2 —-  + ... +  хк —- ,  х  = jc,W, + x 2W2 +  ... +  xkWk, 
п п п

где W. =  -  относительная частота значений х, (/ =  1 ,2 , . . . ,  к). Ес- 
п

ли п  достаточно велико, то относительная частота события прибли
женно равна его вероятности, т.е. Wk ~ р к, поэтому получаем при
ближенную формулу 
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X = ххр х + Х2р 2 +  — +  Хкр к , х  =  М ( Х ) .

Итак, математическое ожидание дискретной случайной величи
ны приближенно равно среднему арифметическому ее возможных зна
чений. Вследствие этого математическое ожидание случайной величи
ны называется ее средним значением.

Замечание.
Математическое ожидание называют также центром распределения.

Это название заимствовано из механики и объясняется следующим: если в
точках х 1, х 2, . . . , х п оси О х  находятся соответственно массы

Z7! > Р 2 > ■ • ■ > Р п > то координата х  центра тяжести системы материальных

П  Я

точек вычисляется по формуле л: =  х к р к) : р к ) . Так как

П П

^ р к = 1 , т о  x  = Y s XkPk = М ( Х ) .  
t=i *=1

Пусть ( X , Y )  — система дискретных случайных величин, со
вместное распределение которых

Р (Х  = хп У = Ук) = р а , Р (Х  = x t )=  Pi, P(Y = yk) = qk; (30.2)

л  m

X  Pit = Pi ’ X  Pit = 4k ■ (30 '3)
*=1 1 = 1

Математическое ожидание функции Z  =  / ( X , F ) ,  где X , Y  -  
дискретные случайные величины, принимающие соответственно зна
чения х , ( i =  1, 2 , . . . ,  т), ук (к =  1, 2 , . . п)  с указанными выше веро
ятностями, определяется формулой

Л/(г) = / ( * , ,  у, )р„ + f ( .x l t y 2) p n  + ... +  / ( * , , y„)A« + 
+ f ( .x2,y^)p2i + f ( x 2, y 2) p 22+.. .+ f ( x 2,y„)p 2„ +

+ f ( x m, y l) p ml + f ( x m, y 2) p m2+.. .+ f ( x m,y„)pmn.

(30.4)
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Математическое ожидание дискретной случайной величины об
ладает следующими свойствами.

1. Математическое ожидание случайной величины заключено 
между ее наименьшим и наибольшим значениями.

2. Математическое ожидание постоянной равно этой постоян
ной, т.е. М ( С )  =  С.

3. Постоянный множитель можно выносить за знак математиче
ского ожидания, т.е. М ( С Х ) =  C M ( X ) .

4. Математическое ожидание суммы двух случайных величин 
равно сумме их математических ожиданий, т.е. 
М ( Х  + Y )  = M ( X )  + M ( Y ) .

5. Математическое ожидание произведения двух независимых 
величин равно произведению их математических ожиданий, т.е. 
М  ( X Y )  = М  ( Х ) М  (Y).

Докажем эти свойства.
1. Обозначим через а  и b  соответственно наименьшее и наи

большее из всех значений x ] tx 2, . . . , xn случайной величины X, кото

рые она принимает с вероятностями р х, р 2,..., р п тогда

а (Р\  + Р 2 + - +  Р п ) ^ х \ Р \ + х г Р г + ~ + х пРп ^
< Ь (р х + р 2 +...+ р„).

П П
Так как ' £ j p k = l ,  ^ х к Р к = М ( Х ) ,  то а < М ( Х ) < Ь ,  что и 

*=i *=i 
требовалось доказать.

2 . Постоянную величину С  можно рассматривать как случай
ную величину X,  принимающую одно и то же значение С  с вероятно
стью р  = 1, поэтому М  (С ) =  С  ■ 1 =  С.

3. Если случайная величина X  принимает значения x l t x 2, . . . , xn 

соответственно с вероятностями р 1, р 1, . . . , р п , то случайная величина 

С Х  принимает значения Сх],С х 2, . . . ,Схп с теми же вероятностями 

Р\, р 2,-.., р п ■ Следовательно,

М( С Х )  = ^ ( С х к)рк = С ^ х к Рк =СМ( Х) .
Ы1 *=1
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4. Воспользуемся определением математического ожидания для 
функции Z  = f ( X , Y ) двух дискретных случайных величин X, Y, со
вместное распределение которых задано равенствами (30.2). В  случае 
Z  = X  + Y по формуле (30.4) получаем

М (Х  +Y) = (xx+ yx)pu +(д:] + у2)р[2 +■•• +
+ (*1 + У„ )Ptn +■■■ + (хт + У] )рт1 +(хт + у2)рт2+...+

+ (Хп + уп) Ртл = X, (рх, + рп +... + Рх „ ) + х2 (р2Х + р22 +
+ ■■■+ P 2„) + --- + Xrn(Pml+  Рт2 + ---+ Рпт)+ У\ (Ри+ Р  21 +

+ ■■■ + Pmi)+ Уг(Рп + Рг2 +•■•+ Ртг) + ---+ У„(Р\п + Pin +
+ • • ■ + Ртп) = (*iPi + хгР2 + ■ • ■ + хтРт  ) + {yxqx + y2q2 +

+ ...+ ynq„) = M (X )  + M (Y ).

Очевидно,

М  (X , + Х 2 + Х 3) = М  ((X , + Х 2) + Х 3) =
= М (Х х + Х 2) + М (Х ъ) = М (Х х) + М (Х 2) + М (Х 3).

Можно доказать, что

М (Х х + Х 2 + ...+ Х п) = М (Х 1) + М (Х 2) + ...+ М (Х „ ) .  (30.5)

С л е д с т в и е .  Математическое ожидание разности двух 
случайных величин равно разности их математических ожиданий:

М ( Х - Y ) = M (X )- M (Y ) .  (30.6)

Действительно,

М ( Х - Y ) = M (X  +(-Y)) = M (X )  + M (-Y ) = M (X )- M (Y ) .

5. Рассмотрим дискретную двумерную случайную величину 
(.X,Y) с совместным распределением (30.2). Поскольку величины X  и Y 
независимы, то Р (Х  = jc,, Y = yk) = Р (Х  = X ')P (Y  = yk) , т.е. 
Pik = Pflk ( г = 1> 2, •••, nr, k = 1, 2, ...,п ). По формуле (30.4) получаем
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M (X Y ) = xlylplql +xly2plq2 +.-xlynplgn+x2ylp2ql +
+ x2y2 p2q2 +... + x2y„p2q„ +... + x ^ p ^  +

+ xmy2 Pmq2 + ■■■ + xmy„pmq„ = xlP l(y lql + y2q2 +...+
+ У пЯп) + x2p2(yxq, + y2q2 + • • • + ynq„) +

+ --- + xmpm(y iq{ + y2q2+...+ y„qn) =
= xxpxM  (У ) + x2p2M  (У ) + ... + xmpmM  (Y ) =

- (x tPl +X2p2 + ... + xmym)M (Y ) = M (X )M (Y ).

Если X  , Y ,Z — независимые случайные величины, то 

М  (XYZ) = М  ( (X Y )Z ) = М  (X Y )M  (Z ) = М  (X  )М  (Y)M  (Z ).

Можно доказать, что для независимых случайных величин 
X ] ,Х 2, •••>X п

Л / (Х „Х 2, ...,Хп) = М (Х 1)М (Х 2).. .М (Х л) (30.7)

Если дискретная случайная величина X  принимает счетное 
множество значений xi,x2,...,xn,... соответственно с вероятностями 
рх,р 2,..., то по определению

М (Х )  = ^ х кРк (30.8)
к=I

в предложении, что этот ряд абсолютно сходится. Можно показать, что 
свойства 1-5 будут выполнены и в этом случае.

Введем понятие математического ожидания для непрерывной 
случайной величины. Пусть непрерывная случайная величина X, опре
деляемая плотностью распределения р(х), принимает значения, при
надлежащие отрезку [а, Ь]. Отрезок [а, Ь] разобьем на п элементарных 
отрезков \a,xi\,[xx,x2\,...,[xK_l,b'\, длины которых выражаются фор
мулой А  хк = хк — хк_х (к=  1,2, ..., п), xq = а, хп = Ь. В  каждом из 
элементарных отрезков [хк_х,хк] выберем произвольно точку Ъ,к и 
составим произведение р(^к)Ахк, которое приближенно выражает
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вероятность рк попадания значений X  в интервал (xk_v xk) (см. 
(29-14)).

Предположив дать определение понятия математического ожи
дания для непрерывной случайной величины по аналогии с указанным 
понятием для дискретной случайной величины, образуем сумму про
изведений значений ^к на вероятность рк = р (^к)Ахк, их попадания 
в соответствующий интервал:

п п

к=\ к=1

Переходя к пределу в этой сумме при А,—>0 (А. -  шах А х к), 
получаем

Ьп м
X  ̂  р^ к )Л ■**= I* р(х)
*=1 J  а

Этот определенный интеграл называют математическим ожида
нием рассматриваемой непрерывной случайной величины X , т.е. по 
определению полагают

ъ
М (Х )  = Jjc  p(x)dx. (30.9)

а

Если значения непрерывной случайной величины X  принадле
жат бесконечному интервалу (—°°,  + °°), то ее математическое ожида
ние определяется формулой

+*о
М (Х )  = ^хр(х) dx (30.10)

при условии, что интеграл сходится абсолютно.
Математическим ожиданием функции f(X , Y) двух непрерыв

ных случайных величин X  и Y с плотностью совместного распределе
ния р (х ,у ) называют число
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M ( f (X ,Y ) )  = ^ f(x ,y )p (x ,y )d xd y, (30.11)
n

где Q  — вся плоскость Оху, если этот интеграл сходится абсолютно: 
Математическое ожидание непрерывной случайной величины 

обладает теми же свойствами, что и математическое ожидание дис
кретной случайной величины.

Докажем, например, свойство 5. В соответствии с определением

где р (х ,у ) — плотность распределения двумерной случайной величи
ны (X, У). Поскольку X , Y  — независимые случайные величины и 
Р (х,у )  = р\(х )р2(х), где Р](х ), р 2(у )  — плотности распределения 
случайных величин X  и Y соответственно (см. п. 29.6), то

Отметим, что математическое ожидание случайной величины 
есть величина постоянная.

Разность Х  — М ( Х )  называется отклонением случайной вели
чины X  от ее математического ожидания М (Х). Отклонение является 
случайной величиной. Докажем, что математическое ожидание откло
нения равно нулю. Действительно, так как математическое ожидание 
случайной величины - величина постоянная и математическое ожида
ние постоянной равно этой постоянной, то

(30.11)

= ^xp^x)dx- J yp2(y)dy = M (X )- M {Y ).

М (Х  - М (Х ) )  = М (Х )  - М (М (Х ))  = М (Х )~  М (Х )  = 0,

т.е.
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М ( Х - М (Х ) )  = 0. (30.12)

Это равенство объясняется тем, что отклонения могут быть как поло
жительными, так и отрицательными; в результате их взаимного пога
шения среднее значение отклонения равно нулю.

30.2. Дисперсия случайной величины
Математическое ожидание характеризует случайную величину 

не полностью: зная математическое ожидание, нельзя сказать, какие 
значения принимает случайная величина и как они отклоняются от 
среднего значения. Чтобы знать, как рассеяны значения случайной 
величины вокруг ее математического ожидания, вводят другую число
вую характеристику, называемую дисперсией. Из равенства (30.12) 
видно, что за меру рассеяния нельзя принять отклонение случайной 
величины от ее математического ожидания. Вследствие этого рассмат
ривают модули отклонений или их квадраты, чаще последние.

Дисперсией, или рассеянием, случайной величины X  называется 
математическое ожидание квадрата ее отклонения. Дисперсия обозна
чается через D(X), т.е.

D (X ) = M ( (X - M (X ) ) 2). (30.13)

Из определения и свойств математического ожидания следует, 
что дисперсия любой случайной величины X  неотрицательна, т.е.

D (X )>  0. (30.14)

Для вычисления дисперсии применяется формула

D (X ) = M ( X 2)- (M (X ) )2, (30.15)

получающаяся из (30.13). Чтобы доказать равенство (30.15), преобра
зуем (30.13), учтя свойства математического ожидания:

D (X ) = M ( (X - M (X ) )2) = M ( X 2- 2 X M (X ) + (M (X ) )2) =

= М (Х 2)- 2 М (Х М (Х )  + М ( (М (Х ) )2) =

= М ( Х г)-2 М  (Х )М  (Х ) + (М  (X ) )2 — М ( Х 2) — (М  (X ) ) 2.
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Итак, дисперсия случайной величины равна разности между ма
тематическим ожиданием квадрата этой величины и квадратом ее ма
тематического ожидания.

Дисперсия случайной величины обладает следующими свойст
вами.

1. Дисперсия постоянной величины С  равна нулю:

D(C) = О (С = const). (30.16)

2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, 
возводя его в квадрат:

D (C X ) = C2D (X). (30.17)

3. Дисперсия суммы двух независимых случайных величин рав
на сумме их дисперсий:

D (X  + Y) = D (X ) + D(Y). (30.18)

4. Дисперсия разности двух независимых случайных величин 
равна сумме их дисперсий:

D (X  - Y ) = D (X ) + D(Y). (30.19)

Докажем эти свойства. Принимая во внимание определение 
дисперсии и свойства математического ожидания, получаем

D(C) = М  ((С  -  М  (С ))2) = М ((С  - С )2) = М  (0) = 0.

Первое свойство доказано, оно означает следующее: постоянная вели
чина не имеет рассеяния, так как принимает одно и то же значение.

Из определения дисперсии и свойств математического ожида
ния следует, что

D (C X ) = М ( (С Х - М (С Х ))2) = М ((С Х  - С М (Х ))2) =

= М (С 2( Х - М ( Х ) ) 2) = С 2М ( (Х - М (Х ) )2) = C 2D (X ).
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Для доказательства третьего свойства применяем формулу
(30.15):

D (X  + Y) = М  ((X  + Y )2)- (M  (X  + Y ))2 =
= М  ( X 2 + 2XY + Y2)- (M  (Х )  + М  (Y ))2 =

= M (X 2) + M (2XY ) + M (Y 2)- ( (M (X ) )2 + 2 M (X )M (Y ) +
+ (Л/ (К ) )2) — М ( Х 2) + 2М (Х )М  (Y ) + М  (Y 2) —

- (M (X ) )2- 2 M (X )M (Y )- (M (Y ))2 =
= M (X 2)- (M (X ) )2+ M (Y 2)- (M  (Г ))2 = D (X ) + D(Y).

Третье свойство распространяется на любое число попарно-не- 
зависимых случайных величин. Если Х ] , Х 2,---,Хп — попарно
независимые случайные величины, то

D (X „ Х 2,..., X J  = D (X l) + D (X 2) + ... + D ( X J .  (30.20)

Четвертое свойство следует из формул (30.17) и (30.18):

D (X  -  К ) = D (X  + (- У ))  = D (X ) + D(-Y) =

= D (X ) + (-1 )2D(Y) = D (X )  + D(Y).

Если случайная величина X  является дискретной и задан ее за
кон распределения Р (Х  = хк) = рк (к  = 1, то случайная ве

личина ( X  — М ( X ) ) 2 имеет следующий закон распределения:

п
Р ((Х = х к - М (Х ) )2) = рк (к = 1,2,..., и), £ л =1-

*=>

Исходя из определения математического ожидания, получаем 
формулу

п
D (X )  = ^ ( x k - M (X ) )2pk (30.21)

к=\
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для дисперсии дискретной случайной величины X, принимающей ко
нечное число значений xt,x2,..., хп соответственно с вероятностями

Р\^Рг> — > Рп-
Если дискретная случайная величина X  принимает счетное 

множество значений х1,х2,..., хп,... соответственно с вероятностями 
ри р2,..., рп, то ее дисперсия определяется формулой

D (X ) = ^ ( x k- M (X ) )2Pk (30.22)
к= 1

при условии, что ряд (30.22) сходится, ^  рк = 1.
*=i

Дисперсия непрерывной случайной величины X, все возможные 
значения которой принадлежат отрезку [а, Ь\, определяется формулой

Ь

D (X )  = j ( x - M ( X ) ) 2p(x)dx, (30.23)
а

где р(х ) — плотность распределения этой величины.
Дисперсию можно вычислять по формуле 

Ь

D (X ) = ^x2p (x )d x - (M (X ))2. (30.24)
а

Действительно, учитывая определение математического ожида
ния для непрерывной случайной величины (см. (30.9)) и свойства 
плотности вероятностей р(х ) (см. (29.17)), получаем 

ь ь
D (X ) = J (jc - М (X ))2 p(x)dx = J (х2 - 2хМ (Х ) + (М (Х ))2)p(x)dx =

а а
b b b

=  J " X2p(x)dx —2M(X)jxp{x)dx + (М(Х))2 jp{x)dx  =
a a a

b
= j x 2p (x )d x - 2 M (X )M (X ) + (M (X ) )2 =

a
b

= ̂ x 2 p (x )d x - {M {X ))2.
a
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В  общем случае дисперсия непрерывной случайной величины X  
определяется формулой

D {X )=  J  ( х - М (Х ) )2 p(x)dx, (30.25)

если интеграл сходится.
Можно показать, что

D (X )=  J x2p (x )d x - (M (X )f (30.26)

30.3. Среднее квадратическое отклонение. Числовые 
характеристики среднего арифметического одинаково 
распределенных случайных величин
Средним квадратическим отклонением, или стандартным о т 

клонением, 0 (А _) случайной величины X  называется корень квадрат
ный из ее дисперсии:

Отметим, что это определение имеет смысл, так как выполнено 
условие (30.14).

Очевидно, размерность дисперсии равна квадрату размерности 
случайной величины, поэтому среднее квадратическое отклонение 
имеет ту же размерность, что и случайная величина X. Среднее квад
ратическое применяется тогда, когда желательно получить оценку рас
сеяния случайной величины в тех же единицах, в которых выражены 
значения самой величины.

Докажем, что среднее квадрическое отклонение суммы незави
симых случайных величин равно корню квадратному из суммы квад
ратов средних квадратических этих величин.

Пусть Х 1, Х 2,---,Хп независимые случайные величины,

a (X )  = jD (X ) . (30.27)
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(к = 1,2,..., п). Обозначим через X  сумму рассматриваемых случай
ных величин, т.е. X  = X , + Х 2 +... + Х п. На основании свойств дис
персии получаем D (X )  = £ )(Х ,) + D (X 2) + ■■■ + D ( X п), откуда

y]D (X ) = yjD (X l) + D (X 2)+... + D (X n),

И Л И

a (X )  = yj a 2(X l) + a 2(X 2) + ... + a 2(X n). (30.28)

Если Х 1, Х 2,... ,Х п — независимые случайные величины, 
имеющие одинаковые распределения, то они будут иметь одинаковые 
соответствующие числовые характеристики, т.е. для к = 1,2,..., п.

Обозначим через X  среднее арифметическое этих случайных 
величин, т.е.

Числовые характеристики среднего арифметического указанных 
величин обладают следующими свойствами.

1. Математическое ожидание среднего арифметического п неза
висимых одинаково распределенных случайных величин равно мате
матическому ожиданию каждой из этих величин:

М (Х к) = a, D (X k) = D, a (X t ) = a. (30.29)

Y _  X , + Х 2 +... + Х „ (30.30)
п

М (Х )  = а. (30.31)

2. Дисперсия среднего арифметического п независимых одина
ково распределенных случайных величин в п раз меньше дисперсии 
каждой из величин:



3. Среднее квадратическое отклонение среднего арифметиче
ского п независимых одинаково распределенных случайных величин в 
л/и раз меньше среднего квадратического отклонения каждой из ве
личин:

o (X ) = -j=. 
•Jn

(30.33)

Докажем эти свойства. Учитывая свойства математического 
ожидания и условие М ( Х к) = а (к  = 1,2,..., п) , получаем

м ( Х )  = м \ )(^ )С±+- + х -

_  М (Х 1) + М (Х 2) + ... + М (Х п) _ п а  _ а

На основании свойств дисперсии и с учетом равенств
D (X k) = D  находим

D (X ) = D х] + х2+...+х„
п

_  p (x ,)+ p (a :2)+ ...+ p (x j _ n D  _  р

п п

a (X )  = y j D ( X ) = J ^  = ̂  = -^=.
i n  yjn v «

30.4. Ковариация
Ковариацией двух случайных величин X  и Y  называется матема

тическое ожидание произведения их отклонений от соответствующих 
математических ожиданий. Обозначим ковариацию случайных вели
чин X, К через c o v (X , К ), тогда по определению

cov(X ,Y) = M ((X  - M (X ) ) (Y  - М  (К))). (30.34)
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Используя свойства математического ожидания, преобразуем 
правую часть формулы (30.34):

М ( (Х - М  (ЛО)(У ~ М  (У ))) = М  (ХУ  - ХМ  (У) - YM ( X ) +
+ М  (X  )М  (У )) = М (X Y ) - М (ХМ  (У ))'- М (YM ( X )) +

+ M (M (X )M (Y ) )  = M (X Y )- M (Y )M (X )- M (X )M (Y )  +
+ M (X )M (Y )  = M (X Y )- M (X )M (Y ).

Следовательно,

соу(А',У) = М  (X Y )- M  (Х )М  (У), . (30.35)

т.е. ковариация случайных величин равна математическому ожиданию 
их произведения минус произведение их математических ожиданий. 

Очевидно,

c o v (X ,X )  = D (X ), соу( Х ,У )  = соv (y ,X ) ;  (30.36)

эти соотношения следуют из формулы (30.34).
Покажем, что

D (X  + У) = D (X ) + D(Y) + 2соу(Х,У). (30.37)

В  самом деле,

D (X  + Y) = M ((X  + Y )- M (X +  Y ))2 = M ((X  - M (X ) )  +
+ (У - М (У )))2 = М ((X  - М  (X ) )2 + (Y - М  (Y ))2 +

+ 2 (X - М ( X ))(У - М (У ))), D (X  +Y) = M ( X - М (Х ) )2 +
+ M (Y - M  (У ))2 + 2М (X  - М  (X  ))(У - М  (У)).

Из этого равенства и определений (30.13), (30.34) следует (30.37). 

Теорема 30.1.

Если для случайных величин Х , , Х 2, . . . ,Х Я существуют 
со\ (X j , X j )  = o ij (i, j  = 1,2,..., п), то  при любых постоянных

С„с2,...,с„
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п

D (C ,X , + С2Х 2 + ... + С „Х „) -  X  а,ус,с,. (30.38)
i .H

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Положим

Г„=СД1+ С2Х 2+... + С„Хп= £ с ,Х ,.
1=1

Поскольку

п
M(Yn) = CiM (X l) + C2M (X 2) + ...+ CnM (X „ )  = Y J CiM (X i ),

то
п

Y „-M (Y ll) = ^ C l(X l - M (X i)),
i=1

(Y„ - М (К „))2 = £ С ,С ,.(Х ,. - M (X ,))(X ,. - M (X j) ) .
i.j=i

Вычислив математическое ожидание от обеих частей последнего ра
венства, получим формулу (30.38).

С л е д с т в и е .  Для любых случайных величин Х | ,Х 2, ■■■Хт 
(т  = 1,2,...) определитель из их ковариаций неотрицателен, т  е.

co v(X |,X ,)cov(X ,, Х 2) ... co v (X ,,X m) 
cov(X2,X ,) cov(X2,X 2) ... cov(X2, Х от)

C0V(X  , X .) cov(X , Х 2) ...cov(X „,,X ,„)

>0. (30.39)

Действительно, правая часть формулы (30.38) есть квадратичная 
форма от переменных С ,,С 2,...,С Л Так как левая часть равенства не
отрицательна в силу (30.14), то указанная квадратичная форма являет
ся неотрицательно определенной, поэтому неотрицательны все глав-
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ные миноры матрицы, составленной из ее коэффициентов. Отсюда 
следует неравенство (30.39).

Отметим частный случай этого неравенства. При т  = 2 полу
чаем

Теорема 30.2.

Если случайные величины X, Y независимы, то  их ковариация 
равна нулю:

Доказательство.
Так как случайные величины X, Y независимы, то математиче

ское ожидание их произведения равно произведению математических 
ожиданий и равенство (30.41) следует из формулы (30.35).

С л е д с т в и е .  Если co v (X , У ) 0, то  случайные величины 
зависимы. В  самом деле, допустив противное (X  и Y независимы), по 
теореме получили бы cov(X , Y ) = 0, что противоречит условию.

30.5. Коэффициент корреляции
Согласно следствию из теоремы 30.2, если co v {X ,Y ) Ф 0, то 

случайные величины X  и Y  зависимы. В  качестве количественной ха
рактеристики степени зависимости случайных величин X, Y использу
ется коэффициент корреляции.

« ^ (Х р Х ,) c o v (x „x 2) >о 
cov(X2,X ,) cov(X2,X 2) ~ '

D (X ,) c o v (X „X 2) >Q 
cov( X „ X 2)D (X 2) ~ ’

D (X ,)D (X 2) - c ov2(X , ,X 2)>0,

(30.40)

с о у ( Х , У )  =  0. (30.41)
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Коэффициентом корреляции р (Х ,У ) случайных величин X, У 
называется отношение их ковариации к произведению средних квадра
тических отклонений этих величин:

р (Х ,У ) =
с о у ( Х ,У )  

о (Х )  о (У )
(30.42)

Свойства коэффициента корреляции следующие.
1. Коэффициент корреляции по модулю не превосходит едини

цы: |р (Х ,У )|< 1 .
2. Если величины X, Y  независимы, то коэффициент корреляции 

их равен нулю: р (Х ,У ) = 0.
3. Если У = А Х  + В, где А  и В  — постоянные, то | р ( X , У ) | = 1

(коэффициент корреляции случайных величин, связанных линейной 
зависимостью, по модулю равен единице).

Первое свойство следует из неравенства (30.40) и определений
(30.27),(30.42):

р (Х ,У ) = соу( Х , У )
JD (X )4 D (Y )

со\ (X ,Y )
у] D (X )D (Y )

<1,

|р(Х,У)|<1.

Второе свойство следует из теоремы 30.2 и определения (30.42). Дока
жем третье свойство. Положим М ( Х )  = a, D (X )  = О2, тогда

М  (У ) = М  (АХ + В ) = М  (АХ  ) + М  (В ) = Аа + В; 
D(Y) = D(AX + В ) = D(AX ) + D (B ) =

= A2D (X )+ D (B ) = A V ;

c (y )= V w = N a;
cov(X ,Y) = M ( (X - a ) (Y - M (Y ) ) )  =

= M ((X  - a)(AX + В - (Aa  + B ))) = A D (X ) = Act2,
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поэтому

Отметим, что р (Х ,У )> 0 , если А > 0; р (X ,Y )  < 0, если
А<  0.

Зам ечание.
Из равенства р (Х ,У ) = 0 не следует независимость случайных вели

чин X  и Y.

30.6. Моменты случайных величин
Наряду с рассмотренными числовыми характеристиками слу

чайных величин используются и другие, более общие характеристи
ки - начальные и центральные моменты, через которые, в частности, 
выражаются математическое ожидание и дисперсия.

Начальным моментом к-го порядка, или моментом k-го поряд
ка, случайной величины X  называется математическое ожидание к-й 
степени этой величины, т.е.

Если дискретная случайная величина X  принимает значения

при условии, что этот ряд сходится абсолютно.
Для непрерывной случайной величины X  с плотностью распре

деления р (х )

v* = М (Х к). (30.43)

х1,х2,..., хп,... с вероятностями рх,р г,..., Рп,... то в соответствии с 
определением

(30.44)

j x kp(x)dx, (30.45)
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если этот интеграл сходится абсолютно.
В первом и во втором случае выполняются соответственно сле

дующие соотношения:

оо +°°
Х ^ ' =1’ ^p(x)dx = \. (30.46)

Замечание.
Если дискретная случайная величина принимает конечное множество

значений х1,х2,..., хп с вероятностями /?,, р2,..., р„ , то vk
1=1

Если все значения непрерывной случайной величины принадлежат интер-

= Y u X‘ P '-

случайной величины принадл 

валу (а , Р) то vk = J  хк p(x)dx.
а

Выпишем формулы, выражающие моменты к-го порядка при 
к = 0, 1,2 соответственно для дискретной и непрерывной случайной 
величины X :

»  +вв 

v0= M (X °) = 1, v0 = M (X “ )=  jp (x )d x  = 1;

so  + ° °

vi = M (X )  = '£ ixip i , V, = M (X )=  jxp(x)dx-,
1*1
oo +°°

V2= M ( X 2) = Y x f P i, v2 = M ( X 2) =  j x 2p(x)dx.

Итак, начальный момент нулевого порядка равен единице; на
чальный момент первого порядка случайной величины X  равен ее ма
тематическому ожиданию:

vy= M {X ).  (30.47)

Центральным моментом к-го порядка случайной величины X  
называется математическое ожидание к-й степени отклонения этой 
величины от ее математического ожидания. Обозначив центральный
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момент к-го порядка через (Xt и положив М ( Х )  = а, по определению 
получим

|it = М  ((X  - а )к), или |xt = М (X  - а )к. (30.48)

Если дискретная случайная величина принимает значения 
х,,х2,..„ хп,... соответственно с вероятностями р1,р 2,..„ рп,..., то

+~
= Х (дг' (30.49) 

(=1

при условии, что ряд сходится абсолютно.
Для непрерывной случайной величины X  с плотностью распре

деления р(х )

-Н»
Ц* = J(- t - а )к p(x)dx, (30.50)

если этот интеграл сходится абсолютно.
Выпишем формулы, выражающие центральные моменты к-го 

порядка при к — 0, 1, 2 для дискретной и непрерывной величины со
ответственно:

оо
Ц0 = М (Х - а ) °= ^ р ; = 1, = ^p(x)dx = \\

<= 1
щ = М (Х - а ) = 0 (см. (30.12));
оо

М-2 ~ ° ) 2P i' ^2 = j ( x - a )2p(x)dx.
i=1

Таким образом, центральный момент нулевого порядка равен 
единице; центральный момент первого порядка равен нулю; централь
ный момент второго порядка случайной величины X  равен дисперсии 
этой величины:

ц2 = М (Х  - а )2 = D (X ). (30.51)
Центральный момент порядка к > 2 можно выразить через на-
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чальные моменты. Учитывая свойства математического ожидания, 
определения моментов и полагая М ( X )  = а, получаем

Центральный момент третьего порядка характеризует асиммет
рию распределения случайной величины. За меру отклонения (асим
метрии) распределения случайной величины X  от симметрии относи
тельно математического ожидания (центра распределения) принимают 
число

где ст - среднее квадратическое отклонение.
Эксцессом случайной величины X  называется число, опреде

ляемое формулой

ц2 = М (Х - а )2 = М (Х 2-2аХ  + а2) =
= М ( Х 2)- 2 а М (Х ) + М  (а2) = М  ( X 2) — 2а1 + а2 = 

= М ( Х 2) - а 2 = v 2 - V 2,

M-2 = v2_ v ?> или 0 (x) = v 2 - v f ;
|i3 = М  (X  - a f  = М  ( X 3 -  ЗХ  2а + ЗХа2 - а3) =

= М (Х 3)- З а М (Х 2) + За2М (Х )- М (а * )  =
= М (Х 3)- З а М (Х 2) + За2М ( Х ) - а г =

= v 3 -3v,v2 +3v3 - v f = v 3 -3 v,v2 + 2v3,

(30.52)

ц3 = v3 -3 v,v2 +2v3; (30.53)

ц4 = M  (X  - a )4 = M ( X 4 - AX 3a + 6X 2a2 - 4Хаъ + a4) = 
= М ( Х л)- 4 а М (Х г) + 6а2М ( Х 2)- 4 а ъМ (Х )  + М (а 4) = 
= v, -4 v ,v3 + 6vfv2 - 4 v4 + v 4 = v 4 -4 v ,v3 + 6vfv2 -3 v4,

M-4 = v4 _ 4v,v3 + 6vfv2 -3v4. (30.54)

(30.55)

(30.56)

где Ц4 — центральный момент четвертого порядка; С  — среднее квадра
тическое отклонение.
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Глава 31
НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

В этой главе рассматриваются дискретные распределения: биномиальное, гео
метрическое, распределение Пуассона; непрерывные распределения: равномер
ное, показательное, гамма-распределение, нормальное, распределение «хи- 
квадрат». Приводится формула Бернулли, с которой связано биномиальное 
распределение.

31.1. Формула Бернулли
Пусть производятся испытания, в каждом из которых может 

появиться событие А. Если вероятность события А  в одном испытании 
не зависит от появления его в любом другом, то испытания называют
ся независимыми относительно события А. Будем считать, что испы
тания происходят в одинаковых условиях и вероятность появления 
события А  в каждом испытании одна и та же. Обозначим эту вероят
ность через р, а вероятность появления события А через q 
(q = l- p ) .

Поставим следующую задачу: найти вероятность того, что в се
рии из п независимых испытаний событие А  появится ровно к раз (и 
не появится п — к раз). Искомую вероятность обозначим через Рк п;
например, Р3 7 означает вероятность того, что событие А появится три 
раза в семи испытаниях.

Отметим, что порядок, в котором появляется событие А при п 
испытаниях, может быть самым различным. В  частности, если при 
пяти испытаниях событие А  появилось четыре раза, то могут быть 
следующие комбинации :

ААААА, ААААА, ААААА, ААААА, ААААА

(запись ААААА  означает, что событие А  наступило в первых четырех 
испытаниях и не наступило в пятом испытании и т.д.).

Итак, событие А  может появляться к раз при п испытаниях в
различных комбинациях, число которых равно С* т.е. числу сочета
ний из п элементов по к. Примером одной из таких комбинаций может 
служить событие В , состоящее в том, что событие А  появляется при к 
первых испытаниях и не появляется в остальных п — к испытаниях, т.е.
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В — А\А2 ... АкАы Ак+2 ... Ап

где Aj — появление события А при i—м испытании (г =1, 2, ..., к)', Aj

— непоявление события А  в j — м испытании ( j  = к +1, к +2, ..., п).

Так как события Д  и А- независимы и

Р(А1) = Р (А 2) =... = Р (А п) = р,

Р(А]) = Р (А2)=  ... = H j n) = q,

то по теореме умножения вероятностей независимых событий

P (B ) = P (A tA2...AkAk+l.. .A J =
= P(A l)P (A 2)...P (Ak)P (A k+l)...P (An) = p kqn-k.

Поскольку число всех таких событий (событие появляется к раз 
и не появляется п — к раз) равно С* и эти события несовместны, то по 
теореме сложения вероятностей несовместных событий находится 
искомая вероятность

Рк.= с кркг к, (31.1)

где

_  п ( п - \ ) ... ( п - ( к - ] ) )  _____ _  п\ С =------------------ , или С„ =-п >■ ’  пк\ " к'.(п-к)'.

Формула (31.1) называется формулой Бернулли. 
Рассматриваемые события (событие А наступает к  раз и не на

ступает п — к раз) образуют полную группу событий, поэтому

*=0 *=<>

или
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п , /~<\ л—1 . /"»2 2 л-2 , , к „п - к  . - л __1Я +C„pq +Спр q +... + Спр q +...+ р = 1

Отметим, что члены этой суммы совпадают с членами разложе
ния бинома

(q + рУ  = q” + Cl pq-1 + C 2np2q’-2 + ... + C > V *  +■••+ P" ■

Отсюда видно, что сумма всех вероятностей в правой части этой 
формулы равна единице, так как р + q = 1.

31.2. Биномиальное распределение
Предположим, что в одинаковых условиях производится п неза

висимых испытаний, в результате каждого из которых может появить
ся событие А  с вероятностью р или событие А с вероятностью 
q (q  = 1 — р). В  каждой серии из п испытаний событие А может либо 
не появиться, либо появиться 1 раз, 2 раза, ..., п раз. Введем в рас
смотрение дискретную случайную величину X  — число появлений 
события А  при п испытаниях. Найдем закон распределения этой слу
чайной величины. Величина X  может принимать следующие значения: 
дсо = 0, дс, = 1, х2 = 2, .., хп = п.

Вероятность рк того, что величина X  принимает значение хк, 
вычисляется по формуле Бернулли

P t= P kj,= C knpkqn-k (к =0,1, 2,..., п)

Закон распределения дискретной случайной величины, опреде
ляемый формулой Бернулли, называется биномиальным. Постоянные п 
и р, входящие в формулу (31.1), называются параметрами биномиаль
ного распределения (q — 1 — р). Название «биномиальный» объясня
ется тем, что правую часть равенства (31.1) можно рассматривать как 
общий член разложения бинома ( q + р )п. Первый член этого разло

жения qn означает вероятность того, что в п испытаниях событие Л не 

появится ни разу, второй член C lnpqn~x = npqn ] — вероятность того, 
что событие Л появится один раз, наконец, последний член С ппр" = р"
— вероятность того, что событие А  появится п раз.
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Биномиальный закон распределения дискретной случайной ве
личины можно представить в виде следующей таблицы:

X 0 1 к п

р qn и—1
щ  Р

/~i к к п -кC„pq р"

Рассмотрим вопрос о математическом ожидании числа появле
ний события А  в независимых испытаниях, на который дает ответ 
следующая

Теорема 31.1.

Математическое ожидание числа появлений события А в п не
зависимых испытаниях равно произведению вероятности этого со
бытия в каждом испытании на число всех испытаний.
Д о к а з а т е л ь с т в о .

Случайную величину X  — число появлений события А  при п 
независимых испытаниях - можно представить в виде суммы 
X  = X , + Х 2 +...+ Х п, где Х к — число появлений события в к—м 
испытании (к  = 1, 2, ..., п). В  соответствии с формулой (30.5) имеем 
М ( Х )  = М ( Х 1) + М ( Х 2) + ... + М (Х „ ) .

Случайная величина Х к — число появлений события А при од
ном испытании - может принимать только два значения: xt = 1 (собы
тие А наступило) с вероятностью р  и х2 = 0 (событие А не наступило) 
с вероятностью q (q = 1 — р). Следовательно,
M ( X k) = xlp i +x2p2 =1- p + 0 q = р,

М (Х к) = р (к = 1, 2,..., п). (31.3)

Используя формулу (31.3), получаем 
М ( Х )  = р + р + ...+  р - п р ,

М (Х )  = пр. (31.4)
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Замечание.
Поскольку рассматриваемая случайная величина X  распределена по 

биномиальному закону, полученный результат можно сформулировать 
следующим образом: математическое ожидание дискретной случайной ве
личины, распределенной по биномиальному закону с параметрами пир, 
равна произведению пр.

Вопрос о дисперсии числа появлений некоторого события при п 
независимых испытаниях решает следующая

Теорема 31.2.

Дисперсия числа появлений события А при п независимых ис
пытаниях, в каждом из которых вероятность р его появления одна и 
т а  же, равна произведению числа всех испытаний на вероятность 
появления и вероятность непоявления данного события.
Д о к а за те л ьств о .

Случайную величину X  — число появлений события А при п 
испытаниях - можно представить как сумму X  = X , + Х 2 + ...+ Х п , 
где X k — число появлений события А  при к—м испытании 
{к  = 1, 2, п). В  соответствии с формулой (30.20) имеем

D (X )  = D (X l) + D (X 2)+  ... + D (X n).

С помощью формулы (30.21) вычислим D {X k) для 
к = 1, 2, п. Случайная величина X к принимает лишь два значе
ния: хх =1 с вероятностью р и х2 =0 с вероятностью q = 1— р. Слу

чайная величина ( Х к — М  ( X к ) )2 также принимает только два значе

ния: (1 — р ) 2 = q2 с вероятностью р и (0 -  р )2 = р 2 с вероятностью q. 
Принимая во внимание равенства (31.3), по формуле (30.21) получаем

D (X t ) = М ( (Х к - М (Х к))2) = q2p + р2q = pq(q + р) = pq,

D (X к) = pq (* = 1, 2, ..., п). (31.5)
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Следовательно,

D (X ) = D (X 1) + £>(X2) + D (X 3) + ... + D (X „) =
- pq+pq+•••+pq = npq,

D ( X )  — npq. (31.6)

Замечание.
Поскольку случайная величина X  распределена по биномиальному за

кону, полученный результат означает следующее: дисперсия случайной 
величины, распределенной по биномиальному закону с параметрами р  и п, 
равна произведению прд.____________________________________________________

Среднее квадратическое отклонение случайной величины X, 
распределенной по биномиальному закону с параметрами п и р ,  опре
деляется формулой

которая следует из формул (30.27) и (31.6).

31.3. Геометрическое распределение
Рассмотрим игру с набрасыванием кольца на стержень. Обозна

чим буквой X  число бросаний до первого попадания на стержень при 
условии, что вероятность попадания при каждом бросании не зависит 
от результатов предыдущих бросаний и имеет одно и то же значение 
р (0 < р < \ ). Величина X  будет дискретной случайной величиной, 
возможными значениями которой являются натуральные числа. Най
дем закон распределения вероятностей этой случайной величины. 
Событие X  = I означает попадание с первого бросания, его вероят
ность равна р, т.е. Р (Х  = 1) = р. Событие X  = 2 означает попадание 
при втором бросании и, значит, промах при первом бросании. Приме
няя теорему умножения вероятностей для независимых событий, по
лучаем P (X = 2 )  = qp, где q — \ —р. Событие Х = 3  означает попа
дание при третьем бросании и, следовательно, промахи при первых

двух бросаниях, поэтому Р (Х  = 3) = q ■ q ■ р = q1 р. Продолжая ана
логичные рассуждения, находим общую формулу:

(31.7)
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Р (Х  —т )  = qm~'р ( т  = 1,2,...),

выражающую вероятность попадания кольца на стержень при га—м 
бросании.

Геометрическим распределением называется распределение 
дискретной случайной величины X, определяемое формулой

Это название связано с тем, что ряд вероятностей (31.8) представляет 
собой бесконечно убывающую геометрическую прогрессию со знаме
нателем q = 1 — р\ сумма этого ряда равна единице :

Вычислим математическое ожидание и дисперсию дискретной 
случайной величины, имеющей геометрическое распределение.

Поскольку множество возможных значений величины X  беско
нечно, на основании формулы (30.8) ее математическое ожидание есть 
сумма ряда

Р (Х = т )  = (\ - р )т-'р, 0< р<1 ( т  = 1,2,...). (31.8)

p + qp + q2p + ... + qm 'р + ... = р----= 1.
1 -q

М (Х  )~  У  т Р (X  = т )  = 'У' тд"' хр -- р 'У ' тд "1 1
т=\ т=1 т=\т=1

(q = 1 - р).

Так как члены являются производными соот

ветствующих членов ряда qm и
т=0

ТО
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X  m<J m 1 — l + 2q + 3q2+ ...—'  1 N
1 - я4  ̂ / О -qY

Следовательно, M ( X )  = p-
__ _ J _ _ J _

(\-q)2~P p2~ P"

M (X )  = -  (p>  0). 
p

(31.9)

Для вычисления дисперсии воспользуемся формулой (30.15) и 
формулами для сумм степенных рядов :

\  mqm 1 =-- -—г-, 'S '  т ( т  - 1 )qm 2 -----
t f  d-<7)2 £  П -0 - 9 Г

Найдем сначала математическое ожидание квадрата величины X :

М ( Х г) = ^ m 2qm~' р = pC ^m (m -\)qm-' + '^ m q m“')  =

= Р
 ̂ (1 - ч у  а -чУ}

Таким образом,

_ 2д + 1-д  _  „ 1 +  9 _  1 +  4 
Р  ( I - * ) 3 р 2 •

щх) = м(х2)-(м(х))2 =-li£— !_=_£-=!_£
/>2 р 2 р 2 />2

D (X ) =
1-/7 (31.10)

31.4. Распределение Пуассона
Пусть в одинаковых условиях производится п независимых ис

пытаний, в каждом из которых может появиться событие А  с вероят
ностью р или событие А  с вероятностью q (g  = l — р). Вероятность
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того, что при п испытаниях событие А  появится к раз (и не появится 
п—к раз), определяется формулой Бернулли.

Рассмотрим случай, когда п является достаточно большим, а р — 
достаточно малым; положим пр = а , где а — некоторое число. Найдем 
закон распределения дискретной случайной величины X  — числа появ
лений события А  при п испытаниях в указанных предположениях. Так

а , а
как в данном случае р =  — , <7 = 1---, то формула (31.1) принимает

п п
вид

D  „к „п-к _  п (п-1 )(п-2 )...(п- (к-1 ))'
k,rt ~ Р Ч  ~~ . .к\

г а *  Г \п  -  к

а
~к\

1 -1 1- к - 1 -к
1- -

Переходя к пределу при п —»<*>, находим

lim Ptn -— limп—*00 ’ к \ п

\ /"т
1

ч, ^

/ 1 п J

х lim
f  \ П 

1- * limП—><» 1----
п

= —  Л е~° Л- Л " “
к! к!

Следовательно, получена приближенная формула Рк п а ке-“
к\

Распределение дискретной случайной величины, определяемое фор
мулой

Рк, ~
к -аа е
к\

(31.11)

называется распределением Пуассона. Постоянную а = пр, входящую 
в формулу (31.11),называют параметром этого распределения. Закон 
распределения Пуассона можно написать в виде следующей таблицы:
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Хк 0 1 2 к

Рк е* а е~а а2 е~а ак е~а
2! к\

Отметим, что ^  рк = 1. Действительно,
к= о

= е

К .  к=0 К .

—а а 1= е е — 1.

к=0
(

1=0

2а а а1 + —+—  + ... + —  + ... 
1! 2! it!

Теорема 31.3.

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины X, 
распределенной по закону Пуассона, одинаковы и каждая из этих 
числовых характеристик равна параметру а, т.е.

М (Х )  = а , D (X )  = а . (31.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Поскольку закон распределения случайной величины X  опреде

ляется указанной таблицей, по формуле (30.8) находим

2 к
М ( Х )  = 0е~а +1-е~а +2— е~“ +...+ к— е~ а +... =

1! 2! к\
00 к 00 к ~ 1

= У  — -- t a = ае-“ У  — --- = ае-аеа = а

Первое из равенств (31.12) доказано. Оно означает, что центром рас
пределения данной случайной величины X  является число а.
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Дисперсию D (X )  вычислим по формуле (30.15), для чего снача
ла найдем математическое ожидание квадрата данной величины:

М (Х 2) = О2 • +12 — е~а + 22 — е~а + . ..  +  к 2 — е~а +  
1! 2! *!

2 к 
+... = \ - е-а + 2 —  е~а +... + к — ----е-“ +...

0! 1! (Л-1)!

Положив к —\ = т ,  получим

ОО к ОО Ш +1

М (Х 2) = У  к — ---- е~а =У ( т  +1)----- е~а =
к=1 ' ' т=0

„ т+] Л .  “  „ т ~1 a _fl а _а 2 -а ХГ а = > т ----е + > ----е =а е > ------ +
n w- n , ("1-1)!т = 0  т = 0  т = 1  4 7

+ ае~а У  —  = а 2е~аеа + ае~аеа = а2+а.
n w!т=0

По формуле (30.15) находим D ( X )  = М  ( X 2) -  (М  (X  ) )2 =

= а 2 + а — а 2 — а.

31.5. Равномерное распределение
Случайная величина X  называется равномерно распределенной 

на отрезке [а , (3], если плотность вероятностей этой величины посто
янна на данном отрезке и равна нулю вне этого отрезка. Из определе
ния следует, что

(с, если а< х< Р,
а10, если д: < а, или х > р.

Поскольку должно быть выполнено условие (29.16), то

I p(x)dx = \cdx = \, с (В - а ) = 1, с = ---- .
J J В - а
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Следовательно, плотность вероятности р (х) определяется так:

, если а  < х < р, (31.13)
О, если х < а , или х > р.

Для случайной величины X, равномерно распределенной на от
резке [а ,р ], вероятность попадания в интервал (у ,5), принадлежащий 
этому отрезку, пропорциональна длине интервала:

Замечание.
Выражение «выберем наудачу точку х на отрезке [а, р]» означает, что

координата точки представляет случайную величину с равномерным рас
пределением вероятностей на этом отрезке. Сравните (31.14) и (28.6)._______

Найдем функцию распределения F(x ) по заданной плотности 
распределения вероятностей (31.13). Применяя формулу (29.10), полу
чаем: при х <а

Р (у < Х  < 5) = [ p(x)dx=  [- ---
J J Р-а
У У

Р (у  < X  < 8) = — —Р-а
(31.14)

X
F(x ) ~ J p(u)du = 0;

при а< х < Р

X а х
F(x ) = J p(u)du = J  р(х) dx + J p(u)du

а

при Jt>P
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х а р

F(x ) = J p(u)du = J p(x)dx + j  p(x)dx +
-во -«о а

f  ̂ и
+ \p (u )d u= \-^-  = l.J J  p - a

Итак, функция распределения имеет вид

Рис. 31.1

F (x ) =
О при х < а, 
х - а при а  < х < р, 
р - а
j при х > р.

График функции F (x )  изображен на рис. 31.1.
Вычислим математическое ожидание равномерно распределен

ной случайной величины:

-н*> а  р

М (Х )=  J xp(x)dx = J xp(x)dx + J xp(x)dx-
—oo —oo a

+ U (, ) * = ’r - £ *I й J p - a  2(p-o) 2

Следовательно, математическое ожидание случайной величины, 
равномерно распределенной на отрезке, есть середина этого отрезка.
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Найдем дисперсию равномерно распределенной случайной ве
личины с плотностью распределения (31.13):

-и» а
D(x) - j ( x —a )2p(x)dx = j ( x - a )2 p(x)dx +

+ [ (x - a )2 p(x) dx + { (x - a )2 p(x)dx = \—— ^ —dx = 
J  J  J  R - a(3-a

a + P \3

3(P - a)

«  + Р a  - a + P

3 (p - a )
(P~cQ 2

12

Случайная величина (X , Y) равномерно распределена в области 
G, если плотность распределения ее вероятностей постоянна в этой 
области и равна нулю вне области G :

Р(х, у) =
С  при (x ,y )e G ,  
О при (х, у) е G.

(31.15)

Вероятность попадания точки (X, Y) в любую область g, лежащую 
внутри G, пропорциональна площади Sg области g:

P ((X ,Y )e  g) — C S (31.16)

Поскольку попадание в область G  — достоверное событие, то 

P ((X ,Y )e  G ) = C Sa = 1,

откуда C = \/Sc . Подставляя это значение С  в формулу (31.16), полу
чаем

P « X ,Y )e  * ) = -*-;
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вероятность попадания в область g равна отношению площади области 
g к площади всей области G.

Зам ечание.
Двумерная случайная величина (X, У), где X, Y - координаты точки, 

наудачу брошенной в область G, является равномерно распределенной в 
этой области.

31.6. Показательное распределение
Если плотность распределения случайной величины X  выража

ется функцией

Р М =
О при х < О, 
ае~^' при х > 0 (а> 0),

(31.17)

то говорят, что случайная величина X  имеет показательное распреде
ление. Кривая распределения вероятностей рассматриваемой величи
ны представлена на рис. 31.2.

Рис. 31.2 Рис. 313

Убедимся в том, что эта функция удовлетворяет условию
(29.16):

+<*> () +оо +оо
J p(x)dx= j  p(x)dx+  J p(x)dx=jae~axdx-

Найдем функцию распределения данной случайной величины с 
помощью формулы (29.10). При х < О
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X X
F(x ) = J  p(t)dt=  Jo d f = 0.

x 0 x 0

F(x ) = J" p(u)du = J  p(u)du + J  p(u)du — Jo  du +

Если x>0, to

-t-Jcce ^ d u ^ - e ^ l  = -(e-ax - e °)  = \-e-

Следовательно, функция распределения имеет вид

[0 при х<0,
l l -е  при х>0.

График функции F(x) изображен на рис. 31.3.
Отметим, что при показательном распределении случайной ве

личины X  маловероятны ее большие значения. Действительно, пусть

—  — некоторое положительное число. Найдем вероятность попадания 
а

X  в интервал
N_
а ,+ °° По второй из формул (29.13) получаем

N_
а = 1< х  <+~> = \ae-axdx = -e-

= -(е~“ -е  “ ) = е .

Легко убедиться в том, что уже при N  = 5 вероятность меньше 0,01.
С помощью метода интегрирования по частям можно показать,

что

М (Х )  = - ,  D (X ) = \ .  
а  а

(31.18)

371



Замечание.
Показательный закон распределения вероятностей встречается во мно

гих задачах, связанных с простейшим потоком событий. Под потоком со
бытий понимают последовательность событий, наступающих одно за дру
гим в случайные моменты. Например, поток вызовов на телефонной стан
ции, поток заявок в системе массового обслуживания и др.

31.7. Гамма - распределение
Гамма-распределение является обобщением показательного 

распределения. Плотность этого распределения задается функцией

Параметры X и а  могут быть любыми положительными числами. 
Значение множителя С  определяется из условия (29.16), которое в 
данном случае принимает вид

Сравним интеграл в этом равенстве с гамма-функцией Эйлера 
(см. п. 16.11):

при * < О, 
при х > 0.

(31.19)

^Cxx~le-axdx = l.
о

П Л )=  jz x-'e~:dz.
о

Положим a x = z, тогда х = — , dx = — ,
а а

о о о

(31.20)

Следовательно,
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На рис. 31.4 показан вид кривых распределения вероятностей при зна
чениях параметра X > 1, X < 1 (при X = 1 получаем показательное рас
пределение, см. рис. 31.2). В случае X > 1 кривая распределения имеет 
один максимум. Точка максимума находится из условия р'(х) -  0:

р\х) = Се~ах{{Х-\)хх~2- а х х~'), х = ̂ —^ (Х>1).
. а

В случае X < 1 плотность распределения убывает в интервале (0,+°°).

31.8. Нормальное распределение
Среди всех непрерывных законов распределения вероятностей 

особое место занимает распределение с плотностью

I (*-д>;
р(х) = — г = е ~ 2<j2 (а>  0). (31.22)

Стл/ 2п

Это распределение называется нормальным распределением, или рас
пределением Гаусса, с параметрами а и ст. О случайной величине X  с 
указанным законом распределения вероятностей говорят, что она рас-



пределена нормально с параметрами а, с, и кратко называют нор
мальной.

Убедимся в том, что функция (31.22) удовлетворяет условию
(29.16). В  интеграле

-И» (*-я)2
j  р(х) dx - —j== j е 2° 2 dx (31.23)

перейдем к новой переменной по формуле

х - а
t= ---- , (31.24)

а

тогда x - a  + at, dx = adt. Поскольку новые пределы интегрирования 
равны старым, то

— т=  е 2° 2 dx = — р=  е 2 odt —
G ' J l l i  £  g V  2 л  £

+ee ^2

= i — f e 2 dt = JL  • V271 = 1.
V2rt л]2k

Здесь принято во внимание равенство

+00 2̂

J V T A  = >/2n, (31.25)

которое следует из формулы (16.57); интефал (31.25) с помощью под
становки t = V2jc сводится к интефалу в формуле (16.57).

Выясним вероятностный смысл параметров а и а  (ст > 0), вхо
дящих в функцию (31.22). Покажем, что

а = М (Х ) ,  a  = ^D (X ), и ли  ст2 = D (X ). (31.26)

В соответствии с формулой (30.10) получаем
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+00 +<*> 

М (Х )  - - jxp(x)dx -
U-оГ

dx. (31.27)

Введем новую переменную t по формуле (31.24) и преобразуем 
этот интеграл:

М (Х )  = * Г (а + Gt)e 2 odt = — [ е 2 dl+  5— f te 2 dt.
V 2tc v 2ti

Первый из полученных интегралов равен л/27Г (см. (31.25)), 
второй равен нулю:

+ оо  j*  -{-оо

= —С = 0. (31.28)

Следовательно, М ( Х )  = ^2п  + 0 = а.
Ы2%

Учитывая определение (30.23) и равенство М ( X )  = а, находим

+ов -й>о (j-a)2
D (X )=  \ (х - а )2р(х) dx —— j =  \ {х ~ а )2е 2а~ dx. (31.29) 

L  <тл/2т1 £

Воспользовавшись подстановкой (31.24), получим

D (X )  = — 1 =  f t2G2e 2o d t=  - ?=  \t2e 2dt.
Ол/2п i  Ы2п £

Применяем метод интегрирования по частям. Положим
_ >1 -•! _ t  

t — и, te 2dt = dv, тогда du = dt, v = — e 2 (ибо d v= d (—e 2) ) ,
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Итак, равенства (31.26) доказаны: параметр а — математическое 
ожидание нормальной случайной величины X, а  — среднее квадрати
ческое отклонение этой величины.

График функции (31.22) называется нормальной кривой, или 
кривой Гаусса. Построим нормальную кривую, для чего предваритель
но исследуем функцию при фиксированных значениях а и 0  (а  > 0).

Функция (31.22) определена при всех х, т.е. область ее опреде
ления - бесконечный интервал (—°°,+ °°) . Функция принимает только 
положительные значения при всех х в  (-°о,+о°) (это означает, что ее 
график находится выше оси О х). Обозначим функцию (31.22) через 
fix), найдем ее экстремум.

Так как производная

/ '(* ) = ■ 2а
и г -  I — \ f 'W  = - ^ r i = eo-sjln { 2а /  а  v  2п

обращается в нуль при х = а и при переходе через точку х = а меняет 
знак с плюса на минус, т.е. f \ a )  = 0, f ' ( x )  > 0 при х < а и 
f ' ( x )  < 0 при х > а, то х = а — точка максимума данной функции. 

Вычислим значение максимума функции (31.22):

шах f (x )  = f (a )  = — != « 0. max f (x )  = -I---------1- .  l U O A J

W 2n ctv 2n

Следовательно, значение максимума зависит от параметра 
СТ: при возрастании значений ст максимум функции убывает, с убыва
нием ст максимум возрастает.
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Поскольку вторая производная

<*-«г
/ '(* )= ct3V 2к

1- (.х - а У

обращается в нуль при х = а - а ,  х = а + о  и меняет знак при пере
ходе через эти значения, то они являются абсциссами точек перегиба, а 
точки

Л/, а —с, 1 , М. а + ст, 1
<5yj2ne

-точками перегиба нормальной кривой.
График нормальной кривой симметричен относительно прямой 

х = а, так как функция (31.22) принимает одинаковые значения при 
значениях х, симметричных относительно точки х = а, т.е. 
f (x \ ) = f ( x 2) при х{ = а —£ и х2 = а + е.

Рис. 31.5
Ось Ох является асимптотой графика функции, ибо

и-°)г
lim f (x )  - lim — т = е 2° 2 : 0, 

оу2л:

lim / (* ) = lim — j= e  2° 2 = 0,Х_Н~ х—ц™ (У^2к

На рис. 31.5 изображены три нормальные кривые при одном и 
том же значении а  и различных значениях ст.
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Зам ечание 1.
С изменением значений параметра С  форма нормальной кривой изме

няется. Как уже отмечалось, максимальная ордината графика функции
(31.22) убывает с возрастанием значения О (кривая «сжимается» к оси 
Ох) и возрастает с убыванием значения С  (кривая «растягивается» в по
ложительном направлении оси Оу) .

Изменение значений параметра а (при неизменном значении о) не 
влияет на форму нормальной кривой; кривая сдвигается вдоль оси 
Ох вправо, если а возрастает, и влево, если а убывает.
Зам ечание 2.

В случае, когда а = О, СТ = 1, функция (31.22) принимает вид

Распределение вероятностей непрерывной случайной величины, 
определяемое функцией (31.30), называется нормированным (в отли
чие от общего нормального распределения, определяемого функцией
(31.22)), или стандартным. График функции (31.30) называется нор
мированной кривой.

31.9. Вероятность попадания в заданный интервал 
нормальной случайной величины. Правило трех сигм
Как известно, вероятность попадания значений случайной вели

чины в заданный интервал равна определенному интегралу от ее плот
ности распределения по соответствующему промежутку (см. (29.13)). 
Если случайная величина имеет нормальный закон распределения 
вероятностей (31.22), то

(31.30)

Р U-a)1
е 2° 2 dx (31.31)

а

Преобразуем этот интеграл с помощью новой переменной t:

х - а
ст

= г, х = а + at, dx — odt, f, = a - a
a
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1 "г -4 , 1 °Г -т ,л  +

P- а

Р(а< Х< (3 ) = — 7= f е 2 ( a d t )  = —j =  fe 
CTV2"  „ i  V 2Tt ei

р-а p-а а- а
—  2

a  tI f - — 1 f -— I f
+ .—  \ e 2 dt = —7==- Г e 2 dt — j =  I e 2 dt. 

Ы2п J V2n J V27I J0

Введя в рассмотрение функцию

1 V --Ф(х) = —р=  \е 2 dt, (31.32)

предыдущее равенство перепишем так:

Р ( а  < X  < (3) = Ф Р - а /
- Ф а - а (31.33)

Функция (31.32) называется функцией Лапласа. Нетрудно убе
диться, что функция Лапласа является нечетной, т.е.

Ф (-х) = -Ф (х). (31.34)

Действительно,

I f - -  1 rf —Ф (~x) = —f =  \е 2 dt = — \е 2 du =
V2n J л12п J

'  -
= — fe 2 dt = -Ф(х).

Во втором интеграле перешли к новой переменной по формуле 
и = —t, в третьем - переменную интегрирования обозначили буквой t. 
Таблицы значений функции Лапласа даны в приложениях к учебникам 
по теории вероятностей (см., например, [ 1], [2]).

Вычислим вероятность неравенства |Х  — а| < 8 , где X  — нор
мально распределенная случайная величина. Так как в этом случае
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— 8 < Х — а < 8, а — 8 < Х < а  + 8, то в соответствии с формулой 
(31.33) имеем

Р(\Х - а| < 8) = Р (а-8 <  X  < а + 8) =

ф (а + 8) - а ' - Ф (а - 8) - а ' = Ф " 8 ' - Ф ' 8 "

Поскольку функция Лапласа является нечетной, т.е.

Ф ' 8 ' = -Ф Г М— то
, о .

Я ( | * - я |< 6) = 2 Ф ^  . (31.35)

Полагая в этой формуле 8 = ст/, получаем 

Р ( \ х -а|<стг) = 2Ф(г).

Если t -  3, т.е. <5t = За, то Р(| X  -  а | < З с ) = 2Ф (3) - 
= 2-0,49865 = 0,9973,

Р(| X  - а  |<3ст) = 0,9973. (31.36)

Последнее соотношение означает, что событие, состоящее в
осуществлении неравенства | X  — а | < За, имеет вероятность, близкую
к единице, т.е. является почти достоверным. Формула (31.36) выража
ет правило трех сигм: если случайная величина распределена по нор
мальному закону, то модуль ее отклонения от математического ожида
ния не превосходит утроенного среднего квадратического отклонения.

31.10. Нормальное распределение двумерной случайной 
величины
Распределение двумерной случайной величины (X, У) называет

ся нормальным, если ее плотность распределения определяется функ
цией
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где а, b, ст,, <72 - постоянные, причем а, > 0, о 2 > О- Величины а, 
и 0 2 называются главными средними квадратическими отклонениями. 
Точка (а , Ь) называется центром рассеивания двумерной случайной 
величины (X , У) с законом распределения (31.37). Функцию (31.37) 
можно представить в виде

и рассматривать как произведение двух плотностей нормальных рас
пределений случайных величин:

Функция (31.37) принимает постоянное значение прих, у, удов
летворяющих условию

Уравнение (31.38) определяет линии уровня функции (31.37). Эти ли
нии представляют собой эллипсы с полуосями ест, и сст2 и называют
ся эллипсами рассеивания. Оси эллипсов называются осями рассеива
ния. Указанные эллипсы подобны между собой, имеют один и тот же 
центр, совпадающий с центром рассеивания (а, Ь).

В случае, когда а -  О, Ь = О, функция (31.37) принимает вид

(у-ЬУ  
2 о?е

(х - а )2 (y - b f  
_2  +  _ 2 = с2 (с = const). (31.38)



Графиком функции (31.39) является поверхность, изображенная на 
рис. 31.6.

В  частном случае ст, = ст2 = ст нормальное распределение назы
вается круговым и определяется функцией

1 (лг-а)2 (y-fr)2

р(х,у) = — г е 202 2° 2 . (31.40)
2 па

Эллипсы рассеивания (31.38) обращаются при этом в окружности

(£Z 0) l + (ZZ fc)l = c2, {x _ a )2+ {y _ b)2=c2a 2 (3141) 
СТ ст

Рис. 31.6

В  соответствии с (29.24) вероятность попадания точки (X, Y) в 
круг Д  ограниченный окружностью (31.41), вычисляется по формуле

P ( (X ,Y )e  D) = jjp (x ,y )dxdy.

Подставляя сюда выражение (31.40) для р(х, у) и переходя к полярным 
координатам (г, ф) с полюсом в центре рассеивания (а, Ь), получаем

2к со г1 с2

P ( (X ,Y )e  D ) = ̂ ~ r\d < p je  ^ r d r  = l- e~ T . (31.42)
о о
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Отметим, что по этой же формуле находится и вероятность по
падания точки в область Dc, ограниченную эллипсом рассеивания 
(31.38), при общем нормальном двумерном распределении (31.37).

31.11.Распределение «хи - квадрат»
Распределение суммы квадратов независимых случайных вели

чин, подчиненных стандартному нормальному закону распределения,
обозначается у?  и называется «хи-квадрат». Обозначим исходные 

величины буквами Х х, Х г, Х к а сумму их квадратов - Хк т е-

х 1 = х ? + х 22+ ... + х 1

Число слагаемых к в этой формуле называется числом степеней свобо
ды величины x l  Каждая величина X , (i = 1, 2, к ) имеет стан
дартное нормальное распределение, т.е. распределение, определяемое 
функцией (31.30).

Покажем, что квадрат случайной величины X  со стандартным 
нормальным распределением имеет гамма-распределение с парамет
рами X = 1 /2, а  = 1/2. Действительно, с помощью формул п. 29.7 
можно показать, что

Р2(У) = (31.43)

где Р\(х) - плотность распределения случайной величины X ;

р 2(у )  — плотность распределения случайной величины Y  = X 2

(отметим, что функция у  = х2 строго монотонна в каждом из интерва
лов (-ао,0), (0,+оо).

Если случайная величина X  имеет стандартное нормальное рас
пределение с плотностью

т .

то для случайной величины Y  = X 2 по формуле (31.43) получаем
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о и

Рис. 31.7

(31.44)

Формула (31.44) означает, что случайная величина Y = X 2 
имеет гамма-распределение с параметрами Л. = 1 / 2, а  = 1 / 2 .

Можно показать, что если независимые случайные величины X  
и У имеют гамма-распределения соответственно с параметрами а , X 
и а,|а, то их сумма X  + У -  случайная величина, имеющая гамма- 
распределение с параметрами а, Х. + Ц. Это свойство верно для любого 
числа слагаемых - независимых случайных величин. Таким образом, 
случайная величина U  к = X 2 + Х \ + ...+Х 2к имеет гамма-распреде-

1 , , 1 2 ление с параметрами а  = ~ ’ т е' - распределение с чис

лом степеней свободы к — есть гамма—распределение с параметрами 
Х = к/2, а  = 1/2. Плотность этого распределения выражается функ
цией

i- i
р (и ) = \ Ч е 2“ 2 ПРИ М^ 0’ 

О при и < О,
(31.45)

где
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а х 1Ск = — —  = -775—---- • (31.46)
* Г (Х ) 2 Г(£/2)

1 1  _ —
С4= —---- = —, р(и ) = -̂е 2 {и>  0).

4 2 Г (2 ) 4 4

График функциир(и ) изображен на рис. 31.7.

Например, при к = 4 получаем

Глава 32
ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ. ПРЕДЕЛЬНЫЕ 
ТЕОРЕМЫ

Под законом больших чисел понимают общий принцип, в силу которого совме
стное действие случайных факторов приводит при определенных весьма общих 
условиях к результату, почти не зависящему от случая. Этот принцип выражает
ся рядом теорем; в числе их теорема Бернулли, теорема Чебышева. Для доказа
тельства указанных теорем используется неравенство Чебышева.

32.1. Неравенства Чебышева 

Теорема 32.1.

Вероятность того, что модуль отклонения случайной величины 
X  о т  ее математического ожидания М (Х ) меньше любого положи
тельного числа £, больше или равна разности i - ^ — 1:

г2

Р (\ Х - М (Х )\ < € )> \ - Щ 1 ,  (32.1)
Е

где D  (X) — дисперсия случайной величины X.
Докажем теорему для дискретной случайной величины X, за

данной законом распределения Р (х ,) = Pi (/ = 1 ,2 ,...,и).
События \х -М(Х)\<г и \Х - М(Х)\>г являются противопо

ложными, поэтому сумма их вероятностей равна единице, т.е.

Р(\Х - М (Х ) | < е) + Р(\Х - М (Х ) | > в) = 1,

откуда
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Рфг - М (Х)| < е) = 1 - J°(|x - М (Х )| > е). (32.2)

Дисперсия рассматриваемой случайной величины X  определя
ется формулой

D (X ) = (X l- M (X ) )2 р 1+(х2 - М (Х ) )2 р2 +...+ (

+ (д: „ - М (Х ) ) 2р„.

Предположим, что значения случайной величины занумерованы 
так, что

|x ,- M (X )|< e , \х2 - М ( Х ) | < е , \хк - М (Х )|< е ,

| хк+1 “ М (Х ) |>е, \хк+2 — М (Х )\ >г, ..., \хп -М (Х )\> г.

Поскольку обе части каждого из последних неравенств положи
тельны, то

(хк+1- М (Х ) )2 >е2,
(хк+2- М (Х ))2 >£2, (хп - М (X ) )2 > г2.

Принимая во внимание эти неравенства и тот факт, что каждое 
слагаемое суммы (32.3) неотрицательно, получаем

D (X )> (x k+l- M (X ) )2pk+1 +{хк+2- М (Х ) )2 рк+2 + ... + 

Ц хп - М (Х ) )2 pn >e2(pk+i + рк+2+ ... + Рп),

D ( X )  > Z 2{ p k +1 + р к + 2 + ...+  р п). (32.4)

В  соответствии с теоремой сложения вероятностей сумма 
Рк+\ + Рк+ 2  + • + Рп выражает вероятность того, что случайная 
величина X  примет одно из значений х, (/ = к + 1, к + 2, ..., п), для 
которого | х, - М (Х )|  > е, т.е.

Р ы  + Рк+г + — + рп = Р (\ Х - М (Х )\ > £ ).
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Подставим это выражение в неравенство (32.4) 

D (X )>  г2Р(\Х - М  ( X )| > 8),

откуда

(32.5)

Неравенство (32.5) называется неравенством Чебышева. Подставив 
это неравенство в (32.2), получим неравенство (32.1), которое назовем 
вторым неравенством Чебышева. Отметим, что (32.1) верно и для не
прерывных случайных величин.

32.2. Теорема Чебышева
Случайная величина принимает значения, зависящие от многих 

причин, учесть которые не представляется возможным; вследствие 
этого невозможно предвидеть, какое значение примет она в результате 
данного опыта. Поставим вопрос, обладает ли закономерностью пове
дение суммы достаточно большого числа случайных величин. На пер
вый взгляд может показаться, что такой закономерности нет, как и для 
каждой случайной величины в отдельности. Но это не так. Поведение 
суммы достаточно большого числа случайных величин при некоторых 
условиях утрачивает случайный характер и становится закономерным. 
Эти условия указаны, например, в теореме Чебышева.

Теорема 32.2.

Если случайные величины X ,, X 2, ..., Х п независимы, имеют 
математические ожидания и дисперсии, каждая из которых ограни
чена одним и тем ж е  числом С, то  для любого положительного числа 
£ выполняется неравенство

п
\

М (Х ,) + М(Л-2) + ... + М (Х „)
п

(32.6)

387



Доказательство.
Введем в рассмотрение среднее арифметическое данных слу

чайных величин:

1 П
(32.7)

Так как

M ( X )= M (X l) + M (X 2) + . . .+M {X J = 1  ̂  

п n t t

то неравенство

Х х + Х г +... + Х п М (Х х) + М {Х г) + ... + М {Х п)

принимает вид | X  - М (Х )|< е .
Применяя неравенство (32.1) к случайной величине (32.7), по

лучаем

Р(|Аг -Л /(Х )|< 8 )> 1- D (X )
,2 (32.8)

Учитывая условие D {X k)< C  (к =1, 2, п) и свойства 
дисперсии, находим

/ х , + х 2 + , - +Уп ^
D (X ) = D

D (X i)+ D (X 2)+ ...+ D (Xn) „  С + С+  ... +С _
п1 п2
пС С С= —^ = — , D (X )< — .
п п п

Из последнего неравенства и (32.8) следует неравенство
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или

(32.9)

что равносильно (32.6). Доказанная теорема называется теоремой 
Чебышева.

Введем понятие сходимости по вероятности. Последователь
ность случайных величин Х ^ ,Х г,--, Х п сходится по вероятности к 
случайной величине X, если для любого числа £ > О

Замечание 1.
Из сходимости по вероятности хп—>а не следует , что lim хп =а в

подняться для отдельных п > N .________________________________ _

С л е д с т в и е .  Если случайные величины Х^, Х 2, ■■■, X  п 
удовлетворяют условиям теоремы 32.2, то

Действительно, переходя к пределу при п —>° °  в неравенстве 
(32.9), получаем

(32.10)

обозначение: Х п —* Х .
р

р

смысле математического анализа; неравенство\хп —а  <£ может не вы-

389



Поскольку вероятность не может быть больше единицы, отсюда сле
дует (32.11).

Теорема Чебышева верна для дискретных и непрерывных слу
чайных величин. Отметим следствие из частного случая теоремы Че
бышева. Если все случайные величины имеют одно и то же математи
ческое ожидание а: М ( Х к) = а (к  - 1, 2 ,..., п), то

Зам ечание  2.
Теорема Чебышева имеет важное практическое значение. Этой теоре

мой пользуются, например, когда при измерении некоторой величины в 
качестве ее значения берут среднее арифметическое результатов всех про
веденных измерений.

В самом деле, результаты п измерений можно рассматривать как слу
чайные величины X itX 2,...,Xn. Предположим , что выполнены следую
щие условия: 1) величины X X ......Х п попарно-независимы (результат
каждого измерения не зависит от результата любого из остальных измере
ний); 2) эти величины имеют одно и то же математическое ожидание (из
мерения проводятся без систематических ошибок - ошибок одного знака; 
математические ожидания всех величин одинаковы и равны значению из
меряемой величины); 3) дисперсии всех величин ограничены одной и той 
же постоянной (прибор обеспечивает определенную точность измерений; 
хотя результаты отдельных измерений различны, но рассеяние их ограни
чено).

Если указанные условия выполнены, можно применить теорему Чебы
шева (ее частный случай, выражаемый формулой (32.12)), т.е. при доста
точно большом числе измерений почти достоверно, что среднее арифмети
ческое полученных результатов как угодно мало отличается от истинного 
значения измеряемой величины.

Отметим, что среднее арифметическое будет получено лишь с точно
стью, не превышающей точности прибора (не следует считать, что при 
увеличении числа измерений можно достичь сколь угодно большой точно
сти).

На теореме Чебышева основан выборочный метод, широко применяе
мый в статистике. Суть этого метода заключается в том, что по некоторой 
выборке судят о всей совокупности исследуемых объектов (например, о 
качестве некоторой массы зерна по небольшой пробе).____________

формула (32.11) принимает вид

(32.12)
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32.3. Теорема Бернулли

Теорема 32.3.

Если т  — число появлений события А в п независимых испыта
ниях u p  — вероятность появления события А в каждом испытании, 
то  при достаточно больших п как угодно близка к единице вероят
ность того, что модуль отклонения относительной частоты  от  
вероятности меньше любого числа £ > 0, т  е.

lim РП~Ь°°

/ \т
--- Р < г
п )

(32.13)

Доказательство.
Пусть Х к - число появлений события А  при к-м испытании

(к = 1 , 2 , п). Каждая из случайных величин Х к может принимать 
лишь два значения: х, =1 с вероятностью р  (событие А  наступило) и 
х2 = 0 с вероятностью q = \— р (событие А не наступило), поэтому 
все они имеют одно и то же математическое ожидание а, причем 
а - М ( Х к) = р (см. (31.3)), одну и ту же дисперсию D = D (X k)- p q  
(см. (31.5)).

Поскольку p q < — (p  + q = \, произведение принимает наи- 
4

большее значение при p = q = 0,5 ), то к рассматриваемым величинам 
Х 1, Х 2,—, Х п применима теорема Чебышева. Формула (32.12) при
нимает вид

lim РЛ—*»

1 п 
п <е = i . (32.14)

п
Так как к = т ,  где т  — число появлений события А при п

испытаниях, то
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lim PЛ—»“

f т \
---Р <£

V п )
=  1.

Доказанная теорема называется теоремой Бернулли 

Замечание.
Теорема Бернулли подтверждает обоснованность статистического оп

ределения вероятности.

32.4. Понятие о центральной предельной теореме. Теоремы 
Лапласа
Многие задачи теории вероятностей связаны с изучением сум

мы независимых случайных величин, которая при определенных усло
виях имеет распределение, близкое к нормальному. Эти условия вы
ражаются центральной предельной теоремой, один из вариантов кото
рой принадлежит русскому математику, академику Петербургской 
академии А.М. Ляпунову (1857-1918). Приведем без доказательства 
теорему, относящуюся к случаю, когда все случайные величины име
ют одинаковые распределения.

Теорема.

Если Х 1, Х 2,...,Х п — независимые случайные величины, имею
щие одно и то  ж е  распределение с математическим ожиданием а и 
дисперсией О2, т о  при неограниченном возрастании п закон распре
деления суммы X  = X t + Х 2 +...+ X  п неограниченно приближается к 
нормальному.

С л е д с т в и е .  Если случайные величины Х 1, Х 2,..., Х п 
удовлетворяют условию теоремы, то  их среднее арифметическое при 
достаточно большом п такж е  имеет распределение, близкое к нор
мальному.

Действительно, каждое слагаемое суммы

- Х. + Х 2+... + Х п X. Х 2 Х п X  = — !---- 2-------- !!_ = _ L  + _ L + .
п п п п

1 Эта теорема опубликована в 1713 г., она положила начало теории вероятностей как 
науке. Доказательство Я. Бернулли было очень сложным. Более простое доказательство 
дал П.Л. Чебышев в 1846 г.
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имеет математическое ожидание а:п и дисперсию <7 : п , т.е.2 2

м I4 ' ] = М^  = \  D
1 п J п п 1 "  J

_  Р( Х ' )  а 2
п 2 п2/

(/ =  1,2 ,...,л),

X
величины — (г=1, 2, ..., п) удовлетворяют условиям теоремы Ля- 

п
пунова.

Из теоремы Ляпунова следует локальная теорема Лапласа. Об
ратимся к случайной величине X  — числу к появления события А  при п 
независимых испытаниях. Ее можно представить так: 
X  = Х ] + Х 2 + •••+ X п г де Хп — число появления события А  при i -м 
испытании (i =  1,2, . . . ,  п). Поскольку при всех / 

A f (X ,)=  р,  D ( X j ) =  pq  (см. п. 31.2), то величины X, (/ =  1,2, п)  
удовлетворяют условиям теоремы Ляпунова. Их сумма 
X  =  Х х +  Х 2 +  ...+  Х п имеет распределение, близкое к нормальному: 

это распределение определяется формулой (31.22). Как известно, 
М ( X )  = пр, D{ X)  = npq  (см. п. 31.2). Подставляя в формулу (31.22)

значения х  = к, а = п р ,  а  -  -Jnpq,  заключаем: вероятность того, что

событие А при п испытаниях появится ровно к  раз, приближенно вы
ражается формулой

. . (к-пр)2
Pk n = - L = - ^ i  ^  . (32.15)

yjnpq л/2л

Итак, получена следующая 

Локальная теорема Лапласа.

Если вероятность появления события А в каждом из п незави
симых испытаний равна одной и той же постоянной р  ( 0  < р  <  1),

то вероятность Рк п того, что во всех этих испытаниях событие А

появится ровно к раз, приближенно выражается формулой (32.15), 
или

393



Отметим, что таблицы значений функции (32.17) даны в прило
жениях к учебникам и учебным пособиям по теории вероятностей (см., 
например, [1], [2]). Приведем без доказательства еще одну теорему.

Интегральная теорема Лапласа.

Если вероятность появления события А в каждом из п незави
симых испытаний равна одной и той же постоянной р  ( 0 < р  < 1), то

вероятность Pn(k], k 2) того, что в этих испытаниях событие А
появится не менее к\ раз и не более ki раз, приближенно определяется 
формулой

Эту формулу можно представить в другом в виде:

или

Р„(к1, к 2) = Ф(х2) - Ф ( х 1), (32.19)

где Ф (х )— функция Лапласа (см. (31.32)).



Глава 33
ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

Математическая статистика занимается разработкой методов сбора, описания и 
обработки опытных данных, т е. результатов наблюдений, с целью получения 
научных и практических выводов.

33.1. Выборочный метод. Основные понятия
Статистической совокупностью называется множество одно

родных объектов, объединенных по некоторому общему отличитель
ному признаку. Примеры статистических совокупностей: множество 
рабочих данного цеха при изучении вопроса о количестве выпускае
мой продукции, множество населения данной страны при исследова
нии ее трудовых ресурсов. Отличительные признаки: производитель
ность труда в первом случае, возрастной состав населения во втором.

Пусть требуется изучить некоторый признак статистической со
вокупности. Для этого можно провести сплошное обследование. Но 
если число объектов достаточно велико, то осуществить указанное 
обследование не представляется возможным. Если же изучение связа
но с уничтожением объекта (например, при определении продолжи
тельности времени работы электронного оборудования) или с боль
шими материальными затратами, то сплошное обследование не имеет 
смысла. Вследствие этого для изучения интересующего признака при
меняется выборочный метод. Сущность этого метода заключается в 
том, что обследованию подвергаются не все объекты совокупности, а 
только некоторая их часть, случайно выбранная из данной совокупно
сти; выводы, полученные при изучении этой части, распространяются 
на всю совокупность объектов.

Введем основные определения и понятия, связанные с выбороч
ным методом.

Генералыюй совокупностью называется совокупность всех од
нородных объектов, подлежащих изучению. Выборочной совокупно
стью, или выборкой, называется совокупность объектов, случайно 
отобранных из генеральной совокупности. Объемом совокупности 
(генеральной или выборочной) называется число ее объектов. Напри
мер, если из 10 ООО изготовленных деталей для обследования отобрано 
100, то объем генеральной совокупности N =  10 000, объем выборки 
п =  100. Выборка бывает повторной (с возвращением исследуемого 
объекта в генеральную совокупность) и бесповторной (без указанного 
возвращения). На практике чаще используется бесповторная выборка. 
Выборка должна быть репрезентативной (представительной), т.е. 
такой, по которой можно уверенно судить об интересующем признаке
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всей генеральной совокупности. Выборка будет репрезентативной, 
если ее осуществить случайным образом.

При изучении некоторого признака выборочной совокупности 
производятся испытания (наблюдения). Пусть посредством независи
мых испытаний, проведенных в одинаковых условиях, получены сле

дующие числовые значения: х т , х т , . . . ,  где п  -  объем выбор
ки. Расположим эти значения в порядке их возрастания:

Последовательность наблюдаемых значений х, (( =  1, 2, . . . ,  п), запи
санных в возрастающем порядке (33.1), называется дискретным ва
риационным рядом, а сами эти значения х , называют вариантами. 
Среди вариант могут оказаться равные, тогда дискретный вариацион
ный ряд можно записать так:

Относительной частотой СО, варианты jc, называется отношение ее 
частоты к объему выборки:

jc, ,  х 2, ... .  хп (дс, < * 2 < . . .  < х„). (33.1)

Хх1 Х2, •••» Xf ,

nv n2,...,nk,
(33.2)

где П; — частота появления значения дс,-, причем

*
(33.3)

п, (33.4)со,. =
п

Очевидно,

к к
(33.5)

т.е. сумма относительных частот всех вариант равна единице.
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33.2. Статистическое распределение. Полигон и 
гистограмма
Статистическим распределением выборки называется соответ

ствие между вариантами и их частотами (или относительными часто
тами). Статистическое распределение может быть задано, например, с 
помощью таблицы, в которой указаны варианты и соответствующие 
им частоты.

Пример.
Задано распределение частот выборки объема п — 60:

4 10 16 20 24 30
пi 15 18 6 4 5 12

Найти распределение относительных частот.
Применяя формулу (33.4), вычисляем относительные частоты:

_ п, _ 15 _ 1 _ п2 _ 18 _ 3 _ и3 _ 6 _ 1
Ю | б о " 4 ’ “ 2 _ "й” _ б о - 7 о ’ 3 _ "л~_ 6 0 _ Н)’

_ «4 _ 4 _ 1 _ л5 _ 5 _ 1 _ п6 _ 12 _ 1
“4 _ "й~_ 60_ Т5’ “5 _ Т _ 60_ Т2’ “6_~й~_ 60_ ?'

Следовательно, распределение относительных часгог определяется 
таблицей

Xi 4 10 16 20 24 30

(Oi
1 3 1 1 1 1

4 10 10 15 12 5

Отметим, что > а>, = — i------1------1----- 1---- + — = 1.
' 4 10 10 15 12 5»=]

В целях наглядности статистическое распределение изобража
ется графически. Если статистическое распределение задано перечнем 
вариант и соответствующих частот пп  то на оси абсцисс отклады

вают варианты хп  на оси ординат -  частоты п,, строят точки 

М ,,(х ,,п ,) ,  М 2(х2,п2), ..., M k(xk , nk) и последовательно соеди
няют их отрезками прямых; полученная ломаная называется полигоном 
частот. Аналогично строится полигон относительных частот, т.е. 
ломаная, отрезки которой последовательно соединяют точки 
^ , , ( * , , 0),), М 2(х2,(й2) , M k(xk ,(Ok) где СО, -  относительная час
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тота xt . На рис. 33.1 изображен полигон частот распределения, ука
занного в примере.

Кроме дискретных вариационных рядов рассматриваются ин
тервальные вариационные ряды, в которых значения признака могут 
меняться непрерывно. Примерами непрерывных случайных величин, 
которые могут принимать любые значения из соответствующих интер
валов, являются: урожай какой-либо зерновой культуры и др.

п .
О 3 6 9 12 15 18 21 24 х 

Рис. 33.2

Пусть имеются результаты измерений непрерывной случайной 
величины X,  для которой а и Ъ — соответственно наименьшее и наи
большее значение. Отрезок [а, Ь\ разобьем на к элементарных отрез
ков [дс(._,, jcJ (г = 1, 2, .. . ,  к) (х0 =а,  хк = Ь). Обозначим через п: 
число значений величины X,  принадлежащих интервалу , jcf). 
Построим табл. 33.1. Эта таблица называется интервальным вариаци
онным рядом. Относительной частотой, соответствующей г-му интер
валу, называется отношение частоты nt к объему выборки п, где

к
яп =  и, + п 2 +... + пк. Очевидно, /  —  =  1.

ы\ п
Таблица 33.1

Значения признака Частота

(*0’*l) щ

U i,* 2) п2

пк
Сумма п (объем выборки)
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Разности х х—х0, хг —хх,. . . ,  хк —х к_х называются интерваль
ными разностями. Разность между наибольшим и наименьшим значе
нием признака А", т.е. хк —х0 (или Ь — а),  называется размахом ва

риации. Плотностью распределения частот на интервале (х{_х, х () 
называется частное

Интервальный вариационный ряд будет наиболее простым, ко
гда все интервальные разности равны между собой, т.е. x t — х (_, =  h 
(i  = 1, 2,..., к), плотность распределения частот на i-м интервале в 

п,этом случае равна — .

Если статистическое распределение задано перечнем интерва
лов и соответствующих им частот, то строят гистограмму частот. Гис- 
тограммой частот называется ступенчатая фигура, состоящая из

прямоугольников с основаниями ht =  jc, — jc,_, и высотами —  . В
h ,

случае равенства интервальных разностей все прямоугольники имеют
п

одно и то же основание h, их высоты равны — . На оси абсцисс откла-
h

дывают частичные интервалы длины h, над i-м интервалом строят

прямоугольник высоты — . (плотность частоты). Отметим, что пло-
h

щадь S  гистограммы частот равна сумме всех частот, т.е. объему вы
борки. Действительно, если st — площадь /-го прямоугольника, то

(33.6)

к к

На рис. 33.2 изображена гистограмма частот распределения объема 
п = 75, указанного в табл. 33.2.



Таблица 33.2

Частичный интервал 
длины h=3 3 - 6 6 - 9 9 -1 2 1 2 - 15 15-18 18-21 2 1 -2 4

Сумма частот вари
ант частичного ин

тервала и,
6 9 12 21 18 6 3

Плотность частоты 
rij/h 2 3 4 7 6 2 1

Аналогично строится гистограмма относительных частот, т.е. 
ступенчатая фигура, состоящая из прямоугольников, основания кото
рых равны /г, ( /г, -  длина каждого частичного интервала), а высоты -  

(О, ,
—-  (это отношение называется плотностью относительной частоты).

Очевидно, площадь s гистограммы относительных частот равна сумме 
относительных частот, т.е. единице. В самом деле, если — площадь 

г-го прямоугольника, то

33.3. Эмпирическая функция распределения
Эмпирической функцией распределения, или функцией распреде

ления выборки, называется функция, определяющая для каждого зна
чения х  относительную частоту события X  < х. Обозначим эмпириче

скую функцию распределенйя через F ' (х)\  если пх — число вариант, 

меньших х, п  -  объем выборки, то по определению

F*(jc) = — . (33.7)
и

Из определения эмпирической функции следует, что F (х)  об

ладает следующими свойствами: 1) значения функции F  (х) принад

лежат отрезку [0, 1]; 2 ) F*{x)  -  неубывающая функция; 3) если а -  

наименьшая, b  -  наибольшая варианта, то F * ( x ) =  0 при х < а ;
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F*(jc) =  1 при x >  b. Функцию F ( x )  распределения генеральной

совокупности, в отличие от эмпирической функции F*( x ) распреде
ления выборки, называют теоретической функцией распределения. 
Различие между эмпирической и теоретической функцией распределе
ния состоит в том, что первая определяет относительную частоту со
бытия X  < х, а вторая -  вероятность того же события.

Пример.
Найти эмпирическую функцию по данному распределению выборки:

варианты х, 6 8 12 15
частоты п. 2 3 10 5

Ц
Объем выборки п = п: = 2 + 3 + 10 + 5 = 20. Наименьшая варианта 

/=|
х, = 6, поэтому F  (х) — 0, если х  < 6 . Значение X  < 8, т.е. х, = 6, на-

2
блюдалось 2 раза, поэтому F  (х) = = 0,1, если 6 < х  < 8.

Значения X  < 12, т.е. х, = 6, х2 = 8, наблюдались 2 + 3 = 5 раз, по

этому F  (х) — —  -  0,25, если 8 < х < 12.
20

Значения X  < 15, т.е. х, = 6, х2 = 8, х3 = 12, наблюдались

2 + 3 + 10 = 15 раз, поэтому F' (x)  = = 0,75, если 12 < х < 15.

Поскольку х4 = 1 5 -  наибольшая варианта, то F  (х) = 1, если х > 15.
Итак, искомая эмпирическая функция определяется формулами

F (*) =

0 при х <> 6,
0,1 при 6 < х < 8. 
0,25 при 8<дг<12.
0,75 при 12 < х < 15,
1 при х > 15.
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График этой функции изображен на рис. 33.3.
F*(x) ' 

1
0,75

0,25

О 1 6 8 12 15 X

Рис. 33.3

33.4. Оценка параметров по выборке. Понятие 
несмещенности, состоятельности и эффективности 
оценки
Пусть случайная величина X  имеет распределение F{x, а ) , со

держащее неизвестный параметр. Требуется оценить параметр ос, т.е. 
приближенно определить его значение по некоторой выборке 
хх, х 2, —, х п. Оценку параметра а , обозначим через а ;  очевидно, а  

зависит от хх, х г , ...,х п , т.е.

a  = a(xv x2, ...,хп). (33.8)

Отметим, что а  является случайной величиной, так как в /-й серии из 
п испытаний а  принимает некоторое значение а , .  Следовательно, 
можно говорить о распределении этой величины и о числовых харак
теристиках распределения.

Чтобы оценка ОС неизвестного параметра а  имела практиче
скую ценность, к ней предъявляются некоторые требования.

Оценка параметра ОС называется несмещенной, если математиче
ское ожидание а  равно ос, т.е.

М ( а ) = а, (33.9)

и смещенной, если

М  (а) *  а. (33.10)
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Оценка а  параметра ОС называется состоятельной, если при 
любом е > О

Н т Р ( | а - а | < е ) = 1. (33.11)

Очевидно, равенство (33.11) выполняется, если

lim D(a) — 0. (33.12)

Это следует из неравенства Чебышева (см. (32.1)).
Оценка а  называется эффективной, если при заданном п  она 

имеет наименьшую дисперсию, т.е.

Желательно, чтобы полученные из опыта оценки характеристик 
генеральной совокупности удовлетворяли требованиям несмещенно
сти, состоятельности и эффективности.

33.5. Генеральная средняя. Выборочная средняя. Оценка 
генеральной средней
Пусть требуется изучить дискретную генеральную совокуп

ность относительно количественного признака X.
Генеральной средней называется среднее арифметическое зна

чений признака X  генеральной совокупности. Обозначим генеральную 
среднюю через хг . Если все значения x }, x 2, . . . ,xN признака гене

ральной совокупности объема N  являются различными, то

Поскольку признак X  можно рассматривать как случайную величину, 
возможные значения которой x i , x 2, . . . ,xN имеют одну и ту же вероят
ность p  = \ :N,  математическое ожидание этой величины определяет

ся формулой

(33.13)

(33.14)



1 1  1 1  i 1М ( Х )  = х , -----н х , —  + ... + xw—  = — > x - = x r ,
' N  2 N  N N ^ f  ' г

М ( Х )  = хг . (33.15)

Если значения х ], х 2, . . . ,хт имеют соответственно частоты
т

N x, N 2, ..., N m, причем У  N; = N , то
/ = |

_ _ x lN ] + x 2N 2 +... + xmN lri
Лг —

1 т
, x r = — ^ x iNi . (33.16)

*  N

Отметим, что формула (33.15) справедлива и для этого случая. При 
непрерывном распределении признака X  по определению полагают

хг =М( Х) .  (33.17)

Предположим, что для изучения генеральной совокупности от
носительно количественного признака X  из нее извлечена выборка 
объема п.

Выборочной средней л:в называется среднее арифметическое 
значений признака выборочной совокупности. Если все значения 
.Х], х 2, ..., хп различны, то

х ,  +ДГ, +  . . .  +  X .  
Х а  =  — ------- ------- * -.* в  = - £ * / ■  (33.18)У! ^

Если значения х х, х 2, ..., хк имеют соответственно частоты 

п \,п 2,...,п к , причем п1+ п 2 + ... + пк =п,  то

(33.19)

Так как каждой выборке объема п, извлеченной из генеральной сово
купности, соответствует некоторое число хв , определяемое формулой

404



(33.18) или (33.19), то выборочную среднюю можно рассматривать как 
случайную величину Х в .

Выборочную среднюю принимают в качестве оценки генераль
ной средней. Покажем, что эта оценка является несмещенной и состоя
тельной, т.е. М ( Х В) = хг , lim  Р ( | Х в - х г |< £ )  =  1. Не уменьшая

И—»“
общности рассуждений, предполагаем, что все значения х ,, х 2, •••, х„ 
различны. Будем рассматривать эти значения как независимые, одина
ково распределенные случайные величины X], Х 2, ..., X п ; они имеют 
одинаковые числовые характеристики, в частности, одно и то же ма
тематическое ожидание а. Учитывая свойства математического ожи
дания, получаем

М ( Х Ъ) = М X,  + X , + ...+ х„
= а, М ( Х в) = а. (33.20)

Поскольку каждая из величин X, ,  Х 2, ..., Х п имеет то же рас
пределение, что и генеральная совокупность, математическое ожида
ние признака X  генеральной совокупности также равно а, т.е.

М ( Х )  = а. (33.21)

Из формул (33.15), (33.20) и (33.21) следует, что

М ( Х В) — л:г . (33.22)

Это равенство означает, что выборочная средняя является несмещен
ной оценкой генеральной средней. Предполагая, что дисперсии слу
чайных величин X ,, Х 2, X п ограничены, на основании следствия 
из теоремы Чебышева (частный случай) получаем

lim Р( \ ХВ - а |  < е) = 1, или lim  / , ( |Х В -  хг | <  е) =  1,
п— л—

так как а = х т в силу равенств (33.15) и (33.21). Следовательно, при 
неограниченном увеличении объема выборки выборочная средняя 
стремится по вероятности к генеральной средней. Последнее равенст
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во означает, что выборочная средняя будет состоятельной оценкой 
генеральной средней.

Из предыдущего следует, что выборочные средние, найденные 
по нескольким выборкам достаточно большого объема из некоторой 
генеральной совокупности, приближенно равны между собой. Это 
утверждение выражает свойство устойчивости выборочных средних.

33.6. Генеральная дисперсия. Выборочная дисперсия. 
Эмпирическая дисперсия. Эмпирический стандарт
Для характеристики рассеяния значений количественного при

знака X  генеральной совокупности вокруг своего среднего значения 
служат понятия генеральной дисперсии и генерального среднего квад
ратического отклонения.

Генеральной дисперсией D r называется среднее арифметиче

ское квадратов отклонения значений признака X  генеральной совокуп
ности от их среднего значения д:г . Если все значения jt,, х 2, ...,xN
признака генеральной совокупности объема N  являются различными, 
то

1 N
= T f ^ (Xi~ Xr)2- (33-23)"  1=1

Если значения x t , x 2, ... ,х к имеют соответственно частоты 

N x, N 2, . .. ,N k , причем N x + N 2 +. . .+ N k = N ,  то

1 *
Dr = —  £ Л Г ,.(Х ,-* Г)2. (33.24)

/=1

Генералъным средним квадратическим отклонением (Гг называ
ется корень квадратный из генеральной дисперсии, т.е.

стг = Л/й 7 .  (33.25)

Для характеристики рассеяния значений количественного при
знака выборки вокруг среднего значения х в вводят понятия выбороч
ной дисперсии и выборочного среднего квадратического отклонения.
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Выборочной дисперсией DB называют среднее арифметическое 
квадратов отклонения наблюдаемых значений выборки от их среднего 
значения х в . Если все значения х , , х2, ...,хп признака выборки объема 

и различны, то

А * = - У ( * , - * в ) 2- (33.26)
п ы

Если значения х1,х 2, . . . , х к имеют соответственно частоты 

щ , п 2, —,пк , причем щ + п 2 +... + пк =  п, то

1 ^°в = -У Ч (* ,-* в )2- (33.27)
n T f

Выборочное среднее квадратическое отклонение а в определя
ется формулой

а в = (33.28)

Для вычисления выборочной дисперсии можно пользоваться 
формулой

DB = x 2B- ( x B)2, (33.29)

где

ем

*в (33.30)
л «  п w

Докажем формулу (33.29). Преобразуя формулу (33.27), получа-

1 m* , 1 * '

DB = - У  лДдс, - х в ) 2 = - У и , ( х , ! - 2 х ,х в + (дсв )2) =п И /=1

1 2 ^  (^ в ) 2 V 1
= - X n«-jc' — + - ^ — X й- =п г г 1 п

— дгв 2jcbjcb + ( xb) — х в (дгв ) .
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Из формулы (33.24) аналогично нам м Dr =  х 2 - (л:г )2. 
Следовательно, для обоих случаев

D = х 2 — (х)2, (33.31)

где jc2 — среднее квадратов значений; ( х )2 -  квадрат общей средней. 
Можно доказать, что

М (DB) — —— Dr. (33.32)
п

Так как М  (DB) ^  D r , то выборочная дисперсия DB является

смещенной оценкой генеральной дисперсии Dr . Чтобы получить

несмещенную оценку генеральной дисперсии Dr , вводят понятие так

называемой эмпирической (или исправленной) дисперсии s 2.

Эмпирическая, или исправленная, дисперсия s2 определяется 
формулой

2 П п  П 1 V 1 /  ч2
5 = ----- - ° ъ = ----- г - > « / ( * / - * в )  •п - 1  п ~ \ п —

1 *
s 2 = ------ У . п , ( х 1- х а)2. (33.33)

« - 1 ых

Исправленная дисперсия (33.33) является несмещенной оценкой гене
ральной дисперсии, так как

M ( s 2) — М '  - . о :1 в П -  1
” M( DB) =

п - 1

= ̂ ^ D r = D r . 
п — 1 п

Для оценки среднего квадратического отклонения генеральной 
совокупности служит «исправленное» среднее квадратическое откло
нение, или эмпирический стандарт:
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5 = ^ Г = ] ^ г $ л ' ( х , _ Д Г в ) 2 - (33.34)

В случае, когда все значения х х, х 2, . . . , хп различны, т.е. все 

л, =  1 и к  =  п , формулы (33.33) и (33.34) принимают вид

33.7. Доверительная вероятность. Доверительный 
интервал
Оценка, определяемая одним числом, называется точечной. При 

выборке малого объема точечная оценка может существенно отличать
ся от истинного значения неизвестного параметра. Вследствие этого 
пользуются интервальными оценками. Оценка, определяемая двумя 
числами — концами интервалов, называется интервальной.

Пусть Й -  оценка неизвестного параметра а , полученная по 
данным выборки. Очевидно, оценка тем точнее, чем меньше модуль 
разности а - й .  Если 8 > 0  и | а - й | < 8 ,  то чем меньше 8, тем точ

нее оценка а ; число 8 характеризует точность оценки.
Доверительной вероятностью, или надежностью, оценки 

а  параметра а  называется вероятность у, с которой осуществляется

неравенство | а - й | < 8 , т.е.

Обычно надежность у задается заранее, в качестве у  берут число,

венствам - 8 < а - Й < 8  или Й - 8 < а < Й  +  8 , то формулу (33.37) 
можно записать в виде

(33.35)

(33.36)

(33.37)

близкое к единице. Так как неравенство | а - й |  <  8 равносильно нера
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Р{ а  - 5 < а < а  + 8) = у. (33.38)

Эта формула означает следующее: вероятность того, что интервал 
(й  — 8 , й  +  8) заключает в себе (покрывает) неизвестный параметр а, 

равна у . Интервал (й  — 8, Й + 8 ), который покрывает неизвестный 

параметр а  с заданной надежностью у, называется доверительным 
интервалом. Концы доверительного интервала называют доверитель
ными границами. Доверительные границы являются случайными вели
чинами (они изменяются от выборки к выборке).

Рассмотрим вопрос о построении доверительного интервала для 
оценки математического ожидания а нормального распределения при 
известном значении среднего квадратического отклонения 0 .

Пусть количественный признак X  генеральной совокупности 
имеет нормальное распределение с заданным с  и неизвестным а. 
Оценим неизвестный параметр а выборочной средней j c b  ; найдем 

доверительный интервал, покрывающий параметр а  с надежностью у. 

Так как выборочное среднее х в меняется от выборки к выборке, его 

можно рассматривать как случайную величину Х в . Выборочные зна

чения х 1, х 2, ...,хп также меняются от выборки к выборке. Будем рас
сматривать их, как одинаково распределенные случайные величины 
X , , Х 2, ..., Х п (математическое ожидание каждой из этих величин 

равно а, среднее квадратическое отклонение равно а ) .  В соответствии 
с формулами п. 30.3 (см. (30.31) и (30.33)) имеем

Поскольку случайная величина Х в также имеет нормальное распре
деление, то, применяя формулу (см. п. 31.9)

М ( Х в) = а, о ( Х в) = -¥=.
Ып

(33.39)

Потребуем, чтобы

Р ( |Х в-а |< 5)  = у. (33.40)
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к величинам Х в и с ( Х в ) = —j= , находим
о

Р(| Х в- «  |<  5) = 2Ф
ст

v /

= 2Ф(Г),

где

f =
8yfn

„ о
Из последнего равенства определим о = t —j=  i

л/n
формулу (33.41):

Р( |Х В — а | < —7= ) = 2<t>(f) 
•Jn

или

m /о
;св I— < я < дгв + г—

■>Jn v «
= 2Ф(Г),

гделсв -  выборочное среднее.

Поскольку вероятность Р  задана и равна у, т.е.

га го
*В /— < я < хв + ,— 

Vn \ п

(33.41)

(33.42) 

подставим в

(33.43)

(33.44)

то последнее означает, что доверительный интервал



покрывает неизвестный параметр а с надежностью у. Из формулы 
(33.42) находим точность оценки

(33.46)

Отметим, что число t определяется равенством

2Ф(г) = У. (33.47)

получающимся из (33.43) и (33.44); значение t находится с помощью 
таблиц функции Лапласа.

Глава 34
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ 
НАБЛЮДЕНИЙ

Методы теории вероятностей и математической статистики широко применяют
ся при изучении различных явлений и обработке результатов эксперимента. 
Изучение явления, как правило, начинается с наблюдений. Под наблюдением 
имею! в виду регистрацию некоторых (случайных) событий, связанных с изу
чаемым явлением. Результаты наблюдений делятся на качественные и количест
венные К качественным результатам относится появление некоторых событий 
(зажигание контрольной лампочки, выпадение осадка в растворе и т.п.). Количе
ственные результаты получают при соответствующих подсчетах и измерениях

34.1. Измерения и их погрешности. Применение методов 
математической статистики к обработке результатов 
наблюдений
Под измерением понимают сравнение некоторой величины с 

другой (однородной) величиной, принятой за единицу. Различают 
прямые и косвенные измерения. При прямых измерениях исследуемая 
величина сравнивается с единицей измерения непосредственно или с 
помощью измерительного прибора (например, измерения длин линей
кой, масс на весах и т.п.). При косвенных измерениях величины ее 
значения определяются по результатам прямых измерений других 
величин, связанных с рассматриваемой величиной заданной функцио
нальной зависимостью (например, измерения плотности тела по изме
рениям его массы и объема).
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В результате измерений получают приближенные значения ве
личины, а не ее точное значение. При измерениях неизбежны погреш
ности. Погрешностью, или ошибкой, измерения называется разность 
х  — а между результатом измерения х  и точным значением а изме
ряемой величины. (Отметим, что погрешности измерений обычно 
неизвестны, так как неизвестно и точное значение измеряемой величи
ны).

Различают следующие виды погрешностей (ошибок) измерений: 
грубые, систематические, случайные. К грубым ошибкам (или прома
хам) относят ошибки, сделанные вследствие неверной записи показа
ний прибора, неправильно прочитанного отсчета и т.п. Систематиче
ские погрешности -  погрешности, связанные с ограниченной точно
стью изготовления прибора, неправильной его установкой или некото
рыми другими факторами. Они вызываются вполне определенными 
причинами, и их величина при всех измерениях остается постоянной 
(как в случае смещения нуля шкалы прибора) либо изменяется по оп
ределенному закону (как в случае неравномерной шкалы). Системати
ческие ошибки можно устранить путем введения соответствующих 
поправок.

Случайные погрешности вызываются большим числом случай
ных причин, действие которых на каждое измерение различно и зара
нее не может быть учтено. Случайные погрешности являются неустра
нимыми. Хотя их нельзя исключить, но с помощью методов теории 
вероятностей можно учесть влияние случайных погрешностей на 
оценку точного значения измеряемой величины. В теоретико-вероят
ностной модели случайные погрешности z = х  — а  (и сами результаты 
измерений х  =  а +  z ) рассматривают как случайную величину с неко
торым законом распределения ее вероятностей. В качестве закона 
распределения случайных погрешностей измерения чаще всего при
нимается нормальный закон распределения.

Замечание.
Нормальное распределение случайных погрешностей обычно доста

точно хорошо согласуется с опытом. В частности, это распределение отра
жает следующие два свойства случайных пог решностей: 1) симметрии 
(равные по модулю и противоположные по знаку погрешности встречают
ся почти одинаково часто) и 2) концентрации (малые по модулю случай- 
ные погрешности встречаются чаще, чем большие).________________________

При каждом измерении фиксируется один количественный ре
зультат. Результаты любой серии из п измерений будут случайным 
образом колебаться вокруг точного значения измеряемой величины. 
Следовательно, с этим точным значением связана некоторая случайная
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величина X. В итоге п независимых измерений получается п ее воз
можных значений х и х 2, ..., хп. Если все возможные значения случай
ной величины X  считать генеральной совокупностью, то полученные 
при п  измерениях значения х]гх2, х п образуют выборку. По этой 
выборке и необходимо определить распределение случайной величины 
X  (распределение генеральной совокупности). Таким образом, прове
дение измерений является частным случаем выборочного метода, ко
гда в качестве генеральной совокупности рассматриваются все воз
можные значения указанной случайной величиныю X  и исследуется 
распределение этой величины по выборке (результатами измерений) 
на основе теории, изложенной в предыдущих главах.

34.2. Оценка точного значения измеряемой величины
Пусть в итоге п независимых измерений некоторой величины X  

получены следующие результаты:

х2, ..., х„. (34.1)

Будем предполагать, что эти результаты свободны от грубых и систе
матических ошибок (неверные результаты отброшены, на системати
ческие ошибки введены поправки).

Оценить точное значение а измеряемой величины -  это значит:
а) определить функцию OL = <x(xu х 2, х п), которая обеспе

чивает достаточно близкое приближение к значению а;
б) указать границы интервала ( а  — 5 ,, а  +  82), который с за

данной вероятностью у  покрывает истинное значение а (эта оценка 
называется доверительной оценкой, вероятность у -  доверительной 

вероятностью, или надежностью оценки, интервал ( а - 8 ,, а  +  8 2) -  
доверительным интервалом, а его границы -  доверительными грани
цами). Оценка а  =  Ос(х,,х 2, . . . , х я) должна (по возможности) обла
дать следующими свойствами: несмещенности, состоятельности и 
эффективности (см. п. 33.4).

Введем среднее арифметическое значение (среднее значение) х  
результатов (34.1), среднее квадратическое отклонение s* этих ре
зультатов от их среднего значения х  и эмпирический стандарт s соот
ветственно по формулам
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i  = i ± i l ± = ± i  ,  = I t
n n T f

(34.2)

(34.3)

s =  s » (*, - x ) 2. (34.4)

Если все измерения произведены с одинаковой точностью, то в 
качестве оценки точного значения а  измеряемой величины принимают 
среднее арифметическое значение результатов (34.1):

Как было показано (см. п. 33.5), эта оценка является несмещенной и 
состоятельной. Введенная оценка оказывается и эффективной при 
дополнительном предположении о том, что случайные ошибки изме
рений подчинены нормальному закону распределения. Такое предпо
ложение имеется в виду и в дальнейшем. Отметим, что оценка (34.5) 
относится к числу точечных оценок.

Переходим к доверительным оценкам. Будем рассматривать 
симметрические доверительные оценки, т.е. оценки вида

где х  — среднее значение (см. (34.2)). Величина 5 (точность оценки) 
определяется по заданной доверительной вероятности у  (надежности 
оценки); у  обычно задается в виде одного из трех значений:

(34.5)

|а —х|<8 (5 > 0) (34.6)

или

х — 5< а < х + 8, (34.7)

у = 0,95, у = 0,99, у = 0,999.
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Доверительная оценка при известной точности измерений.
Если известно среднее квадратическое отклонение а ,  то дове

рительная оценка (34.6) имеет вид (см. п. 33.7, формулы (33.43),
(33.46), (33.47))

I I t o\ а - х \ < —*=, (34.8)
Ып

где п  -  число измерений, а значение t  =  t(y)  определяется по заданной

доверительной вероятности у  из условия 2Ф(?) = у  и находится с

помощью таблиц. Точность оценки 8 в этом случае выражается фор
мулой

о o t
& = (34.9)

ып

Доверительная оценка при неизвестной точности 
измерений.
Если средняя квадратическая погрешность о  заранее неизвест

на, то вместо нее применяют эмпирический стандарт s (см. п. 33.6), 
который служит оценкой параметра О. Доверительная оценка (34.6) 
принимает вид

| а - х | < - ^ ,  (34.10)
Уп

или

\ а - х \ < ^  ( к = п - 1), (34.11)
\ к

где s*  и s определяются соответственно формулами (34.3) и (34.4), а 
множитель t =  /(у, к)  зависит не только от доверительной вероятности 

у, но и от числа измерений п ( к = п  — 1). Значения этого множителя 
находят по таблицам.

Замечание.
Соответствующие таблицы составлены с помощью распределения 

Стьюдента, т.е. распределения вероятностей отношения (x — a)-Jnls\ 
значения t = t ( y , k )  определены из условия
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Х - а
s/л/п

< t

Распределение Стьюдента зависит от одного параметра к, называемого 
числом степеней свободы; в данном случае этот параметр связан с числом 
измерений формулой к = п — 1.

Правило трех сигм.
Поскольку надежность доверительной оценки выбирается зара

нее, в практике математической обработки экспериментальных данных 
широко применяется правило трех сигм (см. п. 31.9): отклонение ис
тинного значения измеряемой величины от среднего арифметического 
результатов измерений не превосходит утроенной средней квадратиче
ской погрешности этого среднего значения.

Следовательно, правило трех сигм представляет собой довери
тельную оценку

(34.12)
\ п

при известной величине СТ или доверительную оценку

\ а - х \ <- Ц*  (34.13)
л/и

при неизвестной величине a  (s -  эмпирический стандарт). Оценка 
(34.12) имеет надежность 2Ф (3) =  0 ,9973 (см. п. 31.9) независимо от

числа измерений. Оценка (34.13) зависит от п — числа измерений (за
висимость эта указывается с помощью соответствующих таблиц).

34.3. Оценки точности измерений
Здесь предполагается, что измерения являются независимыми и

равноточными (с одной и той же дисперсией), а их погрешности —
случайными, причем распределены они по нормальному закону. В
качестве показателя точности измерений оценивается дисперсия этого

2 —  / _ 2  закона 0  или средняя квадратическая погрешность 0  =  V о  .
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Точечные оценки дисперсии.
1. Если измеряют известную величину а, то в качестве эффек

тивной оценки дисперсии о 2 применяют квадрат среднего квадрати
ческого отклонения s* результатов измерений (34.1) от значения а:

а 2 = / 2 = - £ ( * , - а ) 2. (34.14)
п ы

2. При измерениях неизвестной величины в качестве оценки 

дисперсии <т2 применяют эмпирическую дисперсию s 2 :

а 2 = * 2 = - Ц -  У ( х , - х ) 2, (34.15)
n - l r - f

гд е х  — среднее арифметическое значений х 1, х 2 , —, х п. Оценка (34.15) 
является несмещенной и состоятельной, но не является эффективной 
(она асимптотически эффективна, т.е. ее дисперсия стремится к наи
меньшему значению при неограниченном увеличении числа измере
ний л ).

3. Если производится т  серий измерений некоторой величины и 
известны количества измерений л ,, л 2, ..., пт, а также средние ариф

метические результаты х „  х 2, х т в каждой серии, то в качестве
_2оценки дисперсии применяют эмпирическую дисперсию s из сред

них:

ст2 = 5 2 = - 1 - У л 1. ( ^ - д С)2, (34.16)

где

|  т '

х — — > п;х;, N  =  л. +  л, + ... + л .А  ' ' 1 2  т (34.17)

Эта оценка является несмещенной, состоятельной (и асимптотически 
эффективной при т  —» ).
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Доверительные оценки средней квадратической 
погрешности.
При большом числе измерений доверительную оценку средней 

квадратической погрешности <3 записывают в виде оценки относи
тельного отклонения оцениваемого значения О от эмпирического 
стандарта s (или s*, или s  ). Эта оценка имеет вид

a - s
<<?> (34.18)

или

(̂1 -  q) < а  < 5(1 + q), (34.19)

коэффициент q  =  q(у, к) находится с помощью соответствующих 
таблиц в зависимости от доверительной вероятности у  (надежности 

оценки) и числа степеней свободы к ( к = 1 в случае 1, к = п — 1 в слу
чае 2 , к = т — 1 в случае 3).

При малом числе измерений симметричная оценка (34.19) при
водит к неоправданно большим доверительным интервалам; в этом 
случае применяют асимметричные доверительные оценки вида

szt < a < s z 2, (34.20)

где s -  эмпирический стандарт; значения коэффициентов 
г, =  z}(y,k) ,  z2 = Z2( j , k )  находятся по таблицам.

34.4. Метод наименьших квадратов
При обработке опытных данных часто встречаются с задачей об 

определении параметров функциональной зависимости между пере
менными величинами х  и у  посредством формулы у  = /  (* ). Эта зада
ча решается с помощью метода наименьших квадратов, сущность ко
торого состоит в следующем. При измерении двух величин х  и у  полу
чены следующие данные:

X Xl х г • • •

У У\ Уг • • • Уп

Известен также вид функциональной зависимости, т.е.
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y  =  f ( x , a 0, a l, a m) =  ф(л:), (34.21)

г д е /  — заданная функция; а0,а г,..., а т — параметры, значения кото

рых требуется определить. Значения у, полученные из формулы 
(34.21) при заданных значениях х, (i =  1, 2 , п), как правило, не 

совпадают с экспериментальными значениями у„ приведенными в 
указанной таблице, т.е. разность — ф(х,) отлична от нуля для всех 

или некоторых точек х-, (i =  1, 2, ..., п).  Для каждого i эту разность 

обозначим через £, и назовем погрешностью'.

У ,--ф (*,•) =  £,• ( ' = 1. 2 ,.... п). (34.22)

Значения параметров ак (к =  0, 1 ,..., т) функции (34.21) тре
буется выбрать так, чтобы сумма квадратов погрешностей была наи
меньшей, т.е. так, чтобы функция

п п
м =  Х е ' = Е О ' - _ ( Р( * / » 2 (34-23>

1=1 i=i

принимала наименьшее значение. Поскольку эта функция -  сумма 
квадратов некоторых чисел, она принимает неотрицательные значения 
(каждое слагаемое суммы неотрицательно).

Функция (34.23) является функцией т + 1 переменных 
а 0, а , , cim, т.е.

п

и = и(а0, а ,, ..., am) = ' £ ( y i - f ( x i, а0, а,, ..., ат))2 . (34.24) 
/=1

Если функция и =и(а0, щ , а т) имеет непрерывные частные про
изводные по всем переменным, то необходимое условие ее минимума 
выражается системой уравнений

| L  = 0. | 2 -  = 0 , . . . , | 2 -  = 0. (34.25)
ва„ da, дат
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Из этой системы т + 1 уравнений находятся искомые значения пара
метров а 0, а , , ат.

Во многих случаях функция (34.21) определяется формулой

т
(34.26)

где / 0(х ), f \ ( x ) , f m(x)  -  известные функции, например,

f k (л:) =  х к, f k (х) =  sin кх, f k (х ) =  cos кх  и т.д.
Функция (34.24) в таких случаях принимает вид

п f  т  Л2

У | - £ а */*(■*.■)
/=1 *=о

а система (34.25) запишется так:

п I т

г / о(х,)) = 0 ;

X  ( - / , ( * ;) ) = 0;
1=1 \  к  Н )  )

п (  т Л

X  Л I - /« ( * / ) ) = °-

(34.27)

(34.28)

Решение этой системы может быть получено с помощью метода 
Гаусса (метод последовательного исключения неизвестных).

Если f k (x) = x k ( к =  0, 1, 2, ..., т),  то

/ ( х ,  а0, а , , а т ) = а 0 + а ,х  + а 2х + ... +  а гах п 

и система (34.28) принимает вид

(34.29)
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л  п п

a0n + a ^ X t  +. . .  + ат^ х ™  = ' £ y i \
1=1 (=1 /=1 

Л  Л  л  л

+a>Xjc'2+---+a» X ;c'm+l

а^ х? +а ^ хГ ' +--- + am^ lxfm = '£ у , х ”.

(34.30)

Частные случаи (т = 1, т  = 2) последней задачи ( f k (x) = x k) 
рассмотрены в п. 18.14. При т = 1, т — 2 система уравнений (34.30) 
принимает соответственно вид (18.120), (18.122).

Пример 1.
Получены следующие результаты измерений величин х и у:

X 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

У 2,10 2,20 2,70 2,80 2,85

Установить зависимость между этими величинами и определить пара
метры эмпирической формулы методом наименьших квадратов.

Будем считать, что соответствующие пары значений {х^у,)
0 = 1, 2, 3, 4, 5) являются прямоугольными декартовыми координатами 
точек на плоскости. Построив точки А(1;2,1), В(1,5;2,2), С(2; 2,7), 
D(2,5; 2,8), Е(3; 2,85), обнаружим, что они незначительно отклоняются от 
некоторой прямой. Следовательно, можно предположить, что между вели
чинами х  и у существует приближенная линейная зависимость, т.е. 
у = ах + b, где а и b пока неизвестны. Методом наименьших квадратов 

определим параметры а и b эмпирической формулы у  = ах + Ь, использо
вав нормальную систему уравнений (18.120). Чтобы применить эту систе
му, необходимо подсчитать входящие в нее коэффициенты. Для подсчета 
коэффициентов составим таблицу:

/ Xi У> Х1У, *,2

1 1,00 2,10 2,10 1,00
2 1,50 2,20 3,30 2,25
3 2,00 2,70 5,40 4,00
4 2,50 2,80 7,00 6,25
5 3,00 2,85 8,55 9,00

X 10,00 12,65 26,35 22,50
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В последней строке таблицы получены коэффициенты системы урав
нений (18.120), которая принимает вид 22,5 а + 106=26,35; 10а+5б= 12,65.

Решая эту систему, находим а =  0,42, b =  1,69. Следовательно, зави

симость между величинами х  и у  выражается приближенной формулой 
у  = 0,42л:+1,69.

Пример 2.
Найти параметры а, Ь, с эмпирической формулы у  =  ах2 +Ьх + с по 

результатам измерений :

X -3 -2 -1 0 1 2

У -1 ,4 —4,3 -5 ,2 -4,1 - 1,1 4,2

Результаты измерений и итоги их обработки представим в таблице :

i х? х? У. y,Xj >’Л 2

1 -3 9 -2 7 81 -1 ,4 4,2 - 12,6
2 -2 4 -8 16 -4 ,3 8,6 -17 .2
3 -1 1 -1 1 -5 ,2 5,2 -5 ,2
4 0 0 0 0 -Л,\ 0 0
5 1 1 1 1 - 1,1 - 1,1 - 1,1
6 2 4 8 16 4,2 8,4 16,8

£ -3 19 -2 7 115 -1 1 ,9 25,3 -19 ,3

Система уравнений (18.122) в данном случае принимает вид 
115<я-27* + 19с = -19,3; -27а +19Ь- Зс = 25,3; \9а-ЪЬ+6с = - \  1,9.

Решив эту систему, получим а =  1,011; b — 2,116; с =  —4,126. Сле

довательно, у  =  1,01 ]х2 + 2 ,1 16дс —4,126.

Пример 3.
В «Основах химии» Д.И. Менделеев приводит данные о растворимости 

азотно-натриевой соли N a N 0 3 в зависимости от температуры воды. В 
100 частях воды растворяется следующее количество условных частей 
N a N 0 3 (у) при соответствующей температуре (х):

X 0 4 10 15 21 29 36 51 68

У 66,7 71,0 76,3 80,6 85,7 92,9 99,4 113,6 125,1

Д. И. Менделеев указывает, что зависимость между х н у  можно выра
зить формулой у  =  0,87jc +  67,5.
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Произведем вычисления, необходимые для проверки этого утвержде
ния. Можно показать, что между х и у существует линейная зависимость. 
Результаты измерений и итоги их обработки представим в таблице :

i У; xiyi х?
1 0 66,7 0 0
2 4 71,0 284,0 16
3 10 76,3 763,0 100
4 15 80,6 1209,0 225
5 21 85,7 1799,7 441
6 29 92,9 2694,1 841
7 36 99,4 3578,4 1296
8 51 113,6 5793,6 2601
9 68 125,1 8506,8 4624

Z 234 811,3 24628,6 10144

Нормальная система уравнений (18.120) в этом случае имеет вид 
10144а + 234Ь = 24628,6; 234а + 9Ь — 811,3. Из этой системы находим 
а =  0,87, Ь = 67,5, т.е. зависимость между х  и у выражается приближен
ной формулой у  — 0,87л: + 67,5.

34.5. Определение параметров эмпирических формул
Выше были рассмотрены примеры нахождения эмпирических 

формул в случаях линейной и квадратичной зависимостей с помощью 
метода наименьших квадратов. Существуют и другие способы опреде
ления параметров эмпирических формул (более простых и удобных, 
хотя и менее точных). Рассмотрим некоторые из этих способов, а так
же вопрос об определении параметров эмпирических формул в случа
ях показательной, степенной и других зависимостей.

Способы определения параметров эмпирической формулы
в случае линейной зависимости.
В примерах 1 и 3 п. 34.4. значения параметров эмпирической 

формулы у  = ах + Ь определялись способом наименьших квадратов. 
Параметры этой эмпирической формулы можно определить и другими 
способами. К их числу относятся способ выбранных точек и способ 
средней.

Способ выбранных точек основан на геометрическом подборе 
прямой. Нанося экспериментальные данные (;с,,у(), где 

г =  1, 2 , . . . ,  п, на миллиметровку, подбирают графически прямую,
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ближе всего подходящую к построенным точкам М ,(х ,, у,),

i = 1, 2, п. Выбирая две произвольные точки прямой (которые 

могут и не совпадать с двумя из построенных точек Л / , ), определяют 

их координаты (я ,,у ,), (х2, у 2). С помощью этих координат находят 

значения параметров а и b эмпирической формулы у  = а х  + Ь из сис

темы двух уравнений ах, +  b — у , , ах2 + Ь - у 2.
Способ средней состоит в следующем. Пусть результаты экспе

римента даны в таблице значений (Х;,у;),  / =  1, 2, ..., п. Обозначим 

через £( соответствующие погрешности, т.е. £, =  у, — aXj — Ь 
(i =  1, 2, я ) . Если выбирать параметры а  и Ъ так, чтобы для всех п

П
наблюдений погрешности уравновешивались, т.е. ^ Е ,  =  0 , то это

i = 1

привело бы к одному уравнению (относительно двух неизвестных а и
Ь). Потребуем, чтобы уравновешивание происходило не только для 
всех наблюдений в целом, но и в отдельности для каждой группы, 
содержащей половину (или почти половину) всех наблюдений. В этом 
случае приходим к системе уравнений

т я

X  (Л - я*, - Ъ )  =  о, X  “ а х ' -  = °>
/ = |  /=/71+1

ИЛИ

т т п п

a £ xi +mb = ' £ y i, a ' £ ixi + ( n - m ) b = ' £ i yi, (34.31)
/=1 /=1 i= m + \ i - m + 1

где т — число наблюдений в первой группе. Обычно т выбирается 
так, что число наблюдений во второй группе также равнялось т , если 
п четно, и т ±  1, если п нечетно.

Функциональные шкалы и их применение.
Рассмотрим функцию /(л:), непрерывную и монотонную на от

резке [а, Ь]. Функциональная шкала для f ( x )  строится следующим 
образом. Возьмем ось ОМ,  зафиксировав на ней точку отсчета, и вы
берем масштаб |J.. Отрезок [а, Ь] разобьем на равные части, вычислим 

значения функции/ ( j t )  в каждой из точек деления, включая концы, и
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отложим на оси ОМ  отрезок длины |_l/ (х),  конец этого отрезка обо

значим буквой х. Таким образом, в выбранном масштабе откладывает
ся значение функции, а подписывается соответствующее значение 
аргумента х. Полученная шкала позволяет судить об изменении функ
ции на данном отрезке. Выбрав масштаб |_1, тем самым определим 
длину получающейся шкалы. Чаще поступают наоборот: задав длину 
шкалы I, определяют масштаб |1 из равенства \ l \ f (b )  — / (а)]—1.

Известным примером функциональной шкалы является основ
ная шкала логарифмической линейки, представляющая собой шкалу, 
построенную для функции у  — I gx  на отрезке [1, 10]. В данном слу

чае масштаб совпадает с длиной линейки, поскольку lg 1 =  0 , lg 10 =  1 

( f ( a )  = 0, f i b )  =  1, /(£>) — f ( a )  — 1, Ц =  /). Чаще всего выбирают 

Ц. =  2 5 см ; встречаются также маленькие линейки ((1 =  15 см) и боль

шие (|Л =  50см ).
Функциональные шкалы находят широкое применение при об

работке экспериментальных данных и построении эмпирических фор
мул. Дело в том, что графики многих функций специальным подбором 
функциональных шкал могут быть преобразованы в графики линейной 
зависимости (т.е. в прямые линии).

Координатные сетки, построенные с помощью функциональных 
шкал, называют функциональными сетками. Отметим, что часто ис
пользуются различные логарифмические сетки, с помощью которых 
можно «выпрямлять» графики степенных и показательных функций.

Если зависимость между х  и у  определяется уравнением у  = Ьеах, то 

l g y  =  lg b  +  ( a lge)x.  Полагая lg  у  =  Y, \gb — В, a \ g e  =  А,  получаем 

линейную функцию Y — А х  + В.  В функциональной сетке, для кото
рой на оси Ох  оставлена равномерная шкала, а на оси Оу построена 
логарифмическая шкала, график функции Y =  А х  +  В  является пря
мой. Указанная сетка называется полулогарифмической. Логарифми
ческой сеткой называют функциональную сетку, у которой на каждой 
из осей Ох  и Оу  построена логарифмическая шкала. На такой сетке 
графики степенных функций изображаются прямыми линиями. В са

мом деле, если у  = Ьха , то \ g y  = \gb + a \ gx .  Это уравнение можно 
записать в виде Y  =  аХ  +  В,  если положить lg  у  =  Y, 
lg  b  =  В, l g * =  X .
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Указанные сетки могут быть заготовлены заранее. Бумага с на
несенной на ней полулогарифмической или логарифмической сеткой 
называется полулогарифмической или логарифмической бумагой.

Замечания о выборе эмпирической формулы.
Если результаты наблюдений ( д у , ) ,  изображенные точками

У'), / =  1, 2 , . . . ,  п , в прямоугольной декартовой системе коор
динат, достаточно хорошо приближаются прямой линией, то коэффи
циент эмпирической формулы у  = ах  + b  легко находятся с помощью 
способов, описанных выше (способ выбранных точек, способ средней, 
способ наименьших квадратов). Если же эти точки располагаются 
вблизи некоторой кривой, то по имеющейся весьма ограниченной дуге 
линии затруднительно судить о том, какого типа функцией следует 
приближать изучаемую зависимость между х  и у  (т.е. какого типа эм
пирической формулой необходимо воспользоваться). Изобразив ре
зультаты наблюдений в той или иной функциональной сетке, получа
ют возможность определить, на какой из них экспериментальные дан
ные ближе всего подходят к прямой, следовательно, выяснить, какую 
из формул следует выбрать для приближения исследуемой зависимо
сти. После того, как выбран вид эмпирической формулы, необходимо 
будет найти соответствующие коэффициенты, что можно сделать рас
смотренными выше способами.

Предположим, что искомая зависимость между х  и у  имеет вид

y = a f ( x )  + b, (34.32)

где / (х) -  известная функция, а  и b  -  параметры, значения которых 
нужно определить по результатам наблюдений. Такой вид зависимости 
может следовать из некоторых теоретических положений или может 
быть выбран с помощью функциональной сетки. Положив / (х ) =  X  и 
построив соответствующую функциональную сетку (равномерная 
шкала на оси Оу,  ш кала/(;с) на оси Од:), приведем уравнение (34.32) 

к виду у  = а Х  +Ь.  Если при построении опытных данных на указан
ной функциональной сетке соответствующие точки достаточно близко 
подходят к некоторой прямой, то можно предположить, что искомая 
зависимость между х н у  выражается формулой (34.32). После этого 
останется определить значение параметров а и b  эмпирической фор
мулы у  = a f ( x )  + b (или у  =  а х  + b) .  Для определения искомых
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значений параметров можно применить способ выбранных точек, спо
соб средней или способ наименьших квадратов.

Определение параметров эмпирической формулы в случае 
показательной зависимости.
Пусть х  и у  связаны формулой

у = be0*. (34.33)

Отметим, что к этому виду можно привести любую показательную 

зависимость у  = с х (с >  0 , с Ф 1), поскольку с х =  (е'псУ  =  е**, где

к  =  In с. Как уже отмечалось, зависимость у  =  Ьеах графически мож
но изобразить прямой, если воспользоваться полулогарифмической 
сеткой. Действительно, логарифмируя обе части равенства (34.33), 
получаем

lg у  = lg b + (a lg е)х,  или Y = Ax + B, (34.34)

где

A = a\ge,  B = \ g b , Y  = \gy.  (34.35)

Применяя способ средней, значения А и В  определяют из сис
темы уравнений типа (34.31), которая в данном случае принимает вид

т п

~( Ах ,  + В)) = 0, ^ ( l g y , -  ~(Ах ,  + В)) = 0,
i= 1 i=m+1

ИЛИ

т т п п

A%J xi +mB = ' £ \ g y l, A ^ x i + ( n - m ) B = ' £ i lgyi, (34.36)
1=1 /=1 i=m+ 1 i-m +\

где n  — число всех наблюдений, т  — число наблюдений в первой груп
пе.

Определив А  и В  из этой системы уравнений, с помощью пер
вых двух равенств (34.35) вычислим искомые значения параметров а и 
b эмпирической формулы (34.33).
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Способ наименьших квадратов в этом случае применяется сле
дующим образом. Составляем сумму квадратов погрешностей 
£, =  lg y t -  (Ах, + В ) :

п
U = ^ B y i - ( A x i + B))2, 

ы 1

получаем функцию двух переменных А, В. Находим частные произ
водные функции и =  и(А,  В)  по А и по В, приравниваем их к нулю, в 

результате чего получаем систему двух уравнений относительно А  и 
В:

х?+ = х ig у> ’ a 1 L х>+ п в = х ig у > • з̂4-з7)
i= i (=1 /=1 /=1 /= i

Из уравнений (34.37) определяются значения параметров А  и В  
эмпирической формулы (34.34), а из первых двух равенств (34.35) -  
искомые значения а нЬ  эмпирической формулы (34.33).

Определение параметров эмпирической формулы в случае 
степенной зависимости.
Как уже отмечалось, график функции

у = Ьха (34.38)

на логарифмической сетке представляет собой прямую линию. Дейст
вительно, логарифмируя равенство (34.38), находим

lgy  = \gb + a\gx.  (34.39)

Полагая в этом равенстве

\gb = B , \ g x  = X , \ g y  = Y,  (34.40)

получаем

Y = аХ + В. (34.41)
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Эмпирическая формула имеет вид (34.38), если соответствую
щие точки на логарифмической сетке незначительно уклоняются от 
некоторой прямой.

Для применения метода средней составляется система уравне
ний типа (34.31):

т
- ( 1g*  + a ,g ^ ) )  = °.

/=1
п

^ ( l g . y ( - ( l g 6 + a lg * ,)) = 0 ,

или

mB + a ^ l g x ,  = ^ J g _ y j,
/=1 /=1п п

{ п - т ) В  + а ^  lg*, = X lg ^ ’

(34.42)

где п  — число всех измерений, т — число измерений в первой группе.
Из системы уравнений (34.42) определяются значения а  и В. 

Вычислив значение b по первой из формул (34.40), получим а  и Ъ — 
значения параметров эмпирической формулы (34.38).

Применение способа наименьших квадратов состоит в следую
щем. Составляем сумму квадратов погрешностей

е , = l g . y , - ( 5  + a lg x , ) :

и = и(а, В) = (lg у,■ -  (В + a lg х, ))2.
/=1

Находим частные производные функции и =  и(а, В) по а и по В, при
равниваем их к нулю, в результате чего получаем систему двух урав
нений относительно а  и В:
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п п п

« X  (1Sх- У2 + ^  */ = X  ̂  'g У,- •
i= l  i=\ i=l  

п п

а ^ ё х 1 + Вп = ^ в .У 1 -

(34.43)

Из системы уравнений (34.43) можно найти значения а  и В, из 
равенства lg b = В  (см. (34.40)) -  значение Ь. Таким образом, будут

определены искомые значения параметров а  и Ь  эмпирической форму
лы (34.38).

Пример.
Определить вид эмпирической формулы и найти значения ее парамет

ров по результатам наблюдений:

X 3 6 9 12 15 18 21 24

У 57,6 41,9 31,0 22,7 16,6 12,2 8,9 6,5

В прямоугольной декартовой системе координат построим точки 
М,(3; 57,6), М 2(6; 41,9), М ,(9; 31,0), М л( 12; 22,7), Afs(15; 16,6), 

Л/6( 18; 12,2), М 7(21; 8,9), М 8(24; 6,5). Эти точки располагаются на 

дуге некоторой кривой.
Вычислим значения десятичных логарифмов чисел у,- :

У 57,6 41,9 31,0 22,7 16,6 12,2 8,9 6,5

•g У 1,7604 1,6222 1,4912 1,3560 1,2201 1,0864 0,9494 0,8129

Построим точки N ^ X j ,  l g ^ ,) ,  / =  1 ,2 , . . . ,  8 , в полулогарифмической 

сетке (в системе координат (х,-, lg}1,)) .  Точки N, оказывакггся располо
женными на некоторой прямой. Следовательно, можно предположить, что

между х  и у  существует зависимость у  =  Ьеах. Логарифмируя это равен

ство, получаем \ g y  = \ g b  + ( a \ g e ) x ,  lg ;y  =  lg *  +  - —— -г,
In 10

\ g y  = \ g b  +
2,303

x,  \ g y  = [gb  + ac x
1

2,303
Для определения параметров а  и b  применяем метод средних. Имею

щиеся 8 пар значений ( хп  lg у , )  разбиваем на 2 равные группы и состав-
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ляем для каждой группы по 4 условных уравнения lg yi — \gb  + ^ хп

а затем суммируем их:

1,7604 = \gb + 3ca 
1,6222 —\gb + 6ca 
1,4192 =  \gb+9ca  
1,3560 =  lgfc +  12ca

1,220 l =  lg ft+  15ca
1,0864 = lgfc +  18ca 
0,9494 =  lg b + 2 lea
0,8129 =  lg ft +  24ca

6,2298 =  4 lg b + 30 ca 4,0688 = 41g b + ISca

Гак как с = - 1 1
то из последних двух уравнении находим

In 10 2,303

а = —0,1037, lg b = 1,8952, Ь = 78,56. Следовательно, эмпирическая 

формула имеет вид у  = 7 8 ,5 6  е~°’т1х.

432



Литература ко 2 тому

1. Гнеденко Б.В. Курс теории вероятностей. -  М., 1965.
2. Гмурман В.Е. Теория вероятностей и математическая статисти

ка. -  М., 1972.
3. Гусак А.А. Задачи н упражнения по высшей математике, ч. 1 , -  

Мн., 1972.
4. Гусак А.А. Задачи и упражнения по высшей математике, ч. 2 . -  

Мн., 1973.
5. Гусак А.А., Гусак Г.М., Бричикова Е.А.  С правочник по высшей 

математике. -  Мн., 1999.
6. Гусак А.А. Справочное пособие к решению задач: математический 

анализ и дифференциальные уравнения. -  Мн., 1998.
7. Гусак А.А. Справочное пособие к решению задач: теория вероят

ностей. -  Мн., 1998.
8. Гусак А.А. Элементы методов вычислений. -  Мн.. 1974.
9. Кудрявцев В.А., Демидович Б.II. Краткий курс высшей математи

ки. -  М., 1975.
10. Матвеев Н.М. Методы интегрирования обыкновенных диффе

ренциальных уравнений. -  Мн., 1974.
11. Румшиский JI.3. Элементы теории вероятностей. -  М., 1970. .
12. Сахаринкой Н.А. Высшая математика. -  Л., 1973.
13. Смирнов М М. Дифференциальные уравнения в частных произ

водных второго порядка. -  Мн., 1974.
14. Смирнов М.М. Задачи по уравнениям математической ф изики.-  

М., 1975.
15. Смирнов Н.В., Дунай-Барковский И.В. Краткий курс математиче

ской статистики. -  М., 1959.
16. Тихонов А. Н., Самарский А.А. Уравнения математической физи

ки. -  М., 1972.
17. Фихтенгольц Г.М. Основы математического анализа, т. 2. -  М., 

1968.

433



ПРЕДМЕТНО-ИМ ЕННОЙ УКАЗАТЕЛЬ

Абель Н. 147 
Алгебра событий 299
— борелевская 300
Арифметическое пространство л-мерное 

3

Байес Т. 312

Вариационный ряд дискретный 396 
варианта 396
------- интервальный 398
интервальные разности 399 
плотность распределения частот на ин

тервале 399 
размах вариации 399 
Вейерштрасс К. 142 
Вектор касательный к линии 25
—  нормали к поверхности 27
—  случайный двумерный 322
------------ дискретного типа 324
------------ непрерывного типа 324
--------л-мерный 328
------------ дискретного типа 328
------------ непрерывного типа 329
—  теплового потока 264 
Вероятность события 285 
 аксиоматическая 301
------- доверительная (надежность) 409
--------геометрическая 291
-------- классическая 287
--------статистическая 298
--------условная 304
В о л н а (ы )254
—  обращ ая 255
—  прямая 254
—  стоячие 262 
обертон 263 
пучности 263 
узлы 263
собственные частоты 263
Выборка (выборочная совокупность) 395

Гамильтон У. 105 
Гене-Вронский И. 196

Геометрический смысл двойного инте
грала 52

------- полного дифференциала функции
двух переменных 27

-------  частной производной 10
Гистограмма частот 399 
Градиент функции 31 
Граница множества 5 
Граничные (краевые) условия 249, 269 
Грин Д. 82

Д'Лламбер Ж. 122 
Диаметр множества 4 
Дивергенция (расходимость) векторною 

поля 103 
Дисперсия (рассеяние) 341
— выборочная 407
—  генеральная 406
—  эмпирическая (исправленная) 408 
Длина дуги линии 81 
Дифференциал (ы)
—  высших порядков 19
—  первого порядка 14, 25 
Дифференциальные уравнения 177
------- обыкновенные 177
------------второго порядка 2 11
------------высших порядков 190
------------ли н ейны е неоднородны е н-го

порядка 193
------- ------------однородные л-го порядка

193
------------------------- с постоянными коэффи

циентами 206
------------первого порядка 180
-------------------- в полных ди ф ф ер ен ц и а

лах 186
---------------------линейное 184
---------------------однородное 183
---------------------с разделяющимися пере

менными 181
------- с частны м и производны м и 177,

224
------- -------- второю  порядка 229
------------------------- линейное 229
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------------------------- гиперболического типа
230

канонический вил 233
-------------------------  параболического типа

230
канонический вид 238
------------------------- смешанного типа 230
------------------------- эллиптического типа

230
канонический вид 241 
Дифференцирование функций неявных 

23
--------сложных 20
—  степенных рядов 151 
Доверительные границы 410

Евклидово пространство л-мернос 3

Задача (и)
—  Дирихле 279 
 для круга 280
—  Коши 178,250
—  о колебаниях ограниченной струны 

255
—  о массе материальной ду| и кривой 73 
 плоской пластинки 49
-------  поверхности 84
—  о потоке жидкости через поверхность 

85
—  о работе переменной силы 74
— о свободных колебаниях бесконечной 

струны 250
— , приводящие к mrrei ралам двойным 

48
------------криволинейным 73
------------по поверхности 84
Закон (ы)
—  больших чисел 385
—  распределения случайных величии 

356
------- дискретной случайной величины

318
—  сложения вероятностей 294 
Замена переменных
—  •— в двойном интеграле 60 
 в тройном интеграле 68

Изменение порядка интегрирования в 
двойном интеграле 57 

Измерения 412
—  косвенные 412
—  прямые 412

Интеграл (ы)
—  двойной 51
------- в декартовых координатах 53
--------в полярных координатах 57
—  кратные 48
—  криволинейные 73
------- второго рода 75, 78
------- первого рода 73, 75
—  многомерные 71
—  поверхностные 88
------- второго рода 90
------- первого рода 88
—  повторный 55
—  Пуассона 284
—  тройной 65
------- в сферических координатах 70
------- в цилиндрических координатах 68
Интеграл дифференциального уравнения
------------общий 180
------------ частный 180
Интегральная линия (кривая) 178 
Интегрирование степенных рядов 149 
Интервал доверительный 410
—  сходимости степенною  ряда 148 
Интервальный вариационный ряд 398 
интервальные разности 399
размах вариации 399

Касательная плоскость к поверхности 26
Ковариация 347
Колебания вынужденные 217
—  гармонические 216 
амплитуда 216 
начальная фаза 216 
период 216 
частота 2 16
—  свободные 215 
Координаты
—  криволинейные в пространстве 69 
 на плоскости 58
— точки /i-мерного пространства 3 
Коэффициент диффузии 276
—  корреляции 350 
Коэффициенты ряда степенного 146
--------тригонометрического 165
--------Ф урье 168, 174
Краевые (граничные) условия 249. 269 
Кривая Гаусса (нормальная) 376
—  нормированная 378
—  распределения 319 
Критерий Коши 116, 141
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Круг сходимости степенного ряда в 
комплексной области 163

Лаплас П. 109 
Линии уровня 31
—  характеристические 235 
Линия дискриминантная 44
—  интегральная 178
—  параболичности 231 
Лист М ебиуса 90

Максимум функции двух переменных 35 
Масса материальной дуги 8 1 
------- поверхности 94
—  тела 70
М атематическая статистика 285 
М атематическое ожидание
--------случайной величины дискретной

333
-----------------непрерывной 338
-------- функции двух случайных величин

339 
М етод (ы)
—  Д 'А ламбера 250
—  вариации произвольных постоянных 

208
—  выборочный 395
—  наименьш их квадратов 44, 419
—  неопределенных коэффициентов 207
—  приближенные 188
--------аналитические 188
--------численные 188
—  Ф урье 255 
Мебиус Ф. 90
М инимум функции двух переменных 35 
М ножество замкнутое 5
—  ограниченное 4
—  открытое 5
—  связное 5
—  счетное 314
—  точек и-мерного пространства 3 
М нож итель Лагранжа 41 
М ом ент инерции
--------материальной дуги 81
------------ точки 64
------------ пластинки 64
--------системы материальных точек 64
--------тела 71
М оменты случайных величин
------------ начальные 352
-------------центральные 353

«Набла»-оператор (оператор Гамильто
на) 105

Результаты наблюдений 412
------- качественные 412
------- количественные 412
Надежность (доверительная вероят

ность) 409 
Начальные данные 178 
Начальные условия 178, 249, 268 
Неравенства Чебышева 387 
Нормаль к поверхности 27 
Нормальная система уравнений 46, 47

Область 3
—  замкнутая 5
—  интегрирования 51
—  поверхностно неодносвязная 111 
 односвязная I 10
—  стандартная 55, 66
Общий цилиндр (цилиндроид) 48 
объем 49
Одномерное волновое уравнение (урав

нение колебаний сгруны) 249 
Однопараметрическое семейство линий 

на плоскости 42 
Окрестность точки 4 
Оператор Гамильтона (оператор «наб- 

ла») 105
—  Лапласа 109
—  линейный дифференциальный 194 
Определитель Вронского 196
—  функциональный (якобиан) 60, 69 
Остаток ряда числового 117
------- функционального 137
Остроградский М. В. 99 
Отклонение случайной величины 340 
Оценка параметра 402
—  доверительная 415
------- при известной точности измерений

416
-------  при неизвестной точности измере

ний 416
—  средней квадратической погрешности 

419
—  интервальная 409
—  несмещенная 402
—  смешенная 402
—  состоятельная 403
—  точечная 409
—  точного значения измеряемой вели

чины 414
—  точности измерений 417
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— эффективная 403

Параллелепипед «-мерный 71 
Плотность распределения 319, 329
------- случайного двумерного вектора

324
Площадь плоской фигуры 62
—  поверхности 95 
Поверхности уровня 31 
Поверхность гладкая 88
—  двусторонняя(ориентируемая)89
— изотермическая 263
—  односторонняя 90
I lorpeiiiiiocTH (уклонения) 44
— (ошибки) измерений 413 
 грубые 413
------- систематические 413
------- случайные 413
Поле безвихревое 110
— векторное 3 1
— нестационарное 31
— плоское 31
— потенциальное 109
—  скалярное 31
—  соленоидальнос(трубчатое)110
—  стационарное 31 
11олигоп часто! 397
------- относительных 397
П олн аяi руинасобытий 286 
Полный дифференциал 14 
Поток векторною ноля 102 
Правило грех сигм 380, 417 
Предел интегральной суммы 51
— функции многих переменных 6 
Признак полного дифференциала 110
—  сходимости ряда необходимый 118
------------с ноложительными членами 119
------- Д'Лламбера 122
------- ншсгральныП 125
------- Коши 123
------- Лейбница 128
Приращение функции полное 5
-------  частное 5
Произведение двух рядов 134
— ряда на число 131
Производная частная второю  порядка 12
----------------смешанная 13
------- /i-го порядка 13
------- первого порядка 12
Пространство арифметическое « мерное

3
—  вероятностное 301

—  дискретное 302
—  евклидово «-мерное 3
—  элементарных событий 299

Работа переменной силы 82 
Радиус сходимости степенного ряда 148 
Разность двух рядов 133 
Распределение биномиальное 358
—  двумерной случайной величины 380
—  гамма 372
—  геометрическое 362
—  нормальное 373 
 круговое 382
—  нормированное (стандартное) 378
—  показательное 370
—  Пуассона 364
—  равномерное 366
—  стат истическое 397
—  «хи-квадрат» 383
Расстояние между двумя точками «-м ер

ного пространства 3 
Расходимость (дивергенция) векторного 

поля 103
Р е зу л ь т а т  наблюдений качественные 

412
------- количественные 412
Решение дифференциального уравнения 

обы кновенною  178
---------------- общее 179
---------------- особое 180
---------------- частное 179
------------с частными производными 225
Р отор(вихрь)векторного поля 104 
Ряд числовой I 14
— —  абсолютно сходящийся 131 
 гармонический 119
------- геометрический 116
--------Дирихле 127
--------знакопеременный 131
------- знакочередующ ийся 127
------- мажорантный 142
------- неабсолютно (условно) сходящ ий

ся 131
------- расходящ ийся 1 15
--------с комплексными членами 160
------- с положительными членами 1 19
------- сходящ ийся 115
Ряд функциональный I 14
------- биномиальный 156
--------мажорируемый 142
--------степенной 146
------------в комплексной области 162
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---------- Маклорена 155
---------- Тейлора 153
-------сходящийся в точке 136
---------- на множестве 136
-------------- абсолютно 136
-------------- равномерно 140
-------тригонометрический 164
---------- Фурье 168
-------------- для функции нечетных 170
------------------ четных 170
------------------ , заданных на отрезке

[-//] 171
-------------- в комплексной форме 175
-------------- обобщенный 174

Системы дифференциальных уравнений 
220 

интеграл 222 
начальные данные 221
— значения 221
— условия 221 
нормальная система 220 
общее решение 222 
общий интеграл 223 
первый интеграл 223 
порядок 221 
решение 221
симметрическая форма 226 
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Событие 285
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— невозможное 285
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— элементарное 287, 299 
частота 296
— относительная 296
— условная 297 
События
— независимые 306
— несовместные 286. 299
— противоположные 299, 286
— равновозможные 286
— равносильные (эквивалентные) 293
— совместные 286
— произведение(пересечение) 291 
разность 292
сумма (объединение) 291
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частный случай 293
Способ неопределенных коэффициентов 

188, 207
Совокупность выборочная (выборка) 

395 
объем 395
— бесповторная 395
------ повторная 395
------ репрезентативная 395
— генеральная 395 
объем 395
Среднее квадратическое отклонение 345
---------- выборочное 407
---------- генеральное 406
---------- главное 381
---------- исправленное (эмпирический

стандарт)408 
Средняя выборочная 404
— генеральная 403 
Стокс Д. 96 
Сумма
— интегральная 51, 65, 73, 78, 88
— ряда 115
------ частичная 115
Сфера fn-П-мсрная 4 
Сходимость функциональной последо

вательности в точке 136 
---------- на множестве 136

Теорема(ы)
— Абеля 147, 163
— Бернулли 391
— Вейерштрасса 142
— Лапласа 393, 394
— предельные 385
— центральная предельная 3392 
Теория вероятностей 285 
Точка внутренняя 5
— граничная 5
— изолированная 5
— непрерывности функции 8
— «-мерного пространс тва 3
— особая 27, 43
— предельная 4
— разрыва функции 9
— расходимости функционального ряда 

136
— сходимости функционального ряда 

136
— экстремума 36 
Точность оценки 412, 415



Тригонометрическая система функций 
общая 172 

------ — основная 173

Уклонения (погрешности) 44 
Уравнение диффузии 276
— каноническое гиперболического типа 

236
------ параболического типа 240
------ эллиптического типа 243
— касательной плоскости к поверхности 

27
— колебаний механических 213
---------- вынужденных 215, 249
------ — свободных 214, 249
---- — струны (одномерное волновое

уравнение)249
— Лапласа 277
— нормали к поверхности 27
— связи 40
— теплопроводное™ в пространстве 267
— характеристик 235
— характеристическое 202 
Уравнения математической физики 245

Формула (ы)
— 1>айеса 312
— Ьсрнулли 356
— I рина 98
— Остро! радского 99
— полной вероятности 311
— Стокса 98
— Тейлора 34
— эмпирические 44
— Эйлера 164
Фундаментальная система решений 201 
Функциональный определитель (якобиан 

функций) 60. 69 
Функциональная последовательность
------ сходящаяся в точке 136
---------- па множестве 136
--------------равномерно 138
Функция (и)
— бесконечно малая 6
— дифференцируемая 17
— гармоническая 278
— интегрируемая 52
— кусочно-дифференцируемая 168
— Лагранжа 41
— Лапласа 379
— линейно-зависимые 196
— линейно-независимые 196

— непрерывная 7
— нескольких переменных 5
— однородная 183
— подынтегральная 5 1
— распределения 314
------ двумерной случайной величины

322
— многомерной случайной величины 

328
------ эмпирическая 400
— сложная 2 1
— случайных величин 331
— собственные 258 
Фурье Ж. 168

Характеристики (характеристические 
линии)235

Центр тяжести
-------материальной дуги 81
---------- поверхности 95
------ пластинки 63
------ тела 70
— распределения 335
— рассеивания 381
I (илиндроид (общий цилиндр) 48 
Циркуляция векторного поля 103

Числа собственные 258 
Числовые характеристики случайных 

величин 333

Шар л-мернмй замкнутый 4 
-------открытый 4

Экстремум функции 36
— условный 40
Эксцесс случайной величины 355 
Эллипс рассеивания 381 
Эмпирический стандарт (исправленное 

среднее квадратическое отклонение) 
408

Якобиан функций (функциональный оп
ределитель) 60, 69
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