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СУЗ БОШИ
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сус ыухаррирлик вазифаенни уз зиммасига олиб, ун- 
даги камчнликларни тузатишга ёрдам берган Тошкент 
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I Б О Б
ДЕТЕРМИНАНТЛАР ВА ЧИЗИЦЛИ ТЕНГЛАМАЛАР
СИСТЕМАЛАРИ

Бу бобда иккинчи ва учинчи тартибли дегерминант- 
лар назариясига дойр маълумоглар *амда детерминант- 
лардан фойдаланиб икки ва уч номаълумли чизикли 
тенгламалар системаларини ечишни урганамнз.

1-§. Иккинчи тартибли детерминантлар
Иккинчи тартибли детерминант тушунчасига икки 

номаълумли иккита чизикли тенглама системасини ечиш 
оркали келамиз.

Айгайлик, ушбу

чизикли тенгламалар системаси берилган булсин, бун
да но^аълумлар олдидаги коэффициентлардан камида 
биттаси нолдан фарклн. (1) системанинг тенгламаларн- 
дан биринчисининг *ар иккала кисмини Ьг га, иккин- 
чисини эса—ft, га купайтириб, уларни *адма-*ад ку* 
шиб куйидагини топамиз:

Шундан кейин биринчи тенгламанинг *ар иккала кис
мини — а, га, иккинчи тенгламанинг *ар иккала кис
мини эса а, га купайтириб ва *адма-*ад кУшиб,

(e,frl - a afrl)y — а ,с ,- а ^ ,
ни топамиз.

Агар ахЬ2— а2ЬхФ  0 булса, (1) системанинг ечимла- 
ри мавжуд б^либ, бу ечим куйидагича топилади:

a\bi — а,&! — 0 булган *ол кейинрок ало*нда каралади.

a,x + bty = с „ 
а2х +  Ь2у = с3 (1)

[ с 1 \ Ь 2  = =

(2)
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(1) системаиинг л ва у узгарувчнларн олдидаги коэф- 
фициентларидан ушбу

а. Ь.\
(3)

det а, ЬЛ 
а, Ь2)' (4)

жадвални тузам из. Одатда бундай жадвал матрица деб 
аталадм. Бундай к^ринишлаги нфодалар математика- 
нинг турли сохаларнда куп учраб туради. Шунинг 
учун улар учун махсус белгилаш ва номлар киритиш 
максадга мувофицдир.

— 6,а3 ифода (сон) (3) матрицанинг детер
минанта дейилади ва у цуйидагича белгиланзди:

д _  la, bt д
[d] Ь2

fln a*, b2 сонлар (4) дегерминантнинг элемент гари 
дейилади. Бу дегерминантнинг иккита сагри ва иккита 
устуни бор: а,, а3 сонлар биринчи устунни. Ь „ Ь2 сон
лар иккинчи устунни ташкил килади. Худди шундай, 
биринчи сатр элементлари: а „ Ьх, иккинчи сатр эле- 
ментлари а2, Ьг дан иборатдир.

а, ва Ь2 элементлар бош диаго.чль элементлари, 
а2 ва Ьх элементлар ёрдамчи диагональ элементлари 
дейилади. Шундай килиб, иккинчи тартибли детерми- 
нантнн ^исоблаш учун бош диагоиалда турган элемент* 
лар купайтмасидан ёрдамчи диагоиалда турган элемеиг- 
лар купайтмасини айириш керак, яъни

' _  a tbt  - a 2buаг b2 ■

1) 13 - 5 1 ; 2) I cos а ■— Sill а I
И  — 21 I Sin а COS а |.

Е ч и ш. Иккинчи тартибли детерминантни ^исоблаш- 
нинг юкоридаги коидасига кура топамиз:

1 Z 2I — 3-(—2>— i-(— = — 6-f-5 = — 1;
1)

2) cos a — sin a 
sin а COS а — COSa-COSa — Sln« • (— Sinaj

cos*» -J- sinza = 1.

2-§. Икки номаълумли иккита теиглама 
систематики текшириш

(1) тенгламалар системасини аналитик усулда тек- 
ширишга утамиз. (1) система ечимга эга деб фараз 
цилампз. Олдингн параграфда топилгаилардаи фойла- 
ланиб кУ‘)иДаг,1ча ёзиш мумкии:

atb 2 — fljii — a, bt
а2 Ьг » 2̂ — 2̂̂ 1

с% bt а, с,|1 * ; fljCj ^2̂ 1 =
с2 Ьг а2 с, Г

Ушбу

Д - : А, д, сх 
аг сг

белгилашларни киритамиз, натижада (2) муиосабатлар 
ушбу куринишни олади:

(5)Д* д.
у = Т '

бу ерда Д (1) системанинг детерминанти дейилади. Д* 
детерминант эса Д нинг биринчи устун элемеитларини 
озод ^адлар устуни билан алыаштнриш оркали, \ у эса 
Д нинг иккинчи устун элемеитларини озод *адлар ус
туни билан алмаштириш оркали зосил килинган.

1. Аввал Д 0 булган *олни караймиз. Бу *олда 
(1) система *ар доим ечимга эга ва бу ечим ягона бу- 
либ, у (2) формулалар билан берилади.

2. Д * 0  булсин, у *олда ёрдамчи детерминантлар- 
дан леч булмаганда биттаси нолдан фаркли б^лса, (1) 
система битта *ам ечимга эга эмас. Бунда (5) нинг тенг- 
ламаларидан камида бири уринли булмайди. Шундай 
Килиб, Д = о булганда ва Дх ёки Д¥ ёрдамчи детерми- 
нантлардан камнда битгаси нолдан фаркли б^лса, (1) 
система ечимга эга эмас. Одатда бундай *олда берил- 
ган системанинг тенгламаларн биргаликда эмас дейи
лади.

3. Ни^оят, Д - 0  ва Дж — Ду — 0 булсин. Бу з(олда 
биринчи тенгламаиинг коэффициентлари иккинчи тенг- 
ламанииг коэффициентларига пропорционал булади ва 
(1) система чексиз куп ечимга эга булади.

_____________________________________________  1



Юкориди айтилганларнн якунлаб куйидаги хулоса-- .-г ' --I---  -- J --- - .v  •• nj»ivvu-
ни чикарнш мумкин: (1) система ечнмга эга булиши 
учун унинг детерминанти нолдан фарклн булиши за-

а' 1 Û O. 4 ^ 0  булганда (1) нииг яго::а ечи-I /7. h Iрур: Д =

па хамучинчи тартибли детерминант тушуичасини кири- 
тамиз. Bv система коэффициентларидан тузилган учин- 
чн тартибли квадрат матрица берилган булсин:

ми куйидагича топилади:
I*. * I 
|е-, Ь3

(a t Ьх с,

д,X = —д

а, с,
—' = а* с’

м
и-. Ь']

Бу формулалар Крамер формулалари дейилади.
М исол. Ушбу тенгламалар системасининг барча 

ечимларини топинг:
I х + Зу-4,
1 2х — у — 1.

Ечиш . Системанинг детермииантларинн тузамиз:

Д - ' 1 3 | = — 1 — 6 = — 7,

Дх =

2 -1  
4 3 
1-1

1 4
2 1

= — 4 — 3 = — 7, 

1 — 8 --- 7.

Д̂ =0 б^лгани учун, система ягона ечимга эга. Кра
мер формулаларига кура:

х ^х —  ̂ 1

3-§. Учинчи тартибли детерминантлар 
Ушбу

r aix+bty + ctz~du 
а2 х + Ьг у +  сгг — dit 
а»х +  bty -f с,г -  dt

тенгламалар системаси берилган булсин. Худди икки- 
та чизикли тенгламалар системасидагига ухшаш, бу ер-
8

( 6)

(б) матрицанинг учинчи тартибли детерминанти деб
Д a 4" аз̂  jCj и!bsci — а2Ь\С̂  (7)
сонга айтнлади. Иккинчи тартибли детерминант болтан 
холдати символикадан фойдалаииб, бу детерминант 
бундай белгиланади:

(8)

(7) дат» хар кайси к^пайтма детерминантиинг хадлари 
дейилади. ^адлар олдидаги ншораларни эсда саклаш 
кийин эмас. Куйиаягн схемалар буйича (7) га кирувчи 
мусбат ва манфий хадларни аницлаш осон:

Кулайлнк учун детерминантиинг элеменгларини икки- 
та индексли битта харф билан белгилаш кабул килинган 
булиб, бу индекслар, элемент турган сатр ва устунла- 
рнинг нэмерларини: биринчн индекс хар доим сатр но- 
мерини, иккинчи индекс эса устун номерини курсатади. 
Масалан, хадиинг индекси учинчи сатрнинг иккин- 
чи устуни элементи эканини билдиради. Бу белгилаш- 
лардан фойдпланиб, учинчи тартибли детерминантни 
куйидагича ёзиш мумкин:

Д -
>11 “13

021 °JS
fljl Aj3



М нсол. Куйчдаги учинчи тиртибли детерминаиг- 
ларнн ^исобланг:

1) 1 2 3 2) а 1 а
0 1 -1 . -  1 а .1
2 4 5 а -1 а

Юцоридаги схема ва (7) формулага к£ ра топамиз:

-  2 • 0 • 5-Л • ( - 1) • * = -  1-.

Л* = (- 1 ) '+% * . (/ .Л - 1 ,2 ,3 )  (И )
сон а,к элементнинг алгебраик тулдирувчиси дейнла- 
ди. Бу ерда Д,*— иккинчи тартнбли детерминант. У бе- 
рилган детерминантдаи /-сатр ва k- устунни ?чириш 
оркали (учирилмай колган элементлардан) *осил бу- 
лади. Ац, детерминант alk элементнинг минори дейи- 
лади. Айтилганга кура а,г элементнинг алгебраик тул- 
дирувчиси нуйидатидан иборат булади

122 ( - 1)
Ом О.з II а. 1 аи
Я*1 Язз «31 Озз

минори:
А — Яц flis

= а • а а + 1 ■ 1 . а + а • ( -  1) - ( - 1) — «=
Оц азз

— а - а-а — а* 1 •(— 1) — а • 1 •(— 1) = 4а.
4-§. Детерминантни берилган устуни бки са ри 
элементлари буйича ёйнш
я та сатр ва я та устундан иборат ушбу квадрат 

жадвал берилган булснн:
ralt а,2 • • • а,я

Худяи шундай а2, нинг алгебраик тулдирувчиси

■(-1),2+ 1 а.2 0,3 г _ ач
а*1 а33 а „ «83

«2| «и
(9)

Бу жадвалга я-тартибли квадрат матрица дейилади. 
/-сатр ва /-уступ кесишган жойда турган элементна 
ач билан белгилаймиз. Биз детерминантни берилган 
устуни ёки сатрн элементлари буйича ёйишда солда- 
лик учун /, у'= 1, 2, 3 кийматлар билан чегараланаынз. 
Бош^ача цилиб айгганда, учинчи тартибли квадрат 
матрица билаи шугулланамиз.

Детерминант элементининг алгебраик тулдирувчиси 
тушунчасинн киритамиз. Ушбу

дан иборат.
Детерминантни берилган сатри ёки устуни элемент- 

лари буйича ёйншлан фойдаланиб, детерминантларни 
^исоблаш ишини осонлаштириш мумкин. Куйидаги 
тасдикни исботсиз келтнрамиз:

Теорема. Детерминант, исталган сатри ёки 
ycmvHU элементлари билан iuy элементлар алгеб
раик тулдирувчилари купайпмаларининг йигиндиси
га тенг:

А - в „ (-  1)'+2

+ Яз,(-1)3+’

a2i а2з +
Я31 азк I ai\ аи

Он я,з 
а21 агз

= а,аЛ,2 + + азИзз-

а  || а, 2 а ,3
I

~аг\ агъ— —
I

°3i а32 а „

детерминантнинг alk  элементини олайлик. Ушбу 
Ю

(Ю)

(Теорема исботи А. Г. Курошнинг „Олнй алгебра кур- 
си" кнтобида келтирилган.) Теорема юцори тартибли 
детерминантлар учун *ам уринли эканини кайд килнб 
^тамиз.

Ми с о л. Куйидаги 3-тартибли детермннантни 1- сат
ри элементлари буйича ёйиб >{исобланг.

11
2
Зи-'
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Е ч и  ш.
1 2 -  1

- ( -  1),+‘
-1 1

А — 2 -  1 1 - 5  23 - 5 2
+ 2 - ( - 1)

i+ i 2 1
3 2 +

+  ( - 1 ) 1+3 2 — 1 
3 -5

- ( - 2  +  5 )-  2-(4-3) + (—10+# 
“ 3 — 2 — 7== — 6.

5-§. Детерминантиинг хоссалари

1. Детерминантиинг ^амма устунларини унинг мос 
сзтрларн билан (ёки аксинча) урнини алмаштиришдан 
детерминант узгармайдн, яъни

Я | | О н а п а , , а 2 , a 3 i

а г\ а „ = а , 2 а 52 f l j ;

f l 31 < * Я 2 а 33 f l 18 а 23 О з ,

И с бот. А — берилган детерминант, А* эса Д дан 
унинг сатрларинн мос устунлар билан алмаштиришдан 
Хосил булган детерминант булсин. Д ни биринчи сатр 
элементлари брича ёямиз:

О ц а .з а , 3 -
а п 0 13

а п а п °23 =  Q ,,

а * , а 31 а зз
а и Озз

— а■г а 1\ ° 2 3 а 21 « 2 2
~ Г  « 1 8

«3 1 <*33 Я 81 Я 32

Энди А* ни биринчи устун элементлари буйича ёйиб 
чицамиз:

« 1 1 а 21 «3 1
« 2 2  « ? 2

= а 12 Д 2 2 « 3 2 “  «1 1

1 Я |3 « 2 3 « 3 3
«  3 « 3 3

— « 1 2
« 2 .

« 2 3

«31

« 3 3
+  а ч

«2 1  « 3 1  I

« 2 2  « 3 2  1
Демак, А = А*.

2. Детерминантиинг исталган иккита сатрииинг (ёки 
икки устунинннг) уринлари ялмаштирилса, детерминант- 
нинг фанат ишораси узгаради. Масалан, агар биринчи 
ва учинчи сатрларнинг уринларини алмашгирсак:
12



«11 «12 «1. а 31 « з з

а2\ «?2 я и = — а31 а 22 аг з
«31 а,2 агз а ]3

3 Иккита сатри ёки иккита устуни бир хил булган 
п.те’оминантнинг киймати иолга тенг.

4 Бирор сатр (ёки устун) элементларининг умумий 
купайтувчисини детерминант белгисидан ташкарига 
чицариш мумкин.

И с б о т .  Айтайлик, детерминантнинг иккинчи сатр 
элементлари умумий купайтувчига эга булсин:

ha
a ,, а х% 
ka21 ka22
«31 «32

Бу детерминантни иккинчи сатр элементлари буйича 
ёямиз:

23
«33

а, | 
ka2]
«31

'12 13
kCioi k(l22

а й2 а
ка.цА21 + karlA22 +

+ ЬйпА*3 = k(a2\A-n 4" «22̂ 22 + «23̂ 2э) —
5. Агар детерминант бирор /-сатри (устуни) нинг 

*ар бир элементи иккита кушилувчининг йипшдисидан 
иборат, яъни alk = &* +  c*(fc =» 1,2, ... , п) б^лса, у *ол- 
да берилган детерминант шундай иккита детерминант* 
нинг йигиндисига тенг буладнки, бу детерминантлар- 
нинг/-сагридан бошка сатрлари дастлабки детерми- 
нантникидай булади, уларнинг бирилаги I- сатр bk эле* 
ментлардан, иккинчиси эса съ элементлардан иоорат 
булади. Масалан,

а , + т ,  а3-\-тг а3 +  т 3 CL\ CJ2 т х т 2 т г
\  сх dx Ьх сх dy + bx сх dx
2̂ Cl2 2̂ ^ 2  d 2 Ь2 с2 d2

6. Детерминантнинг бирор устун (сатр) элементла- 
рига бошца устуннинг (сатрнинг) бир хил сонга купай- 
тирилган мос элемеитларини ку шиш дан детерминанг- 
нинг киймати узгармайди:

аи «12 «13 «11 4“ *«13 «12 «13

«21 «22 «23 «21 “Ь *«23 «22 «2а

««1 «32 «аз «31 4“ *«33 «32 «33

13
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о„ а,2 в.» о,. аи о.. 0.1 0,2 о.»
- Oji ai2 0,3 а23 аа Oj j SS а21 О 22 0,3

O31 о „ О,, а», о „ о33 оа, Оз2 Оэз
7. Детер.\ ш-антнинг бирор уступи (сатри) элемент, 

ларининг бошка устуни (сатри) элементлари алгебраик 
тулдирувчилари билан купайтмасининг йигинднси нол- 
га тенг.

Баён килингаи хоссалар юцори тартибли детерми- 
иантлар учун *ам тутри.

6-§. п номаълумли п та чизикли тенгламалар 
системаси

Ушбу
a i\xt + А |Л +  •• . + а\яхятщ> Ьп 
ач х\Л 'а22хг-]г'^ш3г агахп-\-Ь1,

а п\Х  1 +  ° n t X 2 +  ••• +  а ппХ П Ь п

куринишдаги система я номаълумли п та чизикли тенг
ламалар системасини ифодалайди.

Бу системанинг *ар бир тенгламасилаги ли ., ........
хя номаълумлар урнига мос равишда ji,, ........... ц,,
сонларни куПилганда (12) даги барча тенгламалар ай- 
ниятга айланса, ц,. |i2......... |хл сонлар (12) система
нинг ечими дейилади. 2-§ дагига ухшаш, ( 12) систе
манинг ечимн асосан куйидагн дет'ермннантга боглик- 
дир:

0., 0 12 . . •о.*
Oji о21. . . 02,

Оя, 0д2 • • •Одп
(13) детерминант (12) тенгламалар системасидаги но- 
маълум."ар олдидаги коэффициентлардан тузилган, у 
(12) системанинг детерминанти дейилади.

Агар Аф 0 булса, система ягона ечнмга эга б\лади 
ва бу ечим

формулалар ёрдамида топилади. 
14



Kv ердл Д| детерминант д детерминантдаи и и р и н чи  
<- vh злементларини озод ^адлар билан алмаштириш- 

/яьни ( 12» системадаги номаълумлар олдидаги коэф- 
«ьмш ентларни озод *адлар билан алмаштиришдан) *о- 
Дл б-лади- эса Д детерминантдаи иккинчи у с т у н  
члрментларйни озод *адлар билан алмаштиришдан *о- 
сил булади, Д„ \  лар *ам шунга ухшаш *осил
килинади.

п та чизикли тенгламалар системасини ечишнинг 
fivmart усули Крамер коидаси дейилади. Демак, п но- 
маълуыли п та чизикли тенгламалар системасини ечнш 
V4VH я+1 та детерминант тузиш керак. Бу эса *исоб- 
ла,п ишини купайтиради, шунинг учун *ам амалий hiu- 
ларда бошца метоалардан фойдаланилади.

7-§. Уч номаълумли учта чизицли тенглама 
системаси

Уч номаълумли учта чизикли тенглама системасини 
текшириш билан шугулланамиз. Чизикли тенгламалар- 
нннг ушбу

системаси берилган булсин. Номаълумлар олдидаги 
коэрфициентлардан тузилгаи детерминантни А билан 
белгилаймиз:

a X]x + a i2y + a }Zz =  dit 
#2l* “Ь #2гУ + #232 = ^2*
а Л\ Х  +  d i2y  +  а ггг  =

(14)

Лц (1\2 #13
Д = а21 @11 #гз .

#3t аы агъ
(15)

Ердамчи детерминантларни тузамиз:
dx #,3 #18 dx #is

A *—* d% а21 йп , a2i 2̂ а*з ,
d3 а32 #53 1̂1 азз

V •
Ч*

#11 #12 1̂ 
= #2l ai2 d, .

#31 3̂2 3̂
15
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оерилган система х 9 у, z ечимга sra булса, бу ечммни 
топиш учун цуйидаги формулаларга эга буламиз.

Дх■* =  -г; А ’ А’ (16)

Куйидагн доллар содир булиши мумкин.
1. А =^0. Бу з̂ олда (16) формулалардан (14) систе

ма битта ечимга эга экани келиб чи^ади.
2. А — 0 ва Ах, Ау, А, детерминантлардан акалли 

биттаси нолдан фаркли. Бу >;олда (14) система ечимга 
эга булмайди.

3. \ ■=■ Ат = Ау =  Д2 = 0.
Бу *олда (14) система ё чексиз куп ечимга эга була- 
ди, ёки умуман ечимга эга булмайди.

1 - м и с о л. Ушбу уч номаълумли учта .чизикли тенг- 
лама системасини ечииг:

2х + Зу + г = 2,
Зх — у + 2г = — 3, 
х  + у — Зг = 4.

Е ч и ш .  Берилган системанинг асосий детерминанти 
ва ёрдамчи детерминантларини тузамиз.

2 3 1
3 - 1  2 = 6 + 3 + 6 + 1 — 4 + 27 = 39 jt-Oi
1 1 - 3
2 3 1 ^

- 3  ^2, ^ 6  — 3+ 24 + 4 -  4 -  27 = 34 -  34 =0;
4 1
2 2 1

18+12+4 + 3 -1 6 + 1 8  = 39;3 - 3  2 
1 4 - 3  

2 3 2 
3 - 1 - 3  
1 1 4

-  8 + 6 -  9 + 2 + 6 -  сб -  -  39;

Демак, А^*0 булгани учун система ягона ечимга эга. 
Бу ечим куйидагидир:

Ах  о



Ж а в о б .  (0; 1; — 1).
2-м и со л. Ушбу системани ечайлик:

д :-5 у  + 2г — 1,
Здс — 25 у + 6z — 7,
9дс — 45у + 18г = — 3.

Е ч и ш .  Бевосита ^исоблаш оркали Д = Ду=0, Дх¥=0, 
&гФ 0  эканига ишонч \осил килиш осон. Бундан ку- 
ринадики система ечимга эга эмас.

3-м и со л. Ушбу
х + 5у — г — 5,

2jc у — 2г = 1, 
х — 4v — г = —4

тенгламалар системасини ечинг.
Ечиш.  Бевосита *исобласак, Д =  =  Дг = 0

га эгамиз. Куриниб турибдики, системанинг учннчи 
теигламаси иккинчи ва биринчи тенгламаларнинг айир- 
масидан иборат. Шундай килиб, берилган системани 
Куйидагича ёзиш мумкин:

( *  + 5у*=г + 5.
I 2х + у = 2г + 1.

Бу системанинг детерминанти:

а =  11 5 | = 1 — 10--- 9^ 0 .
12 11

шунинг учун куйидагига эомиз: 
г  +  5 5 

2*+ I Jх  = г  4- 5 —  Ю г —  5 — 9г
- 9

г  +  5
2г  4* 1 2z 1—2г — 10^ - 9 ^  j

з - 9  " " - 9 “

Бундан, дастлабки система чексиз куп ечимга эга эка 
ни келиб чицади, чунки z ни ихтибрий олиб, г буйича

2->0 f Б у Г т Г П ^ Г л п

Bw m r



х ва у нинг кийматларини топамиз. Масалан, г — — 2. 
деб олиб, *=■— 2; у -= 1 ни, г =  3 деб олиб, 
у= 1 нн топамиз ва *оказо.

8-§. Уч номаълумли учта тенгламанинг бир
жинсли системаси

Барча озод *адлари нолга тенг булган чизикли тенг
ламалар системаси бир жинсли система дейилади. У 
КуПидаги куринншда ёзилади:

а,,х + а,гу + а,3г = 0, 
а2Хх +  а22у +  а23г = 0, (17)

. а3,х-\-а32у +  а33г = 0.
(17) куринишдаги исталган бир жинслн система \еч 
булмяганда битта ечимга эга, чунончи х — у — г — о 
ечимга, иъии ноль ечимга эга. Бу система качон нол
га тенг булмаган ечимга эга булишини аниклаш учун 
иккита *олни цараб чикамиз.

1) Система детерминанти нолдан фаркли, яънн А^О. 
Бу *олда (17) система факат ноль ечимга эга буладн:

X =  у =  2 = 0.
2. Д*=0. Бу —(17) системанинг нолга тенг булма

ган ечими мавжуд булиши учун зарурий шарт ^исоб- 
ланади. Бу *олда система чексиз куп ноль булмаган 
ечимларга эга булади.

1) Буни исбог килиш учун дастлаб А детерминант- 
нинг алгебраик тулднрувчиларидан камида битгал! 
нолдан фаркли деб фараз киламнз, масалан

а \\ а 12

'21 '22
* О

булсин. (17) системанинг дастлабки иккита тенглама- 
сини ушбу куринишда ёзамиз:

+ at2y = — a izz,
а2\* "Ь «22У в  — «аз2*»

Энди

(18)

‘33
а, 1 а13
а21 22

б^лгани учун исталган z да (17) система ушбу



формулалар билан аникланувчи ечимларга эга булади. 
Агар деб олсак, (18) нинг ечимини ушбу к^-

Лзз
ринишда ёзиш мумкин:

X = kAtl\ у -  4Л32; г —
k сон исталган кийматларни кабул килншн мумкин.

Биз берилган (17) системанинг дастлабки икки тенг- 
ламаси ечимини топдик. Бу ечимлар k нинг *ар кан- 
дай кийматида (17) системанинг учинчи тенгламасини 
*ам каноатлантиришннн курсатиш мумкин. Юкорида 
айтганимиздек, k исталган кийматларни кабул килга- 
ии учун (17) система чексиз куп ечимга эга булади.

б) Энди А детерминантцинг барча алгебраик тул- 
дирувчиларп нолга тенг деб фараз киламиз. У *олда 
(17) системанинг *ар кандай иккита тенгламаси про- 
порционал коэффициентларгч эга булади па демак. 
системанинг *ар кандай иккита тенгламасини улардан 
бирннинг *амма ^адларини бирор купайтувчига купай- 
тириш оркали иккинчисига келтириш мумкин, биноба- 
рин система битта тенгламага келтирнлади — колган 
иккита тенглама бу тенгламаиинг натижаси булади 

Равшанки, бундай система чексиз куп ноль булма- 
гаи ечимга эга (чунки иккита номаълумга ихтиёрий 
сонли кийматлар бериб, учинчи ечимни эса системанинг 
бирдан-бир эркли тенгламасидан топиш мумкин).

Мисол .  Ушбу тенгламалар системасини ечннг:
jc +  2у +  Зг  =  0,

2х *f У — г =* 0,
, 3 к -f- Зу *4- 2г 0.

Е  ч и ш. Системада А =* 0 эканини куриш мумкин. 
Системанинг дастлабки иккита тенгламасини



кУринишда ёзамиз. 
ча ечамиз.

Бу системани Крамер цоидаси буйи

Энди
- 3 *  2 

г  1
с

1 -Зг
2 г

— 1 — 4 = — 3.

— 3* —2 г_— 5 г
~  — 3- 3

-3  -3

5
з г ’

г.

Демак, бернлган система чексиз куп ечимга эга экан, 
чунки г ни нхтиёрий олиб, х ва у ларнинг мое кий- 
матларини топамиз. Масалан, z = — 3 деб олиб, л== —5; 
у — 7 ни, z =  6 деб олиб, х -=» 10, у — — 14 ларни то 
пампз ва .\окизо.

9* §. Чизицли тенгламалар системасини Гаусс
методи билан ечиш

Биз шу пайтгача тенгламалар сони номаълумлар со- 
нига тенг булган чизикли тенгламалар системасини 
радик. Агар бундай системанинг детерминанти нолдан 
фаркли булса, у *олда система ягона ечимга эга були- 
ши маълум.

Энди нхтиёрий, яъни тенгламалар сони номаълум
лар сонига тенг булмаган чизикли тенгламалар снсге- 
масини текширамиз. Бундай система учун ечим ягона 
б^лмаслиги ёки умуман ечим мавжуд булмаслнги *ам 
мумкин. Чизикли тенгламалар системаси бирорта *ам 
ечимга эга булмаса, система биргаликда булмаган сис
тема дейилади. Агар чизикли тенгламалар системаси 
ечимга эга булса, бундай система биргаликда дейила
ди. (Агар биргаликда булган система ягона ечимга эга 
булса, система аник система деб, агар ечим биттадан 
К], п булса, аникмас система деб аталади.)

Энди коэффициентлари соцлардан иборат булган 
система ечимларини топиш учун кулай булган номаъ* 
лумларни кетма-кет йукотиш усулини, яъни Гаусс ме
тоди ни баён килишга ?тамиз. Куйидагн ихтиёрнй чи- 
зикли тенгламалар системаси берилган булсин:

/
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Я I,* I ”t" «12*2 ”1" a inXn “  Cf,
f l | ,X |  +  a  22*1 +  • • • +  a in *n  =  c a» ( 19)

<*Л*1 а л х  1 "b • • • "b a snX ri ci*
/< q\ да аи ф  0 булсин деб фараз килайлик. а,, нолга 
тенг булиши -хам мумкин. Бундай *олда ишни систе- 
м 1 нинг биринчи тенгламасидаги бнрорта нолдан фаркли 
коэффпциентдан бошлаш керак. Дасглаб биринчи тенг
ламадан ташкари барча тенгламаларда х, ни йукотнб. 
(19) системани узгартирамиз. Буиинг учун биринчи 
тенгламанинг хар иккала томонини а „  ф  0 га булиб 
чикамиз. Натижада берилган системага эквивалент ушбу 
янги системани *осил киламиз:

xt Н----г • • • i ------ *г • • • т
а и а п  0ц

«21*1 +  «22*2 +  • . . +  « 2А*А +  • • • +  й 2пХ П “  С2%
т

«/1*1 +  «/1*2 +  • • • +  a lk x k  +  • • • +  «/я** — сь  

« m i * i ”b « m2*2 “f ” • • • « mk “f ” • • * « т п Х п ^ т '

Энди бу системанинг биринчи тенгламасиии а2х га 
купайтирамиз ва иккинчи тенгламадан айирамиз. Бу 
ишни давом эттириб, биринчи тенгламани энди а31 га 
купайтириб, учинчи тенгламадан айирамиз ва к. 
Бу жараённи шундай давом эттириб, маълум кадамдан 
кейин берилган системага тенг кучли булгаи куИидаги 
янги системани ^осил киламиз:

■*1 “Ь  «1.'*2 +  • • • “Ь  «1 +  • . • +  й \пХ п =  С и

а'22х2 +  • • • +  d2kxk "Ь • • • “Ь «2/1* я = С2*

(21)

■«/Я!*а &mkxk I’ • • • ' I &тпхп — Ст»
бу ерда куйидагича белгилашлардан фойдаланилган:

а[к^ —\ а\к ^ а 1к— ̂  а „ ;  / — 1 ,т , 6 = 2 п.

2.т.
•11 Л11 
с [ - - ,  c 'i-c , — — а2х\ I

«и вп
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a'jj коэффициенгни нолдан фаркли деб фараз к»'лив
( 21) системанинг иккинчи тенгламасини Оц га 
ва ^о:ил булган системанинг иккинчи тенгламаснщ,
кетма-кет а'п........а12, ат2 га купайтирамиз \ам д ;
навбатма-навбат системанинг тегншли (биринчи ва и*! 
кннчи тенгламаларидан ташкари) тенгламаларидан айн. 
рамиз.

Бу жараённи давом эттириб, чап томонидаги барц; 
коэффициенглари ноль булган, озод хади эса нолда̂  
фаркли тенгламага эга булган системага келсак, бу сне. 
тема юкорида курсатилганидек, биргаликда булмаидн. 
Агар система биргаликда булса, куйидаги системалар. 
дан биринн *осил киламиз:

+ ^i2*а 4* • • • +  Ьхкхк + . . .  + btnx„ — В и 
<*!+••• +  bn r k +  . . .  +  buxn — В.,.

хр 4* • • • + ЬРПЛЛ в
( 22)

йки (бунда /?<л)
хх -|- Ьх2 < j “Ь . . .  "4* Ьпх„ -f- . . .  "Ь ЬХп\„ В х.

Х2 +  • • • +  Ь7кхл 4- . . .  +  Ь. пх„ «= В.,,

* п п
(231

(22)—noFOHacHMOH (трапеция), (23) эса учбурчак кури* 
нишдаги система лейилади. (23) булган *олда охирги 
тенгламаяан хпжвяВ п га эгамиз. хп нинг цийматини o.i- 
динги тенгламага куйиб, хп_у ни топамиз, уни уз нав-
бати да олдинги тенгламага куйиб, хп_2 ни топамиз ва 
*. к

Юкорида айтилганларни якунлаб, куйидагиларни ко
сил киламиз. Гаусс методини чизикли тенгламаларнинг 
*ар кандай системаси учун татбик этиш мумкин. Бун
да, агар алмаштиришлар жараёнида барча номаълум- 
ларнинг олдидаги коэффициентларн нолга тенг, о̂ од 
*ади эса нолдан фаркли булган тенглама *осил килсак, 
система биргаликда булмайди; агар бундай тенгламага 
эга буммасак, система биргаликда булади. Агар бир- 
галикдаги система (23) учбурчак к$ринишига келса, у 
аник булади, (22) куринишига келса, аникмас булади.
22
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Айтилганларни чизикли бир жинсли тенгламалар 
системаси булган холга, яъни озод хадлар нолга тенг
б тган тенгламаларга *ам куллаш мумкин. Бундай сис
тема хар доим биргаликда булади, чунки у (0; 0; ... ,  0) 
ноль ечимга эга. Каралаётган системада тенгламалар 
сони номаълумлар сонидан кичик булсин. У холда, 
системамиз учбурчак шаклига келтирилиши мумкин 
эмас, чунки Гаусс методн буйича узгартирнш жараё
нида'тенгламалар сони камайиши мумкин, лекин орти- 
Ши мумкин эмас; бинобарин у (22) куринишгя келти-
рнлади, яъни аникмасдир.

1-м и сол. Куйидаги чизикли тенгламалар система-
сини Гаусс методи билан ечинг:

хг +  2х2 + Зх3*= 1, 
2jc, — х2 + 2хЛ — б,
xt +  JC2 — 3xt =  7.

Ечиш .  Биринчи тенгламадаги jc, олдида турган 
коэффициент (агар ^=0) ёрдамида колган тенгламалар- 
даги ху номаълумдан кутула^из. Бунинг учун, бирин
чи тенгламанинг барча *адларинн 2 га купайтириб, 
иккинчи тенгламадан айирамиз. Биринчи тенгламанинг 
Уэйн и учинчи тенгламадан айирамиз. Натнжада куйи
даги куринишдаги системага эга буламиз:

*i +  2х 2 + Зхя — 1,
— 5 х 2 — 4хя — 4,

Иккинчи ва учинчи тенгламалар факат х2 ва лг3 номаъ* 
лумларга эга. Учинчи тенгламанинг *адларини 5 га ку- 
пайтириб, 2-тенгламадан айирамиз. Натижада тубан- 
даги система *осил булади:

[ хх +  2г, +  3*, — 1,
- 5х 2 — 4дг3 -= 4.

■ ■  — 26jcs — 26.
Учинчи тенгламадан: буни иккинчи тенглама*
га Куйиб, х2 йомаълумни топамиз:

— 5х 2 — 4 • (— 1) *  4, 
х2 — 0.

хг ва х2 номаълумларнинг кийматларини биринчи тенг
ламага куйиб, хх номаълумни топамиз:
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X, + 0  — 3 — 1; хх =-4.
Жавоб: (4; 0; — 1)

2-ми со л. Ушбу

х, +  2х, + Зх, — 7,
2дг, + Зле, +  х3 = 5.
2xt + 4ха + 6х, = 14

чизикли тенгламалар системасини ечинг.
Е ч и ш ,  Биринчи тенгламадаги х2 олдида тургав 

коэффициент ёрдамида колган тенгламалардаги х2 но. 
маълумдаи цутуламиз. Бунинг учун биринчи тенглама 
^адларини учга, иккинчи тенглама *адларини 2 га ку- 
пайтириб, биринчи теигламани иккинчи тенгламадан 
айирамиз. Биринчи тенглама *адларини 2 га купайти- 
риб, учинчи тенгламадан айирамиз. Натижада куйида- 
ги куринишдаги системага эга буламиз:

х, 2 х 2 4- Зл"3 7, 
х, +  0 — 2х3 = — И,
О + 0 +  0 •= 0.

Учинчи тенглама ^адлари ва озод \ади ноллардан ибо
рат булгани учун, бу теигламани ташлаб юборсак, 
тубандаги система *осил булади:

х, -+■ 2х3 Зх4 *» 7, 
х , —7х3 = —11.

Биринчи тенгламадаги х, номаълумдан кутулиш учун 
биринчи теигламани иккинчи тенгламадан айирсак, х, 
ва х2 номаълумларга нисбатан ечиладиган ушбу сис
темага эга буламиз:

f — 2хг — 10х8 = — 181 
1 х, — 7х3= — 11.

Иккинчи тенгламадан х, ни, биринчи тенгламадан х2 
ни топамиз:

х, — 7х, — 11, 
х2~  —5х, -}- 9.

Бу ерда х3 ихтнёрий сон.
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а)

в)

а)

а)

в)

М а ш к л а р

I И к к и н ч и  тартибли детерминантларнн *исобланг:

2 1 . б) 1 5 '
3 4 ’ 4 3
- 1  0 . г) I 8 5 

, 2  3 ’ 1-4  2
2. Учинчи тартибли детерминантларнн ^исобланг:

J 3 ‘ ‘ ~ л ' * п л 1|

- 2  4
5 - 1I

3. Тенгламалар ва тенгензликларни ечинг: 
х +  2 1 п. б) дс +  24 5х 1

3 х — 2 =  ’ 5 1
2* — 5 I I  г) 11 х +  3

0 1 2 - 3 9 4 — 1

6 ; б) 3 1 - 1 ; в) 2 3 - 2
2 1 3 2 1 5 0

4х 1 > 0;

- 0; 

< 0.

{

N

4. Тенгламалар системасини ечинг:
а) I х + 2 у - 5 , б) ( З х - 2 у  =  4,

( - З х +  у - 6; I х +  у = 3.
5. Куйидаги учинчи тартибли детерминантни бирин' 

чи устун элементлари буйича ёйиб *исобланг:
1 1 Г
2 - 1  2 

,2 3 - 1.
6. Куйидаги учинчи тартибли детерминантни иккии- 

чн сагр элементлари буйича ёйиб ^исобланг:
1 - 3  Г
3 1 - 2
1 7 4I

7- Тенгламалар системасини ечинг:
а) х  +  2у +  Зг = 3; 

2 к +  у — г — 1; 
Зх + Зу + г = 2.

б) Зх +  2у -  г * 4 ,
2х — у + Зг — 11. 
х +  у — 2г яш — 1.



в)

д)

X -  2у + г =  5. 
2дт + 3 y - z  = 1,
4* ~  У + г = 3.
Здс- у +  2 г- 0 , 
2дс + Зу — 5г — О, 
д: + у +  г — О.

е)

д: +  у -  г = 2.
2лт Зу -f- 4г = 5, 

- х  +  2у+  г - 1.
' 2 л -  у +  Зг =  О, 

х + 2 у - 5 г  — О. 
Зх+  у — 2г = О.

тагрИф бврамиз. АЬтайлик, бизга ихтиёрий а,, а2, 
векторлар системаси ва Х„ х2, . . . , Хя *а- 

к‘икий со ила р берилган бУлсин^
1-таъриф.  Ушбу Х,а, + M j  +  • • • + Ка„ вектор 
а * • • • а" вскТ0Р;,аРнинг чизикли комбинация- 

с*//* Х,7 if/* • • • лаР эса комбинациянинг коэффи-

дан
а)

в)

8. Чизикли тенгламалар системасини Гаусс м е т о д ^ а " ! '/ ^  Л Г Т п ш  Х2........... Хя лардаи камидафойдаланиб ечинг: .________ . - т а ъ н *  — -

л)

х, + ЗлГ|— л8=  5, 
2дг,4- jc 2+ 3 x , — —5, 
3jc,+4 jc2 4-2jc3 = 0. 
4дг,— Зх2—2дг3— 6. 

—дг,+5д:2 +■ Л'з= 7. 
2jc,—4дг2— дг3 = — 2. 
х ,+ 2л\— дг, = —3, 

2дг, Н- Зхг + 4х,= 1, 
2дс, Н-4дг2—2л-,— -  6.

II Б О Б

б)

ЧИЗИЦЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИНГ 
УМУМИЙ НАЗАРИЯСИ

1-$. Матрицанинг ранги

Биага т  та сатр ва п та устундан иборат т  X  п ул 
чамли куйидаги матрица берилган булсин:

2* ,— jc + 3^ в  биттаси нолдан фаркли бУлиб. +  • . +
х,4-2x14- j / Z ' i+ x j i l  — 0 б? лса’ У *олда а”  • • • . ая векгорлар 

- 3v + *  * чизикли <5огли̂  дейилади^
* i дг, 2.г3-> — з-таъриф. Х,а,4-Х2а , +  . . . + ^ лв , = 0  тенглик 

одг,— 2х 2+ л3 = - 6,Х,, X*. . . . , Х„ сонларнинг барчаси нолга теиг булган-
2дг,4-5дг2-3дга*=—о, да бажарилса, а „  а2........... а„ векторлар чизикли эрк-
ДГ1 Ч-Здг2-4-2л3— 5. ли деб аталади

Зд. , 2  ̂ 4.4 _  Энди матрица раигига таъриф берамиз.
_  1 _ 3 л ,~  4-таъриф.  Матрнцанинг ранги деб унинг чизикли

xi о.г2+ л 3— 13 эркли устунларининг (сатрларининг) максима! сонига 
•*i+4JC,-ar,—  1» айтилади ва у rang А = г куринишда белгиланади 

(бунда г — матрицанинг ранги).
Матрицанинг сатрлар системаси ранги устунлар сис- 

. темаси рангнга тенг. А матрицада ихтиёрий k та сатр
ва k та устунни оламиз.

Бу сатр ва устунларнинг кссишишидан з̂ осил б\'л- 
ган матрица k- тартибли квадрат матрицани ташкил эта- 
ди. бу матрицанинг детерминанти А матрицанинг k- 
тартибли минори дейилади. А матрицанинг нолдан фарк
ли минорларининг энг юкори тартиби k га тенг бул- 
син. У тубандаги схемааа туртбурчак ичида курсатил- 
ган:

и
А  —I а21

It
■22

1 п

т\  и т2  • *тп
А —

a \k + \  
• • 

a k k + \

An

аkn
ak+i'l • а.л\, *ah+ u k+t 
• • • • *  • • • • • * <  

Qm\ • • • •

in

Бу матрицанинг *ap бир устунини m улчовли вектор . ЛП. Г1|ПЯГИ кятта таотибли-
сифатида караш мумкин. Бу векторлар сифатида Ка- с и н Т б ^ ш ^ Х ^ и м  зарурдир. Агар А  матрица- 
ралавтган устунлар чизикли боглиц булиши хам муы- «н и  Оилишi кизика^и ва ^  / нолга тенг булса. у
кин. Матрицанинг ранги таърифини беришдан олд«н vhh^ i Л дан Покори тартибли барча минорларичизикли боглик ва чизикли эркли векторлар система- *илд<| >»ин1 к дан f
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*ам нолга тенг булади. Матрица ранги ^а^идаги цуйн. 
даги теоремани исботсиз келтирамиз.

Теорема.  Матрицанинг нолдан фарцли минор 
ларининг энг юцори тартиби бу матрицанинг рац, 
гига тенг (теорема исботи А. Г. Курошнинг „Оли 
алгебра курси" китобида келтирилган). Матрицанин- 
рангини бу теоремадан фойдаланиб топишда бу маг 
рицанинг жуда куп минорларини ^исоблаш зарур б 
лади. Шунинг учун матрица рангини э̂ исоблашниц 
куПидаги осон коидасинн келтирамиз:

Берилган матрица рангини *исоблаш учун цуйи тар. 
тибли минорлардан юкори тартибли минорларга утн;. 
керак. Агар нолга тенг булмаган (k- тартибли) минор, 
ни топган булсак, у *олда бу минорни ураб туруич 
($ >шиялозчи) (k +- 1)-тартибли минорларнинг узигпн; 
^исобланади. Бунда, агар бу минорларнинг барчас! 
нолга тенг булса, берилган матрицанинг ранги k г; 
тенг булади деб хулоса чикарамиз. Юцорида кури' 
утилган таърифлардан цуйидаги натижалар келнб чи 
кади.

1-натижа.  Хар кандай матрицанинг чизикли эрк- 
ли сатрларининг максимал сони унинг чизикли эркл 
устунларининг максимал сонига, яъни бу матрица ран 
гига тенг.

2-иатижа.  л-тартибли детерминантиинг сатрлар 
орасида чизикли богланиш мавжуд болтан *олдагин< 
ва факат шу ^олдагина у нолга тенг булади.

Матрица рангини ^исоблаш ^акидаги теорема в; 
натижалардан фойдаланмасдан *ам матрица раигиш 
*исоблаш мумкин. Бу *олда кайси устунлар (ёки сатр 
лар) максимал чизикли эркли система ташкил этиши 
ни топмасдан турридан-тутри матрица ранги *исобла- 
нади, шу сабабли факат рангнинг узинигина билич 
керак булган ^олдагина бу методдан фойдаланиш му.Ч' 
кин. Бу метод элементар алмаштиришлар деб аталади. 
Булар:

а) иккита сатрнинг ёки устуннинг урнини алмашти 
риш (транспозиция);

б) сатр (ёки устун) ни нолдан фаркли ихтиёри* 
сонга купайтириш;

в) бир сатрга ёки устунга бирор сонга купайтирил- 
ган бошка сатр (устунни) кУшиш.

Элементар алмаштиришлар матрицанинг рангини уз- 
гартирмайди.

у и п д и .  .. Г
\. М и с о л .  |̂ЯЛаш усулидан фойдаланиб *исобланг:

норларини * о ш / j 2 — 1 — 2\

О

3, - Ш 6
,»и 1-тартибли минорлардан бошлаймиз, 

Е чиш .  рИНЧМ устун ва каторнинг кесншган
буиинг учун 0 4 цатор ва иккинчи устунни „з{0шияла* 
жойида бири^ 4 
сак\

дф/идоиэ.минорга эга оу Qp ва учинчи устунни .дошияласак*;
Иккинчи n a *

М , -  ф  0.
J 2 3

^-артибли минорларга утсак, М , минорни 
Энди, учинчИ |НОрлар факат иккита булиб, улар нолга
3{ОШИЯЛОВЧИ м *
тенг:

1 2
4
о

- 1
3 
6

=■0;
1 - 1  - 2  
2 3 О 

_  1 6 6
- 0.

|1
Демак, матрии-янинг Рангини *исоблаш коидасига к?ра

ГаП2-(ми7о2Л. ^ еРилган
/  2  2  9  -  19 - 1

л > 10  3 - 5  1 
^  2 1 - 1  0 - 2

V 1 1 - 3  * 4 — 2,

матрицанинг р ^ " гин"  Хисоблакг.Е ч и ш /v\»'r PM,W рангини элементар алмаштнриш-
лардан фойдаУ»аниб топамиз:

/ — 1 0 1 3 - 5 '

Ч  ? ; ^ = з  :
\ 2 2 "—  * 9 - 1 9 29

_ ю  1 3 - 5 '  
0  1 О  5  —  10  

0 1 — 1 0 - 1  
0  2  1 15 - 2 9

28



Бумдан rang ( Л ) — 3.

2-§. Чизицли тенгламалар сиаемасининг 
биргаликда булиш шарти

Бизга п номаълумли т та чизикли тенгламалар сис
темаси берилган булсин:

Я|,*1+ Я,2* 1+  . . . +<*,„*„ — *1,
a2lxt + a J2*2 + • • • + ат хп e  rn

Агар чизикли тенгламалар системаси ечимларга эга 
булса, система биргаликда дейилади.

( I )  системанинг биргаликда булиш-бУлмаслик шар- 
тини аниклаймиз. Агар биргаликда булган система бит- 
та ечимга эга булса, у аник система, биттадан кУп 
ечимга эга булса, аникмас система деб аталади. ( 1) 
система коэффициентларидан yuny А мггрицани:

ва бу матрицага озод *аднн кушиб кенгайтирнлган В  
матрицани тузамиз:

Берилган (1) чизикли тенгламалар системасининг бир
галикда булиш шартини куйидаги Кронекер — Капелли 
теоремаси ифодалайди:

Т еорема  Чизицли тенгламалар системаси ечим
га эга булиши учун А матрицанинг ранги кенгай~

«/n«*i + am2*2+ • • • +0



tnupujuan В  матрицанинг рангига тенг булиши за- 
п\'р ва етарлидир.

Исботи.  Теореманинг олдин зарурийлик шартини, 
кейин эса етарлилнк шартини исбот киламиз.

а) (|) система биргаликда булсин ва с%, clt . . . , 
с унинг ечпмларидан бирн булсин. Бу ечимлар снсте- 
мани /я та айниятга айлантиради:

а „ х , + апх2 +  . . . +  аыхп = b, (1 < / < т ) .  (2 )

Курчниб турибдики, В  матрицанинг охирги устунидан 
бошка барча устунлари А матрицага киради, ва аксин- 
ча, А матрица В  матрицанинг бир кисми хисобланади, 
яъни А матрицанинг *ар кайси устуни В  нинг хам 
устуни булади, демак, бу матрицанинг устунлари ор
кали чизикли ифодаланади. Бундай А ва В  матрица- 
ларнинг устунлари системаси узаро эквивалент эканли- 
ги келиб чикали, шунинг учун бу иккала улчовли век- 
торлар сисгемаси бир хил рангга эга, яъни А  ва В  
матрицаларнинг ранглари бир бирига тенг:

rang (А ) — rang (В).

б) Теореманинг иккинчи кисмини исбот килайлик. 
А ва В  матрицалар бир хил рангга эга булсин. Бу — 
А матрица устунларининг исталган максимал чизикли 
эркли системаси В  матрицада хам шундай чизикли 
эркли система булади деган суз. Демак. В  матрица- 
нииг охирги устуни А матрица устунлари оркали чи
зикли ифодаланади, яъни (2) муносабат к$финишида 
булади. Шундай с „ с „ . . . , с„ сонлар мавжудки, бу- 
ларнч коэффициентлар сифатида олиб уларни А мат
рица устунларига мос равишда купайтириб, бу купайт- 
маларни кушиб чиксак, В  матрицадаги озод хадлар
устунига тенг булади. Шунинг учун, с,, с,........... сп
сонлар ( 1) системанинг ечимн булади. Демак, А ва В  
матрица рангларининг тенглигидан (1) системанинг бир
галикда оулиши келиб чикади.

Мисол.  Куйидаги системанинг биргаликда булиш- 
булмаслигини текширннг:

Х\ — *» + 2jts — 1, 
л , +  3х, — Jf, =  2,

, jf, — 5х , +  5х ,  «  1.
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Системанинг асосий (Л ) ва кенгантирилган [В ) магри. 
цаларини тузиб, уларнииг рангларини топамиз:

1 — 1 2 1\ /1 -  1 2 1 
В  =| 1 3 - 1  2 1 — I 0 - 4  3 - 1

1 - 5  5 1/ \0 4 — 3 О,
1 — 12 1 
0 - 4 3 - 1  
,0 0 0 1 
rang (В ) =3.

1 - 1  2\ /1 - 1  2'
А — | 1 3 — 1 ) — (О — 4 3 

1 - 5  5/ \0 4 — 3, 
гапо (А ) = 2.

Шундай килиб, rang (А) Ф  rang (В ). Демак, система 
биргаликда эмас.

Ма ш к л ар
1. Минорни ^ошиялаш усули билан матрицалариинг 

рангини топинг:
в) /3 2 - 5  4\ б) /2 3 3\ в) /2 3 4 1 

3 _ 1  3 — 31 ( 1 5 2  1 3 5 6
\3 5 - 1 3  И /  \4 1 \ )  \2 4 3 2
2. Куйи^аги матрицалариинг рангини элементар ал 

маштиришлар ёрдамида топинг:
а) /2 1 — 3\ б) /1 1 3 2

3 1 — 51 [ 2 0 1 3
4 2 - 1 1  I 3 0 1 2 
, 1 0 - 7 /  \3 4 1 О

3. А матрицанинг рангини икки усул билан (эле
ментар алмаштиришлар ва минорлар оркали) топиб, 
натижа бир хил булишини курсатинг:

'5 0 4 3
3 2 4 1
7 3 2 4

2 1 7

А -

4. Тенгламалар системасининг биргаликда булиш- 
булмаслигнни текширинг: оулиш-

х — 2у + 3г = 6, б)
2х + 3 у - 4 г  = 20,
Зх — 2у — 5г=  6. 
х +  2у+  г — 8,

Зх +  2у +  г »  Ю.
4х-\-Зу — 2 г=  4.

я)

в)

х — 2у — 2 -= 2, 
Здс — бу — Зг = 6, 
5х — 10у — 5г — 10.

Ill Б О Б
МАТРНЦАЛАР АЛГЕБРАСИ
1-§. Матрицаларни купайгириш

Матрицалариинг купайтмаси *акида биринчи купай- 
тувчинннг сатрлари сони иккинчи купайтувчининг ус- 
тунлари сонига текг булгаи ^олдагина суз юритиш 
мумкин, яъни факат ( т Х ,п )  улчамли магрицани ( « X  
X  k) улчамли матрицага купайтириш мумкин. Купайт- 
мада (ш X  Ь) улчамли матрица ,^осил булади. Бун и 
Куйидаги схема билан ифодалаш мумкин:

( т  Х п ) ( п Х  k)=*(m X  k).
Хусусий *олда, квадрат матрицаларни купайтириш 

учун уларнинг тартиблари бир хил булиши талаб ки- 
линади. Купайтма *ам худди шу тартибдаги квадрат 
матрицани ифодалайди.

Айтайлик, бизга А ва В  матрицалар берилган бул
син. А ва В  матрицаларни купайтириш коидаси куйи- 
дагича: А - В  = С купайгманинг *ар бир c,j элементпни 
*осил килиш учун А матрицанинг t-сатридаги эле- 
менгларини В  нинг у-устунидаги мос элементларига 
купайтириб, натижалао кушилади. Масалан, ( т  X «) 
улчамли ( т  X  я- ма гонца)

32 3 — 10

«11 «12 • • • «1/ • • • «1/1

«21 «22 • . . а>ц . • • «2/1

« Л а ,2 • • • С1ц • • • «/я

-«mi «m2 • • • «т/ • • «та-
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ва (п X  к) улчамли
~ Ь п ь и . • • ^ 1/  • • • *r

1

Ь 2Х .  * b 3 j .

bs2  • • • b sf  . .  .  t s k

Ь П2 • • • b n j  . • • ^ n k -

'2*2 + 3* 1 + ( — 1) • 3 2 * 1 + 3 • 3 + (— 1)
1 .2 + ( - 2 ) ‘ ! + 3 *3 1-1 + ( - 2 )  *3 + 3
о 2+ 1*1 +  ^#3 3 • 1 +  1 • 3 +1 • ( —
2 . 5 + 3 • ( - 2 )  +  ( -  1) 
1 . 5 + ( - 2 ) * ( - 2 ) + 3
3-5+1 • (— 2) Н- 1 -3

( - 1) 
(— 1) 

1)

матрицаларни купайтириш натижасида ( т  X  к) Улчахц 2 g тескари матрица
*11 С |2 . • • C\j .
C2\ Cl 2 . • * *2J  • • • C2k

Clx Сл  • • • c lJ • • * */*

I s  miС m2 • • • CmJ •

Бош диагонал элементлари бирлардан 
;амма элементлари ноллардан ибораг

ва цолган

матрица *осил булади, бунда 
СЦ = а1\Ь\1 +  О/2̂ 2/ +  . • . +  alfis) + + ah

-2 a,sb lJ L Г .  О
j—i

«/““ гуринишдаги л-тартибли квадрат матрица бирлик мат- 
>ица дейилади. Олдинги темага асосан, Е  матрица я- 
аргибли исталган А матрица учун

А •£«=£• А - А

I — 1, т
/ = 1 7 * ,

Матрицаларни купайтириш коммутативлик хоссаси:
n a ln im  Y  « и »  v ' м п  w  1  Учта матрицани купай TiuapTHH Каноатлантирувчн ягона матрица экани келиб риш \(т  х Л) (я х Я)| (Л х р )  =» ( т  X k )(k X  р) = (тХЯикади
схема б?йича амалга оширилади. Матрицаларни к?па( 1-Та ъ р н ф  Л матрица учун А ■ В=  Е  тенгликни

;аноаглантирувчи В  матрица А га тескари матрица 
1ейилади ва у В = Л ~ Х куринишида белгиламади.

2-таъриф. Сатрлари чизикли эркли матрица хос- 
iac деб ва сатрлари чизикли богланган магрица хос 
)атрица деб аталади

Хосмас матрицаларга дойр куйидаги иккита теоре- 
'аги исботсиз келтирамиз.

•-теорема. Хосмас матрицани элементар алмаш- 
ирншлар ёрдамида бирлик матрицага келтириш мум-

тириш ассоциативлик хоссасига эга, яъни 
М -  В ) - С - А  ( В С )

тенглик уриилидир.
Мисол .

Л - ва В  =
,3 -  1

матрицаларнинг купайтмасини топинг. 
Е ч и ш .  (*) формулага к^ра:

А • В  *=-

34

ин.
--теорема.  Хосмас матрицага тескари матрица 

мвжуд ва ягонадир. (Теоремаларнинг исботлари 
v- • Курошнииг „Олий алгебра курси* китобида кел-
ирилган.) у

П е к а р и  м атри ц а н и  т о п и ш



б е р и Г Л £ с Г арт,,вли кмлрат- хосмас л  “ атр> s s r s s i ”  v s s r  я х х з г  ~  •“ •
# 1 1 # 1 2  • •  •  ^ 1 /1

# 2 1 # 2 2  • •  •  # 2 г»

• • •  • •  • •
f l ax ^ Я 2  • •  а /1/1

/1 0 0 1 1 -“ 2\
( з 0 1 0 1 0
\2 --1 1 0 0 1/.

А матрицага тескарн В  матрицами топиш учун, у 
куйидаги куринишда ёзамиз:

иккинчи устунни 2 га ва 1 га купайтириб, мос равиш- 
д а  биринчи ва учинчи устунга кушамиз:

/ а  и #12 • • • а \п 1 0 .  .
• ° \

1 #22 • • • &2п 0 1 . .

• °
^л2 • • • ^ пп 0 0 .  . . 1/

/1 0 0 3 1 -- 1\
( 3 0 1 2 1 1
\0  -- 1 0 0 0 1/.

Чап томонда берилган А матрица, Унг томоида Е  б 
лик матрица ёзилган. Бу матрицаларнинг иккала 
бир вактда А матрицами бирлик Е  матрицага келт 
диган сатрлар буйича элементар алмаштиришлар q 
лаймиз. Натижада ( 1) матрица куйидаги куринишпп 
лади:

П 0 . . . 0 Ьц Ьу2 • ^1л\

Г
1 . . .0 Ь2\ Ь22 • • • К  |

\0 0 . . . 1 Ьщ Ь„ 2 • . . b j
(2) нинг унг томонидаги матрица худди А га тест 
В  матрицани ифодалайди, яъии

А • £ = £
булади. Л матрица уз навбатнда В  га тескари бул 
лиги сабабли В  • А = Е  ^ам бажарнлади.

Ми со л. Берилган
/1 - 1  2"

А =  (3  - 3  7
\2 -  3 5

матрицага тескари булган Л-1 матрицани тоиинг. 
Е чиш .  Бунинг учун куйидаги матрицани тузами

Учинчи устунни — 3 га купайтириб, биринчи устунга 
кушамиз ва иккинчи устунни-1 га купайгирамиз:

6 -  1 -  

— 1 - 1
- 3  О

[ккинчи ва учинчи устунларнн алмашгирамиз:
6 - 1 - 1  

- 1 1 - 1
- 3  1 О,

Натижада Л га тескари Л-1 матрицага эга буламиз:
6 - 1 - 1-1

3-§. Чизицли тенгламалар системасини матрицалар 
куринишида ифодалаш

Бизга п номаълумли п та чизикли тенгламалар сис- 
темаси берилган булсин:

а \ \ х 1 +  +  • • • "Ь а \пХ п — 1̂»
а„х, +  а2ъх2+  . . .  -J- а2пх„ =  Ь2,

O/iiXj -)■ а п-,х2 • . •+олл*я Ьп,

36
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аи «1 2  • • • « и

аи «2 2  • • • «2Л
• • • • • • •

flnx «Л 2  • • • апп

Бу система коэффициентларидан тузилган матрица куйн. 
дагича булади:

Л —

Бнз фацат А хосмас матрица булган ^олнигина карай, 
ыиз. (3) системанинг чап томонида А матрицани

xj M

X  —

_  'Л _ _

магрицага купайтиришдан келиб чикадиган п сатрли 
ва бир устунлн матрицанинг элементлари, системанинг 
унг томонида эса

В

- А -
матрицанинг элементлари турибди. Шу сабабли икки 
матрицанинг тенглик таърифига асосан, (3) ни тубан- 
аагнча

« 11  «12  • • • «1л

«21 «22 • • • «2л

а п\ й п\ . аПП‘

~хх~
х2

•

1
сч 

_

1

•

•

1 1

(4)
ёки, кискача

А - Х ^ В

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама матрицавий тенг- 
лама (чизикли тенгламалар системасини матрицали ку-
38



ищи) дейилади. А хосмас матрица булгани сабаб- 
Ри Га тескари булган Л -1 матрица мавжуд. шу са- 

/4) ни чап томондак Л-1 га купайтирамиз:
7 °  М  X )  ~  л -1 • X , лекии Л-1 (Л • Л-) =* (Л ' 1 • Л )Х
4 х - Е Х ^  X, демак,

X  А В
ёки

а \г * • • а \п
°2 l «22 * *

«ло • •П 2

Ь2

А _
/'а'пЬ1 +  о [Ь г +  
a'i\bx +  ojiiftj +

+  e i A
+ * ;а

\< 1*1 + ап2Ь2 + 4-а b* ппПП П
Бундан эса, икки матрицанинг тенглик шартига асосан
(4) ёки (3) нинг ечимига эга буламиз: +

х, — a,,bl + a'tobj -f . . . + a'i„bn, (i -  l7"«j. (5)
M и с о л.

2хх + лг, — хг — 5,
5дг, + 2лг, + 4х3 =* 1,
7дс, +  Здг, +  2дг, = 4

тенгламалар системаснни матрицавий к^ринишда ёзинг 
ва унинг ечимини топинг.

Ечиш.  Берилган системанинг матрицасини ёзамиз:
'2 1 - 1'

ва

Деб белгиласак, у з?олда системанинг „матрицавий* ку
риниши
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А • X  = В  (*)

куринишда булади. А га тескари Л-1 матрица
/— 8 — 5 6\

Л_1- (  18 11 — 13 j

булгани сабабли (*) ни чап томондан Л-1 га купайти. 
рамиз: у вацтда

Л-1 • А • X  — А~1В
ёки

X  — Л-1 • В  га эгамиз, бундан Л-1 • В  ни топамиз!
/ - 8 - 5  / 5\

A - , S - ^ S

/(— 8) • 5 +  ( — 5) • 1 + 6 • 4\ /— 21\ 
- 1 8 - 5 + 1 1 - 1 +  (-13)-4  -  49 .

\1 . 5 + 1 * 1 +  ( - ! ) •  4 / V 2/ 
♦Демак, тенгламалар системасининг ечими: 

л, = — 21; лг2 — 49: х3 — 2.

М а ш к л а р
1. Ушбу матрицаларнинг купайтмасини топинг:

/3 5 7\ / 1 2 4\
Л -  2 - 1 0  в а й =  2 3 - 2  .

\4 3 2/ \ — 1 0 1/

/1 3 1\ /2 1 0\
Л = ( 2 0 4 ва 5 =  1 -  1 2 .

\1 2 3/ \3 2 1/
3.
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1 - 2  3
ва В  =

2 7 -  8 
9 1 О

.— 2 3

матрицани то

А -

матрицага тескари А 1 матрицани топинг,
6. Берилган матрицага тескари А~

ПННГ: / 2 - 3 -
Л = 13 1 - 2  

\1 —  2 1
7.

/1 - 12'
Л =  3 - 3  7 

\2 -  1 5,
8. Куйидаги тенгламалар сисгемаларнни матрицалар- 

дан фойдаланиб ечинг:
а) 2*, +  Зхг + 2*з — 9, 

* i  +  2х> 3*з =  14.
3*, +4л:2+ *з== 16;

б) 3*, +  2*2 +  *3 — 5;
XI  +  * 3  —  * 3  =  О ,

4л:. — *2 + 5*з = 3;

в) ' 2*, +  * 2 — * 3 =■ 5 ,
* ,  — 2*, +  2*з =  —5 ,

, 7 * 1 +  * 2  —  * 3  Ю *

IV Б О Б
ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1-§. Вектор тушунчаси. Векторнинг абсолют 
циймати ва йуналиши

Агар [АВ\ кесма охирларининг тартиби эътиборга 
олинса, у йуналган ^исоблаиади. Агар олдин А нукта, 
кейин В  нукта берилган булса, у ?{олда А нукта А В
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1-чнзма. 2 чизма.

йуналган кесманинг боши, В  нукта эса охири дейила- 
дн (АВ  йуналган кесма устнга чизик куйиш бнлан бел- 
гиланади). Оддий кесманинг учлари тенг з^укукли бу» 
либ, уларнинг тартнбини а^амиятн й^к. Йуналган кес- 
мада эса боши па охирининг уринларн алмаштирилиши 
билан уларнинг йуналиши узгаради. Йуналган А В  кее- 
манинг узунлиги деб, \АВ\ кесманинг узунлигпни ай* 
тнлади ва у \АВ\ билан белгиланади. Й^налтирилгаи 
кесма вектор дейилади. Векторларнн белгнлашда бпз 
устига стрелка куйилган кичик лотин з а̂рфларидан
фойдаланамиз: а, Ь, с, . . . . Баъзан векторларни кес
ма охирларини курсатувчи уша з а̂рфлар билан хам 
белгиланади. Масалан, векторни 1- чизмада курсатил- 
ганидек. А В  куринишда Гелгилаш мумкин. А нукта 
векгорнинг боши, В  нукта векторнинг охири дейила
ди. Агар А В  ва СО йуна тан кесмалар бир хил (ца-
рама-карши) йуналишли булса, А В  ва CD  векторлар 
бир хил (карама-карши) йуналишли векторлар дейила
ди (2-чизма).

Векторнинг абсолют киймати ёки (узунлиги) моду
ли деб шу векторни тасвирловчи кесма узунлигига
айтилади. а векгорнинг абсолют киймати \а\ билан,
АВ  векгорнинг абсолют киймати эса \АВ\ билан бел
гиланади.

Модули бирга тенг булган вектор бирлик вектор 
дейилади. Векторнинг боши унинг охири билан устма- 
уст тушиши мумкин. Бундай вектор ноль вектор деб
аталади. Ноль вектор устига стрелка кУйилган ноль (0) 
билан белгиланади. Ноль векторнинг йуналиши ^акида
42



дули нолга тенг деб ^исобланадн. Нолдан фаркли 
иккита вектор бир т$три чизикда ёки параллел т$три 
чизнкларД® 6тса* бУндай векторлар коллчнеар вектор-
iap дейилади. а ва Ь векторларнинг коллинеарлиги 
(?цГкУринишида белгиланади. Узунлнклари тенг, кол- 
чинеар ва бир хил Руналишли иккита а ва b вектор-

—* ->
лар тенг векторлар дейилади ва к^ринишида
белгиланади. Бир текисликка параллел булган ёки шу 
текисликда ёгувчи векторлар компланар векторлар 
дейилади.

2-§. Векторлар устида амаллар

1. Векторларни ц^шиш. Таъриф .  Иккита а ва Ь 
векторнинг йигиндиси деб исталган А нуктадан а век- 
торни к^йиб, унинг охири В  га Ь векторни цуйганда 
боши а векторнинг боши А да, охири b векторнинг 
охири С да б^лгаи АС векторга айтилади (3- чизма).
я, Ь векторларнинг йигиндиси а +  д билан белгнлана- 
ди.

Векторларни кушиш таърлфидан исталган Л, В  ва 
С уч нукта учун

тенглик уринли булиши келиб чицади. ( 1)тенглик век
торларни кушишнинг уябуряак цоидаси дейилади. Ик* 
ки коллинеар векторни кушиш хам шу коида буйича 
бажариляди.

АВ  + ВС  — л б (1)

3*чиэмч. 4-чизма.
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Векторларни к у шиш амали куйидаги хоссаларга эга:
1) К у ш к ш н и нг г р у п п а л а ш  (а с с о ц и а т и в л и к)
хоссаси. Хар кандай а, Ь, с векторлар учун

(а + Ь) 4- Г=  а + (Ь +  Г)
муносабаг уринли.

Исбот .  Векторларнп кушишнинг учбурчак цоида- 
сидан (4- чизма):

a -f Г -  ОЛ + АВ = ОВ,

(a -h'b) +~с = 0~В + ВС = ОС;

Г+ 7~ АВ + ВС-* Ад, 
а + (Г +  Г) = б  А + Л С - О С ,

бундай (а +  л) -+ с = а + (Ь +  с) экани келиб чикади.
КУшилувчн векторларнннг сони иккитадан ортик 

булганда уларни цушиш куйидагича бажарилади: бе-
рилган а, Ь, с............I векторларнннг йигиндисини хо-
снл кнлнш учун а векторнннг охирига b векторнннг
бошини куПиш (яъни а векторнннг учидан бошлаб b
векторга тенг вектор ясаш), кейин b векторнннг охи-
рига с векторнннг бошини цуйиш ва к., бу ишнн I 
вектор устнда бажарилгунча давом эттириш керак. У
вактда а + b + с -j- . . .  +  I йигинди вектор боши а век-
торнинг бошидан, охири эса L векторнннг охиридан 
иборат вектор булади.

Масалан, 6-чизмадаги A F  вектор берилган а , b, с, 
*■ ► —►
d, е векторларни кушишдан *осил булган вектордир.

2) К у ш и ш н и н г  ури н  а л м а ш т и р и ш  (ком-
м у т а т и в л и к )  х о сса си .  Хар кандай иккита а ва b
вектор учун а + b — b -+- а тенглик уринлидир.

Исбот .  а — О А ва b ■= А В  булсин. Икки *ол бу- 
лнши м) мкин:
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s

5-чиз.л

7-чизма. t -чизма.

1 ) ~a, ~b векторлар коллииеар эмас. Бу золда О, А, В  
нукталар биття тугри чизикда ётмайди (5- чизма). UAt> 
учбурчакни ОАВС параллслограммга тулдирсак, век*
торларни кушишнинг учбурчак цоидасига кура:
= ОА + А В ~ О В ,  Ь ±~а =  ОС +  СВ *= ОВ\ бу икки 

тенгликдаи эса а +  Ь = Ь + а.
2) а || Ь булсин. Бу ^олда О, Л, В  нукталар бит га d  
тугри чизикда ётади. (7-чизма).

d  тугри чизикда ётмайдиган С нукт^ни олаилик, ) 
*олда

О В - б С  + СВ. (1)

О) *олга кура ОС +  СВ  =  СВ 4- ОС. Лекин СВ  = СЛ-г 
+  ^3, ОС=*ОА + АС б^лгани учун:

6 8 — СА^АВ-\-6А-\-АС^ЛВ-\- О а. (2)
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(Карама;карши векторлар йигиндиси 0 га тенг б Ь г * ^ И _
учун СЛ +  ЛС = 0). Иккинчи rnun»».., да -  д О А - О В _____ ____________ _холла с — _

ВА бу ^олда а ва Ь векторларнинг айирмасини то- 
Т..,„ vmvh боши В  нуктада, охири А нуктада булган

учун С A -f- АС  “  0). Иккинчи томондан,

ОВ ■= ОА +  АВ.

ОА ва b *=» О В  деб белгил§нган булса, у
ОА + В О - В О  + ОА-.

(2) вя /чу ~ ВА. и/ -»— — ___ ______
буламиз. тенгликлардан «  + Г -  £  - ^  учун б0ШИ ^  нУКтада, о£ири А  нуктадатеигликка 5. /М векторни ясаш етарли булади.

“ . .
(

з. Векторни сонга купайтириш. а ^ О  вектор ва а 
г. -л„ <ь»оилган булсин, бу ерда a f  R. Таъриф.  ~а век-^ 3) *ар кандай а векторга ноль векторни l t f u i i j  ^

г вектоо хогил г»еляли о,.... торнннг * сонга купайтмаси деб шундай Ь векторга
НИНГ

I. -- .
берилган бУлсин, бу ерда a f  /?. Таъриф.  

гирнинг а сонга купайтмаси деб шундай 6* 
айтиладики, а > 0 булгянда Ь нинг йуналнши а

лиши билан бир хил, а < 0 да b нинг йуналнши айуна.

а вектор *осил булади, яъни

а. 0 “ * д.

Учбурчак коидасига кура исталган Г -  ОА вектор учу ^""Ж й-лиш ига тескари булиб, ~Ь векторнинг узун— — -» —• —► —► —► НИНГ И) "
ОА +  А А ~ О А  тенглик ёки а +  0 — а тенглик урин* a ^  векторнинг узунлиги билан * сон модули*

4) Хар кандай а вектор учун шундай а' аект* 
мавжудкн, унинг учун:

а + а' = 0.

№” ---- - Ш m ш
нинг кУпайтмасига тенг. а нинг а сонга купайг.маси 
_  ̂ -*■

а а шаклида белгиланади. Бу таърифдан бевосита
««•* »»л ш«Х uui/e щи

Исбот .  а — ОА булсин. Векторларни кУшншнив ] 
учбурчак коидасига кУра ОА +  А О — СО - О, бунда 
АО = а'. (4) тенгликни каноатлантирувчи а' вектор <

- I 1
векторга царама-цариш вектор дейилади оа —~а била! белгиланади.

U s  ац  ш а гч .и ы а  u w i i  iwш п и м ш
И куйидаги хулосалар келиб чицадн:

я) ихтиёрий а вектор учун: О-а — 0; 
б) ихтиёрий a £ R  сон учун: а • 0 = 0;

1 • а «= а; (— 1 )-а——а.в) ихтиёрий а вектор учун:
г) а ва а а векторлар узаро коллинеардир;

2. Векторлаони айип...., т ,  . -  9‘ а чизмада аГ вектор 3 сонига купайтирнлган: ft —

-  ~  *-*— 7г ?  — •
каршн — Ь векторнинг йигиндисига айтилади. Бу таг Ган: Ь = ~ ^  БиР °Р  а * °  векторни узининг узунли-

рифдан курннадики Г- ™ га тескаРн ~  сонга купайтирилса, шу вектор йуна- 
— — ’ i 7 iМлишидагн бирлик вектор (орт) косил булади, яъни

— < Г 0  ( Й - 1 ) .  г  . ________________________________

19

рифдан кУринадики, с 
а — b айирма векторн»

ясаш учунс  = а + ( -^
векторни ясаш кера» Iе I

—► - ► —♦
экан. Агар а, b вектор* Теорема.  Агар а  I IЬ
лар битта О нук^яг! (а =̂ 0) б^лса, у холда шун- 
Куйилган (8- чизма) лам* дай а сон мавжудки,

а)
Г

и-чизма.
6)
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b =  <ia
булади.

й\налган булади. Ш>н- 
(3 ,-илиб, агар *Ф 0 .  р ф 0.

0 булса- a ij»-a) — (а* ? ) ’а
ш » у, ув чуП" лаги уч ,ол **-> д Ш у Г . - » ; :  а г . р ' « - о:

1) а » Г б у л с а ,  - ^ Г - - 4 - Г  булиб, бунда» Г =  L*jJ f °  » »  а-' . 'булса. у цолда 
|в |  1*1 I « П  «• (Р • " ) " ®  ва (а •?)•<* —  О

10-чизма.

УЬ * \гбулади. (Колган хоссйларнинг 
исботинн |8| дан куриш мум-

?  К b u n c o  л. A BC D EF  мун- 
*' тазам олтибурчак берилган.

ВС  — е\ E D  — т  эканлигини
^исобга олиб, A B,CD , E F , AD, BE , C F  ларни е ва т  
векторлар оркали ифодаланг (10-чизма).

Ечиш. Берилганга кура ВС  =>е, ELJ — т .  Шуиииг- 
дек, изланган векторларни *ам ч.чзмада белгилаб кУямиз.
ABCDEF  мунтазам олтибурчак булганн учун АВ =

£7; -от; ВО  =■= CD. ВС  = ОА ; OF=~ — ЕП  -=. - 7п.

бу *олда * «= —  булади;
1*1

_  j  —>  J —►

2) a f| b булса, —  а = — —  Ь булиб, 4 бундай
_  М  I

= — —  а, бу *олда а = — Ц-1 булади;
|0| \а\*“► —► —► —►

3) b =  0 булганда & = 0-а;  бундан о = 0. Демак, 
векюрни сснга купайтириш таърифидан ва 

бу теоремадан куйидаги хулосани чицариш мумкин:
>■ b = аа (а£/?). Шунда11 килиб, (5) муносаОат

а, b векторлар коллинеарлигининг зарурий ва етарли цизмадаги АЛО В  дан: ВО — АО  — АВ  — ВС  — ED  
шартидир.

Векторни сонга купайтириш цуйидаги хоссаларга 
эга:

а) 1 • а =» а, (— 1) • а = — а;
б) а (£ • а) = (а • Р) • а (группалаш конуни);

— е — т  =  CD.
£■/• вектор ДС векторга карама-карши булгани учун: 
F F  — — £С =■ — е. Демак,

л Ь  /Ш + ВС  -f CD  = m +  е + Т — т  — 2е.
в) a(a + ft) =  a-a  + aft (векторларни кушишга нис- Худди шунга уХшаш, топамиз: 

батан таксимот цонуни); _________
г) (в +  Р) • a =— a • iГ + ^ - a  (скалярни кушишга нис- 

батан таксимот конуни).
Иккинчи хоссани, яъни а • а) = (а • ji) • а тенгдикнинг 
Урннли эканини курсатиш билан чекланамиз.

Исбот .  Маълумки, a (ft • а) ва (а • р) • а векторлар
бир хил: |а|*|р|»|а| узуиликка эга. Векторни сонга 
купайтириш амалининг таърифига кура, агар а • fi > О

BE — BC +  CD + D E  -  B C + C D  + ( -  ED )  =  
—► —♦ —> —► * -> —► —>

+ е — т  — m —-2е — 2т  -= 2 (е — т)\

CF — C D  D E  +  i f  =  CD + ( -  ED ) + ( -  ВС)
-> —> -► —̂ —>

*= e — m — m — e = — 2/n.

2-мисол. Л5С учбурчак берилган. О нукга учбур-
булса, а - (Э • « ) ва (а . р ) . а векторлар бир хил йуна v  ЧаКНИНГ 0Рирлик маркази (яънн Учбурчак^медианала-
ган, агао а • S <гп коппя к Рпиинг кесишган нуктаси) булса, ОА + ОВ + ОС-* О
ган, агара ? < 0  булса, бу векторлар а га «арама- *анини исботланг ( 11-чизма).
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11-чизма. 12-чизма.

Еч иш .  Томонлари ОА ва ОВ векторларлан иборат 
АО ВЕ  параллелограмм ясаймиз. Бу параллелограммдан:

ОА + ОВ = ОЕ. (2)
О нукта учбурчакнинг огирлик маркази бул.ани учун

—► —►
OD вектор CD нинг учдан биринн ташкил цилаад,
яъни

O U = ^ C D .  (р)
Чизмадан:

(ОС »  -  26й9 ОО = D t )  -> ОС -  ОЕ. (т)

(«). (3), (Т)=> (ОС) = — (ОА  + ОВ) =>- 
=► ОА +  ОВ + ОС - U .

3-м и со л. |а + й|-=|а — я| тенглик уринли б^л а,
томонлари а ва b векторларлан иборат булган napa.i 
лелограмм тугри туртбурчак эканлигини исбогланг.

Е ч и ш .  Маълумки, томонлари а ва b векторлардан 
иборат параллелограммнинг диагоналлари а +  b ва
а — /* векторларни ифодалайди. Шунинг учун а  ва * 
векторлар коллинеар булмаса, шартга асосан, бу век* 
торлар асосида тузилган параллелограмм тенг диаго- 
налларга эга булади. Бу хоссага эга булган паралле
лограмм эса т$три туртбурчакдир.

4- ми со л. Иккита (/ ва т )  тросга 45 кг юк оснл* 
ган (12-чизма). Лгар ^АСВ~*  120° булса, трослард* 
*осил булувчи кучларии аникланг.
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с  ч иш* Чизмадан куринишича, тросларга осилган 
. кг юк иккита кучнинг йяьиндисидан иборатдир. Шу- 
инг Уч>’н юк пУнаЛ1|Ш111,и диагонал сифатнда караб, 

н‘ аЛлелограмм томонларини топамиз. Вунинг учун 
\c,DF параллелограмм ни ясаймиз, чизмадан: FCD  —
„30 °. Параллелограмм томонлари CD  ва С Е ларни то-

Демак, С Я - 1 5  / 3  кг.
5* ми со л. Ихтиёрий а вектор берилган. 2а; У 2 а;

Ечиш .  Бу векторларни ясаш учун берилган а век- 
торга параллел булган тугри чизнк оламиз. Бу тугри—* ,——*■ 3
чизикда 2а, У 2а, — -а, — V За векторларии ясаш5у --  ̂ —>
цийин эмас. у  2а векторни ясаш учун, катетн а век
тор модулига тенг булган тенг ёнли тугри бурчакли 
учбурчак ясаймиз. Пифагор теоремасига асосан бу уч-

Демак, CD  =  301^3 кг.
СЕ  ни топамиз. CD =  E F  булгани учун:

— —a; — V~ia векторларни ясанг.

а За

2аГ
В С Q £ F L

>/2’а Т р Г  -i/J7
13-чизма.
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бурчакнинг гипотенузаси V  2а векторнинг модули! биР хил йунвлишдаги ___________ х
тенг булади (13-чизма). — V~i а векторни ясаш у ч у̂ ол л и не о р^‘̂ к ™^Лга ̂  цара- 3 *

дастлаб^КЗа векторни ясаймиз. Бунинг учун J5 h p к^-карш» ^ “ ^ п ^ ^ бурчак  15-чизма.
тети V  2а вектор модулига, иккинчи катети а век.г Я ^ а,Ра тенг булар экан.
модулига тенг тутри бурчакли учбурчак ясаймиз. iu®° веКторлар орасидаги бурчак 90° га тенг булса, 
фагор теоремасига асосан бу учбурчакнинг гипотен^™£ п е р п е н д и к у л я р  ёки ортогонал векторлар дейила-
заси /  За векторнинг модулига тенг булади (13- чиз, яа а 1 />~*каби белгиланади.
ма). 1И f  ap туГри чизицда санок боши хисобланган Онук-

б-ми со л. 2АВ + СВ + 38 А ва 4 АС в е к т о р л а р н и в , а, масштаб бирлиги ва ^иалишолинган булса, бу
коллинеар экаиини курсатинг. угри чизик УК деб аталади. Од да у . -

Ечиш .  Векторлар устида бажариладиган амалларгр|ш мусбат. чап томонга йуналиш а ф j 
кура куйидагнга эга буламиз: !ади (15-чизма).

2АВ + СВ +  3ВА «  (2АВ  + 2ВА ) +  (СВ + В А )=  Айтайлик, / Ук ва унинг бирлик вектори е берилган 
= 0 + СА=*СА. З^лсин. Ихтиёрий 0 векгорнинг бирлик вектори а0

Равшанки, 4АС  ва СА векторлар коллинеар. губандагича аникланади. ^
а0 =  — , чунки

3-§ Векторлар орасидаги бурчак. Векторларни* ;*§: |а|
Уцдаги проекцияси

Икки вектор ^амда вектор ва уц орасидаги бурча; 1ао1°= L  . а
1*1тушунчаларини киритамиз. Бизга а ва b векторлар бе- 

рилган булсин. Бу векторларнинг бошларини биря а О текисликдаги ихтиёрий вектор булсин. а век- 
умумий О нуцтага жойлаштнрамиз, бошкача айтгандтор билан I ук орасидаги бурчак деганда / уцнинг бпр-
ОА — а ва ОВ — b векторларни ясаймиз (14-чизма). лик вектори ~е билан а вектор орасидаги бурчак тушу-
*олда АОВ  учбурчакнинг ички АОВ бурчагн (а векнилади. <Г вектор I ук билан <р бурчак ташкил цилсин
торнн ~Ь вектор билан ? «д.ги ортогонал проекция.

^  си деб вектор узунлигини шу вектор билан >к орасн-
кичиги) а ва b в е к т о р л а р  ор̂ Дэги бурчак косинусига купайтмасига тенг б^лган сон-
сидаги бурчак дейилади *ам га айтилади. о векгорнинг I укяаги проекцияси пр,а 
(а, Ь) к$финишида ёки а, кУринишда белгиланади. Таърифга к^ра: 
ф, . . . *арфлардан бири орк* Я б к  — _♦
ли белгиланади. Таърифга ку пр,а = | а | • cos 9. (Ь)
ра векторлар орасидаги б у [ Г ол - „„
чак 0° дан 180° гача (мос р * вектоРнинг бу укдаги ортогонал проекцияси куйида-
вишда 0 дан т. гача) орали* 1 а аннкланади:
да булади. Бунда,, к?ринад« *  ^ _ n p - _  , .  cos,  _  0 А „
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.л—
Бу ерда 9 = (е% а), А х нуцта А нуцтанинг / тугри 
зикдаги проекцияси.

Виз а  ва е векторлар орасидаги бурчак угкир б 
гаи *олни курлик. 9 бурчак утмас булган *олда —►
а векторнинг I укдаги проекцияси 0.4, кесманинг уз. 
лигига тенг булади (16-(У чизма), аммо ишора mhi 
билан олинади. Хакнцатан хам,

пр,а— \а \ ■ ccs? = \a\o.os ^.ВОА —

= — I a I cos ^  Л, ОА = — 0 Л „

Агар а вектор / укка перпендикуляр булс1Г, у 
? — 90° булиб. np,a = |a|cos90° — 0 булади. 

Ихтиёрий Ь ва с векторлар учун

пр, (Ь +  с) -= пр,Ь + пр,"с

В)

16-чизиа,

# 4

А

т

в

! ! ;о 9 А/ Bt с,а}

! "Г\
т -Mо в с, А, в,

S)

17-чизмл.

н з{ам, агар Ь ва с векторларнннг I Укдаги проек- 
Тя*лаРи бнР хнл ишорали булса (17-а чизма), куйида- 

муносабат урнили булади:

прi [b с) = пр; АС  “ “  — AjC, =— Л ,5, -+- 5|С, «*
—¥

— пр/Л +  пр/С.
г̂ар проекцияларнинг ишоралари хар хил булса (17-6 

чизма)» куйндагига эга буламиз:

пр,(& +  с) *• пр; АС “  — Л,С, =• Л(5, — а д  *”
— пр,6 + пр,с.

Иккала холда хам (*) тенглик уринли.
Бу хоссани п та векторлар йигинднсининг проекцияси 
учун ^ам умумлаштнриш мумкин, яъни бир нечта век
торлар йигинднсининг бирор I укдаги проекцияси, шу 
векторларнинг / укдагн проекцияларинииг Аириндисига 
тенг.

Ми со л Узунлиги | а ! ~  5 га, I Ук билан хосил
Килган бурчаги 60° га тенг булган а векгорнинг / Ук
даги проекциясини хисо5ланг.

Ечиш.  (6) формулага асосан:

пр, а  =* | а| • cos 9 =■ 5 • cos 60° = 

4-§. Чизицли комбинация. Базис

5 - 1 - 2 ,5 ,

Бизга ах% а 2, . .  м а к векторлар *амда \2,
— зацикиА сонлар берилган булсин.
Т аъ р и ф. "f" “I” • • • “f" ифода CLxt а2% . .  «г 

ak век горларнмнг Х1э >2, . . ХЛ коэффнциентли чизикли

К°мбинацияси дейилади. Агар а  вектор а и а 2% . . а к 
в-кторларнинг чиэикли комЗинацияси шаклида ифода-
ланган булса, а  вектор шу векторлар буйича ёйилган 
^йиладн, яъни куИидаги тенглик уринли булади:
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Агар камида биттаси нолдан фаркли X,, Х2, 
сонлар маълум тартибда танлаб олинганда бу ерда а2. а3 сонлар 

1) ^векторнннг Б - = [ е „ е 7,

-  -  _  Г*, баэпсга ннсбатан ко-
теиглик бажарилса, а,, а2........ ак векторлар чмзинJ „ппцнаталарн дейилади
боглиц дейилади. Агар (7) муноеабат факат «= Р -  . п „  \. п _► • | ва а =- |А|? **2- «з1 кури-
— — 0 Да уринли булса, а „  а......... а* векто» нишда ёзилади. Масалан,
лар чизикли богланмаган ёки чизикли эркли дейил-W — — г  1 ы -*■ т* д =* 2д. "Ь о2 — 4д3 -4-
Иккита а ва Ь векторлар коллинеар булса, чизпыбоглнк булади ва аксинча. Шунингдек, учта век та а векторларнннг чизикли комбинациясини ифодалайди-
чизикли 6of.ihk булишн учун уларнинг компланар 'бй Агар векторларни бошка векторларнннг чизикли ком-
лиши зарур ва етарли (юкоридаги нкки фикрнинг т> бинацняси оркали ифодалаш мумкин булса, берилган
рилнгнни мустакил исботлашни укувчнларга ‘ топшиоа вектор шу векторлар буПича ёйилган дейилади. миз). v 1-мисол. К  ва L нукталар ABCD  параллелограмм

т о м о н л а р и н и н г  Урталари булсин (18-чизма). ВС  век
торни т  = А К . п = А!, векторлар буйича ёйинг.

18-чизма.

аь вектор аи а2, Яв» а4.

“ Г -г
Маълум тартибда олинган еи е2, . . . ,  еп вектор.ц

Ечиш.  А А Ь К  дан
системаси чизикли эркли булиб, бошка *ар кандай ш
торнн е, е,........е,, лар оркали чизикли ифодалаш
бу векторлар системаси б.гзис дейилади ва у Б
е........ е„} курииишда белгиланади Агар базисниь^^^^^^—.
лар бир вектори бирлик векгор б?либ, уларнинг ш дан AD-\-uL = n. Чизм ада н тубандагиларга
тийпий van  ui/i^uthpu \/Q:ir»r» прппрнnи I/VJ1 Я П  ovJ эга буламиз:

( 10)

тиёрий *ар иккитаси узаро перпендикуляр булса, б; 
дай базис ортонормаланган базис дейилади. Базиа 
ташкил этувчи векторлар сонн к.аралаётган фазони 
улчови дейилади.

Исталган а векгорнл берилган Б = [е19 е2\ 
векторлари буйича ёйиш мумкин:

AD  -= ВС\ D L = — DC = — АВ.2 2
ба:

а ахех +  atet.

У *олда 

(10) дан:
(8) ёйилмадагн аи а2 сонлар а векторнннг Б ■=»(£,, 
базнсга нисбатан коордннаталари дейилади. Бу киск!
ча a = {a,; а2\ куринишда белгиланади. Худдн шун: (12), (Ц ) лардан:
ухшаш, Б=*|Т„ 72, <С| базис берилган булса, нхтиёр

ВС +  ̂ А В п,

и векторни шу базиснинг векторлари буйича ёй! 
мумкин: ёки

а “  а,£, а2е2 о-ле3, С

АВ  = т  -  --ВС.

BC +  - L m - ~ B C

4 —► 2ВС  = -■ л — -т .3 3

(И)

( 12)
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J n а аиирмаин ш ниш да и с м и р  
д и н а та л а р и  айрилади. Хакикатан хам,

А -  (я.*. + +  а3е3) -  (V .  + , »ни т  — ла\ я = л С |  ® —

a p im n i ми», л и 1

куб берилган
векторни
I — ААХ векюрлар бУйцЛ 
ёйинг, бунда Q нукта ВВ^сШ

Ьге2 +  bze3) —

(a, — bl)e l -}- (а2 — b2) е2 +  (a* — bt) е3 =
“  (fli — b̂ \ o2 — b2\ a8— b3\.

3. Векторни сонга купайтиришда унинг барча ко- 
кирранииг у-• "аталари шу сонга купайтирилади. Хакикатан хам, 

таси iV нукта булсин. У хол̂ |Рди _1 _♦ -♦ -►
— + а2е2 + агег булсин. У холда Ха — Ца,<?,+

A N  =  А В В ! \  =  т +  — ..

ёкнинг маркази. 
Е ч иш .  ВС

Чизмадан:

2 " 4- а2е2 + ate3) -  (*a.) <?, + (Xa2) еа + (Xas) е3 га эга була- 
( 13«из. Юкоридаги коидалар координаталари билан бе- 

илган бир нечта векторлар устида амаллар бажариш-
13 .\ам $'3 кучини саклайди.

(и  ми со л. а — |2; — * ; -jJ; й = [4^ ; - 3 } ва с =
- (2; 1; 0) векторлар берилган.

~*а + Ь а + b, 5л векторларнинг коордннатала-
У холда (13), (14), (15) лардан куйидагига эга булаоини аникланг.

— — , _► . н. , -  , _  Ечиш.  ~а.+~Ь + с — {2 +  4 +  2; — l +  ^  +  l; —
AQ ~m + l-(n-m )+ Ll-± m  + ±.̂  + l7. ®  * 2 3

2 2 -3 + 0 ) - { 8 ; 1 ; - 2 | } .

5^ =• |5 - 2; 5 - ( - 1 ) ;  5- i } - [ l 0 ;  - 5 ; l | } .

A A Q N  дан: 
A Q  —  А Н  +  N Q .

ВС  — /Г— т\ hQ  — ±-AAx =  - T
2 2

миз:

5-§ Координаталари билан берилган векторлар 
устида амаллар

Координата формада ёзилгац векторлар устида баъ 
зи амалларни бажаришни курайлик.

a, Ь векторлар Z> — |е,; е2; е3\ базисга нисбатан 
куйидаги координаталарга эга булсин:

а = \a i\ а2\ а31 — а,*?, + а2е2 +  а3е3\ 

b — {6,; b2\ Ь3) — Ьхех +  V :  + Ьке3.

1. а ва b векторларни кушишда уларнинг мос ко 
ординаталари кушилади. Ха’кикатан хам,

(a +  Ь) — (а,е, +  а2е2 +  а£ 3) +  (bx7x + b.je2 + V 3)

= (a, -j- bt) ех + (a2 + b2) et -f- (a3 + £3) ег —
=  (a i +  ^ ;  a ,+  £a; a a +  £8|.
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6-§. Векторларнинг скаляр купайтмаси
Векторлар устида хозиргача бажарилган амаллар 

к?шиш, айириш, сонга купайтириш) чизикли амаллар 
Улиб, натижада яна векторлар келиб чикади. Энди 
екторлар устида натижада скаляр (сон) хосил булади- 

ган амални куриб чикамиз.
Таъриф.  Иккита а ва b вектор узунликлари би- 

ла« улар орасидаги бурчак косинусининг купайтмаси-
(9



дан Э̂ ОСИЛ оулган сип KJy всмир^орпи»»» KL
пайтмаси дейилади. Агар иккита вскгордаи бирорт  ̂
ноль вектор булса, скаляр купайтма нолга тенг Су.1( 
дн.

а ва b векторларнинг скаляр купайшаси а • b к; 
рннишида белгиланади, демак,

*Г- Г — |a*i • | />| • соз (!•

Бу ерда «р берилган а ва Ь векторлар орасидаги бу;
чак. (16) формула фнзнкада узгармас F  кучнинг бои 
лангич В  нуктадан С нуктагача тугри чизикли *арак| 
ти давомила бажарган ишн

А =  | F I • | ВС  | • cos ?

ни ифодалайдн. У скаляр каггалнк булиб, F  ва Ь 
векторларнинг скаляр купайтмасидан иборатднр, (
ерда * F  куч век горн ва ВС  вектор орасидаги бурча

Мисол.  |а|-=2, |А| — 3 *амда а ва b векторл
орасидаги бурчак 135“ га тенг булса, а ва b векто; 
ларнинг скаляр купайтмасини топинг.

Е чиш .  (16) формулага асосан топамиз:
а- 7 =  2 • 3 • cos 135° =• 2 • 3 • cos (90° + 45°) -  

=  -  6 • sin 45° = -  6 • ^  -  3 К2.Л0
Скаляр купайтманинг хоссаларнни курайлик.

—► —►
1. Ихтиёрий а  ва b векторлар учун куйидаги м] 

носабат уринлидир:

а • b =  b а.
Бу хосса скаляр купайтманинг коммутативлнк хосса: 
дейилади. К

И с бот. Бу хосса скаляр купайтманинг таърнфиД! 
бевосита келиб чикади, яъни

а  • Г =  | а\ • | Ь \cos 9 ^  £

b a ~=>\b\ |a|cos?
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2. Ихтиёрий а ва Ь векторлар ва ихтиерии к  сип 
учун куйидаги тенглик урннлидир:

(ka) • ~b «= k (а • Ь). (18)
Бу хоссадан векторларни скаляр купайтирншда сонли 
купайтувчини скаляр купайтма белгисн ташкарисига 
чицариш мумкин деган хулоса келнб чикади.

И с бот. Бу хоссани исбот килиш учун икки вектор 
орасидаги бурчак тушунчасндан фойдаланамиз. Маъ-
лумки, агар k > 0  булса. а ва b векторлар орасидаги
бурчак ka ва b векторлар орасидаги бурчакка тенг бу
лади. Куйидагига эгамиз:

(ka) • Г=*|k\\a\ • |£| ■ cos? = k\a \ • |£|cos? =»
— k (a  • b).

Агар k < О булса, а ва b векторлар орасидаги бурчак 
a = 180° — <p га тенг:

(ka) ~b = | ka\ • \b | cos ( i 80 ° — <p) =

=  k | a\ |b |cos f = k |a\ \b I cos ?  =» k (a ■ b).

3. ^ар кандай ~a, Г в а  ~c векторлар учун куйидаги 
тенглик уринлидир:

a(b-\-l?) = a-1)-\-a- с. (19)
Бу хосса скаляр купайтманинг днстрибути^лик хоссаси 
дейилади.

Исбот.  Агар а = 0 булса, а(Ь-\-с) = а-Ь-\-а'С  
тенгликнинг уринлилиги Уз-узидан равшан. Агар a=f* 0 

булса, у *олда а (Ь + с )  = |а |пр ,(М -Г). Бу ерда I Уки

= е бирлик вектори билан аникланган.
\Т\

Хар кандай b ва с векторлар учун (3-§ га карапг)

пр,(Т+ с) =- пр,£ + пр,с 
муносабат уринлидир. Демак,
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а (7 + 7 )  — |a|- (np,b + пр̂ c) —
| a | np, b -f- | a | np, с a ■ b +  a • c.

бундан эса (a +  b)c — a • с +  b • с тенгликнинг Урин.ц, 
экани кУринади. а тенг, демак

4. ХаР кандай векторнннг уз-узига скаляр купайт. w  
маем бу вектор узунлигининг квадратига тенг:

Теорема.  Ноль булмаган иккита векторнннг ска- 
р Куп8йтмасн нолга тенг булса, бу векторлар узаро 

Перпендикуляр булади ва аксинча.
Исбот .  Фараз килайлнк, а ва b векторлар 5’заР ° 

перпендикуляр булсин, у холда улар орасидаги бурчак

соз^а, Ь) — 0.
а • а — | а |*.

Исбот .  Скаляр купайтма таърнфидан:

а • а = |а| • |a|cos (a, а) «= |a|*cos0° = \а |*.

(20) у  *олда

а ■ а ифода а1 билан белгиланади ва а векторнннг 
скаляр квадрати деб аталади. Бунга кура (20)тенглик-
дан а векторнннг узунлиги учун куйидагига эга бу. 
лам из:

| a | - / a * .  (21)
5. Ортонормалланган Б  = \еи et, ег\ базис учун:

'  1 1 , / - У д а  
Исбот .  Скаляр купайтма таърнфидан:

7t ■ e j— 17,11'7, 1 cos (tf/ • ej) —
= 1 • 1 • c o s - “ O Ц +  J).

Хусусий *олда

7r e’l = \el\i—\.
Скаляр купайтма ёрдамида бизга таниш баъзи айният* 
ларни исботлаш мумкин.

Масалан, (а ± by  —• а* ± 2ab + Ь1 айииятни исбот 
цилайлик, бунниг учун айниятнинг чап томонидан унинг 
унг томонини келтириб чикаоамиз:келтириб чнкарамнз:

(а ± b)(a ± b) — а (а ± Ь) ± b (а ± ft) — 
’ а а ± а - Ь ± Ь - а - \ - Ь г = аг ± 2 а ’ Ь-\-$.

7■ Ь — ]а) • |ft|cos(a, b),
■л

cos (а, Ь) =- 0; = > а • Ь 

Демак, а± _Ь~^а  • b = 0.

0.

-►
Иккита а ва b векторларнннг скаляр купайтмаси 

нолга тенг булса, у векгорлар перпендикулярднрлар.
Ноль булмаган иккита а ва b векторнннг скаляр ку
пайтмаси нолга тенг булиши учун cos (а, Ь) — 0 б^ли-

т> А —*
ши керак, бу эса (a, Ь) бурчак 90° кийматни кабул 
килганда уринлидир. Демак,

а b =■ 0 =>- а\Ь,
Энди координаталари билан берилган векторларнннг 

скаляр купайтмасини караймиз. Ортонормалланган />-=
— базисда а ~  \ха, уа, га\ ва Ь — \х„, уь, гь\
векторлар коор шнаталарн билан берилган булсин.
У з̂ олда а ва b векторлар

а = x j*+  У „7 +  zak\ 
b - x bi +  y „7 + z bk 

ёЛилмаларга эга булади. Скаляр купайтманинг хосса*
ларидан фойдаланнб а ва b векторларни скаляр купай- 
т*фамиз:
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а • b — ( x j  + y j  + zak) (xbi + ybj  + zbk) —
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“  xaxbi i -f xaybi • j  +  xazbi • k + yaxbj  ■ i +

+ УаУо/ -7+ У„гй7 *-~k + zaxbk- i \ z aybk - J+  гагьк k I
(5) xoccara кура:

T '- l ;  7*— 1; A* — 1

T-7—7- /Г— Г- 7 = Т . л —' =  o.
У *олда

a • Г =* лгвг, +  yay* +  znzb. (22)
Демак, координаталари билан берилган икки вект р. 
нинг скаляр купайтмаси бу векторлар мое координата- 
лари купайгмаларннинг йириндисига тенг.

Координаталари билан берилган а = {ха\ уа\ га\ век
тор учун а • а скаляр купайтмани топайлик. а ни а
— + У а/ +  куринишда ёзиб оламиз.

а - а -  (ха1 + y j  + zjk • (дг J  + y j  + zjkj 
тенгликка асосан

а ■а -  хаха -+ y„ya + zaza,
а*= *1  +  У1 +  г1.

Маълумки,

i а Г -  / " аа -  J/H5 - ]/ ^  + У„ +  *в2. (23]

Бу эса координаталари билан берилган а векторнинг 
узунлигц унинг координаталари квадратларининг йигин- 
дисидан Олинган арифметик квадрат илдизга тенг экан- 
лигини к^рсагади.

—► —¥ —* —*
1- м и со л. Берилган а =* 21 — 3/ ва 6 — — / + 2/ век-

торларнинг а «6 скаляр купайтмасинн *исобланг.
Ечиш .  Скаляр купайтма хоссасидан фойдаланпб 

толамиз;
а . Ь — (2/ — 3/) (— / +  2у) =

■* — 2/ • / 4е 4/ • у -f- 3/ • / — бу • / =

—  —  2 ?  -  б Я  =- -  2 -  6 =  -  8.
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2- мисол.  Координаталари оилан оернлган а*=
1; 3; 2| ва Ь = \2; — 1; — 3) векторларнинг ска- 

1яр купайтмасини хисобланг.
’ Е ч иш .  (22) формулага асосан:

a b = - \  -2 + 3 - ( — 1) + 2 . ( - 3 ) -  — 11.

3-м и со л. Координаталари билан берилган а =
—►

s= 2; 5: 7} ва £ = {1; — 4; — 6) векторлар йигинди- 
Сн ва айнрмасининг узунлигини топинг.

Е ч и ш .  Маълумки, икки вектор йипшдисининг 
(а.1ирмасининг) координаталари кушилувчи (камаювчи 
ва айрилувчи) векторлар мос координаталарннинг йипш- 
дисидан (айирмасидаи) иборатдир:

а +  ? = ( - 2 +  1; 5 - 4 ;  7 - 6 | - { - 1 ;  1; 1|; 

о _ Г - { - 2 - 1 ;  5-1-4; 7 +  6}+  (- 3 ; 9; 13}.

Энди йигииди ва айирма векторлар узунлигини топа- 
миз. (23) муиосабатга асосан:

I а 4- Ь | -  1* +  I 2 =  / 3; | а +  Ь | -  К З ,

\a—l)\ =  V  (— 3)“ -̂9'+132= К258; \ а - 'ь \ ^ У Ш .
Скаляр купайтмадан фойдаланиб икки вектор орасида- 
ги бурчакни, векторларнинг укдаги проекцияларини
*исоблаш мумкин. Икки вектор а ва Ь орасидаги бур-

чак cos <р =  - ’ формула буйича .\исобланадн. Агар
векторлар координаталари билан берилган булса, улар 
орасидаги бурчак

cos?= * . * . 4 - _
V  А  + У* + г 1 • V  х\ + у] + г]

формула буйича хнсобланади.

Мисол.  Берилган а =  (2; 3[ ва й = { 1; 2| вектор
лар орасидаги бурчакни топинг.
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t j  n U U  • r i | / I I U i  м  M ' л / v  u  I I  •

“► ft
a ■ b = 2• 1 + 3 • 2, 

a - b =  8, 

| a | - = K 4 T 9 = ^ 1 3 .

| ft | — V T h-4 = I/ 5.
Л-* 8

cos (a; A) = — —
7 V l3  • V  5

8 t 8 \ cos ф =  —— ; ф = arccos: —=  .
T УЬ5 T I

M а ш к л a p
—► *♦

1. а ва p векторлар берилган. Куйидагн векторлар- 
ни ясанг:

1) а-у^; 2 )3-^5; 3 ) Г + | ;  А) 2а- £

2. О нукта ABCD  параллелограмм диагоналлари-
• —► —► —► —► —► 

нпнг ке.ишиш нуктасн. АВ  = р ва AD — q булса. ВС,
СВ, CLJ, DC, BU, ОА, СО, ВО  векторларни р ва q лар 
орцали ифодаланг.

3. Модднй нуктага иккита F x ва F, куч таъсир цп-
лади. Агар 1/^1— 10 Н, |Г2| — 6 Н булиб, F, ва /*2 
векторлар орасидаги бурчак Г0° булса, уларнинг тенг 
таъсир этувчисини топинг.

4. ABCD  тетраэдр берилган. а) AS  -f ВС  + CZ>,
—► —► —►

б) АС + CD  -f АВ  йигиндиларни топинг.
5. ABC  >чбурчакда AB = a, АС = b  ва медиана 

AD — c 6\лсин. с векторни а ва ft пекторлар оркали, 
b векторни с ва а векторлар буйича ёйннг.

6. ABCDA}B iC lDx куб берилган. ЛС„ A B U D xC]t
ByDy векторларни а ^ А В \  b =  АЬ\ с = ААХ векторлар 
буйича ёйинг.
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7. Узунлиги \a \= V  2 булган а = АВ  вектор абс-
циссалар Уки (е бирлик вектори) билан 45° ли бурчак 
ташкил этадн. Бу векторнннг Ох укдаги проекциясини 
топинг.

8. ABCD  т^ри туртбурчакда D B  = a ва АС = ft
—► ■ ► —► —* 

диагоналлар утказилган. BD, ВС, СВ  векторларни а
Г,

ва h векторларнннг чизикли комбинацияси куриниши- 
да нфодаланг.

9. а = {3; 2); ft = {— 1; 0) векторларнннг йигннди- 
сини топинг.

10. Агар />=-{4; — 7; 3) ва ?■={— 5; 9; -i-J б^лса, 

a — 3p-\-2q векторнннг координаталарини топинг.
— —► —►Л—►

И. Агар а ва ft векторлар орасидаги бурчак (а, ft) =

= 60°, уларнинг узунлнклари эса |а| = 4; |ft|«=3 бул
са, бу векторларнннг скаляр квадратларини ва улар
нинг скаляр купаПтмасини топинг.
; 12. Векторларнннг скаляр купаПтмасини топинг:

1) а =* — 2/ + 5j  ва ft — 3/ — 5/ нинг;

2) А (— 2; 3); в  (3; 5) ва С (4: - 2 )  б?лса, А В  ва ВС  
нинг.

13. Агар а=»[— 2; 3); ft-={3; 5|; с = { — 2; 8| ва 
й=*(3; 1} булса, бу векторлар учун

а) а • ft; б) ft*; в) V а}\ г) (а + с)2; д) (2а — ft) X  
Х (а  +  2£) ларни ^исобланг.

14. а «=-|— 2; 3) векторга перпендикуляр булган 
бирлик векторнннг координаталарини топинг.

15. а = — 2i +  2/ ва b «  *2i — 4у -{- 44 гектор.-ар ора- 
сидаги бурчакни топинг.

1R. а  *— 4/ +  2/ 4- па Л -» 2/ -f бу — 44 векторлар- 
нинг скзляр купайгмасини топинг.
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V Б О Б
ТЕКИСЛИКДА ВА ФАЗОДА ТУГРИ БУРЧАКЛИ 
ДЕКАРТ КООРДИНАТАЛАРИ

1-§. Текисликда координаталар системасини 
киритиш

Текисликда бирор 0 нуктада кесишувчи узаро пер. 
пендикуляр иккита укни оламнз. Бу укларнинг *ар би- I
рида 0 нуктадан бошлаб коллииеар булмаган i, / век. 
торларни ажратамиз (20* чизма). Бу векторлар систе-;
маси £ = | t ,  /} базисни аниклайди.

—► я
1-та ъ р и ф. Мусбат йуналишлари мос равишда /1

/ векторлар билан аникланувчи иккита укдан ташкил! 
топган система текисликда т>три бурчакли координа-1

—► —►
талар системаси дейилади ва / ?= (0, i, /} куринишда!
белгиланади. 0 нукта координаталар боши, / бирлик! 
векторлар эса координата векторлари дейилади. Таъ-1
рифта асосан г, /' векторлар ортогонал ва бирлик век-1 
торлардир:

|7j -  |Т| -  1; T la  
—► —♦

Мусбат йуналишлари i, j  векторлар билан аницланган! 
Ох, Оу Уклар мос равишда абсциссалар ва ордината- 
лар Уклари деб аталади.

Текисликда /?=|0, i, /') координата системаси бе-1
рилгаи булсин. Шу текис-1 
ликнинг А иуктаси учуи|

АО вектор А нуктанинг pa-1 
диус-вектори дейилади.

-У
ОА вектор учун куйидз ! 

ги муносабатни ёзиш мум-| 
— л кин:

O A = x - i + y -у.
ев



2-таъриф.  О А радиус-векторнинг л-, у координа
талари А нуктанинг R  = {0, i, /} координаталар систе- 
ласида координаталари дейилади ва у А (*; у) к у р н - 
нишда белгиланади. Бунда х сон А нуктанинг абсцис- 
саси. у сон эса А нуктанинг ординатаси дейилади.

Векторнинг координаталарнни куйидагича таъриф- 
лаймиз.

3* т а ъ р и ф. Векторнинг координата укларидаги про- 
екциялари векторнинг координаталари дейилади.

Векторнинг Ох Укидаги проекцияси унинг биринчи 
коордннатасн ёки л: координатаси, Оу укидаги проек
цией унинг иккинчи координатаси ёки у координата- 
си дейилади.
I  Масалан, агар а векторнинг координаталарнни ха. 

уа билан белгиласак, у *олда таърифга асосан куйи- 
дагига эга буламиз:

Ла “ ПРог^=*1а 1 • COS (а, О*

Уа = пр0у а = I а I • cos (a, j).

Координаталар текислигида а =  АВ  вектор берилган 
булсин. А нуктадан Ох укига параллел, В  нуцтадан Оу 
укига параллел тугри чизиклар утказамиз (21-чизма). 
Уларнинг кесишиш нуктаси С булсин. У *олда

АС — ха • I, С В - у а -Т
ва

а = А В  = АС + СВ = ха • i +  ya • j
деб ёза оламиз. Бундан куйидаги хулоса келиб чика
ди: агар ха, уа лар а векторнинг координаталари бул
са, унда а векторни унинг координаталари оркали уш
бу куринишда ёзиш мумкин:

а = ха - i +  ya -7. (1)
(1) вектор тенгликни куп колларда ушбу

«  =  У а)
символик куринишда ёзилади. ( 1) тенглик текисликда-
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— X

21-чизма.

l -мисол. Ц =, (О 7  7i яа 
ясанг ^ нукталарни 

Н е ч и ш .  Л1(2; 5) нуктани

„саш E J J  01/^27-57  век
торни ясаймиз. Бунинг учун О
яукгадан бошлаб J ra колли.
неяр г/мкюрни, f r a  колли-
”е,аР 7  ^  векторнн ясаймиз 
С) игра (5у векторларнннг йи-

23-чизма.
22-чизма. >

П1НДНСИНН топсак, ОМ вектор 
гн хар кандай векторни иккита узаро перпендикуляр -\осил оуладц Ва ундаи из*
векторларга ёйиб ёзнш мумкинлигини курсатади. Уму- ланаетган л/ нуктани топамиз. Худди шундай N(3- 0) 
май, текисликдаги хар кандай векторнн коллинеар бул. нуктани ЯСаЦ1 vuVll Я  '
маган иккита векторга ёйиб ёзнш мумкин (бу факт Ч(,зма). =* векторни ясаймиз (23-
кийшнк бурчакли декарт координаталари системасини^^^ 
тузнш учун асос булади).

а векторнннг боши ва охири координаталари /V = [{ ч »,,°CR>,'t111 ,,а галаР»ни топннг.Р ечиш.  by ерда л , - 1, -  -  2,
™ и Л С° ^ _ АгаР 2). В  ( - 2 ;  3) булса. АВ  век-

2» Уч ** 3.*=» (0, i, /| координаталар снстемасида маълум б у л с а , формулага кура: А В= *(— 2 — 1; 3 — 2! — I— 3* п 
бу векторнннг координаталарини топиш масаласинн ка-И 3-мисол.  А(\ _ 9 i т л

. I дагн масо Ьани -гл.’,.. ( ’ ~ ,;5) «УКталар ораси-
райлик Айтайлик, /?—-(О, I, У) га нисбатан Л(дг,, у,),Щ ^чиш.  Изла™*--»’
в ( * „  у2) булсин (22-чизма). У холда

ОА =  дг, -7+ у, • /; 0 5  = д:2 • 7+ у, • /

/Ш — О/? — СМ ва = (дг2 — дг,) i +  (у, — у ,);. 
Бундай

АВ*='а~* (дг, — дг,; у ,— у,), (2'|6
яъни векторнннг координаталари шу вектор охири 
бошннинг тегишли координаталари айирмасига тенг

—► ■ 
Агар а — АВ  вектор боши на охирининг координ*'] 

талари А (х а\ уд) ва В (х в\ уд) булса, у холда 
нукта орасидаги масофа

Р (А, В ) = / ( х п-  хА)г + (ув - у АУ 

формула билан топилади.
70

ораси

топамиз: -наетган масофани (* ) формулага асосан

Р(Л; В ) l ) J + (— 3 £ 2 ?  =  |/ уТ 7 .
Р(Л; В) = \/ Ю.

часофада »ган AJ 4, 31 “ УКтадан 5 бирлик
Е ч и щ  Пи  а етга" В (х‘ '‘УКтани топинг. 

УКида ётг,„ „„Ртга кура И нУКга Оу уКидя ётадн Ov
1 бУА ганлт.т^арвбир нУКтанинг абсциссаси нолга тенг 
в! (*) формула! а • ||укта У) координаталарга

-К * я
иккч

с

а асосан
5 = ̂ (0  — 4)а+ (у —"3)» 
25 = 16 -f у* — бу -f 9 
У' -  бу = 0; у(у — 6) -  О

эга.

^ е м а к ,  А 1 А  ч ч  у

*Кида ётув .;„иН,УЧтад8н«ккита пу^та мавжуд экан;

У--0; у - 6 .
узоклигн 5 га тенг булиб, Оу

£|(0; 0) ва £j(U; 6).
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2-§. Фазода координаталар системасини кириищ,

Фазонннг О нуктаси, кесншувчн узаро перпендц. 
куляр учта Ох, Оу, Ог тугри чизикларни оламиз (24. 
чизма). Бу туFpn чизикларнннг хаР бир жуфти орка.ц, 
текислик утказамиз. Ох ва Оу тугри чизиклар орка.ц, 
утувчн текисликни хОу текислик деб, колган иккита 
текисликни мос равишда хОг ва у Ог деб белгилаймиз. 
Ох, Оу, Ог тугри чизиклар коороинята уцлари (мес 
равишда абсцисса, ордината, аппликата), уларнинг ке. 
сишиш нуктаси координаталар боши, хОу, у Ог ва лОг 
текнсликлзр координата текисликлари дейилади.

О нукта хар кайсн координата укини иккита яри 
тутрн чизикка ажратади. Улардан бирини мусбат, бош- 
насини манфий деб келншиб оламиз. Бу усул билан 
хосил килинган Охуг системага фазода тугри бурчаклц 
(декарт) координаталар системаси дейилади. Одатдг 
Ох, Оу, Ог координата Укларинингбирлик векторлара
мос равишда I, j  ва k лар оркалн белгиланади. Фазо< 
да т^ри бурчакли координаталар системаси символик
R  «  (О, I, у, k\ куринишда *ам белгиланади.

Фазодаги векторнинг координаталари деб унинг 
координата умаридагн прсекцияларига айтиладн. Век
торнинг Ох укдаш прогкцияси унннг биринчи ёки д 
координатаси, Оу Укдаги проекцияси иккинчи ёки \ 
координатаси, Oz Укдаги проекцияси учинчи ёки 2 
координатаси дейилади,

Тугри бурчакли координаталар системасида узинии
ха> У а» га координаталари билан бирор а вектор бе
рилган булсин. 1-§ га ухшаш бу ерда *ам

а =  xai -f y j  + zak (3)
тенгликнинг бажарпли 
шини исботлаш мумкин 
(3) тенглккни купчий» 

-♦
лолларда а[ха\ уа\ 
символик куринишч 
ёзилади. Бу тенглик Ф* 
зодаги *ар кандай 1<ек 
торнн узаро перпенЩ  
куляр учта вектор 
ёйиб ёзиш мумкинлипИ2i-4iuMa.
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б и л д и р а д и .  Умуман олганда фазодаги кар кандай век- 
торн” учта узаро компланар булмаган векторларга 
gflHUJ мумкин.

Векторлар координаталари билан берилганда улар 
устида кушиш, айириш ва векторни сонга купайтириш 
амалларини курайлик.

Векторларни кушиш (айириш) ва векторни сонга
купайтириш хоссасидан: агар а векторнинг координа
талари ха; уа; га дан иборат, Ь векторнинг координа
талари эса хь\ у„\ гь булса, у *олда

a ±~b = x j  + уJ  + z~k ± x„l ± y j ±  zbk =
I  ^ ( x a ± x b)i + (ya ± y b)j +  (za ± zb)k
ва ^ ^

Xa = X(x„t -f- у J  -f zak) — kxai + Хуа/ + \zak

эканлиги келиб чикади.
Шундай килиб, а ± b вектор х„ ± хь\ уа ± у*; га ± 

±zb коордннаталарга эга булади, яъни
а ± Ь  =\xa ± x b\ ya ± y b\ za ± zb\. (4)

\а векторнинг координаталари эса 1ха\ Хуа; Хга була
ди, яъни

Хд =  |Хдга; Хуа; Хга). (5)

Демак, икки векторни кушганда (айнрганда) уларнинг 
мос координаталари кушилади (айрилади). Векторни 
сонга купайтирганда, унннг .\ар бир координатаси шу 
сонга купайтирилади.

Мисол.  а=  (2; — 3; 1) вектор берилган. Унга кол-
линеар булган b =  (х; у; 4) векторнинг номаълум коор- 
динаталарини аникланг.

Е чиш .  Икки векторнинг коллинеарлик таърифига
асосан (IV  боб, 2- §, 3- пункт) 6 — Aa — А(2i — 3/ + А)
деб ёзамиз. У колда (2) формулага асосан: b =  |2А,
— ЗА; £|. Иккинчи томондан, А = 4. Демак, b {8;
— 12; 4) булади.
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Энди А нуктанинг ко. 
ордннаталарини к урио 
утамиз Айгайлик, фазо- 
да Охуг декарг коорди
наталар системяси берил
ган булсин (‘25-чизма). 
Бу снстемада исталган А
нукта учун ОА ьектор- 
нинг координаталари шу 
А нуктанинг координа
талари дейилади Демак, 
нуктанинг координатала
ри—унинг радиус-векто- 
рининг коорлинаталарп- 
дир. Олатда А нуктанинг 

координаталари шу харфнннг ёнида кичнк кавс ичида 
ёзнлади: А (хл; уд; г А).

А ва В  нукталариннг координаталари маълум бул-
ганда АВ  векторнинг коордннаталарини топишни ку- 
райлик. Айтайлик, А нуктанинг координаталари (х А- 
у/, гА), В  нуктанинг координаталари (х в\ у в\ г в) бул
син. У холда (25-чизма):

А В  = О В- ОА = xBi + уBj -j- г - х Ai - у Aj г А,k =

-  ^ B- x A)l-\r(yB- y A\ i ^ ( z b- z A)k.

Бу ердан А В  вектор хв —хА\ ув~ у А; г в~ г л юорди- 
наталарга эга булишини к^рамиз. Демак, векторнинг 
координаталари унинг охири ва бошини билдирувчи 
нукталарнинг мос координаталари айирмасига тенг:

АВ  = \хв- х А] ув — уА\ гв- г А\ш (6)

А ва В  нукталар орасидаги масофа эса А В  вектор 
узунлнгига тенг. Демак, координаталари билан берил-—♦
ган икки нукта орасидаги d ^ \ A B \  масофа куйидаги 
формула билан топилади:

р(А,В) - У ( х в- х АГ + [ у в - у А)*+(гв— гА) \  Г**

Мисол.  Агар И(3; 4; 1) ва В (5; 4; 1) булса, АВ 
векторинииг коордннаталарини топинг.
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I Е ч и ш .  АПтаПлик, Л в — (хда; у лв\ г ль\ булсин.  У 
холда (6) формулага асосан:

Демак,

АН =  х в— х л — 5 — 3 — 2,

УЛВ“ У в - У д = 4 - 4 =  °-
АВ г в ~  Z A ~ ~  И  —  1

10.

Л # = | 2 ;  0; 10) булади.

3 § .  Кесмани берилган  ни сб ат д а  бу л и ш

ММ кесмани берилган X,: \ г нисбагда бУлнш тала' ,  
цилннсин. Агар ММ кесмада  ML масофа абсолют к“ й- 
матининг LN масофа абсолют цийматига нисбати х , : л, 
га тенг булса ,  L нуцта ММ кесмани х, :Х2 нисбатдл 
булади дейилади.  Берилган масалани *ал цилиш учун

Al.V кесманинг  ̂М1‘-  =  р  теигликни каноатлаигирув- 
ILNI

чи L(x l \ y L; г L) нуктасининг координаталарини топиш 
керак (26- чизма).  Таърнфланишига кура  L нукта  ММ 
кесмани нисбатда булишн учун

M L = ^ - - L M
А? (7)

тенгликнинг бажарилиши зарур.
ML ва Z.A' векторларни ОМ, OL ва OS  радиус- 

векторлар оркали ифодалаПлик.  У ^олда »7) тенглама

OL -  ОМ -i- (O M -O L)  
Ха

куринишни олади . Б ундан  
эса

OL =

X ОМ +

Xt 4* 
*1

X

ON  (8)
^  ^  

келиб чицади.
(8) формула куЯилгян 

•’•зсаланинг ечимини беради,

—  У

чизма.
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чунки у M N  кесмани берилган X, : Х2 нисбатда булуп.  
чи L нуктанинг раднус-векторннн Af(дсм; ум\ г м) ца 

У.\' г л)  нукталарнинг радиус-векторлари оркали 
ифодалайди.

(8) вектор тенгликка асосан куйидаги тенгликларга 
эга буламиз:

-  “ • - « +  *■ мXj + ха

Х| +• Х3

X. X.

Ум +  

гМ+

X, + ха 
X,

X, +  Xj
X.

1̂ +  Xj

.v>

.V

(9)

(9) формула берилган кесмани X,: нисбатда булувчи 
L нуктанинг координаталарнни топнш форму палориднр.

L нукта ММ кесманинг уртаси булган хусусий *ол- 
да (9) формула

хм + -<v
У * -

У.и+ Уд- ( 10)
курннишга келади.

( 10) формула кесмани тенг иккнга булувчи нуктя- 
нннг ко!рдинаталарини *исоблаш формулаларидир.  (9) 
ва ( 10) формулалардан хусусий * о л д а —кесма текнс- 
ликда берилганда кесмани берилган нисбатда булиш 
формулаларига зга буламиз.

М и с о л .  ABC учбурчакнинг  медианалари бирор М 
нуктада кесишади, бунда:

а) М  нукта *ар бир медианани учбурч ак  учидан 
>|нсоблаганда 2:1  нисбатда булишинн;

б) текисликнинг *ар кандай 0 нуктаси учун

з
(О А +  ОВ+ ОС)

булишини исботланг.
Е ч и ш .  CD медиана ус- 

тида учбурчакни учидан *и- 
соблаганда ‘л 1  нисбатда 
булувчи М нуктанн карай- 
лик (27-чнзма) .  (8) ф о р м у 
лага асосан

С Ш = -
3

O C + i-  OD
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те^ л н к к а  эга буламиз.  Бунда О—текнсликнинг ихтнё- 
риП .нуктаси,  D нукта АВ  томоннннг уртаси,  шу са- 
баблп (8) формулага асосан (Х, =  Х2):

\  OD -  -  О А -  ОВ.
2 2

Демак,

ОМ — -К ОС +  -  • - ( О Д  + ОЯ) =  - ( 0 4 -f ОВ+ОСУ3 3 2 3
Энди шу М нукта  барча медианаларни учбурчак  учи- 
дан хисоблаганда 2 : 1  ннсбатда булишнни курсатамиз .  
Бунннг учун ВК медианааа  N  нуктанн оламиз  ва N  
нукта ВК  медианами учбурчак  учндан хнсоблаганда 
2 : 1  нисбатда булсин.  У холда  (8) формулага  асосан
0.V— — ОВ-1- f  OK тенгликьа  эга буламиз.  N  нукта

3 3
АС томоннинг уртаси,  шунга кура (X, -=Х,);

ОА" — — 0 4 + -  ОС.2 2
Дсмак,

ON=- -  ОВ -ь -  • f  (О Д  +  ОС) = U o A +  ОВ + ОС).
3 3 2 3

О.И ва ОД/ векторлар  тенг экан. Бу  эса М  нукта уч-  
бурчакнинг барча медианалари учун умумий эканлигн- 
ни билднради.  Шу билан юкоридаги иккита шар г хам
ИСбОТ КИЛИНДИ.

4-§-  Кутб  к о о р д и н а т а л а р  системаси.  Нуктанинг  
д е к а р т  ва кутб  к о о р д и н а т а л а р и  ораси даги  
б о г л а н и ш

Математикада декарт  координаталари системасидан 
ташцари бошка координаталар  системаларидан хам фой-  
даланнлади.  Шундай системалардан бири кутб коор-  
Дннаталари системасидир.  Ориентацияли текисликда
бирор О нукта,  \0Р)  иур ва бу нурда ётувчи ОА =  i 
бирлик векторни оламиз  (текисликда олинган К =  | 0;
i\ j\ координаталар  системаси i векторни О нукта ат-

' Ьофида j  вектор устига туш ириш  уч у н  киска Аул б у 
йича буриш соат стрелкаси ^аракагига  тескари булса,
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At

2г-чизма.

координаталар  си ст ем а^  
мусбат ориентациялн,  те. 
кислнкни эса ориентация,  
ланган дейилади) .  Хосц.1 
килинган геометрик обра3 
Кутб координаталар сис.

о темаси дейилади (28-чизма).
Уни /? =  (0; I} куринишда 
белгилаймиз .  0 нукта цутй 
боши, [ОР) нур эса цутб 

дейилади.  М нуктанинг текисликдаги  *олати икки 
сон: бири \ОА) бирлик кесма ёрдам и да  улчанган р=.
— | О/И | масофа,  нккинчиси \ОР) нур [ОМ) нурнинг

«« А

устига гу ш и ш и  учун буриш керак  булган 9 —  (* ', ОМ) 
бурчак  билан т^ла  аннкланади.  Кутб укини | ОМ) нур 
устига т у ш г у н га  кадар буриш соат  стрелкаси йунали- 
шнга тескари йуналишда бажарилса ,  <р бурчак мусбат 
деЗ,  акс *олда ,  манфий деб  хисобланади.  р ни М нук- 
танинг чутб радиуса, <р ни М нуктанинг цутб бурча- 
ги дейилиб,  улар  умумий ном билан М нуктанинг 
кутб  координаталари дейилади ва М(р, 9 )  куринишда 
белгиланади.  0 нукта учун ?=0  булиб,  ? аникланмагац  
*исобланади.  Агар р сон ва 9 бурчак  0 < р < о о ,  0  <  

ораликда  узгарса ,  текислнкнннг з^ар бир нук- 
тасн кутб координаталари билан мос келади.  Ха Р бир 
кутб координаталар  системасига мусбат ориентирлан-

ган тутри бурчакли  координаталар системаси (0; i\ ~j 
ни мос куйиш мумкин. Бунда 0 нукта (кутб)  к о о р д и 
наталар боши булиб хизмат кнлади.  Фараз килайлик,  
Р. «р лар М нуктанинг кутб координаталари,  х, у эса 
М  нуктанинг тутри бурчакли координаталар системаси- 
даги координаталари булсин (29- чизма).  у *олда  чиз- 
мадан:

х  =  pcos9, 
у  — р sin? . ( 11)

Бу  формулалар  ёрдамида М нуктанинг кутб к оорд и 
наталари р ва 9 маълум булса,  х, у ни топиш мумкин:

(11) =* к* +  у* =  Рг => Р — Vx*+y*  (12). Агар р=^0 булса,

( 11), ( 12) =► cos? =  - * ; s iг>9 =  - у (13)
Y + у2 Ул*+У* '
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29-Чнзма. 30* ч и зм а .

Аксинча.  М 4  0 нуктанинг тугри бурчакли декарт  коор-
■ динаталари х, у маълум булса,  (12), (13) дан унинг 
I  k v t 6 координаталари р ва ? ларни топиш мумкин. Д е -  
|  мак,  (11),  (13) формулалар  декарт  ва кутб координа

талари еистемасини богловчи формулалардир.
Текисликда кутб координаталар системаси берилган 

булсин.  Бу системада р ёки <? лардан бирини узида 
са^ловчи /(р; <?) ифодаии олайлик.  Бу ифода текислик
да бир канча фигурани ифодалаши мумкин. Масалан,  
фигура  / ( р; <р) «=р—6 муносабат билан а н и м а н г а н  бул-  
сии. У холда:

а) Z7, — |А1(р, <р) |р =  61 — (Маркази 0 кутбда ва ра- 
диуси  р =  6 га тенг булган айлана).

б) <р)|р — 6 >  0) (Л, айланадан ташкари* 
даги  нукталар  туплами).

в) FgjAf— (р, <f) |р — 6 <  0] (0 мерказли,  р=6  радиус- 
ли очиц дойра |.

г) Ft =  |М(р,  ? ) | р  — 6 > 0 | —
д)  Г ь — |УИ(р, <р)(р — 6 < 0 | (о =  6 радиусли дойра);
е)  Ft =  )М(р, <?Нр — 6 ^ 0 |  — Г , U / >
/■(р, <р) тенглама Ft фигурзнинг  берилган кутб к о о р 

динаталар системасндаги тенгламаси дейилади.  У ш бу

р « = а ;  (a — const) (14)

тенглама маркази цугбда, радиуси а га тенг булган 
айланаиинг тенгламаси булади.  Ш у айлана тенгламаси- 
ни бошца кутб координаталар системасида топайлик. 
Б унда  кутб айланада ётсин, кутб Уки эса айлана мар* 
казидан .утсин деб фараз  килайлик (30- чизма).  Куйи- 
дагига  эгамиз:

р =  2 a cos«f. ( 1 5 )



Бу нзланган айлана 
тенгламасиднр.  (14) «а 
(15) ни куйидагича уз- 
гартнриб ёзамиз:

Р - а - О .  ' (16) 
р — 2a c o s ? = 0. (17)

(14) ва (15) тенгламатар 
бнтта айланини ифола- 
лайди,  лекин тенгламалар 
хар  хил.  Биттаси р ни 
узида  сакласа,  иккинчиси 
Р ва 9 ни хам узида 
саклайди (чунки коордн- 

наталар системаси хар хил). Демак,  айлана кутб коор
дината системасига нисбатан жойлашувига  к^ра  хар хил 
курннишдаги тенгламаларга  эга булар экаи.

1- м и с о л .  Куйидяги нукталарни кутб ксордината- 
лар системасида ясанг:

Е ч и ш .  М нуктани ясаш учун  кутб укини ф =  —4
ёки © =  135° бурчакка  бурамиз ,  йуналиш мусбат.  Ра- 
диусда 3 бирлик кесма оламиз,  ш у  кесма охири биз 
излагай нукта булади.  N ва Р  нукталар  хам худди 
шундай топилади ( 3 1 - чизма).

2- мнсол. Кутб координаталар системасида берилган 
3j  ва В ( — -j l  4 j  нукталарнннг декарт к оорд и н а

талар системасндаги координаталарини топинг.

Е ч и ш .  а) Берилган: а [^-\ 3) : р ” 3,

x -= p c o s< p  )
) формулаларга  кура: 

у =  Р sin ? j
- t = 3 c o s  — -= 3 - 0 —0; у —3-s in  = 3 - 1  =  3 ларни топамиз

Д ем ак ,  декарт  координаталар  системасида:  Л(0; 3).

б) Худди юкорндагига ухш аш  топамиз: 4 | ;

ВО

р — 4.



ж

К  \ л  — 4-cos  ”  4 - =  2 / 2 ;

I  У,— 4 • s in j  j ■= -  4 • ^  -  2 / 2 .

Демак,  В($\г2; — 2 / 2 ) .
K S ' M h c o V  K v t6 координаталар системасида берил- 

гаи p3sln2? чизик тенгламасини декарт  координа
талар системасида нфодаланг.
Г Е ч и ш .

p2sin^? *= 2а1
р* • 2Цп<р • cos?  — 2а*
2p s i n ? \  pcos? — 2 а1
2psln? •Wos? -= 2а’ (*)

I j t  =  pcos¥ вау — teln? ларни (*) га цуйсак,  2ху— 2а* 
ёки ху  =■ а 1 келиб  чикади.

5* §. Икки векторн инг  в ек т о р  к^ п ай тм ас и  ва унинг  
хоссалари .  У чбурчакнинг  ю зи

Вектор купайтмага  таъриф беришдан  олдин учта 
нокомпланар вектор  учЬигининг фазода  жойлашншигя  
а.-.окадор булган куйидаги тушунчани киритамиз.

I 1* т а ъ р З и!ь -А гар  учта нокомпланар а . Ь ва с в е к 
торни умумий^бошлангич нуцтага келтирилгандан сунг 
векторлардан бирини иккинчиси билан устма-уст  туш- 
гунга кадар  улар  орасидаги кичик бурчак буйича ай- 
лантириш учинчи векторнинг охиридан каралганда соат
стрелкасига царши йуналишда куринса,  а ,  ь, с вектор
лар учлиги  унг учлнк (агар айлантириш соат стрел- 
каси йуналиши буйича олинса,  чап учлик) дейилади.

\ 2- т а ъ р и ф .  а  ва Ь векторларнинг вектор купайт-

маси деб куйидаги учта шартни квноатлантирадиган с
векторга айтилади ва у [а,  Ь\ ёки [а, Ь\ курнниш- 
да белгиланади:

1) |"с| =  I [а. Г|| =  |a|«|"ft|-sin(e, b), (0 <  (а, Ь) <  г);

2) fa , T|_La,  \а, Ь\±$ (с вектор а ва Г в ек т о р ла р га  
ортогонал);
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3) U, у, k\ ва | а ,  Ь, \a, />|| 
векторлар учлиги унт учли*, 
ни *осил килсин (32- чизма) 
Бу таърифда келтиртлган уч* 
та шартнинг *ар  бирининг 
геометрик м а ъ н о ^ н и  яницлай* 
лик.

-*■

32-чизма. 1 -ш а р т  с векторнинг узун-

лиги ( \с\ сон) а ва Ь вектор, 
ларга  цурилган параллелограмм юзяни ифодаловчи 
сонга тенг эканини билдиради (32-чизма)  (чунки

| a | | f c | s i n ( a ,  b) ифода томонлари а / в а  b векторларлан 
иборат параллелограмм юзнни ифохалайди).

—> —> —*
2- шарт вектор купайтма (яъйи с вектор) а ва b 

векторлар билан аникланаднган Гекисликка перпенди
ку л я р  эканини билдиради.  ,

3 - шарт вектор купайтманннг йуналишини аницлаи-
ди.

Вектор купайтма куйидаги хоссаларга эга:
-► ->

1. Агар а ва Ь векторлар коллинеар булса ёки улар- 
дан камида бири ноль вектор булса,  уларнинг вектор 
купайтмаси нолга тенг булади.

И с б о т .  Ха^икатан *ам, а\\Ь булса,  (а ,  £) =  О
ёки 180° булиб,  бирипчи шартга асосан 14е * 0 булади. 
Модули нолга тенг вектор эса албатта ноль вектордлр.  

—> —> —► —>
2 [а,  £ ] = . - — \ь, а |, яъни купайтувчиларнинг урин- 

ларини алмаштиришда вектор купайтманинг ишораси 
узгаради.

И с б о т .  Хакикатан ^ам, вектор купайтма таърифи-

нинг 1 ва 2- шартларига асосан [а, Ь\ ва \ЬУ а\ вектор
ларнинг узунликлари  тенг ва иккаласи *ам битта те- 
кисликка перпендикуляр,  йуналишлари эса учинчи ш а р т 

га асосан с вектор томонга  караб энг киска йул б и л ан  

бурилиш соат стрелкаси ^аракатига  тескари б^лса,  b 
—►

дан а вектор томонга караб киска йул билан бурилиш 
эса соат стрелкаси , \аракати буйича булиб колади,  де-
мак йуналиш аивалгига ухш аш  булиши учун (b , л!
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I  * \33-а, б, в, чизма.

вектор [a,  b\ векторга  нисбатан карама-царши йунал- 
ган б^лиши керак .

3. [аа,  b\ — |a*  *Ь\-*я\а, У\, б у  ерда  а - и с т а л г а н  
хакикнй сон (скаляр купайтувч ига  нисбатан ассоциатив- 
лик конуни).

И с б о т .  [aa,  b\ ва а[а,  Ь\ в екторларнннг  м одулла -  
ри тенг ,  й^налишлари эса a >  О б^лганда  [а,  в е к 
тор билан бир хил, а < 0  да эса [я,  Ь | нинг йунали- 
шпга карама-карши.  ( 3 3 - а ,  6, в чизма. )

4. [а +  а \  Ь\ =  [ a ,  A ] + { a ' , ^  6J

I [а ,  b +  b'\ =  [а,  £ |  +  [а ,  V ] .

(Бу  хосса исботн [8| да келтири лган . )
Бу хоссалардан куйи дагига  эга  буламиз:

[аа +  рЬ, - f  8dj *= а ? [а , с\ +  Pf[6, с\ +

+ * Ц а ,  d]  +  <*!•
Бирлик векторларнннг вектор купайтмалари  куйидаги* 
ча булади:



_[/. k \ -------1*, A — i, I*. k\ — 0.
Агар а ва b векторлар  координаталари билан берилган 
булса,  яъни J

а йх1 й2У Ч* Яз̂ >
—► —► —►
Ь =ж bxi -j- b3j  "f" bbk

булса,  у  *олда

(a,  ft] =- ( а  А  -  а3
#2 аъ
ь2 ья

Демак ,

[a, ftj =-

Вектор купайтмадан фойдаланнб учбурчакнинг юзини 
*исоблаш учун формула  чицарамиз. Айтайлик,  ABC
уч бу р ч ак  фазодаги R  =- |0; /; у; £ |  турри бурчакли 
координаталар системасига нисбатан учларинннг к о о р 
динаталари билан берилган булсин:

A(xt\ У,; г , ) ;  В(х2\ у 2; г2)\ С ( * 3; у3; г 3).

Вектор купайтма таърифндаги  1 -ш артга  кура  унннг 
модули параллелограммнинг юзини беради.  Унинг ярмн 
эса учбурчакнинг  юзини беради.  Шунинг учун

aS \  | (19)

га эга б^ламиз .

1- м  и с о  л. /, /  бирлик векторлар б^либ,  улар  ора-
■■ ^ “+ —► ► ► 

сндаги бурчак  45° га тенг.  a = 3i — j, b*=2i +  3j  век- 
торларга  ясалган параллелограммнинг юзини хисобланг.

Е ч и ш .  К  Ь\ =  ( 3 ^ - 7 .  2? +  3j\ =  [3 /72/ | + [ з Г .  3 j j  +  

+  [ -  Т, 2/] +  [ - 7 ,  3 / |  -  9[Г, 7j -  2(7, 7J =  11 (/. Д.

b2)i + (а3Ьs- a A )y '- f
7 + а3а,

Ь8 1 ft, ft j |
к. ( 18)

I я* а3 | I а3 а ,  I а ,  а 2 | |  

| ftj ft31 j <>з ft, j Ьх Ь2\)



-> —►

\[а. * ] |  -  | H U .  y | l = _ l i m - M - s l n 4 5 ° -

I - \ \ . \ . \ ? L a  5,5/ 2;

S = « 5 , 5 / 2  кв. бирлик.
2- м и с о л .  Учларнинг координаталари /4(5; 4; 3) , 

ff(2; — 1: 0) , С(— 3; 2; 1) булган ABC учбурчакиинг 
103ИНИ хисобланг.

Е ч и ш .  АВ  ва <4С векторларнинг координаталари- 
ни хисоблайлик.  (6; формулага  асосан:

! АВ  -  |2 -  5; — 1 — 4 ; 0  — 3) — {— 3; — 5; — 3). 

А С -  { - 3 - 5 ;  2 -  4; 1 - 3 )  =  ( - 8; - 2 ;  - 2 ) .

|Ав, АС\ •
-•6 — <8’ - а -z*3 -*8 - й
- А  - 2 1

— 2 ‘- Ф
1

- в  -Г--2
- ( 4 ;  18; - 3 4 } .

| [ АВ, АС\ \ =  / 4 *  +  18* +  ( - 3 4 ?  =■ / 1 4 9 6  - 2 ^ 3 7 4 ?  
(19) формулага  кура:

5давс~‘ \  • 2 • / 3 7 4 ;  ^ ДАВс =  V 374 кв. бирлик.

3- м и с о л .  a — i +  2 j — 2k ва f t * »2/  — ЗУ— 6& век- 
горлар орасидаги бурчакни аннцланг.
[ Е ч и ш .  Икки вектор орасидаги бурчак формуласи- 

га кура:
I  Д • 6 2 • 1 — 3 ■ 2 4- 6 « 2 а  8 =  8 j  

j f 0  И  • |6| ^  1 +  4 + 4  / 4 + 9 + 3 6  21

f  =  a r c c o s ^ J .

4 - м и с о л .  Учлари Л (7; 3; 4), В(4; 1; — 2),  С(7; 
5; 4) нукталарда булган учбурчак  берилган.  Учбурчак- 
нинг А учидан туширилган биссектрисанинг СВ тойон 
билан кесишган D  нуктанинг коордннаталарини топинг 
ва учбурчакнинг  юзини хисобланг.

Е ч и ш .  Учбурчакнинг  А учини хосил килувчи то- 
монларининг узунликларнни топамиз:

|  Р( А, С) - / ( * ,  — дг,)* +  (Уа — У,)3* 4- (*2 — * i )e —

- 1 (7 — 7)» Ч- (5 - !8)* +  (4 -  4)" -  / 0 + 4 + 0 -  \ 4 =  2.

Ь5



^  j l .  k \ ------[A, j\ — 1, (А, Л*] — 0. /
Агар а ва b векторлар координаталари билан берилган 
булса,  яъни

a  — a , i  +  a sy - f  а £
Ь ™ byi -j- &2У -f* btk

булса,  у *олда

|а ,  ~Ь\~(а2Ь3- а 3 
__ а2а3 

Ь2 bt
Демак,

[ а ,  Ь\ -

Вектор купайтмадан фойдаланиб учбурчакнинг юзини 
*исоблаш учун формула чицарамнз.  Айтайлик,  ABC
уч бу р ч ак  фазодаги / ? — |0; г, j: k\ т$три бурчакли 
координаталар  системасига нисбатан учларининг к о о р 
динаталари билан берилган булсин:

A(x t\ у,; г , ) ;  В(х2\ у,; г г); С(хг\ у3; г 3).

Вектор купайтма таърифндаги 1 -ш артга  кура  унинг 
модули параллелограммнипг юзини беради.  Унинг ярми 
эса учбурчакнинг  юзини беради.  Шунинг учун

5 л д в с = 7 ! и я .  А ^ \  | (1 9 )

га эга буламиз.

1- м  и с о  л. t, у бирлик векторлар булиб,  улар  ора
сидаги бурчак  45° га тенг.  а  =  з7—7 & =• 2 Н - 3 / в е к -  
торларга ясалган параллелограммнинг юзини ^исобланг.

Н ч и ш .  [а, ь\ == [3Т~7, 27+ Зу] = [3Г, 2^+|з7 3j j  +  

+ 1 ~  Т, 2i] +  I -  J, з/ j  -  9[7, y j - 2 ( 7 ,  7] =  П [t. yj.

+  ( a36,  -  c , 6,)y + (a,b2-  aibl)k

k. ( 18)7 + a3 aj
7 - н “ '* г|

*8 *1 |z>, i , |

/ | a , a ,  I I a .  в, I
И м .  Г * , b t г



Г \ [ а ,  -  111[/Т Л1 =  11UI • М • sin 45° -

— 11 • 1 • I ^ —  5 , 5 / 2 ;

S =  5 , 5 / 2  кв. бирлик.
2- м и с о л .  Учларнинг координаталари Л(5; 4; 3), 

В(2; — 1: 0), С ( — 3; 2; 1) булган ABC учбурчакнинг 
юзини *исобланг.

Е ч и ш .  АВ ва АС векторларнннг координаталари
ни *исоблайлик.  (6) формулага асосан:

Л Д - ( 2 - 5 ;  -  1 - 4 ;  0 - 3 )  -  | — 3; - 5 ;  - 3 ) .

АС — (— 3 — 5; 2 — 4; 1 - 3 )  =  ( - 8; - 2 ;  - 2 ) .

I S .  АС) -  ( - *  ~ 8}. - в . ^ ;  ^ - 6 1 -Г J 1 -  г - е  -в  I
-  (4; 18; - 3 4 ) .

11АВ, АС\ | =  / 4 *  +  18* +  ( - 3 4 ?  =  / Й 9 6  - 2 1 / 3 7 4 ?  
(19) формулага кура:

5 ДДВС — \  • 2 • / 3 7 Т ,  Sa\ bс “  V 374 кв. бирлик.

—> «Ф

3- м и с о л .  а«=*'  +  2у — 2* ва £ > = 2/  — Зу — 6& век
торлар орасидаги бурчакни аницланг.
[ Е ч и ш .  Икки вектор орасидаги бурчак формуласи- 

га кура:
|  а- ь  2 - 1 - 3 - 2  + 6- 2 _  8 8!

I  ° S? N  • |ь\ / Г н Т Т / 4 Т 9 Т З В  / 9~/45* 21
8<р =  arccos0)

4 - ми  с о л .  Учлари А (7; 3; 4), 5 (4 ;  1; ~  2), С( 7; 
5; 4) нукталарда булган учбурчак  берилган.  Учбурчак
нинг i4 учидан туширилган биссектрисанинг СВ юмон 
билан кесишган D  нуктанинг координаталарини топинг 
ва учбурчакнинг  юзини ^исобланг.

Е ч и ш .  Учбурчакнинг А учини *осил цилувчи то- 
ионларининг узунликларнни топамиз;

I к  л .  С) =  /  (д:а -  Х\)* +  (у2 -  У,)а +  («2 -  г , ) к —

(7 -  7)* +  (5 -  8)а +  (4 -  4)» -  / 0 + 4 + 0 -  > 4  =  2.
\

Ь5



P(/4,fl) —  У (хг — * ,)»  + (у , -  у ,)*  +  (г2 — г , ) 2 -
“ / ( 4  — 7)" +  ( l  — 3)* +  ( — 2 — 4)* —

=  / 9  +  4 +  3 6 - / 4 9  =  7.
Бурчакнинг биссектрисаси узи туширилган томонни ён 
томонлар билан пропорцнонал булакларга  булиш хос.
сасидан фойдаланиб, | CD} : | DB\ =  7 : 2 «= — — 3,5 эка-

мини аниклаймиз.
А 7 X

Д ем ак ,  - ! • = . _  га тенг.  Агар X =  деб  белгилаб ол. 
X] 2 Aj

сак,  (9) формула берилган масала учун куйидаги ку.
ринишни олади:

хс +  ^хв ус^Ув гс+^гв
Xd=~ Г + ' Г : Уо =  - Т + Г ; *e " " “ i + r *

Бу  формула буйича D нуктанинг коордннагаларнии 
Куйидагича топамиз:

7 + ^ - 4
_  x c j ^ f s  _  2 =  7 + 1 4  =  21 ^  42_
—  I +Х “  7 У 9 9 5

14- — — —
Г  2 2 2

7 17 

=  у с +  Ххн  и  +  2 ’ * _  2  =  17.
°  1 + Л “  _7_ 9_=  9*

, +  2 2

+  2 ’(~ 2) ^  4 - 7 ^  3 6 ^  2
°  1 + Х  . 7  =  9 "  9 "  9 “  3*

2*  1 7
Демак ,  изланаётган нукта:

D(4-2; Z  - Ц
\ 9  9 3 /•

Энди учбурчакнинг юзини *исоблаймиз.  Бунннг учун 
—► —►
АВ ва АС векторларнинг коордннаталарини (6j фор* 
мулага кура  хисоблаймиз:

АВ  =  (0; 2; 0(,  АС -  | - 3; -  2; -  6| .  

Буларнинг векгор купайтмасини топамиз:

8э



2 0 0 0 0 2
- 2 - 6

t
- 6 - 3

♦
- 3 - 2

\АВ\ AC J =
I — ^

=  I— 12; 0; 6}
ЦА/3, Л С ]| —  V ( — 12)* +  6 '=  V 180 — б / 5.

5лДДС — -j • 6 / 5 =  3 / 5  kb  бирлик.

6-§ .  Векторларни нг  а р а л а ш  купайтмаси ва  
унинг  хоссалари .  Т ет р аэ др н и щ :  ^ ж м и

а ,  Ь ва с векторларнинг аралаш купайтмаси деб

(векторларнинг курсагилган тартибига кура)  а ва Ь
векторнинг вектор купайтмасидан иборат векторни с 
векторга скаляр купайтири»идан *осил цилинган сонга

айтилади. Аралаш купайтма [a,  Ь\ • с ёки (а ,  Ь% с) к у 
ринишда белгиланади.

Аралаш купайтманинг геометрик маъноси билан та-

нишайлик. а ,  Ь, с векторлар бирор О нуцтага цуйилган 
булиб, компланар булмасин \  .мда унг учликни лос и л 
Килсин. 1\и рралари шу берилган векторлардан иборат

лараллелепипедни ясасак,  | | я ,  Ь\| мицдор шу паралле
лепипед асосининг юзини билдиради.  Аралаш купайт

ма таърифига асосан [я, ftjc — | [a t 4] || cl c o s ? , бу ерда 

ь\% 7 ) булиб, |с*|со$<р микдор с векторнинг
—►

(а, 6 | вектор йуналишидаги тугри чизицдаги проекция- 
сига тенг  булиб,  параллелепипеднинг баландлигидир.  
(34-а, б чизма):

[c|cos5p =  А.

Демак,  | — S tcoc • A — V. Бу сон эса параллеле-  
пипеднинг цажмини аниклайди.

Д ем ак ,  агар a ,  "b, ^  векторлар Унг учлнк ^осил 
Килса, бу векторларнинг аралаш купайтмаси бу век-  
т°рларга ясалган параллелепипед *ажмига тенг  була-

Агар а , Ь% с лар  чан учлик таш кил килса,  (а, Ь\
87



т

<*)

[at\

34-а, б  чизма-

вектор билан с вектор орасидаги бурчак у >-^=»-cos!? < 

< 0  (34- б чизма) булади.  У ?{Олда

[a, b\c =  — V.
Демак ,

| [ а ,  ~b\c\— V. (20)
/? =  {0; /: У; k\ координаталар системаснга нисбатпн

и, b ва с векторлар куйидаги координаталарга эга бул
син:

а — {а,; а 2; аь); Ь =  {*,; 62; £,}; с =  {ct ; с2; сг\.

а, b вг с векторларнннг аралаш купайтмасини *исоб-
лаймиз.  ДастлаГ\ а ва Ь векторларнннг вектор купайт- 
масинн топамиз:

ы



Энди [<П *1 векторни с =  c, t +  c2j  +  c3k векторга ск а 
ляр купайтирамиз.  У холда

[а,  Ь\ • с — с, — С2
а2аг 
Ь2 Ьъ

с 1 Сч с з
С1\ С12 <*3

Ь 2 ft 8

а ,  а ,
+

а .  а ,  

Ьх Ь2

Хосил булган бу учинчи тартибли детерминантда й ?л-  
ларии икки марта алмаштирнмиз:

[ab[c
ах ^з 
bt bt b j 
cx сг c3

( 22)

(22) формуладан к^ринадики,  учта векторнинг аралаш 
купайтмаси учинчи тартибли детерминантга тенг булиб,  
бу детерминантиинг биринчи йул элементлари биринчи 
вектор коордннаталаридан ,  иккинчи й^л элементлари 
иккинчи вектор коордннаталаридан,  учинчи йул эл е 
ментлари эса учинчи вектор коордннаталаридан тузи- 

1лади.
Векторларнинг аралаш купайтмаси цуйидаги хосса- 

ларга  эга:

1. | а ,  Ь\с =  [Ь, с\а.
Хакицатан хам, бу учта векторга курилган параллеле
пипед хажмларннинг абсолют кийматлари тенг,  ундан

таш^ари аТ £  / в а  ~Ь, 7, ~а учликларнинг ориентация-
лари бир хил.

2. Купайтувчиаарнинг Уринлари алмашинишидаи 
аралаш купайтманинг ишораси узгаради:



la .  b\c — — |Л, a\c, чунки [a' b\ =  — \b, a]-.

Долган тенгликлар урннлилиги *ам шунга ухшаш 
сатилади.

—► -  ► —► “*■ > -►
3. (а • а) • [Ь, с\ — а . (а, Ь\с. Ихтнёрнй * f / ? y n Vll 

(я-а)[Ь, с |  = а |а ,  Ь\с, чунки 1- хоссага кура (аа)[6, с | „  

=  [аа, Ь\с. Бунда» эса [ ia ,  b\c =  а[а , ь\с.

4. ( а  а')\Ь, с\ =- а\Ь, с\ +а'\Ь, с],

+  c\=aCb. Г| +  с\,

(а +  а')[Ь, с\ =  [а +  а\ />]с — ( |в ,  Ь\ +  [а ',  Ь\)с =

— |а ,  *]с +  | а ' ,  />]с =  я |6 ,  с |  +  а'|&, с\. 

Иккинчи тенглик *ам шунга ухш аш  курсатилади.

5. Агар a ,  b ва с векторлар компланар булса, улар
нинг аралаш крпаАтмаси нолга тенг булади, чунки 
уларга курилган параллелепипед текисликда жойлашиб 
колади, бундай параллелеиипеднннг баландлиги нолга

тенглигидан з<ам з^ажми нолга тенг, аксинча (a , t j c - O  ■*>
булса, а ,  Ь, с векторлар компланар булади. Хакикатаи 

—> -» —> -* —♦ —*

^ам, | a ,  — О булса, [а, £|_|_с. Лекин вектор кУпайт-
—> —► —> -г- —*■ —>

манинг таърифига асссан [a . b\_\_a, [а, Ь\А_Ь, бундам -► ' —♦ —► “> 
эса | а ,  Ь\ векторнннг a ,  b , с векторларнннг *ар бирн-

—> ■—► "*га перпендикулярли! и келиб чицади, демак, а , Ь, с 
векторлар компланар.

—* —* —>

6. а , Ь, с векторларлан исталган иккнтаси колли-
неар булса, уларнинг аралаш купайтмаси нолга тенг, 
хусусий з;олда

[а, с?\Ь =  [a , b\a =  [ft, а ] а  — 0.

Аралаш купайтмадан фойдаланиб, учларинннг коорди-
нагалари билан берилган тетраэдрнинг хаж.шни \исоб-
лаш мумкин. Дйтайлик, ABCL) тетраэдр учларинииг 
координаталари
90

В(х,: у/, г , )
С(дг*: У»: г 3)
£-(*«; у«; *«)

б-Мсин.
цаълумки, тетраэдрнинг 
N3*mii уиинг бир учидан 
„икувчи кирраларидан 
йсалган параллелепипед 

^ажминш г — кисмига

тенг (яъни АВ, АС ва 
AD кирраларидан ясал- 
ган). Шунинг учун:

V -± \ A B -\ X c, Щ \ ~ -\ (А В -А С -А Ь )\ .  (23) 
6 6 

Агар (23) формулани нуктаиинг координаталари ор 
кали ифодаласак,

—  * \  У* -  У« *а -  г ,

*з -  х , у ,  -  у, г ,  -  г ,
. х к — *\ У* — У| *4 — г, 

ёки (24) формулани янада ихчамрок формада ёзсак,
— /vw KQII но»

1

35-чнзма.

(24)

еки ..........—
цуйидагига эга буламиз:

У-,„. =  j  mod

•к. У. *1 
х2 у , г ,  1

z, 1 
1

У»
(25)

■  * I *4 У* *4 -
М и с о л .  Учлари Л(6; 0; 0); В(0; 5; 0); С(0; 0; 5) 

ва 0(0; 0; 0) нукталарда булган пирамида ясанг *амда
уиинг з^ажмини топннг (35- чизма).

Е ч и ш .  (24) формулага асосан топамиз:
6 0 0 |

— • 150 =  25 куб  бирлик.1
пир. — mod

ь
0 5 0 
0 0 5

7 -§ .  Д гк а р т  координ аталарин и  алм аш тириш
Купгина амалий ва назарий масалаларии « « ш "  * е -  

карт координаталарииинг б.-р систеиасидаи бошка сис^



36-чиэма.

■ сманив yinmia T) Fpn
келади. КоордннаталарН|( 
алмаштиришнинг умумщ 
мо\ияти тубандагича: Цх, 
тиёрий М нуктанинг эскц 
системага ннсбатан д-, у 
координаталарнни ym1Hf 
янги системага нисбатан 
х,' у' координаталари ор. 
кали ифодалаш талао 
кнлинади. Дастлаб икки. 
та хусусий *олни карай, 
миз.

а) Д е к а р т  к о о р д и н а т а л а р  с и с т е м а с и н и  
(координата укларини) п а р а л л е л  к у ч н р н ш  б и л а н  
б о г л и к  а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а л а р и н и  к ел- 
т и р и б ч и к а р а м и з. Бу *олда R ва R' координата 
системалари бир хил координата векторларига ва \ар 
хил координата бошига эга булади:

/?«= {0; 7Г Л; /?'-Ю,;7;7|.
0' нуктанинг эски системага ннсбатан координаталари 
-«"о? Уо булсин (3 6 -чизма). Ихтиёрий М нуктанинг те
кисликда эски координаталар системасига нисбатан 
координаталари (х; у), шу нуктанинг янги системага 
нисбатан координаталари X, У булсин. У *олда век
торлар координаталарига асосан ёзамиз:

00'  =  x0i +  у,, у,

ОМ =  xi +  yj,

О'М — хТ+ Yj. 
Векторларни кушиш коидасига кура:

ОМ -  00'  +  СУМ.

(б), (в), (г)=> j x - x +Xo, 
\ У -

(«),

(а)

( б )

(в)

(г) 

( 26)
у -  У +  Уо-

(26) изланган алмаштириш формулаларидир. У бир- 
бнридан параллел кучириш оркали *осил булган коор* 
динаталар системаларидаги коордннаталарни узаро 6 o f -  
лайди.
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У

\  ✓

м

~7Л\
'  1 V  1

.х‘

lA .
О 1

37-чизма. 38-чизма.

I  б) К о о р д и н а т а л а р  б о ш и н и  у з г а р т и р м а й  
к о о р д и н а т а  У к л а р и н и  а б у р ч а к к а  б у р г а н д а  
к о о р д и н а т а л а р и  и а л м а ш т и р и ш .  Бу *олда R =

-  |0; 7[ 7i ва R' =  |0; ? ;  / } . Д емак. (7, i') — и. Ихтиёрий 
М нуктанинг эски координаталари (х ; у), шу нукта
нинг янги координаталари \х\ у ' )  булсин. У *олда

ОМ =  xi - f  yj, ОМ =  x'i' +  y'j'. 127)

Янги координата векторларини эски координата век- 
торлари оркали ёзамиз:

! o.\i +  a tj,
btT+ b j. (28)

Агар R ва R' декарт координаталар системалари бир 
хил ориенгацияли булса (37* чизма), у холда

[ ГС?) -  90° +  в, (7 .7 ) -  90° -  в, (7,У ) = *; (29)
агар карама каршп ориентацияли булса (38-чизма), у 
*олда

( 7 , 7 )  -  270° +  в; (Г Г /7 9 0 ° - в ;  (у; / ')*= 180в+ а  (30)

б у л а д и . (28) тенгликларни иавбат билан i, j  векторлар- 
га скаляр купайтирамиз:

а , 

Ь> ■

= i' • i =  cos(i', i), a2 =  i' • / =  cos(i\ j), 

У  • 7 =  cos(y\ 0 , Ьг =  у' • у — cos(y't у ).
03
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°\ (

36-чизма

темасига утишга  т УРрц 
келади.  КоордннаталарН|| 
алмашгпришнинг умумщ 
мо\и яти  тубандагнча: Цх< 
тиёрий М  нуктанинг эсщ 
системага нисбатан л,  у 
коордннаталарини уницг 
янги системага нисбатан 

' х /  у' координаталари о р. 
кали ифодалаш тала® 
килинади.  Дастлаб  икки. 
та хусусий холни карай, 
миз.

а) Д е к а р т  к о о р д и н а т а л а р  с и с т е м а с и н и  
(координата  укларини) п а р а л л е л  к у ч  н р и  ш б и . i а н 
б о f  л и к а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а л а р и н и  к е л- 
т и р и б  ч и к а р а м  и з .  Б у  холда R ва R' координата 
системалари бир хил координата векторларнга ва ,\ар 
хил координата бошига эга булади:

Я  — {0; /; 7); R ’ -= 10' ; /; j\.
0' нуктанинг эски системага нисбатан координаталари 
■*0? Уо булсин (36-чизма) .  Ихтиёрий М нуктанинг те
кисликда эски координаталар системасига нисбатан 
координаталари (х; у), шу нуктанинг янги системага 
нисбатан координаталари X, У булсин. У холда в е к 
торлар координаталарига асосан ёзамиз:

0 0 '  =  x 0i  +  y0j,

ОМ =  x i  +  уу,

О'м  — х Т +  у}.
Векторларни кушиш коидасига кура:

О М  = - 0 0 ' +  СУМ.

(«) .  (б), (в), (г)=> I •*“ *+ * < ■ •
I у -  у +  у».

(26) изланган алмаштириш формулаларидир.  У бир- 
биридан параллел кучириш оркали хосил булган коор* 
динаталар системаларидаги координаталарни узаро 6of- 
лайди.

92

(а)

( б )

(в)

(г) 

(26)

\ -

37-чнзма. 38-чизма.

К 6 ) К о о р д и н а т а л а р  б о ш и н и  у з г а р т и р м а й  
к о о р д и н а т а  У к л а р и н и  а б у р ч а к к а  б у р г а н д а  
к о о р д и н а т а л а р н и  а л м а ш т и р и ш .  Бу холда R =»

— 10; 7Т 7i ва / ? ' =  (0; 7; / } .  Д е м а к ,  (Г, / ' )  — *. Ихтиёрий 
М нуктанинг эски координаталари (*;  у), ш у  нукта
нинг янги координаталари 1л', у ')  булсин.  У холда

ОМ =  xi  +  у/ ,  ОМ = x'i'  +  у у . 127)

Янги координата векторларини эски координата век- 
торлари оркали ёзамиз:

a,i +  a3j, 

bxi +  b2j. (28)

Агар R ва R' декарт  координаталар системалари бир 
хил орненгацияли булса (37- чизма),  у холда

( Г ? )  -  90° +  а, ( ? Г 7) -  90° -  ( 7 . Т )  =  «; (29)
агар карама карши ориентацияли булса (38-чизма) ,  у 
Холда

(7,7) =  270° +  а; (Г Г л  =  90" -  а ; (7;Т)-180°+« (30)
— ►

б у л а д и . (28) тенгликларни навбат билан i, j  векторлар-  
га скаляр купайтирамиз:

а .

Ьх

V • i =  cos(t ' ,  i), а 2 «= t '  • /  =  cos(t ' ,  j),

7 - 7 =  c o s ( / ,  i),  — /  • /  — cos( / ,  j ) .
03



у  —  .x'sin  а - f  y 'c o s  а 

JC =  * 'C 0S  a +  y 's in  a
(32)

(29),  (30) муносабатларни *исобга олсак ,  V /' в е к т о р ,  
нинг координаталари R координаталар  системасига 
нисбатан R ва R'  координаталар системаси бир хил 
ориентацняли булса,

V =  {cos a, sin а}, / '  =  (— sin a, COS а)

куринншда,  агар R ва R'  координаталар системаси ка- 
рама-царши орнентацияли булса,

i' =  {cosa,— sina}; / '  =  (sina; — COS a]

куринишда булади.  У *олда (27) ф э р м у л а л а р  куйида
ги куринишни олади:

JC— jc 'cosa  — y 's i n a  j

:'COS а  ■+■ y'sin a |

У =  JC'sin a — y'cos a J.

(31) ва (32) формулаларни бирлаштириб,  куйидаги
|  X  —  л 'С 0 5 а  — e y ' s i n a ,

I у — x ' s in  a -f  ey'cOS a
куринишда ёзиш мумкин, бу ерда г — ±  1 булиб,. R 
ва R' реперлар  бир хил ориентирилгйн булса ,  е =  ч -  1; 
карама-карши ориентирланган булса,  £==— 1 булади.

Энди умумий ?{олни караймиз.  Бунда к о о р д и н а т а  
б о ш л а р и  ^ а м ,  к о о р д и н а т а  в е к т о р  л а р  и *ам

?[ар хил йуналишда жойлашган,  яъни / ? = » | 0; г; у) ва

R' — {O'; i'\ j' \  булсин. Агар ихтиёрий М нуктанинг 
эски системага нисбатан координаталари (х , у) булса, 
коордннаталарни а л м а ш ж р и ш  (} ормулаларннн бу .хол
ла  ёзиш учун (26) ва (33) тенгламалардан куйнднгига 
эга буламиз:

J t - J t ' c o s a  — ey'sina +  (
у =  Jf 'sina - f  iy 'cosa  +  у0.

Б у  ф ормулалар  ёрдамида х',  у '  ларни х  ва у лар ор* 
кали *ам ифодалаш мумкин.

М и с о л .  Иккита тугри бурчакли д е к а р т  координа

талар  системаси R =  {0; i, у) ва R' — {O'; i'\ у ' ) бери-1'

^  * I м» / — I е» *1 ......
у нуктанинг R координаталар системасига нисбатан 
координаталари л — — 2; у — 3 б^лса, бу нуктанинг R' 
координаталари системасига нисбатан координаталари- 
,ц топинг.
Г Е ч и ш. Куйидагиларга эгамиз:

а ,  =» COSa — 2; a , - = s i n a ~ l ;

bt =  — S ina =  I ;  b3 =  COSa =  — 1;
*o ”  2, Уо =  3.

gy кийматларни (34) формулаларга куямиз: 
jc =  2x' — у'  - f  2, 
у — — x' -  у' 4- 3 

за х — —2; у =  3 эканини эътиборга олиб,
— 2 =  2х' -  у '  +  2

3 -  —х ' — у '  +  3 
шстемага эга буламиз.  Бу системани ечамиз:

2х ' — у'  =  — 4 
х'  +  у' = О

Демак, М нуктанинг R' координаталар системасига
4 4

нисбатан координаталари х ‘ =  — —; у '  — — дан иборат
-  3 3

экан.

М а ш к л а р
1 TyFpn бурчакли координаталар системаснда КУ* 

йидаги нукталар берилган: 
а) Л ( - 1; 4; 3) ва В (3; 1; - 2 ) ;  
б ^ С  ( - 5 ;  2; - 1 )  ва D (4; - 3 ;  5).
АВ, ВА, CD, DC векторларнинг координаталарнни 
топинг.

2. а =  {—2; 3; ?| ва Ь= | а ;  —6; 2) векторлар  а ва
3 ларнинг кандай кийматларида коллинеар булади?

3. \АВ | кесма бепп а  нукта билан олтита тенг бу- 
^акьа булннган.  Л ( — 3; —4) ва Д(9; —8) экани маълум 
сУлса, булиш иукталарининг коордпнагаларини топинг.
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(29), (30) муносабатларни *исобга олсак, V / '  вектор, 
нинг координаталари R координаталар системасига 
нисбатан R ва R' координаталар системаси бир хил 
ориентацияли булса,

i' =  {cos a, s in e ) ,  / '  =  {— sin a, cos a}

куринишда, агар R ва R' координаталар системаси ца. 
рама-каршн ориентацияли булса,

i' =  {cosa,— sina); / '  — {sina; — COS а}

куринишда булади. У *олда (27) ф зрм улалар  куйида- 
ги куринишни олади:

x — x'cos а  — y'sin а  1
у — Jc'sin а  +  y'cos a j
X =  x'cos а +  y'sln a |
у — x 's ln  я — y'cos a j.

(31) ва (32) формулаларни бирлаштириб, куйидагн
I JC — д'со^а — ay'sin а,
1 у — x 's ln  а 4- ey'cos а

куринишда ёзнш мумкин, бу ерда г — ±  1 булиб,. R 
ва R' реперлар бир хил ориентирилган булса, е — -ч- 1; 
карама-карши ориентирланган булса, е =  — 1 булади.

Энди умумий ^олни караПмиз. Бунда к о о р д и н а т а  
б о ш л а р и  р м ,  к о о р д и н а т а  в е к т о р л а р и  хам

*ар хил йуналишда жойлашган, яъни /?=■№; I; j]  ва

/?' — {O'; i’\ j'\ булсин. Агар ихтиёрий М нуктанинг 
эски системага нисбатан координаталари (д:, у) булса, 
коордииаталарии алмаилириш 4 о Р мУл алаРини бу хол
ла ёзнш учун (26) ва (33) тенгламалардан куйндагига 
эга буламиз:

.v — .«'cosa — ey'slna +  д:0,
у =  * 's lna  - f  sy'cosx +  у0.

Б у  формулалар ёрдамида х', у ' ларни х  ва у лар ор* 
кали ^ам ифодалаш мумкин.

М и с о л .  Иккита т^гри бурчакли декарт  коордииа*

талар системаси R — (0; i, j J ва R' — {O'; i'\ j'\ бери.’*
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(31)

(32)

i

(33)

w y ^ l l i u ,  w  \ t ,  о / ,  * —  1 —  • I, /  —  I •, • I ............
yj нуктанинг R координаталар системасига нисбатан 
координаталари л  — — 2; у - » 3  булса, бу нуктанинг R' 
координаталари системасига нисбатан координаталари- 

топинг.
Н ч и ш. Куйидагиларга эгамиз:

a, =  cosa — 2; а 2 -= sina —=• 1;
bt =  — s i r a — 1; ft, =  cosa =  — 1;

Xq — 2; Уо — 3.

gy Кийматларни (34) формулаларга цуямиз: 
д: — 2дг' — у ' - f  2, 
у =  -  х' -  у ' +  3 

за —2; у — 3 эканини эътиборга олиб,
-  2 =  2х' -  у' +  2 

3 -  - д : ' -  у' +  3 
системага эга буламиз. Бу системани ечамиз:

________ 4
2л:' — у' =  — 4 

+  у' =  0

(34)

гг*'.
1

3
у' — - •3

Демак, М нуктанинг R' координаталар системасига
4 4

нисбатан координаталари х' =  — —; у' — — дан иборат
| — О и
экан.

М а ш к л а р
1 Тугря бурчакли координаталар системасида КУ* 

Яидагп нукталар берилган: 
а) Л ( - ) ;  4; 3) ва В (3; 1; - 2 ) ;
Ч С  ( — 5; 2; - 1 )  ва D (4; - 3 ;  5).
АВ, ВА, CD, DC векторларнннг координаталарини
ТОПИНГ.

2. а  = {—2; 3; Э) ва ft— {а; —6; 2} векторлар а ва 
5 ларнинг цандай кийматларида коллииеар булади?

3. \АВ\ кесма бешта нукта билан олтита тенг бу
ханка булингаи. Л ( —3; —4) ва В(9; —8) эканн маълум 
С̂ лса, булиш нукталарининг координаталарини топинг.
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4. Учлари Л( —I; 4) ва В(3; 8) нукталарда б у л г а ч 
кесма берилган.  Л нуктага нисбатан В нукгага уч мар. 
та якин жойлашган С нуктанинг координаталарини То I 
пинг.

5. С нукта учлари Л(5; 5) ва В{— 2; —6) булган 
кесмани 1 : 3  нисбатда булали (В дан Л га караб). с 
нуктанинг коордннаталарини топинг.

6. Учлари Л ( —5; 8) ва 5(10; 2) нукталарда булган 
АВ  кесмани С ва О  нукталар тенг учга  булади.  С ва
О  нукталарнинг координаталарини топинг.

7. Л (2; 1; — 1) ва 5(0;  —2; 3) нукталар берилган,
АВ векторни ясанг *амда унинг узунлигини топинг.

8. Куйидаги нукталарни кутб координаталар сис- 
чемасида ясанг:

Л (4; 1"); А ( - 2 ;  £ ) ;  С( _ 3; | ) ;  0 ( - 5 ;  0).

9. Кутб бошига нисбатан М ^4; Д'(3; Р 4;
Зя\— —) нукта ларга симметрик булган нукталарни топинг.

10. Тугри чнзикнинг кутб уки билан ^оснл кил!ан
2лбурчаги — га, кутб бошидан шу тугри чизикка ту*

ширнлган перпендикуляр узунлиги эса 4 га тенг.  Шу 
тугри чизик тенгламасини тузинг ва уни чизниг.

11. Ушбу а =  3i+ 5/ — 2/г ва Л =  i+3j-\-k  вектор
ларнинг вектор купайтмасини топинг.

12. a = 2i+ j+ 2 k  ва b— 2l— 2 i+ k  векторлар берил- 
—► —♦—► —►

ган. c=[ab\  векторни аникланг ва ясанг *амда а ва 
—►
Ь векюрлардан  ясалган учбурчакнинг юзини ^исоЗланг.

13. Учбурчакнинг юзи 5 =  3 кв. бирликка тенг. 
Унинг икки учи Д(3; 1) ва 5(1 ;  —3) нукталарда бул
са,  унинг х  Укда ётувчи С учининг координаталарини 
топинг.

14. Тугри туртбурчакнинг иккита карама-карши уч -  
ларинннг координаталари Л (2; 5) ва С (—2; —5). Унинг 
юзини ^исобланг.

15. Л (1; 5); 5 ( 4; 11) ва С(2; 7) нукталарнинг бир 
тугри чизикда ётншини курсатинг.

16. ABC учбурчакнинг учлари Л ( 1; 2); 5 ( 5; 0) ва 
С(4; 3) лар берилган.  Шу учбурчакнинг юзини *и(;о5- 
ланг.

9Ъ

17 Л (2; 2; 2), 5 (3 ;  1; - 2); С(4; 3; 1); 0 ( 1 ;  0; - 1) 
н\кталарнинг бир текисликда ётишини курсатинг.

18 а =  7+ 2/+ЗЛ* £ = 2 ? - и 7 + 6 Л  ва 7 = 3 /  +  7  — *
векторларнинг узаро компланар эканини курсатинг.

19. a — 2i +  /  —k, b =  i-\-3j-\-4k; c=3i — j  +  k век
юрлардан параллелепипед ясанг ва унинг *ажмини 
#исобланг.
I  20. Учлари Л(4; 0; 0), 5 (0 ;  5; 0), С(0; 0; 3), 0 (4 ;  
5; 7) нукталарда булган пирамида ясанг *амда унинг 
Лажмини ва ABC ёгига туширилган баландлигини *и- 
собланг.

VI б о б .  ТЕКИСЛИКДА ТУГРИ ЧИЗИКЛАР

1-§. Икки узгарувчили  тенглама ва унинг графиги

Айтайлик,
F( х- у) =  О ( 1)

геиглама х, у Узгарувчилардан камида б н и аси  ишти- 
рок этган тенглама булсин. Бу тенглама Узгарувчи- 
«ардан биринн, масалан,  у ни иккинчисининг (х  нннг) 
функцияси кабн аникласин. У *олда (1) ни у га нис- 
5аган ечсак,

у — /{х), а  < * < 6  (2)

ге 1глама ?{осил булади.  (2) да х  [а, Ь\ кесмада учгар- 
ганда 1(х) функция  узлуксиз  ^згаради деб фараз ки- 
ламиз.

Дастлаб f(x) ни бир кнйматли функция деб  караб,

* ва у ларни /? =  (0; /; j | координаталар текислиги- 
лаги бирор М нуктанинг координаталари деб фараз 
<иламиз. У вактда х  нинг *ар бир киймати учун (2) 
•енглама у нинг ягона кийматини аниклайди. Демак,  
1 нинг *ар бир киймагнта текисликнинг координата та- 
Зи (х; f\x))  булган биргина нуктаси тугри келади 
Агар х  узлуксиз  ^згариб турли кийматлар кабул кнл-

М нукта (0; i\ J) координаталар текислигнда х  ва 
У нннг кийматларига караб урнини узгартира боради 

бирор нукталар тупламини тасвирлайди. Бу нукта- 
1аР туплами чизик деб  аталади. Агар f(x) функция к^п
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39-чизма. 40 чизма.

PV/KI,; /П)  =«p^/rj2; ,уЧ

кнйматли булса, яъни х  нинг *ар бир кийматига у ницг 
бир неча у,, у 2, . . . , у „  кийматлари мос келса, у холда

х нинг *ар бир кийматига {0; у) текисликда Af,, /И,
. . .  ,Af„ нукталар тугри келади. Масалан, y—f(x) функ. 
ция икки кнйматли булсин. Бу холда к нинг хар Сщ 
xt кийматига у нинг у, = А (х , )  ва У) =  / (* ,)  кийматлари

мос келиб, (0; / ;  / ' j коордииагалар текислигпда л нинг
х, кийматн билан иккита Af,(jc,; у,) b i  М,(дг,; у,) иу.-,._ ^ Р 1
та аникланади (39-чизм а).  [а, 61 кесмада х узлуксин0иР°Р тенгламанинг текисликда кандай чизикни тасвир

1 J  J  ■ t U I I I U U U  П и  Л  u  i l l  o m r u  ______ ________________________ r

узгарганда Af, ва М., нуцгалар хам уринларини узлук 
£из узгартиради ва чизикни тасвирлайди.

Т а ъ р и ф .  Агар чизик ихгиёрий нуктасининг . ва|

еК"
y= JC .  (3)

дгар М(х; у) учинчи координата бурчагииинг биссек- 
трисасидаги ихтиёрий нукта булса хам л ,  хам у ман- 
фкгI сон булиб, уларнинг абсолют кийматлари бир-би- 
рига тенг булади ва биз яна (3) тенгламага келамиз. 
UJyiira ухшаш II ва IV координата бурчакларииинг 
биссектрисаси тенгламаси у =  — дс (4) эканини куриш
м у м к и н .
| 2 - м и с о л .  у х  тенглама билан ифодаланган чи

зикнинг геометрик хоссаларини аникланг.

I Е ч и ш .  (0; t; у) координата текислигида у = х тенг
лама хар бир нуктасининг абсциссаси унинг ордината- 
сига тенг булган нукталар тупламини аниклайди. Бун- 
двй хоссага эга булган нукталарнинг туплами I bi III 
координата бурчакларииинг биссектрисаларини ифода- 
лайли.
I  Энди чизикнинг унинг (1) теигламасига кура ясаш 

масаласини цараймиз. х, у коордннаталарни богловчиНК—.—--- _ .

V координаталари ( I)  теигламани каноатлаитирса ва ак- 
синча бу теигламани каноатлантирадиган хар бир жуфт| 
(л; у) кнПмат чизик нуктасини тасвирласа. у холд i П| 
генглама чизикнинг ошкормас тенгламаси деб ататади, 

Аналитик геометрияда икки хил масала кара паи: 
1) берилган геометрик хоссаларига кура чизик тенгла| 
маснни тузиш; 2) тенгламасига кура чизикнинг геометч 
рик хоссаларини аниклаш.

1 - м и с о л .  Координата бурчаклари биссектрисал фйН
■ инг теигламаларини тузинг

Е ч и ш .  Дастлаб биссектриса учун хос геометрш 
чоссани ифодалаймиз. Б урчак биссектрисаси бу бурча! 
лчида ётувчи ва унинг томонларидан оаравар узок 
даги нукталарнинг геомегрик урнини ифодалайди. 
хоссага асослаинб I ва III координата бурчакларииинг 
биссектрисаси тенгламасини тузамнз (4 0 -чизма». Ага/ 
ОМ биринчи координата бурчагииинг биссекгрисао 
булиб, М(х; у) унинг ихтиёрий иукгаси булса, хоссаг 
кура шаклдан:

98 , _______

этишинн билиш учун чизикни шу тенгламага асосла- 
ннб ясаш керак. Текислнкдаги нукта эса узинииг (х, 
у) координаталари билан аникланади. Шуиииг учун (1) 
тенгламадаги х га х и хг, . . .  ,хп, . . .  кийматларни бер- 
1 к ,

Цхг, У) — 0; Ft(x2; у) — 0. Гя(хя: у) — 0; (4)

тенгламалар хосил булади. Б у  тенгламалардан у нинг 
х нинг дг,, х 2, . . .  ,х„, . . .  кчйматларига мос булган у,.
Уз........... . .  кийматларини топамиз, натижада коорди-
наталарн (1) теигламани каноатлацгирувчи

(•*|5 У|). (* 2\ Уа).......... (-»"„; Уя), . . . (5)
чуцталарга эга буламиз. Бу иукгаларни координаталар 
сисгемасида ясаб, уларни туташ чизик бнлан бирлаш- 
тирсак, (1) теигламани тасвирловчи чизик хосил була- 
Дн- Бу чизик икки узгарувчили (1) тенгламанинг гра- 
фити дейилади.

М и с о л. у —* х*
*СЗнг. тенглама тасвирлайлиган чизикни
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Я с а ш .  Берилган тенг. 
лвмада х га . . .  , —3, —2 
— 1, О, 1, 2, 3, . . .  кий. 
матларни бераммз ва у 
нинг шунга мос киймат- 
ларнни топамиз. Бу кий. 
матларни жадвал шаклида 
ёзамиз:

X . . . - 3 - 2 - 1 0 1 2 3

У 9 4 1 0 1 4 9 . . .

Натижада . ( —3; 9), (—2; 4), ( — 1; 1), (0; 0). (1; 1), 
(2; 4), (3; 9) . . .  нукталар *осил булади. Бу  нукталар-

ни {0; t; у} системада жойлашчириб, уларни силлиц 
чизик билан бирлаштиреак, у =  хг функциянинг гра- 
фиги, яъни парабола *осил булади (41- чизма).

2-§. TyFpn чизикнинг турли тенгламалари

Дастлаб тугри чизикнинг йуналтирувчи векторн ту- 
шунчасига таъриф берамиз.

Т а ъ р и ф .  TyFpn чизикк3 параллел ёки шу тугри 
чизикда ётувчи *ар кандай ве<тор бу тугри чизикнинг 
йуналтирувчи вектори дейилади.

Тугри чизик турли усуллар  билан берилиши мум- 
кин. .\ар бир *ол учун тугри чизик маълум тенглама
га эга булади. Шу тенгламаларни келтириб чикарамиз.

I. Т у г р и  ч и з и к н и н г  п а р а м е т р  и к т е н г  л а’
-*■

м а л  а р  и. а тугри чизик бирор (0; /; у) реперга нисба
тан узининг бирор /И0(дг0; Уо) нуктасининг ва йуиалтн-

рувчи а = ( а , ;  а ,)  векторнннг берилиши билан аник-18'
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нвдн (42- чизма). Тугри 
чизикда нхтиёрий М(х; у) 
нуцта оламиз. У ^олда
jtfaA1 вектор а  вектор 
билан коллинеар булади.
Домак, шундай сон t то- 
пиш мумкинкн,

fCn\ =  /а; t£R  (6)
деб ёзиш мумкин. Бунинг 
1ксича, агар бирор М

нукта учун (6) муносабат бажарилса, М0М || а булади. 
Демак, (6) муносабат факат а  тугри чизицца тегишли 
М нукталар учунгина бажарилади. М, М0 нукталарнинг
ИвиУГ.ОШ/'ГАЛ - Л"....

(' )

д ^ Л / = г  — г0 га эга буламиз. (6) тенгликдан: 

г = r0 +  ta.

Бу тепглама а  тугри чизикнинг векторли тенгламасн 
дейилади. Бу тенгламадан t нинг турли кнйматларида 
а тугри чизикдаги нукталарнинг радиус-векторларини 
цосил киламиз; (7) тенгламада катнашаётган t узга- 
рувчи параметр дейилади.

М ва Af0 нукталарнинг координаталари х .  у ва х0, 
Уо булса, (7) ни координаталарда ёзнш мумкин, нати
жада куйидаги тенгламалар *осил булади:

Xr=X o + dtt,
У — Уо + aJ- ' (8)

8) туFpn чизикнинг параметрик тенгламалари дейилади.

Агар а  тутри чизик координата укларндан бпрор- 
]тасига *ам параллел булмаса (яъни а ха2Ф 0  шарт ба- 
!;арилса), (8) дан

х - х й У-Уо jgj

енгламага эга буламиз. Бундан
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агх — с ,у  + ( —Oj^o +  °|Уо) — 0. ПО)
Бу ерда шартга кура а , ,  а2 нинг камида биттаси нол. 
дан фарцли, шу сабабли (10) биринчи даражали тенг. 
ламадир Бундан эса *ар кандай тугри чизик бирицч„ 
даражали тенглама билан ифодаланади деган му.\цч 
хулосага келамиз.

М и с о л .  А10(5; 2) нукта оркали угувчн ва йунал-

тирувчи вектори а  = { 2 ;  — 1} булган тугри чизикнинг 
параметрик тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Масала шартига кУра: дг0 =  5; у0=  2; а , - 2 ;  
а 2 =  — 1. (8; формулага асосан

-г =• 5 +  ‘It, 
у =  2 — /

тенгламаларга эга буламиз. Bv тенгламалар биз изла- 
ган тугри чизикнинг парамегрик тенгламаларидир.

2. И к к и  н у к т а  о р к а л и  у т у в ч и  т у г р и  ч и- 
з и к  т е н г л а м а с и .  Бизга маълумки, икки нукта ор
кали ягона тугри чизик Утади. ва М2 нукталарнинг

(0; i; j  j системага нисбатан координаталари маълум 
деб фараз килиб, шу нукталар оркали утувчи тугри 
чизик тенгламасини топайлик.

Айтайлик, Мх(хх; у ,), М2(х2; у2) булсин, бу нукта- 
лардан утувчи тугри чизикнн а  деб белгилайлик. а 
тугри чизикда ихтиёрий М(х\ у) нукта оламиз. У лол-
да /'И1уИ2=-{ дг2—■ Уз — у,| вектор М,М — |дс — х,; у —
— у, | векторга коллинеар булса, равшанки, М нуцга 
факат а тугри чизикда ётганда куйидаги муносабаг 
уринли булади (IV боб, 2- §, 3 - пункт):

лСм*~1-лСм,. (11)
Бу ердан, векторларнинг тенглигига асосан куйидаги- 
га эга буламиз:

х—х х =  t(x2- x x) ва у —у, ™ t(y2 -  у ,). (12)

Бундан эса
=  (13)

Х } ~ Х Х У з -  У!

(13) тенглама берилган икки нукта оркали утувчи туг
ри чизик тенгламаси дейилади. Бу  тенглама х2—х,фО 
ва \'3 — у ,ф 0  булганда уринлидир. Агар х3 — х х — О
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jybica, у *олда тугри чизик Оу укка параллел булиб, 
Енглама куйидаги куринишни олади:

х — х ,  — 0 ёки х  «= х х.
I  М и с о л .  ABC учбурчак учларининг координаталари 
5ерилган:

А( — 1; 4), 5(11; - 5 ) .  ( (1 5 ;  17).
кВ ва ВС томонларнинг тенгламасини тузинг.
■  Е ч и ш .  а) АВ томоннинг тенгламасини тузамиз. (13) 
формулага кура топамиз:

I * — * ' _  У — У*. х +  1 у — 4 х + 1 у — 4 
К Jfj— хх Уа— у,' 11 +  1 - 5 —4’ 12 —9 ’ 

- 3 ( * + l ) - 4 ( y - 4 ) ;  - 3 j t - 3  =  4 y -  16,
4 у + 3 д г — 13 =-0 . (Л В)

б) ВС томоннинг тенгламасини тузамиз:
■С- 11 у + 5 дс—11 у + 5 .
15-11 =  17 +  5’ 4 “  22 ’

11JC — 121 =  2у -н 10; 2у — I U  +  I31 = 0 .  (ВС)
3. Т у f р и ч и з и к н и н г  к о о р д и н а т а  У к л а р и -  

ха н к е с г а н  ( а ж р а т г а н )  к е с м а л а р н  б у й и ч и  
ен г л а м  а с  и. а тугри чизикни аникловчи /И, ва Л1, 

|укталар координата уклари Ох за Оу да ётсин. Аник* 
1ик учун Мх{а\ U) нукта Ох укда, Л/2(0; Ь) нукта эса 
Ь  укда ётсин (4 3 -чизма). Бу *олда (13) тенглама 
(уйидаги куринишга келади:

х — а _ у — о 
О — a h -  О

ки
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7  +  Т =  1- <'<>
(14) тенглама тугри чизикнинг координата укларидач 
кесгаи кесмалар буйича тенгламаси дейилади. бу ерда 
а  ва Ь лар тугри чизикнинг мос равишда Ох ва Оу 
укларидан кесган кесмаларидир.

М и с о  л. TyFpn чизик 4дг— Зу — 12 =  0 тенглама 
билан берилган. Унинг координата Уклари бнлан ке. 
сишган нукталарини топинг.

Е ч и ш .  Кесишиш иукталарининг координаталарини 
топиш учун берилган тугри чизик тенгламасини тугри 
чизикнинг координаталар укларидан ажратган кесма- 
ларга нисбатан тенгламаси (яъни (14)) куринишига к ел- 
тирамиз:

Демак, берилган T^Fpn чизикнинг координата Уклари 
билан кесишиш нукталари Л(3; 0) ва 5(0; —4) экан.

4. Т у г р и  ч и з и к н и н г  б у р ч а к  к о э ф ф и ц и е н т -  
л и  т е н г л а м а с и .

-*■ -*■
Т а ъ р и ф .  а вектор \i\ j ) базисда а и а 2 коорди а-

таларга эга булиб а хФ 0 булса, — — k с о к а  вектор-at
нинг бурчак коэффициента дейилади.

-►
Агар а вектор тугри чизикнинг йуналтирувчи вгк- 

тори k сон шу тугри чизикнинг бурчак коэффициент 
булса, шу тугри чизикнинг бурчак коэффициент.™ 
тенгламасини келтириб чикарамиз. Изланаётган тугри 
ч и з и к н и н г  битта нуцтаси ва бурчак коэффнциенти те- 
кисликда шу тугрн чизикнинг *олатини тула аник- 
лайди. Оу укка параллел тугри чизиклар учун бур
чак коэффициент мавжуд эмас. Шунинг учун 
Укка параллел булмаган а тугри чизик Л10(хо! Уо) НУК‘ 
тадаи утсин ва k бурчак коэффициентга эга булсин 
деб фараз килайлик. (9) дан а, Ф 0 деб куйидагиип 
косил киламиз:

демак,

ёки
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У — Уо =  — (х — х0). Таърифга кура: — — k, 
«1 в,

У — Уо =  Ь(х — х0) 

y =  k x ± b ,

(15)

( 16)

б\ ерда
Ь =  Уо — Ьх0.

(16) тенглама тугри чизикнинг бурчак коэффициентли 
тенгламаси дейилади.
Г У  *олда (13) га асосаи Aft(jct; у,) ва /Иа(л , |  у,) 

нукталар оркали утган тугри чизикнинг бурчак коэф
фициента

(17)Xt — х,
формула билан аникланади. Бу тугри чизик У Укига 
параллел булмаган *олга тугри келади.
¥  Бурчак коэффициентинииг геометрик маъносиии 

яниклайлик (4 4 -чизма). Л1,М2Л/ учбурчакдан & = t g a  
stcjiK тиги куринади, бу ерда а бурчак Ох Укини соат 
Стрелкаси йуналишига тескари йуналишда буриб а  туг- 

■ и  чизик бнлан устма-уст тушгунга кадар буриш бур- 
чаги, шунинг учун кам k бурчак коэфф ициент дейи- 

[лади.
_  1 - м и с о л .  М,[3; 2) ва М 2(4; 3) нукталар оркали 
утувчи тугри чизикнинг Ох уки билан з^осил цилган 
бурчагини топинг.

3  —  2
[ Е ч и ш .  (17) формулага кура: k => ------=  1, буи-

4 — 3
I дай A—. tg a  =  l. Демак, a =  45°.
J 2 - ми с о  л. Ох уки билан 30° ли бурчак ташкил 
| |э т и б ,  Af,(2; —3) нукта оркали утувчи тугри чизик тенг-
II ламасини тузинг.

Е ч и ш  Изланаётган тугри чизикнинг бурчак коэф-
Ч  фициенти k =» tg a — tg30° =  ——  га тенг. (15) тенг-

i v 3ламага дг0 — 2; уо = — 3 кийматларни куйиб, куйидаги
тенгламага эга буламиз:

У +  3 =  -Д=- (х — 2)
V 3

- ёки
д:— | / з у  _ ( 2  +  3 | / 3 )  =  0.

5. Б е р и л г а н  н у к т а  о р к а л и  у т н б  б е р и л 
г а н  в е к т о р г а  п е р п е н д и к у л я р  б у л г а н  т у г р и  
ч и зи к  т е н г л а м а с и .  Текисликда у,) Hv:in°

ва п =  (Л; Н\ '  ■* "
r f . t ^ x  +  tf.y +  C . - O ;  (22)

ли >'тг d ,:A tx +  B,y +  Ct =  0. (2 3 1
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7  +  7  =  ь  ( , 4>
(14) тенглама тугри чизикнинг координата  укларидач 
кесган кесмалар буйича тенгламаси дейилади,  бу ерда 
а ва b лар тугри чизикнинг мос равишда Ох ва Оу 
укларидан кесган кесмаларидир.

М и с о л .  Тугри чизик 4дг— Зу — 12 =  0 тенглама 
билан берилган.  Унинг координата уклари билан ке. 
сишган нукталарнни топинг.

Е ч и ш .  Кесишиш нукталарининг координаталарнни 
топиш учун берилган тугри чизик тенгламасини тугри 
чизикнинг координаталар укларидан ажратган кесма- 
ларга  нисбатан тенгламаси (яъни (14)) куринишига кел. 
тирамиз:

1  +  J L
3 - 4

1.

Д ем ак ,  берилган тугри чизикнинг координата уклари 
билан кесишиш нукталарн Л(3; 0) ва В(0; —4) экан.

4. Т у г р и  ч и з и к н и н г  б у р ч а к  к о э ф ф и ц и е н т ,  
л и  т е н г л а м а с и .

Т а ъ р и ф .  а вектор \i\ j \  базисда аи а2 коордн а*
таларга эга булиб а^Ф 0 булса,  — = k  сон а  вектор.

а\
нинг буряак коэффициента дейилади.

-*■
Агар а вектор тугри чизикнинг йуналтирувчи b ik - 

тори k сон шу тугри чизикнинг бурчак  к о э ф ф и ц и е н т  
булса,  шу тугри чизикнинг бурчак  коэффициент.™ 
тенгламасини келтирнб чикарамиз.  Изланаётган тугри 
чизикнинг битта нуктаси ва бурчак  коэффициента  те
кисликда ш у тугри чизикнинг *олатини тула  аник- 
лайдн.  Оу  укка параллел тугри чизиклар учун бур
чак коэффициент м авж уд  эмас. Ш унинг  учун Оу 
Укка параллел булмаган а тугри чизик М 0(*о! Уо) ну к* 
тадан утсин ва k бурчак  коэффициентга эга булсин 
деб  фараз  килайлик.  (9) дан а ,  Ф 0 деб  куйидагини 
*осил киламиз:

демак,

ёки

104

У — Уо =  — (х  — х й). Таърифга  кура- -  — k, 
а\

У — Уо =  Ь (х — х0) (15)

y - k x - f - b ,  ( 16J

бу ерда
b — Уо —

^16) тенглама тугри чизикнинг бурчак коэффициентли 
тенгламаси дейилади.

Г У  *олда (13) га асосан Af,(.*,; у,)  ва /И3(а' , |  у,) 
Н\к т а л а р  оркалн утган TyFpn чизикнинг бурчак  коэф
фициента

(17)
дг, — лг,

формула билан аникланади.  Б у  тугри чизик у Укига 
параллел булмаган \о л г а  тугри келади.
Ш Бурчак коэффициентннинг геометрик маъносини 
ф ни м айлик  ( 4 4 - чизма). учбурчакдан  * = t g а
ф а н т и г и  куринади,  бу ерда <* бурчак Ох Укпин соат 
втрелкаси йуналишига тескари йуналншда буриб а ту F- 

чизик билан устма-уст  тушгунга  кадар  буриш бур-  
Н г и ,  шунинг учун .\пм k бурчак коэффициент!» дейи- 
лади.

1- м и с о л .  М,(3 ;  2) ва Л12(4; 3) нукталар  оркали 
I утувчн тугри чизикнинг Ох  уки билан *осил кил ган

бурчагини топинг.
■ Е ч и ш .  (17) формулага кура:  бУ"‘

Тдан к — tg *  =» 1. Д е м з к ,  а =  45°.
2- м и с о л .  О х  уки билан 30° ли бурчак  ташкил 

этиб, Af,(2; —3) нукта оркали Утувчи тугри чизик тенг
ламасини тузинг.

Е ч и ш .  Изланаётган тугри чизикнинг бурчак к о э ф 
ф и ц и е н т а  £ =  tg а «— tg 3 0 ° ------ j -  га тенг.  (15) тенг-

V з
ламага д-0 =  2; у„*= — 3 кийматларни куйиб,  куйидаги 
тенгламага  эга буламиз:

У +  3 =  ——  (х  — 2)

ёкп
/ 3

J C - K 3 y - ( 2  +  3 / 3 ) 0.

5. Б е р и л г а н  н у к т а  о р к а л и  у т и  б б е р и л 
г а н  в е к т о р г а  п е р п е н д и к у л я р  б у л г а н  т у р р и  
ч и з и к  т е н г л а м а с и .  Текисликда Щ1/-: уЛ Hv:iae

ва я =  |Л;  В I „
d y: 4- В,у  +  С, — 0;

ли утг d , :  Агх  +  &гУ 4- 0 2 — 0.
(22) 
(23.
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чизиц тенгламасини тузиш талаб килинсин. Изланаёт. 
ган а тугри чизикда ётувчи ихтиёрий М{х; у) нуктанц 
олайлик.  М нукта куйидаги шарт бажарилгандагина а 
тугри чизикда ётади:

п -л С м  = 0, (18)

бу ерда М ХМ  =  {дс—jc,; у — у,).
Иьки векторнинг скаляр купайтмасига асосан

А ( х - х , )  +  В( у — у,) — 0 (19)

га эга буламиз.  (19)—берилган нукта оркали утиб, бе* 
рилган векторга перпендикуляр  булган тугри чимиц

-*■
тенгламасини ифодалайди. п вектор т$три чизикнинг 
нормал вектори дейилади.

-►
М и с о л .  уИ,(3; 1) нукта оркали утувчи ва /t=l 1; 

1} векторга перпендикуляр булган тугри чизик те м п а -  
маснни тузинг.

Е ч и ш .  Б у  ерда  х х =  3, ух =  1, А ■= — 1, В =  1. Ву- 
ларни (19) формулага  куйиб,  изланган тугри чизиц 
тенгламасини топамиз:

_ 1 ( * _ 3 )  + 1 • (у — 1) = О
ёки

х  — у — 2 =  0.
6. Т у f  р и ч и з и к н и н г  у м у м и й  т е н г л а м а с и .  

Юкоридаги тугри чизик тенгламаларинннг барчаси учун 
характерли булган нарса. бу тенгламанинг биринчи да- 
ражали булишлигидир.  Энди тескари масалани курий- 
лик.  'ХаР кандай биринчи даражали

Ах + Ву + С - О  (20)
тенглама тугри чизикнинг умумий тенгламасини ифо
далайди.  Ьу  ерда А , В% С — узгармас  к о э ф ф и ц и е н т а  р 
булиб, А ёки В дан ацалли бнри нолдан фаркли деб 
фараз  цилинади.  Умумий тенгламаси билан берилган 
тутри чизикнинт координата укларига нисбатан жоила- 
шувида туСандаги доллар булиши мумкин:

а) агар С =  О, А-ф0, Вф(> булса.  яъни тугри чизик 
тенгламасида озод  *ад  булмаса,  тугри чизик коорди
наталар б о ш и д а н  утади

AtWar, '~ * ^  > r\ Rr£ 0  булса,  (21) тугри чи нК 
У — Уов л \ -  * * i r a ,  \20> тугри

ёки
У -  кх  +  Ь9
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‘ Т у г р и  чизик умумнй тенгламасндан бурчак  коэффи-
4̂ лциенти k ни топайлик: k — —  =  —, демак,  тугри чи-

—В а |

зик йуналтирувчи вектори а нинг координаталари 
сифатида — В, А сонларни кабул килиш мумкин, яъни 
умумий тенгламаси билан берилган тугри чизикнинг 
йуналтирувчи вектори сифатица

а - { - В \ А \  (21)
векторни олиш мумкин.

1 - м и с о л .  2х — Зу +  7 — 0 тутри чизикнинг нор
мал векторини курсатинг.

Е ч и ш .  Нормал векторини п*=[А\ В\ куриниш да из- 
лаймиз.  Берилган тугри чизик тенгламасидан: 2;

— 3. Ш унинг  учун п =  |2; —3).
2 - м и  с о л .  2х +  у — 4 — 0 ва л* — у + 1=-0 TyFpn 

чизикларнинг кесишиш нуктаси оркали утиб, х  +  у —
— 5 « о  тугри чизикка перпендикуляр  булган  тугри 
чизик тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Дастлаб  икки тугри чизикнинг кесиш иш  
нуктасини топамиз,  бунинг уч ун  кесиш иш  нуктасининг 
координаталарини х х; у, деб оламиз.  У *олда

I 2х, +  у, — 4 — О,

1*1 -  У\ +  1 “ О 
систе чадан дс, = -1 ;  у, => 2 ларни топамиз.  И зланаётган

тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори а сифатида * 4-

+  у — 5 =  0 тугри чизикнинг нормал вектори а  =  | 1; 1| 
ни олиш мумкин. .У  колда изланаётган т угри  чизик 
тенгламаси

1 • ( х  — 1) - f  1 • (у — 2) — 0 ёки д: +  у — 3 =■ О

куринишда булади.

3 - § .  Т ек ислнкда  икки т угри  ч и з и к н и н г  
у з а р о  ж о й л а ш у в и

Текисликда  d , ва rf, тутрн чизнклар  у ш б у  тенгла- 
'•'алари билан берилган булсин:

d x: Л ,х  4- В,у  +  С, =  0; (22) 
dt : А2х  +  Вг у +  С2 =  0. ( 2 3 1
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Бу т у f ри чизикларнинг текисликда узаро  жойлашуви* 
ни текшириш учун (22) ва (23) тенгламаларни бирга* 
ликла система цилиб текшириш керак  (1 боб, 2-§) 
Шунга мувофик dx ва d2 турри чизиклар текисликда 
узаро куйидагича жойлашиши мумкин:

a)  d x ва d2 т^гри  чизиклар кесишади.  У *олда

б) dt ва d2 турри чизиклар параллел Бу  *олда
— — — булади.  
а2 в 2

в) dy ва а а турри чизиклар устма-уст  ту ш а д и ,  бу

зикларнинг текисликда узаро кандай жойлашишини 
текширинг.

Е ч и ш .  Берилган турри чизикларнинг  текисликда 
жойлашишини аниклаш учун уш бу

системани текширамиз.  Энди бу турри чизикларнинг 
кесишиш нуктасини топиш учун бу системани ечамиз,  
чунки изланган нукта бир вактнинг узида  берилган 
турри чизикларнинг *ар бирида ёгади.  Ю корида аник-

4 - § .  Икки т^рри  чизик  ораси д аги  бу р ч а к

Иккита турри чизик орасидаги бурчакни бу турри 
чизикларнинг берилган тенгламаснга кура  аниклаш ма- 
саласипи курамиз.

d { ва d2 тугри чизиклар орасидаги <р бурчак  деган- 
да,  бу турри чизикларнинг йуналтирувчи векторлари 
орасидаги бурчакни тушунамиз  (? бурчак  0° дан 180е 
гача ораликда узгаради).  rf, ва d2 турри чизиклар к у 
йидаги умумнй куринишдаги тенгламалари билан бе- 
рилган булсин (4 5 -а  чизма):

А В— ф — (система ягона ечимга эга); 
И, в:

х  -  4>» +  3 -  0, 
2х — у +  5 = 0

1 —4
лаганимиздек ,  — ф —  булганн учун бу турри чизик-2 1
лар кесишади. Системани ечиб топамиз.

</, : А хх  + В}у +  С, =  0, 
d2 : А2к +  В2у +  Са =» 0.
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rf, — (—Bt\ A , } вектор dt тугри чизикнинг,  *=■
— ( — Bj\ A t | вектор dt т}три чизикнинг луналтирувчи 
векторидир (VI боб,  2 -§ ,  6- пунктга каранг).  У *олда

</,, dt векторлар  орасидаги <р бурчак  таърифига кура  
(о, ва d2 тугри чизиклар орасидаги бурчак)  куйидаги 
формуладан  аникланади:

cos <р =  cos (d,  d2) *= 

d\ • rf; — Д| Д; ____

|rf, I • \di\ +  S *' +  Bi
(24)

Энди 10; i, j  J системада узларининг

r f , : у — ft.jc +  bu 
d2: y - ^ k t K +  b2

бурчак коэффициентли тенгламалари билан берилган 
ва Оу укка  параллел б /л м аган  rf, ва d2 тугри чизик* 
лар  орасидаги бурчак  формуласини аниклаймиз.  <р, ва 
<Р2 лар шу тугри чизикларнинг Ох укининг мусбаг йу
налиши билан ташкил килган бурчакларн булсин.  Чиз* 
мадан <р =  ср2 — <р, ( 4 5 - 6  чизма).  Берилган тугри чи
зикларнинг бурчак  к о э |ф и ц и е н т л а р и  £, — tg<p,; А, — 
— tg?a булади.  Куйидагига эгамиз:

I  *g У "= <g(?i — <Pi) =  ~ 1Кт' •l+ tg fi- tST »

*8?  и t g f j  лар урнига * , t k2 ларни куйиб,

№



l + * i * j  " ‘ S T  * з - * 1  у л , )

формулаларни косил киламиз.
(26) формула тугри чизиклар перпендикуляр  бул. 

маган к о л д а  ишлагнлади.  (26) ва (27) формулалардан 
к2 =  А, тугри чизикларнинг п а р а л л е л л и к ,  kt -k2**
— — 1 тугри чизикларнинг п е р п е н д и к у л я р л и к  
шартлари келиб чикади.

1 - м и с о л .  х  +  5у +  9 =  0 ва 2х  — Зу 1 — 0 т ^ р ц  
чизиклар орасидаги бурчакни топинг.

Е ч и ш .  (24) формулага кура топамиз:
1 • 2 + 5 -  ( ~ 3 i  2 — 15

COS о
/ \ ' г 5 * - / 2 г ■ ( —3)* / 2 6 - / 1 3  

13 1 / 2
/ 2  -13 / 2  2

Д емак ,  9 = 1 3 5 ° .
2 - м и  с о  л.  2х — Зу — 7 =  0 ва 4 1 — бу 4* 5 — 0 t j f -  

ри чизикларнинг узаро параллеллиги ёки перпендику- 
лярлигини аникланг.

Е ч и ш .  Бу  ерда Л , = 2, Л ,  — 4, В, — — 3, В2 =  — 6.
Л  В, ,  2 - 3 1 1— ва — нисбатларни солиштирамиз:  — =  —  =ф- — =  —. 
л , li v 4 - 6 2 2
Д емак ,  берилган тугри чизиклар узаро  параллел.

3- м и с о л. 6х  — 2у +  5 — 0 ва 4х f 2у — 7 =  0 т у г 
ри чизиклар орасидаги бурчакни аникланг.

Е ч и ш .  Т у Fpn чизиклпр орасидаги бурчакни <р деб 
белгилаймиз.  Тугри чизикларнинг берилган тенглама- 
ларини уларнинг бурчак коэффициентли тенгламалари 
оркали ифодалаб,  jjap бир тугри чизикнинг бурчак ко- 
' 'ффидиентини аииклаймиз:

у -------2 * + ~ ;  А , --------2,

у =  З х  + 1 ;  к2 =  3.

TyFpn чизиклар орасидаги бурчак формуласи
к , - к ,

t g ?

га к^ра топамиз
I +  *,*»

3 +  2 , з*



5-§. Нуктадан тугри 
чнзик<\ача булган 

м асо ф а

|0; t; j | коордьнага 
гцстемасида d тугри чи- 
JIIK Ах  • fiy +  C - 0  
1енгламаси билан ва 
At,, х 0\ Уо) нукта берилган 
булсин. Мп нуктадан d 
ту'три чизикка перпенди
куляр уткизамиз ва улар- 
нинг кесишган нуктасини
Н билан белгилаймиз (46- чизма) .  НМ0 векторнинг 
узунлигн М 0 нуктадан d тугри ч и з и ц ц а ч а  булган ма
софа дейилади ва p(Af0; d) к у р и н и ш д а  белгиланади.

п =  \ А% В\ вектор берилган тугри Чизикнинг нормал 
вектори булсин.  Агар М нукта d т у р р И чизикда етса, 
р(Л1у, d) — U булади.  Агар М нукта  тугри чизикка

тегишли булмаса,  у *олда p(Af0*^^) == | //^И01. НМ0 ва

п векторлар коллинеар, чунки п в е к т о р  d т?рри чи
зикнинг нормали.  Векторларнинг с к а л я р  купайтмасини 
топайлик:

✓—

/ / М 0-л — \НМ0\- | « | c o s ( ^ M 0, n ) - ± P ( A f 0, d) \n \ .  (*)

Агар НМ0 ва п лар бир хил Ауналищда булса,  [НМ0,

я) =  0 булиб,  cos(/ iVf0, и) =  1 булади,  агар /уд/^ ва «

карама-царши Пуналишда булса,  (НМйл л ) — 180° бу-

либ, соs ( # M 0, я )  =  — 1 булади.  Буларнн ^исобга ол- 
сак (*) формула  куйидаги курин»1шга ЭГа булади:

В  Р(Л»0, d)  =  — ! — • (31)
I'M

Н нуктанинг координата пари х и у, булса, НМ0̂ \ х 0~  
)fQ - y i i  булади.  И нукта d тугри чизикка тегиш-

-  ш

4G. чизма.



ли булгани учун А х х +  Вуг +  С ■= 0 булади.  Бу вактда 
скаляр  купайтма куйидаги куринишни олади;

HAt0-n =  А(х0 — х,) +  В(у0 — у,)
=  Ах0 +  Ву0 — (A x t -f- B y ,) =  Ах  о +  £ у 0,Ч- С. (32)

Ш у билан бирга | я |  — +  В* эканини назарда тут- 
сак, (31) формула куйидаги куринишни олади:

р.'М п. d ) ~  ' А?0 + ВУ° +  С \ ' (3 3 )
/  л* +

(33) берилган Л10 нуктадаи берилган d тугри чизикка- 
ча булган масофани ^исоблаш формуласидир.

М и с о л .  Л(2;  5) нуктадан 6лг +  8у — 5 =  0  тугри 
чизиккача булган масофани топинг.

Е ч и ш .  (33) формулага кура  топамиз:
х о ~  2: Уо =  5; А =  6; В =  8; С =  — 5;

/ л  1 6 . 2  +  8 - 5 - 5 1  47 р(Д, d) = ------ --------------------- — — 4,7 бирлик.
/ 6* +  8» 10

6- § .  Т угри  ч и з и к л а р  дастаси
Т>три чизиклар дасгаси икки хил булади:  кесишуи- 

чи тугри чизиклар дастаси ва параллел тугри чизик
лар дастаси.  Агар (22) ва (23) тенгламалар  билан ифо- 
даланувчи тугри чизиклар бирор нуктада  кесишса,  у 
нукта оркали утувчи тугри чизиклар кесишувчи тугри 
чизиклар дастасини ташкил киладн.  Улар кесиштан 
нукта даста маркази дейилади.

Агар (22) ва (23) тугри чизикларнинг йуиалтнрувчи 
векторлари параллел ёки устма-уст  тушса,  у *олда  шу 
йуналишдаги тутри чизиклар параллел  тугри чизиклар 
дастасини ифодалайди.  Кесишувчи ту^ри чизиклар дас- 
тасининг маркази оркали утувчи тутри чизиги к уйи да
ги тенглама билан аникланади:

<*(Л,л +  В1у +  С<) + МА,х +  В,у + С9) - 0 .  (34)

бу ерда а ва р лар  бир вактда нолга тенг  булмаган 
*ар хил кийматларни кабул килади.  Агар кесишувчи 
тугри чизиклар  дастаси марказининг координаталари 
(х0\ Уо) берилган булса ,  у *олда  даста тенгламаси ту- 
бандаги куриниш га  эга булади:

«ГМ,*, +  В, уо +  С, )  +  ? (Л ,х0 +  В2у0 +  С,) =  0. (35)
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М н с о л .  TyFpn чизиклар .* -f -y4-10=0  ва 2х—Зу —
— 5 = » 0  тенгламалар билан берилган.  Шу тугри чизик
лар дастоснга тегишли ва Ж (  I ; 2) нукта оркали утувчи 
турри чизик тенгламасини тузинг.

Е ч и ш ,  Дастлаб  берилган тутри чизиклардан утув- 
чи тутри чизиклар  дастаси тенгламасини тузамнз:

дс +  у + 1 0  +  Х ( 2 * - З у - 5 ) = 0 .  (*)

Бу т$три чизиклар дастасидан Af( l ;  2) иуктадан утув 
чи тугри чизикни ажратиб олишимиз керак.  Биз  изла- 
ётгаи т ^ р и  чизик тенгламасини М нукта координата*

|лари каноатлантириши керак.  Ш унинг  учун  М нукга 
К о р д и н а т а л а о и н и  (*) тенгламага куямиз:

1 - f  2 + 10+ Х ' 2 - 1— 3 - 2 - 5 )  =  О,
13 +  ) / - 9 )  =  0;

Бу кчйматии (*) тенгламага куйиб изланаётган ту^гри 
чизик тенгламасини *осил киламиз:

Щ ДС +  У +  10 +  ^ ( 2 ; с - З у - 5 ) ~ 0 ,

9х +  9у +  90 +  26*  -  39у -  65 — О,
7х — бу +  5 -» 0.

М а ш к л а р
1. Af(1; 4) ва jV(3; —2) нукталардан Утувчи тутри 

чизикнинг бурчак  коэффициентини топинг ва тенглама-
сини тузинг.

2. Б урчак  ксэффициенти А =  — 3 булган ва ( — 1; 4) 
нуктадан  утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.

3. КуЛндагн нукталар жуфтидан  утувчи т ^ р и  чи
зик тенгламасини тузинг:

а) ( —2; 2) ва (3; 4) ;
б) (1; 3) ва (0; 5):
в)  ( 1; —7) ва (3; —3);
г ) (0; 2) ва (4; 0).
4. Координата Укларидан а =  3; Ь ■= 2 к е с м а л а р а ж -  

] ратувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.
5. Куйидаги тугри чизиклар орасидаги бурчакни

топинг:
1) у =  — 7х ва у =  З я + 1 1 ;
2) З х + 4 у  — 3 — О ва 4 с +  З у - j -5 =* 0;
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3) 2х+  2у - f  1 =  О ва у »= 2х +  3;
7

. лг +  5 у - 4  х— 2 У+74  )  — -------  ва ------ — -------- .
24 7 - 1 5  8

6 Ушбу тугри чизикларнинг параллел  эканлигини 
Kypcai инг.

а) 2х — бу +  5 =  0 ва 10* — ЗОу — 17 — 0;

'  2 5 4 iO

7. Af(3; 2) нуктадан 3-* +  4y +  4 =  0 тугри чизик- 
кача булган масофани топинг.

8. 5дг +  3у — 3 =  0 ва 3jc +  2у +  5 =  0 тугри чизик- 
ларнинг кесишиш нуктасидан утувчи тугри чизиклар 
дастасига т е 1ишли булган 7jc—Зу +  2==*0 тугри чизнк- 
ка параллел ва перпендикуляр тугри чизикларнинг 
тенгламаларини тузинг.

9. Л(3;  —1) нуктадан *амда лг+4у — 5 — 0 ва 2л
— 5у — 1 = 0  тугри чизикларнинг кесишиш нуктасидан 
утувчи тугри чизик тенгламасини тузинг.

VII б о б

ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИЦЛАР

Бизга олдинги бобдан маълумки, текисликда т$трн 
бурчакли Д е к а р т  координаталар системасида .\ар кан
дай биринчи тартибли икки узгарувчили тенглама,  яъ- 
ни Ах  +  By С =  0 куринишдагн тенглама (А ва В 
коэффициентлар бир вактда нолга генг эмас) тугри чл- 
зик тенгламасини ифодалайди. Энди иккинчи тартибли 
икки узгарувчили тенгламаларни текширамиз  Бундай 
тенгламалар  билан ифодаланувчи нукталар туплами 
иккинчи тартибли чизиклар дейилади.  Иккинчи тартиб- 
л ;i чизикларнинг турлари билан танишамиз.

1 -§ .  А йл ана

R  — (0; г; / )  к о о р д ш ш а л а р  системаси берилган б у л 
син. Бу системага нисбатан С(а ;  Ь) марказлн ва R  ра- 
диусли айлана тенгламасини тузамиз.  Айлана—берилган 
С(я;  Ь) нуктадан R  узокликда ётгаи текислик нуцта- 
ларииинг туплами булпши таърнфидан фойдаланамиз
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f !

47*чизма

(4Г-чизма),  М (х ; у) — айлананинг ихтиёрий нуктаси 
б^лса, бу нукта айланада ётади деган шарт МС =  R 
тенглик билан ифодаланади.  МС ни координата шак-  
лида ёзамиз:

ёки
V  ( С — а у  -И у  — Ь)ъ =■ R

■  (х  -  а)1 +  (у -  Ь)г =  R2. (1)

(1) тенглама маркази С(а\ Ь) нуктада ва радиуси R  га 
тенг аПлананинг каноник тенгламасидир.  Агар айлана 
маркази координаталар боши билан устма-уст  тушса,  
тенглама куйидаги курииишга эга булади:

jc* +  R \  (2 )

Эгри чизик параметрик тенгламалар оркали *ам бери- 
лиши мумкин. Айтайлик,  М  нукта эгри чизик буйлаб 
*аракатлансин ва бирор / вакгда x*=*y{t)\ у — <И0  ко- 
ординаталарга эга булсин. У *олда

(3 )[ х  —  ? (0.

тенгламалар системаси эгри чизикнинг параметрик 
тенгламалари,  /  эса параметр дейилади.  Масалан,

j х  «=* R • c o s  t
I у =* R • sin t

(4)

тенгламалар айлананинг параметрик тенгламалариднр.
'  Агар чизикнинг параметрик тенгламалари маълум 

б^лса,  ундан фойдаланиб,  чизикнинг ошкормас  кури- 
нишдаги тенгламасини келтириб чиц&риш мумкин (ош-
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кормас тенглама баъзи л ол ларда  чизик тенгламасини 
ифодаламаслмги *ам мумкин, бошкача айтганда чизиц. 
ка тегишли булмаган нуктанинг коордннагалари ощ. 
кормас теигламани каноатлантириши мумкин).  Агар (4) 
снсгемадан t параметрни чикарсвк,

л* +  у* -  R*
тенгламага эга буламиз.

М и с о л .  Маркази С ( —1; 1) нуктада,  радиуси 3 бир. 
лик булган айлана тенгламасини тузинг ва бу айлаиа. 
ни ясанг.

Е ч и ш .  Шартга кура  айлана марказининг координа
талари а — 1; £ = -  1 ва /? =  3. Берилганларни (1) фор
мулага куйиб,  айлана тенгламасини тузамиз: ( x - f  1 ta-(- 
+  (У — I )1 “  9. Изланган айлана 48- чизмада тасвирлан- 
гаи.

2 -§ .  Ч и зи к л а р н и н г  кесиш иш  нуцталари .  Икки 
а й л а н а н и н г  у з а р о  ж о й л а ш у в и

Айтайлик,  иккита чизик декарт  координаталар  сио- 
темасида ^зининг куйидаги  тенгламалари билан берил
ган булсин:

7 i: ? i(* , У) — О,
Ь  • У) “  0.

Бу  чизикларнинг кесишиш нукталаринн топиш учун 
Куйидаги система ечимга эга б^лишини текширамиз:

У) =  0. 
у) “ 0.

Бу системанинг ечими чизиклар  кесишиш нукталари- 
нинг координаталарнни ифодалайди.

Координаталар текислигнда иккита айлананинг уза
ро жойлашувини текширайлик.  Айланаларнинг радиус- 
лари /?, ва А*} уларнинг марказлари орасидаги масофа 
k булсин дейлик.  Агар айланалар марказлари О ва Ох 
нуктада (О нуктанн координаталар боши ва 0 0 { нурни 
укнинг мусбат йуналиши деб кабул киламиз)  деб  хи- 
соЗласак,  айланалар куйидаги тенгламалар билан ифо* 
даланади:

х* +  у 1 =  /??.
(X  -  k ) '  +  у ’ «  R ].  (5)

По



Бу айланаларнинг кесишишини аннклаш учун (о) 
тенгламаларни система килиб ечамнз.  У *олда  jc, у лар
учун куйидаги ифодага эга буламиз:  х  — — у2,
бу ерда

х / ( / ? 1+ ^ + Л ) ( / ? ,  +  А - / ? 2)( /?14- ^ , - А ) ( / ? , + А - / ? 1). (6)

Бу формуладан  курннадики,  агар R ,+ k > R 2, Rt +  /?г>  
>А  ва /?2+ А > / ? ,  булса,  у \ о л д а  илдиз Ъстидаги ифо- 
да мусбат булиб,  (5) система иккита ечимга эга б у л а 
ди. Демак ,  айланалар иккита нуктада кесишади. Агар 
Rx+ k — Ri\ R\ +  Ri  — k\ R2 - f  k — Rt кУпайтувчилар- 
дан биггаси нолга тенг булса,  (5) система битта еч им 
га эга булиб,  айланалар узаро уринади.  Агар илдиз 
осгидяги бирор купайтувчи ман[жй булса,  (5) система 
ечимга эга булмайди,  яъни айланалар кесишмайди.  
Айтнлганлардан куйидаги хулоса келиб чикади: Агар 
R |, Rt, k соилардаи бири колган иккитасининг йигнн- 
дисидан катта булса,  айланалар кесишмайди; агар  улар- 
дан бири колган иккитасининг йигиндисига тенг  булса,  
айланаiap уринади; агар сонлардан бири колган и к к и 
тасининг йипждисидан кичнк булса,  айланалар иккита 
нуктада кесишади.

3-§. Эллипс

1 - т а ъ р и ф .  Текислнкда нхтиёрий нуктасидан фо- 
куслар деб  аталувчи берилган иккита F} ва F2 нукта- 
сигача булган масофалар й и т н д и с и  узгармас  микдорга 
(2а га) тенг булган барча нукталар туплами эллипс 
деб аталади (узгармас  микдор 2а фокуслар  орасидаги 
масофадан кат га деб  олинади).

Эллипс тенгламасини тузиш учун координаталар  
системасини тубандагича киритамиз.  Берилган  икки 
нуктани туташгирувчи тугри чизикни абсциссалар уки 
Деб цабул киламиз, координаталар  бошини эса берил- 
Ган нукталар уртасида оламиз.  Берилган Fu F2 фокус-  
лаР орасидаги масофани 2с билан белгилайлнк.  У *ол-  
Да Fu нукталарнинг координаталари мос р ави ш да  
^  0) ва ( —с; 0) га тенг булади.  Таърифга  кура 2а >  
-*2с ёки а >  с. Эллипснинг ихтиёрий н у к т ас и н и /И (л ; \ ’)
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49-чизма.

билан белгилайлик (49. 
чизма).  М нуктанинг 
ва F2 фокуслардан  ма« 
софаларини унинг фонал 
радиуслари дейилади ва 
мос равишда ги г2 билан 
белгиланади,  яъни г , ^  
= p ( / v  A f jea  г , = р  (Z7,, Л1,. 
Эллипснинг таърифига ку. 
pa p i / 7,, Л*)-1- р ( / ^  М) =  
= 2а ёки

г ,  +  г 2 —  2 ? .

Демак ,

P ( / V  A f j + P f / V  М ) - 2 а .  (*)

Икки нукта орасидаги масофани топиш формуЛасига 
кура :

p(Fu М )■= I ( j c - c ) *  +  у», 

Р (^г.  M) — V ( *  +  c)*+ у*.
■ V T T(*), <**)=*» У ( Х - с ) '  +  У‘ +  У \ х + с У  + у' =  2а.

Бу тенгламанинг биринчи ^адини унг томонга утказиб, 
\Осил булган тенгламанинг иккала томонини квадрат- 
а кутарамиз:

jc2 - f  2сх  +  с1 +  у -  =  \ а 1 — Аа V (■* — с)* +  у* +
+  х 2 — 2с *  +  с* +  у3,

бундан

2 д е  =  4 а2 — 2сх — 4а \ ^  (х — су  +  у*

ёки

а V ( х  — с)7 +  у* =  а1 — сх.

Хосил килинган тенгламанинг *ар иккала томонини 
яна квадратга  кутарамиз:

а2х 2 — 2а 2сх  +  я 2£2 +  о? у1 — а 4 — 2а*ас  +  с2*2.

Бу ифодани ихчамлаштиришдан кейин куйидаги тенг- 
ламага эга буламиз:

( а 2 — с*;*7 +  а -у2 =■=■ я ’ (а* — с1).
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Тенгламанинг иккала цис- 
минн а3(аг — с2) га булиб, 
куйидагини \осил киламнз:

л"
а3 а1

1.

а > с  булганн учун. а 2—
— с2 мусбат микдордир, уни 
b3 билан белгиласак:

р  =  а2 -  с2, (6а)

юкоридаги тенглама
*1 +  Л =1
А»

(7)

куринишни оляди.
Щ (7) тенглама эллипснинг 
каноник тенгламаси д ей и 
лади.
Г Эллипснинг каноник тенг- 

ламасига кура шаклинитек- 
шнрамиз.

1. (7) тенглама билан 
аникланган эллипс коорди
ната укларига нисбатан сим- 
метрикдир. Х^кикатан *ам, 
(х, у) шу эллипснинг бироР 
нуктгси булса, яъни д\ у 
сонлар ( 7 )  теигламани кано- 
атлантирса,  у вактла (7) 
тенгламада х , у узгарувчи- 
ларнинг факаг квадратлари 
кагнашгани учун бу тенг- 
ламани

' / / / / / / / / А

г

У / / / / / / / /

У,7777777777777777.У.

<>/

50-чизм а.

( — у); (*; —у) ва ( —*•  “ У)

нукталарнинг координаталари \ а м  ^аноатлантнради (50- 
а чизма).  Шунинг учун координата УклаРи эллипснинг 
симметрия уцларидир. Симметрия укларининг кесиш- 
ган нуцтаси 0(0, 0) эллипснинг м гркази дейилади, фо- 
куслар ётган ук унинг фокал уни дейилади.

2. Эллипснинг координата Уклари билан кесишган 
"Умаларини топамиз. Эллипснинг Ох ук билан кеснш-



ган нукталарини топиш учун ушбу тенгламаларни сис- 
тема килиб ечамиз:

(8) системанинг иккинчи тенгламасидан у =  0 ни би- 
ринчи тенгламасига куйсак, х = * ± а  *осил булад». 
Шундай килиб, эллипс Ох  Укини Л,(а; 0) ва Л,( — а-} 
О) нукталарда кесади. Шу сингари эллнпснинг О у 
билан кесишган Д,(0; b) ва fi2(0; —Ь) нукталари топи- 
ладн. Эллипснинг координата уклари (симметрия \ц. 
лари) билан кесишган нукталари уиинг учлари дейи
лади. Эллипснинг туртта учи бор. (Чнзмада улар Л,,
В1У Вг билан белгнланган.)

[Л ,Л2] кесма ва уиинг узунлиги 2а эллипснинг кат- 
та учи, [ОЛ,| кесма ва унинг узунлиги эса эллипс
нинг катта ярим y/fu дейилади. |5,, Д2] кесма ва унинг 
узунлиги 2 b эллипснинг ku4 .u k  У чи, \ОВх\ кесма ва уиинг 
узунлиги b эса эллипснинг кичик ярим учи дейилади.

Эллипс чегараланган чизик. (? ) тенгламадан кури- 
ниб турибдики, унинг чап томонидаги нфода доимо 
мусбат булиб, *ар бир *ад куйидаги шартни каноат- 
лантириши керак:

Демак, эллипснинг барча нукталари томонлари 2а, 2b 
булган тугри туртбурчак ичига жойлашган (50-6 чпз- 
ма).

2-т а ъ р и ф .  Эллипснинг фокуслари орасидаги ма- 
софанинг катта укининг узунлигига нисбати эллипснинг 
эксцентриситети дейилади ва у е ^арфи оркали бел-
гнланяди:

бу ерда с < а =► 0 < е < 1 .  Эллипснинг шаклини унинг 
эксцентриситети ёрдамида текшириш кулай. (61) дай: 
с‘ =  а- — 62, у *олда

(8)

Бундан
| * | < а ;  | у | < ^ .

бундан
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e z=> 1 да —  =► О булиб,  b кичиклашали ва эллипса
(Ох) укка цисила боради,  аксинча е => 0 булса ,  —  =>
^  ] =*► Ь =  а б ул и б ,  эллипс айланага яцинлаша бора
ди. "Хусусий *ол д а  а =  Ь булса ,  у айланадан  иборат 
булади (50 -е  чизма) .

1 -м  и с о  л. Катта ярим уци 5 га, кичик ярим укн 3 
га тенг  булган эллипснинг каноник тенгламасини ёзинг.

Е ч и ш .  Ш ар тга  кура а =  5, £ =  3. (7) формулага 
асосан: ±2 V2

г +  L  =  1-25 9

2 - м и  с о л .  Af (0; 3) нукта оркали утувчи,  фокусла- 
ри орасидаги масофа 4 га тенг  булган эллипснинг к а 
ноник тенгламасини ёзинг.

Е ч и ш .  Эллипснинг каноник тенгламасини ёзамиз:

— + - £ - ~ i .  
а* Ь*

Шартга  кура  М (0 ;  3) нукта эллипсга тегишлидир,  шу- 
иннг учун I , бундан Ьг =  9. Энди а* параметрни

топиш колди: а* — Л* +  с*. с — фокуслар орасидаги ма- 
софанинг ярми булганн учун,  шартга кура с =  2. У
*олда  а* =  9 +  4 =  13. Д ем ак ,  — 1.

3- м и с о  л. 9л* +  16уа =  144 эллипснинг эксцентри- 
ситетини топинг.

Е ч и ш .  Берилган эллипс тенгламасини каноник ку- 
ринишга келтирамиз:

9х* +  16у* =  144 =ф- +
10 У

бу ерда а =  4, й =  3, булардан фойдаланиб с ни топа
миз:

с1 -  а ’ -  =  16 -  9 — 7 => с - у  Т.
Д ем а к .

с V 7

a

в — —
л 4

lftl



4-§ Ги п ер б о л а

Т а ъ р и ф .  Ихтиёрий нуктасидан ф окусл ар  деб  ата.
лувчи берилган икки Ft ва Ft нуктагача булган масо.
фалар айирмасининг абсолют киймати узгармас  миц.
дор  2а га тенг булган текисликдаги барча нукталар
туплами гипербола дейилади.  (Узгармас микдор 2 а ф0.
куслар  орасидаги масофадан (2с дан)  кичик деб  оли- 
нади )

Гипербола тенгламасини келтириб чикариш учун 
белгилашларни. чизмани эллипс булган холдагидек ки- 
либ оламиз ( 4 9 - чизма).  Гипербола таърифига  кура 
| p | F , ,  M\ — q\F7, М || =  2а ёки

I  V (x  +  сг) + у * - У ( х -  с)г +  у1 1 =  2 а .

Илдизлардан кутулгандан кейин куйидаги тенгламага 
эга буламиз (илдизларни йукотиш, ихчамлаш, содда- 
лашгириш *ам олдинги темадагилек бажарилади) :

j i  уЗ
а* - 1. (*>с*-в=

Таърифга кура  2а < 2 с , яъни с > а % шунинг учун с2 —
— а* микдор мусбат булади% с* — а* ифоданн b2 билан 
белгилаймиз: с1 — а*=*Ь*. У холда (*) тенглама

—  21 
а* Ьг (Ю)

куринишни олади.  ( 10) тенглама гиперболанинг кано
ник тенгламаси дейилади.  (Фокуслари ординаталар уки*
да ётган гипербола тенгламаси ------- —  — 1 каби бу-

к  Ь* а*
лади.)  Гиперболанинг ( 10) тенгламасига кура  шаклини 
аниклаймиз.  Бунинг учун гипербола тенгламасида хам 
эллипс тенгламаси устида олиб борилган мухокамалар-  
ни такрорлаб  гиперболанинг координаталар  боши, к о 
ордината укларига нисбатан симмегриклиги аницла- 
нади.

Гипербола Ох укнп 
Л , (а ;  0) ва А2(—а\ 0\ 
нукталарда кесиб утади 
( 5 1 - чизма). Гипербола 
Оу ук  билан кесишмайди. 
Хацикатан хам,  (10) т ен г 
ламага х=*0  ни ку»*сак,
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у * =  —Ь' булиб,  бу ифода ^акикий сонлар сохасида 
уринли булмайди.
щ А \ » А2 нукталар  гиперболанинг учлари , улар  ора* 
сидаги 2а узунликка тенг кесма эса унинг ^ациций 
м и  дейилади.

Г  Оу укда  £ ( 0 ;  — Ь) ва 5 (0 ;  Ь) нукталарни белгила- 
сак, В\ дан В7 гача булган 2Ь у зунликдаги  кесма ги 
перболанинг мав^ум $ци дейилади.

• Агар А 1(х; у) нукта гиперболада  ётса,  унинг тенг- 
ламасидан \х\  > а  эканини курамиз.  Бундан | * | « = ± а  
тугри чизиклар  билан чегараланган —а  <  х  <  а соха-  
д:« гиперболанинг иукталари м а в ж у д  эмаслиги келиб 
чикади. ( 10)  тенгламани у  га нисбатан ечамиз:

К .  *4. у =  ±  — V  х '  — а1. (I!)
! ■ а * ^ 
Бу ердан лс'узгарувчи а дан + ° °  гач а  ортганда хамда 
%-а дан — оо гача камайганда у ордината 0 д£н -оо 
гача усиши куриняди.  Д ем а к ,  гипербола  икки кисмлан 
иборат булиб,  улар  гиперболанинг тармоцлари  дейи 
Кади.

Гиперболанинг бир ( у н г ) тар м o f  и х ^ а  ярим текис
ликда,  иккинчи (ч ащ  тармоги х  ^  — а ярим текислик
да жойлашган.
I  Гипербола у *— ±  — х  тенглам алар  билан аникла-

а
нувчи иккита асимптотага эга ( 5 1 - чизма) .

[  (Агар чексиз тармокка*эга б у л г а н  эгри чизикнинг 
нуктаси шу чизик Оуилаб харакатланиб борганида унинг 
й т ) т р и  чизиккача булган масофаси нолга интилса,  d 
туFpn чизик текис  чизикнинг асимтпотаси дейилади.)  

Агар а b (ярим уцлари тенг) булса,  гипербола
тенг томонли  дейилади.

х4, у*----------— — 1 тенгламада а — b б у л г а н д а :
я* Ь*

— =  1 ёки х * - у 3 = а \  ( 12)
• а*

Тенг томонли гипербола асимптоталарининг тенгла
малари у — х ,  у ■*•= х  булиб,  улар  орасидаги бурчак  
90° га тенг булади.  (Уларнинг бири Ох ук билан 45° 
ли, иккннчиси 135° ли бурчак ташьсил килади.)

Координата укларини —45° га б у р с а к ,  Оу ук  V™х  
асимптота бил .и ,  Ох  у к  эса у -  — jc асимптота билан
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устма-уст тушиб, асимнготалар янги координата $цла. 
рн б^либ цолади.  Бу янги У^ларда х* — у* — а* тенг' 
томонли гипербола анча содда:  ху  =  а куринишда т |  0, 
даланади.

Хакикаган *ам, ( 12) тенгламага
х  =  л ' cos а — у '  sin а,
у =  х '  sin a - f  у '  COS a

алмаштириш формулаларини татбик этамиз.  Бу ерда 
а =  —45°. У *олда
(х'  cos 45° +  у' s in 45° )* — ( —х ' sin 45° +  у ' cos 45°) =  пг,

у  (х 'г +  2х'у' +  у'*) -  ±  (уи -  2х'у'  +  х" )  -  я»,

2х'у' -  а \
, / в3 дг'у — —  
л 2

ёки х '  ва у '  ларни х % у  лар  оркали,  —  ни зса би-
л*

pop с оркали белгиласак,  ху  — с куринишдяги тенгл а
мага эга буламиз.

Гипербола фокуслари орасидаги масофанинг *аки- 
кий уцининг узунлигига нисбати гиперболанинг экс- 
центриситети дейилади.  Одатда  эксцентриситет е 
.\арфи билан белгиланади:

2 а а •

Таърифдан,  гипербола эксцентриситети 1 дан катта 
экани келиб чицади.

Эксцентриситет гипербола шаклини аниклашда му-
*им роль фйнайди. Хакикатан *ам, е = — дан с = еа,

а
буни 63 =  с2 — а1 га кУйсак, ft* — аг(ег — 1) ёки —  «=

__________ а
= V e*  — \ булиб,  бундан куринадики,  эксцентриситет 
е цанчалик кичнк,  яъни е -* 1 булса,  —  шунчалнк

а
кичик,  яъни --+0  булади (бу ерда а узгармайдн деб

а
фараз  килинади) ва гипербола узининг *акикнй Укига
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8
сИцилган булади,  аксинча е катталашиб борса,  хам 

атталашиб, гипербола тармоцлари кенгайиб боради 
&))•

1- м и с о л .  Гиперболанинг хакикий укн 18 га. фо- 
куслари орасидаги масофа 24 га тенг б^лса,  унинг ка 
ноник тенгламасини тузинг .

, Е ч и ш. Шартга к^ р а  2а — 18 =ф- а — 9 ва 2с — 24 =>• 
с — 12. Энди Ь% ни топамиз:

Ь * - с ' - а г *= 1 4 4 - 8 1  -  63.

Демак,

81 63

v“ V1i 2- м и с о л . ------ — =  1 гипербола тенгламаси берил-
81 16 г

ган. Гиперболанинг ха^нций ва мав^ум ярим укларини, 
фокусларини, эксцентриситетини аникланг.  

f Е ч и ш .  Берилган тенгламада а а =  25, 62 =  16, д е 
мак а =* 5; Ь «= 4; с’ ■= а* +  />* — 25 +  16 =  41, бундан

I  с -  ±  У"4Г; ^ , ( ^ 4 1 ;  0); F , ( - 1 /41;  0).

Э нди ^ ни аницлаймиз:
£  ^ 4| 
а 5

3 - м н е  о л. ^  ^  1 гипербола асимптоталарииинг 

тенгламаларинн тузинг.
|  Е ч и ш .  Берилган тенгламада а* =  5, А* =  20, бун
дан

а ~ У 5; b -  2V5.
Асимптота теигламалари у =  — х ;  у — — —х  лар-

а а

га топилганларни куямиз.  Д ем а к ,  у — ^-7^  х  ёки у =  
_  V 5

— 2дг. у — — ёки у =  —2х.Vb 7
4 - м и  с о л. Гиперболанинг каноник тенгламаси б е 

рилган:
х* у» ,



эксцентрнситетннн, фокусларнни, учларини топинг’ 
аснмптоталари тенгламаларинн тузинг.  ’

Е ч и ш .  Берилишига к$фа: а  =  3; b ^ У Т .  Демак,

— а* +  6*; с - =  ± | / У Т 7 - ± 4 ,  

эксцентрисигет:
с 4* =  —; с = — .
а  3

Гипербола фокуслари:

Л ( 4 ;  0); /=- ,(-4; 0).

Гипербола учлари:

А{3; 0) Л ' ( - 3 ;  0);
Д(0; К 7 ) ;  Я '(0;  -  ^ 7 ) .

Асимптогаларн тенгламалари:
VT У 7

У - —  * ; У — V х*

5-§ .  П арабола

Т а ъ р и ф .  Парабола деб шундай нукталарнинг туп- 
ламига айтиладики,  бу нукталарнинг *ар  биридан ф о 
кус деб  аталувчи берилган нуктагача булган масофа 
директриса деб  аталувчи берилган тутри чизнккача 
булган масофага тенгдир.

Берилган нукта параболанннг фокусн,  берилган т у г 
ри чизик эса параболанинг д и р е к ф и с а с и  дейилади.  Бе- 
рнлган нукта берилган тугри чизикда ё т а й л и  деб  оли- 
нади.

Параболанинг фокусини 
F , директрисасини d билан, 
фокусдан дирекгрисагача 
масофани р билан белгилай- 
миз. Парабола тенгламаси
ни таърнфидан фойдаланиб 
келтириб чикарамиз.  Бунинг 
учун координаталар сис
темасини тубандагича  кири- 
тачиз .  F. нуктадан утувчи
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Ba cl тугри чизикка перпендикуляр тугри чизикни а5с. 
циссалар уки деб кабул киламиз. Абсциссалар укининг 
d тугри чизик билан кесишган нуктаси L булсин.  Ор. 
динаталар укинн | ] кесманинг уртасидан утказамщ 
(52 чизма).

: Бу  .цолда директриса х = — тенгламага,  F фо.

— параболанинг ихтиёрий нуктаси булсин.  М нукта 
параболада ётади деган шарг  (парабола таърифига  ку. 
ра) куйидаги тенглик оркали ифодаланади:

г текширамиз.  у * > 0  ва р >  0 булганн учун (13) тенг. 
|  ламада  х  >  0 булиши керак.  Бундан эса (13) тенгла^ 
К билан ифодаланувчи параболанинг оарча нукталари уцг 
f ярим текисликда жойлашганлиги келиб чикади.

л* =  0 да (1 3 )= > у '=  0 булиб,  парабола координат. 
[ лар бошидан утади.  Координаталар боши параболанщг 
г учи дейилади.  х  нинг *ар бир х  >  0 кий-магига у ницг 

ишоралари карама-карши,  аммо абсолют мнкдорлар,. 
I тенг булган киймати мос келади Бундан эса параС<,.

ланинг Ох укига нисбатан симмегрик жойлашганли;, 
г курннади.  Шунинг учун Ол* уки параболанинг си».

коордннаталарга эга булади.  М  (х ;  у)

■ Икки ну 
фондала

р(К,  М)  =  F).  (*)

нукта орасидаги масофани топиш формуласида* 
лансак,  куйидагига эга буламиз:

кавсларни очиб ихчамлаймиз,  натижада

л* — рк  +  +  у* =  Xх +  р х  +
4 4



-  X

53-чпзыа.

метрия уки дейилади.  (13) 
тенгламадан куринадики,  х  
ортиб борпши билан у *ам 
ортиб боради.  Д ем ак ,  юко- 
ридагн хоссаларга кура  па
раболанинг шаклини 53- 
чизмадагидек тасаввур ки- 
лиш мумкин. Агар парабо- 
лалар  координаталар  систе
масига нисбатан 54 а, б, в- 
чизмалардагидек жойлашса,  
уларнинг тенгламалари мос 
равншда х г =  2ру; у2 =  
= —2рх; —2ру  кури
нишда булади.

1- м и с о л .  у1 шт4.\г па
рабола берилган.  Парабола
нинг шундай нуктасини то* 
пингки,  ундан фокусигача 
булган масофа 1 га тенг 
булсин.

Е ч и ш .  Шартга кура

2р =  4 1. Демак ,  па- 64-а, 6. в чилма.

рабола фокуси F  (1; 0) нуктада жойлашган.  Айтайлик,  
Л1 (х; у) — параболанинг биз излаётган нуктаси б у л 
син. Шартга кура  бу нуктадан фокусгача  булган ма
софа 1 га тенг.  Изланаётган нуктанинг х, у  координа- 
таларинн топиш учун куйидаги тенгламалар система
сини тузамиз:
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(<  — Ь*  +  У*— 1» 
у1** Ах.

5у системани ечамиз:
(х — 1)’ 4  4 ? •= I => л* — 2х +  1 - f  Ах =х 1 =►

=>■ х* +  2х +  1 — 1 =>- (х  4-1 )а — 1 
х  4-1 ± 1; х  =  0.

у холда у ! =  4х  =. 4 • 0 *= 0. Д ем ак ,  параболанинг фо- 
кугидлн 1 бирлик масофада ётувчи нуктаси (0; 0) оу- 
днп, у параболанинг учнднр.

! 2- м и  СО л.  .« +  4 — 0 ту Fpif чизик ва F( —2; 0) нук
тадан бир хил узокликда  жойлашган нукталар гео м ет 
рик урнининг тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  К(х,  у) — биз излаётган геометрик урин- 
нинг ихтиёрий нуктаси булсин.  И к к и нукта орасидаги 
масофа формуласига  асосан: \F K \~ V  (х  4- 2)* 4- у*. Ма- 
сала шартнга кура t - f  4 =  0 т \три  чизик К(х,  у) нук
тадан | K,F\*=| х  -j- 4 | масофада булади.  Шунинг учун,

(х +  2)a 4 -y -=- .x :34-8.v +  16=> у1 — 4 х  — 12 =  0. 

Бундан

Бу эса Ох укига  нисбатан симметрик булган парабола 
тенгламасидир.

3 - м  и с о л .  у = ах* +  Ьх-\-с парабола тенгламасини 
координаталар системасини алмаштириш билан кано
ник куринишга келтиринг.

Е ч и ш .  у =  ах * 4- Ьх +  с ифодада шакл алмаштириш 
бажарамиз:

коордннаталарни ал

У ( х  +  2)*+ у» =  * 4- 4

ёки

у2 =  4jc + 1 2  ёки х  = * — У1 — 3.
4

иаштириш формуласнни кулласак,
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53-чизмд.

метрия Уци дейилади.  (13) 
тенгламадан куринадики,  х  
ортиб бориши билан у ^ам 
ортиб боради. Демак,  к>ко- 
ридаги хоссаларга кура па
раболанинг шаклини 53- 
чизмадагидек тасаввур ки- 
лиш мумкин. Агар парабо- 
лалар координаталар систе- 
маснга нисбатан 54 а, б, в- 
чизмалардагидек жойлашса, 
уларнинг тенгламалари мос 
равишда х 1 =  2ру\ у* =  
= —2рх\ л:* — — 2ру кури
нишда булади.

1 - м и с о л .  у1 =»4.V па
рабола берилган. Парабола
нинг шундай нуктасини .то- 
пингкн, ундан фокусигача 
булган масофа 1 га тенг 
булсин.

Е ч и ш .  Шартга кура

2р =  4 =>-£-= 1. Демак,  па- 64*а, О» в чизма»

рабола фокуси F (1; 0) нуктада жойлашган.  Айтайлик, 
М (х\ у) — параболанинг биз излаётган нуктаси б у л- 
син. Шартга кура бу нуктадан фокусгача булган ма
софа 1 га тенг. Изланаётган нуктанинг х , у координа
таларини топиш учун куйидаги тенгламалар система
сини тузамиз:
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ya= 4 x .

gy системани ечамиз:
(х  — 1)’ +  4 к «= 1 => х г — 2х +  1 - f  Ах =* 1 =>

=> л а +  2л: +  1 — 1 => (*  +  1 )а -  1 
л  +  1 — ± 1 ;  х  =  0.

у  холда у ! =  4*  — 4 • 0 ■= 0. Демак,  параболанинг фо- 
кусидлн 1 бирлик масофада ётувчи нуктаси (0; 0) бу- 
|, |Л. у параболанинг учндир.

[ 2- м и  с о  л. .v +  4 — 0 тугри чизик ва ^ ( —2; 0) нук- 
талан бир хил узоклнкда жоПлашгаи нукталар геомет- 
рик урнинииг тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  К(х,  у) — биз излаётган геометрик урин- 
нинг ихтиёрий иуктаси булсин. И к к и нукта орасидаги 
масофа формуласига асосан: | FK |—К  (х +  2)* +  у*. Ма- 
сала шартнга кура .« +  4 =  0 тСтри чизик К(х, у) нук
тадан | KF \ «=| х  +  4 | масофада булади.  Шунинг учун,

(х 4- 2)а +  у3 — х 3 +  8дг +  16 =ф- уа — 4дс — 12 =  0.

Бу эса Ох Укига нисбатан симметрик булган парабола 
тенгламасидир.

3 -м  и с о л .  у =  ах1 - f  Ьх +  с парабола тенгламасини 
координаталар системасини алмаштириш билан кано
ник куринишга келтиринг.

Е ч и ш .  у =  ах* + Ьх + с ифодада шакл алмаштириш 
бажарамиз:

V ( x  + ' 2f + уа =  *  +  4

ёки

Бундан

у7 — 4л: + 1 2  ёки х  — — у* — 3.
4

коорлинаталарии ал-

маштириш формуласини кулласак,  
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У «= аХ ‘ ёки А'* =» - L  К формулага эга була.чц3 

Агар ^-=*2р десак, Хг =  2рУ формулага эга буламИз

6-§ . Эллипс ва гиперболанинг директрисалари

Т а ъ р и ф .  Эллипс (гипербола) нинг катта (фокал) 
Укига перпендикуляр ва марказидан —  масофада ун.

га симметрии утган иккита тугри чизик эллипс (гипер. 
бола) нинг директрисалари дейилади. Ft ва F3 ф0. 
кусларга мос директрисалар таърифга кура d , : —
-----~ = 0> d2ix  +  ~ w= 0 тенгламаларга эга булади. Бу

ерда а — эллипс (гипербола) нинг катта (хакикий) 
ярим Уки, е — эксцентриситети. (Баъзан буларни мос 
равишда Унг ва чап директрисалар деб хам аталадн.)
Эллипс учун е< \ ,  бундан —  > а ,  гипербола учун е>

>  1, бундан - j -  <  а. Бу ердан эллипснинг хам, гипер.

боланинг хам директрисалари уларни кесмаслиги ку- 
ринади (55- а, б чизмалар).
£  Эллипс (гипербола) нинг директрисалари учун ку
йидаги мулохаза уринлидир. Эллипс (гипербола) нинг 
ихтиёрий нуктасидан фокусгача булган масофанинг 
уша нуктадан шу фокусга мос директрисасигача бул
ган масофага нисбати узгармас микдор булиб, эллипс 
(гипербола) нинг эксцентриситетига тенг булади. (Бу 
муло^азанинг исботини курсимиз талаб килмагани учун 
келтирнб утирмаймиз.)

55-й, 6, чизма.

I  М и с о л .  Агар х •= + 6  тугри чизиклар катта уки 10 
L  тенг булган эллипснинг директрисалари булса, шу 
-ллипснинг тенгламасини тузинг.
Т  Е ч и ш .  Масала шартига кура 2а — Ю=ф- а =  5, яъни 

± 6 ,  бундан — =* б, аммо е ’ж‘ ~>  У холда а— =

^ 6  ёки
_  25 , 1_

6 =  6
С - - ^ - = 4 Т

Эллипс учун

Jo JO оо
дгЭ у. ^

Демак, эллипснинг изланаётган тенгламаси ^  2 ^  ”

36
куринишда булади.

7-§. Иккинчи тартибли чизицнинг умумий 
! тенгламасини каноник куринишга келтириш

Г  Бирор тугри бурчакли декарт координаталар систе- 
ыаспда координаталари
аих* +  2ai2xy +  ап у* +  2 а10х +  2 awy - f  о00 — 0 (14)

теигламани каноатлантирувчи текислик нукталарн и н г  
геометрик урни иккинчи таргибли чизик деГшлади. 
В и д а  а„ I. , ) . фициентлар хакикий сонларлан иборат 
булиб, a , , ,  a ti, ап коэффнциентлардан Х^ч булмаганда 
биттаси нолдан фаркли булади.
I  Иккинчи тартибли чизик назариясининг асосий мв- 

салаларидан бири унинг умумий тгнгламасини каноник 
куринишга келтириш масаласи хисобланзди. Иккинчи 
т|ргибли чизик тенгламасини соддалаштириш икки бос- 
Хичдан иборат:
Е  1) к о о р д и н а т а л а р  с и с т р  м а е и  ни б у р и ш  

ёрдамида соддалаштириш. A iap иккинчи тартибли чи
зик бирор R тугри бурчакли координаталар сисгема- 
сида (14) тенглама билан берилган булса, у холда бу 
координаталар системасини буриш ёрдамида шундай 
бир R' тугри бурчакли координаталар системасига утиш 
мумкинки, у сисгемада чизик уз тенгламасида узга- 
руичилар купайтмасини, яъни ху ни сакламайди (бу
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У «= аХ'  ёки X* — - i - У формулага  эга буламИз 

Агар ^-=*2р  десак,  X* =  2pY формулага  эга була.мИз

6 -§ .  Эллипс  ва  ги перболани нг  д и р е к т р и с а л а р и

Т а  ъ  р и ф. Эллипс (гипербола) нинг к а п а  (фокал) 

Укнга перпендикуляр  ва марказидан —  масофада ун.

га симметрик утган иккита тугри чизик эллипс (гипер. 
бола) нинг директрисалари дейилади.  Ft ва Z7, ф0. 
кусларга  мос директрисалар таърифга  кура dx\ х  —
— — =  0, di'.x-]r —  -= 0 тенгламаларга  эга булади.  БуС £
ерда  а — эллипс (гипербола) нинг катта (^акикий) 
ярим Ук». е — эксцентриситети.  (Баъзан  буларни мос 
равишда у«г  ва чап директрисалар  деб  хам аталади.)
Эллипс  учун е <  1, бундан — >а ,  гипербола учун е >

>  1, бундан —  <  с .  Бу ердан  эллипснинг ^ам, гипер-

боланпнг хам директрисалари уларни кесмаслиги ку- 
ринади  (55- а ,  б чизмалар).
* Эллипс (гипербола)  нинг директрисалари  учун ку
йидаги м улохаза  уринлидир.  Эллипс (гипербола)  нинг 
ихтиёрий нуктасидан фокусгача  булган масофанинг 
уш а  нуктадан шу фокусга  мос директрисасигача бул
ган масофага нисбати узгармас  микдор булиб,  эллипс 
(гипербола)  нинг эксцентриситетига тенг  булади.  (Бу 
муло^азанинг  исботини курсимиз талаб килмагани учун 
келтириб утирмаймиз .)



I  Мне о л. Агар х ж  ± 6  тугри чизиклар катта уки 1 0  
га тенг булган эллипснинг директрисалари булса, шу 
«ллиоснинг тенгламасини тузинг. 
j Е ч и  ш. Масала шартига кура 2 а — 10=ф- а = 5, яъни

±6, бундан — =»6, аммо е-* — . у *олда — «= W e  е а с
^ 6  ёки

а* 25 . 1  
С « - = -  =  4 ^ '  6 6 6

Эллипс учун

«X) <30 «30

Демак, эллипснинг изланаётган тенгламаси — 1

36
куринишда булади.

7-§. Иккинчи тартибли чизицнинг умумий 
тенгламасини каноник куринишга келтириш

г  Бирор т$три бурчакли декарт координаталар систе- 
меенда координаталари
I а1Хх2 +  2atlxy + апу* +  2аХ0х +  2ааоу + а00 — 0 (14)
тенгламани каноатлантирувчи текислик нукталарининг 
геометрик урни иккинчи тартибли чизик дейилади. 
Бунда ац коэффициенглар ^ацикий сонларлан иборат 
булиб, а П 9 а,а, коэффнциентлардан *еч б^лмаганда 
блттаси нолдан фаркли булади.

I Иккинчи тартибли чизик назариясининг асосий ма- 
Салаларидан бири унинг умумий тенгламасини каноник 
куринишга келтириш масаласи ^исобланзди. Иккинчи 
т«фгибли чизик тенгламасини соддалаштириш икки бос- 
Кичдан иборат:
М )  к о о р д и н а т а л а р  с и с т е м а с и н и  бу рнш

4 Яда ми да соддалаштириш. Агар иккинчи тартибли чи
зик бирор R  тугри бурчакли координаталар система- 
Сида (14) тенглама билан берилган булса, у *олда Оу 
координаталар системасини буриш ёрдамида шундай 
бир /?' тугри бурчакли координаталар системасига утиш 
кумкинки, у сисгемада чизик уз тенгламасида узга- 
Руичилар купайтмасини, яъни ху ни сацламайди (бу
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боскич ап фО  з̂ олда кУлланилади). Бунинг учун vTU 1 
формулалари (5-бо5, 7-§) " 1ц*

I х =  х' cos а — у' sin а,
I у — х1 sin а + у' cosa

дан х , у ларнн (14) га кУйсак ва ухшаш хадларни и. 
чамласак, (14) тенглама R ' координаталар системасидя 
Куйидаги куринишни олади:
а;,*'» + 2а'1гх'у' + а'.лу'г + 2а> ' + 2а'̂ ‘ + я*  = О, 0б) 
бу ерда

а '\\“  «и cos* a -f- 2ап cos а sin a -f- а „  sin* a, 
ej2 =  — a,, sin a cos a -f 0 ,2  COS1 a — a,, sin2 a -f- 

+  O-ii sin a cos a, 
a ' 2 =  au sin* a — 2c, j sin a cos a -f a23 cos’ a, ( 17)
flio”  au COSa + fl20 sin a,

a20 “  “  аю sln а 4* «1 0  cos “•
a o =  f loo-

(17) белгилашлардан куринадики, (16) тенгламадаги 
a\|, aj2, a22 коэффициентлар (14) тенгламадаги a „ ,  a„, 
a2i коэффициентларга ва а бурчакка безлик, шунинг 
билан бирга a',, a '2, a ' 2 нинг нами да бири нолдан фар к* 
ли, акс холда биринчи тартибли тенгламага эга була
миз.

а бурчакнинг ихтиёрийлигидан фойдаланиб, уни 
шундай танлаб оламизки, натижада (16) тенгламадаги 
а ' 2 коэффициент нолга тенг булсин:

a'vl =  —a,, sin a cos а + а 12 cos® а — a,, sin* а +
-f a22 sin a cos а =  — (a,, cos а + a „  sia a) sin a +

+ ( a J( cos а a 2J sin a) cos a =  U
ёки

Дп COS a -f f lu  s in  a _  a 2, COS a -f s in  a , « m

c o s a  s in e  *

Бу нисбатни бирор га тенглаб, уни куйидаги кур»' 
нишда ёзиш мумкин:

I (a ,,-X )co sa  +  o12s in a-0 , l9j
1 a l2 cos а + (а , 2 — *) sin а — 0 .
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Wy система бир жинсли, шунинг учун унинг детерми- 
gHin нолга тенг, яъни

Яц X а 1} _  у
d 21 ^22 — ^

Маълумки,
*•* — (<*,, +  а,2) X +  а ,, а 52 — а3и) =  0 (20)

булгандагина система нолдан фарцли ечимга эга була
ди. (20) тенглама (14) чизнкнинг характеристик тенг- 
лаиаси дейилади. (2 0 ) тенгламанинг дискриминанти:

D  = (a,, + а „ ) 1 — 4(аи ап — а „)*  =
-  (« и  -  а „ ) г +  4а\2 >  0.

Демак, (20) тенгламанинг X, ва Ха нлдизлари турли ва 
хакикийдир. (18) дан

I a,,cosa 4-a,jSina =  Xcosa, 2J
I a2, cos a + a22sin a =-Xsln я 

тенгликларни ёза оламиз. Уларнннг хар бирини cos«=£ 
^ = 0  га булиб (агар cos я = 0  булса, a — булиб, а , 2 —
— 0  булади) ушбуни хосил киламнз:

1g« = b £ ! l- - 2 IL .  (22)
аЧ К ~ «23

(2 2 ) муносабатга навбат билан (2 0 ) характеристик тенг
ламанинг X,, X, илдизларини цуямиз:

tg e .-Ли*11; tg а, =  A l l f iU  (23)
а \2 а \2

(23) формулалардан фойдаланиб а = о, бурчакни аник- 
лаб, R  координаталар системасини шу а, бурчакка бу
риш билан янги R' координаталар системасига утиш 
ыумкинки, бу системага нисбатан (14) тенглама содда- 
лашиб куйидаги куринишга келади:
К  Х,дс' 2 4-XJy'*-j-2a]0Jc'+  йв^у'+  Ооо — 0. (24)
Агар берилган (14) тенгламада а |0 =  а20 =  0 булса, у 
Холда а| «=а^ = 0  булиб, (16) тенглама куйидаги ку- 
ринишни олади:
В  М ^  +  ^  +  в ^ - О . (25)
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Шундай килиб, координаталар системасини бурит 
ердамида (14) тенгламани (24) курннишдаги тенглама
га келтнрдик. (24) курннишдаги тенгламани янадя сод
далаштириш учун координаталар бошини к^чиришдан 
фойдаланамиз:

2 ) ко о р д и н а т а л а р  бош ини  к у ч и р и ш  йулл 
билан иккинчи тартибли чизик тенгламасини соддалаи!- 
тириш (бу -чолда R ' координаталар системасининг ук
лари йуналишини Узгартирмасдан, координаталар бо
шини бошка нуцтага к^чирамиз, яъни R" координата
лар системасига утамиз).

Иккинчи тартибли чизикнинг тенгламаси (24) кури
нишда булсин. (2 0 ) характеристик тенгламанинг илдиз- 
лари X, ва X, эса бир вактда нолга тенг б^лмасии. Ку- 
йидагп доллар булиши мумкин:
а) А, Ф  0 , X, Ф  0  ■«£==>• — Яр Ф 0 .
Бу .у>лда (24) тенгламада куАидагича шакл алмашти
риш бажарамиз:

Ч * ,+  77°) + 1*(у, + х )  + а"> = 0'
Тубан'бу ерда #оо = я'оо — :---- г~ де® белгилаймиз.А, Х2

даги шакл алмаштиришни бажарамиз:

у,= г + ( _ тг°)-
У ?(олда R" координаталар системасида эгри чизик ку- 
йидаги тенгламага эга б^ладн:

у С ’ + ХгК» + а ; 0 =  0 , (26)

бу ерда 0 ' ( — — ; — 7 ^ ); агар а^ Ф О  булса. (26) нн
\ А.| л2 J

каноник куринишда ёзиш мумкин:

+  ----1. ( * )
*00
Х| Х2

агар = 0  булса, унинг каноник к^риниши тубанда- 
гича булади:

Т + Т  = 0- г#)



Шуидай килиб. R  координаталар снстемасида (14) 
тенглама билан берилган иккинчи тартибли чизикнинг 
характеристик тенгламасн илднзлари X, ва X, нолга 
теиг булмаса, у холда чнзик куйидаги чизиклардан 
бирортаснни ифодалайдн. Юкоридаги (*), (**) форму- 
лаларга кура чнзикларнинг каноник тенгламасини ту- 
бандаги жадвалда ифодалаймиз:

JiJ* в
воо Каноник тенгламасн Чизикнинг ноыи

1 + 4-

+
*  +  £ - 1  в* Ь- Эллипс

2 + + + —  +  —  -  -1  л* Ь* А\ав\ум эллипс

3 + + 0
Xя у* . 
—  +  —  -  0 а> Ь*

Нукта (кесишув
чи мав\ум т^гри 
чшицлар жуфти)

4 +
+

* 0
X3 V3

—  --- ±1а* Ъ* Г ипсрбола

5 +
+

0 а* Ьа
Кесишувчи TyF- 

ри чизиклар жуф-
Tlf

б) X, — 0, ); а'ю — 0.
Бу холда (24) тенгламани куЛидагича ёзиш мумкин.

1

+ 2 а [0 • I У  — 0.
2аю

Куйидаги координата алмаштириш формуласи

У
#о 1 **20*7 *00 / д'\

х ' - Х + ---- Ц---- ; +
2 аю

ни кулласак, (24) тенгламадан чизикнинг R" даги ка
ноник тенгламаси келиб чикади:

135



Шундай кнлиб, координаталар системасини бурищ 
ёрдамида (14) теигламани (24) куринишдаги тенглама
га келтнрдик. (24) куринишдаги теигламани янадя сод- 
далаштириш учун координаталар бошини кучиришдан 
фойдаланамиз:

2 ) координаталар  бошини к у ч и р и ш  fly.ii 
билан иккинчи тартибли чизик тенгламасини содлалаш- 
тириш (бу холда R ' коордннаталар системасининг у к- 
лари йуналишини узгартирмасдан, координаталар бо
шини бошка нуктага кучирамиз, яъни R" координата
лар системасига утамиз).

Иккинчи тартибли чизикнинг тенгламаси (24) к>рн- 
нишда булсин. (2 0 ) характеристик тенгламанинг илдиз- 
лари X, ва X, эса бир вактда нолга тенг булмасин. Ку- 
йидагн доллар булиши мумкин:
а) А, Ф  0, X, Ф  0 ■<==> Д|,а5а — я’, Ф 0.
Бу холда (24) тенгламада куйидагнча шакл алмашти
риш бажарамиз:

( у + > ) ’ + ф  + £ ) + Л -  °.
•2 'V • а10 а20 бу ерда Доо = а'00— -----— деб белгилаймиз. Тубан-

А, А2
даги шакл алмаштиришни бажарамиз:

У *олда R" координаталар системасида эгри чизик Ку
йидаги тенгламага эта булади:

х.Л’ + ЦК’ + а^-О . (26)

бу ерда 0 ' ( — — ; — ^9); агар а'юфО булса, (26) ни
\ к, А2 /

каноник куринишда ёзиш мумкин:

- £ - + - ^ - 1 .  (• )
а оо аоо 
Х| Xj

агар aJo = 0 булса, унинг каноник кУриниши тубанда 
гича булади:

^ -  +  —  =  0. (• * )



Шундай килиб. R  координаталар системасида (14) 
[тенглама билан берилган иккинчи тартибли чизикнинг 
характеристик тенгламаси илдизлари X, ва X, нолга 
тенг булмаса, у *олда чизик куйидаги чизиклардан 
бирортасини ифолалайдн. Юкоридагн (*), (**) форму- 
|лаларга кура чизикларнинг каноник тенгламасини ту- 
б̂андаги жадвалда ифодалаймиз:

.чм *00 Каноник тенгламаси Чизикнинг коми

1 + 4-

+
JC* у»
?  +  * - ’

Э ллипс

1 2 + + + дг* у*
Л\ав\ум эллипс

3 + + 0 —  -h—  - о
а? Ь*

Нукта (кесншув- 
чи мав\ум т^гри 
чтицлар жуфти)

4 +
+

* 0 а* Ь* Г ипербола

5 +
+

0 хг уз 
д* "  № ™ 0

Кесишувчи T)'F- 
ри чизиклар жуф
ти

б) X,— 0. (X, Ф 0); а'ю — 0.
Бу холда (24) тенгламани куЛидагича ёзиш мумкин.

*20 * "Т *00 .
+  2 а[0-\х '-------- Ц----- ) =  0.

2вю
Куйидаги координата алмаштириш формуласи

1 /
*20* 1  *00

2",о
ни кУлласак, (24) тенгламадан чизикнинг R" даги ка- 
ноник тенгламаси келиб чицади:
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Агар Х2 = 0; 0 булса, у холда (24) нинг курнни.
t

шн тубандагнча булади: Л 2 = — 2 ~  Y. Шуидай ци̂ нб,
агар X, — 0  булиб, а[0фО булса ёки >2 = 0  булиб, я ±

О булса, у холда (14) тенглама параболани ифодалар 
экан.

в) X, =0, aj0 = 0. Бу холда

(24) =* 0.
'2

ам — р  ни аю билан белгиласак ва куйидагича ко-
а2

ордината алмаштириш формуласи

* - *  > '- г + { - т ■)
ни кулласак, (24) тенглама R" координаталар система* 
сида куйидаги куринишни олади:

в

Y* + ^  -  0. (23)
2

ш ш
Бунда, агар -^-<0 булса ва уни —  = —а2 деб бел-

А3 А3
гиласак, (28) ни цуйидагича ёзамиз:

К2 — а* = 0 => К — а — 0; К+ а= -0. (29)

Демак, чизик чар хил параллел тугри чизиклар жуф-
тига ажраладн, агар—  > 0  булса, яъни —  =* а2 булса,

х, >а
у холда

К2 + я 1 = 0  =ф- К + а/ =» 0 ; У — ai = 0 (30)v
булади. Бу холда чизик мавхум параллел тугри чизик* 
лар жуфтнга ажралади. Агар а^ = 0 булса,

(28) => К2 = 0 => К = 0 ; К = 0  (31)
булади. Бу холда чизик устма-уст тушувчи тугри чи
зиклар жуфтинн ифодалайдн. Шундай килиб, (14)

Х*К» +  2а,' оА '-О ; Y*--- 2 ^ * .  ,27)

13}



тенглама куйидагн 9 та чизикдан биттасини ифода- 
Айди:

1) эллипс; 2) гипербола; 3) парабола; 4) кесишувчи 
тугри чизиклар жуфти; 5) *ар хил параллел т^гри чи
зиклар жуфти; 6) устма-уст тушувчи тугри чизиклар 
жуфти; 7) мав*ум эллипс; 8) мав*ум кесишувчи TyFpn 
чизиклар жуфти; 9) мав^ум параллел т^гри чизиклар 
жуфти.

8 -§. Иккинчи тартибли чизицни умумий
теагламасига к^ра ясаш

Флраз килайлик, R тугри бурчакли координата сис- 
’темасида иккинчи тартибли чизик умумий тенгламаси
/•(*, У)=а„д:,+2а,1ху+аму,+2а1ол-+аг0у+а00=О (32)
билан берилган булсин. Олдинги темадагн умумий 
тенгламани каноник куринишга келтиришга асосан чн- 
;змкиинг нукталарнни ясаш мумкин. Бунинг учун ту- 
бандагиларни бажарамиз:

1| к* — + аг2) к + a , , — ofj *=0 характеристик 
тенгламани ёзиб, тенгламанинг илднзларини топамиз;

2) текисликни О нукта атрофида а бурчакка бур- 
ганда R координаталар системасидан /?' координаталар 
системаси *осил булади. Буриш бурчагининг каттали- 
гини топамиз:

формулалар буйича aj0, о '0 коэффициентларни з̂ исоб- 
лаимиз ва R' координаталар системасидаги чизикнинг

X, + кгу '2 +  2а;0дс' +  2а'му' +  вдо -  0 (33;
тенгламасини тузамиз;

4» (31) тенгламадан координаталар бошини О' нук- 
тага кучириш ёрдамида эгрн чизикнинг R" координа
талар системасидаги каноник тенгламасини *осил ки
ламиз.

tga«= —-- —  => [ Sin а — \rl + tg* а ’
tg а

<*12 \

3 ) ai’u =  fl|oCOSa-j-aJ0 s ina ,

а10 =  — а,о sin a -f- a20 cos а



Агар X, — 0; а'х ф 0 булса, у холда (24) нинг курпни.
t

ши тубандагича булади: Л 2 — — 2 —  Y. Шундай к>пиз
Xi

агар X, — 0 булиб, а[0Ф  0 булса ёки Х2 = О булиб, а
Ф  0 булса, у холда (14) тенглама параболани ифодалар 
экан.

в) X, = 0, а\0 = 0. Бу холда

(24) => xJ ( / + ^ ) , + a ; ,- - ^ - 0 .

Xs К* +  2а\0Х  =■ 0; У*--- 2 ^ * .  (2?)

а.’1'» о »«оо— т- ни аю билан белгиласак ва куйидагича ко-д2
ордината алмаштириш формуласи

Х\ у ' = к  + (-*)
ни кУлласак, (24) тенглама R" координаталар система 
снда куйидаги куринишни олади:

"00^  +  7  =  0. (23)Аа
ш ш

Бунда, агар -^-< 0 булса ва уни —  — — а* деб бсл- 
Х3 Х3

гиласак, (28) ни куйидагича ёзамиз:
К*-а*=  0 =*■ К — а — 0; К + а - 0 .  (29) 

Демак, чизик Хар хил параллел тугри чизиклар жуф-
ат  а и |

тига ажралади, агар —  > 0  б^лса, яъни —  =»а2 булса,
*з А3

у *олда
У* + а'~0=> Y + a i~0 ; Y - a i  = 0 (30)

V

булади. Бу холда чизик мавхум параллел тугри чизик* 
лар жуфтига ажралади. Агар 0 ^ = 0 булса,

(28) =>■ К* = 0 => К = 0; К = О (31) |
булади. Бу холда чизик устма-уст тушувчи тугри чи- 
зиклар жуфтинн ифодалайди. Шундай килиб, (14)
13^



тенглама куйидаги 9 та чнзикдан биттасини ифода- 
лайди:

: 1) эллипс; 2) гипербола; 3) парабола; 4) кесишувчи 
туFpn чизиклар жуфти; 5) хар хил параллел тугри чн- 
Зиклар жуфти; 6 ) устма-уст тушувчи тугри чизиклар 
жуфтн; 7) мавхум эллипс; 8 ) мавхум кесишувчи тугри 
чизиклар жуфти; 9) мавхум параллел тугри чизиклар 
жуфти.

8 -§. Иккинчи тартибли чизицни умумий
тенгламасига кура ясаш

Флраз килайлик, R  тугри бурчакли координата снс- 
темасида иккинчи тартибли чизик умумий тенгламасн
[/■(г, y )= a ,t.*,+2a,,xy+ aj2yJ +24loA-+aJ0y+ a00=O (32)
б;1лан берилган булсин. Олдинги темадагн умумий 
тенгламани каноник куринишга келтиришга асосан чн- 
зикнинг нукталарнни ясаш мумкин. Бунинг учун ту- 
бандагиларни бажарамнз;

1 ) />а — [а,, + а22) ). + аиаи — а *2 — 0  характеристик 
f тенгламани ёзиб, тенгламанинг илднзларини топамиз;

2) текисликни О нукта агрофнда « бурчакка бур- 
’ ганда R  координаталар снстемасидан R' координаталар 
I системаси хосил булади. Буриш бурчагининг каттали-

гини топамиз:

Г формулалар буйича alrt, о ' 0 коэффициентларни хисоб-

тенгламасини тузамиз;
4) (35) тенгламадан координаталар бошини О' нук- 

тага кучириш ёрдамида эгри чизикнинг R" координа
талар системасидаги каноник тенгламасини хосил ки- 
ламиз.

tgoc^ ij--£ii_ =$, fS|na—■
■/’l + tg*« ’

tc a



5) Аввал R ' координаталар системаси, кейин R" ко
ординаталар системаси чизилади ва чизик каноник 
тенгламасига кура ясалади.

1-м и со л. Ушбу х* — 8 ху + 7ys + 5 г — бу + 7 = О 
чизик тенгламасини соддалаштирннг.

Е чиш .  1 ) характеристик тенгламани тузиб, унинг 
и.пдизларнни аниклаймнз:

Х * _ 8 Х - 9 ~ 0 ;  X, = 9; X,--- 1 ;
2 ) координаталар системасини бурнш керак булган 

бурчакнинг кнйматини топамиз:
2 1tg а =  —2; sin a ------ у=.\ COS a —  — = .

6 / 5  1/5

Бу ердаги а ни жадвалдан топилади. Координата >к-та- 
ридаги векторлар куйидагнча булади:

-> 1 —* п —» О -* 1 -*•
i" = —  I ---— /• /' — —  i Ч-- — г

/5 Vb Vb V5
3) коэффициентларни аниклаймиз (3-банддаги фор

мулага кура)
17 , __4 

аю“ ^ 5 ; ая “ у  5 .

Булардан фойдаланиб, янги координаталар системасн- 
та нисбатан куйидаги тенгламани тузамнз:

9х,г -  у”  + 2 - х ' + 2- - ^ у ' + 7 = 0;
У Т  У ь

4) координаталар бошини О' нуктага кучириш пули 
бнлан тенглама шаклинн узгартирамиз:

Натижада тубаидаги тенгламага эга буламиз:

—  —  +  —  —  1* 0 ' ( -----— •
34 34 * [  9^ 5  ’ У 5 ) ’
81 9

Демак, чизик гиперболадан иборат экан (56-чизма).
2- м и сол. х* — 2ху + у* — Зх — 4у +  2 =0 эгрн чи- 

зик тенгламасини соддалаштнринг.
Е ч и ш .  1 ) характеристик тенглама тузиб, унинг 

илдизларинн аниклаймиз:
Ш



5(3-чизма. 57-чнзиа.

к*-2\ =  0 ; X, =0 ; Х2 — 2 .
2 ) координата укларинн буриш керак булган бур- 

чакнинг кийматини топамиз:
c o s a = p L ; slna = ^ L ;

д -1-T -I__—/• г ____ —7н__— 7
Vv v l  V I  + V l ' '

3) коэф|)ицнентларни аницлаймиз:

10 . J K  I a 20 ,/-<7 :/2 K 2

2 y ,i +  W " ' " ^ /  +  2 “ °

ёки

i' J  !
/ 2
L j t ' ____— v'4- 1 =. 0 -“  j / y  ”  *

4) координаталар бошини O' нуктага кучириш йу- 
ли билан тенгламани соддалаштнрамиз:

(у' -  — Y + — (х'+  — ] -  О,
\ 2/27 /5-1 4 /2 1

бундан К* — ---— А-; 0 '[--- 1— \ — тенгламага эга
/ 2  V 4 / J  2/37

буламиз.
Демак, чизик нараболадан ибораг экан (57-чизма)

13=>



58-чизма.

3* мисол. X1 — бху Ц 
+ 9у* — 2д: + бу 4* 1 = 0  
чизик тенгламасини сод. 
далаштиринг.

Е ч и ш. Берилган тенг- 
ламани тубандагичл ёзтц 
мумкин:
(х  — Зу ) 51 — 2(х — Зу) + 

+ 1 = 0  
х — Зу — 1 ёки

х ---- .

3

Бундан курннадики, берилган згри чизик устма-уст ту- 
шувчи турри чизиклар жуфтига ажралади (58-чизма).

9-§. Иккинчи тартибли чизицларнинг талбици

Осмон жисмларининг *аракат траекториялари иккин
чи тартибли чизиклар ёрдамида Урганилади, чунки 
планеталар Куёш атрофида эллиптик орбиталар буйлаб, 
куёш системасидаги ьометалар эса ёки эллипс, ёки ги
пербола, ёки парабола буйлаб *аракатланадилар

Шунингдек, техникала кривошип-шатун механнзмп- 
да, шатуннннг уртасида ётувчи нукта траекториясини 
текшнрсак, эллипс буйича харакатланадн, автомобиль 
фарасннннг кесими парабола шаклида ишланади. Уму- 
ман айтганда, иккинчи тартибли чизиклар назарижи 
амалиёт ва техникада кенг кулланилади. Мисоллар ку- 
райлик.

1-мисол. Ер Ку^ш атрофида эллипс буйича айла- 
надн. Куёш эса бу эллипснинг фокусларидан бирида 
турадн. Ер орбитасинннг катта уки 2а=300 ООО ООО км.
Орбитанннг эксцентриситети е = ~ га тенг. Ер орби-
тасининг маркази Куёшдан канча масофада ётади? Ку- 
ёшдан Ергача энг киска масофа (декабрда) энг катта 
масофадан (июнда) канча кичик?

Еч иш .  Масала шартига к$фа 2а =* ЗОООСОООО км, 
бундан а = 150000000 км.

I) Ер орбитасинннг маркази Куёшдан канча масо
фада ётншнни аниклаш учун марказдан фокусгача ма- 
софэсмнн топсак етарли, чунки Куеш унинг фокусла- 
ридон блрида жойлашгаи, аннклик учун F x да ж й-
140

У

/ -г 
/  J с )

■>А о Л  г /

Вг

59-чизма, Ь0-чизма

I

лашган булсин (59- чизма). Эксцентриситет таърифига
асосан:

е =» —, бу ердан с = а • е.а
с =» 150000000 • ~  -2500000.

Бр орбитасинннг маркази Куёшдан 2500000 км масо
фада экан.

2) Кубшдан Ергача энг киска масофани, яъни F XA, 
ни топамиз:
F XAX = а - с « =  150000000 — 25С0000- 147 500000 км.

Энг катта масофани, яъни A F ,  ни топамиз.
A ,F t -  а + 150000000 + 2500 000 -  152 500 С 00 км.
Куёшдан ергача энг киска масофа энг катта масофадан 
Канча кнчик аканини топамиз. Агар бу масофани р де- 
сак, куйндагнга эга буламиз:
P=A./X- F XAX = 152 500 000— 147 500 000 = 5ОСОООО км.

2-мисол.  Автомобиль фонарииинг кесими парабола 
формаснда булиб, унинг диамефн 2 0  см, чукурлиги 
10 см. Парабола фокусининг координаталарини топинг.

Е ч и ш .  F  фокусдан параболанинг учигача бу'лган 
масофани топиш учун парабола тенгламасини тузамиз. 
Координаталар системасини шундай танлаб оламнзки, 
фо (арнинг симметрия Уки Ох  Ук билан, учи эса коор
динаталар боши билан устма-уст тушсин (60- чизма).
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Бу *олда парабола тенгламасини у* = 2рх (*) кури- 
нишда излаймиз. Танлаб олингаи координаталар систе- 
маснда параболага тегишли нуктанинг координаталари 
(10; 10) булади. Бу нуктанинг координаталарини (*) 
тенгламага куйсак:

булиб, бундан р — 5 га эга буламиз. Демак, парабола-

1. Маркази С (—1; 4) нуктада булиб, А(3; 5) нук- 
тадан утувчи айлана тенгламасини тузинг.

2. Айлана {х — 3;* + (у + 5)J =  16 тенглама билан 
берилган. Л(3; 1); 5(2; 3); С'(3; —9); ДО; 3) нукталар 
берилган айланага тегишлими?

3. Айлананинг тенгламаси хг 4- У* — 8 дг — 10у — 8  -= 0 
булса, унинг маркази координаталарини ва радиуси 
узунлигини топинг.

4. Иккита айлана л*+)’*=16 ва л*+у*—12л:+11«=0 
тенгламалар билан берилган. lily айланалар марказлари 
орасидаги масофани топинг.

5. Эллипснинг фокуслари орасидаги масофа 6  см, 
унинг кичик уки 8  см га тенг. Эллипснинг каноник 
тенгламасини тузинг ва эксцентриситетини топинг.

6 . Эксцентриситети е = — булган ва Л(5/3; 3) нук-
5

тадан утувчи эллипснинг тенгламасини тузинг.
хш у27. — + ~= 1  эллипсда фокал радиусларннинг айир-

У
маси 8  га тенг булган нуцтани топинг.

8 . М нукта ^(2; 0) нуктага jc — 9 тугри чизицца 
Караганда 3 марта якин туриб харакат килади. М  нук
танинг харакат траекториясини топинг.

9. 5л:* — 4у9 — 20 гиперболанинг ярим умарини, экс- 
центриснтетини ва_ фокусларннннг координаталарини 
топинг. Af(—4; V\5) нуктадаги фокал радиусларининг 
узунликларини топинг.

10. Асимптотаси у — ± ~ л  тугри чизикдан иборат
ва (3; 1) нуктадан утувчи гиперболанинг тенгламасини 
тузинг.

1 1 . Гиперболанинг директрисалари орасидаги масофа

1 0 * =  2р • 10

нинг фокуси J нуктада булади. 

Ма ш клар



I.
к  га, фокусларн орасидаги масофа 12 га тенг. Гипер- 

бсланинг тенгламасини тузинг.
1 2 . у2= 1 2л парабола фокусинннг координаталарини 

топинг ва директрисасининг тенгламасини тузинг.
13. Директрисасининг тенгламаси л= —3 ва фокуси 

/=■( 1; 0 ) булган параболанинг тенгламасини тузинг.
14. Учи (5; 4) нуктада, уки Ох Укига параллел ва 

Ц4; 2) нуктадан утувчи параболанинг тенгламасини ту
зинг ва графигини ясанг.

15. Координаталар бошини параллел кучириш ёрда- 
;. мида куйидаги эгри чизик тенгламаларини соддалаш- 
■тирннг:
I  а) + (У — 3)* = 1;

б) (*  + 2)» = 16 4  4(у — 4)4;
в) (л — 3)а~ 7 ( у  44) .
16. х(х — 6 ) + 4у(у — 3) — 3 =  0 эгри чизик тенгла-

■ масини каноник куринишга келтиринг ва кандай чизик 
I  тенгламаси эканини аникланг.

17. ху — 2 гипербола тенгламасини каноник кури
нишга келтирилсин.

18. л1 -  9у3 + 2х +  36у -  44 =-0 тенглама кандай 
(: эгри чизикни тасвнрлашини аникланг ва уни соддалаш- 
I тнринг.

.19. Куйидаги эгри чизик тенгламаларини каноник 
I  куринишга келтиринг:

а) 14уЧ-24ху +  2 и ‘ - 4 у +  18л- 1 3 9 - 0 ;
б) 25 4- Юлу +  у* = 1;
в) 9л* 4  16>2 = 20л — 11 Оу 4  24лу 4  50.

VIII боб
ФАЗЭДА ТБКИ СЛИ О АР ВА ТУГРИ ЧИЗИЦЛАР

I §. Текисликиииг берилиш усуллари

1 . )^ар кандай текислик фазода узинннг бирор 
М 0(л0; у0; г0) нуктасинннг ва нормалининг берилиши 
билан тула аникланади. Текисликка перпендикуляр бул
ган пфО вектор текисликнинг нормали дейилади. Те-
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кнслик тенгламасини келтириб чицариш учун декарт
координаталар системасини танлаПмиз. Л, В % С лар п 
нормалнинг шу системадаги координаталари, л 0, у0, г0 
лар эса П  текислик М 0 нуктасининг шу системадаги 
координаталари булсин. Ж (л ;  у; z)—фазонинг ихтиё- 
рий нуктаси булсин. У *олда М  нукта П  текисликка
тегишли булиши учун М 0М вектор п векторга пер-
пенднкуляр булиши, яъни М 0М -п= 0  (уларнинг ска
ляр купайтмаси нолга тенг) булиши зарур ва етарли.
М0М  вектор |дг — дг0; у — у0; г — г0) координаталарга 
эга булгани учун:

лСм  ■ п - Л (х —х0) + В(у  - у 0) +  С(г — г0) = 0.
Демак, П  текислик нхтиёрий М  нуктасининг коорди
наталари

А(х — х0) + В ( у - у о) + С ( г - г о) = 0 ( I )

тенгламани цаноатлантиради.
пф  0 булгани учун А 1 + В* + С1 ф 0. Энди акеинча

( 1) тенгламанинг *ар кандай х и у,, г, ечими П  текис- 
ликнин! бирор нуктасини аннклашини исботлаймиз. 
Хакикатан *ам, М х нукта х,, у,, г, координаталарга
эга булсин, у *олда М иМ, вектор \xt—х0; у, —у0; г,— 
—г0} координаталарга зга булади ва ( 1 ) муносабат
уринли булгани учун М 0М Х вектор п векторга перпен
дикуляр булади.

2. Текислик узинннг бирор М 0(х0, у0, г0) нуктаси 
нинг ва текисликка параллел булган иккита ноколли-
neap р=- |а„ р,. f,|, q=  |а2, р„ ?,) векторларнннг бе
рилиши билан аникланади. Текисликда ихгиёрий М(х,
у, z) нуктани олсак, М 0М вектор р% q векторлар би- 
кан компланар булади, демак, бу векторлар чизикли

боглик б^либ, бундан улар
нинг координаталаридан ту- 
зилган учинчи тартибли де* 
терминантнинг нолга тенг 
булиши келиб чнкади ( 1- 

61-чизма. чизма). КуИидашга эгамиз
ш



M 0M — \x — x0\ у — y 0; г - * o ) .

P =  {«., P,. T il.
-►
9 “  l» j. ? j . Til*

IT холда юкорида аПтилганига кура куйидаги тенгла
ма хосил булади:

X  —  Х 0 У  —  Уо Z  —  2 °

“ | Pi Т| = 0 -  (2)
а, £2 -j2

Аксинча, бу шарт бажарилса. М  нукта П  текистикка 
■егишли булади. Демак, (2) П  текисликнинг тенглама- 
1идир. Бу тенглама берилган нуктадан утнб, берилган 
иоколлинеар икки векторга параллел булган текнслик- 
■инг тенгламаси деб аталадн.

Текисликнинг параметрик тенгламаларнни хосил ки-

|лиш учун М 0М, р, q векторларнинг бир текисликда 
{ёгишига эътибор берамнз, демак, улар чизикли боглик* 
гдир, яъни

М^М •= ip + nq, t, n£ R, (3)
бу ерда t, n сонлар параметрлардир, (3) дан:

Х ~ Х 0 +  а ,/ +  (*,«,
У - Уо + М + М.

I  2  — г0 + т«* + Ь П- ( 4)
(4)— текисликнинг парамегрик тенгламалари дейилади,

3. Уч нуктадан утувчи текислик тенгламасини кел- 
тириб чицарамиз. Бир текисликда ётмаган учта нукта 
текисликнинг вазиятини тула аниклайан. Айтайлик, уч
та Af,(Jr„ у,, г,); Afa( * 2, у „  z2); М 3(лг3, у „ г3) нукта 
берилган булсин.

“► "*■ —►
Агар Л10 =-УИ,, р — M tMj, q = M tM s деб олиб,

А«ГЛ1* — —jc,; у,—у,; г ,- * ,}. М,Л!,-|*«--*Г. Уз—У,. 
г3 — г,) булишини хисобга олсак, (2 ) тенглама куйи
даги куринишни олади:

Х - Х ,  У — у, 2 - 2 ,  
х, — хх у{ у, 2 2 — 2 , -=0. (5)
■*3 Х 1 У Л ~  У\ — z 1
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Бу уч нуктадан утувчи текислик твнг.гамасидан 
иборатдир.

4. Текислик узннинг координата Укларидан кесган 
кесмаларн а, Ь, с ларнинг берилиши билан аникланнщц 
хам мумкин. Айтайлик, текислик координаталар бошц„ 
дан утмасин хамда Ох, Оу, Oz укларини мос равишда 
М х(а, 0 , 0 ); Л1 ,(0 , Ь, 0 ); М,(0, 0 , с) нукталарда кесснн. 
У холда (5) тенглама куйидаги куринишни олади: 

х — а у z
— а b 0  — О,
— а 0 с

бу ердан куйидаги теигламани хосил киламиз:
(6)

а Ь с
(Ъ) —текисликнинг координата уцларидан ажратган 
кесмалари б$Гшча тенгламаси дейилади.

Текисликнинг юкорила куриб чикилган тенгламала- 
ри биринчи даражали булиб,

Ax + By +  C z + D =  0 (7)
куринишга эга булади. Шунинг учун (7) куринишдаги 
тенглама текисликнинг умумий тенгламаси дейилади. 
Бунда Л, В , С лар бир вактда нолга тенг эмас. Текис
ликнинг умумий тенгламасига кура унинг координата 
Укларига нисбатан жойлашуви туррисида фикр юритиш 
мумкин:

а) агар D  — 0 булса, (7) текислик координаталар 
бошидан утади (62- а чизма).

б) агар Л = 0 булса, (7) текислик Ох Укига парал
лел, (62-б чизма). В  — 0 булса, Оу укига параллел, 
С — 0 булса, Oz укига параллел булади. Худди шун
дай, куйидаги ^олларни куриш мумкин:

Л-0ч==>А7|| (О*), А — D^O<=>n^(Ox)\
В  =» || (Оу), В  = D  = ^  (Оу);

С = 0<=>/71 (Ог), С = D  — 0<=>п^(0г (62*5 чизма)*
в) агар Л = £ —. О, О булса, /7|(лОу). Хусу- 

сий холда 0= 0 булса, <г = 0, яъни хСу текислик тенг
ламасига эга буламиз. Шунга ухшаш, х=*а тенгла
ма уОг текисликка параллел П  текисликни ифодалай- 
ди. х = 0 тенглама уОг текисликни ифодалайди. у**^ 
эса f l l (x O z )  текисликни, у — 0 эса хОг текисликни 
ифодалайди.
14б

/  *

62-а, 0, в чизма.

1-МИСОЛ. Л1( 2; —3;
4) нукта оркали утувчи
в а я = |1 ;  — 1 ; 4) векторга 
перпендикуляр текислик 
тенгламасини тузинг.

Е ч иш .  Маълумки, берилган Мх(хи у1э zx) нукта
дан Утиб, берилган я = {Л, fi, С) векторга перпендику
ляр булган текисликнинг тенгламаси

А(х -  хх) + В(у  - у,) + С(г -  г,) = О
куринишга эга. Масала шартидан:

х х = 2; У1 *= — 3; г, = 4;
Л = 1;‘ Я  — -  1; С — 4.

Буларни юкоридаги тенгламага куйиб, изланган текис
лик тенгламасини *осил килам из:

1(х — 2) — Ь (у  +  3 ) +  4 ( г-4 )  — 0=>
=> .г — 2 — у — 3 +  4г — 16 = 0 => л: — У + 4с — 21 = 0.

-►
2-мисол.  Текислик Л (2; 2; 3) нуктадан утиб, р —

»|1; 1; 2J; q =• (2; 4; 3| векторларга параллел булсин. 
Шу текисликнинг умумий тенгламасини тузинг.

Ечиш.  Берилганларни (2) тенглама билан солиш- 
тириб, куйидагиларни аниклаймиз:

jt0 = 2 ; Уо = 2 ; г0 =- 3, 
в, =  1; г», =  2; 7 , - 1 .  
а* — 2; = 4: Та “  3.
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Натнжада бу \ол учун (2) 
ринишла булади:

х — 2  у — 2

детерминант куйидаги ку.

г - 3
1
3

- 0 .

Учинчи тартибли детерминантни ^исобласак, изламган 
текисликнинг умумий тенгламасига эга буламиз:

X — у + 2  — 3 = 0 .
3-мнсол. 2х -f Зу — 5г — 30 = 0 текислик берил- 

ган. Бу текисликнинг координата уклари билан кеси
шиш нукталарннннг координаталарини топинг.

Ечиш.  Текисликнинг берилган тенгламасини унинг 
координата Укларидан кесган кесмалари буйича тенг
ламаси куринишига келтирамиз:

+
30 30

ёки
-  —  1
30

- +15 10 6

Демак, текислик Ох укини (15; 0; 0), Оу укини (0; 10;
0), Ог укини (0, 0; —6 ) нукталарда кесади.

2- §. Фазода иккита ва учта текисликнинг узаро 
жойлашуви

1. Айтайлик, декарт координаталар системасида ик
кита /7, ва П, текислик узларининг тенгламалари би
лан берилган булсин:

/7, : А хх  -f- В ху  -|- C\Z -f- =» 0, (Ь |
/ 7 ,: Агх + fi,y + С2г + D2 -= 0. (8 * )

Бу икки текисликнинг j/заро жойлашувида куйидаги 
доллар булиши мумкин:

а) текисликлар тутри чизик буйича кесишади:
б) текисликлар узаро параллел (умумий нуктага эга 

эмас);
в) текисликлар устма-ует тушади;

(63-а, б, в чизма'. Бу доллар кандай шартлар бажа- 
рилганда юз беришини билиш учун Пи /7, ларни
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^одаловчи тенгламалар 
’̂ гемасиии текшириш ке- 
аК# Бунинг учун куйидаги 

^трицаларни тузамиз:
/л, в, с,

Д  =

А*

(А,  В, СЛ  
U «  Ь  C J/л, вх сх ол
\Ла В2 С, Dj j

63-е, б. в чизма.

Д матрицанинг рангини г 
билан, А* матрицанинг ран* 
гини г* билам белгилайлик.
Юкоридаги >(олларнинг юз 
беришини караймиз.

а) агар текнсликлар ке- 
сишса, система биргаликда 
булади, яъни /7, ва Г1г те
кисликлар умумий нуктага 
эга булиб, бир тугри чизик 
буйлаб кесишади, бунда 
г — г* = 2  булади:

б) П х ва /7, текисликлар 
параллел булса, Л, = ХЛ,.
5 , С,  = /С2 бажарила* 
ди хамла г*—'1; г= *1 булади.

в) текисликлар устма-уст тушса, Д, = ХЛ2, 5, = >52, 
С, — ХС2, DX — ).U3 булиб, г = г * = 1  булади.

2. Айтайлик, декарт координаталар системасида уч
та текислик узининг тенгламалари билан берилган бул
син:

/7, : Д,д: + в . у  + С.г +  О, =0, (9)
П .,: A.jX + В 3у + С3г + D, =  О, (10)
/73: Л3д:-1-5,у + С,г-ЬОз — 0. (П )

Бу учта текисликнинг фазода узаро жойлашувида 8  та 
*ол руй беришн мумкин (64-чизма):
! 1) учта текислик битта умумий нуктага эга (64-а 

чизма);
ь 2 ) текисликлар жуфт-жуфг кесишади, аммо умумий 

нуктага эга эмас (64-Л чизма);
; 3) Учта текислик битта тутри чизик буйича кесиша- 

Дн (64-е чизма);
4) иккита текислик узаро параллел булиб, учинчи 

текислик уларни кесади (64-г чизма);
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C4-e, б. в, г. д. е, ж . з чизма.

5 ) учга текислик Узаро параллел жойлашган б?ла- 
ди (64- д чизма);

6 ) иккита текислик устма-усг тушади ва учинчи те
кислик уларни кесади (64-е чизма);

7 ) иккита текислик устма*уст тушади ва учинчи те
кислик уларга параллел булади (64-ж  чизма);

8 ) учала текислик лам устма-уст тушади (64- з чиз- 
ма;. _______
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Бу холлардан кайси бири юз беришини билиш учун 
/7,. Ъ  текисликларнн ифодаловчи тенгламалар сис* 
геМасиин текшнриш керак (бу *ам матрицалар ёрдами- 
да текширилади).

Ми с о л. 2л: +  у = 5; *  +  Зг=16 ва 5у — г =■ 10 
гекисликларнннг узаро жойлашишини аникланг.

Е чиш .  Бу текисликларнинг кесишиш-кесишмасли- 
гини аниклаш учун куйидаги системанинг ечимини то
памиз:

2дс +  у — 5,
JC Ч- Зг — 16,
5 у - г =  10.

Системани ечиш учун куйидаги детерминантларни ту- 
замиз ва уларни ^исоблаймиз:

Д -
2 1 0 
1 0 3 
0 5 — 1

д , =

- 2 0 3 
5 -1

1 3 
0 - 1

- 3 0 +  1 - - 2 9 »

5 1 0

16 0 3 — 5 0  3 1 1 6  3 1

1 0 5 - 1
5 —1 1 1 0  — 11

-  75 + 46 -  -  29;
2 5 0
1 16 3 = 2 16 3 - 5 1 3
0  1 0  - 1

1 0  — 1 0  - 1

— 92+5=* — 87;
2 1 5
1 0 16 =  2

0 5 1 0

О 16
5 10

5
10

---  160+15---  145,

л  =  А- '  =  ^ = 1 ,
Д -29

Д -29
— Н5

Д -29

Демак, текисликлар ( 1 ; 3; 5) нуктада кесишади.
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/ \ 3- §. Икни текислик 
орасидаги бурчак

Фазода декарт координата, 
лар системасида кесишувчи 
икки текислик узининг тенг- 
ламалари билан берилган бул. 
син:

/7,: Ахх +  В>у + С,г +

П г : Агх + В гу + С2г +
+ 0 , - 0 , ( 12)

65-чизма. + D 2 — 0. (13)
Икки текислик кесишганда туртта икки ёкли бурчак 
хосил булиб, улардан узаро вгргикал бу/панларн тенг 
булади (65-чизма». Демак, иккита хар хил бурчак \о- 
сил булиб, буларнинг бири иккинчисини тулднради. 
Шунинг учун шу икки бурчакдан бирини топиш етар- 
лидир. Бу иккита икки ёкли бурчакдан бирининг чи-
зикли бурчаги берилган текисликларнинг nx = (А,; Вх\
С,( ва пг =■ (Л2; В-г< нормал векторлари орасидаги 
бурчакка тенг булади. /7, ва /72 орасидаги бурчании ? 
десак,

(14) формуладан хусусий холда иккита текисликнинг 
перпендикулярлик шарти келиб чикади: Я, ва /7, те* 
кнсликлар перпендикуляр булиши учун со$<р =  0 , яьни 
-►

— 0 ёки А ХА2 + В хВ 2 + СхС2=*0 булиши керак. 
Икки текисликнинг параллеллик шартлари эса куйида- 
гича ифодаланади:

Мисол.  Берилган 2х + Зу — г + 2 = 0 ва х + у + 
+ 5г— 1— 0 текисликлар орасидаги бурчакни топинг.
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. * Л, -По
COS ?  =  COS (nl9 пг)= --!—- (14)

I Л, I* I n a |
ёки

cos <? = cos (я,, я2) Â A'2 + Г|С]



Еч и ш. Икки текислик орасидаги бурчак форму
л о й

cos <р
V А[ + в\+с] V а\ + в\+с\

дан фойдаланамнз Берилиила кура:

ва
Л, = 2, £ , = 3  С, =--1 

/1,-1, В 2= 1, С,-=5.
куларни юкорилаги формулага ц^ямиз

2 -1+3•1 - 1 •5
I  COS <р «■

/2*+3» + (— I)* /  1’ + Р  + 5> 
2 + 3 - 5  О

/ 4  + 9 + 1 у/ 1 +  1 + V5 

COS ?

/  14 • /27
О,

0 : ? -  2 -

Демак, берилган икки текислик узаро перпендикуляр 
экан.

4-§. Нуктадан текисликкача булган масофа

Фазода декарт координаталар системасида М 0(х0, 
Уо, го> нукта ва Г1: Ах + By  + Сг+  D  = 0 текислик 
берилган булсин. М 0 нуктадан текисликкача булган 
масофани \исоблаш талаб кнлинсин. Бунинг учун бе
рилган М 0 нуцтадан текисликка туширилган перпенди- 
хулярнинг асосинн Н  бнлан белгилаймиз (6 6 * чизма).

= p(Af0, П) биз излаётган масофа булади. Те
кисликнинг нормал век

тори п = (Л. В, С’} ни ут-
_¥ -*>

казамиз. Н М 0 вектор ft 
векторга коллинеар.

НМ0 ва п векторларнннг 
скаляр купаНтмасини то
памиз: 66*чизма%

1*8



НМ 0-п — \НМ01* | л I -cos{H M 0, n)= ?(M 0, /7)|n | -(± 1). 
Бундан

?(M 0, ( 16)
Iя I

(16) формулани координаталарда ифодалаймиз. Айтай. 
лик, Н  нуктанинг координаталари хи у,, г, булсин. У 
холда

НМ 0■ п =- Л(х0 — х х) -+ В [уо—у,) + С(г0—г,) =
— Ах о + By о -f Сг0 — (Лд:, + By, + Сгх>.

Н  нукта берилган текисликда ётгани учун Лл, + 5 у,4 -
+ Сг, + £) = О булади, бундан эса И М 0 л=Лж0+ ву0+ 
+ Cz0 +  D.

п -=* / Л2 -+- В'1 -+- С* эканини эътиборга олсак,

рЩ п. П ) -  1 А*> + Вуо + Сг° (17) 
/  /4»+ В1 + С.а

формулага эга буламиз. Бу формула берилган нукта
дан текисликкача булган масофани хисоблаш форму- 
ласидир.

Мисол.  М ( 3; — 2; 1) нуктадан 3 t + 6y — 5г+2=-0 
текисликкача булган масофани топинг.

Е чиш .  Берилишига кура:
*о =  3 ; У о -------2 ; г 0 =  1;

Л = 3; 5 = 6 ; С ==-5; D -  2,
Буларнн (17) формулага куямиз, у холда

p(Af П) " 13 ‘ 3 + 6,(~2) + (—5)-1 ч-2 | _  Q .
/3> + б* + (-5)« /70 ’

d =  — бирлик.
/То

5-§. Тугри чизикнинг берилиш усуллари

Тугри чизикка параллел булган хар кандай вектор 
шу тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори дейилади.
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р 1. Тугри чизик узи- 
Нинг бирор М 0(х0\ у0; *„) 
цуктасн ва шу тугри чи- 
змцнинг йуналтирувчи
^ектори / — 1/,; /,}
■лиг берилиши билан 
лнякланади (67-чизма). 
Тугри чизикнинг ихтиё
рий М(х\ у, г) нуктасини

Жяайлик: М0М ва I век-
Иорлар коллинеар булгаии 
учун:

лСм  •= t • 1

67-чизма.

<<€#>' (18)
"► -> —*■

ОМп — г0, ОМ — г десак *амда М0М — О М —ОМ0 ни 
хисобга олсак, (18) ни куйидагича ёзиш мумкин:

г == r 0 + t l  (19)
(19) тенглама тугри чизикнинг векторли тенгламаси
деб агалади. М 0М=  (дс—дг0; у — у0; г—г0| ва (10) дан
Куйидагини ёзиш мумкин:

■  : x — x0 + l tt9
У =  Уо +  (2)
г = г0 + /3/.

В О ) куринишдаги тенгламалар системаси т$три чизик- 
нинг на >аметрик те мари  дейилади.

2 . (2 0 ) тенгламадан параметр t ни чикариб,
х - хр г у - Уо г — & /2п

■сУринишдагн тенгламага эга буламиз. Бу TfFpu чивиц- 
Ьин г каноник тенгламалари дейилади.
Ш 3. Иккита М,(лу, у,; zx) ва М 2(х2\ у2; z2) нукта ер- 
Вали утувчи тугри чизикнинг тенгламаси

*-•*1 m  у —У\ ^ 2 — г\ 2̂2)  
К  дга-Ж! Уа— У\
куринишда ифодаланади (бу тенглама биринчи яункт-
даги А10 нукта урнига М  ва 1~М М г деб олинса, (18)
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муносабатдан келиб чи. 
кади). ( 22)  ни куйидаги] 
ча .\ам ёзиш мумкин:

+ {X* — X i)t9 
У “ У< + (У2 -У. )Л 

г = г, + (г, — z,)t. (23)
(23) тенгламалар ciicie. 
маси параметрик кури* 
нишдагн тенгламадир.

4. Тугри чизик икки- 
бь-чизма. та /7, ва /7, текислик-

ларнинг кесншиш чизиги 
сифатида *ам берилишн мумкин, яъни rf—П %[\П^% бу 
ерда

/7,: Ахх + В ху + Cyz -f* D x *=- О,
П 2: А2х + В 2у + С2г + D2 — 0. (24)

Бу тенгламалар системаси А х: В х: С%Ф  А2: В2: С2 ш а р т 
бажарилганда тугри чизикни аниклайди (6 8 - чизма).

1-мисол. (I; 4; 3) нуктадан утган ва йуналгирув-
чи векгори /=(2 ; 3; 1 } булган тугри чизик тенгламасини 
тузинг.

Еч иш .  (21) тенгламадан фойдаланамиз. А\асала 
шаргига кура:

х0 = 1; Уо — 4; z0 -= 3, /, = 2; /2; = 3; / ,*» !.
У х,олла изланяётган тугри чизик тенгламаси чуйнда- 
снча булади:

х — 1 _  у — 4 г — 3 
2 ~  3  =  I *

2-мисол.  Л( — 3; 1; 2) ва 8(8; —2; 5) нукталардан 
утувчи тугри чизик тенгламаларини тузинг.

Е чиш .  Берилган икки нуктадан утувчи тугри чи
зик тенгламасн

х -  лг, ^  у -  у, __ г 
Jfj-x, у2— у, *j-*i

куринишда булиб, унга Л, 5 нукталарнинг коорднна
таларини кУАсак,

*  + 3 у - 1  г - 2



тутри чизик тенгламаларига эга буламиз.

6 - §. Тугри чизиц ва текисликнинг узаро 
жойлашуви. Тугри чизик ва текислик 
орасидаги бурчак

*► -*»
Айтайлик, I тугри чизик R  = |0; /; j ) декарт коор

динаталар системасига нисбатан узининг
х ^ х 0 + /,/,
У — Уо + (25)
■г — г0 + l3t

параметрик тенгламалари, П  текислик эса
Ах +  By  -f- Сг + D  — 0 (26)

тенгламаси билан берилган булсин. Тугри чизик билан 
текисликнинг, узаро жойлашувини текшнриш учун (25) 
даги х, у, г ларнинг кийматларини(26)га кУйиб, сод- 
далаштирсак. тубаидаги t га нисбатан тенглама ^осил 
булади:

(Л/, +  В12 + С/8)/ -f- (Лх0 -f- Ву0 + Сг0 -f D) ■=» 0.
Бу тенгламани текшнрамиз. Бунда куйидаги доллар 
булиши мумкин:

> 1) агар A lt+ B l2+ C l3=£0 булса, I тугри чизик П  те
кислик билан кесишади.

2 ) агар
Л/, 4 5/а + С/3 =  0, 1 <27)
Ах0 Byо + Сг0 D  Ф  0 j

бажарилса, 1['[П = 0  булади.
3) агар

Л/, + В12 + С/„ = 0, 1 

Ах0-{- Вуи -f- Сг0 + D  = О J
булса, I С/7 булади.
Тугри чизик билан текислик орасидаги бурчак деб, 
тутри чизик билан унинг шу текисликдаги ортогонал 
проекцияси орасидаги бурчакка айтиладн. (25) тугри



чизик билан (26) текислик орасидаги бурчак (69-чиз. 
ма)

sin 6 | Al, + Bt, + с/, I
1/ л*+в*+ a - V  i[ +1\ + tf

(28)

формула ёрдамида топилади.
Берилган текисликнинг берилган ту^ри чизикка парал- 
леллик шарти

А1,+В1г +  С / ,-0 . С29)
перпендикулярлик шарти эса

Г  = Г “ Г  (30)1\ «з *S

курннишдя ифодаланади.
Энди текислик ва тугри чизикка дойр машклар ба- 

жаришда зарур буладиган тенгламаларни келтириб 
Утамиз.

1 ) берилган Л1 ,(х,; у,; г,) нуктадан утиб, берилг.н
- ~ -" = у- —~ * ° тугри чизикка параллел булган 

Л /j h
тугри чизик тенгламаси:

(31)
/, /, /,

2) берилган Л1,(х, у,; г,) нуктадан утиб, берилган 
Ах By  + Сг -f D  = 0 текисликка перпендикуляр бул
ган тутри чизикнинг тенгламаси:

* - * ■  у — у, _ г - г х
Л В С ’

3) берилган М,(дг,; у,; г,) нуктадан ^тиб, берилган 
у4г -f /<у С г+  £> = 0  текисликка параллел булган 
текисликнинг тенгламаси:

Л(д:-д:,) + В ( у - у , )  +  
С (г-г,)= -0. (33)

4) Берилган Af,(jc,; у,; г,) 
нукта оркали $?тиб, ■ =

у — V' г —г1
т у т р и  чи-

69-жзма.
зицка перпендикуляр б^лгаи 
текислик тенгламаси:
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Л (*  -  ■*,) +  lily  -  У.) + M *  -  г,) = 0. (34)

1-мисол.  Берилган ^  тугриД Л0 *  »
зиК ва 2х +  у — 2г — 6  = 0  текислик орасидаги бурчак- 
ни ва уларнинг кесишиш нуктасини топинг.

Е ч и ш .  ТуFpH чизик ва текислик орасидаги бурчак
s j n  0 _ ___________| А1Х 4- BL  +  С / 3 1

VА *+  B* + C * V  / (  +  ^  +  /3

формула ёрдамида аникланади. Шунниг учун берилган 
А = 2; В  = 1; С = — 2; — 1; /а = 2 ; /3 =* — 2  ларни 
бу формулага цуйиб топамиз:

2 - 1  + 1 - 2 Ч- (—2 ) • (- 2)sin 6
/ 2* + I* + (—2 )* • / 1* + 2» + (—2 )» 

2 + 2 + 4  8 8

/ 1  + 4  +  4-/1  + 4  + 4  3,3 9 
g

Демак, 0 = arcsin —.
%7

Энди уларнинг кесишиш нуктасини топамиз, унинг учун 
т^ри чизик тенгламасини параметрик куринишга кел- 
тирам из:

л — 1 у — 1 г — 1 ^  .
1 в  2 " "  - 2  “  ’

1 ’ 2 ’ - 2
Л«= / + 1,
у = 2/-h 1. («) 
г -= — 2/ + 1 ,

Буни текислик тенгламасига цуямиз:
2 (/ +  1 ) + (2 / +  1 ) - 2 ( - 2 / + 1) — 6  — 0 ;

2/+ 2+  2/ + 1 +  4 / - 2 - 6 - 0 ;
8 * + 3 - 8 - 0 ;

8 < — 5 — 0;
8

t нинг бу цийматини (а) га куямиз:
5 . , 13
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10 , - 18 9
у ~ ? + | ~ г  = 7 :

= _  10 , . _  _  2^_____1_
Z =  8 Г 8 “  4*

Демак, берилган т^ри чизик ва текисликнинг кесц.
/13 9 1 \ шиш нуктаси —; —; — - дан иборат.
\ 8 4 4 /

2 -мисол.  М (— 1 ; 3; 0 ) нуктадан ^тиб, 2 л:—у —2 г— 
— 4 = 0 текисликка перпендикуляр булган тугри чи
зик тенгламасини тузинг.

Е чиш .  Af,(jc,; у,; г,) нуктадан утиб, Ах + By л. 
+ Cz + D  — 0  текисликка перпендикуляр булган тугри 
чизик тенгламаси

х — хх _  у — у, я г — *\ 
A B C

формула ёрдамида аникланади. Демак,
х+ 1 | гу - 3 ^ г -0  

2 ”  - I  - 2
ёки

х+  1 _  у — 3 _  г

7-§. Икки тугри чизик орасидаги бурчак

Иккита тугри чизик /?=|0; /; /} тугри бурчакли 
координаталар системасида узининг тенгламалари би- 
лай берилган булсин:

Жали. Шунинг учун икки тугри чизик орасидаги бур 
икки вектор орасидаги бурчак каби

/• Iх

|Тц?| /  ' '* + С  + ‘з
мрмула ёрдамида аникланади.
■(37) формуладан эса куйидаги келиб чикади:

(37)

I J- I ' / • /' = С=>* /, • /| -j- I 4I 1 + /3/3 = 0 .
Н ок М и с о л .  Йуналтирувчи векторлари мос равишда

7-110: 2; 11}; Г  — (3; 12; 4)
>улган тугри чизиклар орасидаги бурчакни топинг. 
■Ечиш .  Бу векторлар орасидаги бурчак тугри чи- 
ицлар орасидаги бурчакка тенг. Демак. берилган тур- 
ж чизиклар орасидаги бурчак (37) формулага кура 
(уйидагича аникланади:

cos <р ю з - 4 -  2- 12+ 11 -4

f / |  . Г г \  / 1 0 3 +  2 4 -1 1 * / 3 *  +  12» +  4 ‘

98
195*

д: — х.

V Г— X Z z i  
/Г

г — (35)
1 '2  ‘3

Икки тугри чизик орасидаги бурчак деб, бу тугри чи
зикларнинг йуналтирувчи векторлари орасидаги бур* 
чакка айтилади.

I тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори / — {/,; lv
/' тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори

i t  -►
lj, /3} булсин. I ' ва I векторлар орасидаги бурчакни ? 
десак, у / ва /' тугри чизиклар орасидаги бурчакни
160

? = arccos —  =» 59°50'.
195

Ма ш кл а Р
1. Декарт координаталар системасида 4;с +  у — 2г — 

— 6  — 0  текисликни ясанг.
2. М (4; —2; 6 ) нуктадан утиб, координата Уклари- 

]дан тенг кесмалар ажратувчи текислик тенгламасини 
ёзинг.

3. /И,( —I; 3; 2) ва М ,(2; 7; 4) нукталар берилган.
И, нуктадан утувчи ва N —М\М2 векторга перпенди
куляр текислик тенгламасини ёзинг ва текисликни 
ясанг.

4. Зл: — 2у + 6 г + 4 =  0 ва 2х + у — 2г + 3 = 0 те
кисликлар орасидаги бурчакни топинг,

5. (3; 5, 2) нуктадан утувчи ва х — 2у +  3г — 8  — 0  
екисликка параллел текислик тенгламасини топинг.

6 . Ох укдан ва Л/(1; —4; 3) нуктадан утувчи те
кислик тенгламасини ёзинг ва текисликни ясанг.

7. Ж ,(2; 3: 5) ва Л12{0; 4; 6 ) нукталардан утувчи 
за Оу Укка параллел текислик тенгламасини ёзинг.
“  — 10 151



8 . Oz укка параллел, Ox ва Оу укларидан мос ра 
вишда а *  4 ва Ь =  6  кесмалар гжратувчи текислн* 
тенгламасини ёзинг. Бу текисликни ясанг.

9. Куйидаги текисликларнинг кесишиш нуктасиНи 
топинг:

2 х -4 у  +  З г - 1  =0;  л — 2у4-4г — 3 = 0
ва

4* +  у +  6 г - 2  = 0.
10. х + 2у — 2г +  4 = 0 ва 2х + у + 2г — 5 — 0 те. 

кисликлар орасидаги бурчакнн топинг.
11. А (—2\ 3; 1 ) ва В (3: 4; 2) нукталардан уту вЧи 

тугри чизик тенгламасини тузинг.
12. Л(1; 5; 3) нуктадан утиб, у? = |2; 1; 4) векторга 

парачлел булган тугри чизик тенгламасини ёзинг.
13. Ушбу х — г — 5

у = 2  + 4 *  тугри чизикни ясанг.
Унинг хОу ва хО> текнсликлардаги изларини топинг, 

К у р с а т м а .  Тугри чизик тенгламасида г — 0  де( 
олинг.

, .  х — 2 у + 3 z — 1 . ,14. ——  = = -у-  тугри чизик билан 4с~
— 2у + 4г = 4 текислик орасидаги бурчакии топинг.

15 Ушбу *  =  3/,
y — t — 2,
z =  t — 1 тугри чизикнинг х+ Зу — 2г=< 

текислик билан кесишиш нуктасини топинг.
, „  „  д — 5 у + 2  г х — 2 у — 316. Верилган - - . L - - -  ва —  -

f)
= ——  тугри чизикларнинг бир текисликда ётишиш 
курсатинг.

17. /И(3; 1; —2) нуктадан утиб, х + Зу — 2г = 0 те 
кислнкка параллел булган текислик тенгламасини ёзинг

18. Куйидаги тугри чизиклар орасидаги бурчакш 
топинг:

I 2х -  5у + 2г +4 = 0, ва J Зх + 2у — г  — 3 — 0,
1дс + 4у — Зг — 2 = 0 12х — у + Зг + 4 — 0.
К у р с а тм а :  Берилган тугри чизикларнинг хар <5к 

рининг йуналтирувчи векториии текисликлар норм* 
векторларининг вектор купайтмаси сифатида аник-ч*111 
керак. ■ •
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19. - =» -— ! — i i ?  т\три чизикдан утувчн ва
2 з 1 1 r 

д: + 2 у — Зг + 5 = 0 текисликка перпендикуляр текис- 
ликнннг тенгламасини ёзинг.

2 0  = >L±J = £-±i т^рри чизикдан ва Г ( 2 ; 1 ; 0 )
1 2 4

нуктадан утувчи текислик тенгламасини тузинг.

IX Б О Б
ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАР

1-§. Иккинчи тартибли сиртнинг умумий 
тенгламаси

Бирор декарт координаталар системасида координа
талари куйидаги теигламани цансатлантирувчи нукта
лар туплами иккинчи тартибли сирт дейилади:

а,,х* + л22у* + а33г* +  2 а„дсу + 2  апхг + 2 аг,уг -+
+ 2анх -f- 2 а24у + 2 а34г +  аи = 0 , ( 1 )

бу тенгламалаги а,,, ап , а3„  а,,. а ,„ о, 3 коэффициент- 
ларнинг камида бигтаси нолдан фаркли булиши керак. 
Агар бирор сирт декарт системасида 2 -даражали тенг
лама билан берилган булса, бошка системада хам 2 - 
даражали тенглама билан берилади. Биз оддий кури
нишдаги иккинчи даражали тенгламаларнинг баъзила- 
рини караймиз.

2-§. Сфера тенгламаси. Сферик сирт
Сферанинг Охуг тугри бурчакли декарт координа

талар системасидаги тенгламасини тузамнз. Айтайлик, 
(а; Ь\ с) нукта сферанинг маркази, R  эса унинг радиу- 
си булсин. Сферанинг ихтиёрий нуктаси Af(x; у; г) 
унинг маркази булган (а; Ь\ с) нуктадан R  масофада 
жойлашиш хоссасидан фойдалансак, сфера тенгламаси 
Куйидагича булади (айлана тенгламасига ухшаш кел- 
тириб чикарилади):

( x - a r  +  ( y - b y  + ( z - c y ~ R \  (2)
(2) генглама маркази (а; Ь\ с ) нуктада ва раднуси R 
га тенг булган сфера тенгламаси дейилади. Агар
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а -= й = с =  0  булса, (2 ) тенгламадан маркази коорд,,, 
наталар бошндв, раднусн R  га тенг булган сферанщ  ̂
ушбу тенгламасига эга буламиз:

X* + у* + г* = R'-.
Энди (2) ни цуйидагича (очиб) ёзамиз:

•** + У1 + — 2ах — 2 by — 2 сг +
+  а* 4- Ь1 + с‘ — /?-’ — 0, (3 )

бу ердан сс^еранинг иккинчи тартибли сирт эканини ку. 
рамиз;

Энди сиртнинг умумий тенгламаси (1) да а „ =-
— а 13 •= аг з ~ 0  ва с,, •= а22 — с3:1 деб олннса, у *олд3

ЛиХ* + а,,у': + амг* +
+  2а14л + 2а21у + 2а34г + а,4 — 0 (4)

га эга буламиз ва бу тенглама сферани ифода кили- 
шини текшнрамиз. (3) ни аи ф 0  га буламиз на

l•a\^ =  д .  2 а,, 
"и а..

g  2а,,

«II
С; = 

«и
белгилашларни киритиб,

jc* -j" ”Ь Cz -f- /) О (5)
куринишдаги теигламага эга буламиз.
(5) тенгламани дом бироз шакл узгартиришлардан кейин 
ушбу куринишда ёзамиз:

ёки

I . л Y  . / . я  \2 , / , С 2 ( *  + 7 ) + ( y  + - j + ( * + T j -  

=  — (Л2 + fl2 +  С* — 40)
4

(« + * )* + (> + !У + ( * + 7 ] Г -  

“  { j V  л '2 + + с * -  4DJ-

г»)

( 7)

(7) дан курннадики, А1 4- В г 4- С* — 4D > 0 булганда 
(4) тенглама маънога эга булади. А1 4- В 1 4- С 3 — 4D>
> 0 булса, (7) тенглама маркази ( — —; — —; — ^-1

\ 2 2
нуктада ва радиуси R  — — У А* 4 - В 1 4 - С* — 4D булган

2

Нферани ифолалашини биллиради. Агар A 2 -f в а + С*— 
4£) — 0 булса, (7) тенглама д̂: 4- (у + j j*  +

| 4 - ^ 4 - ^ y = 0  куринишда булиб, у факат битта ;

Г  — — —j нуктани ифодалайдн. Демак, (5) тенглама
Ц факатгнна Л 2 4 - В 1 4 - С2 — 40 > 0 шартда сферани аник- 

лайди.
Мисол.  л* 4- У* 4- г* — 2* 4- 4у + 8 г 4- 6  =» 0 сфера- 

нинг маркази ва радиусини топинг.
Е ч иш .  Берилган тенгламани (jc — а )' 4- (у — Ь)* 4 -

4- (г — 6 ) 2 =• R2 куринишга келтрамнз. Бунннг учун 
I  тенгламада х, у, г ли хадларни олиб, уларни тула 
[ квадратга келтирамиз:

хг — 2x4- У*4- 4у 4- г 1 4- 8г 4- 6 = O zzy 
I  — > (х -  1 )2 4- (У 4- 2 )2 4- (г 4- 4)* 4- 6 -  1 -  4 — 16— 0 - ^  

=г> ( х -  I ) г 4- (у  4- 2 )2 4- ( г  4- 4 )2 =  15 ёки 
U  -  1 )* +  (У 4- 2 )14- (г  4- 4 1* =  ( V 15)*.

: Демак-, сферанинг_маркази (1; — 2: — 4) нуктада, ра- 
» дйуси эса /?=*[/15 га тенг.

3-§. Иккинчи тартибли цилиндрик сирт

Айтайлик, П  текисликда 7 иккинчи тартибли чизик 
I  ва 6v текисликка параллел булмаган d тутри чизик бе- 
| рилган булсин. Бизга маълумки, d туFpn чизик узига 

параллел булган е тутри чизиклар борламини аниклай- 
ди. Ш у г богламнинг 7  
Ьизик билан кесишадиган 
fryrpn чизикларига те- 

1гишли булган фазонинг 
| Ф  нукталар туплами ик- 
гкинчи тартибли цилинд- 

I  рак сирт дейилади, бунда 
чизик унинг йуналти- 

Бувчи си , 7 чизикни ке- 
■Сувчн г богламнинг тутри 
■ЧИЗИКЛйрИ Ф цилиндрик 
Всиртиинг ясовчилари де-
I  йилади, 70-чизма.



Ф цилиндрик сиртнинг /?*= (О, /; /; k) координата
лар системасидаги тенгламасини келтириб чицарамиз.
Ушбу а = а,/ 4- a j  4- a3k (а3 ф 0) вектор d тугри чи- 
зикиииг йуналтирувчи вектори булсин (70-чизма), -• 
чизик эса берилган координаталар системасида

П * ; у ) = * 0  (8 )
тенглама билан аникланган булсин. Ихтиёрий Л1 (.v; у;
г )£Ф  ну^тани оламиз. Шу Ж  нуктадан утган ясовчп- 
нинг хОу текислик билан кесишган нуктаси А  (л,; у,;
0) булсин. У холда M N  = [xt — х\ у, — у; — г] ва а
вектор билан M N  вектор коллинеар булганн учун:
MN  •= t • а, бундан

л, = дг + axt\ у, = у 4 - a2t; 0  = г + a3t ;
х, = х — — г; У1 — у — — г. (9)

аз а3
(8 ), (9) = > г ( х - * г ' ,  у - “’ г ) - 0 . ( 1 0 )\ о3 а3 /

(10) — цилинлрнк сиртнинг тенгламасидир. Агар иккин
чи тартибли цилиндрик сиртнинг йуналтирувчиси эл- 
липсдан иборат булса, у эллиптик цилиндр, гипербо- 
ладан (параболадан) иборат булса, гиперболик (пара
болик) цилиндр дейилади. Агар Ф  цилиндрик сиртнинг 
йуналтирувчиси жуфт кесишувчи (параллел) т^гри чн- 
зиклардан иборат булса, сирт жуфт кесишувчи (мос 
равишда параллел) текисликларлан иборат булади.

Мисол.  Йуналтирувчиси лОу текисликда х1 4*
4 - Злу — 2уа — х + у + 1 = 0 тенглама билан аникла- 
нувчи, ясовчнлари |1 ; 2 ; 1 ( векторга параллел булган 
цилиндрик сирт тенгламасини ёзинг.

Ечиш .  Куйидагиларга эгамиз:
F ( x \  у) — 4- Здсу — 2у* — л  4- У 4* 1 = 0; 

а =• 11 ; 2 ; 1 |; а, «= 1 ; а2 — 2 ; а3 — 1 .
У холда изланаётган сирт тенгламаси куйидаги кури- 
нишла булади:

£ (х  — г, у — 2г) — (х — г)* + 3 (х -  г) (у — 2 г) —
-  2  (у — 2 г)г — (л — г) + (у — 2 г) -f 1 «= О

ёки
х 2 _  2уг -j- г1 + Злу — 8хг 4 - 5уг — л -f-y — г + 1 — 0.
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4-§. Иккинчи тартиб- г
ли конус сир г

Айтайлик, П  текис- 
ликда 7 иккинчи тартиб
ли чизик ва sflt/7 нукта 
берилган булсин. Бизга
маълумки, s нукта орка-
ли утувчи тугри чизик
лар s(s) TyFpn чизиклар 
богламини аниклайди. 
е(5 ) борламнинг 7 чизик 
билан кесувчи тугри

о
к

У

чизикларига ёки 7 га ‘у
нисбатан асимптотик йу- 
налишга эга булган туг
ри чизикларга тегишли 71-чизма.
булган фазонинг нукталар
туплами Ф иккинчи тартибли конус сирт (ёки конус) 
дейилади. Бунда 7 — сиртнинг йуналтирувчисн, e(S) 
ясовчилар, S эса конус сиртнинг учи дейилади.

Конус сирт (конус) тенгламасини келтириб чицара- 
миз. Бунинг учун лОу координата текислиги П  текис
ликка параллел булган

коэрдннаталар системасини оламиз. Айтайлик, текислик 
Ог укини 0(0; 0; Л) нуктада кессин *амда Ф конус 
сиртининг учи S (x 0\ у0; го) координаталарга эга бул
син (71-чизма). Агар 7 иккинчи тартибли чизикнинг 
тенгламаси
F  (*, у) = а„х* 4  2а,глу + а2,у* 4  2а,0л 4  2aJoy 4  aw

куринишда булса, конус сиртнинг тенгламаси тубанта
ги куринишда булади:

Агар Ф конус сиртнинг учи R  координаталар система- 
сининг боши билан устма-уст тушса, у *олда * 0 = 
= Уо = г0 = 0, h Ф  0 булиб, тенглама

R  =  |0; tT /Т k\

( П)
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а , , * 1 + 2а „у  + апу' +  2^-°х* + 2±уг + ‘—г'1 = Ои п til
куринишга эга булади.

Мисол.  Тугри бурчакли декарт координаталар сис- 
темасида конус сиртнинг учи S (0 ; 0 ; 3) нуктада, йунал- 
тнрувчиси эса

тенгламалар билан аникланган булиб, хОу текисликка 
параллел тенгламаси г = » 1  булган /7 текисликда ёта- 
ди. П  текислик эса Ог укини 0 '(0 ; 0; 1 ) нуктада ке- 
сади. Конусоснрт тенгламасини тузинг.

Ечиш .  Йуналтирувчи Л  текисликда х2-\ у2— 1 = 0 
тенглама билан аникланади. Берилганларга кура:

У *олда ( 1 1 ) формуладан куйидагига эга буламиз:

5*§. Айланма сиртлар

Айтайлик, /7 текисликда s тугри чизик ва 7 эгри
-*■ -+• -*•

чизик берилган булсин. Фазода шундай /? — 10; i\ j\k } 
ортонормал репер оламизки. унинг Ог уки 5  тугри чи
зик билан устма-уст тушсин. П  текисликда эса орто
нормал Оиг координаталар системасини киритамиз, 
бунда Gu = /7п хОу. Бу координаталар системасига 
нисбаган 7 чизик и тенглама билан аникланади.
Ох ва Он уклар орасидаги мусбат бурчакни 9  билан 
белгилаймиз ва 7 оламиз. <? бурчак [0 : 2 *) ора- 
ликда узгарганда М  нукта маркази 0' £Ог нуктада 

текисликда ётувчи О? Укка перпендикуляр булган
7 И айлана ясайди (72-чизма). У *олда /г= U 7 Af

м 67
фигура айлйнмл сирт дейилади. s тугри чизик айла- 
№

У) = х- +  у2 — 1; А =- 1. г0 = 3.

ёки
^  + у2 - - ( г - 3 ) 2 = 0.4



ниш уци дейилади. F  
сиргнинг айланиш уки 
оркали утувчи текислик- 
лар билан кесишишидан 
зосил булган чизиклар 
меридианлар дейилади. 
Айланиш укига параллел 
текисликлар билан F  нинг 
кесишишидан *осил бул
ган чизиклар параллеллар 
дейилади. Агар ихтиёрий 
A1£F нуктанинг коор
динаталари (х\ у; г) бул
са, у *олда

х = и cos<p, 
у-» и sin 
и = t (г)

( 12)

булади. 72-чизма.

( 1 2 )=*.дс* + у * -/*(*) . (13) 
x = f ( z )( X = [Шундай килиб, (13) тенглама R реперда j ' ^

тенгламалар билан берилган ? чизикнинг

тенгламалар билан берилган 7 чизикнинг Oz уки атро
фида айланишдан *осил булган айланма сиртнинг тенг- 
ламасиднр. Шунга ухшаш, х2 -}- гл = у2(х) тенглама 
( У = У(*).
1 2 =  0
Oz уки атрофида айланишдан ^осил булган айланма

2 . 2  u t i  \ ( x  =  h (у ) ,сирт тенгламасидир. х2 + у  = А (у) эсз ]( г 0
тенгламалар билан берилган чизикнинг Оу уки атро
фида айланишдан хосил булган айланма сирт тенгла
масидир.

1-мисол.  у = х тугри чизикнинг Ох ук атрофида 
айлянишидан ^осил булган айланма сирт тенгламасини 
тузинг.

Ечиш .  Тугри чизик тенгламасидаги у ни 
± V у*+ г2 билан алмаштирамиз:

х — ± V Уг+ z2 ёки у2 + г* — х2 — 0 ,
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бу изланаётган айланма сирт теигламасндир. Айланма 
сирт доиравий конус сирт экани равшан.

2» у*
2 -мисол.  - + уз « = 1  эллипснинг О у ук атрофида

айланишндан ^оснл булган айланма сирт тенгламасини 
тузинг.

Ечиш .  Эллипс тенгламасидаги г ни ± V г- 
билан алмаштирамнз:

£  +  - £ ± £ . . , .
6» с*

Бу изланган снрт тенгламаси булиб, b = с булганда бу 
сирт сферага айланади.

д«2 у2
3-мисол. — — ̂ 7 “  1 гиперболанинг Оу ук атро-

фила айланишидан косил булган айланма сиртнинг
тенгламасини тузинг. ______

Ечиш.  Берилган тенгламада х ни ± V x 'i -\-z'i би
лан алмаштнриб, изланаётган сиргни лоснл киламиз:

+ \ 
ал Ь*

6-§. Эллипсоид

7 эллипснинг симметрия уки атрофнда айланишидан 
косил булган Ф сирт айланма эллипсоид дейилади.

Айтайлик, т эллипс R  = |0; i; /; k\ ортонормал ре- 
пернинг хОг текислигнда ётган булсин, у . о̂лда /?, =
= (0 ; i; k\ реперга нисбатан

— —— =“  1 => Z =  с а* с* ( ‘ - 3
тенгламага эга булади. 7  эллипснинг Ох ук атрофида 
айланишидан ^осил булган Ф ' айланма э.тлипсоиднинг 
тенгламаси эса тубандагича булади:

y + * - - w  (i4)
\ а*/ а2 с* с3

хОг текислигига нисбатан / сикишни бажарамиз, яъни 
х' — х\ у' = z'=*z деймиз. У *олда R  реперга нис- 
баган Ф = /(Ф' )  эллипсоид тенгламасига эга буламиз:

у ’ 2 у ' *  2 ,г—  + ■?— + —  = 1. 
а* сЧ* 1 с*
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k} •с2 «= b* деб белги- 
лаб.\амда координаталар
ни олдингидай килиб ол- 
сак,

в, У
(15)

тенгламага эга буламиз. 
(15) тенглама эллипсоид-
иинг каноник тенглама- 1
си булиб, а, Ь% с лар эл-Г  /<£-чизма.липсоиднинг ярим укла-
ридир. Эллипсоид учун
берилган Ц репернинг координата текнсликлари сим
метрия текисликлари, координата уцлари эса сим
метрия уклари булиб хизмат цилади. Симметрия уц- 
лари эллипсоиднинг учлари дейилади. Эллипсоиднинг 
уклар билан кесишиш нукталари унинг учл гри дейила
ди. Симметрия маркази эллипсоиднинг маркази дейи
лади (73- чизма).

А'*ар эллипсопдни хОу текислигига параллел бул
ган z h текислик билан кессак, кесим тубандагн 
тенглама билан ифодэланади:

бунда, агар |А|<с  булса, кесим эллипсни, агар |А|>
> с булса, кесим буш тупламни, агар |А| — с булса, 
кесим эллипсоиднинг учини ифэдалайди. Шунга ух- 
шаш, эллиисоидни хОг ва уОг координата текислик- 
ларнга параллел текисликлар билан кеснш натижасида 
(кесимда) эллипс, буш туплам ёки эллипсоид учи *о- 
сил булншини курнш мумкин.

Мисол.  Ярим уклари мос равишда 2, 3, 7 га тенг 
булган эллипсоид тенглшасини тузинг.

Ечиш. Масала шартида берплганларга кура а = 2; 
/> = 3 ; с =* 7. У *олда эллипсоид тенгламаси куйидагн- 
ча булади:

7-§. Гиперболоидлар
Дастлаб, гиперболоидлар икки хил — бир паллали 

гиперболоид ва икки паллали гиперболоид булншини 
айтиб утамиз.

4 9 49
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1. 7 гиперболанинг узи- 
нинг мав*ум уки атрофида 
айланншидан *осил булган 
Ф ' сирт бир паллали айлан
ма гиперболоид дейилади. 
Фазонн айланиш уки оркали 
утувчи П  текисликка / си- 
кишда Ф ' бир паллали ай
ланма гиперболоиднинг ол- 
ган вазияти Ф бир палла
ли гиперболоид дейилади. 
Ушбу

г2 у* 22
“  1 <16>л* Ь2 са

куринишдаги тенглама бир 
паллали гиперболоиднинг 
каноник тенгламаси дейила
ди. (16) тенгламадан кури- 
надики, R репернинг коор
дината текисликлари бир 
паллали гиперболоиднинг 

симметрия текисликлари ^исобланади. Ох ва Оу уклар 
бир паллали гиперболоидни кесади ва унинг докикип 
Уцларн дейилади. Oz ук эса бир паллали гиперболоид 
билан кесишмайди, шунинг учун у мав^ум \'к дейила
ди. Бир паллали гиперболоиднинг симметрия уклари 
билан кесишиш нукталари унинг учлари дейилади. 
Координата боши i 0 нукта) бир паллали гиперболоид- 
нинг симметрия маркази булиб, унинг маркази дейи
лади, а, b сонлари бир паллали гиперболоиднинг *аки- 
кий ярим уклари, с эса унинг мав^ум ярим уки дейи
лади (74-чизма). Гиперболоидни лОу текислик билан 
кессак, кесимда

в* А* 
г = О

эллипс * о с и л  булади. Шунга ухшаш, гиперболоидни 
хОг, уОг текисликлар билан кессак, кесимда

л* г1 , V3 г» .



I
■иперболалар ^осит булади. Агар гиперболоидни лОу 
■екпсликка параллел булган л = А текислик билан кес
сак. кесимда

1 +V
г — Л

— 1

липе *осил булади. Бу эллипснинг ярим уцлари:

ь — V  С1 +  А2.с• W  +  Л2;
С

Л — 0 булса эллипснинг ярим уклари узининг ми-
■и чал кийматига эга булади, яъни а = а; b ^  Ь. Бир 
Мвллали гиперболоидни Оу ва Ох укига перпендикуляр 
Шлган текнеликлар (г — А; у = А) билак КвСС К» кесим
да 7 ' ва f  чизиклар *осил булади:

X* _ i !  я и  1 — —

д* С*

У = А
ва

■
2 1 _  — = 1 — —7» с» а*

Агар |А| =?feа; \к\фЬ  б^лса, у холда Y  ва т' лар ги
пербола ларнн ифодалайди. Агар | А | — b булса, у хол
да кесишувчи тугри чизиклар жуфтини, |А — а бул
са, i "  кесишувчи тугри чизиклар жуфтини ифодалай
ди. ' ’

2 . т гиперболани узининг хакикий уки атрофида ай- 
ланишидан о̂сил булган сирт Ф ' икки паллали айланма 
гиперболоид дейилади. Фазони айланиш уки оркали 
утувчи Ятекисликка f сикишда Ф ' нинг олган вазияти 
Ф икки паллали гиперболоид дейилади. Ушбу

f! _  £  — — = 1 
в» Ь2 с»

(17)

■енглама икки паллали гиперболоиднинг каноник тенг- 
■амаси дейилади (75-чизма). (17) тс гламадан кури- 
радпки, координата текисликлари икки паллали гипер-
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75-чнзма.

болоид учун симметрия текисликлари *исобланади. О* 
уки Ф сиртни икки хакикий нуктада кесади, шунинг 
учун унга хакикнй ук дейилади. Оу; Ог Уклар икки  
паллачи гиперболоид билан умумий ^ацикий нукталар- 
га эга эмас, шунинг учун улар мавхум уклар дейила
ди. Икки паллали гиперболоиднинг уклар билан кеси
шиш нукталари, унинг учлар.1 дейилади. У иккита а̂- 
кикий учга эга.

а сон икки паллали гиперболоиднинг хакикий ярим  
УК". !> ва с лар эса мав^ум ярим Уклари де:1илади. 
Икки паллали гиперболоидни Ох укка перпендикуляр 
булган текислик билан кессак, кесимда

I h = х
хосил булади.

Агар |Л|>а булса, эллипсдан иборат буладь; 
агар |А |< я  булса, у холла 7 " '= 0 , агар |А| = а бул
са, У" нуктадан иборат булади. Шунга ухшаш, икки 
паллали гиперболоидни мавхум укларга перпендикуляр 
булган текисликлар билан кессак, кесимда гипербола 
булишнга ишонч хосил киламиз.

1-мисол. Х- — 7у2 — 7г‘ + 49 — 0 тенглама билан 
берилган сиртнит шаклини аникланг.

Е чиш .  Тенгламанинг иккала томоннни — 49 га бу
ламиз, у холда

i *  I у2 + _  1
49 7

Демак, берилган тенглама айланиш уки Оа булган бир 
паллали гиперболоиднинг тенгламасидир.
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2 -мисол. Ушбу Зл2 4у* — &zl +  24 =« 0 тенглама 
1ндай снртни тасвирлайди?
Е ч и ш. Тенгламанинг иккала томонини 24 га бу- 

„6 , уни

8 6  3

ij pnHHiura келтирамиз. J5y тенглама ярим уклари а «= 
2 i/2 , b = У  6 , c=>j/ 3 булган уч укли икки паллали 

гиперболоидни тасвирлайди.

8 -§. Параболоидлар
Параболанинг уз уклари атрофида айланишндан *о- 

сил булган сирг айланиа параболоид дейилади. Эл- 
лимтик ва гиперЗолик параболоидлар айланиш уки ор
кали утувчи /7, текисликка f сикишни бажариш наги- 
жасида хосил булади.

1. Тутри бурчакли декарт координаталар системасида

— +  — =  2 г (1 8 )а? Ь* 4 7
тенглама билан тасвирланга \ сирт эллиптик парабо
лоид деб агалади (76-чизма! (18) тенгламадан кури-

76-чизма.



надики, у Ог ва хОг текисликлар эллиптик параболоид 
учун симметрия текисликлари ^исобланади. Ог 
эллиптик параболоиднинг симметрия уки *исобланиб 
унинг уки дейилади. Координаталар системасининг бо
ши эллиптик параболоиднинг координата уклари билан 
кесишган нуктаси булиб, унинг учи дейилади. Эллип
тик параболоидни унинг укнга перпендикуляр булган 
г== А текислик билан кессак, кесим тубандаги тенгла. 
ма билан аникланади:

т:
- +  -  -  2 А, (* Ьг
г  =  А;

агар А > 0 б^лса, у — эллипс, агар А<0, у *олда 7 = 
=*0 , агар А = 0  булса, 7 кесим 0  учдан иборат була
ди. Эллиптик параболоидни Ох, Оу укларга перпенди
куляр болтан **=А ва у = А текисликлар билан кес
сак, кесимда парабола досил булади.

2.

£ - 1 ' - 2г (19)

тенглама билан тасвирланган сирт гиперболик парабо- 
лоио дейилади. (19) тенглама унинг каноник тенгла- 
масидир (77-чизма). Гиперболик параболоидни хОу 
текисликка параллел булган г = h текислик билан кес
сак, кесим куйидаги тенглама билан аникланади:

77-чизмв.
1»6



£ ? - Г - 2  А, ai />»
U =  А.

Л> 0  булганда, бу тенглама (чизик) хакикий уки 
г — Л текисликда ва Ох укка параллел гиперболани, 
А < 0  булганда эса, хакиций уки Оу укка параллел 
гиперболани тасвирлайди. Л = 0  булганда, кесим икки
та кесишувчи тутри чизиклар жуфтинн аниклайди. Шуи- 
га ухшаш гиперболик параболоидни Оу ва Ох Уклар- 
га перпендикуляр текисликлар билан кессак, кесимда 
парабола *осил булишини куриш мумкин.

1-мисол. Зл2 + 2уа =  24г тенглама билан берилган 
сирг шаклини аникланг.

Е чиш .  Сирт шаклини аниклаш учун тенгламанинг
лар иккала томонини 24 га буламиз. У холда — + ——

8 12
— г курннишдаги тенгламага эга буламиз. Бу теигла-

X "  у2 тмани г ------- 1— -— куринишда ёэсак, берилган тенг-2*4 2 * 6
лама эллиптик параболоидни тасвирлашини курамиз.

2 -мисол.  хл — тенглама билан берилган 
сиртнинг шаклини аникланг.

Ечиш .  Берилган сирт тенгламасини z = ——-—
уЭ--- -—  куринишда ёзиш мумкин. Демак, берилган

2 • 3
тенглама гиперболоик параболоидни тасвирлар экан.

9- §. Иккинчи тартибли сиртларнинг техникада 
кулланилиши

Иккинчи тартибли сиртларнинг тугри чизикли ясов- 
чиларга эга булншидан улардан техниканинг турли со- 
доларида, курилишда фойдаланилади. Агар тугри чи
зикнинг ^аракати натижасида сирт *осил килиш мумкин 
булса, сирт тутри чизикли сирт дейилади. Конус, ци
линдр, шунингдек, бир паллали гиперболоид ва гипер
болоик параболоидлар *ам тугри чизикли сиртлардир.

СССР Фанлар Академиясининг фахрий аъзоси Вла
димир Григорьевич Шухов лойи^асига кура Москва 
телевизион мачтаси курилишида бир паллали айланма 
гиперболоид шаклидан фойдаланилди. Бу шаклда иш- 
ланган мачта му ставкам булиб, ишлаш учун енгил бу
лади.
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Эллиптик параболоид шаклндаги кар хил кузгулар 
нурларни кучли узгартнради. Нурлар дастасннинг таъ- 
сирини бир нуктага туплаш ёки параллел нурлар олиш 
учун ана шу хоссадан фойдаланилади.

М а ш к л а р
1. Куйидаги сфераларнииг марказн ва радиусинн 

а ни клан г:
а) лс=* 4 - (у — 1)* +  (г +  3;* = 81;
б) ( х - 2 ) 2+ ( у  +  4 ) * + ( г - 1 ) 3-72.
2. Ушбу х* — 4.v + у’ — 4v — г*-\- 8г -f 7 = 0 тенг

лама кандай сиргии тасвирлайди?
Х Ч у2

3. ~  +  — =1 эллипснинг Оу ук атрофида айлани- 
шидан .%осил бул!ан сирт тенгламасини ёзинг.

X2 уЗ 2“4. — —+ -=*1 эллипсоиднинг энг катта дойра-
16 4 *5 г

Вий кесими юзини топинг.
5. Ушбу 25 v2 4- З у  — 15г* — 75 = 0 тенглама кандай 

сиргии тасвирлайди?
6 . — 4- —— — =>1 бир паллали гиперболоиднинг

9 16 4 к у
Хакиций ярим Укларини топинг.

7. Ушбу Ах1 + 25у* + Юг4 — 100 = 0 тенглама кан* 
дай сиртни тасвирлайди. Сирт тенгламасини каноник 
куринишдаги тенгламага келтиринг.

8 . Ушбу 8 г — Ах2 + у1 тенглама кандай сиртни тас- 
вирлайди? У ни ясаиг.

9. Ушбу ^ = 1 тенглама кандай сиртни
аниклайди? Уиинг г-=1 текислик билан кесишишидан 
канда! чизик косил булади?
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И Л О В А

I Баъзи Сир ажойиб згри чизицлар

1. Циклоида. Берилган бирор / тугри чизик буйлаб 
■сирпанмай гилдираб борувчи г раднусли айлананинг 
■нхтиёрий М  нукгаси чизган эгри чизик циклоида
■ дейилади. / тугри чизикни абсциссалар Укн* М  нукта-
■ нииг бошлангич ^олатини координаталар боши сифа- 

[тида танлаб, координата векторларини эса, 78-чизма- 
•дагидек олиЗ, циклоида тенгламасини келтириб чика- 
[рамиз Дастлаб, тенгламани параметрик куринишда 
[келтириб чикарамиз. Айтайлик, М [х\ у) нукта цик- 
[лсиданинг нхтиёрий нуктаси, S эса. гилдираб борувчи
г радиусли айлананинг маркази булсин (78*чизма). 
[SAJ> ва \SIf) лар орасидаги <р бурчакии параметр деб 
танлаймиз. Чизмндан:

х = ОМх = ОН — Д1,/У = Г9 — г sin * = г (<? — sin ?), 
у = ОА12 = г = г cos 9  = г ( 1  — cos *).

Бу циклоиданинг параметрик тенгламаларидир. Энди 
циклоида тенгламасини тугри бурчакли декарт коор- 
динагалар системасида келтириб чикарамиз. Бунинг 
учун ( 1 ) дан ? ни чикарамиз, у *олда х+ Уу(2г—у) =
— г arccos га эга буламиз. Тенгламадан у нинг
даврий экани курннади. Унинг даврн ОА = 2г.г га 
тенг. Шунинг учун, циклоидани ясаш да 0<л*<2т:г 
шартни квиоатлянтирувчи нукталарни ясаш етарли.
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v 1 л  °w 1 у V Уу '

79-чизма.

2. Эпициклоида о
Гермес R  радиусли ап
ланата ташки уринГ.л 
унинг устида сирпанЦас’ 
дан гилдирайднган г 
диусли айланада.и
тиёрий /И нукта чизал„1 
ган текис ЭГри ч "
эпициклоида дейилади 
Кузгалмас айлананинр 
маркази О ни координа- 
талар боши килиб, у 0D. 
кали утувчи ихтиёрий 
иккита узаро перпенди- 
куляр тутри чизикларни 
координата уклари килиб 

танлайлик (79- чизма). Х аракатланувчи айлана марка- 
зини О, билан белгиласак ва параметр сифатида *$и,ОХ 
ни танласак, эпициклоиданинг тенгламаси тубандагича 
булади:

х  — (R  +  г) cos / — г cos ■- t\

У “ (/? +  /■) Sin t — г sin R + r t.

Эпициклоида гилдирайднган айлана радиуси кузгалмас 
айлана радиусидан неча марта катга булишига караб 
турли хилда булади (яъни унинг сиртмоги сони шунга 
боглик булади).

Хусусий холда: г — R  булганда тенглама 
jc  «= 2r cos t —  г cos 2t, 
у — 2г sin t — г sin 21 

куринишни олади. Бу эгри чизик к а р д и о и д а  дейн> 
лади. Эпициклоида битта сиртмогннинг узунлиги /, =
—  Л12_±_1! . г га, умумий узунлиги эса / =  л • /, -*П
— 8г(я-(-1) га тенг. Унинг битта сиртмотнинг юзи

га< эпициклоиданинг умумий юзи эса
л

i '  — Зт.г‘ (п +  1) га тенг.
3. Гипоциклоида. Бирор кузгалмас R радиусли ап* 

лана буйлаб ичкаридан сирпанмай, гнлдираб борувч 
г радиусли айланадаги ихтиёрий М  нукта чизган эгр 
чизик г и п о ц и к л о и д а  дейилади.
180

80-чизма.

К тялмас R  радиусли 
Гина маркази Они тут- 
^урчакли координата- 
Р* сисгемасининг боши 
1р,иб У оркали утувчи 

VtUpnfl иккита узаро 
ЬопеВДИкуляр тугри чи- 

парни координата ук- 
I *0И К',либ тан лап лик. О,
':,дирайдиган айлана 
'„.ркази булсин. Пара- 
jerp сифатида 9 = 4 '0 , a V  
„и олсак, у *олда гнпо- 
аиклоиданинг тенгламаси 
тубандагича булади (80- 
чизма):

x = (R  — г) cos 9  + г ■ cos г 9 ,
и _г

у =  (R  — г) sin 9 — r  s in ---- 9.

КУзгалмас ва кУзгалувчи айланалар радиуслари орасида- 
гн муносабатга караб, гипоциклоиданинг турли хилла-
ри цосил булади. Хусусий холда: г — булганда, 

тенглама
х = 3rcos 9 -f г cos с 9, 
у  =  3 r sin 9 — г  s-in с9

к'рннишга эга булади ва эгри чизик а с т р о и д а  дени* 
лади. Гипоциклоида бир сиртмоги (ёйи)нинг узунлиги
^ “1 — ---- - г га, умумий узунлши / =  8 ( и — 1)г гаП
тенг. Унинг битта сиртмоги юзи 5, =  ---- --г'1 та. ум у-
чииt юзи эса S  — (п — 1) (п -  2) кг* ia тенг.

-п ^ икомед коихоидаси. / тутри чизик ва ундан 
^ О м к в ф м ,  s  нукта берилган. 5 нукта оркали мум- 

"бУ^ган барча тугри чизиклар утказамизки, унинг 
2*ри чизик билан кесишиш нуктаси А нинг икки то
м и л а  ь кесма жойлашсин. Бу h кесма учларининг 
 ̂ метрик урни Н и  ко  м ед  к о н х о и д а с и  дейилади.

- "УКтани кутб координаталар системасинннг кут^11
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деб ва кутб укинн 6 ' нуктадан I тугри чизикка перПен
дикуляр пуналтириб, Никомед конхоидаси тенгламасиГ ни келтириб чикарамиз.

Айтайлик, SA S  нукта оркали утувчн ва I TyF
чизикни А нуктада кесувчи ихтиёрий тугри чизик бул.
син. У  холда А нук‘адан Ь масофада ётувчи A I,' Ва
М2 нукталар изланувчи нукталар тупламига тегищ.1и
булади. Агар (р,, *) ва (р}, 9 ) — /И, ва Л1г нукталар.
нинг мос равишда умумлашган кутб координаталари булса, у холда

Р, = SM, = SA + AM,
COS у

+ ь,
p2 = SM , — S A -  A M ,--- ---- b.

cos ?
-ЦундаГ: килиб, умумлашган декарт координаталар сис
темасида эгри чнзик тенгламаси куйидаги куринишда булади:

Бу тенглама
± ь.

(р у
'  СО S<f /

Ь'-

(2)

(3)
тенгламага тенг кучлн. Шунинг учун (3) тенглама а̂м 
Никомед конхоидаси тенгламасндир.

Агар кутб координаталар системасидан декарт ко- 
рдинаталао системасига Утиш форм\гласндан фоАда-

X м'
\а

---- -- . . . s f y
о— |-----

Q)
I  д'

И

8ИЬ б Ч)ИМ4.

■сак, Никомед конхоидасининг декарт координаталар 
•истемасидагн тенгламаси куйидаги куринишда булади:

(х — а) (л2 + у*) = Ь*х*. (4)
gl-<z чизмада а > Ь  хол, 8 !-б чизмада а=*Ь \ол тас- 
^ирланган.)

5. Бернулли лемннскатаси. Ихтиёрий нуктасидан 
{ерилган икки нуктасигача булган масофалар купайг- 
рси узгармас сон р га тенг булган текислик нукгала- 
ринпнг геометрик урни Б е р н у л л и  л е м н н с к а т а с и  
дейилади. Агар берилган г,. F3 нукталар орасидаги 
иасофанн с десак, у холда [F XF2\ кесма ургасидагн О
W Г* Снуктадан F v F 2 нукталаргача булган масофа — га
тенг буладн. Аввало, О нукта лемниската нуктаси бул- 
гвни учун (82-чизмага кура)

M F% • М  Ft —1 3 4

га тенг булсин деймиз, у холда лемнискатанинг кури- 
ниши ёткизнлган 8  сонига ухшайдн. Агар узгармас ку
пайтма р ни — дан фаркли деб олсак, лемниската Уз 

4

гуринишнни узгартиради. р — дан кичик булса, лем-
4

ниската иккита овалдан ташкил топади, уларнннг бнрн 
F.x нуцтани, иккинчи эса F 2 нуктани уз ичига олади
(83- чизма). Агар р ~  дан катта, — дан кичик булса,

4  2

лемннската „бисквит* кури-
нишпга эга булади. Агар.
В ор -  дан кам фарк кнлса,

4
„бисквитнинг бели“ *,^жу- 
да нозик булади (84-чиз
ма) Агар р т  лан кам фарк' . v г л 8 -чизма.
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86-чизма. 8/-ЧИЗМЗ.

bit чизма

цилса, у холдя бисквит .белга* эга булмайди. Агар
Р - га тенг булса ёки ундан катта булса, у холла лем-
нискага овал куринишга келади (85-чизма'.

6. Архимед спирали Узгармас V см/сек тезлик би
лан циферблат марказидан чексиз узун  секунд стрел- 
каси устида югураётган кунгизни куз олдимизга кел- 
тирайлик. Кунриз бир минутдан кейин марказдан 60X 
X  v см, икки минутдан кейин 120 • v см ва к. узок- 
ликда булади. Умуман олганда k>’hfh3 t секунд югур- 
гандан кейин, марказдан v • t узокликда булади. бу 
вактда секунд стрелкаси 6 /° бурчакка бурилади (чун
ки у бир секундда 360°: 60 =*6 ° га бурилади.) Агар 
стрелканинг бурилиш бурчагини а ва кунризнинГ ци* 
ферблат марказидан узоклигини г десак, унда у«1аР 
орасидаги богланиш куйидагича булади:

г -
6

Бошкача айтганда, г бурилиш бурчаги а га тутри про-
V /л,порционал, пропорционаллик коэффициенти /г = 6 
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[ади. Агар биз ю гурувчи кунгизнинг стрелка билан 
|фгаш<даги харакатининг траекториясини чизсак, ун- 
ia 6:i3 биринчи марта Архимед томонндан урганилган 
згри чизикка эга буламиз ( 86-чизма). Б у  чизик олим 
азрафига А р х и м е д  с п и р а л и  деб аталади. Архи- 
МЯ спнралининг ажойиб хоссаларидан бири, унинг 
ёрдамида *ар кандай бурчакни истаган булакка булиш
мумкин.7. Логарифмик спираль. Визга нур устида харакат- 
•танаётган нуктанинг, нур бошидан узоклиги, нурнинг 
бурилиш бурчагнга тугри пропорционал булиши Архи
мед спиралидан маълум, яъни r = kа. Агар биз нукта
нинг нур бошидан узоклигннинг логарифмини ёйнинг 
бУРилиш бурчагнга тугри пропорционал булишини та- 
*ао килсак, у  холда биз л о г а р и ф м и к  с п и р а  л га  
эра буламиз (87-чизма), яъни 1п г  = *а десак, унда 

~ бУ логарифмик спиралнинг тенгламаси. Лога- 
Р фмик спиралнинг асоснй хоссаларидан бири: Спираль 

шидан чиккан хар кандай нур, ш у спирални бир хил 
Урчак остида кесиб утади.

М  а ш к л а р
1. Бернулли лемннскатаснни ясанг;

г'1 =-2агс»$2у.
>В5



2. Ушбу
л — 3 11 — sin /), 

у — 1 — cos i
цик.юндани ясанг,

3. r= e " логарифмнк спирални ясанг.
4. г = 3<р (г>  0 ) Архимед спиралини ясанг.
5. Ушбу

( х = 2а cos* /,
I у *= За sin*/

гипоциклоида (астроида) ни ясанг.
6 . г = 2а ( 1 + cos (?) кардноидани ясанг.
7. Никомед конхоидасини ясанг:

2а
г ------ f-ЗЬ9 бу ерда а=» 1; £ = 1  деб олинг.

COS?
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