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ЛИЗДИСШВИЕ

В данном учебном пособии собран и систематизирован мате­
риал из различных литературных источников. Сделано это с целью 
облегчить работу студентам, изучающим газовую динамику гипер- 
эвуновых и разреженных течений.

[1особие состоит из двух глав.
Б первой гл ав е , посвящённой газовым течениям с гиперзвуко- 

выми скоростями, излагаются основные особенности гиперзвуковых 
течений, рассмотрен приближённый закон сопротивления Ньютона и 
на его основе находится тело, имеющее наименьшее сопротивление. 
Приведена формула Буземана, уточняющая закон Ньютона, а  также 
изложена суть методов каеательных клиньев и конусов.

Бо второй главе рассмотрены ворросы течений разреженных га ­
зов. Приведена классификация областей газовой динамики и даны их 
характеристики, ría основе молекулярно-кинетической теории газов 
получены уравнения сохранения массы, количества движения и энер­
гии. Проведён обзор некоторых методов решения уравнения Больцма­
на. Рассмотрены вопросы свободномолекулярного течения газов и 
получены коэффициенты сопротивления и подъемной силы, действую­
щие на тело , обтекаемое таким потоком. Приведён вывод гр&ничшх 
условий для течений со скольжением, а  также рассмотрено течение 
со скольжением в трубе и при обтекании сферы и цилиндра.

Ь работе проведена сквозная нумерация рисунков, а  формулы 
нумеруются по главам. ¿1ри этом в некоторых местах осуществляет­
ся возврат к некоторым выражениям с целью их преобразования и 
их обозначение проводится под теми же номерами, что и прежде, 
но со штриховой индексацией.



1 . ГЙПЬРЗаУКиШЕ ТЕЧЙ1ЙЯ ГЛЬ*

1 .1 . Введение

Развитие авиации, космонавтики, ракетостроения выдвинуло 
на передний план ряд аэродинамических проблем. Большое число 

их связано со скоростями движения тел , намного превышающими 
скорость звука. В отличие от течений с умеренными сверхзвуковыми 
скоростями здесь появляется ряд особенностей, которые нынуж/ .ют 
выделить эту область газовой динамики в отдельную. Чтобы отли -  
чать течения« характеризуемые новыми свойствами, употребляется 
термин "гкперзвуковой", в отличие от ухе установившегося "сверх­
звуковой".

Особенности гиперэвуковых течений можно разделить на ди -  
намические, обусловленные тем, что ело Маха для таких течений 
велико, и физические или химические , которые обусловлены боль­
шой кинетической энергией потока.

Свойства гиперэвуковых течений динамического характера при­
водя? кяч к постянопко некотпонх упоо^яппих предпплп^епаП, 
тчк и к пояэле:нго некоторых усложнений по соавнеиию с обычны­
ми сверхзвуковыми течениями. Т ак ,к  примеру, метод линеариэации 
уравнений в газовой динамике гиперэвуковых скоростей неприменим. 
Нвлрименишм является также перенос граничных условий на неко -  
торус среднюю поверхность тела. В гиперэвуковых течениях сущес­
твенными могут быть явления, связанные с взаимодействием между 
внешним потоком и пограничным слоем или, что то же самое, взаи­
модействие ударш х волн с пограничным слоем.

Химические или физический свойства гиперэвуковых течений 
проявляются в том, что такие точения сопровождаются высокими - 
температурами, которые вызываются характерными для этого случая 
весьма сильными ударными волками. Высокие температуры вызывают 
диссоциацию молекул ка атош , а  также ионизацию молекул или 
свободных атомов. А это приводит к возможности взаимодействия 
гиперэвуковых течений с электрическим, или магнитным полем. Но 
процессы, в которых происходит взаимодействие такого потока с 
электричс 2ккм или магнитим полем, рассматриваются магнитной г а ­
зодинамикой. Газодинамика гиперэвуковых течений основывается на 
предположении о тем, что влияние физических процессов является 
локальным и что основные характеристики поля течения могут быть
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при И , л  ‘0 и выш1-. Таким oft;;«; <.м, при определении ни»неи гра­
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1 . 2 .  О с о б е н н о с т и  т е ч е н и й  с  ги»1ьрэвук ои ы м и  с к о р с с т я ы и

При рассмотрении течений с ги.юрзиукоьыми скоростями v ок­
рестности тонких тел выявляется ряд яьлений, которыми мояно 
пренебречь при рассмотрении обичных сверхзвуковых течений.

К ьтим я&лениям относятся следущие: возмущения скорости, 
мил и и по сравнению со скоростью набегающего потока» могут быть 
сравнимы по величине со скоростью звука; кинетическая анергия 
гиперзнукового потока может во много раз превосходить его тсп -  
лову» энергии; малое относительное и&иенение кинетической энер­
гии гиперзнукового потока приводит к существенному изменению 
теплосодержания и кик следствие -  всех параметров состояния га» 
за  (дььления, плотности и температуры).

Рассиотрим подробнее ати особенности гиперэвуковых течений«
(1ри гиперэвукових скоростях кинетическая энергия потока 

значительно превосходит внутреннее анергию. Так,доя совершенно­
го г а з а ,  то есть удовлетворяющего уравнение состояния Кльйперо- 
на-Мендмеева> Р/р -■** ( ¿ Т  , внутренняя анергия записывается
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- Г . Здесь •<' ~ I" ' тм'1я ско1 '• г - :ч ук^.; Ср -  уд<1лън:.л Г‘*ш;о -
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'1од; тч' «п ц ■ ,:чя т >*»июос ¿1 у;;ергии ги;;-- , '*М >Р>1

с  ■ Г  Т  >' 1 г  1 -г= - - - - -  ^  - -- ■>*'
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Ьдучим теперь Г"лч:'чнир кине'Г1'''-?с.ко{\ энергии потоки к *:гутрпн- 
и*П:

X

Здесь V  -  мастиг.я скорость п о и кал  /(X -  число Мьха.
Из ПОЛ>чеиНОГО РЫраТОНИЯ ВИДНО, г;то при обычных СЕерхэвуки- 

вых скоростях кин^г-иеская знер! ип потока имеет одинаковый поря­
ден : вкутриннг.Р ,'мергмей ил и м<-‘мие е ё . При гипар.чвуковкх ско - 
розтях теилоп='Я ж врп'л стано^ития ¡¿ног. меныи-* кинетической 

}‘0р!ИИ. ;1УГр1 , ДЧ Л ? . ' \ 4y x 4 * Т|, лить мри -  1 , 4  V *  1 ,

г

-<ри М =- 2  киьртич»? 'ч-'й г! IV-!'»*« ячаг.] л:1 , т т и  рчс’<7т;
при М я Ь ’.~ у  7 л М - *0 ‘т г-

Ь гииераиу»с'ь 1! гаэсе ,и»м.> ипо тиивар.г.и мг, -
лых возмуцвниР, чтоль уоиелну для умеррш'мх сн1 2 *. -
звуковых теменнг, становится непр'мри^иьм по той причине* »то 
малы* изменения скорости набегыоцогэ потока плвкут ва е-бо!’ 
больший изменения параметров точения.

Дчя определении относительных изменений шраметроо тчленил 
можно воспользоваться уравнением 1-врнулли в дифференциальной фо^н*

/ /1
V  с Ь г  -  ~ °  ■

Из этого ураинениг найдем



.  р  Р  v a , v  "  Р  V

Учитывая, что Об- fyp  = CL* , получим

( 1. 2)
- р *  - -  1Г

При рассмотрении иээнтропического течения 
o ¿ /> „  ¿ C¿P 
У 3  Э Ё  р

подставляя в полученное выражение значение / Р  из (I,¿¿ ), 
имееи

_  м *  Á J L ,  (1 .3 )
j>  п  V

Дия совершенного газа  имеем уравнение состояния

P ' - f k T .

Взяв от этого уравнения логарифмический дифференциал, получаем

C Í T  d P  d P  
Т  ~ Р  "  f

Подставляя в последнее выражение значения и с̂ '%>  по фор- 
цулом (1*2) и ( 1 .3 ) ,  приходим к выражении для относительного из­
менения температуры

4 ? ■ U.4)

Найдём изменение местной скорости звука

а г =■ x f l T .
Продифференцируем это выражение

2  a  d a  -  < j¿ 2 d T  
и разделим на CL£~ ^ ( ¿ T  . Б результате получим

c í a  _ i  d Т



Подставляя сюда с С Г /г из ( 1 .4 ) ,  имеем

^ ¿ ( к . 0 Н * Ы г .

Из полученных формул (1 .2 ) -(1 .Ь )  следует, что прк больших зна -  
чекияхЛ, что имеет место при гиперзвуновых скоростях, малое отно­
сительное изменение скорости приводит к значительным изменениям 
относительное значений давления, плотности, температуры и ско -  
рости звука. Например, для воздуха при X  ■ 1 ,4  и М = 2 от -  
носительное изменение скорости вызывает относительное изменение 
параметров газа  того Ее порядка, то сеть

{ ¿ Р - . /гс
р ~  ь ь - у г ,  - 7 Г ~  Ц Х ^ г ,

при М ■ 10 изметание параметров г а з а  во иного раз превосходит 
изменение скорости, то есть

Вышеуказанное даёт возможность сделать высод о невозможности 
использования линейной теории* которая применяется при обтекании 
тонких тел при умереншх сверхзвуковых скоростях. Значит 
в случае обтекаю т тонких тел гиперзвуковым потоком приходится 
исследовать нелинейное уравнения. Отсюда следует особенность ги - 
перэвуховых течений -  их существенная нелинейность.

При обтекании тел гиперзвуковым пс'оком  необходимо учиты -  
вать взаимодействие сильно наклонённой к телу ударной волны с 
погракичним слоем, чего не следовало делать при обтекании тел 
дозвук.выми и умеренными сверхзвуковыми потоками, так как толщи­
на вытеснения при атом мала.

Гиперзвуковой поток с увеличением числа Н  сжимает об -  
дасть возмущений, и в эго* случае скачок уплотнения приближает­
ся к поверхности тола, взаимодействуя тем самым с пограничным 
слоем. При больших скоростях происходит как бы увеличение тол -  
щины тела з а  счёт сильно уплотнённого слоя г а за  между скачком 
уплотнения и поверхностью тела. Сильное сжатие газа  и его тор -  
можение в оогракичном слое п р и ед ят  к росту температуры, что 
"лечот ™ corto?1 учелим^нне ки-оуатическог^ ко'»Л?и:и'°чта 

вязкости и , следовательно, уменьшение числа Re . В результате 
толщина пограничного сл *я возрастает, »i это приводит к возрос -

Э



танию угла наклона скачка уплотнения и изменению распределения 
давления на поверхности тела, л >тил о^к.-^члст^я с..,о мднз оеиОен- 
ность гиперавуковых течений -  значительное взаимодействие скач­
ка уплотнения с пограничным слоем.

Вследствие сжатия г а з а  за  скачком уплотнения следуе-1' 
значительное повышение температуры, что может примести к изме­
нении химических и физических свойств газа . При этом газ  монет 
сильно отличаться от совершенного. Когда температура газа  ста­
новится близкой к 1&00 К, происходит возбуждение колебательных 
степеней свободы атомов вследствие де<[юрмации молекул, имеющих 
большие тепловые скорости. Лри повышении температуры до ¿ЬОО К 
появляется диссоциация состаьных частей г&зн. Так,например, в 
воздухе молекулярные кислород и азот превращаются в атомарш в, 
что происходит, когда силы столкновения становятся больше внут­
римолекулярных.

Скорость диссоциации зависит от числа стылкиьиющихся моле­
кул, имеющих большие тепловые скорости. Иозтоцу через некоторое 
время после установления температуры газа диссоциация стабилизи­
руется, так как наряду с ней ничинает происходить обратная реак­
ция ассоциации, то есть слияние атомов о молекулы. Скорость ао- 
социацни зависит от числа свободных атомоь. Равновесная диссо •  
циация появляется в случае, когда число распадающихся молекул 
равно их количеству, образующихся вновь. Ьремя, в течение кото­
рого диссоциация становится равновесной, называется временем 
релаксации. Когда характерное время процесса, например, обтека­
ния меньше времени релаксации, процессы, происходящие в газе , 
нельзя считать равновесными, и это осложняет задачу исследования 
обтекания какого-либо профиля гиперзеуковым потоком г а за .

При повышении температуры газа  до ЬШЮ-оООО К возникает 
ионизация газа , то есть атомов и молекул. Газ становится элект­
ропроводящим и на него можно воэдейстповать с помощью магнитно­
го поля, причем, чем выше температура, тем больше ионизованных 
частиц находится в г а зе .

Г.робле^.о/ взаимодействия ионизированного гнзь с маг -  
нитными полями занимается магнитная газодинамику уто н* ..ко^лт и 
круг рассматрипаемых нами вопросов,

лри высоких температурах теплоёмкость газов также зньчи - 
тельно меняется.

Таким образом, необходимость учета явлений, связанных с

К'



высокими температурами, -  ещё одна отличительная особенность г а ­
зовой динамики гипнрэвуковых потоков.

На современном этапе гиперзэукоиыо скорости уже нельзя 
рассматривать как единый диапазон скоростей, имеющий нижнюю 
грань. Обычно этот имтероал разбивают на три: первый -  от ниж -  
ней границы до появления ощутимой диссоциации, то есть когда 
га з  можно считать совершенным с постоянным молекулярным весом; 
второй -  до появления процессов ионизации, то есть когда моле­
кулярный вес можно считать постоянным, а  теплоёмкость становит­
ся функцией температуры и давления; третий -  с появления сущос- 
/ венной и о н и з а ц и и  и когда существенным становится тепловое из -  
лучение, то есть и молекулярный вес ,и  теплоёмкость являются фун­
кциями процесса. Признак появления ощутимоги теплового излу -  
чения -  яркое свечение г а за .

Задачами газовой динамики гиперзвуковых скоростей являются: 
определение сил, действующих на обтекаемое тело; нагрев тела а& 
счот энергии гиперзпукового потока и способы его снижения.

1 .3 .  Соотношения между параметрами течения в гиперзвуковом
потоке

Рассматривая изэнтропическое гиперзвуковое течение совер­
шенного г а з а , получим несколько важных соотношений.

Число Маха выражается М -  Щ х » отсюда IУ * Н й, . Продиф­
ференцируем последнее выражение и затем , поделив на себя, полу­
чим

- ¿ Л  .
. V  М о .

Отсюда .
с̂ М . №  (¿&
' м  ьг  ~ а,

Заменир из (1 .Ь ) ,  имеем

м  { 2  '  V
2

Принимая во внимя-ние, что в гиперзвуковом потоке I ,
можно пренебречь I  по сравнению со вторым членом в скобке и 
тогда



М Л "  г
Подставляя полученное ив (1 .6 )

с /£  _ и м  г ___
V  '  Ц  ' и - { ) М г

в выражение ( 1 .2 ) ,  получим

и р  _  Р .'Х .Н 1 с1М  _  2 -х  с ¿М
Р '  ( * -1 )М 2 7 Г  "  ж - 1  М

Проинтегрируем последнее выражение

и р  С«пМ -  ( п М , )

и окончательно подучаем

Р . / Н Л ^  . (1>2. ,Л  ( Щ  
Рх '  М /

Здесь и дальше индексом "1“ обозначаем какое-то фиксированное 
сечение потока.

Таким же образок поступаем с выражением (1 .3 )  &пл ^ Р /р - ,

си *  _ I  ЫН 
Я  М

и после интегрирования получаем

7 .  ’  №  ~  ■

Д м  * т/ г  имеем из (1 .4 )

4 1 -  о Ш  
т ~ н

и окончательно для етого выражения имеем

Взяв ив (1 .Ь )  , после подобной процедуры получаем

А  в  _М_* Ц .Ь * )
а 1 М '

Представим (1 .6 )  в следующем виде:
ЫМ я г\: 4 ¿ Г



Проинтегрируем ото соотношение:

& .1Г - ^  -  - ¿ * )

ИЛИ

М , ' - - ¿ г  ( м *  "  м 1 )  •
Но так как значения скоростей гиперавукового потока и 1^ ве­
лики» а разница между ними сравнительно невелика, поскольку да 
рассматриваем течение газа без присутствия препятствий, то вслед­
ствие «того ^1уг\ ^  I .  Исходя из этого, разложим функции (гъ'̂ /хг1 
в ряд Тейлора в окрестности X  * 1 , где ос *• :

Ь х . ц л ь  +  ^ т г ^ х С <  «■ -

Ограничиваясь величинами первого порядка малости в ©том выраже­
нии относительно ( х - О ,  получаем

Ы  - 1  .
* 1 /Подставляя вто выражение вместо -I* ( /щ) , имеем

V = {  + Л _  ( '-1 -  -  - Ц )  . (1-6*)

Таким образом, подучили соотношения между параметрам)! тече­
ния и скоростями дяя гиперавукового потока. Собирая ети формулы 
вместе, получаем следующую группу форцул:

р . / м * ) ^ .  А  ( М ^ -  1  ( М * .  ^
РА" 1 м > ' * ^  м * '  т ь * I м '  ’ а ,  м  ’ :

^ + - 1 - М -  - - М -  ( 1 7 )
1 м (г

Как уже было сказано выше, индексом " I"  обозначены парамет­
ры, отвечающие некоторому характерно^ состоянию течения, а без 
индексов вдвгь предстямеда местны* параметры течения.

Первую, вторую и третью формулы (1 .7 )  можно получить из 
формул для обычного околозвукового точения, пренеСн'ОГия едини­
цей в скобках. Формулы (1 .7 )  спрпр^длины для тех областей гк -



перэвукового потока, где местные значения М велики. Но так как 
при гиперзвуковом обтекании могут иметь место области с обычными 
сверхзвуковыми или даже дозвуковыми скоростями в случае,когда 
ударная волна отсоединённая, то формулы (1 .7 )  для этих облас -  
тей потока неприемлемы.

1 .4 . Скачки уплотнений в гиперзвуковом потоке

Г'иперэвуковые обтекания тел сопровождаются скачками уплот­
нения как прямыми» так и косыми. Рассмотрим вначале прямой ска­
чок уплотнения.

Три закона сохранения(массы, количества движения и энергии) 
записываются для прямого скачка в гиперзвуковом потоке в следу­
ющем виде;

.  т ,  и м )

р - » а » -  ■ а  * л * ,г « р -  и л )

К  ^  И л , ( ь ю )

где ГГ1 , Р , Нд, -  некоторые постоянные. *1нденсы и отно­
сятся соответственно к параметрам перед и после прямого скач­
ка уплотнений. Удельная энтальпия !ъ определяется через внут­
реннюю энергию £  в следующем виде;

и . Ш

Во всех соотношениях ( 1 .8 ) - (1 .1 0 )  V  -  скорость течения, на­
правленная по нормали к скачку уплотнений. На -  полная эн -  
тальпия прямого скачка.

Так как известными являются параметры течения перед скач­
ком, то искомыми -  значения соответствующих параметров 
за скачком. Для определения этих значений ьадо иметь уравнение 
состояния га за  за скачком, которое бы связало величины А , р  
и ^  . Возьмём это уравнение п следующем виде:

1ъ : к  р )  1 1 1 .11 !)

И



где 5 -  удельная энтропия. При этом температура 'Т* и плотность 
получаются из уравнения (1 .1 ^ ) в соответствии с хорошо ия -  

вестными формулами:

1 *( — ) • (1ЛЗ)

При этом предполагается наличие такого уравнения состояния, ко­
торое имеет место не всегда. Оно не существует при отсутстнии 
термодинамического равновесия.

Из уравнений (1 .8 ) - (1 .1 0 )  могут быть получены некоторые до­
полнительные соотношения:

?  1гг  ̂ т .  = гг„ ( ^ 1 . И .1 4 )
]  СП / у

Р, -  Р „  -  т  (% , - Ъ ) *  &  Г ‘ ( { - £ ) ,  а - 1Ь)

(1 .16)

/ / ^  ~~т —  = т г  , * ( Ы 7 )
^  - /д

где £  = ■ (1 .18)

После исключения 1^» из Ц .1 Ь ) и (1 .1 6 ) приходим к соотношению 
Гюгонио

Полученное соотношение Гюгонио связывает термодинамические 
параметры по обе стороны скачка. Задание дополнительно к урав­
нению состояния иеличины V;* , 1 ^ - 1 ^  или полностью 
определяет скачок чореэ соотношение Гюгонио (1 .1 9 ) .

Выразим из соотношения Гюгонио е я р н о м  пиде отношение плот­
ностей



При реализации основного предельного перехода теории гиперзвуко- 
ву х  течений, при котором температура и давление перед скачкой 
стремятся к нулю, а Мм  к бесконечности, мы получаем
из (1 .20 )

£  -  У л  ■ . ■ (1 .2 1 )
^  * е £

Таким образом, в предельном случае очень сильного скачка отно -  
донне плотностей является функцией только термодинамического со­
стояния г а з а  з а  скачком и имеет конечное значение.

Б теории гиперзиуковых течений мы рассматриваем произволь­
ный г а з ,  для которого совершенный газ является частным случаем. 
Это оправданно, так как особенности гиперэвуковьгх течений, отме­
ченные выше» говорят о серьёзных основаниях для того, чтобы вти 
потоки отличались от с в о й с т р ,  присущих совершенному газу . К та  -  
ким случаям относится» например» диссоциированный г а з . В случае 
произвольного г а з а  отношение удельш х теплоёмкостей ,
где Ср -  удельная теплоёмкость при постоянном давлении, а  С к ­
удельная теплоемкость при постоянном объёме, не является важным 
параметром. Поэтому обозначим черев «Б некоторые безразмерные 
параметры, которые в случае совершенного газа  совпадает с отно­
шением удельных теплоёмкостей. К таким безразмерным параметрам 
относится "показатель адиабаты"»и л и  * эффективное отношение^ 
удельных теплоёмкостей" эе^ , которое определяется как / за' / р  » 
где & -  скорость звука, определяемая при постоянной энтропии;

За исключением специальных течений газ  в невозмущённом по­
токе можно считать совершенным и в этом случае величин Х г 
будем обозначать через "X

Получим выражение для отношения плотностей 6  через число 
Наха набегающего потока. Для етого введем следующие обозначения;

М = и . а ы
П а а те '

*  = — « —  , и . « л )



р « /  р  

£ ^ к г г г г -

Величина N а представляет собой число Маха! составленное по 
нормальной составляющей скорости набегаладего потока и равное ве­
личине И «  только в случае прямого скачка. Так что ети величи­
ны отличаются между собой только для косого скачка, где М* есть 
нормальная составляиц&я к скачку от величины М*>

Запишем отношение давлений при переходе потока через ска -  
чок, используя (1 .1 0 ) :

р -  -  {  + К  М* ( I -  и . ¡¿4)

Решая уравнения (1*20) и (1 .24 ) относительно 6  н считая при 
этом из (1 .2 1 ) валичиной постоянной, приходим к тако»^
выражению:

^ ( 1 - ^ * 0 « ^  . *  (1 .2 5 )

Второй корень решения системы уравнений (1*20) и (1 .2 4 ) даёт 
тривиальное решение £  -  1. При больших значениях М * получен» 
кое решение можно разлокить в ряд

6 * 6 * 4  Н *  М * ]  + 0 ( 0  ' (1 -26)
• а  *■ 1 -  £

Если же \ i  - *£«>* | -  величина м алая, то решоние можно-
представить в виде ряда

, -< -г 1-1- £ -р - ,  
в  = ¿ т .у * ( - < - ) »  м„  - I ' ц : 6г^ ) к -<м --- *•

♦ ( 1 -  ° 1 » » )  ■ и -'л )

В случае совершенного гнач мы имеем

,г о



и тогда решение имеет вид

Раьенопю (1 .2 8 )  выполняется не только для С0верше!Ш0Г0 га­
за , такое равенство случайным оОразом может Сыть реализовано и 
для несовершенного г а з а .  В случае же совершенного г а за  (1.2Й) 
выполняется всегда и тогда

и (1 .29 ) принимает вид

Таким образом, ними получены выражения для отношения плот­
ностей до и после скачка в зависимости от некоторых параметров.

Рассмотрим теперь косой скачок в гиперэнуковом потоке.
Скачок, который огибает обтекаемое тело в гишрэвукоэом по­

токе, почти на всем протяжении является косым и искривлённым. 
Рассмотрим полученные выше результаты применительно к косому 
скачку.

(1 .31 )

Ударная дилнц hüq после скачка

Б случае косого скач­
ка представим себе наблю -  
дателя, движущегося вдоль 

Н апрабление течс косого скачка со скоростью

где V  -  скорость нввозму- 
щённого поток», a  jC -  угол 
наклона скачка относитель­
но направления набегающего 
потока. Для такого наблю -  
дателя скачок оказывается 
прямым,и для него скорость 
и число Ь»аха набегащ его

U& Li% -  V  c o t d  , (А .32)

Рис. i .  Косой скачок потока перед скачком будут

и . з а  tO



М л  ^  V J f A  = Ма1 w
vC со

(1 .3 3  0)

Полная энтальпия Н п не совпадает для этого нЕОлидателя с пол­
ной энтальпией нбвозмущённого потока N , а  может иыть наедена 
из соотношения

И - М л -  U.^ = 4  Ц  соf  * (1 .34 )

Вычислим теперь угол ыеждо скачком и направлением течения 
за  скачком (рис. I ) ;

Ы  " 9 J - 3 <£ i o  d  } (1 .30 )

где 0  -  угол отклонения линии тока пссле скачка. При этом ес­
ли <5 мало и косой сккчок сильно отличается от прямого, то ли­
нии тока зи скачком должны проходить вблизи от этого скачка.
После дифференцирования (1 .3 5 ) имеем

I 1 (1-36)
При значении угла наклона скачка относительно направления набе­
гающего потока </„, р а з  чо г о углу Маха набегающего потока, имеем 
£  » 1, 6  * 0  и d - t /d j '  < 0  * ПРИ eT0M '/d d . > О  . В случав 

прямого скачка ¿ - ^ / г  , 9  * О и ^ / d J . - - S ' l (< -€ )  < О • 
Между этими значениями угль oL находится значение О •
которое соответствует как минимум одному значению об , которое 
определяется при постоянном значении £  условием i q d  = <$ " ^  . 
Для соответствующего угла т о ч к а  на к рИ ЕО й  возможных скачкор на -  
эывается точкой отхода скачка. В этой точке угол отклонения по -  
тока 6  принимает свое максимальное значение. Скачок называет­
ся слабым или сильным в зависимости от значения угла наклона аС, 
по сравнению со значением о£ ъ точке отхода. Сильным скачок 
называется, если угол наклона меньше,чем его значение в точке 
отхода, и слабым -  если больше.

Звуковой точкой на кривой возможных скачков называется точ­
ке., соответствующая т а к о ^  скачку, зи которым скорость равнч 
скорости эпука. Вообще говоря, существует всего одна точка, для 
которой имеет месте

l"J



Ута точка отделяет скачки, переводящие течение в сверхзвуковое, 
от скачков, переводящих течение в дозвуковое. В частном случае 
совершенного г а за  при постоянной соотношении удельных тешшем -  
костей эти две точки сливается при предельном переходе при

l . b .  Закон сопротивления Ньютона

Имя Ньютона присвоено целому направлению теории гиперэву -  
ксвых течений, которое основано на предположении о равенстве 
нулю на скачке отношения гиотностеП и ни предположении о беско­
нечно тонком ударном слое. При расчёте сил сопротивления, кото­
рые действуют на тело , движущееся с гиперзвуковой скоростью,мож­
но воспользоваться законом сопротивления Ньютона, который осно -  
ван на гипотезе, что набегающий поток представляет собой прост­
ранство, равномерно заполненное одинаковыми и невзаимодействую­
щими между собой частицами.

Ньютон предполагал, что закон соударения, определяющий по­
терю нормальной составляющей количества движения, не зависит 
от угла встречи частицы с поверхностью тела и что при ударе не 
происходит изменения касательной составляющей количества движе­
ния. Таким образом, Ньютон предполагал, что имцульс пропорциона­
лен синусу угла встречи и направлен по нормали к поверхности те­
ла. В результате возникает давление на тело . Составляющая импуль­
са от одной частицы, влияющая на сопротивление, пропорциональна 
квадрату сицуса угла встречи.

Если масса г а з а , действующая на элемент поверхности d .6 ' 
будет равна \J fcn со Ы.б' , угол 00 принимается за  угол нак­
лона элемента поверхности с Т  к набегающему потоку. Тогда 
сила давления на элемент поверхности U6~ согласно гипотезе 
Нььтона будет

d P  - Р d 6  (1 .38 )
v  с о

Избыточное давление на тело с учётом того , что ка область, 
находящуюся ч аэродинамической тени, дьвлекие считаем отсутст­
вующим, получим из ( i . J b )



Хорчуло Ньютона (1 . ЗУ) нч является абсолютно дермой. Гешет'е 
Ньютонн может быть реальным только и случае точений при оч*ч^ 
больших числах Мах1  с большой плотностью и при о т с у т гги и  рпз- 
кости. При очень высоких чис;пи: Маха точение перед ска ком яв­
ляется,по существу, раэрзженным и Только в ударном слов его мож­
но считать сплошной средой. Если ударный слой очень тонок, то 
скачок имеет практически тот ко угол наклона, чтэ и ге ; о ,  при 
ртом нормальная составляющая количестпи движения удьряшцейсч 
молекулы пяродпбтся телу через ударный слой. При отсутствии вяз­
кости в ударном слое касательная составляющая количества дэгсг.е- 
ния мо.пекулм будет сохраняться. Так как условия, при к;—орь'х за ­
кон сопротивления Ньютона справедлин, трудно выполнимы, тс и са­
мо решение Ньютона но всегда достаточно точно. Однако оно бывает 
полезным для многих практических расчетов. Учёные баллистики 
пользовались этим законом давно, ир о д я  при этом эмпирический ко­
эффициент. При больших гииеравуковых скоростях формула (1 .39) 
хорошо описывает реальную картину течения по той причине, что 
между ударной волной и поверхностью толь находится очень тонкий 
слой сильно сжатого г а з а . При этом плотность /V ,  и скорость 1/ 
набегеющвго потока постоянны, а линии тока между ударной волной 
■л поверхностью тела практически паралк*льны поверхности тела и 
имеют почти одинаковые схорост'и.

Как следует ил закона Ньютона (1 .3 9 ) , давление в данной 
точке поверхности тела определяется ее местным углом встречи с 
набегающим потоком. Отсюда возникла идея метода касательных кли­
ньев для плоского, точения и касательных конусов для пространст­
венных течений. Эти методы Сыли разработаны в 1949 году Валам -  
дерсм и основаны на предположении, что давление в какой-либо 
точке поверхности равняется давлению на клине, касательном п 
этой точке (в плоском случае),или на конусе для пространственно* 
го случая.

Для лучшего совпадения экспериментальных и расчётных резуль­
татов было преложено испольпопание вместо (1 .3 9 )  следующей фор­
мулы ;



где Р  -  безразмерное давление в передней точке тела. Это давле­
ние легко определяется методами теоретической газовой динамики. 
Например, при обтекании тупого тела возникает отсоединённая 
ударная волна и в точке торможения давление определяется по фор­
муле Рэлея;

х-1

где = -  .'£.'1. , р  -г давление в точке торможения.
/"г-в  ̂ *1С * X 13

¿О в формуле (1 .4 0 )  есть угол встречи передней точки с набега­
ющим потоком.

1 .6 . Использование закона Ньютона для нахождения тел , 
имеющих минимальное сопротивление

С помощью формулы Ньютона (1 .3 9 ) можно решить задачу о на­
хождении формы тел наименьшего сопротивления при некоторых задан­
ных условиях. Например, при заданном объёме тела и его длине нли 
при заданном объёме и площади наибольшего поперечного сечения.
В "Математических началах натуральной философии* Ньютон опреде­
ляет форму тел а  с заданной дойной и заданш м диаметром кормово­
го среза , которое по его модели имеет минимальное сопротивление. 
Этот результат представляет собой самое раннее решение некото­
рой вариационной задачи.

Рассмотрим, исходя из закона сопротивления Ньютона, задачу
о нахождении тел а  наименьшего сопротивления в плоском и осесим­
метричном случае.

Чтобы решить задачу, необходимо составить выражение для си­
лы сопротивления, используя форцулу (1 .3 9 ) .  Для этого спроекти­
руем элементарную силу сСР на направление набегающего потока

-  Р и г Ъп*сос!<Г. (1 .41 )•'ро
Тогда лобовое сопротивление тела, имеющего площадь поперечного 
сечвния б" , найдётся интегрированием выражения (1.41)

^  -  Я  V 2 1  1  ■ (1 .42)
1Т) ((Гу)



где 6 ^  ~ площадь, перпендикулярная направлению набегащ его по­
тока.

Проекция элементарной силы на направление, перпендикулярное 
н абегаяце^  потоку, имеет вид

с1Ри - -  Р и % л 2СО (МСО ■ Ы.О' (1 .43 )
д ^

и интегрируя по площади поперечного сечения, получим

^ ' п 2со.ий£ |)д!<ггг (1 .4 4 )
i*) (гг я)

Задаваясь в формуле (1 .42 ) той или иной зависимостью угла О) от 
длины тела, можно провести интегрирование и исследовать полу -  
ченную формулу.

Рассмотрим плоский 
случай. Дня него

При рассмотрении осесим -  
метричнего случаи ш  бы 
имели

Но мы рассмотрим, для про­
стоты, только плоский слу­
чай. В осестметричном 

Рис. 2 . Схема обтекания случае решение ищется ана-
проиэвольногд плоского логичным образом и ш  его
тела гилерэвуковым потоком в дальнейшем опекаем

Подставляя выражение доя (1$  в (1 .4 2 ) ,  получим

Р-  = d x  " * A V ‘ iо 0
где t  -  длина участка тела, сопротивление которого рассматри­
вается; в случае использования закона Ньютона Í  можно считать 
как расстояние от носика тела до точки, имеющей наибольшую пло­
щадь поперечного сечения.

Заменим под интегралом выражение



« ^

! \  - ¿ о  и Л  - ¿ А  ( 1.4и)I,. } { . г

Интеграл ь (1 .4Ь ) а^едсгаиляет собой функционал типа 

следовательно, нь^Оаодимо решить задачу на окстремуи функциона­
ла, ьходяцего ь формулу (1 .4 ;)).

Как изнесгно, 1,кстрьмальш е значения дают функции ^  - Т ч  ) , 
который удпвлетиирнют урньнении ¿>Млер&

Р .  .  </ №  . „
0'1 и> Эц'

Причем криьу*', удоьлыгеорянцу») урььмении Эйлера, называют икс- 
трималыи.

Так как функция . /  но зависит явно от -1- , то

(^ ,  - , ^  и"
^ X .  (1^  с! ' ¿ у  О

Умножая уравнение Эйлера ни у ' н заменяя Ч 
го сос.п.иаенин, имеем ^

( Ч " г  < 1' 7  ч " )  г<() Ч  л .) д у  < у  ■?

из послед»««-

кГ!
(/» [/:> М <*у

Проинтегрирован один риэ зто выражение, гюлучнем перший ингег- 
р:и>

'{  . / '  (1 .40)

И случи* рассмотрения плоской задачи ни нм“в4 •'•
Чодстгшляя в (1.4<>), получаем ^



После преобразований приходим к выражению

2 У ,Л = и,*лЬ

Учитывая, что i j ' » lO » получаем

—̂ 2— -  COVL^t „
( í  «-/^aco)

Чтобы выполнялось данное условие • необходимо равенство ЬоСО •
•  cortAt , то есть чтобы обтекаемое тело было клином в плоском 
случае. D осесимметричном случае решение имеет более сложный вид.

Полученный результат является справедливым в рамках теории 
Ньютона. Если же исходить из точной газодинамической теории, то 
результат может быть другим, то есть тело наименьшего сопротив­
ления для плоского течения будет иметь более слож>фю форму.

I . ? .  Формула Буэемана

Формула закона сопротивления Ньютона (1 .3 9 )  справедлива в 
предельном случае, когда отношение плотностей ка скачке равно 
нулю,и ори условии, что форму скачка и форму тела можно считать 
одинаковыми. При этом формула (1 .39 ) даёт значение давления не­
посредственно з а  скачком. Это давление равно давлению на теле 
только в случае, когда после скачка каждая частица набегающего 
потока двигается равномерно, то есть без ускорения или по сво -  
бодной траектории. 8то имеет место в случае клина или конуса 
при нулевом угле атаки.

При обтекании тела с криволинейной образующей каждая час -  
тица двигается в криволинейном ударном слое . Поэтому необходимо 
учитывать силы, которые требуются для искривления траектории 
частицы. В соответствии с этим будет иметь место изменение дав­
ления поперек ударного слоя. Это изменение давления будет изме­
ряться произведением потока количества движения в этом слое на 
кривизну слоя. Необходимость этой поправки при расчёта давления 
на поверхности теля, движущегося с  гиперзвуковой скоростью, бы­
ла доказана Ьуземаном. Для выпуклого тела давление на поверх -  
ности будет меньше, чем это определяется по формуле (1 .39), и 
при достаточно большой кривизне может уменьшаться до нуля в не­
которой точке поверхности, в которой касательная ещё образует



положительный угол с направлением набегаюцего потока.
Модификация формулы (1 .39 ) заключается в том, что в неё 

введён дополнительный член, за счёт которого эта  формула даёт 
точное значение давления торможения, и вычисляемое значение дав­
ления раьнс давлению на теле. Эта формула не сложна и проста в 
употреблении, однако не опирается на какую-либо теорию, а  вы -  
ведена из эмпирических соображений.

Поправка Ьуземана, учитыв»иоцая центробежные силы, равна 
количеству движения на единицу ширины V  Р , умноженному
на кривизну тела, то есть на -й л и ) . Здесь ?  -  цело­
численный параметр, который для плоского течения ранен нулю, 
а для осесимметричного течения ? = 1.

Следовательно, давление на поверхности тела можно выразить

^  ^ г '  ‘ 1-« >

где -  давление на внешней границе ударного слоя, которое 
показывает, что интеграл для давления вычисляется по внешней 
границе ударного слоя* У  -  функция тока, которая для плоского 
набегающего потока а  для осесимметричного течения

V  *
•V *

Формула (1 .47 ) была выведена Буземаном,и о т  носит название 
формулы Ьуземана, или жн формулы Ньютона-Ьуземана.

1 .8 . СЛетод касательных клиньев и касательных конусов

Как уже было сказано ь п. 1 .Ь , согласно закону Ньютона 
(1 .39) давление в каждой точк< поверхности тела определяется 
местным углом встречи с набегающим потоком. Па этом основана 
идея приближенных методое получения давления на поверхности 
умеренно тонких тел в гиперэьуковом потоке не вязкого г а зь . Эти­
ми методами являются приближдние "касательных клиньев" для дву­
мирных тел и "касатольних конусов* для осескмметричшх тел. 
М-то.ц; легки в применении, ьместе с там они не дает ».икакой 
лнформлции о сгрукуурА удармоги и:оя и не учитывает центробеж­
ных сил. Применяются яти методы как ммирич.?ски обоснованные в 
оговоренной вь.ле области для уысротю тонких тел.

^•пленке и любой точи« поверхности тинрдиго ты «  с лреиз-



вольным углом атаки берётся равным давлению на клине для плоских 
течений или на конусе для осесимметричных т е л , половина угла 
раствора каждого из них равна местному углу наклона линии тока к 
направлению течения. Это оправданно, так как при гипорзвуковых 
скоростях ударный слой достаточно тонок, вследствие этого изме­
нение угла наклона линий тока очень мало. Поэтому можно считать, 
что давление на поверхности тела такое ж е,как  и на ударной волне.

Простота этих мчтодов заключается в том, что давление на 
поверхности тела является функщей только угла наклона тела. 

)чность этих методов тем выше, чем меньше отношение плотностей

В частном случае тонкого тела в гиперзвуковом потоке иде -  
ального газа  с постоянным значением отношения теплоёмкостей X  
«окно записать формулу для давления на поверхности те л а :

где вместо угла наклона касательной в точке к направлению потока 
СО берётся величина К - М -  давление на поверх­

ности тела.
Ко, как ми уже говорили, приближение "касательных клиньев" 

Ш1и конусов основывается на предположении о постоянстве давления 
и угла наклона линии тока поперек ударного слоя. А это приводит 
к ошибкам по двум причинам. Вй-первых, появляющиеся центробежные 
силы за  счёт искривления линий тонн при искривлении поверхности 
тела ведут к появлению градиента давления поперёк ударного 
слоя. Во-вторых, этот градиент давления приводит к изменению у г ­
ла наклона линий .тока поперёк ударного слоя.

Для очень малых поправка на изменение угла наклона ли­
ний тока пренебрежимо мала по сравнению с поправкой на появление 
центробежных сил.

Давление за  скачком можно взять для тонкого тела в гипер -  
звуковом потоке,как для клина,при очень малых значениях <£ / 1 / :

Поправку к давлению яа счёт центробежных сил для малого £  
можно взять в виде

(1 .49 )



Р 5  - Р ,  -  м !
(1 .50)

Здесь ^  -  координата точки поверхности тела; радиус
кривизны тел а , причём для выпуклого тела он положителен.

Считая ,  из формул (1 .4 9 ) и (1 .5 0 ) получим зна­
чение давления на поверхности тела, уточнённое на наличие цен­
тробежных си л }

Таким образом, выражение (1 .Ы ) даёт значение давления на 
поверхности умеренно тонкого плоского тела.

Аналогичным образом выводится соответствующее значение дья 
умеренно тонкого тела вращения. Оно имеет вид

где -  расстояние точки поверхности тела от оси симметрии те» 
ла,

Несмотря на то» что до сих пор нет строгого теоретического 
обоснования методов касателью х клиньев и конусов, эти метода 
являются практически ценными в ряде случаев, когда другие более 
сложшэ методы не работают.

Е к  _  А  *  -  З А ™ . (1.Ь2>



2 .1 . Введение

Проблемы газовой динамики гиперэвукопых течений нельзя счи­
тать решенными без рассмотрения течений разреженного газа , то 
есть течении при малых значениях ч и с а  Рейнольдсе. Такие течения 
имеют место при гиперзвуколнх полётах на больших высотах, при 
движении газа  в вакуумных аппаратах, при ультразвуковых колоба -  
киях в газах , а также при рассмотрении структур» сильного с-пчкп, 
тек как в последнем случае характерным размером течения является 
толщина скачка, которая соизмерима с длиниИ свободного пробега 
молекул.

13 одной из первых работ по исследованию течений рчзрег.онно- 
го газа  Зигель К. / 2 /  предложи >1 разделении механики жидкости по 
различным режимам и соответствии со степенью разрешения г оа;.н -  
сомости от чи.:ла Кнудеена. Число Кнудеена определяется отношэни- 
ем средней длины свободного пробега молекул (’ к некоторому ха­
рактерному размеру течения ь  . Н разли чных случаям в зависимос­
ти от рассматриваемой задачи за  характерный ¡•»номер молет браться 
либо характерный размер тела, либо толщина пограничного слоя,ли­
бо любой другой размер в зависимости от рассматриваемой задачи« 
Иа различных областей, на которые многие авторы поделили всю об­
ласть газовой динамики, только две хорошо определены: ото обычная 
газовая динамика силошной среды, в которой число Кнудсена */i I ,  
так что взаимодействие молекул между собой намного превосходит 
столкновения молекул со стенками, .-¡^Оод,•> ¡^...ску.'гь^ин: течение 
, где ^/l, ^  I» то есть газ настолько р аз^ж ен , ^то столкновения 
молекул с границами значительно превосходят мохмолекулярные вза­
имодействия. Ме»ду этими достаточно хорошо определёнными облас -  
тями газовой динамики существует целый ряд промежуточных течений.

При нормальном давлении величина свободного п о б е г а  молекул
I  составляет миллионние доли сантиметра. При понижении плот -  

ности г а за  длина свободного пробега молекул возрастаем обратно 
пропорционально плотности,и если o u i становится соизмеримой с 
характерными р'-змервми потока, то дискретная структура г;юи на­
чинает сказываться на законах газовой /:ннимики и теплообмена.

Число Кцудсена можно выразить через известные плрамет})» по­
добия -  числа Mtixa (М  ) и Рейнольдса (. Ri’ ) .  .Для rt-roro можно



использовать известную формулу Чепмена из кинетической теории га­
зо в , связыьащую кинематическую вязкость со свободным пробегом к 
средней скоростью движения молекул

>) ^ 0 ,Ь Я Я ? с  =  I  £ с .  (2 .1 )

Средняя скорость молекул вырохается через скорость звука <Х '■

/-ХС- - О- , (2 .2 )

где эг. -• с , '/с,г  
Тогда

I  -- { ,26  • (2 .3 )

Цодставиы (2 .3 )  в выражение для числа Кнудсена и после некоторых 
преобразований получим

к  - {  : Ц 6  ¿ - / х  -  1 . г с 1  х  т /Г  ,  ш  £  т/х ■ и м

Из теории пограничного слоя следует, что при больших значе­
ниях числа Рейнольдса (/2е Р  1) толцина пограничного слоя &  
обратно пропорциональна корню квадратному из числа ¿е •'

1  ^  1 
х  Ж 1

где X  -  координата в направлении длины тела, до которое, состав­
лено число &  .

Поэтому если решается задача о гидродинамическом трении и 
теплообмене) то есть задача пограничного слоя, когда характерным 
размером является толщина пограничного слоя ( 1~ ) ,  то при 
{¡¿х. I,согласно  ( 2 .4 ) ,  число Кнудсена становится пропорциональ­
ным отношению числа И к корн» квадратному из :

к  .

Ори малых значениях числа Рейнольдса (& ,х <й-1) толщина погранич­
ного слоя сравнима с длиной тела, поэтому

и  М к „  .

Вся сслыг.ть гьвовой динамики, как ш  говорили выши, может



быть поделена на несколько узких, иэ которых две хорошо определе­
ны« То есть имеющимися теоретическими и экспериментальными данны­
ми показано, что при значениях числа К <  0 ,01  газ ведёт себя 
как сплошная среда. Вторая хорошо определённая область -  та , 
где значения числа Кнудсена велики, то есть  К > I .  В этой облас­
ти пограничный слой у поверхности тела но образуется, так как 
реэмитированныо (отраженные) поверхностью тела молекулы зтолки -  
ваются с молекулами внешнего потока н а  далеком от него расстоя­
нии, то есть в этом случае тело не вносит искажений в поие тече­
ния вблизи поверхности. Этот режим точения носит название "сво -  
бальомо.;еку.':Яр1:'.'Го течения г а за " . Для этого режима, который, по 

имеющимся данным,наблюдается при 3* трение и теплообмен
тела с окружающей средой могут быть учтены при условии однократ­
ных столкновений молекул га за  с поверхностью тела.

Б промежутке между течением сплошной среды и смг>чдномилс- 
кулярным течением газа  находятся менее изученные течения газа .
В интервале значений числа Кнудсена 0 ,0 1  К 0 ,1  находится об­
ласть так называемого "течения со скольжешюм". В пределах этой 
области также можно пользоваться уравнениям  газовой динамики 
сплошной среды, но уже граничные* условия должны быть отличны от 
условий прилипания и равенства температуры потока температуре 
стенки на поверхности тела, обычных для течений сплошной среды*
В интервале 0 ,01  < К 0 ,1  в граничные условия на твердой поверх­
ности следует вводить поправку на так называемые "скольжение’1 
дал динамической задачи и "скачок температур" при рассмотрении 
теплообмена.

Переходная область между течением со скольжением и свобод- 
номолеьу.1кр.й1м течением до сих пор о стаётся  м^оизученной. В 
этой области необходимо учитывать как столкновения молекул между 
собой, что является определяющим при сво^одномолекулярном режи­
ме, так и столкновения молекул газа  с поверхностью твердого те  ~ 
л а , а  также взаимодействие отражённых молекул с молекулами набе­
гавшего потока. Все это создаёт большие теоретические трудности 
и поэтоцу данная область остаётся слабо исследованной.

Таким образом, при обтекании твердых тел потоком разреженно­
го газа  три критерия подобия, характеризующие вязкость ( й л  ) ,  
сжимаемость ( М ) и разрежение ( К = у £ ) ,  определяют область и 
соответственно методы решения, которыми следует пользоваться для 
получения картины течения.



На рис. 3 представлены области течения газа  ь зависимости 
от значений И  и по Тэяну /2 / ,

Свободно
• МСМК1]
лирное
течение

к " от

Течение 
со сяольже 
нием

Область а ¡оукооыхгипе^ь . 
скоростей СУ

О
х  а  
^ 'ъ - ^ #) 
2

з °

Область умеренных 
сберх^дукобш 
скоростей 

^¿^П йл¿¿й”2иЭи сйух £Ш9ШШИ1.
” -2  2 Ч б <? ^  &

¡'и е . 3 . ООласти течения риареленных гьзо в  / 3 /

Иа 1-  . о видно, что при постоянном значении числа М и з­
менение числа ^  нижет привести к изменении области течения.

й если ^ассматриздть полёт тола ни различных гысотох, то 
окизньиотся, чти при одном и той же значении числа Н на различ­
ных ьыситал условия полёта будут соответствовать различным облас­
тям течения вследствие изменения кинематического коэффициента 
вязкости. Так, к примеру, прк М * 6 для тела дайной I. с 1 м 
число /¿¿. значительно зависит от высоты полота :

Н -  20 км & - 1 (иг*1<Л

Ц * Ы) км &

100 км 

145 км

и

Яя-

1,11*10°,

9(3,У,

0,Ь95.

оти значения числа & . нанесены на рис. 3 . Отсюда видно, 
что для такого тел а  полёт на высоте ¡¿0 км соответствует услови­
ям обычной сплошной среды, на высоте 00-100 км -  области течения 
со скольм^нием и на высоте? 143 км полёт проходит в условиях сво->



йоЛ''ч,./с.'1пиу.:яр1и |’о течения.
Рассмотрение течения в условиях сьоси;;|.иу.о.чс‘ку..я]-1'Л'и режи­

ма проводится на основе применения кинетической теории газов.

2 .И. Молекулярное строение газа  и функция распределения.
Концентрация молекул, плотность. Определение 

макроскопических характеристик

Кинетическая теория исходит из представления о газе кал о 
совокупности материальных частиц. Ьти частицы условно назы вайся 
молекулами, но такое название не всегда совпадает с физическим 
определением молекулы. Под "молекулами" ь этом случае могут под­
разумеваться свободные атомы, ионы, электроны и собственно моле­
кулы. Как мы знаем, твердые тела и жидкие вещества также состоят 
из молекул и атомов, но характерно? собспностыз газа  является 
то , что его молекулы расположены дру»1 от друга на расстояниях, 
значительно превосходящих размеры самих молекул. Вследствие это ­
го молекул;: г а за  сравнительно свободно ыогут перемещаться друг 
относительно друга.

В большинстве случаев предполагается, что каждая из молекул 
представляет собой твердый упругий шарик и при своем движении не 
оказывает силового воздействия на другие молекулы до тех пор, 
пока не произойдёт её столкновение ещё с  одной или несколькими 
молекулами. Расстояние, которое проходит молекула за  время между 
двумя столкновениями, называется свободным пробегом. Очевидно, 
что в общем случае это расстояние будет различным как для разных 
молекул одного и того же газа , так и для определённой молекулы в 
различные м ом ен т времени. Поэтому обычно рассматривается усред­
нённая величина -  средний свободный пробег молекулы газа .

Довольно часто используется и другая схема взаимодействия 
между молекулами': молекулы рассматриваются как центры силового 
поля, при этом сила, взаимодействия берётся обратно пропорциональ­
ной некоторой степени расстояния между молекулами. Примером та­
кого взаимодействия является предложенная Максвеллом модель ыэн- 
имодействия с силой, обратно пропорциональной пятой степени р ас­
стояния между молекулами.

3 силу большого количества степеней с во Соды мехнкической си­
стемы, которой можно аппроксимировать любой конечный объём гяэа 
с точки зрения кинетический теории, для описания основных, свойств



такого объёма гау н  приходится пользоваться статистическими пред­
ставлениями, Оиределии свойства  г а з а , которые обусловливаются 
особенностями движения ого  молекул.

В данный момент времени каждая молекула г а з а  обладает прису­
щей ef. скоростью и заним ает определённое положенно в пространст­
в е . Для определения т е х  или иных свойств г а з а  необходимо иметь 
представление о ¡юведении отдельных молекул, но так  как это яв­
л яется  невыполнимым услови ем , то принято рассм атривать макроско­
пические характеристики  г а з а ,  которые вычисляются г^тём осредне­
ния тех  или иных молекулярных параметров по достаточно большому 
числу ыслекул или по достаточно длительному промежутку времени. 
Для то го , чтобы провести  такое осреднение, необходимо зн ать  не­

которые статистические донные, для задания которых необходимо 
ввести так  называемую функцию распределения.

Рассмотрим дьижение г а з а  в некоторой неподвижной декартовой 
системе координат ( C t ,  у  , <*■ ) .  Каждая из молекул имеет свою ско­
р о сть , компоненты которбй обозначим через Сл. , Су , С л . Если 
положением и скоростью  в данный момент времени t  определяется 
состояние одной молекулы, то состояние г а з а ,  занимающего элемен­
тарный объём d x f i j d l f  в этот  же момент времени можно охарактари- 
эоьать числом м олекул, скорости которых находятся а диапазоне от 
С* . Си . С *  до C x . ^ d t K9 Су . C t + d C t  . Тогда число 
так и / Молекул можно зап и сать  как

d t J  - CL,Cj , C t )dxdyd?  d C^ dCj  dCj  , ( ¿ . 5)

где функция распределения молекул по скоростям Р  зависит от 
семи переменных. З т а  функция играет важнейшую роль во всей кине­
тической теории г а з о н .

Используя какую -либо функцию распределения, легко можно вы­
числить концентрацию молекул rt[x: J , 2 , t )  -  среднее число мо -  
лекул г а з а ,  находящихся в единице ооьёма в интересующий нас мо -  
меьт времени С . Как видно из U .5 ) ,  для этого  необходимо про­
интегрировать значение величины & tJ  по всем возможным значени­
ям составляющих ск о р о сти . Таким образом,

П d x  d y d г *(\Fdv)c>-x d y d 2  
и отсюда, сл едовател ьн о ,

n ^ f ' d V ,  (2 .6 )



рал С« оо о»

\  ^ \  . . d C b d C ^ d C ,  .

Зная концентрацию молекул, можк’О определи ть плотность г а з а  
| ) ( 1; ^ , 2  ( )  с помощью соотношения

р  -  а  - т  ,

где гп -  мнссь. молекулы.
Выражении ( 2 .7 )  сп равем и и о  для однородного г а з а ,  в против­

ном случае г?1 должно быть массой осроднинной молекулы.
Используя функцию распределнния, можно со ст ав и т ь  выражение 

для среднего Эгшченил любой функции, которая  зав и си т  от  положе­
ния, скоростей молекул и времени, то е ст ь  У - </ >(х,и,2,Сл , су . с , А  
Для точки, идечцей координаты х  , у  , 2 » ь момент времени £ 
среднее значение функции У можно зап исать  сд ед ущ и м  образом;

(С { г . .

1 ^   ̂ ' и -8> 

В некоторых случаях вместо функции расп ределен ия Р  вводится 
массовая функция распределения $  , с в я зь  между которыми осу -  
щ ествляется по формуле

{  = т  £  • ( 2 .9 )

Используя массовую функцию расп ределен ия, можно написать 
выражение дня среднего  значения функции */ , применял ( ¿ .6 ) :

Г
Записанная в виде (2 .Ü ) и ( ;¿. б * ) функция ty1 п редставляет  собой 
какую-либо макроскопическую хео*ктеристику r a s a ,  который описи -  
нается представленной функцией распределения.

¿ . 3 .  Уравнение Больцмана. Общее уравнение переносе 
молекулярных характеристик

Записанная нышс функция У может и грать  роль  какой-либо мо­
лекулярной характеристики. Средние значения эти х  молекулярных



характеристи к  представляю т собой не что иное, как макроскопичес­
кие характери сти ки  состояния и движения г а з а .  Как било представ­
лено рыие, д л я  р а с ч ё т а  атих средних значений нужно зн ать  нид 
функций расп ределен ия f  или f  , Вид этих функций определяется 
» р е зу л ь т а т е  решения уравнония Ьольцмана, вывод которого можно 
найти в специальной литературе по кинетической теории г а з о в , н а -  
примера / 4 / «  Бели через К , Ч , 1 обозначить компоненты внеш -  
ней силы, действующей на единицу массы каждой из «о леку л г а з а ,  
то это  уравн ен и е Больцмана можно записать

QHL + г  Л £  r f  Æ .  ^ п <1Г +. yPJl Ц<!£ 7 ОГ _ . 0 ( ?  10) 
ОС Ч / .  ОС, ^  1  ù C f  à c P- ( 2 Л 0 )

З д есь  член  Ас Г , стоящий в правой части  уравнения, выра­
жает собой ск о р о сть  изменения функции распределения в фиксирован­
ной точке з а  с ч ё т  столкновения между молскулими.

П рактически в большинстве случаев и , в частности , при р а с ­
смотрении точений разреженного г а з а  можно ограничиться учётом 
столкновений , и которых участвую т по две  молекулы, так называемых 
парных столкновени й . Величина Да 1' ь общем случае имеет вид ин­
т е г р а л а , п и д н н тегр ^ ь м ал  функция которого содержит функцию рас ­
пределения Р ,  т ак  что в общем случае уравнение Больцмана 
(2 .1 0 )  я в л я е т с я  HHTcrpoAHiVe'.'pi:HuiUwibHt.-u уравнением. В зависи м ос­
ти от х а р а к т е р а  силового взаимодействия при столкновении молекул 
между собой член  ЛСГ  имеет различный конкретный вид. Он носит 
название и н тегр ал а  столкновений. В самом простейшем случае , ког­
да все молекулы аппроксимируются гладкими упругими сферами одно­
го и то го  же д и ам етр а , интеграл столкновений может быть представ­
лен в виде

ЛСР j d e  J J 2 '/-■'* - F F * ) d f  . C2.II)
О о

Здесь ан ездочкой  сверху (к )  отмечены величины, относящиеся к у с ­
ловно выделяемоцу классу молекул, сталкивающихся с данными; ве­
личина

</ - / ( С , - c ; f  c f ï  t (Г. - r i I2 '

-  модуль относительной скорости м о 'е г у л , у м стг .у и .и х  в столкнове­
нии; Ь' -  диам етр молекул; V’ -  угол между направлением линии



удара и вектором относительной ск о р о ст и ; <£’ -  у г о л , определяю -  
щий положение плоскости удара и п р о ст р а н ств е . Штрихами отмечены  
символы, соответствующ ие значениям функций после у д ар а .

Если взять силу взаимодействия 7  между молекулами в виде  
силы отталкивания, которая оп р еделен а законом

Т  = ' и .  12)о
где и. -  р а с с т о я н ..; между молекулами, то интеграл столкновений 
можно выразить а виде

¿X Сл

л, /-' {?'?*'- г ?*)&<*&. (2.13)
О с

Зцесь к  = ( ^ % г )  ^  ^  з - / )  I а  величина й п редстав ­
ляет собой некоторый безразмерный параметр интегрирования (н ор­
мированное прицельное р ассто ян и е). Из ан ал и за  форцули (2 .1 3 )  с т а -  
ноиятся п итш и  ар^ииуцисгни микош-ллииский модили изалмидействин 
Мижду молекулами, по которой в (2 .1 2 )  п о к азател ь  степени £ * 5 . 
При :->том вариан те, дающем ^  * 0 , и нтеграл столкновений Дс £  не 
зависит явно от относительной скорости  сд, .

3 дальнейшем ш  часто будем п о л ь зо ваться  обобщённой форму­
лой записи и нтеграла столкновений ¿\СЬ , который включает в 
себя формулы (2 .1 1 )  и (2 .1 3 )  как частные случаи в следующем ви­
де;

Символ (.1 зд есь  относится к интегрированию по так  назы ва­
емым параметрам столкновения, конкретный вид которых ясен из фор­
мул типа (2 .1 1 )  или (2 .1 3 ) .

Рассмотрим теп ерь вывод общего уравнен ия переноса молеку -  
лярных характеристи к , роль которых можат и грать  любая функция 
координат и скоростей  молекул, а  также времени Ч/('Х,у,1)£х>Ру£л,Ь)- 
Перепишем уравнение Больцмана ( 2 .1 0 ) ,  в котором заменим функцию 
распределения Р на массовую функцию распределения ^  по фор­
муле ( 2 ,9 ) .  В р езу л ьтате  получаем

дА . г и  > г $ 1 , г и Ш л 7 д 1  { , 9  
М  гч ) л  >сщ  ‘ с ' з Г  х й » '  1 д с , ' п й ° * -  и л 4 )



Умножим обе части  уравнения (2 .1 4 )  на У сСУ и проинтегрируем 
по всем;' диипаэоцу изменения скоростей полученный р е зу л ь т а т . Пос­
ле интегрирования полученные отдельные слагаемые с помощью форму­
лы ( 2 .8  а )  преобразуем  следующим образом:

*1.1 V -  - Ш Ч 1 - 0 И -
дь

К  ж  - № М * ' ' - з и 2 г 1 - №  Ш . ,

Все з г и  преобразования выполнены с помощью интегрирования 
по частям . В последнем преобразовании п редп олагается , что при 
стремлении составляющих скорости к бесконечности произведения 
типа / (  стрем ятся  к цулго, так  как в противном случае среднее 
вначение функции </* выражалось бы расходящимся интегралом.

Введём обозначения

т р  А СУ = | у , й с ^ 1 /

и воспользуемся вышеуказанными преобразованиями. В результате  
получаем из уравнения (2*14)

4. Г * 1  + П 2 1  X и д у  7  дУ . ^ \  т м
1' *ЭЛ дСх *■ ^ д С к *  4с ' '

Полученное уравнение (2 Д Ь )  п редставляет собой уравнение 
переноса молекулярных характеристик. Его вывод для частного 
сл учая , когда функция ^  зависи т только от составляющих скорости, 
был впервые проведён Максвеллом* Приведённое зд есь  уравнение для 
общего случая зависимости у 7 от координат, скоростей  и времени 
было выведено Энскогом.

Ьв



2 .4 .  Уравнения макроскопического движения г а з а

Рассмотрим вкратце некоторые свой ства  парных столкновений. 
При столкновении двух молекул должны о с т а в а т ь с я  неизменными сум­
марная м асса, суммарное количество движения и суммарная кинети -  
ческая энергия участвующих в столкновении м олекул . Таким образом, 
для парных столкновений можно зап исать  законы сохранения в еле -  
дующей форме;

т ,  пг * * т '  «- т  * У,

- тс . т*С*  ̂ т ' С ' *. т * ' с л/,

|  т С 2 + = £  т'С '* + 1 т # ' с * ' г . (2 .1 6 )

Здесь т  -  масса молекул; С -  скорость м олекул , штрих и звездоч­
ка имеют такой же смысл, как и при записи и н тегр ал а  столкновений.

При выбранной нами модели взаим одействия молекул масоа всех 
молекул до и после столкновений можот сч и т а т ь с я  одинаковой, так  
что целесообразно положить * '«• т  / п  .

Любые величины, которые у д о в л е т в о р я в  условию  Ч'+Ч' • 
называются аддитивными инвариантами столкновени я . И как видно на 
( 2 .1 6 ) ,  в нашем сл у ч ае , то е ст ь  при одинаковых м ассах  всех моле­
кул, участвующих в столкновении, сущ ествует п ять  аддитивных ин -  
вариантов стол кн овен и я:

^  = У ^ с , ;  % ; С г- с Л с * . с : г2 • ( 2 .Г 7 )

Как видно из (Л . 1 7 ) ,  Ч/1 , ^  и (/ з  , по сущ еству , предо те вляют 
собой три компоненты одного и того же аекторного  аддитивного ин­
варианта Ч'ц . Любая молекулярная характери сти ка  У , отличная 
от У; , но также обладающая свойствами аддитивной инвариантнос­
ти , является  линейной комбинацией аддитивных инвариантов % , ^  , 
V* ■ ^  . %  •

Ещё одним важным свойством парного столкновения является 
также т о , что модуль относительной скорости

?  = / ( г , : 7 / / ^ с ~ с ; ] г *7с’. - с / у "

в процр".се столкновения о стаётся  постоянным, то есть



П ривлекая вымоперечисленные свойства парных столкновений, 
можно п роизвести  некоторые преобразования над интегралом столкно­
вений

(2 .1 9 )

где V9 -  н екоторая  молекулярная характеристи ка, а  символ <{{ 
относится к интегрирования по параметром столкновения. Очевидно, 
что с точностью  до постоянного множителя выражение (2 .1 9 )  сор -  
подает с  последним аденом пряной части уравнения (2 .1 Ь ) .  Если в 
иидьнтегралы ю м выражении (2 .1 9 )  поменять ролями скорости С и 
С * , то видно, что форма этого соотношения не изменится» и 

только »место функции У7 необходимо и&ять функцию V * . Нес­
колько менее ичепмдным является  тот ф.-и:т, что при переходе от 
совокупности ск о р о стей  (С, С * ) к скоростям (Г  С * ) форма ново­
го поды нтегрального выражения будет отличаться  от прежней ли’ль 
противоположным знаком . Обоснование это го  факта связано с тем, 
ч то ,к ак  ото сл ед у ет  из свойств парных столкновений, якобиан вы­
шеупомянутого преобразования

Ш °.± £ Л  - {

и,согласн о  св о й ств у  (2 .1 8 )  ,с^ ' ~
Отсюда с л е д у о т , что значение и нтеграла (2 .1 9 )  не изменится, 

если функцию У  в подынтегральном выр.мжении заменить любой из 
следующих;

у  * . -  у*' • -  у ’ *

А ято о зн а ч а е т , что можно написать соотношение симметрии

Р * -  Г Г ‘) Ы I с / М У '  *

- ( у  ’ - У - У ‘ Ж  'V  ‘ .
Из последнего сл едует  очень важннй вывод, что если молекулярной* 
характеристи ка ' /  представляет собой линейцую комбинации ад  -



дитивных инвариантов (2 .Г 7 ) ,  то выражение ( 2 .1 9 )  обращ ается и 
нуль или же АСУ * 0 .

Получим уравнение макроскопического движения г а з а  из у р ав ­
нения Больцмана, используя вышеприведённое свойство и нтеграла 
д с . Предварительно дадим некоторые определения для  ск о р о сти ;

'  средней, или макроскопической, скоростью  г а з а  назовем величину

V  * £ § C $ d \ / t ( 2 . 2 1 )

а собственной,иди тепловой, скоростью  молекул обозначим значение 

V  -  С ' V .  (2 .2 Ü )

При этом очевидно, что

l w f d V = 0 ;  ( 2 .2 3 )

J 12-2«
Введём также в рассмотрение те н зо р  напряжений и вектор  теп л о ­

вого п отока.
Компоненты тен зора напряжений берём в следующем в и д е ;.

( 2 .2 5 )

а вектор теплового потока вы разится  формулой

9  =J  í  т *■ с г - 2 6 )

Удельная внутренняя энергия г а з а ,  го  е с т ь  внутренняя энер­
гия единицы массы г а з а  определяется как

€ * - w 5 ) { d V -  (2-27)
Обратимся вновь к общему уравнению переноса м одекудярш х 

характеристик (2 .1 5 )  и посмотрим,какой вид оно будет гриким ать, 
если в качестве  молекулярных харак тери сти к  последовательно под -  

стаалять каждый из пяти едцитивных инвариантов ^  ( 2 .1 7 ) .  С оглас­
но сказанному выше, во всех пяти сл учаях  будет иметь место 4CV¿ -
■ 0 . Для записи в более удобной форме каждого вновь полученного 
ив (2 .1 5 )  уравнения,соответствую щ его различным У; , используем  
формулы ( 2 .2 1 ) -  (2 .Э Т ). При получении выражений, использующих 
различные аддити вш е инварианты, получаются типов,.е интегралы» 
которые можно преобразовать следукацим образом ;



\ с л.с ^ а 1 \ ' - ^(чгх » 1ГгЩ>  Г у ) /¿ к ' -  ]и -.. ^  *■ р ; ¡ ^ { ¿ У  *

+ и ^ и г х ( м  * 1/х л ,  •  Рх^  ^  ;

^  ^ . ^ [ е  * 1 ( 1 1 % ^ .  1-/37 -

Подставляя в уравнение (2 Л Ь )  У «  I ,  получим без слож­
ностей У »  I ,  УСх -  1^. , * КРоме Т0Г0» 
ясн о , что все производные от %  тождественно будут равны нулю. 
Таким образом , уравнение переноса молекулярных характеристик в 
случае • / « ^  •  I  принимает вид

с Г дх.  дц V I

То есть  мы получим уравнение неразрывности.
Таким же образом , п олагая  Ч ж % т С*. , имеем

9 =  V ,. ; р <№х  -  р х х .  р ^  ■ ¡> ^  1ЛХ К , ;

Р?Сг = Рс, ^  ■
В этом случае в с е  производные от У  будут равны нулю, за  

исключением одной ^^/дС.х » I» В случае замены в уравнении 
(2 .1 5 )  У * *̂ 1 “  Сх. подучаем уравнение переноса молекулярных 
характеристик в виде одной из проекций уравнения количества дви­
жения;

« 8 0 *  ( р < Ц  *  и . а »

Подстановки в уравнение перекоса молекулярных характеристик (2 .1 0 )  
У*Ч'г~Си  и позволяют получить две  другие проекции

уравнения количества движения :



Щ г  ’ & И 1' *р" ) ь ^  р> / 2  *й (2-31)

И, наконец, подстановка У * ^  С 2 Д ает ном

У  = £  + ¿ ( V *  * V *  * У \

Р ^ С Л. » ¿ О  + ' - ' т ^ г  * ^ / 1 ^ +  ^ Р х г  « - ? * ,

Р  ГС,  * Р  ^  «  • 1  V 1) -  11 Р,« ♦ У а д  * К* Р , .  ‘ V  

р  ч? 4 = р  ц , ( е  * £  и ' )  -  у ,  Р „  * ‘ 5 %  * П  Р „  -  9  * ,

§ г ^ . -
Подставлял зал и сан ш е  выше комплексы я уравнение (2 * 1 5 ) , получим 
из уравнения переноса уравнение энергии

! ё  [ ? ( г  • I + | г С р ^  - 11Г2) * 1 \  р „  - ¡ 5  ^  ^  Р г < * ^ х  ] ’

^ [ Р ^ г ^ Р ^ Д -  З г С Р ^ г О *

+ 1̂ У ♦ ^2) = о . и.аг)

Если ввести оператор

'7 = г- й ^ |  + к й  
и унифицированное переменные У , с-Г , жí = ц ,  Х 4 » т° 
уравнения (2 » 2 Ь )- (2 ,3 2 )  могут быть пэрелисш ш  в компактная в ек -



торной форме»

| £  +. V ( p  1^) = 0;

+ "  *  X í ' °  ’ L - ' i X S ' i 9 i

p ( f f  + 1 f $  í  p¡* iL =  °-
М акроскопические уравнения движения ( 2 .2 8 ) - ( 2 ,3 2 )  могут быть 

дополнею  соотношением, которое получается как  прямое следствие 
соотношений типа ( 2 .2 5 )  и равенства ( 2 .2 7 ) :

Р м  + Р ^ Р , , - ^ .  « - “ í

В то же время сумму* фигурирующую в левой  части  (2*33), можно при­
равнять утроенной величине статического давления Р  , так  что 
вто же уравнение можно переписать в другой форме:

Р  =  £ - £  . (2 .3 3  ж )

Это уравнение может носить название уравнения состояния 1 <-эа. tío 
его  обычно зап исы вает в другом ги д е :

с £ Т  , (2 .3 3  б )
<Р

где £  -  г а зо в а я  п остоян ная, а  Т  -  термодинамическая температу­
р а . Из сравнения зап и сей  (2 .3 3  а )  и (2 .3 3  б ) ,  то есть  двух форм 
записи уравнения состояния г а з а ,  видно, что термодинамическая тем­
пература может быть определена формулой

? = j  £ Т  . (2 .3 4 )

Нужно иметь в виду , что такая  связь  имеет место только в случае 
одноатомниго г а з а ,  так  как в определении внутренней энергии ао 
формуле (2 .< 7 )  нами была учтен а лишь кинетическая энергия посту­
пательного движения молекул. В случае многоатомного г а з а  необхо­
димо было бн у ч е с ть  энергию вращательного и колебательного дви­
жения, а также виды энерги и , не связанные с механическими пере­



мещениями,и ввести члени, о т в о тст в ен ш е з а  эти  виды энергии, в 
правую часть уравнения (¿ ..IV ).

Ьозвратиися к случаи одноатимного г а з а  и определим удельнуш  
теплоёмкость такого г а з а  при постоянном объём е ( и отношение 
удельных теплоём костей ■*" ,л/ с  ?  • при атом уч тем , что ('¿-С,, X 
Получаем

1' - ■ , 7 Г  к  и ' Ы

I; также

^  »(‘г  6
• к - - £ * —  - т,- и . З о )

 ̂ 1Г С ¡/ О

Ддя многоатомного г а з а  ясно, что

С.Г > §  Ц , “ '*■ <  |

2 .6 .  Обзор методов решения уравнения Больцмана

Как оыло у.ке сказано  ваше, для нахождения функции распреде­
ления необходимо решить уравнение Больцмана. Рассмотрим несколь­
ко общеизвестных методов решения итоги у р ав н ен и я . В настоящее 
время ненозможно предложить какой-либо метод построения точных 
решений уравнения Ьольцмдиа и позтому вс:о предлагаемые нияе МОГО­
ЛЫ ЯВЛЯЕТСЯ НрМбЛИЖОННЫМ.!,

( дин из |цх)стей.аиг. мсгидов решения основы вается на линеари­
зации исходного уравнения (2 .1 0 )  или ( ¿ . 1 4 ) .  Дня этого  делается  
предположение о том, что н силу определенных условий функция 
распределения ^  слабо отличается от м аксвелловской  функции р ас ­
пределения Г “ ' 1 , и э т а  связь  выражается следующим образом:

! ’ “ ' ( {  < ¿ 0 ,  (2 .3 7 )

где в .  -  малый параметр, ч С) - новая искомая функция.
Иодстаилян лыражечии для  функции р а с п р е д е л е н и я  в виде (¿:.5Г?) 

в у равнение  . 10) в предположении об о т с у т с т в и и  внешних си л ,  
н р м и 'б р и м я  членам* ы'| [-'л о порядка  мгиюсти о т н о си те л ь н о  малого 
пчр» ч<*'грч , нс л у ч / ч  } р ш м ^ни е  для  онр^-целеним функции 0  г 
' Н-ЦуыЦ.-’М 1'ГЛ<'2



(2 .3 8 )

Полученное уравнение (2 .3 8 )  также интегродкфференцийлъное , но 
его  линейность с о зд а ё т  ецу некоторые преиь^ущества по сравнению 
с исходным. В ч ас тн о сти , для  решения это го  полученного уравнения 
можно восп о л ьзо в аться  следующим приёмом: разложение по собствен­
ным функциям. Основной недостаток этого метода заключается в том, 
что часто положенное в основу предположение о малости £ §  в 
сравнении с  единицей оказы вается несправедливым так  как в не­
которых случаях  функция $  является неограниченной.

Следующий метод решения уравнения Больцмана, который ш  рас ­
смотрим, носит н азван и е метода нормальных распределений. Он был 
впервые предложен Гильбертом , развит Знскогом , Чепменом и Барне­
том и подробно излож ен в / § / ,  мы же рассмотрим лишь его  принципи­
альную схему»

Рассмотрим уравнение Больцмана (2 .1 0 )  также в предположении 
об отсутствии  внешних си л , то есть  уравнение

Предположим, что  решение уравнения (2 .3 9 )  можно представить 
в виде следу«цего бесконечного ряда:

где £  -  некоторый фиксированный параметр. П одставляя решение
(2 .4 0 )  в уравнение ( 2 .3 9 )  и собирая члены, содержащие множителем 
параметр £, в одной и той же степени, получим цепочку уравнений 
две последовательного определения функций ,  где [  *  0 ,
1 , 2 ,  . . .  В ч ас тн о ст и , для  определения функции начального при­
ближения имеем уравнение

(2 .3 9 )

(2 .4 0 )

При этом решение д л я  функции  ̂ получается

(2 .4 1 )



где /2*, , 'С  ,  1Г -  переменные величины, являющиеся функциям» X  , 
а * г Ь • Поставим дополнительное у сл о в и е , чтобы эти величины 

совпадали с тремя основными параметрами, характеризующими макро­
скопическое состояние г а з а  в конкретной т о ч к е  в данный момент 
времени. В таком случае функция (0) , оп ределяем ая выражением
( 2 .4 1 ) ,  может быть названа локально м аксвелловской  функцией р ас ­
пределения.

При обосновании своего метода Энског п редп ол агал , что плот­
н ость , температура и скорость г а з а  полностью определяю тся началь­
ным приближением. Кроме это го , при записи ( 2 .4 0 )  никаких ограни­
чений о величине <5 не вводилось. Эту величину вводили только 
дня уяснения последовательности построения очередных приближений 
и , следовительно, в дальнейшем можно сч и тать  ¿' * X. Тогда ре  -  
шение уравнения (2 .3 9 )  может быть записано в виде суммы функций, 
получающихся при различных приближениях / ’.= ,  и три вы­
шеперечисленных параметра состояния г а з а  не сТудот зави сеть  от по­
рядка приближения, то есть  от числа ф актически  вычисленных членов 
р я д а . Зависимость от  порядка приближения буд ет  проявляться лишь 
черев более тонкие характеристики состояни я г а з а ,т а к и е  как век­
тор теплового потока или тензор напряжений. Полученное таким об­
разом распределение молекул по скоростям получило название нор -  
мального, отсюда получил своё название и сам  м етод.
» При о п р ед ел ен и и  решения дня первого приближения на основе 
использования функции цулеього приближения в левой части
уравнения (2 .3 9 )  будут стоять п р о и зв о д и в  о т  Р 1о) , то гда  как 
под знак и нтеграла столкновений войдёт комбинация функций Г (с1 и 

Р 14) . Отсюда сл ед у ет , что для  определения функции Р ^ н е о б  -  
ходимо решать неоднородное интегральное ур ав н ен и е . При этом ясн о , 
что к решению аналогичных уравнений св е д ё тс я  нахождение функций 
всех остальных приближений более высокого порядка при I .
Известно такж е, что математические трудности  при решении этих 
уравнений резко  возрастаю т с повышением порядка приближения и на 
сегодняшний день известны только первые три  приближения.

Нужно иметь в виду при построении приближений по методу нор­
мальных распределений, что изменения функции з а  счёт 
столкновений между молекулами на любой стадии  исследования счи та­
ются преобладающими над чисто кониективными изменениями. Из этого  
сл едует , что приближения малых порядков соответствую т малым зн а­
чениям числа Кнудеена К , то есть  достаточно  высокой плотности



г л з а .  Т е о р е т и ч е с к и , у и ел и ч и гтя  порядок п р ибликения, можно было 

бы д з т ь  р еы ен и е д л я  г а з а  какой у го д н о  п л о т н о с т и , rio этом у п]>е- 
п я т г т в у м  не т о л ь к о  тр у дн о сти  м а г м а т и ч е с к о г о  х а р е /т е р а ,  как 

у к а за н о  CNire, но и о т с у т с т в и е  п р едстав л ен и й  о  сходи м ости  р я доь  

гипа ( 2 , 4 0 ) .  Может о к а л ё т ь е я , ч т о , поиашчя порядок прибли­

ж ения, мк буд»*м ч е п о н и зи ть  точ ность  ам лрокси’.ищии истинной фун­
кции р а с п р е д е л е н и я , а  понижать t v  л 1 я т еч ен и й  сильно р азр еж ен ­
н о го  г а з а  н с и л у  предполож ения с п реобладан ии  изм енений фунн -  

ции р а с п р е д е л е н и я  з а  с ч о т  столкнонений  между молекулами по ср а в ­
нению с  конвективны ми изм енениям и.

Если в си л у  х а р а к т е р а  рмыаем>>Й за д а ч и  влияние столкновений  

на и зм ен ен и е ф и к ц и и  р а сп р едел ен и я  можно сч и т а т ь  втор остеп ен н н м , 
что п р а в д о п о до б н о  я с л у ч а е  больших ч и сел  К н у д ео н а , то вм есто  

ряда ( ¿ . 4 0 )  д л я  приближ ённого реш ения у р а в н ен и я  ( 2 .3 9 )  лучив  
рэя ть  р я д  вида

F u - , , . t )  = £F „  . f . 4 ’̂ f . ' F 1 < - <CZ  f ' F ,  . ( г . « )
с -”

И спользуя  р я д  ( 2 . 4 ¿ )  т а к  же как U . 1 0 ) ,  вновь получаем б е с к о н е ч ­
ную цепочку урап нен и П  д л я  оп р едел ен и я  функций соответствую щ их  

приближений f*i , но тольк о в ; т м  с л у ч а е  дл я  о п р едел ен и я  функ­
ции н ач ал ь н ого  приближ ения получаем ур а в н ен и е

Это у р а в н ен и е  н о с и т  н а зп а н и е  уравн ен и я г т: i' мо.1еку..я{ 

т еч о н и я . П оследую щ ие приближения с т р о я т с я , у > и с. уч*ч. я 

р я д а  ( ¿ . 4 0 ) .
Аналогично приведённы м рынл» схем ам  п ол уч ен и е решения по м е­

тоду  n<)pM.'*jib‘tnK р а с п р е д е л е н и й  р е т ^ т с я  у р а в н ен и е  1-ольцчана по 

м е т о д у , к отор ой  ннорры е предложил К ф ф е/ C / j  практи ч еск ая  р еал и ­
зац и я  птиго м е т о д а  п о и гр а н а  н р я 'ю тах  Келлер?, и йиманскоги f i / .  
Р а сч ет «  *ун к ц ги  ^ л ен р ед ел ен и я  по этом у м ето д у  огран и ч ивал ись по­

стр оен и ем  приближ ений и Г, .
К опие&ннкм '»ЫН'»* м етодам  рруенил ур а в н ен и я  1ольцм »нн с  но -  

уощмс' р'-с^ожемия по ст еп ен я м  малого п арам етра п р и м к н е т  м етод  

1  ' з  , )7<гни.! iv> специальны м  функциям, рп^рпЛ мтпищ й Грг-цум / ь / ,
■) - • и е п п т ь з у е т е ч  р!)т>'^мн1п ф ун /ц и и  pf ' по
h i ' . i" »¡.Мити,  <5'f<'T м(-г«\ц ni» Tf - ^ y r  t 1 • ' ' í“ г  гiíj* а м е т -
¡ re i' i  ■< . .'•e ;t¡y h  ;•■ ь и гр а ет  ■ < р f a т 1 ■) ‘'.'Г' м ;п -



ближения. Груд п к ачьстье  начального приближения пыбрал локально 
максвелловскую фикцию распределения для  движения г а з а  со срав  -  
нительно иаг.км числом Кнудсенл. Спе.'^укхцие приближения, построен- 
мые Грэдим, & иэнйстной степони аналогичны приближениям, постро­
енным Чонмсном и Ьарнетом по методу нормальных рнсиредольний.
Грэд указал  такж е, что в случае , когда число Ю удсена больпм 
единицы, можно применять этот жо метод разлож ения по полиномам с. 
функцией начального приближения, ооотнетотпующей абсолытно макс­
велловскому распределении. Однако такой  приём не н аш * приме не -  
ния.

Для решения некоторых задач  ип7«триди1Х:о1.<1.!ИЦИ.’*.1Ы1оо урав  -  
нение (2 .1 0 )  удобнс бывает использовать в чисто интегральной 
форме. Это бывает возможно после пр«обраэо**ания и нтеграла столк­
новений, который можно, расчленив на д в а ,з а п и с а т ь  в виде

Л ^ '  -  И д  (2 .4 4 )

6 этом случав функцию Р при определённых условиях  можно вынес­
ти за  знак второго и нтеграла. Тогда в отсутстви и  внешних сил 
уравнение (2 .1 0 )  преобразуется к следующему уравнение ;

где параметр мсжет быть назван  частотой  межмолекулярных 
столкновений. Считал ^  и N  известными функциями С ,  ?  , £ , 
можно записать формальным о б у зи м  решение ( 2 .4 5 ) :

с

-  Р ( с , г - с ( £ - и ) , 0  € т р { - ^ с , ‘2 * с а - 5 ) . 5 ] ^ 5 ^  +

t  I

т
Это решение по форме соответствует  зад аче  с начальными условиями, 
но её мсжно интерпретировать и как  зад ач у  с граничными
условиями, в этом случая время t f, можно р ассм атри вать  как в ре 
мя, нвобходиме для попадания молекулы, имеющей скорость  С. , 
находящийся в фиксированной точке £  , на граничную поверхность,

(2 .4 6 )



¿ормули ( 2 .4 6 ) ,  являющаяся интегральной гермой представления 
уравнения Больцм ана, может быть использована для нахождения функ- 
цич ^  методом и тераци я. Это дечается  следующим образом: выби­
р ается  н ачальн ая  функция £> , с  её помощью определяют ^ и Л' , 
поело этого  подстапляю т в празую часть  выражения (<¿.46) и в ре­
зу л ьтате  получают новую функцию , и т ак  д а л е е , сто т  способ хо­
рошо р аб о т а е т , особенно если решение не зависи т от 2 , для 
этого  случая такж е д ок азан ': сходимость итерационного процесса.

Уравнение типа (2 .4 о )  быао получено также С .^.Ьальндсром 
н а  основ« м еханико-статистического  ан ализа о д н о а т о м н о г о  г а з а  
б ез рассм отрения уравнения Больцмана / У / .  Используя метод и тера­
ций применительно к ( 2 .4 6 ) ,  Валандер с учениками решили ряд з а  -  
дач динамики разреж енного г а з а .

Рассмотренные выше методы являются приближёнными методами 
решения точного уравнения Больцмана (2 .1 0 )  или его  модификаций. 
Можно пойти по другому пути -  цути упрощения самого уравнения и 
в первую очередь и нтеграла столкновений. Т ак, нацример, Б хатн а- 
г а р , Гросс и Крук /1 0 7  предложили релаксационную модель уравне­
ния Больцмана, имеющего форму дифференциального уравнения!

+ с  — + Сч + Г £2.47) 
оЬ л дэо 2 Ъу  * д !  '

Записанная в этом уравнении функция Г*г/-  локально макс -  
еелловская функция распределения, а  ^ -  ч асто та  столкновений.
В отличио от  переменной величию/ 9 « введенной в уравнение 
( 2 ,4 5 ) ,  в данном случае  ч асто та  столкновений счи тается  величиной 
постоянной.

Релаксационная модель уравнения Больц>«ана ( 2 .4 7 ) ,несмотря 
на значительную  простоту по сравнению с  исходным ( 2 .1 0 ) ,  все ве 
солраняет многие важные свойства последнего при Л -  Ч * £  * 0 .

2 .6 .  Р асчёт  аэродинамических сил при свободно- 
молекулярном обтекании твердых тел

При увеличении степени разрежения г а з а  столкновения мвкду 
молекулами играют эсс  меньшую роль. При очень сильном разрежении 
столкновения молекул мож^у собой происходят настолько редко , что 
нг искажают картины течен и я,и  том самым функция распределения п 
•¿том случае не учиты вает столкновений молекул. Так^й режим т е ч е -

ЬО



ния г а з а  называется еиибоднимси.скуллр!1ы.ч . При этом  необходимо от­
метить, что такое течение встречается  на п р акти к е .

Т'П-. кпк пегим сч''Лодп<'Мпл.!куг';п.чого течен и я  н аступ ает  при 
числах Кцудсена К = ^  , то он р е а л и зу е т с я , например, 1щи
полёт») космических аппаратов на околоземной о р б и те . К примеру, 
первый искусственный спутник Земли представлял собой сферу диа­
метром Ф  * 0 ,6 8  м и дви гался  по орбите с перигеем  ¿¿#¿6 км. 11а 
этой высоте средни:'! свободный пробег молекулы р ав ен  примерно 150 
м. Вычисленное для этого  случая число К ъ  2 6 0 , то  е сть  удовлет­
воряет условию сюОиднсми.'.икулярг/л'о фичения.

Дпя определения макроскопических характеристи к  течения нзоб- 
ходимо зн ать  функцию распределения. В случао сиооодно^олекулир- 
ногс течения при отсуствии  енешних сия для  оп ределен ия функции 
распределения необходимо решить уравнение

2тому уравнению удовлетворяет любая функция, не зависящ ая от коор­
динат и времени, в частности  функция расп ределен ия  М аксвелла. 
Моьно также предположить, что на достаточном удалении от тел а  со­
стояние г а з а  явл яется  равновесным и со о т в е тс т в у е т  именно максвел­
ловскому распределению . Следовательно, можно с ч и т а т ь , что молеку -  
л и , падающие нн поверхность твердого т е л а , обладаю т максвеллов -  
ским распределением с постоянными параметрами.

Для определения взаимодействия свободн^молекулирного пото­
ка с твердой стенкой и определения микроскопических характеристик 
такого течения в р о д я ’/ с я  в рассмотрение некоторое коуффициепты. 
Коэффициент д и е з н о г о  отражения 0  , определяющий собой сред­
нюю долю всех молекул, ударяющихся о стенку и 'отраж аемы х неупоря­
доченным, то есть  диффузным сбрмэом, В случае  диффузного отраже­
ния молекул от поверхности распределение отражённых молекул не 
аавиеит от распределения а%цащих и со о тв е тст в у ет  максвелловско­
му с теипр.ратурой,ра])ной температуре стенки Т у  . По аояичиж. 
коэффициент ди<$фузи(|ГО отражения равен

где '¡Г п редставляет собой среднее вн&чоние касательной  состав ­
ляющей количеотра дмгкения молэкул. Индекс * относится к на -

(¿ .4 8 )



дащ им  молекулам , индекс 2 -  к отражённым, а иг -  к молеку­
лам, имеющим п осле отражения максвелловское распределение с  тем­
пературой Тиг .  Очевидно, что 'ъ#  » 0 .  Кроме коэффициента 6? 
вводится о рассм отрен ие 0  1 , определяемый соотношением;

гд е  Р  -  норм альная составляющая количества движения молекул. $  
и 0 '  характеризую т обмен количеством движенчя между гаасм  и стен ­
кой.

Кроме эти х  коэффициентов Кнудсен ввёл ещо один -  коэффициент 
аккомодации об ,  который служит характеристикой приспособления 
удельного п о то к а  энергии отражённых молекул к условиям, соответ­
ствующим тем п ературе стенки :

■ < 2 .Ы )
и ; “  С.цг

Здесь £  о зн а ч а е т  поток энергии молекул, а  индексы то ж е, что
■ в формулах ( 2 .4 9 )  и ( 2 .5 0 ) .  В случае идеальной аккомодации £г =
■ и об * I ,  то гд а  как при отсутствии  энергетического обмена 
между молекулами и поверхностью Е1-  Ег • т ак  что Л •  0.  В 
случае сиободномилекулирного течения г а з а  вышеприведённые коэф­
фициенты изменяю тся в пределах 0 ,8  < 9  < 1 (0 0 ; 0 ,8 5  <о(. < 0 ,9 5 .

Рассмотрим обтекание установившимся свободномилекулярш м  
потоком г а з а  тверд ого  т е л а . Выберем элемент поверхности, а  также 
связанную с ним систему координат 0! , , причем ось эс, н&~
правим по внутренней  нормали (р и с . 4 ) .  Считая постоянной макро -  
скопичесную ск о р о сть  г а з а  V  относительно т е л а , представим мак­
свелловскую функцию распределения падающих на элемент поверхнос­
ти т ел а  молекул в виде

Г = / г „ ( г г е г „ )  ^  +^ о и ) г . с ’ ]/г  щ ^ и . ь г )

' з д е с ь  -  проекции молекулярных скоростей на оси 
координат, индексом оо отмечены параметры, относящиеся к н а -  
Оегажнцецу п отоку .

И спользуя функцию распределения, запишем число м ол ек ул ,п а- 
дй щ и х в единицу в р е м е н  на единицу площади поверхности тиердого  
т е л а :



Р и с . 4 . Схема обтеканмл элем ента
ооверхносги тела свободно- 
молекулярным потоком

ол вО«°

о -ио**’
ш, подставлял сода значение Р иа (2 .5 2 ) ,  после интегрирования 
получим

в * п °(+ У г 6 л 1 о ( [ 1 - ^ > и . ь з )

где п V  - . / » Г , ,  , Ср  , ,  V

Ь ' ? г К ' У ^ М а ‘ * " £ '

7 Р  Л - X 2
Ы о с  -  -= г  [  £  с М  .

Т и

Влияние дидащ их молекул на п оверхность выражается в виде 
нормального давления Р ь и касательного  с п р я ж е н и я  С*;»  вели -  
ч и ж  в ото пых могут быть вычисдеш следу сцим обрьвом:

^ 1 1 \ ГПС̂  ̂ о / С ^ С ^ С *  = * "  ^
Л .  ,.ч . Л  * Л



* У 5 Г ( 4 -  * * ег/(р> * 1 1 ^ ) ] ]  , (2 .34)

(у* ал ю   ̂ й ^ < 1 ^

Т ; - - Ш т С ^ Р с ^ с / г ^  » ^ У а ' Ы ^ е  +
С -<Г' -{Л

*- /¡зг й  ь п о С  [ 4  + С Л  ^пИс^)] ^  • и . ь ь )

Составляющая к асател ьн ого  напряжения, направленная по оси 2  » 
о тсу тств у ет , т ак  как рассматриваемое течение симметрично относи­
тельно плоскости ГГ ¿ а ;  , поэтому касательное напряжение направ­
лено по оси V у  . /

Выражения ( ¿ ,4 9 )  и (¿¿,Ь0) при 1* » и Т а-»  0 позволяют 
определить вклад в давление и касательное напряжение* который со­
зд ается  отражёнными молекулами;

Р *  ■ а - 6 ) Р : * &р„. ,

^  «  ( 1 - Р ) Г ь .

С ледовательно, суммарные значения давления и касательного 
напряжения соответствен н о  равны

Р  - Р ;  -  Р ъ -  Г 2 - 1 » Р ;  * О Р » ,  

Ъ  * ? х ~ Ъ г = 0 ~ 1 '  и . ь ь )

Давление Рц-  ,  которое встречается  выше, -  это  условная величи­
н а , характеризующая воздейстиие отражённых молекул при наличии 
максвелловского распределения при отсутствии  макроскопической 
скорости и тем п ературе Т«г . Для того чтобы определить , 
вычислим р на чале  си л у , приходящуюся на одну молекулу в таких ус­
ловиях. Используем формулу (2 .5 4 ) ,  положив в ней V  » 0 и заме -  
нив Т <Л на Т у -  ,  Разделим теперь р езу л ьтат  атих преооразльа -  
ний на выражение (¡¿,1>3), преобразованное таким же образом . В р е ­
зул ьтате  имеем, что это отношение равно П1 . А о р е ­
зул ьтате  т ог о ,  что мы рассматриваем установившийся процесс, число 
падьоцих молекул равно числу отражённых Л ? - л', ,  и п о э т о в  Риг 
выразится



Подставляя вычисленные слагаемые в выражение (¿¿ .Ь 6 ), получаем 
окончательно

Испольауя полученные выражения для давления и касательного  
напряжения, действующих н а элементарную площадку тверд ого  т ел а  
со стороны (.'1'уО^Дп./.ю;.1-‘ку.;лр11и 1 ^ п отока, можно получить сопро­
тивление и подъемную си лу , действующие на простейш ее тело  в т а ­
ком потоке. Для этого  необходимо проинтегрировать выражения 
( ¿ .и ! )  и (2.0У ) по всей  обтекаемой поверхности, что  не в сегд а  
д аёт  аналитические выражения.

выберем для простоты плоскую пластину (р и с . Ь) и проинтег-
рируем выражения д л я  сопротив -  
ления и к асател ь н о го  напряжения 
по поверхности. Угол оС можно 
н азвать  углом а т а к и . Цроекция 
суммарной силы н а ось  ОС даёт  
силу сопротивления для  т е л а , а 
проекция на ось  ^  -  Подъёмную 
силу У .
пластины площадью 5  можно з а г а ­
сать  согласно р и с , Ь ;

Р ис, Ь . Схема обтекании п л ас-  
ТИНЫ ., Н у-

ляриыи потоком

Ч - Я ([  П(Л - ^ ] с Н  I  ■* [ с ( ^  с/ } .



Если полученные выражения отнести  к динамическому напору, то поду­
чим коэффициенты сопротивления и подъёмной силы для пластины, ко­
торые со о тветств ен н о  равны

^  = * W +¿*no¿([2(í-G)út\*o¿*

+ е ]  + | d |  j  о г / ( в  sine/) *  е  ^  í r ín V  7 (2 .6 0 )

í T p V ^ S  = “^ п “ ^ Пс/со^ е  + 2 ^ £ ? í b 0 ) - t ó i V  +
J  1Л

*  f  -&no¿ C£ic¿ • (2 .6 1 )

Таким о б р азо м , можно получить сопротивление и п одъ ём ов  силу 
для  твердых т е л ,  движущихся в потоке свободномолекулярного г а з а .

2 .7 .  Сеободномолекулярмое течение г а а а  & трубе 
бесконечной дпиш

Рассмотрим важный случай течения с ильнораа реке иного г а а а  в 
цилиндрической трубе произвольного поперечного сечения. Для про» 
стоты будем с ч и т а т ь , что стенки трубы отраж ает падахщие на них мо­
лекулы диффузным образом и что температура потока во всех  точках 
одинакова.



Запишем число молекул, проходящих ч е р е з  элемент сМ  , нахо­
дящийся б сечении 1 трубы. Это количество равно

г 1 г ] / £ Т  ( 2 .6 2 )
# Г £ / ,

Белы считать молекули, попццшещие в сМ  п осле отражвшш только 
от олвыента стенки  с^й , то ведичини тел есн о го  у г л а  и ) выра­
зи тся  как

с Ц а ^ .  .

I

В р езул ьтате  получим число молекул, движущихся в направлении,про­
т и в е н , южном оси 2  ̂ используя формулу ( 2 .6 2 )

£■'■{$£ й А а -'^г № ^ . ‘ и ь -  с г .6 3 )

Дцесь я '  -  концентрация г а з а  в окрестности  площадки с1& • Р а с -  
смотрим г е ометрию течен и я. Из рис* 6  ьидно. что £  •  •
•  У 7 * Т Т ^ е о 4 1/' • »  так»« асе»  У  в .  Находя значения сс * '/’
и с<Л^' на только что записанных соотношений» а  также в м е н я я  
с(Ь через с » подставим в ( 2 .6 3 ) .  Для нахождения всех 
молекул,проходящих черв» с(А после диффуэного отражения от всей  
поверхности тру бы, необходимо проинтегрировать ао 2 от до со 
и по всему контуру £  сечения С

-о» с

Дня простоты вычислим и н теграл , ограни чи ваясь  рассмотрением слу­
чая малых градиентов  плотности или концентрации, то есть

* ^ г \  п  - п  . г - ^  ■

Эдеоь П, -  концентрация молекул в сечении  I ,  величиш  П  и А * /ы г  
будем счи тать  ш етоянш м м . П одставляя выражение да я (г ' в и нтег -  
р а 1 , получим ^

'Я'

4 ' •СО



так  как и н тегр ал , содержащий л  , обращ ается в нуль. Проектируем 
Ы1 на п л о ск о сть , перпендикулярную 5 /  и имеем

М к с л б  -  У' ,

Здесь У  -  у гол  между .£> и некоторой прямой фиксированного направ­
лени я , проходящей ч ер е з  центр (¿А . Окончательно получаем для  мо­
л екул , движущихся в направлении оси

и -0 3 а )

Бели мы проинтегрируем выражение (2 .6 3  а )  по всему поперечному 
сечению трубы, то  получим общее число молекул, проходящих в едини­
цу времени ч ер е з  сечени е I  в направлении оси ¿  ;

2Г

~ ? Æ ■ 74  \ t U \ S d 4 ■ U ' 64)d ï D

После умножения ( 2 .6 4 )  на получим выражение для массо -  
вого расхода

¿т
с  г  fcM  f и  V' > (2 .6 b )
M Z i  / E i r  J j

где L -  длина трубы , &

m  d n  d f  i_ ç i f  - L  P.- -pi
" d ‘i  ‘  RT  d  2 - R T  L

Здось п о л агается , что  г а з  удовлетворяет уравнение состояния Клай- 
перона-М енделеева Р/р .  ЦТ

Для получения м ассового расхода ч ер ез трубу необходимо про -  
интегрировить выражение ( 2 .6Ь) по сечение трубы, что довольно 
сложно для трубы неправильной формы поперечного сечения. Для про­
стоты проведём интегрирование для простейшего случая трубы, име­
ющей в поперечном сечении к р у г е  pwiiiye- : 0  (р и с . ? ) .  Даже в этом 
простейшем случае интеграл эавигит от положения UA  ,
однако в этом случае  можно интегрироьание провести до конца,если 
ввести декартовы координиты г  , ^ ; причём ось у  вводится 
параллельно линии S . Лемяя порядок интегрирования р  выражении 
(2 .ь Ь ) согласно формуле



¿1 ¿г

О V

проинтегрируем выражение

о. / л ^ '

“ ** л г а
и

-  |  а ' .

Р ис. 7 .  Течение свободно- 
молекулярного г а з а  
через круглую трубу

Подставляя п оследн ее выражение, 
вычислим 

*

5 ^ ^ 5^ л ^  4 ^ ^ '« ' *  •

В р езул ьтате  можем получить выражение дн я  определения массо­
вого расхода г а з а  при 1л ю 0*д|^..1-<...:.<у..йрн*1л течен и и  ч ер е з  круглую 
трубу

<1 = 1 ■
(2*06)

Ьсли у ч ес ть , что доля частиц , отраж/шщихся диффузный образом от 
поверхности трубы, со став ляет  (У от общего чи сл а попадающих на 
неё молекул, а остальные отраж ается от неё зеркальны м образом , то 
можно записать обобщённую формулу /1 * ^ :

( ’ ;  1  й ' / р  - р \ / Ж ^  . (2 .6 6  а)
Ч  5 0 и и ,  ' ¿Поцт

Ь случае чисто зеркального  отражения молекул от  стен ок  трубы (с^=0) 
формула ( ¿ .ь о  а ) не имеет смысла, так  как в этом сл учае  стенки 
не создали? гидравлического сопротивления и в этом  случае  вместе с 

О стремится к нули и ьеличина Р 1 - р ,
Ьыьеденнын выше формулы для определения м ассового  расхода 

при .. . ^ , 1'г;у. я^.,0,.1 течении через трубу справедливы только 
для условий, когда диаметр трубы мал ио сравнение со средней дли­
ной свободного пробега молекул, а  также с теми осевыми расстояни­
ями, на которых происходят заметные изменения давлени я или плот -



ности в п о то к е . Из ан ализа формул (2 .6 6 )  и (2 .6 6  и) видно, что при 
¿/о. “ * О С,—**00 , хотя понятно, что отого не должно быть. В 
атом случае» предельном , расход доджем выражаться по формуле для 
■стечения ч е р е з  отверсти е

г  -  п г ( р  - р  )л/-Щ=- (2 .0 7 )
* (У а )-»■*> •

Исходя и з предельных случаев выражений для массового расхода 
при свободном олеку/нрном  точении в т р у б е , Дэшман /1 ^ 7  предложил 
формулу, к о то р ая  в предельных случаях принимает вид, соответству­
ющий выражениям ( 2 .6 6 )  или (2 .0 7 )  в зависимости от численного зн а­
чения ¿ / г ,  :

o.z(Pt -P¿) / 3  
/ + I  é- 'I o n .

 ̂ ' з и. у гит 
$

Нам более  удачную формулу в смысле совпадения с результатами 
»хсп ерим ентальш х исследований предлсж!. . Клаузинт / 1 2 /  в следую­
щем виде:

р  2 0  + 8 сС с>г(Р
ц  = ---------------т-------7Г\2 1 ‘ г '1ЛРГ ’

2 0 *  Ш

она д а е т  хороцую точность для  выражения массового расхода че­
р ез  трубу сеободномолвнулярного течения цри любых значениях ^ / а .

2 .8 .  Граничные услоиия при течении 00 СКОЛЫКвЛИОМ

Если разреж ение г а з а  сравнительно невелико, то есть  число 
Кнудсена меньше единицы, но не пренебрежимо мало, то и некоторых 
случаях может о к а за т ь с я , что для  описание его  движения нет необ­
ходимости п о л ьзо ваться  представлениями кинетической теории. В та ­
ких случаях  бы вает возможно для описания течения слабо расреж ен- 
ного г а з а  п о л ьзо ваться  уравнениями движения и энергии в форме 
Н авье-С токса . Но характерной особенностью таких течений явл яет­
ся  то о б с т о я т е л ь с т в о , что для них несправедливыми являются при­
нятые д л я  течен и й  при обычных давлениях граничные условия /1 ^ 7 .

В тех  сл у ч ая х , когда дли»(у свободного пробега С можно счи­
тать  пренебрежимо иалой по сравнению с характерным размером тел а

ÜC



к , на поверхности твердого т ел а  стаы ятсл  г р а н и ч и в  условия р а в и н - 
ства  температур поверхности тел а  м п отока вблизи стен ки , а  такж е 
условия рав ен ств а  кулю скорости г а з а  на поверхности твердого  т е л а ,  
то есть  условия прилипания. В случае же конечного значения о тн о - 
шения -  К ети  приближённые гр аи и ч ш е  условия требуют у то ч н е­
ния.

На сравнительно далёком р а с с т о я ^ н  о т  стен ки , обычно н а  р а с ­
стоянии нискольких дойн свободного п р о б е га , градиенты скорости и 
температуры считаю тся постоянными и только  вблизи стенки их по с -  
тоянство наруш ается. То есть вблизи с т е ш и  сказы вается  влияние 
столкновения молекул г а з а  с поверхностью . На р и с . 6  представлен

график изменения макроскопической с к о ­
рости теч ен и я  г а з а  по нормали к п овер ­
хности . При изучении ке х арак тера  и з ­
менения величин скорости и тем перату­
ры во всем объёме г а з а  граничные эф -  
фекты сущ ественного значения не имеют. 
Для у ч ё т а  граничных аффектов д о с та  -  
точно экстрап олировать  линейный у ч а с ­
ток изменения соответствующей величи­
ны вплоть до самой стен ки . Подученные 
при такой  экстраполяции условные зн а ­
чения скорости  и температуры как  р а з  
и дадут нам нужные граничныо у сл о в и я .

Ддя определения с т р у к т у р  выражения скорости  скольжения Г] 
будем рассуж дать следующим обрздом. При отсутстви и  градиента * ^ /9 а  
отсутствовал  бы обмен количеством движения между твердым телом и 
газом . Отсюда можно сделать предположение о пропорциональности 
между скоростью скольжения и градиентом  скорости  на некотором 
расстоянии от  стен ки , то есть

^ ‘ к / ~  , и.из>

где коэффициент 1фопорциональности к г  положителен или равен  
нулю.

Таким же образом можно зап и сать  выражение для температурного 
скачка на поверхности твердого т е л а :

Рис. 8 .  Профиль скорости 
у стенки при течении со 
скольжением



IД* к т ^
Коэффициенты пропорциональности л выражениях ¿<¿.(>»0 и ^¿.С 9) 

имеет разм ерность длины и естество.:но предположить, что они мо­
гут  эаек* 'еть тол ько  от  средней гумны свободного пробега молекул.

Они ярляотся  гтрочорциг-няльикчи длин® свободно г. > пробег* (  и 
имепт порядок величины С .

Протодя оценки о б л и ч и т  скорости скол»жения,можно зам етить, 
что градн^егг скорости  »1к«‘кт и -ря^ок  отношения херакгер-
ной скорости и стока  к характерной дгн н е, то е сть  ^у'|.5»т ~ %  / 
такое ге  предположение межно сделать и для  гради ента температуры 

^ д п .  ''' т  7 / ,  , ГДР ^ “  характерная томш рлтз ра . На основе 
э т ^ го  можно получить из (¿.*& ) л  (2 ,6 0 )  приближенные р авен ства

« . 7 0 ,

Соотношения ( ¿ .7 0 )  св и д етельств у ет , что относительнее« неличины 
скорости скольжения и температурного скачка тем  меньше, чем мень­
ше число К»4удсена, то е с т ь  подтверждается этим самым справедли -  
вость формы выражений (2 .6 0 )  и (2 .6 9 ) ,  которое в пределе, К -* -О , 
дают граничные усл ови я  д л я  г а з а  при обычных давлениях.

На основании вышесказанного можно сд ел ать  предположение, что 
при К > 0 ск орость  скольжения 1?$ может быть отлична от нуля.
Но если г то же сам ое ?рпмя К остается  настолько малим, что 1ь -  
висляет п’>;р«'нять к иссл<*д< г а пил д»мг»«.-иия г а з е  1Хь'ШЫЭ уравнения 
сплошной с р " ^ ,  то т»»кое -'»ченич н^-ит название течения со сиол®- 
»•’^тем,

|1рйПлД»'"'!Че :,Ыи'1 ГрПНИЧ'И-'’ УСЛОВИЯ ЯЗЛЯГТСЯ Р€М *-СД л^иблкжои-
>№мн, но достаточно наглядными. Во** г строгий  гывод гр1, ,"^ н к / у с ­
ловий для течений со  ';кольжрчием кож«¡с- проподить на основании ки­
нетической теории г а э о в  с иримонею^м .{гуша^и распределения.

2 .9 .  Течение г а з а  со скольжекием в трубе .

Рассмотрим лалгинарное течение су.ибириэреженного г а з а  в тру­
бе /1 5 7 .  Составим баланс си л , приложенных к цилиндрическому эл е­
менту ж и д к о с т и  с  текущим радиусом ? и длиной (р и с . 9 ) ;

-  - ' с Ш Ъ  оГт . (2 .7 1 )

гд» Г -  напряжение трения на боковой поверхности элементе; Ы р -



T i r f c i

ж

=  F
—-P+dp -

1'ис. 9 . Лаьиыарное течение r a j a  
'  со скольжением ь трубе

раул ость  давлений lia ei-o тир-* 

4M.
й д есь  мъ пренебрегли из­

менением плотности г а з а  в на -  
правлении оси  трубы, ш э в ь н  -  
ном изменением даъ д ен ая . ¡Ъ д - 
стньлля напряжение трсним i«o 
формуле Ньютона 
представим  (Ü.7X) а ьиде

(¿ .7 2 )<±П .  Л <!}* 
1/х ’  '¿ Г  ¿ъ

Интегрируя ьто выражение при грали ч ш х  усл о ви я х , учитывалщих ско­
рость скольаы ш я на сте н к е , а*о есть  при 1 -  Р- I 1г ^  , получки

!. ¡т  т.*

Для оси трубы получаем

1) \у ' Ри-* ^ "У За Т  '
так  как в »том случае 'Ь ■ С .

А окончательно дд я  безразмерного профиля скорости  в трубе 
для течения со скодьхением подучаем

УУ-Щ
УГ.п- Х \ • \  -  —  

1 Й *
(¿ .7 3 )

Отсюда легко вычисляются значения соответствующих величин у стен ­
к и ; градиент скорости

( i r )  
W b  л* г

U .7 4 )

(2 .7 5 )

и напряжение трония

-  £ —  ■

Далее вычисляем среднюю скорость по сечению труби , которая 
равн а среднему арифметическому ие*ду скоростям и на оси и у стенки



(2 .7 7 )

W Z ^ C ^  f ,  ,2
V- ‘ —  = ( v „ - (2.76)

* с
По уравнению ( 2 .7 2 )  получим формулу дал  определения падении давле­
ния вдоль трубы:

d p  ~  o t - x  -  -  * ^

или, приводя к безразмерному виду» после замены

cl Р _ _  64  rfa- t V - f t

Возьмём ск орость  скольжения в  виде» аналогичном (2 * 6 6 ) :

^ - - рЧтт)*’ 1г-се' )
где С = <2 ' %  ,  & зн ак  "минус" выбран для  т о г о , чтобы значение 
скорости на стен ке  было положительным при отрицательном значении 
градиента скорости  ( 2 .7 4 ) .  Подставляя в выражение для  скорости 
скольжения зн ачен и е гради ента скорости, находим

ъ  = =  — V -  • ( г -7 8 )
1 * 2 Ï Z  * 7 1

Используя форцулы ( 2 .7 3 ) ,  ( 2 .7 6 ) ,  (2 .7 7 )  и ( 2 .7 8 ) ,  получим выра­
жения д ая  максимальной скорости

C , S * k c  <б

для  скорости скольжения у стенки

;
k c  - у

0 ,5 ^  £

для профиля скорости

r s = v  ;  *  ¿-  ;  (2 .8 0 )



{*■ 4 с  % " 4 с ъ 1

для падения давление в трубе

¿ р  _  С « /

2 ^ *
VII; £

ялы

с1 Р  . с{ т
- ^ ■ - - - 4 - 5 - .  где

г ] 1"

Зцесь число Рейнольдса определено
р \ / д

64

&£ ( I* 8о

( 2 .8 1 )

( 2 .8 2 )

( 2 .8 3 )

«г. =•
/

2 .1 0 .  Сопротивление тел при обтекании  потоком 
разреж енного г а з а  при наличии скольжения

Впервые зад ач а  о влиянии скольжения на сопротивление тел а  
была решена в 1911 году Р.Мняликеном при исследовании с  ко -  
рости падения мелких масллш х капель в воздухе иод действием си ­
лы тяж ести . Эти исследования позволили определить гидродинамичес­
кий аффект скольжения.

Сила сопротивления сферической к ап л и , движущейся с  малой 
скоростью* д л я  которой число Рей нольдса  Ц д . / р  ¿ 1  » опре­
дел яется  *ю форцуле Стокса

X  -  6 < Г ^ а 1 $  , ( 2 .8 4 )

где О- -  радиус капли; -  скорость  непоэцущённого относительного  
движ еш ь; р  -  вязкость  воздуха.

Формула (2 .8 4 )  получена при точном решении уравнения Н авье- 
Стокса для  ползущего движения в несжиоаемой жидкости при прене&~ 

режении инерционными членами. При этом применялась гипотела прими» 
пания» то е сть  скорость на поверхности сфер* бралась нулевой .

При у ч ёте  эффекта с:<сльженил при пропорциональности скорости



скольжения числу К нудсена согласно (2 .7 0 )  справедлив видоизме­
нённый закон  соп ротивления сферы

i  л ? A L
X  =  S ' j u a V l  , (2 .8 5 )

Г  i 'За .  Í

где А -  коэффициент пропорциональности, который согласно / \ б /  
р авен  численно 1 ,2 2 ,  а  вто отвечает значению 0  -  0 ,9 .  Если 
разложить в ряд  по степеням  малого параметра А ^  последний 
множитель в ( 2 .8 5 ) ,  то придём к приближённому выражение для  соп­
ротивления сферы при наличии скольжения:

X = 6 X j í / a U 0 ( i  + A ¿ )  . (2 .8 6 )

которая справедлива при íz^  0 ,5 ,  дозвуковых скоростях и и адш  
вначениях %£

Коэффициент сопротивления сферы в потоке со скольжением, по 
данным М илликена,для М <  I

С х  -  — 4 — Î  -  , 12 ,  • (2 .0 7 )

Решение зад ачи  о сопротивлении цилиндра при поперечном об» 
текании потоком г а з а  со  скольжением теоретически  было получено 
Тэяноы / З / .  Его решение д аёт  коэффициент сопротивления цилиндра» 
отн есёнш й  к поперечноиу сечению ¡

U -æ >

где  /Зе * '■ CL -  радиус цилиндра; Ь -  ого длина.
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