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Посвящается светлой памяти 
нашего учителя профессора 

Владимира Васильевича Уварова — 
редактора первого издания книги

ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящ ий учебник является одним из серии учебников, ох
ватывающих основные курсы учебного плана по специальности 
"Газотурбинные и комбинированные установки". В основу учеб
ника положены лекции по газовой динамике, читаемые препода
вателями кафедры ’Турбостроение" Московского государственно
го технического университета им. Н.Э.Баумана для студентов 
энергомашиностроительного факультета.

Первое издание учебника вышло в 1973 г. Материал второго 
издания существенно переработан и дополнен. Так, переработаны 
главы о теории пограничного слоя и об осесимметричных движе
ниях, добавлены основные положения метода размерностей. Кро
ме того, введены новые разделы, связанные с рассмотрением те
чений разреженных газов и двухфазных систем, нестационарных 
течений в трубах и каналах. Анализ течения проводящих сред вы
делен в отдельный параграф главы 7.

При изложении кинематики и динамики жидкой среды ши
роко использованы элементы тензорного исчисления, теории 
функций комплексного переменного, физики, теоретической ме
ханики, уравнений математической физики, основы технической 
термодинамики и электродинамики. Традиционно для приклад
ной газовой динамики значительное место отведено анализу од
номерных движений газа. Но так как многие прикладные задачи 
газодинамики проточной части энергоустановок не могут быть 
Решены без привлечения полной системы дифференциальных 
Уравнений газовой динамики, то значительное внимание уделено
изложению современной теории пограничного слоя и методов 
1*
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расчета сопротивления трению при обтекании тел различной 
формы при сложных граничных условиях.

При подготовке учебника широко использованы материалы, 
изложенные в учебном пособии "Газовая динамика газотурбинных 
и комбинированных установок" под ред. проф. В.В.Уварова (М.: 
Машиностроение, 1973).

Дополнительным пособием для изучения курса "Механика 
жидкости газа" (М Ж Г) по представленному учебнику является 
"Сборник задач и упражнений по газовой динамике" под ред. 
проф. В.С.Бекнева (М.: Машиностроение, 1992). Настоящий 
учебник выходит под общей редакцией академика РАН
A.И.Леонтьева, которым написаны §2 и гл. 6. Глава 1 написана 
канд. техн. наук, доцентом О.М.Панковым, §1 и гл. 2 — д-ром техн. 
наук, проф. В.С.Бекнсвым, §3, глава 3 и §47 — канд. техн. наук, 
доцентом РАЯнсоном, глава 4 — д-ром техн. наук, проф.
B.М.Епифановым, глава 5 — д-ром техн. наук, проф. 
А.Б.Шабаровым, §46, 48 и 49 — канд. техн. наук, доцентом 
М.И.Осиповым.

Авторы выражают глубокую благодарность рецензентам руко
писи д-ру техн. наук, проф. А.И.Кириллову и д-ру техн. наук, 
проф. А.Ф.Слитенко за ценные замечания по тексту рукописи, 
которые были учтены, а также Т.И.Агриомати за большую по
мощь при подготовке рукописи.

Авторы будут признательны всем, кто пришлет свои замеча
ния и пожелания.
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ВВЕД ЕН И Е

$1. КРА ТКО Е О П ИСАН И Е ХАРАКТЕРА ТЕЧ ЕН И Я  ГАЗА В О С Н О ВН Ы Х  
ЭЛ ЕМ ЕН ТА Х ЭН ЕРГЕТ И Ч ЕС КИ Х  УСТАНОВОК

Энергетические установки в настоящее время нашли широчайшее применение 
во многих отраслях машиностроения. К  энергоустановкам обычно относятся как 
технические устройства, в которых тепловая энергия преобразуется в механическую, 
гак и технические устройства, в которых подведенная энергия расходуется на осу
ществление заданных процессов. К  первым относятся тепловые двигатели рапично- 
го типа: поршневые двигатели внутреннего сгорания, в которых тепловая энергия 
выделяется при сгорании топлива в камере над поршнем; поршневые двигатели 
внешнею сгорания, в которых топливо сжигается вне шатунно-поршневой группы: 
поршневые паровые машины, работающие на сжатом водяном или каком-либо 
лруюм паре; паротурбинные установки и газотурбинные двигатели тоже внутренне
го или внешнего сгорания. К этому же классу энергетических установок относятся 
ветродвигатели, преобразующие скоростной напор воздушной массы в механи
ческую энергию, а также гидравлические турбины, преобразующие напор воды, 
накопленной в водохранилище, в механическую энергию, а затем и в электрическую 
в электрогенераторе.

Ко вторым техническим устройствам относятся разнообразные насосы, нагнета
тели. вентиляторы и компрессоры, которые также выполняются в виде поршневых 
машин объемного (прерывистого) принципа действия и лопаточных машин непре
рывною действия.

Все эти энергоустановки применяются на тепловых электростанциях в виде ди
зельных двигателей с турбонадлувом. паровых и газовых турбин, насосов и компрес
соров и на компрессорных станциях магистральных газопроводов подачи природно
го газа; в наземном транспорте в виде поршневых и газотурбинных двигателей; в 
авиации в виде газотурбинных двигателей; в аэрокосмической технике в виде турбо
реактивных. прямоточных и ракетных двигателей с турбонасосными агрегатами

В химическом машиностроении, в системах кондиционирования и в криоген и- 
ке широкое применение нашли поршневые и лопаточные насосы, компрессоры и 
Детандеры. В ялерном реакторостроен и и значительное место занимают как цирку
ляционные насосы для прокачки теплоносителя через теплообменники активной 
ю иы. так и насосы аварийных систем

В качестве рабочих тел в энергоустановках используются как жидкости с раз
личными физическими свойствами, так и одно- и двухфазные среды, в том числе 
электропроводящие смеси в каналах МГД-генераторов
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При проектировании энергоустановок всегда выполняют более или менее под
робные расчеты параметров рабочего тела в проточной части узлов и элементов 
установок. От достоверности выполненных расчетов зависит время доводки энерго
установки до расчетных параметров, а сами расчеты постоянно усовершенствуют по 
мере накопления опыта проектирования и углубления знаний в области механики 
жидкостей и газов и тепломассообмена.

Рис. 1. Схема простейшей газотурбинной установки открытого цикла: 
1 -  компрессор; 2  ~ камера сгорания; 3 ~  газовая турбина

Рабочее тело в проточной части энергоустановки может моделироваться весьма 
разными по сложности моделями сплошной среды

Отметим, что в последние годы были выполнены серьезные исследования ха
рактера течения двухфазных рабочих тел (влажный водяной пар, эмульсии, двухком
понентные среды в виде газа с твердыми частицами в ракетной технике, реакторо- 
строении и в смежных областях), низкотемпературной плазмы для МГД-генерато
ров и МГД-насосов, разреженных газов для вакуум-насосов низкого вакуума и Тур
бо молекулярных насосов глубокого вакуума, а также нестационарных течений в 
каналах поршневых двигателей внутреннего сгорания.
6



В качестве примера рассмотрим более подробно характер течения оза в элемен
тах газотурбинного двигателя как энергоустановки, работа которой в наибольшей 
степени зависит от достоверности методов расчета параметров потока в ее проточ
ной части

Газотурбинная установка (Г 'ГУ) — это тепловой двигатель непрерывною дей
ствия. состоящий из газовых турбин, компрессоров, камер сгорания и теплообмен
ных аппаратов, соединенных между собой трубопроводами КПД газотурбинной 
установки в основном зависит от параметров ее термодинамического цикла, но в 
значите.п.нои степени он зависит и от КПД турбомашин, и от потерь в других ее 
элементах. В частности, как известно из теории ГТУ. при низких значениях КПД 
турбомашин при запуске ГГУ (на холостом ходу) сильно повышается рабочая тем
пература газов перед турбиной, а это может привести к пережогу ее лопаток, что и 
наблюдалось на ранних стадиях освоения 1ТУ в промышленности.

9 10 11 12 13

Рис. 2. Схема ГТУ с промежуточными охлаждениями и подогревами воздуха: 
/ -  компрессор низкого давления; 2 и 6 -  встроенные холодильники; J. 5 и 7 -  
компрессоры среднего давления: 4 и 8  - выносные холодильники: 9 - компрес
сор высокого давления; 1 0 -  тороидальная оснонная камера сгорания; // - турбина 
высокого давления; 12 и /7 - встроенные промежуточные камеры сгорания: М и 
/5 - турбины среднего давления: 14 -  выносная промежуточная камера сгорания;

16 -  турбина низкого давления

Поэтому рациональному проектированию высокоэффективных газовых турбин. 
Компрессоров и других элементов ГТУ всегда уделяется большое внимание Схема 
Простейшей газотурбинной установки показана на рис. 1 В этой установке открыто
го цикла воздух засасывается из атмосферы компрессором /. сжимается в нем ло
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заданного давления и полается в камеру сгорания 2, где топливо сжигается в потоке 
сжатого воздуха. После камеры сгорания горячие газы попадают в газовую турбину 
J, где их энергия частично превращается в механическую работу на валу турбины. Из 
турбины газы выбрасываются в атмосферу. В установках усложненного цикла с реге
нерацией теплоты уходящих газов после турбины установлен теплообменный аппа
рат — регенератор, в котором происходит конвективный теплообмен между газами и 
воздухом, идущим из компрессора в камеру сгорания. В установках с охлаждением 
воздуха в процессе сжатия в промежуточных холодильниках между компрессорами 
также происходит конвективный теплообмен (рис. 2).

В ГТУ, работающих на ялерном топливе, вместо камеры сгорания применяется 
реактор, предсташинощий собой теплообменный аппарат, в котором теплота ядер- 
ной реакции передается газу или жидкости, прокачиваемым по каналам тепловыде
ляющих элементов (твхюв).

В комбинированной газотурбинной установке с МГД-генератором электроэнер
гии имеет место течение проводящего электрический ток газа в канале МГД- 
геиератора. где возникает взаимодействие проводящего газа с электромагнитным 
полем. В установках с жидкометаллическим теплоносителем электромагнитные 
насосы перемешают по каналу под действием электромагнитного поля жидкий 
металл, проводящий электрический ток.

При оценочных предварительных расчетах допустимо пользоваться так назы
ваемым гидравлическим подходом к решению задачи. В /том случае поток осрел- 
няют по сечению канала и рассматривают только осредненное одномерное движе
ние без анализа поля скоростей в сечении. Такой подход нашел широкое примене
ние при расчетах теплообменных аппаратов, твелов и трубопроводов с учетом 
местных сопротивлений

Окончательный расчет турбомашин (турбин, компрессоров и насосов) — их ло
паточного аппарата, входных и выходных патрубков, камер сгорания, канала МГД- 
генератора и насоса — нельзя выполнять по одномерной теории: при расчете необ
ходимо учитывать также неравномерность поля скоростей, т.е. пространственный 
характер потока в данном сечении канала. Правильная оценка поля скоростей в 
данном сечении канала позволяет рационально профилировать лопаточный аппарат 
турбомашины, ее патрубки и другие элементы газотурбинной и комбинированной 
установок.

Рассмотрим несколько подробнее характер течения в основных элементах уста
новки.

Компрессор
Многоступенчатый осевой компрессор состоит обычно из трех основных частей: 

лопаточного аппарата, входного и выходного патрубков. Лопаточный аппарат — это 
совокупность ступеней, состоящих из рабочих колес У и направляющих аппаратов 2. 
расположенных последовательно, один за другим (рис. 3). Если рассечь дозвуковую 
ступень цилиндрической поверхностью радиусом г и сечение развернуть на плос
кость. то получим так называемые плоские решетки рабочего колеса и направляю
щего аппарата Решетки состоят из лопаток, образующих лиффузорные каналы, в 
которых кинетическая энергия газа преобразуется в статическое давление

Форма решетки обычно зависит от радиуса г секущей поверхности. При расчете 
обтекания решетки на данном радиусе условно рассматривают обтекание прямой 
решетки плоским потоком. Все сечения обычно рассматривают независимо друг от 
8



д р у г а ,  хотя при малой высоте лопаток и при сверхзвуковом обтекании это допуще
ние не выполняется. Поток в осевых зазорах между рабочими и направляющими 
лопатками близок к осесимметричному, позтому для его анализа удобно использо
вать цилиндрическую систему координат.

Рис. 3. Продольный разрез ступени осе 
вого компрессора

Рис. 4. Продольный разрез ступени центробежною 
компрессора:

У - входной патрубок; 2  -  рабочее колесо; J  -  безлопа гоч- 
иый диффузор; 4 - лопаточный диффузор

9



Входной патрубок обычно состоит из под водя ше го канала и осесимметричного 
кольцевого конфузора. обеспечивающего равномерный подвод воздуха к первой 
ступени компрессора. Выходной патрубок состоит из кольцевого диффузора и отво
дящего канала. В подводящем и отводящем каналах скорости газа обычно невелики, 
поэтому форма этих каналов слабо влияет иа поле скоростей в осесимметричной 
части патрубка.

При расчете и профилировании осевого компрессора широкое применение по
лучили теория течения в плоских прямых решетках и теория осесимметричных 
течений газа.

При расчете центробежною компрессора (рис. 4) большое значение имеют осе
симметричные течения газа в неподвижных элементах (входном патрубке I и безло- 
паточном диффузоре 3) конструкции, а также вопросы теории плоских круговых 
решеток, на основе которой рассчитывают течение в плоском колесе и в лопаточном 
диффузоре 4. Течение в осерадиальном рабочем колесе 2 является весьма сложным 
пространственным течением, поддающимся лишь численному решению на 3U BM  
или экспериментальному исследованию.

Течение газа в газовой турбине (рис. 5) описывается теми же уравнениями, что 
и течение в компрессоре. Различие заключается лишь в характере течения газа в 
межлопаточных каналах, где течение является конфузорным. сопровождающимся 
ростом скорости потока. Осевая, или центростремительная, турбина (рис. 6) пред
ставляет собой соответственно как бы обращенный осевой, или центробежный, 
компрессор. При расчете и профилировании турбины также используются уравне
ния осесимметричного течения газа и теория плоских решеток

Турбина

$ г

Рис. 5. Продольный разрез ступени оссвой 
газовой турбины:

/ - сопловой аппарат; 2 - рабочее колесо
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Рис. 6. Продольный разрез ступени центростреми
тельной турбины:

/ - сопловой аппарат; 2 -  рабочее колесо; 3 -  выходная 
решетка

Предпринимаются попытки учесть при расчете и профилировании лопаточного 
аппарата турбомашин влияние пограничных слоев, образующихся не только на 
профилях лопаток, но и на поверхностях корпуса и втулки, ^ги пограничные слои 
носят пространственный характер, а методы их расчета являются полу эмпирически
ми.

Камера сгорания

Рис. 7. Камера сгорания ГТУ:
/ - жаровая труба: 2 -  завихритель: 3 -  запальная свеча; 4 - форсунка
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Рабочий процесс камеры сгорания ГТУ — это весьма сложный объект изучения. 
Течение в ней, как правило, трехмерное и не поддается простой схематизации. В 
камере (рис. 7) за стабилизаторами находятся циркуляционные зоны обратных токов 
и происходят сложные взаимодействия струйных течений с движущимся потоком. 
Теплота при сгорании топлива выделяется при очень сложном характере потоков в 
камере, т.е. течение в ней не может быть изоэнтропическим.

В настоящее время теория рабочего процесса камер сгорания разработана недо
статочно, а потому при создании эффективных камер привлекаются эксперимент и 
моделирование. Для расчета камер сгорания применяются теория турбулентных 
струй, теория отрывных течений для плохо обтекаемых тел, а также основы теории 
подобия.

•
Теплообменные аппараты

Течение в теплообменных аппаратах анализируется с помощью тех же уравне
ний сохранения, которые широко используются в механике жидкостей и газов. При 
расчете течения газа или жидкости по такому каналу часто можно не интересоваться 
полем скоростей в его поперечном сечении, но обязательно надо учитывать тепло
обмен через стенку, который определяет изменение параметров газа по оси канала. 
При определенных значениях длин каналов, их диаметров и тепловых потоков 
может произойти "запирание** каналов, при котором снижение давления на выходе 
не позволяет увеличивать расход газа через канал.

К  теплообменным аппаратам относятся регенераторы и холодильники трубчато
го (рис. 8) и пластинчатого типов, радиаторы систем охлаждения лопаток высоко
температурных турбин, каналы тепловыделяющих элементов ядерных реакторов, а 
также каналы охлаждаемых лопаток и других деталей газотурбинных и комбиниро
ванных установок.

Воздух

Рис. 8. Элемент теплообменного аппарата трубчатого
типа

Все эти аппараты обычно рассчитывают на основе теории одномерных течений. 
Следует подчеркнуть, что в ряде случаев основную часть длины канала занимает так 
называемый начальный, или разгонный, участок, на котором формируется устойчи
вая форма профиля скоростей в данном канале.
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Канал МГД-гснсритора

В комбинированной установке канал МГД-генератора (рис. *)) является основ
ным источником хлекгрической мощности. В линейном кхшале МГД-генератора 
конлукиионного типа стенки / служат шинами, с которых снимается наведенная 
разность потенциалов, а стенки 2 являются изоляторами (их пронизывает магни!- 
ный поток от постоянного магнита).

В проводящем тзе. частицы которою пе
ресекают магнитные силовые линии, возникает 
электрический ток. как и 1амкнутом проводни
ке. пересекающем силовые линии магнитного 
поля Электрическая мощность канала зависит, 
в частности, от скорости протекающею по 
нему газа, поэтому перед каналом устанавли
вают сопло, в котором проводящий газ получа
ет требуемую скорость.

Расчет рассмотренною и других типов 
МГД-генераторов базируется на решении си- Рис. 9. Капал М ГД -оператора  
стемы уравнений магнитной газодинамики, 
сочетающей в себе уравнения газодинамики с
уравнениями электромагнитного поля. Работа МГД-насоса описываемся теми же уравне
ниями. (гго и МГД-генератора. Перемещение проводящей среды (жидкою металла) 
вызывается изменением элскгромашитного поля.

Газотурбинные и комбинированные установки работают на рабочих телах с э т и ч 
ными физическими свойствами. Вследствие многообразия свойств рабочих тел их можно 
стлать конструктивными нарамеграми проектируемой установки, от которых в значи
тельной степени зависят се экономические, массовые и габаритные характеристики.

52. И СТО РИ ЧЕСКАЯ СПРАВКА О Б О СН О ВН Ы Х ЭТАПАХ РАЗВИТИЯ  
ПРИКЛАДНОЙ М ЕХАН И КИ  Ж ИДКОСТИ И ГАЗА

История развития механики жидкости и газа как раздата механики сплошной среды 
непосредственно связана с историей развития техники, и прежде всею авиационной 
Первая пробк'ма шдродинамики — взаимодействие между движущимся илом и средой 
Фундаментальные открытия Галилео Галилея. Христиана I юйгеиса и Исаака Ньююна 
привели к расцвету общей механики в конце XV II в. и послужили предпосылкой мощно
го скачка в развитии механики жидкости и газа.

Основоположниками шлродинамики как специальной науки яазяютея академики 
Российской академии наук Леонард Эйлер (1707 — 1783) и Даниил !>српулти (1700 — 
1782) В работе "Общие принципы движения жидкости" (1755) Л.Эйлер вывел систему 
уравнений движения идеальной жидкости. Эйлеру прижииежат также вывод уравнения 
сплошности среды, формулировка теоремы об изменении количества движения жидкости 
и газа, вывод турбинного уравнения, создание теории реактивною колеса Сетерп и 
многое другое. Большое значение для развития механики жидкости и газа имела книга 
"Гидродинамика" (1783). написанная петербургским академиком Д.Ьсрнулли. в которой 
впервые была установлена связь между давлением, уровнем и скоростью движения жид-
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кости. Илей Л.Э1сюра и Д.Ьернулли получили дальнейшее развитие в трудах французско
го ученого Жозефа Ла|ранжа (1736 — 1813).

Следующий этан истории механики жидкости и газа хараюеризуслся разрайчхои 
математических методов решения уравнений идеальной жидкости лля плоских и про
странственных течений и зарождением новых разделов механики жидкости и газа — 
динамики вязкой жидкости и газодинамики

Наибольшие успехи в дальнейшем были достишуты при анализе плоских безвихре- 
вых течений идеальной жилмкти. Методы комплексной переменной. разрабопнлнж.* 
Л Ф.Гельмгольпем и I Р.Кирхго<|>фом. получили дальнейшее развитие в работах профес- 
соров М Ш У  Никатая Егоровича Жуковского и Серия Алексеевичи! Чаплыгина.

Основы учении о движении вязкой жидкости были заложены французским ученым 
Луи М.А.Навье (1821) и подросли свое завершение в работах Джорджа I .Стокса (1848). 
Явление nepexo;ui ламинарного течения в турбулентное было исследовано в период 1876
— 1883 гг. английским физиком Осборном Рейнольдсом, установившим крилерий пере
хода от ламинарного те*1ения к турбулентному, носящий его имя. О.Рейнольдсу нринал- 
.лежит вывод ди<|к|)срснниа1М1ЫХ уравнений осрелненного турбулелгного движения жид
кости

Мараислыю с развитием гидродинамики вязкой жилкосги создаваясь газовая ди
намика. Принципиальные особенности терния газа со сверхзвуковыми скоростями были 
отмечены впервые Христианом Допплером в 1847 г. Элементарная теория скачка уплот
нения б ы т  дана Уильямом Ранкином в 1870 г. и II.A .I югоцьо в 1.487 г.. образование 
скачков уплотнения в сверхзвуковом сопле Лаваля было изу'вжо одним из основонолож- 
ников теории турбомашин словацким ученым Лурелем Стололой.

Конец X IX  в. характеризуем возрастанием интереса к воздухоплаванию Оглом рус
ской авиалии называкгг профессора МВ1У H.L. Жукове кого, который в 1902 г. впервые 
постою ил азродинами'кхкую трубу в М В1У для исследования взаимодейсгвия тел с пото
ком газа. В дальнейшем на базе .лаборатории был создан ЦАГИ. М аю известен в истории 
науки вклад в газовую динамику выдающегося русского умного Д. И Мейле 1еева он в 
1880 г. опубликовал монорафию "О сопрогнвлении жидкостей и воздухоплавании'* 
Н Е  Жуковскии в докладе на Нервом Менделеевском сьезле (1907) назвал эту кнш> 
капитальной монографией по сопротивлению жидкостей. Следует отметить, чго весь 
доход от этой книги был перевит Д.И.Менделеевым на развитие русских исследовании 
по воздухоплаванию.

Ьурное развитие авиалии в первой половине XX в. способствовав) созданию теории 
крыла и винта. Известная формула Н.Е.Жуковского для польемной силы крыла получила 
международное признание. Н.Е.Жуковский вместе с С.А. Чаплыгиным являются ос но во 
положниками теории решеток профилей, на основе которой ведутся расклы рабочих 
калес и направляющих аппаратов турбомашин

Фундаментальные идеи Жуковского и Чаплыгина были в дальнейшем развигы их 
учениками и последователями. например Н.Е.Кочиным. В.В.Уваровым. I К).Степано
вым. 1>одыпос значение для развития газовой динамики имела дисссргания 
С.А.Чапльпина "О газовых струях" (1902 г.). в ко горой изложена клея нитрирования 
уравнений газовой динамики методом перехода от физи'вхкои июскосги течения к
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плоскости годограф! скоростей, глс нелинейные уравнения гаэоной динамики станоиятся 
л и н е й н ы м и .  Дальнейшее развитие згпл метол поручил в исследованиях академика 
СЛ-Христиановича.

В 1904 г. известным гидродинамиком Людвиюм Пранлтлсм были за мжены основы 
теории тираничного слоя. Крупный вклад в теорию пограничною сюя внесш 1еолор 
<|юн Карман и Карл Польгауэен. 'Iеория по|раничною слоя позволила обьясннгь суще
ст в е  иное для практики явление отрыва потока от поверхности тела.

Большим стимулом дальнейшего развития газодинамики послужило освоение в 
авиапии сверхзвуковых и шперзвуковых течений. САХрисгианович в 1941 г. дщ| общий 
анализ сверхзвуковых течений вблизи линии перехода дозвуковою течения в сверхзвуко
вое и предложил систематическую классификацию этих течений, а также метол построе
ния безударною сопла Лаваля, метод раскта сверхзвуковых эжекторов и др.

Большой вклад в развитие полу эмпирических методов popieni турбулентною тира
ничного слоя внесли отечественные ученые Л.И.Ссдов. Л.ГЛойпянский. В.С.Авлуевский. 
В.М.Иевлев и др. Первые работы по расчету турбулентного пограничною сюя на уровне 
дифференциальных уравнений Рейноигыгса с привлечением иолу эмпирических muoiei 
А. Н. Колмогорова принадлежат I . II.Глушко. Дальнейшее развитие эти идеи навчш и в 
работах Ь.Спашинга и его шкалы

В связи с развитием численных методов в газовой динамике следует отмстить 
научную шкалу академика О.М.Ьслоисрковского. Значительное развитие в иослед- 
нее время как у нас в стране, так и за рубежом получили исследования газодинами
ки разреженных газов (К).А.Кошмаров. Ю. А. Рыжов. А.К.Ребров. М.Н.Коган и др.). 
газодинамики двухф азных потоков и гетерогенных сред ( В. Е. На корм ков. Р .И.Ниг- 
матулин. М.Е.Дейч. I Д.Филиппов и др.), магнитной газодинамики (I А.Любимов).

§3. Ф И ЗИ Ч ЕС КИ Е  СВОЙСТВА И МОДЕЛИ Ж ИДКО Й СРЕД Ы

Предметом изучения в механике жидкости и гаи» является 
жидкая среда, т.с. вещество в жидком и газообразном 
(парообразном) фазовых состояниях. Иногда вместо термина 
"жидкая среда" пользуются понятием "жидкость", понимая этот 
термин в более широком смысле, чем собственно капельная жид
кость.

По физической структуре различают сплошные и разреженные 
среды. Их разграничивают, используя критерий Кнудссна — от
ношение длины свободного пробега молекулы / к характерному 
размеру L рассматриваемого течения жидкой среды (например, к 
Длине тела):

Км = I/L.
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Ориентировочно можно считать, что если Кп < 0,01, то среда 
рассматривается как плотная (сплошная), и в этом случае говорят
о режиме течения сплошной среды (жидкости или газа). Если Кп > 
> 0,01, то среда (газ) в той или иной степени разреженная. Разре
женная среда характеризуется тремя режимами течения: 0,01 < Кп <
< 0,1 — режим течения со скольжением; 0,1 < Кп < 10 — пере
ходный режим течения: Кп > 10 — режим свободномолскулярного 
течения.

На рис. 10 области различных режимов течения изображены и 
координатах: критерий Рейнольдса Re — Критерий Маха М. Кри
терий Рейнольдса представляет собой отношение сил инериии и 
потоке жилкой среды к силам вязкости:

Re = vL/v.

где v — скорость потока; L — характерный размер; \ — коэффи
циент кинематической вязкости.

М

Рис. 10. Области различных режимов течения жилкой срслы (M/Rc):
У - течение сплошной среды: 2 -  со скольжением: J  - в переходном режиме: 4 - 

н своГюдномолекуляриом режиме
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Критерий Маха представляет собой отношение скорости тече
ния среды к скорости распространения в упругой среде беско
нечно малых возмущений (эта скорость называется скоростью 
звука а):

Отметим наиболее существенные общие особенности каждого 
из режимов течения. Сплошная (плотная) жидкая среда представ
ляет собой континуум - непрерывную совокупность молекул, 
заполняющих сплошь пространство и постоянно сталкивающихся 
между собой. При течении в режиме сплошной жидкой среды 
молекулы жидкости тормозятся на поверхностях, ограничи
вающих область течения. В результате на обтекаемой поверхности 
скорость жидкой среды всегда равна скорости этой поверхности, 
а температура жидкости в прилегающих к поверхности слоях рав
на температуре поверхности, так что отсутствует разрыв в значе
ниях величин скорости и температуры на границе раздела поток — 
стенка. Изменение значений скорости и температуры от их зна
чений в текущей жидкой среде до значений на обтекаемой по
верхности происходит в пределах относительно узкой зоны тече
ния, называемой пограничным слоем (соответственно динамиче
ским или тепловым).

Другой важной особенностью жидкой сплошной (плотной) 
среды является существование в ней двух характерных режимов 
течения: ламинарного и турбулентного. Ламинарный (слоистый) 
режим характеризуется нспсрсмешиваемым движением слоев 
жидкости. В этом случае процессы переноса всех физических суб
станций (вещества, количества движения, энергии) поперек пото
ка происходят только за счет теплового молекулярного движения. 
При достижении определенного значения числа Рейнольдса, на
зываемого критическим, ламинарный режим течения становится 
неустойчивым по отношению к существующим в потоке малым 
возмущениям. Течение переходит в турбулентный режим, когда 
значения всех параметров становятся пульсирующими, однако ос- 
Рсднснныс их значения могут сохранять свои стационарные зна
чения.
2 -3075  17
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В этом трехмерном движении (с нестационарными параметра- 
ми в рассматриваемой точке) возникают непрерывно распреде
ленные в пространстве пульсации скоростей. Эти пульсации ха
рактеризуются длинами волн от минимальных, определяемых вяз- 
кнмн силами, до максимальных, определяемых граничными усло
виями течения. Пульсации создают мощный турбулентный пере
нос физических субстанций в потоке, что приводит к интенсифи
кации теплопередачи, диффузии вещества, увеличению потерь на 
трение.
% В режиме течения со скольжением сохраняется зона погра
ничного слоя, однако из-за растущего влияния разрежения воз
никает проскальзывание молекул вдоль твердой обтекаемой по
верхности (скачок значений скоростей потока и стенки). Возмо
жен также и скачок значения температуры между средой и стен
кой. Режим течения является в основном ламинарным.

В переходном режиме течения проявляются особенности как 
сплошной, так и разреженной среды. Исчезает смысл понятия 
пограничного слоя как зоны изменения параметров потока от их 
значения в ядре потока до значения на стенке. Возникает необхо
димость изучать поведение жидкой среды с учетом анализа ее 
внутренней структуры уже не как континуума, а как ансамбля 
частиц (молекул, атомов, ионов), которые заполняют простран
ство дискретно. При этом в силу еще относительно малого (по 
сравнению со свободномолекулярным режимом) разрежения сре
ды молекулы в период времени между столкновениями со стен
кой испытывают многократные соударения. Это может суще
ственно изменить их максвелловское распределение по скоро
стям, которые они имели непосредственно после отражения от 
стенки

Свободномолскулярный режим течения разреженной среды 
характеризуется такой степенью разрежения, при которой моле
кулы после соударения с твердой поверхностью и отражения от 
нее практически не сталкиваются друг с другом. В результате 
можно пренебречь процессом мсжмолскулярного взаимодействия 
в сравнении с процессами, характеризующими энергетическое 
взаимодействие молекул с твердой поверхностью. Характеристики 
потока газа в свободномолскулярном режиме течения опрсдсля-
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- закономерностями, вытекающими из существующего макс-
|° ггс рве кого распределения по скоростям молекул до и после их
96 содействия со стенкой. Пограничный слой на обтекаемой
* * рхности в этом режиме течения отсутствует.

отметим, что для свободномолекулярного режима течения и
режима течения сплошной среды механизм силового взаимо- для •дствия среды с поверхностью различен, поэтому понятия нор- 
ного давления и напряжения трения в каждом режиме фор

мирую тся по-разному.
^ связи с особенностями различных режимов течения при 

анализе явлений в механике сплошной среды и в механике раз
реженной среды используют различные методологические подхо
ды I4 изучаемым процессам. Для описания явлений в плотной 
(сплошной) среде пользуются, как правило, феноменологическим 
подходом, при котором свойства жидкой среды на уровне ее мо- 
лекуЛяРного строения подробно не анхчизируются. Достаточным 
оказывается рассмотрение макроскопических процессов и их ха
рактеристик для среды в целом на основе обших. подтвержденных 
экспериментами феноменологических законов сохранения массы, 
количества движения, момента количества движения, энергии. К 
ним добавляется ешс ряд дополнительных, тоже феноменологиче
ских законов, таких, как уравнение состояния среды, связь вязких 
(касательных) напряжений с изменением скорости среды, законы 
теплопроводности, диффузии, турбулентности и т.п.

Для описания явлений в разреженных газах необходим анализ 
особенностей структуры вещества и происходящих в нем процес
сов на уровне молекулярного взаимодействия частиц. При изуче
нии таких микроскопических процессов движения и взаимодей
ствия молекул и атомов используются физико-математический 
аппарат и методический подход молекулярно-кинетической тео
рии газов.

Реальной жидкой среде при ее изучении в механике жидкости 
и газа ставится в соответствие ее физико-математическая модель. 
Очевидно, что точность расчетов при замене реальной жидкой 
«Реаы и пдушпх в ней процессов их математическими моделями 
110 мНогом зависит от того, как сохранились при такой схематнза- 
ц,|и и условиях рассматриваемой задачи тс свойства среды и про-



иессов. которые являются наиболее существенными, определяю
щими. Критерием точности, естественно, служит эксперимент, 
однако степень несовпадения теоретических и экспериментальных 
результатов может зависеть и от погрешностей измерительной 
аппаратуры.

Математическая модель жидкой среды включает в себя сово
купность данных о характере структуры среды, режима течения и 
ее свойствах, о ее составе, теплофизических и термодинамических 
параметрах в зависимости от температуры и давления. В случае 
реагирующей жидкой среды сведения о составе среды получают 
на основе анализа идущих в ней физических и химических про
цессов, для описания которых необходимы соответствующие за
висимости с добавлением начальных и граничных условий.

Рассмотрим особенности математической модели сплошной 
жидкой среды. Ее структура является структурой континуума, а 
наиболее общие свойства — деформируемость, однородность, 
сплошность, сжимаемость, квазинейтральность. Режимы ее тече
ния могут быть ламинарными или турбулентными.

Свойство деформируемости жидкой сплошной среды выра
жается в неограниченном изменении первоначальной формы вы
деленного жидкого объема под действием приложенных к нему 
внешних сил. При снятии приложенных сил в отличие от упруго
го твердого тела деформация жидкого объема оказывается необра
тимой (т.е. не я&1 яется пластической). Неограниченная деформи
руемость жидкой среды обусловливает такое ее свойство, как те
кучесть.

По особенностям деформируемости жидкие среды разделяют 
на ньютоновские и реологические (нсньютоновские). В ньюто
новской жидкости существует прямая пропорциональная зависи
мость (закон Ньютона для молекулярной вязкости) между возни
кающими касательными напряжениями трения т и скоростью 
деформации сдвига, определяемой величиной dv/dn :

dv
1 = дп

где п — нормаль к вектору скорости потока v ; ц = vp - коэф
фициент динамической вязкости; р — плотность среды.
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Жидкости с иными закономерностями (вар, смолы, варенье) 
называются реологическими.

При рассмотрении свойства однородности жидкой сплошной 
среды в математической модели игнорируется сложное внутрен
нее строение вещества, состоящего из молекул, атомов, ионов, 
свободных электронов, которые взаимодействуют между собой; 
взамен этого рассматривается некоторая однородная физическая 
структура, обладающая теми же тсплофизическимн и термодина
мическими свойствами, что и реальная анализируемая жидкая 
среда (одножидкостная модель).

Свойство сплошности (неразрывности структуры) жидкой сре
ды — это свойство се физической пространственной непрерыв
ности. одна из основных особенностей математической модели 
жидкой среды. Если мысленно раздробить анализируемую область 
движения жидкой среды на бесконечно малые объемы ДУ (малые 
в сравнении с характерным размером обтекаемого тела или кана
ла), то в рассматриваемый момент времени в каждом таком объе
ме ДУ всегда будет Находиться еще столь большое количество мо
лекул (частиц), что можно провести осреднение тсплофизичсских 
и термодинамических параметров внутри этого выделенного объ
ема. Если при переходе к соседним бесконечно малым объемам 
эти осреднснныс параметры изменяются непрерывно как в дан
ный момент, так и. с течением времени, то можно в математи
ческой модели жидкой среды рассматривать все характеристики 
реальной среды как непрерывные функции коордннат точки и 
времени, использовать в анализируемой области течения аппарат 
математического анализа непрерывных функций и саму жидкую 
среду считать непрерывной.

Например, плотность жидкой среды р в данной точке и в дан
ный момент времени можно определить как предел отношения 
массы всех молекул M (x ,y ,z J) к объему Д\/. в котором они нахо
дятся в данный момент времени, при стремлении величины этого 
объема вблизи рассматриваемой точки к нулю:



Отмстим, что до некоторой степени свойство сплошности 
(непрерывности) распространяется и на разреженные газы даже в 
свободномолекулярном режиме течения. Хотя в этом случае длина 
свободного пробега молекулы / во много раз больше характерного 
размера L  тела или канала, в выделенном малом объеме газа ДУ 
все же находится сшс достаточно большое количество молекул, 
чтобы их хаотическое индивидуальное тепловое движение не 
влияло на макроскопические параметры среды, определяемые 
осрсдненным, коллективным поведением всех частиц.

В реальной жидкой среде могут существовать поверхности, на 
которых параметры среды претерпевают разрыв (скачок значе
ний), однако в целом жидкая среда свою физическую сплошность 
не теряет. По обе стороны такой поверхности разрыва параметры 
жидкой среды остаются непрерывными, и в этих областях по- 
прежнему может использоваться математический аппарат непре
рывных функций. При расчете перехода через поверхность разры
ва необходимо вводить дополнительные соотношения, учиты
вающие изменение параметров на поверхности разрыва. Приме
ром такой поверхности разрыва является контактная поверхность 
соприкосновения двух нссмсшивающихся жидкостей.

При течении газа со скоростью, большей скорости звука (в 
режиме течения сплошной среды и в режиме течения со скольже
нием), такой поверхностью разрыва параметров, возникающей 
при определенных условиях, является поверхность скачка уплот
нения (ударной волны). При переходе через ударную волну пара
метры газа изменяются практически скачкообразно на длине, 
равной всего нескольким длинам свободного пробега молекулы. 
По мерс увеличения разрежения толщина ударной волны воз
растает.

Жидкая среда обладает свойством сжимаемости. Сжимаемая 
среда способна изменять объем (плотность) при изменении дав
ления и температуры. Сжимаемость капельных жидкостей значи
тельно меньше, чем газов и паров.

Для сжимаемой жидкости математическая зависимость р = 
= f (p S ) ,  определяющая связь плотности р = 1/Vyil (где \/ул —
удельный объем) с давлением р и температурой Т. называется 
термическим уравнением состояния.
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Для реальных газов и паров такие аналитические зависимости 
оказываются весьма сложными, и поэтому часто пользуются табу
лированными значениями величин или диаграммами состояния. 
Для газов широко используют упрощенное уравнение состояния

р = р / (R T ),
ф

в котором отсутствует учет взаимодействия между молекулами, их 
собственный объем считается равным нулю, a R — газовая посто
янная.

Иногда газ, подчиняющийся этому соотношению, называют 
идеальным в термодинамическом смысле (совершенным газом).

Для области больших давлений плотность газообразных сред 
неудовлетворительно описывается этим уравнением состояния, и 
в него вводят поправку — коэффициент сжимаемости z = 
= р / (pRT\ Значение этого коэффициента можно считать одним
и тем же для многих газов, если его зависимость от давления и 
температуры изображать в приведенных (по отношению к крити
ческой точке) параметрах: п - р / р,ф . х = т  / Т*р (рис. 11).

Рис. 11. Изменение коэффициэнта 
сжимаемости z для группы газов в за
висимости от приведенных величин 
Давления к и температуры х (цифры у 

кривых)

260 Z80 300 TfK

Рис. 12. Зависимость плот
ности сухого воздуха от тем
пературы и давления (цифры 

у кривых, МПа)
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На рис. 12 приведена зависимость плотности сухого воздуха от 
давления и температуры. Наличие влаги в воздухе сильно влияет 
на его плотность. В несжимаемой жидкости ее плотность имеет 
постоянное значение: р = const.

Электропроводящая жидкая среда, т.с. среда, в которой име
ются носители свободных электрических зарядов, характеризуется 
свойством квазинейтральности — практическим равенством кон
центрации положительных и отрицательных зарядов — электро
нов и ионов: пе = и,. Это явление следует рассматривать как в 
пространстве (в пределах анализируемых объемов), так и во вре
мени (в течение промежутков времени, характеризующих проте
кание процессов в этих объемах), например за время прохожде
ния частицы газа через канал МГД-гснсратора.

Нарушение квазинейтральности в пространстве, т.с. эффект 
пространственного разделения электрических зарядов, становится 
существенным лишь в областях, размеры которых меньше диа
метра экранирования Дебая. По порядку величины этот размер 
равен расстоянию, на которое тепловое движение может отдалить 
друг от друга электрически заряженные частицы противополож
ных знаков. Нарушение квазинейтральности во времени может 
происходить за счет электростатических колебаний, которым под
вержены электроны и ионы. При таких колебаниях часть зарядов 
может выйти из рассматриваемого объема на период времени, не 
превосходящий периода колебаний, нарушив тем самым в его 
пределах условие электрической нейтральности.

Жидкая среда в обшем случае может состоять из нескольких 
компонентов и нескольких фаз. Компонентами называются хими
чески индивидуальные вещества, наименьшее число которых до
статочно для формирования состава любой фазы вещества 
(твердой, жидкой, газообразной), входящей в жидкую среду как в 
термодинамическую систему. Число компонентов определяется 
как разность между числом составляющих данную систему ве
ществ и числом независимых химических реакций, могущих идти 
в этой системе.

В качестве примера однокомпонентной сплошной жидком 
среды укажем на жидкость, содержащую пузырьки своего пара 
Примеры двухкомпонентных жидких сред: дым (газ и твердые
24
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частицы), туман (газ и капельки жидкости), газированная жид
кость (жидкость и пузырьки газа). Наиболее общей моделью жид
кой среды является многокомпонентная жидкая среда, например, 
в зоне впрыскивания и горения жидкого топлива в камере сгора
ния ГТУ.

фазой термодинамической системы называется вещество в 
равновесном состоянии, отличающееся по физическим свойствам 
от других фаз. Однофазные жидкие среды могут быть однокомпо
нентными (жидкость, пар, газ) и многокомпонентными (напри
мер, смесь газов). Среди двухфазных жидких сред примерами од
нокомпонентной среды является влажный пар (пар и капельки 
жидкости); двухкомпонентной среды — влажный воздух, туман, 
дым, газированная жидкость, многокомпонентной среды — про
дукты неполного сгорания органических топлив. Течение двух
фазных жидких сред может сопровождаться процессами фазовых 
переходов (испарение, конденсация, сублимация), происходящих 
с выделением или поглощением теплоты фазового перехода.

Важной составной частью математической модели жидкой 
сплошной среды является описание происходящих в ней физиче
ских и химических процессов: фазовых превращений, процессов 
переноса, химических реакций.

Процессами переноса называют физические явления, при ко
торых в результате движения молекул происходит перенос в про
странстве массы, импульса (количества движения), энергии. Про
цесс переноса, вызванный тепловым движением молекул, назы
вается молекулярным переносом. Перенос, вызванный макродви- 
жснисм молекул в направлении, совпадающем со сред не массовой 
скоростью потока, называется конвективным переносом (конвек
цией). Процессы переноса определяют существование таких явле
ний, как диффузия, вязкость, теплопроводность.

Диффузней называют перенос в пространстве массы какого- 
либо компонента вследствие градиента концентрации вещества 
(концентрационная диффузия) или градиента температуры (тср- 
модиффузия).

Вязкостью называют перенос в пространстве величины коли
чества движения. При ламинарном режиме течения проявляется 
Механизм чисто молекулярной вязкости, когда в силу хаотическо
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го теплового движения отдельные частицы (молекулы, группы мо
лекул. атомы, ионы и т.п.). сталкиваясь, или обмениваются 
имеющимся количеством движения, или теряют его. т.с. перено
сят от точки к точке. Энергия их движения переходит в какой- 
либо другой вид энергии, например рассеивается и виде теплоты и 
ж и д к о й  срсдс. При турбулентном режиме течения в этот процесс 
вовлекаются более крупные объемы жилкой среды (моли) и обмен 
количеством движения интенсифицируется. Механизм проявле
ния турбулентной вязкости носит сложный характер и опреде
ляется общими закономерностями процесса турбулентности.

С повышением температуры молекулярная вязкость в газах 
увеличивается из-за роста скорости хаотического движения моле
кул и увеличения числа их соударений.

В жидкости механизм молекулярной вязкости несколько иноп. 
чем в газах. Это связано с различием во внутреннем строении газ;! 
и жидкости: в газах длина свободного пробега молекул сушс 
ствснно больше размера молекулы, так как кинетическая энергия 
теплового движения молекул больше сил притяжения между ни
ми. В жидкостях молекулы находятся одна от другой на расстоя
ниях, соизмеримых с их размерами. Кроме того, молекулы жид
кости объсдинякггся в группы. Такая плотная упаковка молекул 
препятствует их разлету на расстояния, существенно превы
шающие их размеры. Основой механизма молекулярной вязкости 
в жидкостях является главным образом взаимодействие мсжмолс 
кулярных силовых полей и в меньшей степени — обмен энергией 
путем столкновения молекул. С повышением температуры моле
кулярная вязкость в жидкостях уменьшается из-за увеличения 
частоты колебания молекул и уменьшения сил взаимодействия 
между ними.

Вязкая жидкость оказывает сопротивление сдвигу, поскольку в 
ней существуют касательные напряжения (напряжения трения). В 
модели невязкой жидкости касательные напряжения отсутствуют, 
такая модель называется также идеальной (в гидродинамическом 
смысле) жидкостью.

В общем случае процесс переноса теплоты в сплошной жид
кой срсдс осуществляется тремя способами: теплопроводностью 
(кондукиия), перемешиванием (конвекция) и излучением (радиа
ция).
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Теплопроводностью называют процесс молекулярного перено
са теп л о ты  в пространстве вследствие градиента температур. П е
редача теплоты в этом случае осуществляется при непосредствен
ном соприкосновении частиц.

К о н в е к ц и е й  называется перенос теплоты путем перемещения 
ко н е чн ы х  объемов среды в пространстве, а процесс теплообмена 
между жидкой средой и поверхностью твердого тела называют 
ко н в е к ти в н ы м  теплообменом.

При высокой температуре газа или поверхности перенос теп
лоты электромагнитными волнами представляет собой процесс 
теплового излучения.

Если жидкая среда полностью или частично состоит из элек
трически заряженных частиц, несущих отрицательные заряды 
(электроны) и положительные заряды (ноны), то процесс перено
са этих зарядов представляет собой электрический ток.

Химические процессы, происходящие в жидкой среде (рабо
чем теле ГГ и КУ). также весьма разнообразны. Это может быть 
процесс сгорания органических топлив, в результате чего темпе
ратура рабочего тела возрастает, а его химический состав и 
свойства изменяются. Такие же изменения могут происходить в 
теплообменных аппаратах при нагреве или охлаждении рабочего 
тела.

В газообразных рабочих телах с повышением температуры от 
3000 К и выше может начаться диссоциация молекул на более 
простые или распад их до атомов. Одновременно, конечно, идет и 
обратный процесс — их ассоциация. Может также начаться про
цесс термической ионизации, особенно если в рабочее тело до
бавлена специальная ионизирующая присадка для увеличения его 
Удельной электрической проводимости о. Процессы диссоциации 
и ионизации происходят с поглощением теплоты и приводят к 
изменению ряда тсплофизичсских и термодинамических свойств 
рабочих тел.

Если жидкая среда электропроводящая, то протекание по ней 
электрического тока плотностью j  (А/м2) приводит к выделению
Джоуле вой теплоты в количестве у'2 / а (Вт/м3). Это тепловыделе-
ние обусловлено потерей энергии заряженными частицами при
столкновениях.



При создании математической расчетной модели жидкой сре
ды необходимо знать, как изменяются в зависимости от давления 
и температуры основные термодинамические и теплофизическис 
коэффициенты, характеризующие процессы, идущие в рассматри
ваемой срсдс: коэффициент динамической вязкости ц, коэффици
ент теплопроводности л., молекулярная масса цт , удельная элек
трическая проводимость о, удельная теплоемкость с (причем для 
газа необходимо различать удельные теплоемкости при постоян
ном давлении ср и при постоянном объеме cv): газовая постоян
ная /?; для области влажного пара — степень его влажности л\ а 
при фазовых превращениях — значения теплоты фазовых перехо
дов.

По отношению к существующим в данный момент времени 
внешним условиям (давлению, температуре) происходящие и 
жидкой срсдс физичсскне и химические процессы могут быть 
равновесными или неравновесными, т.с. физико-химические 
свойства среды и ее состав могут соответствовать или не соответ
ствовать существующим в данный момент температуре и давле
нию. Время установления нарушенного равновесия параметром 
среды называется временем релаксации гр.

Равновесными называются процессы, в которых время релак
сации мало (/р 0), т.с. существенно меньше характерного вре
мени / для газодинамических процессов в данной задаче (напри
мер, времени пролета частицы газа по какому-либо элементу 
тракта КУ). В этом случае изменение физико-химических свойств 
жидкой среды и се состава практически моментально следует за 
локальным изменением се температуры и давления. Иначе это 
означает, что при /р << г скорость протекания реакций в жидкой 
среде велика. Конвективный и диффузионный переносы компо
нента в жидкой срсдс в этом случае практически не влияют на 
изменение состава жидкой среды.

Неравновесными называются процессы, в которых время ре
лаксации /р существенно больше, чем характерное время / для 
рассматриваемого газодинамического процесса (/р £ /). В этом 
случае физико-химические свойства и состав жидкой среды не 
соответствует мгновенным значениям температуры и давления 
Скорость реакций в жидкой срсдс оказывается малой. Учет измс- 
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нения состава и физико-химических свойств такой реагирующей 
жидкой среды происходит путем введения в математическую мо
дель течения уравнений химической кинетики.

В предельном случае неравновесного течения характерное 
время релаксации /р химических реакций может быть очень велико: 
( оо, т.е. скорость химических реакций будет близка к нулю. В 
этом случае состав и свойства жидкой среды во время се движе
ния будут соответствовать своим начальным значениям. В таких 
течениях с "замороженными" свойствами по отношению к на
чальным значениям температуры и давления изменение свойств 
жидкой среды и концентрации ее компонентов будет происходить 
только за счет процессов конвекции и диффузии.

Контрольные вопросы к $3
1. Дайте определение критериев Маха, Рейнольдса, Кнудсена.
2. Какими свойствами отличается режим течения сплошной среды от режима 

течения со скольжением, режим течения со скольжением от переходного режима 
течения, переходный режим от свободномолекулярного режима течения?

3. Каковы общие свойства математической модели сплошной жидкой среды и 
каков их физический смысл?

4. В чем различие понятий "фаза" и "компонент" термодинамической системы?
5. Какие процессы переноса свойственны жилкой сплошной среде, как они связаны 

с явлениями диффузии, вязкости, передачи теплоты, протеканием лпекфического тока?
6. В  чем различие между равновесными и неравновесными физико-химически- 

ми процессами?



Г л а в а  1. ОСНОВЫ  КИНЕМ АТИКИ  Ж ИДКОЙ СРЕД Ы

$4. Д ВИ Ж ЕН И Е БЕС КО Н ЕЧ Н О  МАЛОЙ ЧАСТИЦ Ы  Ж ИДКО СТИ.
П ЕРВА Я  ТЕО РЕМ А  1-ЕЛЬМГОЛЬЦА

Общие сведения
Движение жидкости отличается от движения твердого тела 

Любое перемещение твердого тела в пространстве можно осу
ществить путем поступательного движения вместе с выбранным 
полюсом и вращательного движения вокруг оси. проходящей че
рез этот полюс. При движении частицы жидкости изменяется ес 
форма, т.е. кроме поступательного и вращательного появляется 
деформационное движение, искажающее геометрическую форму 
данной частицы.

зо
Рис. 13. Бесконечно малая "жидкая" частица



для выяснения общих закономерностей движения жидкого тела 
см отрим  движение бесконечно малой "жидкой" частицы, распре

деление скоростей в которой с определенной точностью можно счи
тать л и н ей н ы м  относительно выбранного полюса О (рис. 13).

П усть  в точке О проекции скорости равны у*о, vy0 и v j0« тогда в 
соседней точке М с координатами х = Хо + $, у -  Яо + Л. Z = Zb + s 
проекции скорости будут равны vx, vy и vz. Разлагая проекции 
скор ости  в точке М в ряд Тейлора с точностью до бесконечно 
малых первого порядка, получаем

dvr dv. dvr dvr причем очевидно, что — — = — — - = — — и т.п.
ох ду дт\

Эти равенства в силу малости частицы (£, п. С ~  бесконечно 
малые первого порядка) можно считать точными. Чем меньше 4, 
П. С,, тем точнее выполняется равенство (1.1). Допуская известное 
неравенство правой и левой частей выражений (1.1), например 
равное 1%; 0,1% и т.п., определяем размер частицы, т.с. ее ма
лость.

Произвольная деформация "жидкой" частицы в рассматри
ваемом случае сводится к растяжению (сжатию) "жидких" отрез
ков и к изменению углов между двумя "жидкими" отрезками. Ис
кривление "жидкого" отрезка исключено в силу принятой линей
ной зависимости проекций скоростей от координат г|, £. П о в о 
ро т  плоскости "жидкого" угла будет учитываться при оценке вра
щательного движения частицы как твердого тела.

Далее отдельные составляющие деформационного движения 
*Идкости будем рассматривать, выражая их через характеристики 
п°ля скоростей.
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Деформация "жидкого” отрезка

Рассмотрим движение элементарного отрезка длиной dv. вы- 
деленного мысленно в бесконечно малой "жидкой" частице. Для 
простоты анализа оси координат расположим так, чтобы ось х 
проходила по отрезку, а начало отрезка совпадало с началом ко
ординат (рис. 14).

Если проекция скорос
ти в точке О на ось дг рав
на v*o, то для точки А по 
формулам (1.1) получим

VxA = V.XO + dbc.

так как dy = 0; dz = 0.
Через бесконечно ма 

лый промежуток времени 
At отрезок О А переместит 
ся в новое положение, а 
его проекция на ось х — в 
положение СМ^, причем в 

с формулами (1.1) он останется прямолинейным, 
изменившим лишь длину и положение в пространстве.

За время d/ точка О в направлении оси х пройдет расстояние 
у,о d /, точка А отрезка О А за то же время переместится на рас-

< Vx dv)df. Вычитая из последнего выражения пер-

Рис. 14. Схема деформации "жидкого 
отрезка

соответствии

дх
вое, получаем линейную деформацию отрезка dx в направлении

dvоси х в виде — — dxdt. Деля линейную деформацию на dv. полу- дх
чаем относительную линейную деформацию, а деля ее на dt. по
лучаем скорость относительной линейной деформации отрезка в 
направлении оси х в виде ех = dvx/dx (здесь и далее индекс 0 опу
шен).
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Рассуж д ая  аналогично для отрезков dу и cU, имеем скорости 
о тн о си тел ьн ы х  линейных деформаций отрезков в направлении 
осей У и г :

Следовательно, частные производные от проекций скоростей 
по одноименным координатам представляют собой скорости от
носительных линейных деформаций отрезков в направлениях со
ответствующих осей.

Деформация ''жидкого" прямого угла

Выделим мысленно в 
"жидкой” частице прямой 
угол ЛОВ со сторонами dx и 
dу и рассмотрим его дефор
мацию за время dt (рис. IS). 
Для упрощения анализа рас
положим оси координат так, 
чтобы оси х и у совпали со 
сторонами утла, а начало 
координат совпало с верши
ной угла (см. рис. 15).

Если проекции скорости 
в точке О равны v^, Vyo и v^, 
то в точке А в соответствии с 
формулами (1.1) получим

dvr .
VXA = v x Q + - ^ d x :

vyA = vyo
dvv Рис. 15. Схема деформации "жидкого* 

прямого угла

3-3075
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dv dx,

а в точке В -

v xB = v x0 + dy;

dv.
У-

За бесконечно малый промежуток времени dt прямой угол 
ЛОВ переместится в новое положение, а его проекция на плос
кость хОу — в положение А2О2В2, причем в общем случае угол 
прямым не останется.

Определим изменение за время dr проекции прямого угла в 
плоскости хОу, которое складывается из углов dyi и dy2 - 

Из рис. 15 следует, что при малых углах

Далее, вычислив длины отрезков тА 2 , тО }, nOi и nBi, получим

или, пренебрегая в знаменателях бесконечно малыми величинами 
второго порядка малости, будем иметь

Скорость изменения прямого угла в плоскости хОу выразит^ 
формулой 
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Обозначим половину скорости изменения прямого угла через

Проведя аналогичные рассуждения для двух других плос
костей, получим

Следовательно, сумма частных производных от проекций ско
ростей по разноименным координатам представляет собой удво
енную скорость изменения прямого угла в соответствующей плос
кости.

Вращательное движение частицы без изменения формы

Как уже было сказано, движение "жидкой" частицы отличается 
°т  движения твердого тела наличием деформации. Рассмотренные 
выше скорости деформационного движения можно ввести в вы
ражения для проекций скорости произвольной точки частицы

Оху = 0У*; ТОГДа

жидкости. Тогда, прибавляя и вычитая члены и

К М
2 Г а Г л  из первой строчки выражения (1.1), получаем



V* = VxO +
dv, _ dv- — + — — n +
dx dy 1

dv. „ 1 dvy 
d z ^ ± 2 Эх

. 1 ду/г r 
П±2 ^ '

ИЛИ

Первое слагаемое v,o представляет собой проекцию на ось х 
скорости поступательного движения частицы жидкости как твер
дого тела. Слагаемые типа е^+бдуГ! представляют собои
проекции на оси координат скоростей деформационного движе
ния, состоящего из растяжения (сжатия) отрезка длиной % и из
менений прямых углов в плоскостях хОу и xOz- 

Оставшиеся слагаемые типа

\ ( d v x д \ / Л  i f d V y  d v , )
21 dz dx J  2 I  dx dy Г

(1.4)

могут выражать собой только скорость вращательного движения 
частицы жидкости как твердого тела, ибо деформационное дви
жение уже учтено.

Полученные выше девять характеристик скоростей деформа
ционного движения малой частицы сплошной среды образуют 
тензор скоростей деформации

* х у Qxz'
z y ®yz

0 * Ez >

Проекции скорости деформационного движения выражаются 
через компоненты этого тензора

у* деф = ех4 + еду л + е**; и тд.

Покажем, что выражение типа (1.4) представляет собой проек
цию на ось х скорости произвольной точки частицы жидкости
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при врашснии ее как твердого тела вокруг оси, проходящей через 
полюс с угловой скоростью й . В этом случае скорость точки рав
на векторному произведению ю на d/, т.е.

Vgp = (м X d/) =
/ j  к

д х (О у СО ̂

5 л С

Проекции скорости v Bp на оси координат имеют вид

vx вр = т у£ ~ и гЛ • vyep = вр = ® хЛ - ©

Таким образом,

Г̂ Удсвр = со «; 1 Га^вР ^хвр)
1 dz дх ) Уу 2 1 дх ду J

Следовательно,

vx = Vrf +ех5 + ехг;; + еДуЛ + ©>,(;-о>гл;

vy = VyQ + еул + + Qyz С + - toiC;

v* = v ?0 + егС + 0К Л + + ® *Л  “  ® у5- 

В то же время

1 Сdvx d v .} 1 , ,

2 Г а Г  "  1 5 П  “  2 * *  +(* у - в *у + ю у ) = ш у

(1.5)

И Т.П.,

т.е. выражения типа (1.4) представляют собой проекции скорости 
вращательного движения "жидкой" частицы, что и требовалось 
Доказать.

Поступая аналогично для осей у и г. получаем



( 1.6)

Следовательно, скорость произвольной точки частицы жил 
кости можно записать в виде

V* = + V-хдеф + VXBp.

Пользуясь круговой подстановкой, получим для проекций ско
рости на оси у и z-

vy =  Vy 0 vy леф Уу вр! VZ =  0 VZ деф + vz вр

или в векторной форме
V = V0 + VBp + \?деф.

Полученный результат формулируется в виде первой теоремы 
Гельмгольца, т.е. произвольное движение бесконечно малой час
тицы жидкости можно разложить на три движения: поступатель
ное вместе с выбранным полюсом; вращательное вокруг мгновен
ной оси, проходящей через полюс, и деформационное, состояшсс 
из линейной деформации и деформации скоса прямого угла.

Контрольные вопросы к $4

1. С чем связано понятие малости "жидкой" частицы?
2. Почему при деформации малой "жидкой" частицы "жидкий" отрезок о с т а е т с я  

прямолинейным?
3. Из чего складывается деформация "жидкой" частицы?

$5. КЛАССИФИ КАЦ И Я Д ВИ Ж ЕН И Й  Ж ИДКОСТИ

В зависимости от характера изменения параметров потока 
времени различают установившееся, или стационарное, и неуст;>' 
новившееся, или нестационарное, движения жидкости. При уста* 
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н о ви вш е м ся  движении параметры в данной точке пространства 
н еи зм ен н ы  во времени, т.е. частная производная по времени от 
пюбой величины равна нулю, например dvx/dt — 0.

Н а  основании доказанной выше теоремы Гельмгольца, рас
см атривая  внутренний характер движения частицы, можно выде
лить важный класс движений жидкости — безвихревое, или по
тенциальное, движение.

Потенциальным называется такое движение жидкости, при 
котором во всем потоке или за исключением некоторых его об
ластей отсутствует вращение частиц жидкости. В тех областях 
потока, где т  * 0, движение называется вихревым, или непотен
циальным. Математическим условием потенциальности движения 
является тождество со = 0. Следовательно, условие потенциаль
ности требует, чтобы поле скоростей в жидкости подчинялось 
равенствам

сох = (Оу = сог = 0

или согласно выражениям (1.6)
dvx дуу dvx _ dvz дУу ду.
~д у~~д х ' ~dz~ дх ' ~dz~ ду '

Условия (1.7) свидетельствуют, что трехчлен ух dx + vy dy + vz d* 
в этом случае является полным дифференциалом некоторой 
функции координат. Если обозначить эту функцию через <р (х, у, г), 
то

dtp = v, dx + Vydy + vzdz = —  dx + —  dy + —  d*.
dx dy dz

откуда
_ckp _Лр _ftp

* ‘  <2x ' y ~ dy' dz

Потенциал скорости tp является важной кинематической 
Функцией и широко применяется при анализе течений как не-

имасмой, так и сжимаемой жидкости. Выразим потенциал <р 
В г^3 ^^^еристики деформационного движения жидкости е и в.

ом деле, при 0jf у = Qy ху 0ХI = 0г х\ Qy z = Qz у
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v* = vxQ + гх х  + ОжуУ + е « г  = ^ ,

Лр
Vy = Vy о + гуУ + 0^  + в угх  =  — , ( 1.8 )

Подчеркнем, что величины е и 0 в этих выражениях постоян
ны и относятся к полюсу частицы. Координаты точки п. * Для 
удобства заменены соответственно на х. у, г-

Для построения функции <р проинтегрируем первую строку 
выражений (1.8) по х; тогда

Теперь продифференцируем полученное выражение для ф  п о  у 
и z и, использовав выражения (1.8) и (1.9), найдем:

Откуда

или, интегрируя, получаем

/

или
/  = УуоУ + у  *уУ2 + byzW + /i(*)

/  = Vjo? + ̂  e.z2 + вк У1 + /2(у ) .
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УуоУ +1 *уУ2 ~ fi(y) = Viol+1е.г2 - / , (г)•

Таким образом, имеем равенство двух функций разных аргу
ментов. Следовательно, каждая из них равна постоянной, т.е.

^ у о У + ^ уу2 ~ / 2(у)=-с,

откуда

f2{y) = vyoy + \ zyy2 *с.

Тогда

/  = + VC0* *  ^  ЕуУ2 + i  е . * 2 + 0 к з^ +  С.

Для потенциала ф получим

Ф  = ( v , 0*  + v y0y  ♦ v-oz) -  ^ (r .xJC2 + су у 2 *  е сг 2) + ^

+ (0к К  + Ог*гх  + ЙхуЛу) +с.

Следовательно, безвихревое движение описывается функцией 
Ф U. У. г), зависящей от характеристик г. и Н. Для вихревого дви
жения функцию, аналогичную функции ф (х, у, z). построить 
нельзя.

При геометрической классификации движений жидкости 
пользуются либо понятием о траектории частицы, либо понятием 
°  линии тока, которые связаны с представлением о жидкости как 
0 непрерывной среде. Понятие о траектории в механику жидкости 
и газа ввел ЖЛагранж, перенеся его из механики твердого тела. В 
этом случае наблюдатель следит за движением индивидуальной 
частицы, находившейся в начальный момент времени го в точке с 
координатами (aq, .уь, ф). Однако оказалось, что в большинстве 
случаев этот подход формален и не отвечает практическому тре-
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бованию эффективного расчета распределения давлений по кон
туру обтекаемого тела либо получения поля скоростей в сечении 
канала. Этими вопросами и занимается прикладная газодинамика.

В отличие от ЖЛагранжа Л.Эйлер считал, что движение жид
кости удобно характеризовать полем скоростей в потоке в каждый 
момент времени. Геометрической характеристикой течения по 
Эйлеру служат векторные линии, которые мысленно проведены в 
жидкости в данный момент времени так. что в каждой точке по
тока вектор скорости направлен по касательной к векторной ли
нии. Эта линия проведена через разные частицы потока в данный 
момент времени. Для неустановившегося движения векторные 
линии постоянно изменяются, а для установившегося движения 
сохраняются неизменными. Векторную линию в поле скоростей 
удобно называть линией тока. По траектории движется выделен
ная частица потока, а при установившемся движении траектории 
совпадают с линиями тока.

В обшем случае как траектории, так и линии тока не пересе
каются, ибо в одной точке потока может быть только одна ско
рость, которая направлена по касательной к траектории или к 
линии тока. В точке пересечения линий тока скорость должна 
быть равна или нулю (критическая точка), или бесконечности 
(особая точка в потоке — например, сток или источник).

В непотенциальном потоке можно провести вихревые линии 
В каждой точке вихревой линии вектор о> направлен к ней по 
касательной. Если векторы поля скоростей и поля вихрей совпа
дают или направлены в противоположные стороны, то движение 
жидкости называется винтовым.

Когда линии тока представляют собой параллельные прямые, 
движение называется прямолинейным. Такое движение наблю
дается. например, в трубах. По нормали к линиям тока параметры 
потока могут быть непостоянными.

Если параметры жидкости при движении зависят только от 
одной координаты, то движение называется одномерным. Такой 
координатой может быть расстояние /, измеренное вдоль оси кри
волинейного канала. Поперечное сечение такого канала должно 
быть таким, чтобы параметры жидкости по этому сечению можно 
было считать постоянными. На практике часто приходится иметь
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дело с осредненными по сечению параметрами жидкости. Одно
мерное движение несжимаемой жидкости обычно изучает гидрав
лика.

Плоским называется такое движение, при котором во всех плос
костях. параллельных выделенной плоскости, картина течения по
в т о р я е т с я .  Параметры апоского течения зависят от двух простран
ственны х координат, поэтому плоское течение иногда называют дву
мерным.

Плоское течение можно себе представить, рассматривая обтека
ние крыла бесконечного размаха неограниченным потоком жид
кости. На рис. 16 дано одно из сечений такого потока плос
костью. перпендикулярной к оси крыла.

Рис. 16. Поле линий тока при обтекании крыла бесконечного размаха 
неограниченным потоком жидкости

К плоскому движению можно схематично свести обтекание коль
цевой решетки ступени осевой турбины (рис. 17. а) или осевого ком
прессора (рис. 17, б). Для этого рассекают кольцевую решетку сту
кн и  цилиндрической поверхностью определенного радиуса и 
Разворачивают сечение на плоскость. Получается бесконечная 
пРямия решетка из профилей, соответствующих данному радиусу 

Чения. Сечение на другом радиусе даст другую решетку — с
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Пользуясь принципом независимости работы решеток сече
ний, профилируют лопатку осевой турбомашины по радиусу. При 
профилировании широко используются экспериментальные дан
ные продувок плоских решеток в аэродинамических трубах. Надо 
отмстить, что детальные исследования течения в ступени турбо
машины показали, что газ движется не по цилиндрическим по
верхностям, а по поверхностям, близким к поверхностям враще
ния с синусоидальной образующей. Следовательно, расчет ступе
ни турбомашины, по данным продувок плоских решеток, доста
точно условен, не полно отражает действительную картину тече
ния и должен рассматриваться как первое приближение.

Осесимметричным называется такое движение, при котором 
во всех плоскостях, проходящих через выделенную прямую (ось), 
картина течения повторяется. Параметры осесимметричного тече
ния зависят также от двух пространственных координат, но по 
своей структуре уравнения, описывающие это течение, отличают
ся от уравнений для плоского течения (см., например, уравнения 
неразрывности потока и движения). Осесимметричное течение 
можно наблюдать в осевых зазорах турбомашин. Однако при этом 
следует иметь в виду осрсднснныс по сечению параметры жид
кости. В действительности течение будет не осесимметричным, а 
периодическим вследствие конечного числа лопаток в решетке и 
наличия аэродинамических следов от предыдущих лопаток. Осе
симметричное течение имеет место при обтекании ракет и других 
тел, а также в осесимметричных каналах (например, во входном 
устройстве центробежного компрессора).

Все течения, не относящиеся к рассмотренным, называются 
пространственными, или трехмерными, так как их параметры 
зависят от трех координат. Изучение такого движения связано с 
большими математическими трудностями.

Как уже было сказано, линия тока является основной геомет
рической характеристикой течения. Выведем уравнение линии 
тока. Для этого воспользуемся условием параллельности вектора
скорости v элементу линии тока Й/ (см. рис. 16).

Пусть вектор v имеет проекции vx% vy, vz% а вектор 61 — про
екции fy  6Z. Условие параллельности этих векторов можно за- 
пИсать в виде равенства нулю их векторного произведения:



откуда, развернув определитель, получим
vx = Vy 8Х; vx 8 Z = vz 6*; vy 8Z = vz Sy,

или

( l . i D

Система двух дифференциальных уравнений (1.11) даст линию 
в пространстве. Функции v, = (х, у, z, 0; vy = vy (х, *  г. /); vr =
- vz (*« У* Z, 0 считаются заданными. Время / в этих уравнениях 
является параметром, определяющим картину линий тока для 
данного момента времени. Форма линий тока не определяет 
структуру течения жидкости. Для пояснения этого положения 
рассмотрим два примера.

Пусть эпюра скоростей около твердой стенки имеет линейным 
характер. Скорость на твердой стенке равна нулю вследствие 
прилипания к ней частиц жидкости; при удалении от стенки 

скорость быстро растет (рис. 18). Такой характер поля скоростей 
наблюдается вблизи стенки в пограничном слое при течении вяз
кой жидкости.

Итак, около твердой стенки

Определим характер движения жидкости в этих условиях;

Следовательно, течение около твердой стенки с линейным по
лем скоростей — вихревое, угловая скорость вращения о> напраь- 
лена перпендикулярно к линейным скоростям v и прямо пропор
циональна градиенту скорости к.

= ку. vy = v* = 0.
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Рис. 18. Поле скоростей около твердой стенки 
при течении вязкой жидкости

В качестве второго пример;! рассмотрим круговое движение жид
кости, при котором окружные скорости уменьшаются обратно про
порционально расстоянию от оси вращения (рис. 19). Итак, будем 
анализировать характер течения, скорость которого V — с / г. где с — 
константа.

Составим выражение для угловой скорости мт.
Из выражения (1.6)

_ \_ | <Ъу_ _ tV*
°>: ”  2 ( дх ду

Но

vx = -v sin а  = -с —— у .
х + у*

Xvy = v cos а = с —г----.
л* + у1



1

Тогда найдем

Отсюда o)z = 0, т. е. круговое движение, у которого v = с/r яв
ляется потенциальным.

В технических задачах часто встречаются понятия "струйка то
ка" и "вихревой шнур". Струйкой тока называется масса жид
кости, ограниченная поверхностью тока, состоящей из линий 
тока, через которую жидкость не протекает, и двумя сечениями S\
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к S->. обычно перпендикулярными к скоростям в соответствующих 
сечени ях  (рис. 20). Струйки тока начинаются и заканчиваются 
или в бесконечности, или в области покоящейся жидкости, или в 
источниках  и стоках, а также могут быть замкнутыми.

Вихревым шнуром называется масса жидкости, находящаяся 
во вращении по закону твердого тела. Вихревые шнуры своими 
концами или уходят в бесконечность, или замыкаются в вихревые 
кольца, или упираются в границы жидкости. Для доказательства 
этого положения рассмотрим отрезок вихревого шнура (рис. 21).

Пусть площади сечений V| и настолько малы, что векторы 
® 1  и 6i2 можно считать постоянными для всех точек сечений.

Применим теперь к выделенному объему V формулу Остро- 
фадского — Гаусса

S 1

Рис. 20. Струйка тока

Jmd.?= Jdivm dV%
s V

где ds — элемент поверхности, который имеет направление, со- 
отвстствующес внешней нормали.
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Рис. 21. Отрезок вихревого шнура

Вычислим
- да) w Эсйу 9со- 

div о) = — — + — — + — s дх ду dz

дудх д&х dzdy дхду dxdz dydz О,

т. е. дивергенция вектора вихря всегда равна нулю. Такое вектор 
ное поле называется соленоидальным.

Следовательно, из формулы Остроградского — Гаусса получа
ем

f<Б ds = 0.
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Для вихревого шнура получим mjii + 0 1 2 * 2  = 0 или. учитывая 
направЛСНИЯ внешних нормалей к сечениям S| и $2 ,

o)|Si = (D2J 2 . (1.12)

так как интеграл по боковой поверхности шнура равен нулю в 
силу перпендикулярности векторов т  и d i.

Из равенства (1.12) следует, что вдоль тонкого вихревого шну
ра произведение угловой скорости вихря на плошадь нормального 
сечения остается постоянным. Это произведение называется ин
тенсивностью вихревого шнура, а полученный результат — второй 
теоремой Гельмгольца. Отсюда же следует, что шнур не может ни 
начаться в жидкости, ни закончиться в ней, так как при стремле
нии s -*  0 угловая скорость m -► во, что не реально.

В заключение следует отметить, что потенциальное течение 
моделирует лишь частный случай течения сплошной среды — без 
врашення ее частиц — и наблюдается вне пограничных слоев, 
образующихся на поверхностях обтекаемых тел и в аэродинамиче
ских следах после них. Внутри пограничного слоя, как уже отме
чалось выше, течение всегда вихревое с переменной завихрен
ностью ш . Понятия потенциального и вихревого течения вводят
ся при анализе течения невязкой среды и не связаны с ее сжи
маемостью.

Анализ течения вязкой среды привел к понятиям ламинарного 
и турбулентного режимов течения. Ламинарный режим наблю
дается обычно в прямолинейных или в слабоискривленных кана
лах с параболическим полем скоростей в сечении и с нулевыми 
скоростями на стенках. Такое движение всегда является вихре
вым. При потере устойчивости такого ламинарного режима воз
никает турбулентный режим: в потоке наблюдаются хаотические 
пульсации молей и ассоциаций молекул, а также завихренных 
'астиц разных размеров, образовавшихся после разрушения ла
минарного (вихревого) течения. Ядро течения в канале может 
%ггь турбулентным, а пограничный слой — турбулентным с ла- 
'Инарным подслоем у самой стенки.

Ламинарный режим характеризуется четко выраженной устой- 
1,1 “ой картиной линий тока. При таком течении практически нет
4*
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переноса массы из струйки в струйку в поперечном направлении 
Взаимодействие между слоями определяется силами трения. На. 
пряжение трения вычисляется по формуле Ньютона

dv
1 = дп

где ц — коэффициент динамической вязкости; dv / дп — градиент 
скорости по нормали к линии тока.

Турбулентный режим течения является неустановившимея 
движением жидкости, для которого характерен интенсивный мае. 
сообмен в поперечном направлении. Твердые границы задают 
лишь общее направление осредненного движения, на которое 
наложены пульсации скорости и других параметров по всем трем 
осям. Турбулентный режим течения возникает при потере устой
чивости ламинарного режима, вызванной внешними или внут
ренними явлениями, происходящими в самом течении.

Более подробные сведения о характеристиках турбулентного! 
режима течения вязкой среды приведены в гл. 2.

Контрольные вопросы к § 5

1. Какова математическая формулировка стационарного течения?
2. Что такое потенциальное течение? Приведите примеры.
3. Что такое непотенциальное течение? Приведите примеры.
4. Можно ли выразить потенциал скорости через характеристики деформацион I  

н о т движения?
5. Существует ли потенциал скорости для вихревого движения?
6. Чем отличается линия тока от траектории?
7. Какие формы двумерных течений изучает механика жидкостей и газа?
8. Какие формы может иметь вихревой шнур в потоке жидкости?
9. В чем различие между ламинарным и турбулентным режимами течения?

§6. У РА ВН ЕН И Е Н ЕРАЗРЫ ВН О СТИ . УРА ВН ЕН И Е РАСХОДА

Общие сведения
Представим себе поле течения жидкости с известными плот* 

ностью р и скоростью v в каждой точке поля. Мысленно в пр̂  
странстве, занятом жидкостью, выделим произвольный объем 1 
ограниченный поверхностью S  (рис. 22), через которую ж и д к о с т ь !  

может свободно проходить в обе стороны.
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Рис. 22. Произвольная замкнутая поверхность S в 
поле течения жидкости

Количество жидкости, заключенное в объеме V, уменьшается 
(или увеличивается) на количество вытекающей (или втекающей) 
через поверхность S  жидкости. Это — известный закон сохране
ния массы.

Количество жидкости, вытекающей через поверхность 5 за 
время dr. представится интегралом

где v„ — проекция скорости v жидкости на внешнюю нормаль п 
поверхности S.

Масса жидкости в объеме V вначале равна

(1.13)
S

(1 14)
v

а сПустя время dr она изменится и будет равна
53



Разность между выражениями (1.14) и (1.15) есть количеств 
жидкости, которое вытекло за время dI через граничную поверх
ность S, т. е. эта разность будет соответствовать выражению
(1.13):

\ Pv„dtdS = - \^ d td V .
S  V

Разделив правую и левую части на dr, получим
др

W * ~ f £ d v .
dts v

Интефал, стоящий в левой части, преобразуем по формуле 
Остро граде ко го — Гаусса:

Jp v nd5 = Jdiv(pv)d\/. 
s v

Следовательно, будем иметь

d V  = 0.

Последнее равенство действительно для любого, п р о и зво л ьн о  
взятого объема, в  том числе и для бесконечно малого; следона
тельно, подынтегральная функция должна быть равна нулю:

^  + div(pv) = 0. (1.1б*|

Это и есть один из видов уравнения неразрывности. Развсрнс'1 
div (p v); тогда



Первые четыре слагаемых дают полную производную плот 
ности по времени dp/d г; тогда

Т а ки м  образом, второй вид уравнения неразрывности (1.17) 
устанавливает связь между скоростью изменения объема (d ivv) и 
скоростью  изменения плотности (dp / d/).

Для несжимаемой жидкости р = const, а уравнение неразрыв
ности примет вид

Следовательно, для несжимаемой жидкости скорость измене
ния элементарного объема жидкости равна нулю. Иначе говоря, 
при движении объема несжимаемой жидкости изменяется лишь 
его форма. Имея в виду в дальнейшем исследования осесиммет
ричных движений, рассмотрим вывод выражений для вихря ско
рости и уравнения неразрывности в цилиндрических координатах.

d I (117)

(1.18)дх ду dz

Выражения для вихря скорости

Воспользовавшись обозначениями 
на рис. 23, составим циркуляции по 
контурам граней элементарного объ
ема.

Для грани MADE

drMADE = ^(verdGjdr - -^ (vrdr)rde .

или
О

drMADE = rdQdr.
Рис. 23. Элементарный объем в 
цилиндрической системе коор

динат
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Отсюда, сократив на rdedrd*, получим уравнение неразрын- 
ности в цилиндрических координатах

Эр t 1 д(р/-у.) t a(prve) | 1 д(рrvr) _ 0
( 1.2 2 )dt г dz rdQ г дг

Полученные выше уравнения неразрывности связывают поле
скоростей в потоке жидкости с распределением плотности жил 
кости по потоку. Для несжимаемой жидкости уравнение нераз
рывности устанавливает соотношение между изменениями проек
ций скорости по координатным осям, при котором не нарушается 
основная гипотеза о сплошности потока жидкой среды.

Уравнение неразрывности является одним из основных уран- 
нений гидрогазодинамики как непроводящей, гак и проводящей 
жидкой среды, без которого нельзя решить ни одной задачи о 
течении сплошной среды. В технических задачах часто приходит 
ся иметь дело с течением в каналах, причем считают, что скорое 
ти по сечению канала одинаковые (осрсдненные). В этом случае i 
вместо уравнения неразрывности пользуются уравнением расхода

Рассмотрим произвольный установившийся поток жидкости и 
выделим в нем элементарный контур Cj (рис. 24).

Пусть через точки этого контура проходят линии тока, обра
зующие так называемую трубку тока, в которой жидкость течет, 
как в струйке тока.

Проведем на некотором расстоянии от контура с\ второй кон
тур С2- К  полученному объему, ограниченному сечениями S|, si и 
боковой поверхностью Sf, трубки тока, применим формулу Остро 
градского — Гаусса:

Уравнение расхода
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Рис. 24. Трубка тока

fif

Так как движение принято установившимся, то из уравнения 
(1.16) следует, что для всего объема жидкости

Интеграл по поверхности s можно представить в виде суммы 
трех интегралов: по сечениям j| и s2 и по боковой поверхности sf, 
трубки тока. Но на боковой поверхности sr трубки тока скорость 
жидкости не имеет нормальной составляющей, т. с. vn = 0. Следо
вательно,

Если для сечения s\ скорость составляет тупой угол с внешней 
Нормалью, т. е. v„ > 0, то для сечения S2V„ > 0 и наоборот.

div (pv) = 0. 

Следовательно, для струйки тока

J Pv„d.v = 0.
5



Итак, для двух произвольных сечении струйки тока

J  P M *  = j
J| Sl

Таким образом, получено равенство массовых расходов жид
кости через произвольные сечения струйки тока.

Если параметры жидкости в сечении s струйки тока считать 
постоянными, то получим уравнение расхода в виде

Р|''я1-»1 = P2̂ //2S2 = Pv//* = const.

В практике под сечением s всегда понимают проходное сечс- 
нис канала, перпендикулярное к вектору скорости, и вместо v„ 
всегда берут V. Следовательно, уравнение расхода будет иметь вил

G = pvs = const. (1.23)

Контрольные вопросы к §6

1. Какие параметры связывает уравнение неразрывности?
2. Справедливо ли уравнение неразрывности для вязкой жидкости?
3 Чем отличается уравнение расхода от уравнения неразрывности?
4. Как учитывается вязкость жидкости при составлении уравнения расхода через 

канал?

57. ПО ТЕНЦ И АЛЬНО Е Д ВИ Ж ЕН И Е И ЕГО  СВОЙСТВА.
ТЕО РЕМ А  СТОКСА

Потенциальное движение

Выше было введено понятие о потенциальном движении и по
лучена структурная формула для потенциала скорости ф. Если 
известен ф, то путем дифференцирования можно найти проекции 
скорости. Следовательно, вместо нахождения трех неизвестных 
функций у*, vy, vz. задачу можно свести к определению одно»! не
известной функции.

Потенциал скорости есть кинематическая функция, характери
зующая собой потенциальное движение жидкости. Каждому по 
тснииальному потоку соответствует собственный потенциал ско-
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ти Ф (х< У'» причем жидкость может быть как нссжи-
Л^смой, так и сжимаемой.

Покажем, что потенциальное движение несжимаемой жид
кости обладает рядом важных свойств, учитываемых в гл. 4 при 
осшении задач. Эти свойства вытекают из того, что потенциал 
скорости <р для несжимаемой жидкости является результатом ре
шения уравнения Лапласа. В самом деле, для несжимаемой жид
кости уравнение неразрывности имеет вид

dvx &vy dv.

но

+ — = О,
дх ду dz

dvx д ( ЗаЛ с?2ф 
~дх~~~дх\дх) ~ а р ” и т  д‘

Тогда

д 2^  д 2ф д 2^  л 
— у  +  — у  + — у  = Дф = 0.
дх2 ду2 dz2

Полученное уравнение называется уравнением Лапласа, а 
функция ф, удовлетворяющая этому уравнению, — гармонической 
функцией.

1. Докажем, что потенциал скорости ф  д ля  несжимаемой жид
кости не может иметь экстремума внутри жидкости.

Для этого покажем, что проекция скорости на любое направление 
равна производной от ф по этому направлению, т. с. v„ = дц> / дп.

Возьмем в жидкости произвольное направление, характери
зуемое ортом п , вектор скорости v и составим скалярное произ
ведение

V • п = vn = vx cos(п,х) + Vy cos (n,y) + v . cos(«,z).

Затем продифференцируем функцию ф по я; тогда

Лр _ Лр дх + йр ду + okp dz 
дп дх дп ду дп dz дп
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= Vx COS (n , jc) + Vy  COS (Й, y )  + V z COS (Я, z \

Сравнивая полученные выражения, получаем
v„ = аср / 5л.

Воспользуемся формулой Остро граде кого — Гаусса и заменим 
в ней vn - дф / дл, учитывая, что divv = 0, тогда

|  vnd s = J  ̂  ds = J  div vd\/ = 0.
s s V

т. e. для несжимаемой жидкости

f ^ d ?  = 0. (1.24)
J дп
s

Итак, предположим, что в некоторой точке М  значение ф 
имеет максимум. Окружим эту точку достаточно малой сферой 
так, чтобы вся сфера была внутри жидкости. Тогда для каждой 
точки сферы будем иметь

2е <о ,
дп

и, следовательно,

f a„
5

что противоречит условию (1.24). Аналогичные рассуждения мож
но провести и для случая минимума.

Следовательно, функция ф не может достигать экстремума 
внутри жидкости. Однако она может получить наибольшее или 
наименьшее значение на границе области, занятой жидкостью, но 
это значение не обязательно соответствует аналитическому экс
тремуму.

2. Докажем, что скорость потока v внутри жидкости не может 
иметь максимума.
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Предварительно покажем, что компоненты скорости vx, vy и vv 
и потенциальном течении удовлетворяют уравнению Лапласа, 
с являются гармоническими функциями. В самом деле, про

дифференцировав уравнение Лапласа по дг, получим

Поступая аналогично, будем иметь

ЬЧу ~ 0; ДУг = 0.

Следовательно, компоненты скорости при потенциальном те
чении не могут иметь экстремума внутри жидкости.

Посмотрим, может ли модуль скорости потока иметь экстре
мум внутри жидкости.

Пусть в некоторой точке А скорость имеет максимальное значе
ние. Поместив начало осей координат в точке А и направив ось дг по 
вектору у л . получим, что vX/t= vA = v ^ .  Однако в силу доказанного 
ранее в жидкости найдется точка В , где > v^.

Следовательно,

VB = J v } b + v} b  +VIb  *  VxB > VxA •

т. e. при потенциальном течении модуль скорости не может иметь 
максимума внутри потока жидкости.

Этот результат используется при решении задачи о потенци
альном истечении несжимаемой жидкости с образованием сво
бодной струи при построении годографа скорости в плоскости  ̂
(см. гл. 4)

Относительно минимума модуля скорости таких рассуждений 
провести нельзя. В самом деле, допустив минимум модуля ско
рости в точке А, для соседней точки В получим vxb  <VxA =va - 
Однако вследствие существования компонентов vyg и v*g можем 
Получить Vb > vA, т. с. минимум модуля возможен. Поскольку ми- 
НИМУМ модуля скорости — это нуль, то, следовательно, внутри 
п°тока модуль скорости может иметь нулевое значение.
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3. Докажем свойство единственности потенциала скорости 
Для этого докажем, что значение функции <р внутри какой-то 
замкнутой области определяется: 1) однозначно, если на граница* 
области заданы значения функции <р; 2) с точностью до произ
вольной постоянной, если на границах области заданы значения 
дер / дп, где п — внешняя нормаль к контуру.

Для доказательства этого воспользуемся интегралом

где ср — гармоническая функция.
Рассмотрим первую часть свойства. Пусть на контуре поверх

ности s задано значение функции ср = <р*. Предположим, что внуг 
ри области имеются два решения: cpi и «pj, но на поверхности они 
совпадают, т. е. <р̂  = «рт*.

Рассмотрим новую функцию Фз = ф| — Фг. причем на поверх
ности s значение фз* =0, и применим к ней равенство (1.25). Пра
вая часть равенства равна нулю, так как фз* = 0, а значит, равна 
нулю и левая часть. Но подынтегральное выражение представляет 
собой сумму квадратов, следовательно, каждое слагаемое должно 
быть равно нулю:

т. е. фз = const по всей области.
Но на поверхности фз = 0, следовательно, const = 0 и ф| = <р:| 

по всей области течения жидкости.
Таким образом, первая часть свойства доказана.
При доказательстве второй части свойства также рассмотрим 

новую функцию

На этот раз на границе задано значение производной Лр / дп

(1 .2 5 )

дх ду dz

ФЗ = Ф, -  <р2.

получим, что на поверхности
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дфз
дп =  0.

Правая часть равенства (1.25) опять обращается в нуль, но уже 
вследствие того, что Зсрз / дп = 0. Тогда будет равна нулю и левая 
часть:

Зфз Зфз дер
дх ду dz

= 0,

т. е. <рз = const и> следовательно, <pi = <рг + const.
Таким образом, доказана и вторая часть свойства.
4. Докажем, что кинетическая энергия массы несжимаемой 

жидкости при потенциальном движении минимальна. Докажем, 
что кинетическая энергия Т массы жидкости при потенциальном 
течении меньше кинетической энергии Г'при любом непотенци
альном течении, т. е. Т '— Т > 0 при условии, что нормальные 
составляющие скорости к поверхности выделенного объема в 
обоих случаях равны:

= =V'» =V'x СОб (я , дс) + V y  COS (я , у )  + V'z ССв(л,г).

Кинетическая энергия массы жидкости при потенциальном 
потоке

V I

Для вихревого потокаI r - i K v-
V

0ТкУДа их разность запишется в виде

dV.

2 + + ух v у vz

♦*-(£)
5'3075

dV. (1.26)

65



Как известно, уравнение неразрывности для несжимаемой 
жидкости при любом течении имеет вид divv = 0, т. е. для вихре
вого потока

dv'x _ dv'y _ dv'z 
дх ду dz

= 0,

а для потенциального потока Лф = 0. 
Сделаем следующие преобразования:

0*-Й2-*,-*'4 Я£)Ч$
Откуда

Аналогично

,2

Зф| дер
дх) Л дх

йр]
2

+ 2Vy дер
ду)] У ду

ду'
1 + 2v;

дер
dzУ! * dz

ду.

dz

Уравнение (1.26) с учетом преобразований можно записать в 
виде

dV +

(1.27)
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Преобразуем в правой части последние два интеграла. Послед 
нИЙ член в равенстве (1.27) можно преобразовать так:

Далее, так как

£ ( * > )= ' i f

то

Аналогично

, дер д / , \ dv'y 

Z dz dzy 1 ’ dzI •
Второй член правой части равенства (1.27) можно написать в 

виде

I
В - 2j [ s ^ ) + £ M + £ M ] d ' ' -

I  "фдх ду

(1.28)

Но так как по формуле Остроградского — Гаусса
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Й dV =

= Jdiv(cpv')dV = Jcpv^ds = |ф^<±*
V s j

и, кроме того, d ivv' = 0, то равенство (1.28) перепишется в виде

V L J  S

После всех преобразований равенство (1.27) будет иметь вид

V .

dV > 0

или ( Г '- Г )  > 0, так как подынтегральное выражение представ
ляет собой сумму квадратов, т. е. всегда положительная величина 

Итак, несжимаемая жидкость при непотенциальном движении 
обладает большей кинетической энергией, чем при потенциаль
ном, при условии равенства нормальных составляющих скорости 
на поверхности выделенною объема. Этому свойству можно дать 
наглядное механическое толкование.

Представим себе частицы жидкости в виде круглых дисков 
Тогда потенциальное движение можно отождествить со скольже
нием диска без трения вдоль какой-то направляющей. Кинетиче-

V 2ская энергия диска ]ГЛ = /я-— , где vc — скорость центра диска
2

Вихревое движение (диск при движении вращается вокруг своего 
центра) будет соответствовать качению диска с трением вдоль той 
же направляющей. Кинетическая энергия диска в этом случае

V ,2 (D 2 .  с  гг  СП2Тп = т —  + —  , т. е. будет больше на величину Т = — -. 
д 2 2 2

Следовательно, для движения жидкости с потенциалом ско'
рости надо затратить меньше энергии, чем для движения с тем»1
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же скоростями, но без потенциала скорости, т. е. для вихревого 
д в и ж е н и я . Вихри всегда аккумулируют в себе часть энергии пото
ка, поэтому течение жидкости в турбомашине целесообразно по 
возможности приближать к потенциальному.

Однако следует отметить, что модель потенциального движе
ния может быть близка течению в ядре потока, т. е. вне погра
ничных слоев на лопатках турбомашин и вне аэродинамических 
следов от предыдущих лопаток. В случае непотенциального (за
вихренного) течения в ядре потока пограничные слои будут отли
чаться от таковых при потенциальном ядре, и суммарные потери 
во втором случае могут быть меньше, чем в первом.

В технических задачах часто приходится иметь дело с потока
ми жидкости, в которых дискретно расположены вихревые шну
ры. Вихревой шнур — это некоторая масса жидкости, вра
щающаяся как твердое тело вокруг своей криволинейной в общем 
случае оси (гибкий вал бормашины). Вихревой шнур нельзя рас
сматривать изолированно от всей массы жидкости, он представ
ляет собой особую область в поле скоростей жидкости. Положе
ние вихревого шнура и интенсивность вращения жидкости в его 
окрестности можно найти с помощью теоремы Стокса и понятия
о циркуляции скорости.

В векторном анализе имеется понятие о циркуляции Г вектора 
а по замкнутому контуру с, которое формально напоминает по
нятие работы некоторой силы на пути d/:

А = ^adl.
С

Применяя это понятие к полю скоростей, получаем

Г = ftid 1
С

Или- раскрывая скалярное произведение векторов v, d/ можем 
^писать

Г = ^Vjrdbc + vy<\y + v.d^.
С
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Для потенциального потока

Тогда

да, Зф
V y ~ d y ’ l ~ d z '

В случае однозначного потенциала скорости <р, когда интеграл 
по замкнутому контуру с от <р равен нулю, циркуляция по этому 
контуру тоже равна нулю.

Другой результат получается при наличии вихревого шнур3 
внутри контура с. Если ось шнура прямолинейная, то остальн^ 
масса жидкости вращается вокруг вихревого шнура со скоростя
ми, обратно пропорциональными расстоянию произвольной точк» 
жидкости от оси шнура, т. е. vr = const (рис. 25). При этом ск °' 
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рость ж идкости постоянна на окружности радиусом г, и циркуля 
скорости по контуру с

- _ 2л 
Г = у  vd l = ^vrda = 2nvr = const *  0.

Следовательно, потенциал скорости <р в этом случае не может 
быть однозначным. При каждом обходе вихревого шнура по кон- 
т у р у  с, взятому в потенциальном потоке, интеграл возрастает на 
величину 2nr v. Этот результат сохраняется до тех пор, пока vr = 
= const. При выборе контура с внутри вихревого шнура, где, как в 
твердом теле, v = юг, циркуляция будет зависеть от радиуса г.

Теорема Стокса

Соотношение между циркуляцией скорости и завихренностью 
внутри контура с устанавливается теоремой Стокса, которая гла
сит, что циркуляция скорости по замкнутому контуру равна сумме 
удвоенных интенсивностей вихрей, охваченных этим контуром.

Рис. 26. Элементарный контур ABCD в поле течения
жидкости
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Таким образом, можно найти положение и размеры вихревог0 
шнура в жидкости путем измерения скоростей в точках вы. 
бранных контуров и подсчета циркуляций по этим контурам.

Контрольные вопросы к 17

1. Как пояснить физический смысл наличия минимума модуля скорости 1Нутри 
области течения?

2. Как пояснить, что кинетическая энергия завихренного потока выше, чем по
тенциального при тех же граничных условиях?

3. Как можно было бы найти положение стационарного вихревого шнура в гю. 
токе?

18. ФО РМ УЛ А  БИО -  С АВАРА

В различных технических задачах приходится определять поле скоростей в об
ласти вихревых шнуров. Таковы, например, задачи определения так называемого 
индуктивного сопротивления крыла конечного размаха, а также теория гребного 
винта и ветроколеса, разработанная Н Е.Жуковским.

Пусть имеется бесконечно тонкий вихревой шнур (вихревая нить), радиус по 
перечного сечения которого с; отрезок аЪ этой нити представлен на рис. 27.

Циркуляция, взятая по любому контуру, охватывающему нить, равна Г и не зависит 
от s. Скорость на поверхности вихревой нити, нормальная к оси нити, v ** Г / (2ке).

Направление вращения жидкости принимаем против часовой стрелки, если 
смотреть на нить от а к Ъ. Обозначим боковую поверхность нити через 5, внутрен 
нюю нормаль к ней через л, единичный вектор нормали через п , единичный век
тор касательной к оси нити через j  . Будем искать скорость в начале координат 0.

связанную с элементарным отрезком вихревой нити1 d/.
Для несжимаемой жидкости при потенциальном установившемся течении ком 

поненты скорости удовлетворяют уравнению Лапласа

Ду, ■ Avy - Ду: т 0;
следовательно, в силу тождества

v ш yxi + Vyj + vzk
имеем

Ду * Av*/ + Avvj  + Дvzk , 

вектор v есть гармоническая функция

1 Подчеркнем, что вихревой шнур (вихревая нить) — это область потока, во3 
никшая в нем по каким-либо причинам. Поэтому не следует думать о том. <гТ° 
вихревая нить индуцирует около себя поле скоростей, — она сама является часть»0 
окружающего ее потока.
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Для гармонических функций имеет место формула

I И -]Л  г9)  1 dv
дп rs дп (X5,

позволяющая найти значение гармонической функции v в произвольной точке 
°fr*Ma по ее значениям на границе j  этого объема.

На рис. 28 показано сечение нити и дана плоскость векторов f j .
Элемент поверхности

ds *  edud/.

гДе а _ угол, отсчитываемый от плоскости векторов r~}\ d/ — элемент длины нити.
Скорость. связанная с кольцевым элементом поверхности нити длиной d/.

dvr -“ J4 *  J

И --V rs)  i dv
дп rs дп

edcx. (1.30)
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Очевидно, скорость v можно записать как

где (" х ; ) - векторное произведение единичных векторов я и у.

Пользуясь рис. 28, определим значения

— 1  и 
дп\гл)  дп

Затем получим

г 2 •  г 2 + в2 -  2rccos(r,fi); соб(г,с) г sin в cos а

или

rs Ш J r 2 + С2 — 2r Б Sine COS a. 

Ввиду малости б, пренебрегая е2, имеем

rs = r^l - 2—sin0
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rjpjioe учитывая, что drs / дп ш -drs / дс. получаем

д ( 1  ̂  ̂ 1 дг1 I дгя sin 8 cos а (1.31)
d n [rs) г/ дп г}  дс г}

Замечая, что направление скорости v не изменяется при перемещении по 
дерцаЛИ' получаем, что вектор ду / дп будет совпадать по направлению с вектором
* следовательно.

"■32'
Подставляя выражения (1.31) и (1.32) в выражение (1.30), имеем 

f 1 ~~ т~ ' " - - — ЦгНя * 7)eda.

или

. d/ Г  cos u sin 0 1 Г  )/-

О
В данном случае будем считать, что

г} *  г2, а г,е * re 2 sinOcosa,

так как очевидно, что при г »  с и г, »  е 1 / г 2 ближе к 1 / г }  . чем 1 / г к 1 / /у 
Выразим единичный вектор п через орты У и тогда

л « -/ cos a  - £ sin a  . (1.34)

(Единичный вектор я в пределах длины d/ можно считать постоянным.
„ |Подставив значение п из (1.34) в (1.33), разобьем интеграл на два слагаемых. 
()иня, что 0 и г в этом интеграле постоянны 

Первое слагаемое дает вектор

rd/sine2*dv0i - - Jcosa|>  cosu + g sinujda/.
8> . 0

[ислим отдельно интефалы
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2*
|  cos2 uda « я; 
о

2 n
J  cos a sin ada - 0.

Следовательно,

rd/sin0/? -\
dV01- - Z T - ( ,x y >

Второе слагаемое дает вектор

2r г... Г<1/ г / cosa+ р sin a . 7 dv02 ---- 5* ----5— 5----daj
8я • re - e“ cos a  sin 0

Fd/ 2? ( r  - e sin 0 cos a + б sin 0 cos a )(/ cos a + g sin a) 
8я2г J  (r - Esin0cosa)e

rd/sine2’'
8«V

J  cosa(/' cosa + £ sin a ) da/ ■ dv01.

В последнем выражении опрошено слагаемое

2я
1/7

0
Следовательно,

Г  sin 0d/ /г
4 кг'

| —\i cosa + g sinajda *  0.

- Г sin 0d/ /г -л
dv0 - 2dv01---- — 2- ( ‘ х j )

Но так как плоскости и совпадают и, кроме того, из рис. 28 еле

ет, что
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* у) гsin0 ■ (г х ]у

оКОн*«ггельно получаем так называемую формулу Био — Сааара1

<*0 - ^ у ( '  х j )  0.35)

Пользуясь формулой Ьно — Слвара. рассмотрим поле скоростей в области пря
м о л и н е й н о й  бесконечной вихревой нити (рис 29) и найлем скорость в центре вихре
вого кольца (рис. 30).

Р Наложенный вывод формулы Ьио — Савара принадлежит проф. В.В.Уварову.
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Для скорости точки А получим

С Г<М Г f cosa .. Г rcosad/ Гу л * I ---7 г cosa - —  I — —  d/ = —  I -------*  — -
J 4кг3 4я J r " 4я J  h 4nh

Для скорости в центре кольца имеем
2ж*Г г /?d/ _ Г

V°  4к J д* 2/? о Л

Контрольные вопросы к 18

1. Почему при выводе формулы Био — Савара мы имеем право в о с п о л ь з о в а т ь с я  
формулами для гармонических функций, описывающих потенциальные течения?

2. Почему свободный вихревой шнур перемещается в потоке?
3 Может ли свободное вихревое кольцо не перемещаться в потоке?
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Г л а в а  2 . ДИНАМИКА ЖИДКОЙ СРЕДЫ

В предыдущей главе уже отмечалось, что жидкая среда, как 
правило, характеризуется сплошностью и непрерывностью рас
пределения параметров по объему выделенной частицы. В силу 
этого все связи частицы могут иметь только распределенный ха
рактер. Сосредоточенных сил жидкость не выдерживает. Равно
весное состояние частицы можно получить только под действием 
распределенных сил.

При изучении динамики жидкой среды в отличие от изучения 
движения твердого тела необходимо установить связи выделенной 
частицы с окружающей се средой.

§9. ХАРАКТЕР СИЛ, Д ЕЙ СТВУЮ Щ И Х В ЖИДКОСТИ  
С ВЯЗЬ Н АП РЯЖ ЕН И Й  С НОЛЕМ  СКОРОСТЕЙ

Характеристика сил

Силы, действующие на выделенную в потоке жидкости части
цу Дт  (рис. 31), имеют различное физическое происхождение, но 
чо всех случаях здесь будут рассматриваться только внешние си
лы. Такие силы разделяются на массовые (или объемные) и по
верхностные. К  массовым силам относятся гравитационные (вес), 
пондеромоторные силы взаимодействия проводящей среды с 
электромагнитным полем и силы инерции, которые подсчиты
ваются как произведение массы частицы на величину ускорения 
Се центра масс с обратным знаком. Массовые силы, очевидно. 
пРямо пропорциональны массе частицы, поэтому в расчеты вво
дит единичную массовую силу. т. с. силу, отнесенную к единице
^ассы:
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f,m
v *F m llin  w

A«-»0 Д/Я

где AFm — массовая сила, действующая на массу выделенной час 
тицы Л т  объемом ДУ, причем Д т  = рДУ, где р — плотность жил 
кости.

Рис. 31. Схема сил, действующих на элементарные объем ДУ и по
верхность Д5 частицы в потоке жидкой среды

Единичная объемная сила

/у = lim JV  ду-*o д\/ ’
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причем поскольку для выделенной частицы

Д/у = д/"т  или j f mdm = . a dm = pd\/.

^  pfm = / у . т. e. единичная объемная сила всегда в р раз больше
единичной массовой силы. Эти единичные силы относятся к точ
ке М  в потоке, к которой стягивается объем ДУ (см. рис. 31). Не
трудно заметить, что единичная массовая сила имеет размерность 
ускорения. Для веса это будет земное ускорение £. всегда направ
ленное вертикально вниз (к центру Земли).

К  поверхностным силам относятся силы взаимодействия вы
деленной частицы с окружающей средой. Если при изучении мас
совых (объемных) сил рассматривалась масса (объем) всей этой 
частицы с последующим предельным переходом к точке М  (ДУ/ -» О 
и Д и - »  0), то для перехода к точке при изучении поверхностных 
сил требуется рассмотреть лишь элемент поверхности d i-, выде
ленной в потоке частицы жидкости объемом ДУ (см. рис. 31), с 
внешней нормалью я. проведенной через точку А.

Единичная поверхностная сила (напряжение) в точке А, лежа
щей на площадке d5 с нормалью я. равна

Поскольку элемент поверхности d£ может быть расположен в 
любом месте поверхности объема AV, то и нормаль я может соста
вить любой угол с вектором скорости v . Вследствие молекулярного 
строения вещества поверхность dS испытывает как нормальные 
силы давления, так и касательные силы трения со стороны окру
жающего потока, причем касательные силы трения сильно зави
сят от расположения площадки в потоке, т. с. от направления я .

когда вектор v оказывается перпендикулярным к пло-
касательные силы трения исчезают. Следовательно.

где dFs — поверхностная сила, действующая на элемент поверх
ности .



величина р„А зависит не только от координат точки А и времени,
но и от расположения площадки dS, т. с. от направления h „ 
точке А. Такая физическая величина называется тензором в отли
чие от скаляра и вектора, которые полностью определяются коор- 
динатой точки и временем. Единичные массовые (объемные) си
лы являются векторными величинами.

Величина р„ называется полным гидродинамическим давле
нием в потоке вязкой жидкости. Главный вектор поверхностных 
сил, действующих на выделенную частицу с поверхностью Д5.
равен ® р„d S . Проектируя величину р„ на нормаль п и h;i

J  Л5
площадку d5, получаем нормальную составляющую п (обратную 
по знаку нормальному давлению) и касательную составляющую т 
(рис. 32).
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О бш ая формула для полного гидродинамического давления 
связывает величину р„ с полным гидродинамическим давлением
- п и р~ в координатных плоскостях, проходящих в пределе 
Рх' “ У
через ту же точку в потоке жидкости. Не нарушая общности вывода, 
„ассмогрнм площадку д5 в вше треугольника ABC (см. рис. 32) и 
п о стр о и м  на ней тетраэдр ОАВС: внешние нормали к его граням 
параллельны осям координат. Значения рх .р у и рг считаем из
вестными. Для определения значения р„ рассмотрим равновесие
тетраэдра по принципу Даламбера. Обозначив площадки граней с 
нормалями д\ у  и z через ASX, &Sy и ASj, причем ДSx = -Д5 cos ( л. л), 
д5у = -Д5 cos ( п , у) и ДS z = -ДS  cos ( п , г), где знаки минус ком
пенсируют отрицательные значения косинусов тупых углов между 
п и осями координат, так как площади граней отрицательными 
быть не могут, получим

(/ «  - ^ ) р |  д5/' + Px^s « * ( М  -

-pyb Sco s (n ,y ) - p .b S cos(n.z) = 0.

При Д5 -» О высота тетраэдра И -» 0, т. е. первое слагаемое 
уравнения равновесия является малой величиной второго порядка 
малости по сравнению с остальными, откуда, деля на ДS, получа
ем

р„ = рх cos(«,jc) + ру cos (я .у ) + p. cos (я,г). (2.1)

Величины рх , p v и pz являются векторами и называются со
ставляющими тензора напряжений в осях дг, у, z• В проекциях на 
°си координат эти векторы имеют вид

Рх = ox i  + zxy j  + хх.к .

Ру = Ту|/ + ОуУ + Ту.Л. (2.2)

p. = x . J  + т -..j + a . v.k.г  < с *  s .) J  s. У  s.
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Первая букв;» в двойном индексе у т соответствует направле
нию нормали к площадке, а вторая — направлению оси, которому 
параллельна эта составляющая касательного напряжения. Поло
жительное значение а  направлено в сторону внешней нормали. ц 
положительное значение т — к ребру между гранями.

Таблица из девяти коэффициентов при единичных ортах в си
стеме (2.2) служит обозначением тензора гидродинамического 
давления, а входящие в таблицу величины называются компонен
тами тензора:

Ниже будет показано, что существует парность касательных 
напряжений, т. е. хху = и т. п. Следовательно, для вычислении 
полного гидродинамического давления в данной точке потока 
вязкой жидкости необходимо знать шесть величин: три нормаль
ные и три касательные составляющие напряжения.

Помимо понятия полного гидродинамического давления вво 
дится понятие среднего статического давления в данной точке М 
потока вязкой жидкости как среднего значения напряжений сжа
тия на поверхности сферы с центром в данной точке при стягива
нии этой сферы в точку, т. е.

где doi — элементарный телесный угол с вершиной в центре сфе
ры; Я — внешняя нормаль к сфере (совпадает с направлением 
радиуса сферы е); рп — полное гидродинамическое давление »
площадке с нормалью Я (рис. 33).

Вычисление величины р выполняем в сферических координа
тах е, <р, \\ Тогда

стх тху тх;
Х у %  П у  Т у .

чт гдс т гу а у )

о

d£ = е2 sin <pdcpdv, dm = d5 / g2 = sin »pd<pdv;
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Рис. 33. К выводу среднего значения статического давления в точке потока
вязкой жидкости

008 ( я , г) = cos ф, cos ( я , у) = sin <р cos v, cos ( я , х) = sin ф cos v.

Пользуясь формулами (2.1) и (2.2) с учетом приведенных выше 
^висимостсй, из формулы (2.3) получаем

/> = - у ( °х  + °г). (2.4)

Касательные напряжения т в каждой площадке dS "пропала- 
101 При вычислении произведений п рп> а среднее значение ста-
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тического давления оказывается равным среднему арифметц. 
ческому (с обратным знаком) от трех нормальных напряжении 
а х , а у и а г , действующих в трех взаимно перпендикулярных пло
щадках, проходящих через рассматриваемую точку М  при е -*■ о 
Следует подчеркнуть, что все напряжения о и т рассматривались 
здесь в потоке вязкой жидкости. Ни о каком условном торможе
нии потока здесь нет и речи (см. ниже). Понятие полного гидро
динамического давления никак не связано с понятием полных 
("заторможенных") параметров.

Рассмотрим величину рп в потоке идеальной (невязкой) жид
кости или в неподвижной вязкой жидкости. В этих частных слу
чаях все касательные напряжения т равны нулю. Тогда из выра
жений (2.2) следует:

Рх - а лJ • Ру ~ ®у J ' Pz = стг*-

Проектируя уравнение (2.1) на ось х, получаем 

-р„ со&(п,х) = а х cos(w.at).

Знак минус в левой части связан с тем, что угол (п,х) тупоп 
(см. рис. 32), а знак минус для cos (п,х) справа уже был учтен при 
выводе уравнения (2.1). Для других осей получаем аналогично:

-р„ cos(n.y) = пу cos(п,у),

-рп cos(ii.z) = ст. cos(n.z),

откуда с учетом формулы (2.4)

Рп - ~а х - -оу = ~~n z ~ Р'

т. е. величина полного гидродинамического давления р„ для дви
жущейся идеальной и неподвижной вязкой жидкости не зависит 
от ориентации площадки, к которой оно приложено, а о д и н а к о в  
в любом направлении, т. е. р„ -  —рп .



Связь тангенциальных и нормальных напряжений 
с полем скоростей в потоке вязкой жидкости

П р и  построении расчетных моделей в механике твердого тела 
(теория упругости, сопротивление материалов) широкое примене
н о  поручили линейные представления о связи напряжений с 
дсф0Р м а ц и я м и  в видс закона Гука о = £ё в задачах на растяжение — 
сж ати е , а  также в виде связи между напряжением сдвига и углом 
поворо та  сечения при кручении т= GQ.

В  гидродинамике линейная связь между касательным напря
ж ен и ем  на стенке, обтекаемой потоком вязкой жидкости, и изме
н ен ием  скорости у стенки была установлена Ньютоном в виде

где ц — коэффициент динамической вязкости среды (рис. 34).

Рис. 34. Напряжение трения tq в точке поверхности, обте
каемой вязкой жидкостью при ламинарном режиме
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Формула Ньютона описывает поведение лишь так называемы^ 
ньютоновых жидкостей при ламинарном режиме течения. Ненью. 
тоновыми жидкостями занимается специальный раздел гид роли, 
намики — реология. Турбулентный характер течения у стенки и й 
потоке учитывается эмпирическими соотношениями, хотя форму, 
ла Ньютона считается справедливой в окрестности точки и пр1( 
турбулентном режиме для данного момента времени.

Рассмотрим сначала касательные напряжения в потоке вязкой 
жидкости на гранях "жидкого" прямого угла в случае, когда одна 
его грань остается неподвижной (рис. 35, а). Выделим в жидкости 
два нормальных сечения т и п , расположенных одно от другого 
на малом расстоянии Ь. При движении плоскости А относительно 
плоскости В вправо сечение т  за время Д/ встанет на место сече
ния т ' и сечение п — на место сечения ri\ очевидно, что эти два 
сечения как бы проскальзывают одно относительно другого, по
ворачиваясь вокруг точек О и О’. Угловая скорость вращения 
этих сечений <о = Ду / Д/ (в момент, когда сечения расположены 
нормально к движению жидкости, причем сечение т  вращается 
вокруг точки О. сечение п — вокруг точки О ' ), а Ду — угол, на 
который повернутся сечения т и п .

Относительную скорость скольжения сечения п по отношению 
к сечению т  найдем по правилу механики. Остановим сечение т. 
для чего всей системе сообщим движение, обратное движению 
сечсния т ,  т. е. создадим вращение вокруг точки О в направлении 
против часовой стрелки. Тогда сечение т  станет неподвижным, а 
сечение п (во всех своих точках) начнет двигаться в направлении, 
параллельном сечению т  со скоростью со, т. е. сечение п будет 
скользить при этом вверх по отношению к сечению т  со ско
ростью шЬ. По формуле Ньютона, касательное напряжение i\
= \xb / Ь = цю. Угловую скорость со подсчитываем по скорости 
в точке М: се = vM / Л. Подставляя это значение в формулу для t|. 
получаем xi = \x.vu / И = т. Таким образом, т = t j ,  т. е. касательные 
напряжения в двух взаимно перпендикулярных плоскостях раины

Следовательно, когда имеется относительное скольжение го
ризонтальных слоев, одновременно возникает относительно*-’ 
скольжение вертикальных слоев, причем величина касательно^ 
напряжения на них одинакова и прямо пропорциональна nponJ' 
водной от скорости по координате, например dvx / ду.
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Рис. 35. Схема возникновения касательных напряжений на 
сторонах прямого "жидкого" угла:

0 “  одна сторона угла неподвижна: 6 -  обе стороны угла подвижны
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Рассмотрим теперь общий случай, когда подвижны обе грат, 
"жидкого" угла. Прямой "жидкий" угол АМВ (рис. 35, б ) за врсмч 
Л/ переместится в положение А 'М 'В ' так, что его стороны А 'М ' и 
В 'М ' образуют малые углы Ayi и Д^ с первоначальными напраь. 
лениями.

Подсчитаем касательное напряжение на стороне M B , которое 
сложится в результате влияния двух причин: 1) непостоянств 
скорости vx вдоль стороны МА (что рассмотрено выше) и 2) пово 
рота стороны M B (ранее неподвижной) с угловой скоростью

Угловая скорость в первом случае dvx / ду = Ayi / АЛ 
Следовательно, касательное напряжение на стороне MB

Очевидно, что касательное напряжение на стороне МА, равное 
Тху, будет вызвано также двумя причинами: 1) неравномерностью 
скорости vy по стороне M B  и 2) поворотом стороны МА с угловой 
скоростью Ду 1 / Д/.

Следует обратить внимание на то, что напряжения действуют 
в одном направлении, т. е. они складываются, а также на то, что 
величина т прямо пропорциональна скорости скошения жидкого 
прямого угла, т. е. = 2ц0дг> и т. п.

Аналогично возникают напряжения в других координатных 
плоскостях. Итак,

Дуг / д/ = dVy / дх.

Проанализируем связь нормальных напряжений о с произвол 
ными от скорости потока. Сначала рассмотрим движение в пл^'
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фСТИ ху и свяжем нормальные напряжения пх и пу с выбранным 
^деятельным напряжением т, действующим на площадке, накло- 
н е Н Н О Й  под углом а = 45° к оси х. Выделим для этого призму высо- 
той Л с основанием ЛВС  (рис. 36) и запишем условие ее динами
ческого равновесия в проекции на направление АВ.

Рис. 36. Схема сил, действующих на призму в плоском потоке вязкой
среды

Проекция силы инерции будет равна

PV .
АВ

о2И / 2 — объем призмы; v — скорость ес центра масс
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Проекцию единичной массовой силы на линию АВ обозначу 
fm АВ' ток 41X3 полная проекция массовой силы равна f m лв pV.

Проекцию поверхностной силы подсчитаем через отдельные Се 
составляющие, проектируя их на отрезок АВ, равный а/cos 45°. \  
положительное направление примем направление от А к В. Тогда

т • АВ ■ Л + аха ■ cos45e • А - ау а ■ cos45“ • Л,

а остальные составляющие сократятся. Условие равновесия прим 
ет вид

a h + ™ ^ h + ° * a £ h - a y a ! ! lh  = 0.

Пусть размер а стремится к нулю, тогда первый член в сран 
нении с остальными становится бесконечно малым и получается 
нужная для дальнейшего искомая связь напряжений

2т = ау — о*.

Рассмотрим теперь это же напряжение т в системе координат 
х'у', повернутой относительно осей х и у  на 45°.

В координатах х'у' обозначим его через ; тогда в соот 
ветствии с ранее полученной формулой (2.5)

(d vx. dvy
ах*

Вторым этапом вывода будет переход от скоростей в системе 
х'у' к скоростям в системе дг, у. Из рис. 36 следует, что

Отсюда
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х = х' cos 45е - у ' sin 45е = (V2 / 2)(х' - у'), 

у  = х' sin 45е + у' cos 45° = |V2 / 2j(jr' + у ’).

х’ = (л/2 / 2)(дг + у); у ' = (у- х ),

( 2 .6»



та* что

dх' / dt = vx■ = (V2 / 2 ^ *  + Vy); 

dy' / dt = vy. = (V2 / 2 ^ ,  - v*).

По правилу дифференцирования сложной функции получаем
dvx. _ dvx. дх dvx. ду 
ду' дх ду' ду ду' ’

(2.7)

д\/у dvy• дх dvy■ ду
дх' дх дх' ду дх'

Делаем подстановки, пользуясь формулами (2.6) и (2.7):

dvx. 1(S v x dvY 
+ — — 1+ ~ [to x dvy -

ду 2 {  дх дх 2 \ ду

dVy - Ч 'dvy 1 'dvy
дх' 21ч дх дх ) ' 2 : ду ду J

Сложив оба равенства и умножив их на ц, получим

dVy dvу \
ду дх

Иначе,

(  dv х dvy \ох - a v = 2ц — ----- —
* у Ч  дх ду ,

Если аналогичные выкладки сделать относительно плоскости 
** то получим
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Запишем тождество

_  ̂ ( dvx dvx "jпх - а х - 2 ^ — - ^ j 

и сложим три последних равенства. Тогда

3 0  *  - (стх + ° у  + ° г )  = 6^ ~ ~  _  + +х 1 * у г> дх \дх ду d z )

Отсюда нормальное напряжение

, dvx 2 - а х = -р + 2^—f- - -ц  div v.
ОХ 3

Аналогичный вид имеют остальные составляющие. Следова 
тельно, нормальные напряжения в координатных плоскостя\ 
имеют вид

- dvx 2 - а х = -р + 2ц— *- -- n d iv  v , 
ox J

dvy 2 
~ду~ 3

а у = -р + 2 ц -у - — и div v,

а , = -р + 2ц^2- - -ц  div v. (2.81
dz 3

Для идеальной жидкости, лишенной сил трения. коэффииисШ 
ц = 0; тогда, естественно, получаем

Р  ~  ~ ах ~  ~ ау = —

Это же условие сохраняется и для вязкой покоящейся и-11 
равномерно и прямолинейно движущейся жидкости, когда пС 
рознь равны нулю все производные.

Полученные формулы для т и ст позволяют определить напр*1 
жения в жидкости, если известны кинематическая картина 1



движения и коэффициент динамической вязкости ц. Формулы 
2  5) и (2.8) можно считать обобщенным законом Ньютона для 

Сплошной вязкой среды.

Контрольные вопросы к 19

1 . Что такое полное гидродинамическое давление в потоке вязкой жидкости?
2. Как направлены положительные нормальные и касательные напряжения?
3. Что такое среднее статическое давление в точке потока вязкой жидкости?
4. Зависит ли полное гидродинамическое давление в данной точке потока вяз

кой жидкости от ориентации выбранной площадки?
5. Чем отличаются касательные напряжения в потоке вязкой жидкости на непо- 

щ и ж н о й  стенке и на грани "жидкого" прямого угла, первоначально параллельной 
твердой стенке?

6. Как связаны нормальные напряжения в потоке вязкой жидкости с полем 
скоростей этого потока?

Полученные выше выражения для единичных массовых 
(объемных) и поверхностных сил позволяют вывести уравнение 
движения жидкой среды, которое, по существу, является выраже
нием второго закона механики Ньютона в применении к жидкой 
среде. 1 ^

Уравнение движения, выраженное через напряжения

Для вывода уравнения движения рассмотрим элементарный 
объем ДУ в декартовой системе координат, ограниченный поверх
ностью AS (рис. 37). Равновесие выделенного объема жидкости 
требует равенства нулю главного вектора и главного момента сил.

110. УРАВН ЕН И Я Д ВИ Ж ЕН И Я Ж ИДКОЙ СРЕДЫ

укнцих на объем, включая силы инерции, т. е. 

SF=  0 и (2.9)

На выделенный объем действуют массовая сила

и сила инерции Тогда

с̂Рвое уравнение (2.9) принимает вид
3075

V ду У
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\ { f m - \ 7 } ^ +  Jp „d 5  = 0 .
AV AS

( 2 . 1 0 )

Преобразуем выражение для поверхностной силы, выразив ее 
через объемный интеграл. Тогда получим

J p„dS = -pxASx + [р х + ~ < ^ )^ s x -
AS

- P y b S y  +  [ j ) y  +  -  P Z& S Z +
dy

Так как сумму (
Д5г = ( дрх | Ф у  |

I дх ду dz ) 

дру dp

Д\Л

dx dy dz
в силу малости объема ДУ

можно считать постоянной для этого объема, то

дру др 
1 ^ Г + ‘Д$ AV ду dz

dV. ( 2.111

Подставляя выражение (2.11) в формулу (2.10) и учитывая, чтс 
выражение (2.11) справедливо для произвольного объема, получа
ем уравнение движения сплошной среды, выраженное через на
пряжения

i i  = ; „ +l t e L +l L  + ^ 4  (2.12
d / р I  дх ду dz )

Полученное уравнение справедливо для любой точки в по J41N
сплошной среды при условии непрерывности ее параметров '̂1 
уравнение является развитием второго закона механики Н ью то Н -Н  

когда учитываются силы взаимодействия выделенного объе^1 
оставшейся жидкостью.
Я»* •

Рис. 37. Схема поверхностных напряжений, действующих в левой и в 
правой гранях параллелепипеда

В проекциях на оси координат уравнение (2.12) с учетом вы
ражений для рХ9 ру, pz принимает

dv

вид

х — j- 1 ( да„ дх ,
dt

>
dt

dv.

p l at dy
1 [  dx= f my+.
P i  dx 
1 (  dxxz

dOy
dy

dxv
<*' /wZ+p b r  + l T  +

dx
dz

dx
dz

do
dz

zy
(2.13)

99



Для невязкой идеальной жидкости касательные напряжения т 
равны нулю, а нормальные напряжения во всех гранях рассмот 
ренного параллелепипеда равны и имеют направление, обратное 
действию давления на соответствующую площадку, т. е.

ах = = °г  = ~Р' 
этом случае выражения (2.13) принимают вил

Уравнение движения идеальной среды в форме Эйлера

Следовательно, в
dvx _  , 1др 
d I Jmx Рбх ’ 

dvy _ I^ P  
~ d T ~ Jmy ~ p d y '
dv.
~d7

r - I f *  
' Jmz~pdz

(2.14)

Следует подчеркнуть, что левые части этих выражений пред
с та в л яю т  собой проекции полного или субстанционального уско
рения частицы, первые слагаемые правой части — проекции ло
кального ускорения, а члены в скобках — проекции конвективно
го ускорения, связанные с переносом среды со скоростями vx, vy
и /г-

Нетрудно заметить, что три последних слагаемых каждой 
строки в выражениях (2.16) представляют собой проекцию вектора 
(yV)v на оси координат. Выражение в круглых скобках представ
ляет собой оператор вида

/- \ J ят д д А  д д д (vV ) = V (5/ + —  / + — к = vx —  + Vv —  + v7 — , 
v /  I  dyJ  dz )  dx y dy Z dz

который применяется последовательно к проекциям скорости vx, 
vy » vz в выражениях (2.16).

Следовательно, уравнение Эйлера можно записать в виде

вая их

Умножая уравнения (2.14) соответственно на i , j , k  и 
, получаем уравнение Эйлера в векторной форме

= fm ~ “  grad Р-d t Р

склады-

(2 .1 5 )

—  + (v V)v = /т  - — grad p. 
dt v ' P

(2.17)

Уравнение Эйлера справедливо для любого (потенциального и 
вихревого) течения идеальной среды. Однако в отдельных случаях 
бывает удобно рассматривать уравнения движения идеальной сре
ды с явно выделенной вихревой частью движения. Такая формаВторое слагаемое правой части уравнения (2.15) и отличает 

механику идеальной жидкости от механики твердого тела. Оно» —■■  « « " m w i v n n v n  O H A ^ V D U n  ~1CIV- 1 Dt\J д д (

определяет силу взаимодействия вьшеленного объема жидкости с |  ® ” иси уравнений движения была предложена" nvec'киТ” ч'ин>,“ 
оставшейся ее массой. С. Громе кой и английским гидромехаником Г. Лэмбом' вТоние

Раскрывая производные от проекций скорости по времени в
уравнениях (2.14), получаем

XIX в.

d vx 
d t

i v ,
dt

dv.
~dt

_  dvx 
dt 

= dVy 
dt

dt

+

+

+

dvY dvx w dvx
Vx —  + v y + VZ fr.x дх y dy oz

Уравнение движения идеальной среды в форме Громеки — Лэмба

Рассматривая выражения (2.16), добавим к правым частям 
^ о й  строки члены

( dvv dvy dVy] p  i*'
V х д х +Vy 9 у f t  J ’ ' [± vx ^ l ±
, 5v. Я .Л  У y dx '  d x )’ {  x dy

dx

dy
dv^
dy

+ v
dv̂
dz

\

/

*1
dy )■ i

±УЛ d v x
dz dz J

° 0,|,Ветствснно. Тогда получим вместо первой строки (2.16)
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d I dt dx dy dz

+ v. f dvx _ dvA  _ ( fVy _ dv* 
I  dz dx ) V4  dx dxy

Для вывода уравнения Навьс — Стокса воспользуемся уравне 
ниями (2.13) движения, выраженными через напряжения, и вы 
ражениями (2.5) и (2.8) для касательных и нормальных напряже 
ний. Подстааляя выражения (2.5) и (2.8) в первую строку уравне 
ния (2.13) и считая ц = const, получаем

Уравнение движения вязкой среды в форме Навье — Стокса

или

dt dt дх

Г -»\ V
C i )

+ 2(и х v )  .

Делая те же преобразования с двумя оставшимися строчками 
выражения (2.16), умножая каждую строку на i , j , k  соотвеч 
ственно и складывая, получаем

dt

+ —

- t  1  дР j . ,  и  d 2 v x  2  а , . -J m x ---—  + 2----- -- - — —  div v +

d 2Vx

ду

Р дх Р дх2 3 дх

, а Г Э О  , д 2Ух | д ( * Л
dx { ду J dz2 дх \ dz )

dv dv . . —  = —  + grad 
dt dt

'  2' IT
[ 2 )

2(<5 x v) ,

Собирая члены со вторыми производными vx по координатам 
и с производными по х от div v , получаем

dv

что полностью соответствует известному тождеству из векторного 
анализа для вектора v

- JT  = fm x - ~  + ^ b V x ut p dx p 3 p dx

d1 d1 d1

_ _ d v dv+ rot V X V = -----—
dt dt

где Д = -~r- + ~ г- + — оператор Лапласа. 
dx dy2 dz2

Выполнив аналогичные преобразования со второй и третьей 
строками уравнения (2.13), получаем

Следовательно, уравнение Громеки — Лэмба принимает вид dv

0V . А —  + grad 
dt

V L + 2(© x v) = f m - -  grad p. 
'  P

у _  f  1 dp ц 1 ц d . - 
“  J  my ~ — d i v y ;  d/ p dy p y 3 p dy

( 2 . 18*1
dv

Уравнение движения в форме Громеки — Лэмба будет испольI 
зовано затем в ряде разделов нашего курса. Эта форма запис)! 
уравнения движения идеальной жидкости в явном виде содержит 
члены с угловой скоростью вращения, которые обращаются j  
нуль для потенциального движения.

— ± = f  + av  + -  ——  div v.
dt mz p dz p z 3 p dz 

В векторной форме уравнение Навьс — Стокса принимает вид

^  = /т  - — grad /? + — Д v + — grad (div v). (2.19) dt p p 3 p '
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Для несжимаемой жидкости divv = 0. и уравнение Навьс 
Стокса имеет вид

Подчеркнем, что в уравнение Навьс — Стокса входят истин
ные значения скоростей и давлений и их производные. Уравнение 
Навьс — Стокса справедливо как для установившегося, так и для 
неустановившегося течения вязкой жидкости. Однако при анализ 
турбулентного течения вязкой жидкости, которое является по 
своей природе нсустановившимси, целесообразно провести осрсд. 
нсние потока по времени и рассматривать осредненнос движение 
Впервые такое осреднение было сделано О. Рейнольдсом в 1895 г

Уравнения движения вязкой среды в форме Рейнольдса1

Турбулентное течение (см. §5) можно представить себе как бы 
состоящим из двух потоков: пульсационного и основного 
(осредненного). Частицы потока в пульсационном движении пе
ремещаются хаотически по различным направлениям и одновре
менно переносятся по течению основным, осрсднснным потоком 
Турбулентное движение возникает в результате трения в жид
кости, а также при потере устойчивости ламинарного движения и 
при отрыве пограничного слоя. Особенно такое движение интен
сивно в местах, расположенных непосредственно за обтекаемыми 
телами.

Турбулентное движение является всегда неустановившимся. и. 
хотя пульсация скорости по сравнению с осрсднснной скорости  
потока мала, она оказывает заметное влияние на важнейшие ха 
рактеристики потока.

Количественно турбулентные потоки оценивают в основной 
двумя величинами: степенью турбулентности в и коэффициенте* 
корреляции R. Если взять в потоке рабочего тела точку А и пр1' 
следить, как с течением времени в ней меняются параметры П1? 
тока, то, зная законы изменения параметров в этой точке во вР̂

1 Эта часть парафафа написана совместно с О.М.Нанковым

( 2 .20 ,
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^ени. можно найти осредненныс значения этих параметров. В 
самом деле, пусть изменение проекции скорости в точке А за 
время t будет представлено кривой, изображенной на рис. 38; тог
да средняя скорость за период времени t\ = / 2  ~ t\

j 'г 
*4  = -

' 1

По определению, средняя величина пульсационной скорости 
7 '= 0. Мгновенное значение скорости будет выражаться суммой 
величин

V = V + v'.

Так как пульсационная скорость v ' является переменной ве
личиной по абсолютному значению и знаку, то се удобно выра

жать в виде среднеквадратичного значения J (v ')2 ■

IiA

38. Осциллограмма изменения проекции скорости потока в точке А
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Степень турбулентности определяется соотношением

c. k ? . n
' j v  Л,

т. с. отношением среднеквадратичной пульсаиионной скорости * 
осрсднснному значению скорости турбулентного движения 
Обычно величину е выражают в процентах.

Если рассматривается изменение параметров не только в од
ной точке, то оценка характера движущегося потока по степени 
его турбулентности будет недостаточной. Возьмем на некотором 
расстоянии cbf от точки А по линии, перпендикулярной к средней 
скорости потока, точку В (рис. 39). Если средняя скорость потои 
равна V ,  а пульсационные скорости в точках А и В соответствен
но v'A и v'g , то отношение среднего произведения пульсаипон-
ных скоростей v'Av'B к произведению средних квадратичных] 
пульсационных скоростей в этих точках называют коэффииисн-

------- ос

том корреляиии R - ---, а величину L = Г /?(jc)d.v -

масштабом турбулентности.
Турбулентность потока оказывает большое влияние на харак

теристики испытуемых тел. Изменяя ее, можно изменять условии! 
обтекания тел, например условия отрыва пограничного слоя и т. п 

Полученные выше уравнения Навьс — Стокса для движения 
вязкой жидкости не удобны при исследовании турбулентного те
чения вязкой жидкости, так как содержат фактические значение 
скорости и давления, а не осрсднснныс. Хотя следует отмстнтч 
что в настоящее время получены численные решения уравнени" 
Навьс — Стокса для турбулентных течений несжимаемой жи '̂



осТи при малых числах Рейнольдса. Вернемся к выводу уравне
ний Рейнольдса.

Рис. 39. Пульса!жонные скорости в соседних 
точках потока

Если в уравнениях (2.20) скорости и давления заменить сред
ами и пульсационными значениями

l v A .  vx + v'x\ vy = vy +v'y : vz = v ,+ v 'z; p = p + p,

a jn*M произвести осрсдненнс по времени, то получим уравнения 
^Вольдса для несжимаемой вязкой жидкости. Для осреднения 
Равнения воспользуемся статистическим методом и его 

“ вами осреднения.



Пусть значение некоторой функции /  в интервале / равн0 
/  = /  + / ', где / — среднее значение функции, а / '— пулъсаци. 
онная составляющая. Тогда, используя свойства осреднения, по
лучим

= #  = = $_ = <L.
dt d t' dx dx' dy dy ' dz dz'

— dvx , dvr
V v -----  + V'_ — i* dx ' x dx

диалогично можно поступить с третьим и четвертым членами 
пе в о й  части уравнения, учитывая, что в каждом промежутке инте
грирования V  + р' = 0. Окончательно в направлении оси х будем 
иметь:

/ 1  + / 2  = / 1 + / 2 ;

/  =  / ;  / 1/2  =  о; / 1/2  =  / 1/ 2 -

Первая строка получается из определения осредненной вели
чины и переставимости операций дифференцирования и интегри
рования. Двумя черточками вверху обозначено повторное осред
нение. Затем, считая жидкость несжимаемой, т. е. р = ро, заменив 
в уравнениях (2.20) мгновенные значения р, vx, vy, vz суммами 
Р + Р '^ х  + v'xivy + v 'y> ẑ +v'z и осреднив слагаемые по времени,
т. е. произведя интегрирование по времени с одновременным 
делением на промежутки интегрирования, получим следующее 
выражение в направлении оси х:

dv7 Z  ч d(vx + vL) ч dlvy + V' )' Яг ’ * к+n)' v  *

dvx _  dvx - dvx _  dvr
- Т Г -  +  Vv — +  V „  — JE- +  V .  — i  =dy dZ fmx ~

1 dp
Po dx

dv1
dx + v:

a*

ил>( учитывая, что — (v'xv'x) = v'x ^ - +  v'x и т. п., л divv' = 0,дх
получим ДЛЯ ОСИ X

+ V y ^  + Vl l ^  = T ~ (v * v* )  - V'x —  + r dy 1 dz dxy x} x dx
,Ĵ X

dx 7 dy

dx Sz a* ax

/_ \5(vz + vz) ,  1 dp ---

На каждом участке интегрирования v* = const, но так как »
avj( л

данном случае выполняется осреднение для п участков, то * и

J - ( v 'yv 'x) + 4 - {^ z v 'x) - + ^  + =d y 'y ' dZ x{  dx dy d z )

dy

Так как произведения и v* по свойству осреднени*!
дх дх л

равны нулю, то второе слагаемое левой части уравнения бу с̂ 
иметь вид 
108

dz

—^ -̂ -iHB аналогично для осей у и z и осреднив результаты.Посту П1

для всех трех осей:
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dVv - dv- -Л ~  d v x—Г— + Vx —— + Vv ---  + V---— = J mx------ т vav v
dt x dx y dy г dz mx Po dx xdz = / m * - - f f j+vAV* + Po ***

Svv _ dv
—  + v x dt X

у +v , ^  + v , %  = /  * ay * a* 1
1 dp -----— + vAvv +

a* • ' l  az p0 3y

+^ - p» ^ +^ ( ' pô  * ^ | ( ’ p" ',; ''i')'
5v, _ 3v, _  3v7 _  dVj. 

+ v.

(2.21,

,ix c полученными выше уравнениями Рейнольдса, то увидим, что 
полные нормальные и касательные напряжения выражаются в 
„иде алгебраической суммы обычных напряжений в осредненном 
потоке вязкой жидкости [см. формулы (2.8) при divv = 0 и (2.5)1 
и напряжений Рейнольдса в виде

- dv ах = ~Р + 2ц дх -PV i 2.

Эти уравнения называются уравнениями Рейнольдса для т> 
булентного движения несжимаемой жидкости, а величины|
(- P o ^ i). (-Po^v;), (-Pov^v^) и т. д. (причем pqv^  = ит.д.
называют рейнольдсовыми напряжениями, образующими тензор 
содержащий нормальные и касательные напряжения Рейнольдса:

( а '  т' т' 'l а х хху Х х г - P o W x -Po W y - P o W z
х'ух а'у Xyj = -Po V'yV'x -Po V'yV'y - P o W z

чтг* т’г>’ °г  > l- P o ^ i -PoWy -Po^ivJ

Уравнения Рейнольдса отличаются от уравнений Навьс Н 
Стокса наличием девяти (точнее говоря, шести) дополнительный 
членов, учитывающих пульсации скорости. Наличие пульсаипоИ 
ных скоростей в турбулентном потоке приводит к образований 
как бы дополнительных напряжений, которые имелись бы в я*' 
минарном потоке, если бы распределение скоростей в нем сонп* 
дало с распределением осрсднснных скоростей в турбулентно* 
потоке.

Если вернуться к выводу уравнений Навьс -  Стокса из yp;l̂ j 
нений (2.13) для несжимаемой жидкости (div v? = 0) и сопоставим

но

и тл-
В большинстве случаев в ядре потока турбулентные напряже

ния больше ламинарных, поэтому последние часто можно не учи
тывать. Граничные условия с физической точки зрения остаются 
теми же, что и при ламинарном режиме течения (условия прили
пания), т. е. на стенке обращаются в нуль все составляющие ско
рости, в том числе и пульсационные. На стенке остаются только 
нормальные и касательные напряжения ламинарного течения. У 
самой стенки образуется так называемый ламинарный подслой, в 
котором силы вязкости значительно превышают силы инерции 
(более подробно об этом см. в гл. 6). Следует подчеркнуть, что 
для расчета параметров осрсдненного течения необходимо знать 
связь между пульсационными скоростями и скоростями осред- 
ненного движения, что часто формируется в виде проблемы за
мыкания уравнений Рейнольдса.

В основе проблемы замыкания до сих пор лежит эмпирика.
х°тя и были предложены некоторые обобщения эксперимснталь-
НЬ1Х Данных, приведшие к созданию полуэмпирических методов 
Расчета (см. в гл. 6).

В данном разделе ограничимся лишь упоминанием в качестве 
пРИмера результатов тсрмоансмометричсских измерений турбулент- 
Чь?  пульсаций в прямоугольном канапе шириной 1 м и высотой Н  = 

см. Скорость воздуха в средней части потока Vo = 100 м/с. На 
с- 40 приведены эпюра скорости vx/v0, осреднснныс значения

вольной и поперечной пульсаций Jv 'x2 и Jv 'y2 , касательных
ill



напряжений т / ро и осредненной величины (—V̂ -Vy), пропорцц0.
нальной с точностью до плотности потока ро турбулентному кас;к 
тельному напряжению.

Рис. 40. Результаты измерений некоторых параметров 
потока в сечении канала

Пульсации и турбулентное касательное напряжение на стен и 
равны нулю, но имеют максимумы вблизи стенки. Ламинарн01
трение равно разности между ординатами кривых т/рп и
оно максимально на стенке и быстро исчезает при удалении 
нес.
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Первая попытка найти связь турбулентного касательного на- 
дасения с полем осрсдненных скоростей была сделана Бусси- 

пр коМ. По аналогии с формулой Ньютона для ламинарного ре
жима. когда тл = ц (dvA/ dy), где ц — физическая величина коэф
фициента динамической вязкости, Буссинеск ввел понятие коэф
фициента турбулентного обмена А,\ тогда

хт = -Роv'xv'y = Ar (d vx/ dy),

причем величина Лт не является физической величиной, а зависит 
,г расстояния до стенки и от эпюры скоростей в соответствии с
рис 40.

По аналогии с коэффициентом кинематической вязкости v = 
= ц / ро вводят кинематический коэффициент турбулентной вяз
кости vx = Ат / ро; тогда

*т =-PovT (dv*/ dy).

В соответствии с рис. 40, коэффициент vT должен быть функ
цией некоторой длины и производной от скорости, т. е.

vT =/(/, dvx/dy).

В соответствии с методом размерностей положим, что

vT = l °(d v x/dy)».

Но размерность величины vT в системе масса — длина — вре
мя

или

ы -

ML

Тт 1- L2T 2
.Po . (dv* / dy)p0J L M

L LT  L* \

= Ll T2Т—1

w  - Li n ) t - L° T
-b
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Следовательно, а = 2, Ь = 1, откуда

vx = l2(dvx/dy)
И

г, =pol2(dvx/dy)2.
Таким образом установлена искомая связь касательных напря.

жений Рейнольдса с полем осредненных скоростей. Физически*
смысл характерной длины / был ранее установлен Прандтлем пр*
анализе турбулентного течения над плоской пластиной (рис. 41).

При турбулентном течении в потоке
возникают жидкие объемы. имсюши( 
собственную скорость и движущиеся | 
продольном и поперечном направленnaj 
с сохранением продольной составляю.! 
щей импульса. Пусть один из таких обь I  
емов, возникший в нижнем слое (у, / J

ГТ
1 1 г

L-I----- U
I

1

г. имеющий продольную скоросл
- /), перемещается в поперечно»

направлении на расстояние / (см. рис. 41) 
Этот объем, попав в слой у\ со ска 
ростью (у! - /), будет тормозить частит
слоя У1 , т. е. разность продольных ско 
ростей можно считать продольной пуль 

сацисй v'x. Эта разность может быть выражена в форме ряда Тей

лора
*х(У\) “  vx(y, -/ )+/(dvx / dy),

Рис. 41. К  объяснению по 
нятия о пути смешения

откуда
v i„=  / (d ^  / dy) < 0.

0тКУда vx.=  I (d v ,/  dy) > 0.

С редняя по времени пульсация скоростиH г !̂ 1ср4 (МЧМя
Поперечные пульсации скорости в силу уравнения неразрыв

ности должны иметь тот же порядок, что и продольные пульса
ми. Следует лишь отмстить, что положительная поперечная 
пульсация (из слоя (yi -  /) в слой уО дает отрицательную продоль
ную пульсацию и наоборот, т. е. выражение v'x / v'v всегда отрица
тельно.

Для касательного напряжения Рейнольдса Прандтль получил 
формулу

Для объема, попавшего в слой у\ из верхнего слоя (у! + /) и Ус 

ренного его частицами, получим
v,(yi + /) = Vx(y,) + / (d vx/ dy),
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dvx dvx
dy dyxT = -Pov'xv 'y r  Po/2 (dvA./ dy)2 = po/2

так как касательное напряжение имеет тот же знак, что и произ
водная продольной скорости по нормали к направлению потока.

Полученная формула Прандтля совпадает с формулой для тт, 
полученной выше из теории размерностей.

Величина / называется путем перемешивания, что напоминает 
понятие свободного пути молекулы в физике.

Опыт показывает, что вблизи стснки путь перемешивания 
прямо пропорционален расстоянию от стенки, т. е.

/= агу,

ГДе ге *= о , 4 .
Для внешней части пограничного слоя иногда берут отноше- 

п,е Длины / к толщине слоя ft
//6=0, 08 ... 0. 10

1,1 п°лагают

//ft = 0, 4 (y/ft) -  0. 5 (y/ft)2 + 0. 2 (у/6)3.
ИЗ
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Из предположения о подобии полей пульсацнонных скоростС1| 
во веем потоке Карман получил формулу для / в виде

/ = a:|(d vx / dy)/(d2vx/dy2)|.

где as = const, определяемая нз опыта.
Согласно гипотезе Ван-Дрийста величина

/ = - СХР (_Л / ^*) •

где п = у/и. /• = v/v,; vt = yjz0 / ро — динамическая скорость. А' 
= 26.

Существуют и другие подходы к замыканию уравнений Реи 
нольдса.

Уравнения движения вязкой жидкости 
в цилиндрических координатах

где °Р ТЬ1 I ' J ' *  — единичные векторы, причем направления 7 и 
j  зависят от выбора в пространстве, а направление к остается 
постоянным (параллельным оси *) для всех точек потока.

уравнение движения вязкой жид
кости в иилиндричсских координатах 
получим при помощи уравнения двн- J  
жСния Навье — Стокса в векторной 1 1 

форме, которая не зависит от выбора 
системы координат:

—  = / « - -  Р + -  Ду {  -  grad (div v l 
dt P P 3 P v r

Из рис. 42 следует, что производные 
по времени от / и j  будут равны со
ответственно

На практике при решении задач о течении вязкой жидкости ■ 
узлах энергоустановок часто приходится иметь дело с осесиммет
ричными каналами различной формы (трубы, патрубки и т. п.). и и аналогично 
в этих случаях удобно применение уравнений движения в имлин-И 
дрических координатах.

Воспользовавшись обозначениями, введенными при вывод!" 
уравнения неразрывности и для выражений вихря скорости в ни 
линдрических координатах (см. §6). запишем выражение для npoj 
скций скорости в произвольной точке потока

d7 .. д7 .. 1  • де • у  do -—  = Inn —  = Inn ----- — =--J
dt  A/-* 0  Дt _v-*o At dt

Рис. 42. К выводу уравнения 
движения в цилиндрических 

координатах

dr d/*0
Vr = ~di' Vo= ~d7

v. = dz
dt

S f t  dj  A/ do r—  = lllll —  = - —  /. dt д/-»о Дt dt

Подставляя эти значения в выражение для dv/dt и объединяя чле
ны при /,_/, к , получаем

dy
dt

В векторной форме записи:

v = vri + v0j  + v.k  .

Но

d r  fdO 
dt2 v dt i + dr do d (  dO')] - d2* г---- +—  r —  / +— -kdt dt dr v d t) dr2

или
dr r drO - d j rv = — i +--- j- f — к ,
dt dt J  dt Tor

d' d'  o t )}  4  d, 5 ?
Да
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dv
dr

dv
If f

1 d2z i  
'  + 1u k'

После формальных преобразований правой части уравнение 
Навьс — Стокса в векторной форме получим

9i r  + Vr I r  + Ve^  + V^ - T —  par
[ цГа^Уг , 1 а2̂  , a2vr ( i avr 2  ave v A  

p la r 2 r1 ae2 dz2 r dr r2 ae r2) '

v avr v £ _ ,  _ I^ p +
+ Vr -r-=- + Ve - r r  + “ ST r Jmr о dr

av, 
r dr

dv
гдв

^ v r ^ U v „ 8V'1 
dt dr

avo v^vg
+ V . - r 2- + - Z- 2- = J  me -

z a* r
1  ap
p r96■-- ■+■ V r ---  T va . . 7a/ ar rde dz r p TOO

ц [ a2ve i a2ve a2ve 1 ave 2 avr ve
p la r 2 r2 ae2 a*2 + r dr r 2 ae r 2J ’

dvz dv.
■ +vr dr

i i +
I dr2

*r
r 2 ae2

av. , 1 Эр .
+ V, = fm l - P d l

( 2 2 !)

Or = -P + 2^-^T*

<3q = - p  + 2 ц 1пЭ0 г J
(2.

av,
° < = - '  + 2ц1 Г
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1  dv, dv.

Te? = H --- — + — -/  ae dz
dvr dv.

X?r = ^ dz dr

avr
ae

(2.24)

При этом уравнение неразрывности имеет вид (1.22)
- 1 d(rvr) dve dv.div v =---i— У- + — *- + — L = 0.

r  dr rdQ dz
Нормальные и касательные напряжения в координатных пло| 

щадках элемента объема в цилиндрической системе к о о р д н к ч  

(см. рис. 23) подсчитываются по формулам |

Вы раж ения (1.22), (2.22) -  (2.24) будут использованы при точ
ных реш ениях ряда задач.

Контрольные вопросы к § 10

1 . Какой вид имеет уравнение движения сплошной среды, выраженное через 
массовые и поверхностные напряжения?

2. Какой вид имеет уравнение движения невязкой среды?
3. Применимо ли уравнение Громеки — Лэмба к анализу течения вязкой среды?
4. Какие допущения лежат в основе вывода уравнения Навье -  Стокса?
5. Какое допущение лежит в основе вывода уравнений Рейнольдса из уравнений 

Навье — Стокса?
6. Какими величинами в основном оцениваются турбулентные потоки?
7. Сформулируйте свойства осреднения параметров турбулентных потоков?
8 Чем различаются нормальные и касательные рейнольдсовы напряжения?
9. Чем отличаются уравнения Рейнольдса от уравнений Навье — Стокса?
10. Какие составляющие входят в состав полных нормальных и касательных на

пряжений в осреднением потоке вязкой жидкости?
11. Что такое кинематический коэффициент турбулентной вязкости?
12. Как связано касательное напряжение Рейнольдса с полем осредненных ско

ростей?
13. Что такое путь перемешивания в турбулентном потоке?
14. В чем заключается проблема замыкания уравнений Рейнольдса?

*11. УРАВН ЕН И Е СОХРАНЕНИЯ ЭН ЕРГИ И . ДИССИНАТИВНАЯ Ф У Н КЦ И Я

Рассмотреные выше уравнения неразрывности (1.16) и движе- 
Ния (2.19) (кроме уравнений Рейнольдса) являются четырьмя 
1,фференциальнымн уравнениями в частных производных отно- 
1тельно пяти неизвестных величин: трех проекций вектора ско- 

(Чх> vy, vz), давления р и плотности р. В случае течения не
чаем ой жидкости плотность р можно исключить, считая ее 

с я ° Янн<ж  величиной: р = ро- Тогда число неизвестных становит-
Равным числу уравнений — четырем, т. е. система замыкается,
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и при наличии граничных и начальных (при нестационарном рс 
жиме течения) условий эта система может быть решена — пол\ 
чено поле скоростей и давлений в заданной области во времени 
Коэффициент вязкости ц при этом решении тоже считается по. 
стоянной величиной. Нелинейность уравнений даже в этом про. 
стсйшем случае приводит к необходимости получать решенщ| 
численными методами с помощью ЭВМ .

В случае же решения задач на течение сжимаемой среды, т.с 
при р* const, или задач, в которых требуется учесть зависимость ы 
от температуры среды Т\ даже при р = const упомянутая выше 
система четырех уравнений становится незамкнутой. Замы, 
кающим пятым уравнением становится уравнение сохранении 
энергии, то самое третье уравнение, которое наряду с уравнением 
сохранения массы (уравнение неразрывности) и уравнением со
хранения импульса (уравнение движения) образует систему трс\ 
уравнений сохранения, на которых построена современная физи-[ 
ка макромира.

Итак, в дополнение к уравнению неразрывности и уравнениям! 
движения, связывающим параметры потока и их производные п< 
координатам и по времени в произвольной материальной точке, 
необходимо получить уравнение сохранения энергии для этогс 
потока. Для этого рассматривается некоторая масса жидкости] 
которую можно было бы "стянуть" в точку в связи с непрерыв
ностью изменения параметров потока.

Закон сохранения энергии этой системы заключается в том 
что приращение полной энергии Э массы жидкости за единиц 
времени равно работе L. совершенной внешними силами, и при 
току теплоты Q за то же время:

d3 / п
n  = L * Q-

причем положительными считаются подведенная работа и поли-] 
денная теплота. Под полной энергией единицы массы здесь п< 
нимастся сумма ее внутренней энергии с = cvT и ки н сти чес^  
энергии v2 / 2.

В интегральной форме уравнение сохранения энергии для 1,1 
деленного объема ДНс поверхностью ДS  принимает вид
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dt S\V С + PdV=  j7 mVPdV+ \~p„vdS + j(? « d S  + $Qv dV. (2.25)
\)SW \S \v

Первый и второй члены правой части определяют работу 
в н еш н и х  сил — массовых /т  и поверхностных р„ . а третий н 
четвертый члены — подведенную теплоту, причем теплота Q со
стоит из теплоты от теплопроводности QT, конвекции QK. излу- 
чения (?ии • а теплота Qv включает в себя теплоту химических 
реакций Схим- диссоциации (?лис и ионизации 0 ИОМ. Теплота 
дж оуле ва нагрев;! С? л ж в случае движения проводящей среды в
электромагнитном поле связана с работой пондеромоторных сил. 
входящих в первый член правой части уравнения (2.25).

Для перехода к дифференциальной форме записи уравнения 
сохранения энергии выполняется следующая операция с учетом 
того, что pd\/= dm = const для данного объема:

± j ( «  + £ ] p d v -  \ i [ ( « * y ] ( n d V ) .  J P d v i f c ^ . ]  .
w  w  Л 7 w

= r nl L ^ ] dV.
>/•

Третий член уравнения (2.25) преобразуется по формуле Ост- 
рофадского — Гаусса:

\S w

Работу поверхностных сил (второй член (2.25)| подсчитываем 
*** Параллелепипеда объемом ДУ = Длг • Ду • дг (общность полу- 

«ных при этом результатов не нарушится, так как выделенный 
затем "стягивается" в точку).
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Пользуясь формулой (2.1), получаем

|  pnvd S  = J" /^vcos^.JcJdS + j" />yvcos(/i,>')d.S'
Л5 \S \S

J  p; vcos(»,z)dS.
AS

При вычислении каждого из интегралов в правой части ра. 
венства учитываем, что косинус угла между я и осью координат 
равен нулю для всех граней параллелепипеда, кроме двух гранен 
перпендикулярных к данной оси (рис. 43).

J  Px*cos (” >x)d S  - (~px\/)Az Ay + pxv + AZ Ay =

= — {pxv)AxAzAy = ~ ( p xv) AV, 

оТКуда следует, что

J  p „ i4 S  = [^ (P r V )

dv,

где производные типа вычисляются в одной из точек

объема AV и остаются постоянными для всего объема AV.
Интегрируя все члены (2.25) по объему AV и сокращая резуль

тат на AV, получаем уравнение сохранения энергии в дифферен
циальной форме:

P d7 [e+t J =f ^ +Tx W + i y M +

(2.26)

справедливой для произвольной точки потока.
Выполняя дифференцирование произведений типа pxv и 

ФУппируя члены уравнения (2.26) в две строки, получаем
de

P d7“
- dv - dv .. dv
p* to  + py i^  + P z iz  + di''Q  + Qv

Следовательно, разлагая в ряд Тейлора произведение pxv
считая его постоянным для грани, получаем 
122

d (

ду 

Л»Р +

dz

dpv dp + + —  
ду dz 0. (2.27)
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Первый член нижней строки (2.27) может быть переписан h 
виде

P d7
V

[ 2 )
dv= ov— ; 
dt

но

p*17 = p(*xJ + *yj  + *<*) j \ * xi + + *<*)= p^ ( t ,

поэтому

P d7
f 2\ V 1 - dv 

= p v ^ -

Следовательно, нижняя строка (2.27) представляет собой полу
ченное выше уравнение движения сплошной среды (2.12), умно
женное на вектор скорости v в данной точке потока, а потому 
эта строка всегда равна нулю.

Таким образом, уравнение сохранения энергии распадается на 
две (равные нулю каждая) строки — нижняя указывает, что пол

ное изменение кинетической энергии единицы массы р —
12

происходит под воздействием работы единичной массовой силы 
f mv и работы единичных нормальных и касательных сил
(напряжений), т. е. может быть истолковано как уравнение сохра 
нения единицы массы без учета внутренних энергетических про 
цессов, происходящих в движущейся среде.

Первые три слагаемых в квадратных скобках верхней строки
(2.27) могут быть переписаны с учетом того, 1<т0 
v = vxi +vyj  + vzk, а px,p Y.pz определяются выражениями (2 3
в которых напряжения о и т связаны с полем скоростей в потоК£ 
формулами (2.5) и (2.8). Тогда
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e скалярная величина D называется диссипативной функцией и 
подсчитывается по выражению

2

V дх ) ду ) \ dz )

fox , dvy ) 2 [^ z  dv*l 
ду дх ) \ дх d z )

- ~(div v )2 +

♦ [* ( dvy 5V- —  + — -
I dz dy)■ (2.28)

Следует отмстить, что диссипатнвная функция D по физи
ческой природе связана со скоростями деформации "жидких" от

резков Е х

-  !(< *£  
21 ду

dv,
дх

и т. п. и "жидких" прямых углов 0JJ, =

dv,
рассмотренных в гл. 1, а также с величиной

divv ,  определяющей скорость объемной деформации выделенной
частицы. Член ц D учитывает работу внутренних для выделенной 
частицы сил трения (множитель ц) при ее деформации. Эта рабо
та целиком переходит в теплоту и рассеивается (диссипируст) в 
жидкости. Следовательно, верхняя строка уравнения (2.27) при
нимает вид

dr — —р — + р divv = ц D + div(? + Qv.Qt (2.29)

Физически это означает, что полное изменение внутренней 

Сергии единицы объема и работа ее деформации под дей-

ствисм сил давления р divv происходят в результате работы сил 
тРения в объеме частицы, подвода теплоты Q в объеме через его 
ПовсРхность и выделения теплоты Qv внутрн объема.

Помимо полученной формы записи уравнения сохранения 
Ргии (2.29) в расчетах применяется запись уравнения сохранс- 

я энерпш через энтальпию Л = е + р/р.
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Подставляя dr. в уравнение (2.29). получаем 

Р —  - р — f—1 + р divv = ц D + div@ + Qv 
d/ d/vp/

„ли. раскрывая второе слагаемое левой части с заменой dr/d, 
= -р divv по уравнению (1.17), получаем

pdA_t^>+ ^ 0  + + q v
at 6t

(2.30)

откуда следует, что изменение энтальпии связано как с тепловы- 
ми процессами, так и с изменением статического давления в по
токе (последнее находит применение в теории лопаточных ма
шин).Если ввести энтальпию в исходную форму записи уравнении
(2.25) и учесть преобразования, сделанные при выводе уравнения 
Навьс — Стокса (2.19) и уравнения (2.29). то уравнение сохране
ния энергии получит вид

Р ^ |  А + - у ) = 7«pv+ ц Av + ^ ц grad (div v) v +
(2.311

+ ц D + div Q + Qm ■

Уравнения (2.29) -  (2.31) справедливы для произвольной точки 
потока сжимаемой вязкой жидкости при наличии теплообмена.

В частном случае течения невесомой ( /т  = 0) и невязкой (ц = 0)
жидкости при отсутствии теплообмена ( Q = 0 и Qv — 0) получи'1 
уравнение сохранения энергии в виде

.2'I

d t
// + —

dA*
At

t?A*
dt

+ ( v V ) A *  = 0 o A

ИЛИ

= h*= const,
2

в
= V

установившемся течении скалярное произведение 
VA* = 0, т. е. вектор скорости v перпендикулярен к

0тКУД;‘
( v * K  *
„адиенту энтальпии заторможенного потока. Следовательно, 

полная энтальпия в этом случае постоянна вдоль линии тока.
Следует подчеркнуть, что уравнение сохранения энергии в 

форме (2.32), строго говоря, соответствует изоэнтропийному тече
нию газа 1см. (2.34)|. В то же время в термодинамике уравнение 
энергии для потока газа без внешнего тепло- и энергообмена за-

.2 '
писывается в виде d Л + —  

2
= 0, причем не оговаривается харак

тср процесса. Следовательно, уравнение (2.32) можно применять 
как при изоэнтропийном процессе, гак и в других случаях, когда 
работа трения полностью переходит в теплоту (см., например, гл. 3).

Наконец, выражая уравнения сохранения энергии через эн
тропию s и помня, что

Tds = dr. + р d ( 1/р) = dc + (р / р) (div v ) d/.

пользуясь уравнением (2.29), получаем

рТ = ц D + div@ + Qv. (2.33)

Из уравнения (2.33) следует, что рост энтропии в произволь
ной точке потока обусловлен работой трения (диссипацией) и 
подводом теплоты к частице.

Для течения нсвязкого газа, подчиняющегося уравнению со
стояния /»/р = /?Г, при отсутствии теплообмена уравнение сохра
нения энергии принимает вид

ds = 0.

/>/рт = const. (2.34)

1едняя форма записи уравнения сохранения энергии тер- 
м°Д«Нами чсски совершенного (идеального) газа получила широ- 
*  Применение в газовой динамике газотурбинных двигателей в
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качестве замыкающего уравнения для системы дифференциал^ 
ных уравнений неразрывности и движения (кроме уравненщ, 
Рейнольдса для турбулентных потоков) с пятью неизвестными v, 
vy% vz% р и р.

Уравнение движении в форме Крокко

При расчете параметров газа в ступени турбомашины можно 
воспользоваться уравнением движения в энергетической фор\1с 
впервые предложенным Л. Крокко.

Для вывода уравнения Крокко рассмотрим уравнение Громеки  ̂
Лэмба (2.18) и выражение для энтальпии любой газообразной ерс 
ды h = 6 + р/р.

Вычисляя далее оператор V от энтальпии и пользуясь первым 
и вторым законами термодинамики, получаем

V(?= 7Vs = Ус + p V ( 1/p).
откуда

TVs = V// -  ( 1/р) Vp = Vh* -  W 2 / 2 -  ( I -  о) V/7.

Исключив из (2.18) выражение (~Vv,:/ 2 -  (V/?)/p). получим 
уравнение

/
^  + 2(т * v) = /т  + TVs * Vh\ (2.351

которое для совершенного газа при /;’ = срТ ' принимает вид

—  + 2(м ж v) = f m + TVs - - I -  / ? У Г . (2.35. a 
dt '  ' у - I

Выражение (2.35. а) называется уравнением движения в энер 
гстическон форме, или уравнением движения газа в форме Крок 
ко. Оно позволяет сделать вьмюд. что установившееся течсШ'1 
газа при отсутствии поля внешних сил и при постоянном зн;',|С 
нии энтальпии торможения является потенциальным, если энт|н’ 
пня газа постоянна. Если энтропия переменна, то при tcv * 
условиях течение будет вихревым (особый случай винтового л"1' 
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m \ /
^сНИя, когда G>||v, в данном случае не рассматривается, хотя 
МО#н° заметить, что в винтовом установившемся движении при
? 0 и S  = const Л* постоянна для всего потока).Jm

Теорема Томсона

Если массовые силы 
имеют потенциал, жид
кость идеальна и течение 
баротропно (плотность за
висит только от давления), 
го циркуляция скорости по 
любому замкнутому "жид
кому” контуру остается 
постоянной при движении 
жидкости.

Предположим, что среда 
и поле скоростей непрерыв
ны. Для доказательства тео
ремы выделим в движу
щейся жидкости линию, 
состоящую из одних и тех Рис. 44. 
же частиц, т. е. "жидкую" 
линию АВ (рис. 44). В силу
непрерывности среды и поля скоростей через промежуток време
ни Д/ линия АВ может переместиться в положение А\В\% причем 
сс Длина может измениться.

в
Рассмотрим интеграл / = J  vb r, являющийся циркуляцией

л
Эктора скорости v вдоль АВ% где Ьг берется вдоль "жидкой” ли- 
Н|1и, а 8 означает дифференциал параметра для жидкой линии.

доставим производную по времени от этого интеграла:

Схема перемещения элемента 
"жидкой" линии АВ

3075

d/ fT d v c- -d8rl
d7 = J[d 7  V"dTr <2.36)
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®  ,  lim E lz »  « u,n .
d/ дг->о Л/ д/-*о Л/

л/->о Л/ д/-*о Л/

(г/ - г ') - (г/ - г) .  .
- lim —----^ ^  = V' - V = &V.
д/-* о Л/

Используя уравнение движения в форме Эйлера в векторнс 
записи

^  7 х А  -ГГ = / т- - & ™ 4 Р 'at р

преобразуем выражение (2.36) и получим, что

в
^  = J  (/m - - 8rad />jsr + vftv

По предположению, массовые силы имеют потенциал (И ), т. <

fm  = grad U .

Очевидно, что
7wftr = grad U ftr = St/;

grad p • 6/>; vSv = 6

Подставляя эти выражения в формулу (2.36). получаем



Таким образом изменяется значение интеграла, взятого вдоль 
•жидкой" линии А В.

Если точки А и В  совпадают, т. е. "жидкая" линия АВ замыка
л и  то  интеграл / дает циркуляцию Г вектора скорости по замк
нутому контуру.

в этом случае UA = UB. vA = vB. и тогда

Используем последнее предположение о баротропности тече
ния жидкости. В этом случае Ьр / р = f  (р) и интеграл по замкну
тому кон тур у

еЬр/р = 0.S
так как в одной и той же точке не может быть двух разных давле
ний.

Таким образом, получаем dl'/dt = 0. т. с. Г = const. Теорема 
доказана.

Отсюда следует, что если в идеальной жидкости при баро- 
тропном и непрерывном течении и при наличии потенциала мас
совых сил в начальный момент времени не было вихрей, то их не 
будет и в дальнейшем. Этот результат находит применение при 
анализе появления подъемной силы в теории крыла.

Контрольные вопросы к $ 11

!• При решении каких задач механики жидкости и газа необходимо использо- 
тъ Уравнение сохранения энергии?

2. Сформулируйте уравнение сохранения энергии в интегральной форме.
Покажите, что уравнение сохранения энергии в дифференциальной форме 

* Задается на две части, каждая из которых равна нулю.
Что такое диссипативная функция?

Лац̂ Н|рр  | вызывастся полное изменение внутренней энергии под действием сил

• В Каких условиях уравнение изоэнтропм заменяет соСюй уравнение энергии?
• Какие параметры связывает уравнение движения в форме Крокко?

ру? * " Р и каких условиях сохраняется циркуляция скорости по замкнутому конту-



$12. УРАВНЕНИЯ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ 
И МОМЕНТА КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ

В практических расчетах при решении многих задач прикл^ 
ной механики жидкости и газа широкое применение полумц.1и 
уравнения количества движения и момента количества движенця 
Эти уравнения относятся к конечному объему жидкой среды и 
записываются в алгебраической форме, хотя в исходном полосе, 
нии в соответствии с формулировкой Эйлера (изменение ко.цЛ 
чества движения выделенной массы Д/и жидкости за время d/ рав1

-  С" -1
но импульсу внешних сил за это же время) dК  = J '  Fj |dr = f, <]J

V-l
т. e. это уравнение имеет дифференциальную форму записи. r J  
К  — вектор количества движения (для массы Д/я величин* 
К  =vbm); v — скорость жидкой частицы Д/я; Fj — i-я внешня
сила, действующая на массу Д/я.

По существу, формулировка Эйлера тождественна второму J
кону механики Ньютона для некоторой постоянной массы Дт.

= Д * « ^ У  F, = Fz . 
dt dt 4й./*1

k v 2 = fvpdV  = 
V-2

const.

Следовательно, изменение количества движения всей массы
жидкости

= |(^1'2' + ^22') ~ (^ ir  + ^гг)| =

= К 22' ~ К\\' = ~ 1̂ ^1) = (̂ 2 “  V\)Gdt.

гЛе произведения V\piA\ = у2Р2 ^ 2  = G, т. е. равны расходу жид
кости через данный канал.

Рис. 45. К выводу уравнения Эйлера для импульса силы

и опредепении я щ  Сумму внешних сил Fv можно представить в виде трех сла- 
формулировка Эйлера особенно удо^” ^аШЩими его СтенмЧ Гаемых: две поверхностные силы в торцовых сечениях 1 и 2 соот- 

лового взаимодействия потока с ограни» ^  ^  КОТор#^твенно и боковая поверхностная сила, действующая на боко-
--------- лим*рнии жидкое * вую поверхность объема V\2, которая по третьему закону механи-

______ Ньютона равна силе, с которой поток действует на боковые
из канала (рис. 45). |01да’ через время dt. канала, т. е. равна силе (-Fv ) .  Поверхностные силы в
\/12 в момент времени \ ’̂иовых сечениях при сделанном предположении о постоянстве

1 Ростей потока в каждом сечении можно считать равными пре
м и я м  статических давлений на площади соответствующих 

(силы трения в них равны нулю).
-’■сдовательно,

<\К = (v2 - v})Gdt = (А  - р]п^А] - p2n\A^dt
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записать, что
d^ = kyi- - K\i - Fidt. (2

)Т<ЧНо поскольку при установившемся движении скорости гют"1 
во всех точках объема не изменяются во времени, то количо™ 
движения в объеме Ц < 2  остается постоянным и равным
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или, сокращая на dt и выражая силу, с которой поток действу^ 
н а канал, т. е. (— Fz ), получаем

Ь  = "  Р2а 2»2 ~ <Нр2 ~ ^l). (2.39,

гдс знаки минус у первых двух слагаемых правой части связаны с 
тем, что давление р всегда направлено против внешней нормали Л 
ссчению А% а знаки проекций всех векторов, входящих в уравне. I 
ние (2.39), зависят от выбранной системы координат.

Подчеркнем, что при применении формулы (2.39) требустсЛ 
знать лишь параметры потока при входе и выходе из канала, J  
также расход среды. Структура потока внутри канала значения нс|
имеет.

Если параметры потока во входном и выходном плоских сече-| 
ниях канала неравномерны, но движение по-прежнему устано
вившееся. то количества движения в объемах Уц. и У ц  подсчи
тываются в виде интегралов

К\у = d/,
л \

К 22- = J v2v2„pdA dt:

Al I
силы давления тоже примут вид интегралов:

= - J P\H^dA.
А \

Fa2 = "  j Рг” \*Л.
Ai

В случае неустановившегося движения жидкой среды должН 
быть известны зависимости параметров потока от координат j 
времени, тогда вместо выражения (2.39) пользуются исход и ̂  
выражением (2.38), при анализе которого нельзя считать, что ^
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т _  л .
цество движения общей части рассматриваемой массы жид- 

постоянно. Отмстим, что при установившемся движении 
боковые границы выделенной массы могут быть не только твер- 

ми стенками канала, но и линиями (поверхностями) тока, тогда 
Прц неустановнвшемся движении необходимо следить за пе- 

мсщением выделенной массы либо в канале заданной формы, 
т,|'бо в потоке с изменяющимися боковыми границами, которые 
становятся траекториями частиц, проходящих через контур сече
ния А\ в момент времени t\.

Если выделенная масса жидкости находится в относительном 
движении по вращающемуся каналу, т. е. находится в неинерци- 
доной системе координат, то к внешним силам необходимо от
носить и силы инерции от центростремительного и кориолисова
ускорений.

Кроме рассмотренного выше уравнения количества движения 
широко применяется уравнение момента количества движения, 
причем моментом количества движения называется вектор, рав
ный векторному произведению количества движения выделенной 
массы на радиус-вектор этой массы относительно оси вращения.

В формулировке Эйлера: изменение момента количеств;» дви
жения т к дв выделенной массы Дт  жидкости за время dt равно
импульсу момента внешних сил. Обычно моментом внешних сил 
считается крутящий момент, приложенный (получаемый) к ротору 
турбомашины1, т.е.

d(mK aB) = d(r х = (г х Frjdf = A/vdf.

Записанное выражение получается из второго закона механики 
Ньютона путем векторного умножения его обеих частей на вектор г.

Поскольку вектор К  = v&m можно представить в виде суммы 
пР°*кций по трем осям цилиндрических координат

Т|,м  ‘ bai* радиальные зазоры между лопатками и корпусом из-за прогиба оси ро- 
Си “ "МЫИкпся различными но окружности, то возникают неодинаковые внешние
и, _*** лопатках ротора, приводящие к крутящему моменту и силе, которая влияет 
®1)«мГ)ГИб ° СИ Р °Т0Р:|- 1,0 ,,е дает момента относительно оси вращеиия за это же
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|r^ ,w (y),*(£ )j, вектор г имеет только одну проекцию на ось г 

вектор A/v = A/v •к направлен по оси г, то в выражении

х к ) = (г х v)Am
/ j  к 
г О О Д  m

нас интересует только член при орте £ (ось г), т. е.

(г х icj = rvuAm.

Следовательно, уравнение момента количества движения мас
сы А т  запишется в виде

d (rvuAm) = Л/vd/. (2.40»

Рассматривая, как и выше, установившееся движение жил 
кости в абсолютной (неподвижной) системе координат, можс 
записать, что изменение момента количества движения в проек
ции на ось z при перемещении массы жидкости из положенш 
(12) в положение ( 1'2') можно подсчитать в виде разности (рис. 46)

{r2vu1 - П = А/vd/. (2.411

где А т  — масса жидкости в объемах и Уц., которая п о п а л а  

них за время dt. Следовательно, Am/dt = G — расход ж и д к о е ! 

через вращающийся канал; (r[vU)) и (ггуи: ) ~  осредненныс jh-
чения произведений (rv „) для объемов Уц. и cootbctctbci 
но.

Умножая (2.41) на угловую скорость вращения канала о>. поЛУ] 
чим

(w2v„ 2 -U\Vu^ G  = mA#s .
ИЛИ
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u2vU2 u\ vU\ ~ компр. (насоса)> (2.42)

|.jg Ну. юмпр (насоса) oM ^/G  работа, подведенная к 1 кг
маСсы газа (жидкости), протекающего через вращающийся канал 
к о м п р е с с о р а  (насоса) с угловой скоростью со и приложенным из
вне моментом Л/j;.

Рис. 46. К выводу уравнения Эйлера для импульса 
момента

Выражение (2.42) справедливо также для вращающегося ра
бочего колеса лопаточной машины с учетом того, что расход G 
равен расходу через рабочее колесо, а не через один межлопа- 
т°чный канал, момент равен моменту, подведенному ко всему 
Рабочему колесу.

® случае анализа турбины изменится лишь знак правой части 
“Сражения (2.42), т. е. для турбины

wi v «i ~ U2vu2 = ^т.турб- (2-43)

Полученное выражение называется турбинным уравнением
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Здесь тоже следует подчеркнуть, что полученная (или затр;|. 
ченная) работа полностью определяется параметрами при входе 
выходе из рабочего колеса, а внутренняя структура потока в рабо
чем колесе значения не имеет. Эта структура влияет на потери h 
каналах рабочего колеса, т. е. на его КПД, что рассматривается н 
теории турбомашин.

Контрольные вопросы к 112

1. Имеет ли значение структура потока внутри канала при использовании урав
нений количества движения и момента количества движения?

2. К внешним или внутренним силам относятся инерционные силы при ис 
пользовании уравнений количества движения и момента количества движения в 
случае относительного движения?

3. Какое выражение называется турбинным уравнением Эйлера?

«13. УРАВНЕНИЯ БЕРНУЛЛИ В АБСОЛЮТНОМ 
И В ОТНОСИТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИЯХ

Полученные выше (см. §10) уравнения движения являются 
дифференциальными уравнениями в частных производных, связы
вающими параметры жидкости — скорость, плотность и давление 
с координатами и временем. В отдельных случаях движения жид
кости уравнения движения можно проинтегрировать, получив 
алгебраические соотношения для скорости, давления и плотности

Уравнение Бернулли для неустановившегося движения

Рассмотрим неустановившееся движение невязкой жидкости 
Геометрической характеристикой такого движения, как известно, 
служит поле линий тока, которое зависит от времени.

Уравнения Эйлера для этого случая имеют вид

dt

dvy
~ d t

dvt
dt

+ v dvx dvx dvx r 1 dp

+ v
dvy
dx
dvz
dx

+ v

+ V

dVy
y dy 

dv.
dy

+ v.

+ v.

dVy
~dZ
dv.
dz

Jm y'p d y '

-  f  _ !  
mz p a ? '
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умножая каждое из этих уравнений соответственно на проек
ции элемента линии тока б /  (б х , б у , бz) и складывая по вертикаль 
ным столбцам, получаем

( dvx _ dvy dv. \ ( dvr dvv
Ь т 6* + 1 Г 6,' + ^ Г 6г * I- a f дх

+ "  U r*6* * fmy&y +

Воспользовавшись уравнениями линии тока 

(Sx / vx) = (5у  / Vy) = (б* / v-j),

преобразуем коэффициенты при производных от скоростей по 
координатам в левой части уравнения. Тогда

dv dv dv— + У Rif  ̂uvz с dvx dvv

+ v.

rt dt dx dx

dvz \  ( d v x  d V y  5V . )

dvx dvy dv.\
t --- + Vy--y-  + V- --6z-‘ dz У dz d z )

Вводя потенциал массовых сил U  (дс, у, z, 0. такой, что f„x  =
dU/dx И  Т. П., И уЧИТЫВаЯ, ЧТО V 2 = v\ + v l  + v }  . П О Л У Ч а е м  nnm ..

L

rz , получаем, поль
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зуясь понятиями скалярного произведения и полною дифферсНч 
циала,

dv -7 с —  б/ +8 
dt I 2 J

= 6 и - * ? .

Это уравнение, записанное в дифференциальной форме, спрансд. 
ливо только для линии тока в данный момент времени. Проинтс. 
грировав его вдоль линии тока, от точки 1 до точки 2, получим

2 -  2 2 dv „7 v i- v *f ^ 5  U V- l Z ^  = U 2 - Ux- \ b±  
J  dt 2 2 1 J p l l

(2.44)

Уравнение (2.44) называется уравнением Бернулли; оно связы
вает параметры жидкости на линии тока при неустановившемся 
движении в алгебраической форме, т. е. является первым интегрц. 
лом системы дифференциальных уравнений Эйлера.

Уравнения Бернулли для установившегося движения

Если движение жидкости установившееся, то уравнение Бер
нулли принимает вид

1
Потенциал U массовых сил обычно связывают с силами тя

жести. Если ось z направить вертикально вверх, то

dU ди ,  _ _ dU__ f
dx = Jmx ~ ’ dy ~ Jm y~ ' dz = Jmz ~ g'

откуда
U = ~gz + const. 

2
Для вычисления интеграла J W  p необходимо знать завис»*'

1
мость между р и р в  процессе течения по линии тока.
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рассмотрим два наиболее распространенных случая.
1. Несжимаемая жидкость р = po = const, 
g этом случае

\ьр/  Р = Р  / Ро + const.

Следовательно, уравнение Бернулли для несжимаемой невяз
кой Ж И Д К О С Т И

v 2 р
—  + gZ + —  = const. (2.45)
2 Po

Таким образом, для двух точек на линии тока параметры жид
кости связаны соотношением

vi Р\ P iЯ ; ,  - r  + « z i+ — = + +— •
Po Po

2. Сжимаемая жидкость при изоэнтропической связи между 
плотностью и давлением р / рт = т  = const.

Интеграл 1 6р / р в данном случае принимает вид

IM тур г-1
dp =_ У Р + const.

Тогда уравнение Бернулли для сжимаемой невязкой жидкости 
или идеального газа запишется в форме

У Р
Т  + к  +2 у -1 р

= const. (2.46)

При движении газов, как показывают расчеты, можно прене
бречь влиянием потенциальной энергии положения gz на распредс- 
^ние давления В самом деле, скорость v= 10 м/с дает 1 кг газа такую 
чнетическую энергию, которая соответствует потенциальной 
ЧеРгии массы 1 кг, поднятой на 5 м. В практике же энергома- 

"чвостроения такие вертикальные перемещения встречаются 
Дк°,  а скорости течения газов обычно намного превосходят 10 м/с.
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Следовательно, уравнение Бернулли для идеального газа мо*, 
но записать в виде

Y— + —1— — = const. 
2 у-1  Р

(2.47)

При расчетах часто применяют и другие формы записи урав.
нения Бернулли.

Используя термодинамические соотношения для совершенных
газов

р / р = RT, И = срТ\ ср -  <v = R, ср / cv = у, 

получаем следующую форму записи уравнения Бернулли:

V 2 /2 +h  = const (2.48)

или
V2 / (2ср) + Т = const. (2.49) I

Вводя известное выражение для скорости звука в газе

а = JyRT,
имеем

Y— + ——  = const. 
2 у -1

(2.50)1

Первое слагаемое определяет кинетическую энергию 1 кг газа,! 
а второе — его энтальпию. Правую часть уравнения Бернулли! 
можно определить по характерным параметрам газа. НапримерЛ 
при истечении газа в пустоту а = 0, v = Vmax- Тогда из выражении!
(2.50) получим

const = v2iax / 2.

Тогда уравнение Бернулли примет вид

t а2 
2 + у - 1

max

Если рассмотреть истечение газа из сосуда неограниченного 
-бьема. то можно считать, что в сосуде v = 0\ а — а , где а — 
° корость звука в неподвижном газе. В этом случае уравнение 
^рнулли имеет вид

у 2 + а2
Т  + у-1 у -1 у -1

у RT* = const.

где Г* — температура неподвижного газа.
При изменении параметров газа вдоль струйки уменьшению 

кинетической энергии соответствует увеличение энтальпии, т. е. 
при уменьшении скорости газа растет местная скорость звука. 
Может наступить момент, когда скорость газа станет численно 
равна местной скорости звука. Такая скорость газа называется 
критической и обозначается через окр. В этом случае уравнение 
Бернулли можно записать в форме

V2 о2 + акр °к р
2 у -1 2 у -1 2(у - 1) а кр = const.

Следовательно, критическая скорость газа окр, максимальная
скорость газа и температура неподвижного газа Т* характе
ризуют энергию струйки газа и постоянны вдоль этой струйки. 

Между ними существует соотношение

шах Г + 1 
2(у - 1) "кр =

yRT*-----= const,
Y-1

где

шах

Уравнение Бернулли для относительного движения

® турбине и компрессоре (насосе) газ проходит по вра- 
т Ющемуся межлопаточному каналу,, т. е. имеет место относи- 

ьНое движение газа. При расчетах турбомашин широко исполь-
143

142



зуется соотношение между параметрами га за при его относите,^ 
ном движении во вращающемся канале рабочего колеса.

Рассмотрим установившееся относительное течение газа во врц 
шлющемся канале колеса центробежного компрессора (рис. 47).

2 ) центростремительного (переносного) ускорения -м2г; знак 
х)иНУс г080*5111 °  том- что ускорение направлено к оси вращения, 
' с. противоположно направлению г\

3) ускорения Кориолиса 2(ю х w).
Тогда уравнение движения

- | 7 
= Jm - -  grad р + о> V  - 2(о> * w).

Умножив члены этого уравнения на элемент линии тока 
fj = wdt. получим работу сил при элементарном перемещении по 
линии тока. Итак.

w d / ^  = /т 6/ - -grad />б/ + о>2гб/ - 2(т  х »v)»vd/dt

или. имея в виду, что

wdt—  = wfrw = wrfrwr + + w.ftiv. = tf
d t y y '  '■ I 2 )

Рис. 47. К выводу уравнения Бернулли для струйки в относительном лип
же нии

Уравнение Эйлера для идеальной жидкости имеет вид

dv 1~г~ ~ /т  grad p. I
d I Р

II
Абсолютное ускорение частицы dv/d/ можно представить ■■

виде суммы трех слагаемых:
1) относительного ускорения ftiv/d/, где w — относитсяьн11

скорость в канале; bw — дифференциал относительной скоро1 
по линии тока (знак 6 будет означать дифференциал парами I 
для линии тока); ■
144

г8/ = хЬх + + 0 • 6* = Й = б
( гг\

где вектор г имеет проекции х и у, так как перпендикулярен к оси 
«Ращения г. а вектор 6/ имеет проекции &г. и &z: (о> >■ w)w = 0.

UK как вектор (<п х . / т б/ — потенциал массовой силы;

( l/r) grad p d l  = (1 /г) dp = 0,

^ лУЧим уравнение энергии. Следует отметить, что уравнение 
"Ю ли  получается при интегрировании уравнений движения, 
орые входят составной частью в общее уравнение энергии 

Ии Можно сказать, что уравнение Бернулли является уравне- 
Энергии без учета внутренних процессов, связанных с измс-
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нением внутренней энергии частиц газа для относительного двИч 
жен ия

8(w2/2) -  со2 5 (г 2/2) -  б U + (1/р) б/> = 0.

Интегрирование этого уравнения вдоль линии тока от точки / 
до точки 2 (см. рис. 47) дает

Для несжимаемой жидкости уравнение энергии в форме Бср. 
нулли при относительном движении имеет вид

со2 и 2 р-Z--- г- + gy + —  = const,
2 2 ро

где и = сог — переносная скорость (окружная скорость точки ко 
леса, с которой в данный момент совпадает частица жидкости); U = 
= —gy + const — потенциал массовых сил.

Для газа, как было показано выше, можно пренебречь влияни
ем потенциальной энергии на распределение давлений; тогда при 
изоэнтропическом течении газа уравнение Бернулли для относи
тельного движения примет вид

2 2 2 2 
(О  U  У  р  (й  U  .  .-------+ —-— — =------- + h = const. (2.51
2 2 у - 1 р 2 2

Применение уравнения Бернулли к анализу течения газа 
в лопаточных машинах

При помощи уравнения Бернулли, записанного п р и м е н и т с я  
но к относительному движению, можно проанализировать рабо 
ступени лопаточной машины — турбины и компрессора.

Рассмотрим течение газа в ступени осевой турбины, состо. 
шей из соплового аппарата (СА) и рабочего колеса (Р К ) (рис 
Для средней линии тока можно приближенно записать, что и\ 
т. е. частицы газа выходят из рабочего колеса на том же радхУ1 
на котором они в него входят.
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Рис. 48. Схема течения газа в ступени осевой турбины: 
о - решетка рабочего колеса: б - решетка соплового аппарата
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Следовательно, параметры газа на входе I в рабочее колес:о
на выходе 2 из него будут связаны уравнением

У Pi = <*2 , У Рг 
у - I р, 2 у - I р2

\

которое по форме тождественно уравнению Бернулли для непо
движного канала.

При помощи уравнения Бернулли для относительного движе
ния можно установить принципиальную форму дозвуковом рс. 
шетки профилей турбины, где происходит уменьшение давления 
от ступени к ступени. В самом деле, из уравнения Бернулли слс-| 
дует, что при Р2 < р\ относительная скорость иъ на выходе из ри. 
бочего колеса должна быть больше относительной скорости »>, на| 
входе в рабочее колесо, т. е. > W|.

Так как в обычных ступенях плотность pi газа на выходе немного 
меньше, чем плотность Р! на входе, а площадь Ai проходного 
сечения немного больше, чем А\. но так, что /4|Р| * ^jpi, то щ 
уравнения расхода G = pi/4|W|j = P2/42w2; следует, что осевые 
скорости газа на входе и на выходе из рабочего колеса примерно! 
одинаковы, т. с. vv(; a w>,.

Таким образом, получаем, что в рабочем колесе турбины про 
исходят поворот потока и его ускорение, причем турбинная ре
шетка должна иметь форму, изображенную на рис. 48. а. Такам ре
шетка называется конфузорной; вектор и указывает направление 
вращения решетки.

В сопловом аппарате также уменьшается давление и увеличи
вается скорость газа; в данном случае имеет место соотношение 
Vo» * Viz (индексом 0 отмечено сечение на входе в сопловой аппа 
рат). Решетка соплового аппарата будет иметь вид. изображенньШ 
на рис. 48, б.

Аналогичные рассуждения можно провести и для ступени осе 
вого компрессора. Только в этом случае надо учесть, что в компрес
соре давление повышается, т. с. pi < р\. и. следовательно. < wi

Из уравнения расхода также следует, что * wiz. Таким 
разом, приходим к выводу, что в рабочем колесе к о м п р е с с о р 3 
происходит поворот потока с замедлением; такая решетка на 'ь1 
вается диффузорной.
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На Рис- ^9 изображены решетки профилей компрессорной 
^улени и треугольники скоростей для РК  и направляющего ап

парата (НА).

Рис. 49. Схема течения газа в решетках ступени осевого компрессора

Следует подчеркнуть, что в осевой турбомашинс перепад дав
лений зависит только от разности квадратов относительных ско
ростей и>2 и W|. Для радиальной турбомашины (центростремитель
ной турбины или центробежного компрессора) в уравнении Бер
нулли сохраняется член, зависящий от окружной скорости:

Следовательно, повышение давления (температуры) в колесе
1снтробежного компрессора будет зависеть не только от тормо-
__ относительной скорости, но и от разности квадратов

'кРУЖных скоростей:

У -1 Pi 2

Y -1
Pi_
Р2

£l
Pi

Wf - w2 -I “ 2 - Ui 
2
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или

т* 'т> = 2̂[К' **)+И - “0}
Поэтому в одной ступени радиальной турбомашины можно 

получить (сработать) больший теплоперепад, чем в одной ступени 
осевой турбомашины.

Контрольные вопросы к $13
1. Справедливо ли уравнение Бернулли при анализе неустановившегося вихре, 

вою течения невязкой жидкости?
2. От каких физических характеристик газа зависят критическая и максимальная 

скорости потока?
3. Чем отличается уравнение Бернулли (2.46), полученное из уравнения Эйлера, 

от уравнения энергии (2.51), полученного при анализе одномерного течения совер
шенного газа?

f 14. ГАЗОДИНАМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

При рассмотрении течения струйки газа удобно пользоваться 
параметрами изоэнтропийно заторможенного потока, или пара
метрами торможения. Вообще говоря, для произвольного сечения 
струйки термодинамические параметры заторможенного потока 
являются воображаемыми, которые были бы действительными 
при полном изоэнтропийном торможении потока в данном ссчс- 
нии.

Параметры движущегося потока (Г , р, р) связаны с параметра
ми торможения (Г * , />*, р*) формулами адиабаты Пуассона

р* V7V ’ р* l / J  I т ')

Следует заметить, что давление и температуру торможения 8 
данной точке потока можно измерить, помещая в поток прием- 
ник полного давления в виде трубки Пито с расположенной в не" 
термопарой. В приемнике трубки Пито газ находится в непо
движном состоянии (манометр измерит />*), и если не учитыт»тЬ
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Кдогдачу газа через стенки трубки, то термопара практически
мерит температуру Т* изоэнтропийно заторможенного потока.

И расчет параметров потока в ряде случаев удобно вести с по- 
^оШЬК> так называемых газодинамических функций, которые свя- 
*ыВакгг термодинамические параметры с приведенной скоростью 
потока к = ^/«кр. т.е. с отношением действительной скорости в 
дзНной точке к критической. Приведенная скорость X в данном 

однозначно связана с числом М *  v/a. Для получения такой 
связи рассмотрим уравнение Бернулли в виде

v2 а 2 у +1 2 
2

и разделим это уравнение на его правую часть.

Рис. 50. Зависимость числа М от приведенной ско
рости к для у = 1,4 ( / ) и 1,67 (2 )

Тогда после несложных преобразований получим



\

х2 = 1
у -1 2 к2 - (2.52)

у + 1 у + 1 м 2

Анализ формулы (2.52) показывает, что при М = 1 X »  1, прм
(77Т _М = О X = 0, а при М —> оо -j- - >чпах*

Зависимость М от X при у = 1,4 и у = 1,67 приведена на рис. 50.

Газодинамическая функция температуры 

Уравнение Бернулли для газа имеет вид

t

J L  + J L * r . - L -
2 у -1 у -1

RT* - —1—-1_у2 
RT ~ 2 (у - \ )акр'

Разделив левую часть выражения на правую в соответствую
щих формах записи, получим

Отсюда найдем

у -1 2 Т I----у +---= 1.
у + Г  Г

—7  = = т(х,у),
Т* у + 1

(2.53

где т (X, у) — газодинамическая функция температуры.
Статическая температура газа Т определяется теперь по фор 

муле
Т = 7” т(Я.,у).

Газодинамическая функция давления 

Так как торможение газа предполагается изоэнтропийным. то

<2.;
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где Т(Х, у) — газодинамическая функция давления
' Статическое давление р газа определяют по формуле

Р = / * (Х ,у ).

Газодинамическая функция плотности

Для изоэнтропийного торможения получим
т т

Т  v У 
где у) — газодинамическая функция плотности.

Г,

К
2с,

Рт

Рис. 51. Статические и заторможенные параметры по
тока в T s  -диаграмме

(2.55)
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Плотность газа р находят по формуле р = р*е(Х,у). 
Изображение статических и заторможенных параметров пол0, 

ка в Г -  i -диаграмме приведено на рис. 51.
Разность температур изоэнтропийно заторможенного и дВи 

жущегося потоков подсчитывают по уравнению Бернулли в виде

т  -т* = 2Ry 2 с

Газодинамическая функция расхода

Расход газа через любое поперечное сечение канала выражает
ся следующим образом:

G — pvA.

Вводя газодинамические функции, получаем

р = р*е(Х, у) = е(Х, у); v = Х а ^ = J J L - R T \  
Vy + 1

расход газа

G = Лле(Х.у).
RT* \у + 1

Обозначим функцию Хе(Х,у) = я<7(Х,у), причем множитель п 
подберем гак, чтобы при Х= 1 значение q (X, у) = 1. Тогда

у

п = 1

Требование q (1, у) = 1 связано с тем, что под q (X. у) пони* 
мают безразмерную плотность тока, отнесенную к к р и т и ч е с к о й  

плотности тока (ру)кр, т.е.

Тогда уравнение расхода примет вид 

G - Е - Ш г
\у + Н у  + U

А у г ■, г q(k,y),
v/?r*

(2.57)

||ЛИ

G  = р ( у ) - г - А <?(>-.y), 
J r t *

зависящий от рода
1

где Р(У) = (7 Т Т )Т 1 ^ Т  “  коэффициент, 

газа.
Для воздуха при у = 1,4 коэффициент |)(у) = 0,6847, при у = 

= 1,67 р(у) = 0,7265.
Газодинамическую функцию расхода найдем по формуле

В отдельных случаях удобно в выражение расхода вместо дав
ления торможения ввести статическое давление р. Тогда уравне
ние расхода

G = р(у)Л Л = Р (у) " / y (k'Y )' <2-58)
* v * V i r t  v/?r

я (^ у ) = Pv _ pv

и кр

с/.
n

( 2 . ^ 1

кр

Ie Л'(X,у) = ^ (X ,y )/л(Х,у) — газодинамическая функция расхода
Астатическому давлению.

{Таблицы функций х, л, е, q и у для разных значений X и у 
°*но найти в литературе. Значения х, п, б, q, у  в зависимости от 
Для у = 1,4 показаны на рис. 52. Значения газодинамических 
У̂Нкцин для произвольных у можно найти путем линейной ин- 
Рполяции табличных данных.
Помимо рассмотренных выше газодинамических функций 

РМодинамических параметров потока и расхода газа при одно-
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icpHOM течении шн|юкос применение получили газодинамические 
функции импульса, основанные на теореме об изменении коли- 
ества движения.

Рис. 52. Зависимости гаэолинамисчсских функций т. 
л, е. q и у от а. при у = 1.4

Рассмотрев одномерное установившееся течение нсвязкого ra
ja в трубе с поперечным сечением А. можем записать, что расход 
газа G = pvA. а изменение количества движения массы газа, выде
ленной между сечениями / и 2, за время dt равно импульсу сил 
швления за то же время, т.с.

G dt (v? -  V|) = (р\ -  pi) A dt, (2.59)
или

Gv| + р\А -  <7vi + р->А - Gv + рА = const.

Выражение Gv + рА = / называется полным импульсом пото
ка. который можно выразить через газодинамические функции от 
приведенной скорости

Воспользовавшись выражениями G = pv/4 и а- = ур/р. получим
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О 0,2 ць 0,6 0,8 1,0 %2 1,4 1,6 ув 2,0 2,2 Л
Рис. 53. Зависимость газодинамической функции гот /.

Но из уравнения Бернулли в виде

V2 а2 у + 1 2
2 + ,  -  Г  2(,

дуст, что
а2 у - 1 ( у + I I Л 
v2 2у ly  - 1 к у

Тогда

' - т г И Н -

Для критического сечения v=  акр и >. = I; тогда



1

(2.61)

Следовательно, отношение полных импульсов в произвольном 
и в критическом сечениях

где функция z (*-) — газодинамическая функция полного импуль
са, не зависящая от рода газа (от у).

Эта функция применяется при расчете параметров в каналах с 
учетом теплообмена; характер изменения z от числа X показан на 
рис. 53.

Помимо функции z (X) в расчетах нашли применение газоди
намическая функция доли статического импульса в полном им
пульсе

и доля полного импульса в полном импульсе адиабатически за
торможенного потока

Полный импульс потока в данном сечении канала может быть 
выражен через рассмотренные газодинамические функции

(2.62)

1 Т - 1 2
* + ■ (2.63)

1+  ̂рА у

(2.64)

1S8



/ = /*/(>-.у) - р 'л /(л.у). (2.65)

Характер зависимости газодинамических функции г(/..у) и 
/(/-.у) от >. для воздуха (у = 1,4) приведен на рис. 54.

Рис. 54. Зависимости газодинамических функции г и /  от /.
при у = 1,4

Формула (2.59) справедлива при течении газа по цилиндри
ческой трубе (А = const) без трения; но при течении может быть 
Учтен теплообмен через стенки трубы величиной полной темпера
туры Г * , влияющей на величину окр.

Пользуясь формулой (2.60) при G = const и у = const для двух 
сечений трубы с Т* * получаем
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о ■ \Т*где v = - К— = —  — степень подогрева (v > I) газа в трубе.
"кр, К

Для расчета одномерного течения газа в кан;ие переменного 
сечения формула (2.59) не годится, так как в нем не учтен им
пульс сил давления на боковую поверхность массы газа между 
выделенными сечениями / и 2 (рис. 55).

Рис. 55. Схема канала переменного попереч
ного сечения

Считая приближенно, тогда, когда это возможно, что на боко

вую поверхность действует давление />ср = -j (р\ + р:). которое

даст осевую силу, равную рср (Лт -  А\). вместо (2.59) при G
- Pt^Hi = получим
10»



Gdt(v2 - v ,) = {pxAx - p2A2)dt + ̂ {p x + p2){A2 - Ax)dt 

или, деля на С и  собирая члены с X2 слева, а с Xj — справа, получим

4у V А2)  v 4у Xi I  А\)

Обозначая выражение в квадратных скобках слева через В, а 
справа — через Е, получаем

* ( ^ ч ) - М 1‘ ' тч ) '  <2-6 6 )

Графическое представление газодинамических функций

для у = 1,4 приведено на рис. 56.„  4 м .т .а )

При < 1 и (A-}JA\) > 1 (диффузорный канал) и v = 1 (течение 
без теплообмена) получим \2 < Xj. По фафикам рис. 56 можно 
оценить степень подогрева v, при которой Х2 = для данного 
отношения A-JA\. В конкретных задачах вводятся и другие газо
динамические функции, которые будут рассмотрены в гл. 3.

Рассмотрим, как изменяется давление заторможенного потока 
при течении с трением без энергообмена. Из термодинамики из
вестно, что рассеяние энергии, имеющее место при необратимых 
процессах (трение), оценивается изменением энтропии. Измене
ние энтропии газа, подчиняющегося уравнению состояния р/р = 
~ RT, выражается формулой

Д5 = S2 - 5, = Су In [(/>2 / p j )  / (/», / p j) j .

Так как параметры газа при изоэнтропийном торможении свя
заны со статическими параметрами уравнением изоэнтропы
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то

откуда

п* = />* / (л Г ),

Р / Р т - ( г л ) т / / т_1).

ДУ = дл* = cv 111 (г 2* / г г ) т / (р Г//»2)7"'

Поскольку в этом случае Т{ = 7j*. а для реальных (нсобрати 
мых) процессов As > 0, то для течения с трением давление тормо 
женин уменьшается, т.е. р\ > р\ .

Рис. 56. Зависимости газодинамических функций В и fo r  ). и (А\/Аг)
для у = 1,4:

I - £tt,); 2-
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Следовательно, течение с трением без энергообмена характе
ризуется постоянством температуры торможения Т* и падением 
давления торможения р*.

Потери давления торможения, или полного давления р*, при
нято определять либо коэффициентом сохранения полного давле
ния, равным отношению полных давлений в конце процесса и в
его начале, т.е. о = р\ / р\ < 1, либо коэффициентом потерь 
равным отношению разности между полными давлениями в нача
ле ( 1) и в конце процесса (2), т.е. Др*=р* - р\* к скоростному
напору по большей скорости (в начале процесса для дн<1>фузорных 
дозвуковых каналов и в конце процесса для конфузорных дозву
ковых каналов, что связано с получением большей точности при
измерении больших величин), т.с. Д р* = C,pv2/2, причем С, обычно 
определяется при малых скоростях потока, т.с. при р = р’ .

Для днффузорного канала, пользуясь приведенными выше 
определениями для окр, получим в случае совершенного газа

&Р = Р\ ( l  ~ °л и ф ) = £дпфУ/,1 ^1 / ("У ■*" О*
откуда

а лиф = 1 ~ьдиф7^1 /  (у + !)• (2.67)

Поступая аналогично для конфузорного канала, получаем

а конф = + ^конфУ^2 / (у + О] * (2 .68 )

При наличии энергообмена (рабочие решетки турбомашин) 
анализ течений совершенного газа с трением выполняют, вводя 
понятие обобщенной адиабаты

(/»/рт) о и" 1 = const,

где аи — коэффициент нзоэнтропнчности, который связан с из
биением энтропии совершенного газа для точек конца и начала 
процесса соотношением



( i2 = -(y - l)ln (o 2 / о ,)и

ИЛИ

( °2  / ° i ) „  = exp |As / (cv - cp)j. (2.69)

При рассмотрении потерь на участке 1 — 2 можно положить
oi = 1, что равносильно отсчету роста энтропии от параметров в 
точке 7.

Из уравнения обобщенной адиабаты с учетом уравнения со
стояния нетрудно получить соотношение для полных параметров

При отсутствии энергообмена [T f = Г*) и Ст| = 1 получаем из

вестное выражение для коэффициента сохранения полного давления

При наличии энергообмена 72* > Т* для компрессора и
72* < Т* для турбины. Тогда, вводя понятия изоэнтропийных 
КПД компрессора и турбины в виде

У

о = р\ / р\.

и

получаем
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При повышении КПД растет значение 02, всегда оставаясь 
меньше единицы.

Показатель политропы процесса т  от точки 1 до точки 2 мож
но найти с помощью первого закона термодинамики, применив 
его к частице движущегося газа.

Подведенная к частице теплота dQ, как извне, так и в резуль
тате трения, идет на повышение внутренней энергии и на совер
шение работы расширения, т.е.

dQ  = d (±С?ВН + 0тр) = de + р d (1/р), 

или, используя понятие энтальпии, получаем

dQ = d (±(?вн + ftp ) = dh -  dp/p.

Интегрируя это выражение от состояния 1 до состояния 2, 
найдем

2
Qtp = Т\) — j" dp / р ;

1
вычисляя интеграл при политропном процессе между р и р и за

меняя св = , получаем при С?тр = Ц*
г у -1



- ^ Л ( Г 2 -7'1) - ^ Л ( 7 '2 -7'1) = Ь гр+ 0ВН.

откуда
m у ^тр * Свн

m -  1 у - 1  R  (7*2 -  7 i )

Вычитая единицу из обеих частей равенства (2.70), получаем 

1 1 Ар *(?вн

(2.70)

т -1 y - l~ R (T 2 -T x) ’

Работу сил трения подсчитываем по формуле

,2

2

где С, — коэффициент потерь, определяемый обычно эксперимен
тально; v — скорость газа, к которой отнесен коэффициент потерь С,.

Для процесса расширения Т2 < Т\ и m < у, для процесса сжа
тия Т2> Тх и m > у.

Из уравнения энергии, написанного для течения с трением, но 
без энергообмена, следует важный вывод о постоянстве темпера
туры торможения вдоль струйки, т.е. Т* = Т2 . При этом имеется
в виду, что вся кинетическая энергия струйки, т.е. энергия посту
пательного и вихревого движения, переходит в теплоту при изо- 
энтропийном торможении потока.

Помимо рассмотренных выше газодинамических функций па
раметров потока в абсолютном движении в расчетах лопаточных 
машин широко применяются газодинамические функции для рас
чета параметров потока в относительном движении.

Рассматривая уравнение Бернулли для относительного движе
ния совместно с треугольником скоростей (см. рис. 49), из кото
рого по теореме косинусов всегда

w2 = и2 + v 2 — 2uvu,
получаем
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Вводя энтальпии торможения по относительной и по абсолют
ной скоростям, получаем

Величина Н  постоянна вдоль линии тока, проходящей не бо
лее чем через одну рабочую решетку турбомашины. Следователь
но. температуры торможения в абсолютном и в относительном 
движениях связаны для произвольной точки на линии тока таким 
образом:

Уравнение (2.53) для рабочего колеса турбомашнны с учетом 
выражений (2.42) и (2.43) и при отсутствии теплообмена с окру
жающей средой (±(?ви = 0) позволяет записать для компрессора

По аналогии с абсолютным движением вводятся газодинами
ческие функции в относительном движении. Приведенная ско
рость

h* - = //* - uvu = Н  = const. (2.71)

и для турбины

/»2 - Л* - -Нл турб - ~UxV [u - «2v 2u.

где ЛГ,* — критическая скорость в относительном

Движении.
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Следует подчеркнуть, что величина Т» связана с квадратом 
окружной скорости и только в осевых турбомашинах остается 
практически постоянной вдоль линии тока. Полное давление р* 
изменяется вдоль линии тока в соответствии с выражением

1. Какое предположение положено в основу получения параметров затормо
женного потока?

2. Почему при измерении скорости потока сжимаемой срслм необходимо изме
рять температуру заторможенного потока?

3. Как изменяется давление заторможенного потока при течении с трением бе \ 
энергообмена?

4. Как изменяется даклеиие заторможенною потока при течении с грением и 
энергообменом?

5. Как связан показатель политропы процесса с работой трения и тсплообме 
ном?

6. Как изменяется критическая скорость в относительном движении при тече
нии по вращающемуся каналу?

Скачок уплотнения (или ударная волна) представляет собой 
физическое явление, возникающее при торможении сверхзвуково
го потока сжимаемой среды. Как известно из курса физики, звук - 
это малое возмущение, распространяющееся в упругой (сжимае
мой) среде с некоторой скоростью а, которая и называется ско
ростью звука. Звуковая волна представляет собой продольное ко
лебание упругой среды. Если среда неподвижна и в ней имеется 
точечный источник возмущения (возбуждения колебаний), то 
волны, имея сферическую форму, будут распространяться во всс 
стороны равномерно (рис. 57).

В зависимости от соотношения между скоростью потока и 
скоростью звука получаются разные картины распространения 
возмущений в движущейся сжимаемой среде. При дозвуковых 
скоростях течения звуковые волны сносятся потоком, но они все- 
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таки распространяются по всему потоку. При звуковой скорости 
потока эти волны не могут выйти за пределы плоскости, в кото
рой расположен их источник. При сверхзвуковой скорости потока 
волны оказываются сосредоточенными внутри конуса с углом ам 
при вершине, синус которого равен отношению скорости звука к 
скорости потока

а образующая конуса называется линией малых возмущений, или 
характеристикой. Угол ам называется углом Маха, а отношение 
(v/fl) часто называют числом Маха, хотя этот безразмерный пара
метр был известен специалистам намного раньше (см., например, 
работы Л.Эйлера и русского ученого-артиллернста Н.В.Маиевско- 
го). Формулу для скорости звука как скорости распространения 
малого возмущения в сжимаемой среде можно получить с по
мощью уравнений движения в форме Эйлера.

Поскольку звук представляет собой распространение малого 
возмущения в виде продольной волны, то местное значение плот
ности газа можно записать в виде

где ро — плотность невозмущенного газа; ст = —  = а(х, у, Z* t) ~ от

носительное изменение плотности газа в продольной волне. Ма
лость величины о позволяет записать 1/(1 + о) * 1.

Отмстим, что при распространении малого возмущения сама 
среда практически остается неподвижной, т.е. скорость газа v = О 
(даже мощные звуки симфонического оркестра не вызывают дви
жения воздуха в зале).

Рассмотрим теперь процесс распространения звуковой волны в 
произвольном направлении х (любой из радиусов сферы на рис. 57) 
с помощью уравнения Эйлера для невязкого газа

р= Ро(1 + о),

dt дх р дх
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Рис. 57. Схема распространения звуконых ноли от точеч 
нот источника ноэмушений н газе
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Пренебрегая влиянием массовых сил тяжести ( Ли = 0) и учи
тывая, что v ,*  0, получаем

dvx 1 др 1 др 
dt р дх ро дх

Предположив теперь, что в процессе распространения звука 
теплообмена между частицами не происходит (быстрый процесс), 
можем считать, что плотность р и давление р связаны уравнением 
изоэнтропы p/p1 = т  = const. Тогда

др др др 
дх др дх

Для изоэнтропийного процесса

др _ dp _ у .  1 _  ур—  = —  = тур ' = — . 
ф  dp р

Но по условию задачи

р= po (1 + а);

тогда

К  рт = pj(l + ст)т * р5(1 + уа)
И

p = mpr = mpj(l + уа) = />0(1 + уа).

Следовательно,

I  & . М 1 $ . ж . с о м .
др р0(1 + о) ро 

Обозначим положительную величину

? Р =а2 
др °-

Тогда
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Пользуясь теперь уравнением неразрывности для одномерного 
течения сжимаемой среды

Ф  5vx П—  + р — — = О,
81 w дх

при р — ро (1 + о) получаем

Ф  _ „  do _  , , dvx
а Г - Р °а Г  ро(| + ° )  а Г ’

откуда
dvx _ до 
дх dt

Следовательно, совместное рассмотрение уравнения Эйлера и 
уравнения неразрывности дает для функции а (х, I) два равенства:

dvx 2 do 
~дх "  ~а°  ~dt'

dvx _ до
~йГ "  ~ dt '

Дифференцируя первое из них по х, а второе по / и исключая 
Ух, получаем так называемое волновое уравнение

д о  2 д о <>%
р Г  = (2.73)

Решением этого дифференциального уравнения является 
функция

о (дг, t) = f i(x -  a0t) + /2 (дс ~ a0t)

в виде суммы двух произвольных функций/| и /2 указанных аргу
ментов, в чем легко убедиться непосредственной подстановкой.
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Поскольку функции /| и f i произвольны, то. приняв /j = 0. полу
чим

Если аргумент (х -  о0/) = до. то и ст = ао- Следовательно, из 
условия х = хо+ ао/ получим, что заданное значение п = о0 переме
шается по оси х со скоростью ао. т.е. а0 и есть скорость распро
странения малого возмущения о, т.е. скорость звука

Если источником звука может быть колеблющаяся струна, го
лосовая связка, зуммер, то источником малого возмущения в по
токе является риска на поверхности обтекаемого тела и даже лю
бая точка криволинейной поверхности, обтекаемой сверхзвуковым 
потоком. Когда рассматривается плоское течение, можно говорить 
не о сферических, а о цилиндрических волнах, порождаемых не 
точечными, а линейными источниками возмущений. Эти линии 
малых возмущений отчетливо видны на теневых фотографиях, 
получаемых при помощи приборов, реагирующих на малейшие 
изменения плотности потока, а именно такое малое изменение 
плотности потока и возникает в звуковой волне.

Схематическое изображение картины линий малых возмуще
ний при обтекании выпуклой и вогнутой поверхностей приведено 
на рис. 58. При обтекании выпуклой поверхности линии расхо
дятся. а в случае вогнутой поверхности — сходятся. Теневая фото
графия в этом случае показывает некоторую узкую область, в ко
торой можно провести линию. При ее пересечении поток получа
ет резкое (почти ступенчатое) повышение плотности.

Если вогнутую стенку заменить вогнутым тупым углом с не
большим поворотом потока, то на теневой фотографии обнаружи
вается узкая область резкого повышения плотности потока 
(рис. 59. а). Подобная картина получается и при обтекании клина 
сверхзвуковым потоком, хотя наблюдаемое различие может быть 
связано с наличием пограничного слоя, образовавшегося на сто-

а (дг, /) = /| (дг - a0t).

(2.74)
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роне тупого угла до точки излома стенки (рис. 59. 6 ). При обте
кании клина никакого пограничного слоя в потоке до его кромки, 
естественно, нет. Следует отметить, что при обтекании конуса с 
тем же углом при его вершине, как и у клина, угол наклона по
верхности с резким изменением плотности будет другим (мень
шим) из-за меньшего возмущения потока конусом (точечная вер
шина у конуса при линейной форме ребра у клина).

Рис. 58. Схематическое изображение картины линий малых (звуковых) 
возмущений при обтекании выпуклой и вогнутой поверхностей ( / - 5

звуковые волны)

При изучении истечения газа через сверхзвуковое сопло в не
расчетных условиях, когда давление на выходе из сопла превы
шает расчетное значение, теневая фотография показывает нали
чие более или менее узкой области, расположенной поперек по
тока. в которой происходит резкое увеличение плотности газа 
Перед этой областью поток сверхзвуковой, а после нес скорость по
тока дозвуковая. Можно считать, что все возмущения, которые появ 
ляются в среде, куда происходит истечение газа через сопло, распро
страняются в ней, но не могут войти в сопло дальше, чем до тон 
узкой области. Там они накладываются друг на друга и приводят к 
появлению области резкого повышения плотности (рис. 59, в). Про-
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Vt

никновсние возмущений через дозвуковую часть пограничных 
слоев здесь не учитывается.

Одновременно с рез
ким повышением плот
ности происходит резкое 
повышение статического 
давления и статической 
температуры газ;» при пе
реходе через эту узкую 
область потока. Попереч
ный размер этой области 
обычно очень мал — со
ставляет несколько длин 
свободного пробега моле
кул газа. Поэтому в техни
ческих приложениях эта 
область схематически за
меняется поверхностью, а 
само явление называется 
скачком уплотнения, или 
ударной волной, в которой 
происходит разрыв пара
метров газа.

После рассмотрения фи
зической картины перейдем 
к получению формул, свя
зывающих параметры газа 
до и после скачка уплотне
ния. Следует отмстить, что 
■следствие разрыва пара
метров газа невозможно 
использовать дифференци
альные уравнения, выве
денные ранее в условиях 
Непрерывности изменения 
параметров потока. По
тому будем пользоваться

Рис. 59. Появление поверхностей уплот
нения газа » сверхзвуковых потоках
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уравнениями сохранения в интегральной форме для струйки газа 
при ее переходе через поверхность скачка уплотнения

Рис. 60. К ни иоду символического уравнения сохранения при переходе через 
поверхность скачка уплотнения

Рассматривая произвольный объем газа V до и после поверх
ности скачка уплотнения, запишем для него: 

уравнение сохранения массы

(2.75)

уравнение сохранения количества движения

(2.76)

и уравнение сохранения энергии
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/(суГ + — jpd\/ — J* суГ + —  pdV/ = - ^ pnvdS, (2.77)( v2 cv T + —
V  2 '  5(/)

где \/| и \A — объемы данной массы газа до и после перехода че
рез поверхность скачка уплотнения; S(t) — поверхность объема
массы газа в процессе перехода через поверхность скачка уплот
нения. знак минус в правых частях уравнений связан с тем, что 
давление р всегда противоположно внешней нормали п (рис. 60). 
Силами тяжести и касательными напряжениями пренебрегаем, 
т.е. рассматриваем невесомую невязкую среду.

Уравнения динамической совместности параметров 
при скачке

Для получения связи между параметрами до и после скачка 
уплотнения рассмотрим произвольную поверхность скачка в пото
ке газа, текущего слева направо (рис. 61). Пусть v\ — скорость газа до 
скачка, \л — после скачка. Поверхность скачка уплотнения и об
щем случае нестационарной задачи может перемешаться в про
странстве. Например, если клин (или конус) обтекается сверхзву
ковым потоком с переменной скоростью, то угол наклона скачка 
к оси клина (конуса) будет изменяться, поверхность скачка будет 
как бы поворачиваться относительно вершины клина. Для малого 
участка этой поверхности можно говорить о нормальной скорости 
перемещения скачка, продольная же скорость скачка никакой 
роли не играет, так как параметры газа изменяются только при 
переходе через скачок по нормали к нему.

Нормальная скорость перемещения скачка характерна и для 
течения через сопло (см. рис. 59, в). Произвольная частица газа в 
потоке имеет абсолютную скорость v и относительную скорость 
й (относительно поверхности скачка, перемещающегося со ско
ростью С ) (см. рис. 61), причем v — w + С . Отмстим, что vn = 
= + jV, a vr = и\ + Т. Помимо нормальной проекции относи

тельной скорости wn газа введем скорость распространения по
верхности скачка по движущемуся газу В, которая обратна по зна
ку величине т.е. О = — \vn.
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Рис. 61. К выводу уравнения динамической совместности параметров при
скачке

Рассматривая теперь струйку газа площадью сечения dА. па
раллельного поверхности скачка в произвольный момент времени 
/ в ее относительном движении, можем использовать уравнения 
сохранения массы, количества движения и энергии, приведенные 
выше в интегральной форме. За время dt весь объем струйки VA 
переходит через поверхность скачка и занимает объем \Л. В про
цессе перехода через поверхность скачка эта струйка имеет излом 
на его поверхности, причем площади сечений dA останутся слева и 
справа. Пусть S\ есть часть незамкнутой поверхности струйки до 
скачка, а Л  -  после него. й0 — нормаль к скачку. Тогда, считая
dА и dr малыми величинами, можем вместо (2.7S) записать 
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jp d V  = p2dAw2„dt и J  pdV/ = pi<L4wlnd/,
V2 V,

откуда, приравняв эти выражения, получим

p2w2n = P\W\n = Р*п (2.78)

или
P2e2 = Plel = P0- 

Отметим, что поскольку v„ = w„ + N, to

P2v2/i = Plv la + ^ (P2 “ P i). (2.79)

т.е. при N  *0  p2v2n
Итак, из закона сохранения массы следует, что при скачке 

уплотнения произведение плотности на нормальную составляю
щую относительной скорости не изменяется.

Из закона сохранения количества движения (2.76) имеем

j  vpdV = v^ d A w ^ d t и j  vpdV = ViPidAwindt.

Рассматривая правую часть (2.76), интеграл по поверхности

где 5j(/) и S 2(t) — незамкнутые поверхности струйки соответ
ственно до и после скачка.

Дополняя величину 5[(f) "крышечкой" слева от скачка с
внешней нормалью Fiq , а величину “ крышечкой” dA2 = dA\ = 
~ dА справа от скачка с внешней нормалью (— йо). получаем 
вМесто (2.80) выражение

5(/) представим в виде суммы двух интегралов, т.е.

(2.80)



J  pn d S  = |  p n d S  = |  «d S  = J  priftdS -  j* pnnd S .

S ( / )  S {(t) 5 j ( / )  <u <1A

где интсгрхты по замкнутым поверхностям 5|(г) и 5j(/) равны
нулю, поскольку Pi н Р2 постоянны на границах малых объемов с 
поверхностями 5((/) и

Следовательно,

pndS = (р2 - Р\ )n0dA
')

и
12
jd / | pndS = ~(р2 - p\)n{)dAdt. 
i, 5(/)

Тогда вместо (2.76) получаем

(v2 - \7,)p»v„d/1d/ = ~(р2 - P\)iiudAdt

или, сокращая на dA d t,

(v2 - v?i)pw„ = ~(р2 - P i)/»<>. (2.Х I )

Проектируя (2.81) на нормаль /»о и на т<). получаем

(^2л - ^1«)р»*'/т = ~(р2 - Р\) (2.82)

И
(^2, -^|т)р^„ =0.

Таким образом, при переходе через поверхность скачка повы
шению статического давления (/>> - р\) соответствует понижение 
нормальной проекции скорости < V|„). причем разности нор
мальных проекций абсолютных и относительных скоростей оди



наковы, т.с. V\„ — v2„ = »V|„ — w2„, поскольку величина /V разрыва 
не имеет.

Тангенциальные проекции абсолютных и относительных ско
ростей при переходе через поверхность скачка не изменяются: 
физически это связано с тем. что вдоль поверхности скачка ника
кие силы не действуют, т.с.

V'lr = v2,=  w|t _ w2, (2.83)

Для уравнения сохранения энергии (2.77) по аналогии с 
предыдущим рассуждением получим

.,2 '
cv T2 + -j- с\/Т\ + -j- = ~(Р2*2 ~ P\V\)n<) = 

= ~(P2v2n ~ P\V\»\

Заменяя V\„ = W|„ + Л/и v2„ = w2„ + N, получаем правую часть 
этого выражения в виде

~ (p2w2„ + p2N - p\W\„ -  p\N) = -  (p2w2„p2/p2 -

- P\"\M>\/P\) -  (p2 -  P\)N= pwn (P2/P2 - p\/p\) +

+ i P 2 ~  P \ )N .

I p .Но, как известно из термодинамики, cvT =
У - 1 Р  '

тогда

или

J L -^2 + ^2_ 
1^-1  Р2 2

_ I_ £ l + ^L
l Y - * P l  2 J

= P l ~  P\ jV
("vn

т2 -r,* = — ^-N.
pw„cp

(2.84)

(2.85)

Из выражения (2.85) следует, что при N = 0. т.с. в условиях 
стационарной задачи, температура заторможенного потока при 
ПеРсходе через поверхность скачка сохраняется. При /V * 0. на-

ISI



пример при работе сопла ракетного двигателя в нерасчетных 
условиях, когда давление на срезе сопла больше расчетного и 
уменьшается, скачок перемещается к срезу сопла (N  > 0). В этом 
случае Г2* < Т * , т.е. поверхность скачка разделяет области с раз
ной энтальпией заторможенного потока. Это объясняется тем, что 
при понижении внешнего давления изменение давления распро
страняется со скоростью звука и не может войти внутрь сопла 
через поверхность скачка, перед которым поток имеет сверхзвуко
вую скорость.

Из уравнения (2.84) следует, что при N  = 0 и потерях, сосре
доточенных в области скачка уплотнения, параметры до и после 
скачка связаны уравнением энергии (2.32) или уравнением Бер
нулли (2.47).

Ударная адиабата. Скачки уплотнения

При переходе через поверхность скачка плотность и давление 
резко (ударом) изменяются. Процесс перехода необратим, хотя 
его можно считать адиабатическим (при скачке нет теплообмена с 
окружающей средой). Такой процесс назовем естественным.

Для вывода уравнения ударной адиабаты рассмотрим соотно
шения (2.82) и (2.84), из которых исключим скорости. Для этого, 
умножая выражение (2.82) на сумму (v !n + V2„) и учитывая, что 
vu = V2r, получаем

vln - vl  =vl - vi=-~r(P2 - Р\Ь\п + (2.86)
Pwn

Найдем разность квадратов скоростей из выражения (2.84)

V2 ~ Vl = — (Р2 ~ P l ) ^  + ~Pwn Y - H p i  Р2 /

заменив 2ЛГ = — (w\n + н»2Я) + (V\n + V2„) и учтя выражение (2.86), 
будем иметь

или
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Рг [(у + О / (т - 1)](Р1 / Рз) - 1 /ЛО„ ч
I  ft R f l )/ (» - % > , / р .) • <ш>

Уравнение (2.87) называется уравнением ударной адиабаты, 
или адиабаты Гюгонио.

Изоэнтропийная адиабата, или адиабата Пуассона, описывает
ся уравнением

Р2 / Р\~  (Р2 / P i)T-
На рис. 62 дано графическое изображение этих адиабат. Не

трудно обнаружить, что в точке Р2/ Р 1*  1 и /  ̂/ р\ = 1  обе ади
абаты совпадают с точностью до кривизны, т.е. совпадают их пер
вые и вторые производные. Ударная адиабата имеет асимптоту 
при Р2 / Pi = ( Y + 1) / (Y — 0. которая означает, что плотность 
газа остается конечной величиной даже при Pi / Р\ Это свя
зано с резким повышением температуры Т  при скачке, так как р = 
= p / (R T ), и резкий рост давления сопровождается резким повы
шением температуры.

« А

S i

2

1
*

1

к" \ 2
7

/7
0 1 2 3 Ъ/Рг

Рис. 62. Обычная (/) и ударная (2 ) адиабаты
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В естественных условиях возникают только скачки уплотне
ния: скачки разрежения невозможны. Чтобы доказать это поло
жение, обратимся к выражению для энтропии совершенного гла

S  = cvln (p/p1) + const.

При необратимых процессах

AS = S i ~ 5, = Cvlll|j/>2 )/(/>| /р| )]><>•

Следовательно, при AS > 0 должно быть

(Р2 / Р\) _ 1 , ,
(П2 /Р |)Т " ( Л / Л ) и,

ИЛИ

{P i/  Р\) уд >(Р2/ Р\)т :

Отношение давлений (р2 / Р |)уд в ударной адиабате превы

шает отношение давлений (р2 / P\)yii в иэоэнтропийной адиабате
только при pi > Р\ (см. рис. 62).

Следовательно, только скачки уплотнения соответствуют усло
вию Д5 > 0. Скачок разрежения можно было бы получить при 
искусственном создании условий, при которых AS < 0, например 
отнимая теплоту из области возможного скачка разрежения.

Скорость распространения скачка уплотнения

Для определения скорости В воспользуемся выражением (2.82). 
из которого следует

-pw* < — + w2„) = p i-  P\ или pO (0, -  (I, ) = pi - P i .

Умножая и деля каждое значение 0 в скобках на соответ 
ствуюшис р при р|0| = р7<>2, получаем

Р2**' ( 1/р| - l/P>) = Р\ ( Pi / Р\ ~ I ). (2.KS)
184



Подставив в выражение (2.88) отношение давлении in форму
лы (2.87) и сделав преобразовании, получим

Если отношение плотностей / Pi —*• 1. то (Ь -* а |. При 
(Р2 / Pi) > * получим 0( > а\. Следовательно. сильный скачок 
уплотнения (pi / Pi > I) распространяется по газу со сверхзвуковой 
скоростью (0, > а\).

Если где-то произошел сильный взрыв и образовалась взрыв
ная волна, то воздух при этом практически остается неподвиж
ным, т.е. vn а 0, тогда 0 * N: взрывная же волна движется со 
сверхзвуковой скоростью и вызывает сильные разрушения 
вследствие возникающей разности давлений.

Зависимость между нормальными составляющими скоростей при 
переходе через скачок уплотнении

Для стационарной задачи N = 0, 0 = -vn и = p;V2«- В этом 
случае из выражения (2.89) получаем

0 2 />. [2 / (У  - 0](Р2 / Р |)
р1 [(y + >)/(у - 0]- (р 2 / p i )

(2.89)

2 = а2 ,_________ / Ч  - 4_________ .
' [ ( У  +  0 / ( У  -  0 ] ( v 2 n  I

2 / ( т - 0

откуда

^Ивым при = 0 |см. (2.84)|:

“ I  ■ [(> * l)/2]«i, - [(г - I)/ -[(г - l)/2]vj.
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Приравнивая выражения для aj2, находим искомую зависи
мость (формулу Прандтля)

W 2n « а 2̂  = [(y - i)/ (y  + 0]W

ИЛИ

= 1 - [ ( у - 1) / ( у  + 1) ]х 2т . (2.90)

Из соотношения (2.90) для прямого скачка уплотнения, когда 
Х,= 0, получим

vlv2 = °кр или Х^2  = 1,

т.е. прямой скачок всегда переводит сверхзвуковой поток в дозву
ковой. При косом скачке уплотнения скорость за скачком может 
оставаться сверхзвуковой.

Ударная поляра. Коэффициент сохранения давления 
заторможенного потока при скачке

Анализ плоского течения при переходе через стационарный 
скачок уплотнения произвольной формы удобно вести с помощью 
ударной поляры. Ударная поляра представляет собой геометриче
ское место точек концов векторов скорости (годограф) после пе
рехода через скачок уплотнения при заданном значении скорости 
до скачка (рис. 63) и произвольном угле а.

Введем систему координат с началом в точке О, ось х направ
лена по вектору скорости Xj. В принятой системе координат

■̂2я = Xxsin ol ~  X),cos а; Х|„ = Xj sin а;

\2х = А,|, = X, = Xj cos а = Хх cos а  + Xj sin а.

Величины X* и ку представляют собой проекции вектора ско
рости Х2 на оси координат.

Подставляя значения Х2л. Xi„ и X, в выражение (2.90) и учиты
вая, что tg а = (Xj -  X*) / Xj, получаем
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( Х ,- ^ )2(л,Хх - 0
1 + [2 / (>. + I)]?.2,  - Х,Х* '

(2.91)

Ветви кривой справа от точки В уходят в бесконечность. Для 
них [/-г] > |Х[|. Но при скачке уплотнения скорость должна умень

шаться; следовательно, эти ветви кривой не отвечакгт условию 
д5 > 0 и рассмотрению не подлежат.

Рис. 63. Ударная поляра - годограф скорости после перехода 
через скачок уплотнения

Рассмотрим ударную поляру более подробно. Точка А поляры 
соответствует ско|Юстн после прямого скачка уплотнения, точка В — 
скорости до скачка или скорости после волны Маха. Луч, прове
денный под углом р к оси дг, пересекает поляру в двух точках. Обе 
скорости и Хг меньше скорости Х| и реализуются в действи
тельности.

Если угол раскрытия клина 0 мал. то образуется косой, или 
присоединенный, скачок уплотнения и скорость после скачка 
дЗДжна мало отличаться от К\ |при р = О (пластина) скорость Xi = 
** ^i|. Если обтекается тело без острия или клин с углом р больше 
к̂р. то перед этим телом образуется так называемая головная вол- 

На» или отсоединенный скачок уплотнения, содержащий зону
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прямого скачка напротив передней точки тела. В соседних точках 
головной волны параметры после скачка должны быть близки 
параметрам после прямого скачка даже при малом угле р поворо
та вектора скорости.

Присоединенный (косой) скачок уплотнения образуется при 
обтекании клина с углом раскрытий р < ркр, причем, очевидно, 
что угол ркр зависит от скорости к\ потока. Если угол раскрытии 
клина больше ркр, то поток на этот угол повернуться не может, 
возникает головная волна, в которой угол поворота потока изменяет
ся от 0 до ркр и опять до 0, проходя все точки поляры от А до В.

С помошью ударной поляры графически рассчитываются мно
гие параметры газа при переходе через поверхность скачка уплот
нения. Например, при заданных значениях к\ и \\ можно найти 
для косого скачка уплотнения и А. 2 для отошедшей головной 
волны. Отмстим, что расстояние от головной волны до обтскас 
мого тела можно найти методом установления, решая систсм\ 
уравнений сохранения. Угол а определяется из условия к\х = 
для чего соединяются концы векторов Х\ и к} и на эту прямую 
опускается перпендикуляр из начала координат. Угол а и есть 
угол между вектором и этим перпендикуляром.

Углы а  и р связаны с величиной к\ или М| либо диаграммом 
ударных поляр (рис. 64), либо графиком (рис. 65), построенным по 
формуле (2.92), выведенной следующим образом.

Пользуясь формулой (2.90) для косого скачка уплотнения и 
соотношениями для kin и (см. рис. 63), получим

Затем, выразив tg (<х -  Р) и cos2a через tg а и tg |5, получим 
после преобразований искомую зависимость

tg a  tg (a -(})♦ --- \
у + I

cos2 a = >.7*.
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Рис. 64. Диаграмма ударных поляр

! Следует отмстить, что присоединенным косым скачкам уплот
нения соответствует нижняя часть рис. 65. расположенная под 
линией, соединяющей точки максимальных значении для
данного М| у). Верхняя часть графика соответствует отошед
шим ударным 1юлнам.

При переходе через стационарный скачок уплотнения энтро
пия растет при неизменной температуре заторможенного потока. 
Мерой роста энтропии служит падение давления заторможенного 
потока.
| Отношение давлений заторможенного потока после и до скач

ка называется коэффициентом сохранения давления затормо
женного потока при скачке

о * Р г /  Р\ < I-

Пользуясь формулой (2.87) и газодинамическими функциями 
л (Я., у) и к (X, у), можно выразить о через скорости >.| и /.> до и 
После скачка уплотнения:



Рис. 65. Связь углов а и р  для заданных зна
чений числа М|(А.|) до скачка при у = 1,4

откуда

f i L . i L ] ♦Jl Y  + l f e i  лЛ
* 2> » 2 у - 1  \ ®2 * 2 '

+ £ l*L  
тг2е2

(2.93)
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Зависимость (2.93) дает замкнутые кривые в плоскости диа
граммы ударных поляр, симметричные относительно оси абсцисс. 
При А.| = X2 значение о = 1.

Диаграмма ударных поляр с кривыми а = const позволяет рас
считать параметры плоского потока после скачка уплотнения лю
бой формы.

Величину ст можно связать с величинами Х|, Х2 и углами а и р  
по формуле расхода

G = P(y) А± g (K  v), 
yRT*

примененной к струйке газа при переходе через поверхность 
скачка уплотнения (см. рис. 61). При Т* = Г2, R -  idem, р (у) = 
= idem, Л\х = A sin а, Л21 = A sin (а  — Р), где А — площадь се
чения струйки, параллельного поверхности скачка, получаем

sina P iq (^uy) = sin(a - р)/>2?(Х 2,у),
откуда

ст = А  = 4 М  = sina о  94)
р\ # 2,y) sin(a - р) (2 У4>

Особенно простое выражение получает формула (2.94) для 
прямого скачка уплотнения (а = 90 , р = 0).

°  = *(*■!,y )/ * [ (1A i),y ] . (2.95)

В заключение покажем, что после криволинейного скачка 
Уплотнения потенциальный поток становится вихревым.

Связь между завихренностью потока и энтропией

Выражение (2.35) показывает, что для установившегося потен- 
цИального потока (ю = 0 ) при } т  = 0 и Г  = const энтропия газа 

янна. Случай винтового движения, когда 5||v, здесь не рас- 
ивается, хотя при этом s = const.



При переходе через поверхность скачка уплотнения, если по
верхность скачка плоская или коническая, все линии тока нахо
дятся в равных условиях. Потенциальный поток после скачка 
остается тоже потенциальным: возникновение винтового движе
ния после скачка не реально. Если поверхность скачка в плоском 
потоке криволинейна, то разные линии тока получают разные 
приращения параметров, в том числе энтропии. Следовательно, 
плоский потенциальный поток становится вихревым при переходе 
через головную волну или через присоединенный криволинейным 
скачок уплотнения.

Контрольные вопросы к $15
I Как связан угол Маха с числом М ’
2. Мри каких условиях возникает скачок уплотнения (ударная волна)?
3. Почему при анализе течений со скачками уплотнения уравнения сохранении 

записываются в интефальной форме?
4 Что такое скорость распространения скачка уплотнения но движущемуся 

газу?
5. Почему при переходе через поверхность скачка уплотнения тангенциальная 

проекция скорости не изменяется?
Ь Как обленить ноя мен не разрыв.'! величины энтальпии заторможенного но 

тока при переходе через нестационарный скачок уплощения?
7. Как объяснить существование конечного отношения плотностей 1аза при не 

реходе через поверхность скачка уплотнения при любом повышении давления ’
8. С чем связано поянление только скачков повышения даме пня?
9. От каких параметров зависит скорость распространения ударной волны но 

газу?
10. При каких условиях может существовать сверхзвуковой ноток после скачк i 

уплотнения’
11. С чем свякшо понижение ламения заторможенною потока при переходе 

через поверхность скачки уплотнения?
12. Почему коэффициент сохранения давления заторможен ною потока мини 

молен для прямою скачка?
13. Как объяснить существование оптимальной системы скачков у п л о т н е н и я  

при торможении заданною сверхзвуковою потока?

§16. ПРИ М ЕРЫ  ТОЧНЫХ РЕШ ЕНИЙ УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ -  СТОКСА 
И УРАВНЕНИЯ ЭНЕРГИИ

При рассмотрении уравнений Эйлера для нестационарного 
движения невязкой среды был получен первый интеграл системы 
дифференциальных уравнений в частных производных для линии 
тока |см. формулу (2.44)|. а затем и для линии тока при стаиио- 
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ицрном движении несжимаемой и сжимаемой невязкой среды 
|см- формулы (2.45) и (2.46)|. Этот первый интеграл называется 
уравнением Бернулли.

Система уравнений Эйлера, энергии и неразрывности в общем 
виде не интегрируется, ее решение получается лишь численно с 
помощью ЭВМ  при заданных граничных и начальных условиях.

Уравнение Навьс — Стокса не позволяет получить его первый 
интеграл, но при заданной форме линий тока возможно найти его 
некоторые точные решения, прекрасно подтверждаемые экспери
ментом. что свидетельствует о справедливости принятых при вы
воде допущений.

г*
Рис. 66. Схема течения вязкой жидкости между параллель
ными пластинами при различных значениях градиента дав

ления к

I. Рассмотрим установившееся течение вязкой несжимаемой 
жидкости между бесконечно длинными плоскими параллельными 
'Истинами, движущимися ВДОЛЬ ОСИ Л* с постоянными скоростя- 
'и (рис. 66) при следующих граничных условиях:
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при у = A vx = vj; (2.9б)

при у  = -И  Vx = V2-

dvВ данной задаче можно считать, что vy = vz = 0, —j*- = 0 lt

dv— — = 0. Тогда, пренебрегая влиянием сил тяжести, т.е. положив
dz

fmx — fmv ~ fmz = 0, из уравнений Навьс — Стокса (2.19) получим

dvx 1 дрv x — - =--- — + v
дх р дх

'д \ ± д \ Л
I дх1 ду2

0 = - - J ,  (2.97)
Р  ду

0 = - ! ^ .  
Р  dz

Поскольку из уравнения неразрывности (1.18) следует, что 
dv d^v— — = 0 и, следовательно, — = 0, то система (2.97) принимает 
дх дх2

вид

d2vx _  d2v x _  1 др Id  р 
ду2 dу 2 » дх ц dx

но поскольку р = р (х), a v, = V, (у ), то это возможно только тог
да, когда

('  = — —  = const = к, (2.9S»
ду2 Ц dx

где к — постоянная величина, причем при напорном д в и ж е н Ш 1 
слева направо при линейном уменьшении давления из-за потерь 
на трение величина к < 0, при безнапорном движении под дс*1'
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ствием сил трения со стороны пластин к ж 0 и при увлечении 
вязкой жидкости силами трения против положительного градиен- 

давления к > 0.
Интегрируя уравнение (2.98) по у  дважды, получаем

Ух = ку2/ 2 + сху  + cj.

Постоянные с\ и с2 определим из граничных условии (2.96). 
Тогда

vx = к (у2 -  А2)/2 + (v, + v2)/2 + (V! -  v-2) y/(2h). (2.99)

Эпюры скоростей vx (у) для рахпичных к приведены на рис. 66. 
Расход жидкости и средняя скорость равны:

Л

G = Jp v*d у  = n2A[(v, + v2) / 2 - *Л2 / з],I
''хср =<5/(2Лр) = (vx+v2)/ 2 - k h 2 / 3.

Напряжения трения на стенках со стороны жидкости

y=h

В Для частного случая при V\ = V\ = 0, к < 0, т.е. для напорного 
Движения в щели между двумя неподвижными пластинами, полу
чим

vx = ~к(у2 -Л2) / 2; С7 = - | РЛ3*;

rx max

з
~ Vx/y * о ““ к№ / 2; vx Ср — — kh2 / 3;

Т| = х2= -\xkh =
1з* ад: сиг
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Для частного случая при V2 — 0; V\ *  0; к  < 0, т.с. для напорно. 
го движения в шели с одной подвижной стенкой, получим

vx = -к[у2 -Л2) / 2; <7 = - |р А 3*;

v *max -Vx/y* О ^  /21 ^хср ~ kh / Ъ,

т, = -ц*Л-ц^ 1  т2 = -ц/сЛ + ц^-.

2. Рассмотрим установившееся течение вязкой несжимасмои 
жидкости вдоль оси х в цилиндрической трубе произвольного 
поперечного сечения А в плоскости (>\ г)- В этом случае также

dvможно считать, что vy = vz -  0, —*• = 0; /т  = /т>, = /ж* = 0 , 

dvY— “ ■ = 0. Тогда из (2.97) получим
дх

1 др _ [ Ф  = Ф  = 0
Р йх ^2  J ’ 5г

Следовательно, р = р ( jc ) ,  a vx = vx (у, zY, это означает, что ско
рость vx в данной задаче должна удовлетворять уравнению Пуас
сона Avx = const при условии, что vx обращается в нуль на конту
ре поперечного сечения А (у, z)-

К  этому же уравнению Пуассона сводятся некоторые физиче
ские задачи из различных областей техники: а) о поле относи
тельных скоростей при плоском движении невязкой н е с ж и м а е м о й  
жидкости во вращающемся канале того же поперечного с е ч е н и я  
А (у, z) с постоянной угловой скоростью; б) о касательных напр51' 
жениях при кручении призматического бруса того же п о п е р е ч н о г о  
сечения А (у, г); в) о прогибе тонкой мембраны, натянутой на кон
тур того же сечения А (у, г), под действием постоянного п е р с п а > ‘ 
давлений.
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Это сходство различных задач рассматривается в теории анало
гий. которая бывает весьма результативной (как, например, при- 
менение формулы Био — Савара в гидродинамике и электротех
нике)

3. Рассмотрим установившееся незакрученное осесимметрич
ное течение вязкой несжимаемой жидкости в трубе кругового 
поперечного сечения радиусом R.

Воспользовавшись уравнениями Навьс — Стокса, записанны- 
ми в цилиндрической системе координат (2.22) с учетом физиче
ских условий

dv, . dv.—5- = 0, —  ̂ = О,
dt rdQVr = 0, Ve = 0, fm r fm z 0 ,

получим

IS II о > dp
dr rdB

dv.V *■ 1 dp 1 dv,
‘ dZ Р dz

— V
k dr2 r dr

(2. 100)

1 d2v.
+ — -- +

dZ2 )

при удовлетворении уравнению неразрывности ( 1.22), которое в 
условиях задачи получает вид dvz / dz = 0.

Тогда уравнения (2.100) принимают вид

I dr г dr
= const = к. (2. 101)

"Ричем для напорного движения к < 0.
Уравнение (2.101) для vz можно преобразовать к виду

1 d (  d v .) 
- rT r{r ~i7 Г к -

Л13Делив переменные в котором и дважды проинтегрировав по г, 
'°лУчим



v. = — r 2 +Ci In r + Ci. (2.102)
*• 4 1

Произвольные постоянные определяются из фаничных усло
вий:

при г = R vz = 0;
при Г = 0 V, = Vmax ИЛИ dVj / dr = 0.

.. dv. к 1 dv-Но — = — г Ci —; тогда условие —— = 0 при г = 0 может 
dr 2 г dr

ВЫПОЛНЯТЬСЯ ТОЛЬКО П ри С| =  0.

Из первого условия

следовательно.

<2'03)4

т.е. скорость имеет параболический характер изменения по г. 
Скорость на оси трубы при (г = 0)

v = - — /?2 v - max п •

Расход через трубу

G = р f V- 2пгдг = - ̂  kRAp — - kR4( i
Ч  ь 8 8ц \dz

о

Средняя скорость по сечению трубы

v = - А  л 2 =- —  № ) .  (2.104)
Р рл/?2 8

Напряжение трения на стенке трубы подсчитывается по фор
муле (2.24):
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гДе знак минус учитывает направление нормали к площадке ( - г ).
В технических расчетах перепад давлений в трубе обычно свя

зывают со средней скоростью vcp через коэффициент сопротивле
ния \ в виде

В  - t ' b f r i r  (2106)

Подставляя это выражение в формулу (2.105), получаем

т = - ^ £ v 2 -  = i ^ v 2
2R 2 ср 2 8 2 ср'

Выражая коэффициент § из формул (2.106) и (2.104), получаем

32ц
5» Р^срЛ

v pd
или, вводя число Рейнольдса Re = — —  по диаметру трубы d =

И
= 2/?, получаем

\ = 64 / Re.

Полученная зависимость прекрасно подтверждается многочис
ленными экспериментами для ламинарного режима течения при 
Re < ReKp. Отсюда же можно сделать вывод о том, что формула 
(2-103) для параболического распределения скоростей по сечению 
тРУбы также строго соответствует ламинарному режиму течения 
ПРЙ постоянном по длине трубы отрицательном градиенте давле-

ния ~  = const < oj и при постоянном значении коэффициента 

вВ р сти  ц.
При турбулентном режиме течения в трубе поле скоростей 

1Ь>еет более наполненный характер, средняя скорость ближе к ее 
,а«симальному значению. Помимо молекулярной вязкости слои
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движущейся жидкости связаны турбулентной вязкостью, которая 
выравнивает поле скоростей. Анализ турбулентного режима тече
ния в этом разделе не рассматривается.

4. Рассмотрим установившееся нсзакручсннос осесимметрич
ное течение вязкой несжимаемой жидкости в трубе кольцевого 
поперечного сечения радиусами Л| и Rj > R\ (рис. 67).

г
Х Ч \ \Ч Ч \Ч \ \ \ \ \ \У ч \\ \> Х ч \\ч \\Ч \Ч \Ч \У ч Ч Ч Ч \У

Vmax

' / / / / / / / / / / / / / / / / / / /А ' / / / / / / / / / / / / / / / / / / / у

Vmax

Ri

ЧчЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧТчЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧ' ^ '

Рис. 67. Схема течения вязкой жидкости и трубе 
КОЛЫ1С1ЮГО с с ч с м п я

Поле скоростей должно удовлетворять уравнению (2.102) со еле 
дующими граничными условиями; при r = /?|Vri = 0, при г — /?>v- >
= 0. Тогда, вычисляя значения С| и Ст в выражении (2.102). пол\- 
часм

In R, - In г |к
V . = —
*• 4 ‘г" 171

Расход жидкости через трубу кольцевого сечении 

G = jp v.2 n rd r = рп(/?| - /?,2) vcp ^
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Ir 2 - r 2\\Л2 Л1 |

■куда средняя скорость по сечению

vcp - „ 2  п2
* 2+ R ' In( * , / * , )

Отметим, что при R\ -> 0 значение ц..р для трубы кольцевого 
сечения стремится к значению vcp для трубы кругового сечения. В 
то же время из формулы (2.107) следует, что при г -> R\ для всех 
значений R\ скорость vz -> 0, в том числе и при R\ -* 0. Следова
тельно, в случае движения вязкой жидкости течение в трубе коль
цевого сечения не должно переходить в течение в трубе кругового 
сечения, при котором на оси трубы vz = vz ^  * 0.

Если в плоском течении (пластина на оси симметрии канала) 
это очевидно, то в случае осесимметричного канала (бесконечно 
тонкая струна на оси трубы) в действительности, по-видимому, 
будет происходить срыв потока со струны, так как при R\ -> 0 
исчезает поверхность контакта с вязкой жидкостью, чего нет в 

{Случае тонкой пластины.
5. Рассмотрим установившееся плоское осесимметричное дви

жение вязкой несжимаемой жидкости между двумя соосными 
круговыми цилиндрами R\ и R2 (рис. 68), вращающимися с угло
выми СКОРОСТЯМИ Ю| И 012-

Полагая, что vr = vz = 0 и fmr -  fm » -  fmz ~ 0, из уравнений 
(2.22) получаем

Vo_ = __L Ф-
г р дг'

о ,
Кдг2 г дг г2)

(2.108)

0 « - ! £ .  
Р dz
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Уравнение неразрывности (1.22) в 
этом случае удовлетворяется всегда.

Из уравнений (2.108) следует, что 
скорости движения жидкости должны 
удовлетворять уравнению

dv0 1 dv,
dr2 г dr * г

Рис. 68. Схема течения вязкой

в котором частные производные по г 
заменены обыкновенными произ
водными, поскольку Ve(r).

При решении уравнения (2.109)
жидкости между двумя соос- сго УД°бно переписать в виде
ными круговыми цилиндрами, 2 / \ ( \
вращающимися с угловыми °  ve ( d | Ур | _ 8 | |

скоростями а>1иа>2 dr2 d r \ r )  dr v dr r2'

Тогда, вводя новую переменную f(r) = -®-, получим уравне
ние первого порядка с разделяющимися переменными, решение 
которого дает

, вve = Аг + — .

Граничные условия, при которых v0 = vfli = оа при г = R\ и 
ve = ve2 = “ 2̂ 2 ПРИ г ~ Вг, дают

ш2^2 ~ В\ В\(с° 1 ~ ю2)
В] - в\

в  =
В 2 - в,

Следовательно,
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Распределение давлений по радиусу определяется уравнением 
(2.Ю8):

откуда

Р(г) ~ Р\ +§ A2(r 2 - R 2)+4AB\n Г B 2[r 2 - R 2)

R2r 2
. (2 . 111)

Касательные напряжения на поверхностях вращающихся ци
линдров определяем по формуле (2.24)

ТГ0

вили, подставляя выражение для ve= Аг + — , получаем
г

( л  В  А В )  2 Вхг в = ^ А -  —  - А - — )  = .

Момент трения, действующий на цилиндр высотой А. равен

М  — tr в 2 nrhr = -4л ДЛц,

т.е. не зависит от радиуса; это означает, что жидкость передает 
момент трения без изменения.

В частном случае, когда внутренний цилиндр радиусом R\ и 
высотой Л вращается в неподвижном кожухе радиусом Ri (юг = 0). 
то

R\Rl .у , l  RfRjВ = <ь \—г —*-=- и А/ = -4яАцсо, — —- 
R > - R } ■я ?  - R;

(2 . 112)

С таким моментом внутренний вращающийся цилиндр дей
ствует на неподвижный кожух. Если рассмотреть внутренний ци- 
'Ицдр в неограниченном объеме жидкости (R j -» » ), то
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М = -4лЛцо>|/?|2.

откуда коэффициент момента трения в формуле Л/гр =

в виде cM lр = 8 / Re. где число Рейнольдса по диаметру внутрен
него цилиндра

Структурно коэффициент см w напоминает коэффициент тре
ния - = 64 / Re в трубе при ламинарном режиме течения.

Следует отмстить, что в данной постановке задачи коэффнии-

ного течения, т.е. не учитывались концевые течения, характерные 
для цилиндра конечной высоты (длины) в кожухе, а также воз
можная турбулентность потока в кольцевом зазоре между цилин
драми.

В случае = 0 момент трения на неподвижном внутреннем 
цилиндре, погруженном в цилиндрический сосуд высотой //. вра
щающийся со скоростью т>, подсчитывается по формуле

по которой можно найти коэффициент вязкости ц.
К  подобному классу задач можно отнести расчет повышения 

температуры масла в подшипнике скольжения на основе точною 
решения уравнения Навьс — Стокса. В такой постановке задачи 
подшипник заменяется схемой, изображенной на рис. 69.

ность трения /Vrp = и затем, допуская, что вся м о щ н о с т ь
трения переходит в теплоту, которая идет на нагрев масла в зазо-

Re = V|2/? / ц.

2
подсчитан для плоского ламинар-

Тогда по величине момента трения можно определить мош-
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ре между валом и корпусом, найти ежесекундное повышение тем
пературы Л/ по формуле

A/Tpcoi = тсД/,

где т  — масса масла в зазоре; с — удельная

теплоемкость масла.

Отсюда

Рис. 69. Схема опорного подшипника 
скольжения к расчету повышения тем

пературы масла в нем

д/ _ ^тр03! _ 4усo]R\R] 

с т
(2.113)

В реальных условиях всегда происходит циркуляция масла че- 
Рвз полость подшипника и, кроме того, учитывается влияние тем
пературы на коэффициент вязкости ц, что приводит к более низ
ким значениям Л/, чем дает формула (2.113).

6. Рассмотрим задачу о подогреве вязкой жидкости за счет 
^ н и я  при ламинарном установившемся течении между пласти
к и  (рис. 70).
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Рис. 70. К  расчету подогрева вязкой жидкости 
за счет диссипации энергии

л dvY _поскольку в силу уравнения неразрывности при vy *  0 — — = 0 .
дх

Тогда, преобразовав уравнение (2.114) к виду

d r  d* d f  л Л 2

и интегрируя его по х от 0 до А, получим

Средневзвешенная разность температур
и

2\ (Т А -T0)y vxdy 

(Тл - Т 0)ср=-*--- *---------
2 J  vxd у

h2c
(2.115)

Теплопроводностью, внешним теплоподводом и сжимаемостью 
среды пренебрежем, т.е. di\Q  = 0 , Qv— 0 и divv = 0 .

Поле скоростей имеет параболический характер:

2ц djc ’ ' А ' '

Рассматривая уравнение энергии (2.29) с учетом оговоренных 
условий Q = 0 и divv = 0 , получаем

dr. d r  n
р —  = р с— -

dt dt
(2.114)

где диссипативная функция D (2.28) в данной задаче принимас: 
вид

2 n 2 j_ .2
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Подогрев жидкости в этом случае полностью определяется 
диссипацией энергии, связанной с работой сил деформации — 
скоростью скошения прямого жидкого угла 0ду =

/3v„ dVy 'j i
— 1 =-----, остальные деформации жидких отрезковдх 2 ду

и углов, а следовательно, и объемов в этом потоке отсутствуют.
7. Рассмотрим задачу о движении вязкой несжимаемой жид

кости вблизи плоской пластины, мгновенно получившей про
дольное движение с постоянной скоростью Vo (рис. 71) — 1-ю 
задачу Стокса.

Предполагаем и в этом случае, что возникающее течение про
исходит с линиями тока, параллельными плоскости пластины, т.е. 
vy -  0. Тогда из уравнения неразрывности следует, что dvx / дх = 0, 
И уравнение движения при р = const примет вид

dvx
dt ду

х_
2 ' (2.116)
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Рис. 71. К решению 1-й залами Стокса

Начальные условия для данной задачи:
при / = 0 vx = 0 дня всем плоскости,
при / > 0 vx = Ц) для у = 0, vx -+ 0 для у  -► х.
Вводя новую безразмерную переменную

П = У /(2У\7),
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уравнение (2.116) можно преобразовать в обыкновенное диффе
ренциальное уравнение для функции/(л) = vx /vo в виде

/ "+ 2 п/ '= 0  (2.117)

с граничными условиями:
при п = 0 /=  I; 
при г) = х /=  0.

и Заменив / ' = р (г|), получим / "  = /?(г|) и р' -t-2г|р = 0. откуда, 
разделяя переменные, найдем

/(n ) = c ,Je _T,'dn+ c2.

Однако поскольку входящий в решение интеграл не выражаст-

f i f  Jся через элементарные функции, а \е n dn = + const, то
о

решение будем искать в виде

? ,
Л п )  = C |J d п ^ с 3,

о

позволяющем исполыовать заданные граничные условия.
При г) = 0 получим I — с\ • 0 + Cj. т.е. Cj = 1. При п = ж полу-

ос

чим 0 = С| J r -4 dn * I. откуда
о

I I 2
С| ‘  «--- -—  = ---~ ---I—

J*с '' dr| - J e -’1 dr)
О -ос

'Скольку последний интеграл в знаменателе второй дроби назы- 
“астся интегралом Пуассона и равен



J  сГп dr\ = >/я.
-ос

Следовательно, решение уравнения (2.117) принимает вид

О

и скорость жидкости вблизи пластины

л
V* = Vo 1 - — f c“n dn 

n JЛ
0

(2.1 IS)

При n = 1,8 величина / * 0.01 (см. рис. 71). т.с. толщина слоя, 
увлекаемого пластиной под влиянием трения, составляет

->1vx-o.oiv0 - e - 2 V w . W - 3 A V w .

т.с. прямо пропорциональна корню квадратному из кинемати
ческой вязкости и корню квадратному из времени.

Кроме рассмотренных выше примеров точных решений име
ются точные решения для ламинарного течения и плоских диффу
зорах и конфузорах. Эти течения моделируются течением от то
чечного источника или стока (т.е. опять задается форма линии 
тока). Точно рассчитываются также течения вблизи вра
щающегося плоского тонкого диска, плоское и осесимметричное 
течение в окрестности критической точки и разгонное течение и 
плоском канале и в круглой трубе. При отбрасывании некоторых 
слагаемых и силу их малости в частных условиях получены также 
некоторые приближенные решения уравнений Навьс — Стокса 
(см., например, задачи о ползущих движениях — задача Стокса об 
обтекании шара, течение Хил-Шоу — течение вязкой жидкости и 
тонком слое между плоскими пластинами, позволяющее получить 
картины линий тока для плоского потенциального течения около 
тел рахшчной формы).
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контрольные вопросы к §16
I. При каких условиях имеет место линейное паление давления при течении 

в язко й  жидкости между параллельными стенками?
2 При каких условиях возможны точные аналитические решения уравнения 

Навье -  Стокса?
3. Какие схемы лабораторных стендов можно рекомендовать для измерения ко

эффициента вязкости данной жидкости?

Я 7 . ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПОДОБИЯ И МЕТОДА РАЗМЕРНОСТЕЙ

В механике жидкости и газа огромную роль играет экспери
ментальное исследование течений в каналах и взаимодействий 
поток;» с обтекаемыми телами. Справедливость перенесения полу
ченных в частных экспериментах результатов в другие условия, да 
и сама организация эксперимента тесно связаны с понятием по
добия процессов.

Подобие процессов позволяет использовать при проектирова
нии ранее накопленные результаты, а также получать новые дан
ные о сшс не построенных объектах путем моделирования про
цессов на более простых и дешевых установках.

Для полного подобии рассматриваемых явлений необходима 
пропорциональность всех величин, характеризующих процесс. 
Часто говорят о нескольких гранях подобия.

1. Геометрическое подобие предполагает точное соответствие 
пропорций двух объектов, которые могут различаться лишь мас
штабом (например, величины относительных шероховатостей по
верхностей лопаток турбомашнн. относительные толщины их 
входных и выходных кромок, зазоров и т.п.). Так называемый 
масштабный фактор часто связан с нарушением геометрического 
подобия.

2. Кинематическое подобие связано с возникающей при течении 
ЧТиной линии тока (например, углы атаки и отставания в ре
шетках профилей турбомашин и изолированных профилей кры- 
льев и т.п.).
■ 3. Динамическое подобие связано с локальными значениями па

раметров силовых полей в исследуемых потоках (например, поля 
сИл инерции, сил вязкости, сил упругости — сжимаемость среды и



т.п.). Динамическое подобие рассматривается на базе анализа 
уравнения движения Навьс — Стокса.

4. Тепловое подобие связано с подобием полей температур и 
тепловых потоков. Тепловое подобие анализируется на базе урав
нения энергии в дифференциальной форме.

Практически нередко ограничиваются частичным подобием 
только некоторых, наиболее существенных для данного случая 
сторон рассматриваемого явления. Существуют общие теоремы о 
подобии явлений, которые позволяют методически правильно 
подойти к отысканию необходимых правил подобия.

Первая теорема подобия утверждает, что для подобных явле
ний можно составить безразмерные сочетания параметров, 
имеющих одинаковые значения в сравниваемых явлениях. Эти 
сочетания параметров называют критериями подобия. Умножение 
или деление критериев подобия одного на другое даст новый кри
терий подобия.

Вторая теорема о подобии (так называемая П-теорема) ут
верждает, что всякое уравнение, описывающее какой-либо фи
зический процесс и записанное в размерной форме в определен
ной системе единиц, можно преобразовать в безразмерное урав
нение, состоящее из критериев подобия П. Необходимо только, 
чтобы это уравнение учитывало всс связи между рассматри
ваемыми величинами.

Пусть в такое уравнение входит т  разных величин и пусть к из 
них будут независимыми между собой. Тогда полученное безраз
мерное уравнение для критериев подобия будет представлять со
бой функциональную зависимость между ( т  - к) критериями по
добия:

/<П|. П2..... Пт -*) = 0.

Если это соотношение разрешить относительно какого-либо 
критерия подобия, например относительно критерия П|. то полу
ченное уравнение П| = Ф  (П>, Пз......Пт - *) показывает, что из
всевозможно составленных критериев подобия независимых будет 
только ( т  — к -  I) критериев.

Первая и вторая теоремы предполагают, что факт существова
ния подобия уже установлен. На вопрос, будет ли этот факт подо

бия явлений существовать и каковы условия подобия, отвечает 
третья теорема, подобие процессов осуществляется при равенстве 
критериев подобия, составленных из параметров, входящих в 
услови я однозначности, и при подобии граничных условий.

Критерии подобия можно получить двумя основными спосо
бами: 1) использованием П-теоремы; 2) преобразованием заранее 
известного  уравнения, описывающего физический процесс. Пер
вый способ более универсален, так как им можно пользоваться и 
тогда, когда уравнения, описывающие процесс, еще не известны, 
а известны только параметры, его характеризующие. Этот способ 
сразу дает возможность получить ( т  -  к — 1) независимых крите
риев. Второй способ позволяет выявить ряд критериев подобия, 
но не отвечает на вопрос, какие из них надо считать независимыми.

Тем не мснсс воспользуемся вторым способом, так как распо
лагаем уравнениями, описывающими процесс движения жидкой 
среды. Кроме того, этот способ позволяет познакомиться с 
основными критериями подобия, используемыми в механике 
жидкости и газа.

Безразмерная форма уравнения движения, которая понадобит
ся для этого, получается преобразованием размерного уравнения 
движения (2.19). Запишем его для единицы массы жидкости:

+ (v VW = - -  grad /> + /-.+ — grad (div \7) + \Д v.or '  r  3

Заменим размерные значения всех входящих в уравнение ве
личин (например, проекцию скорости vx) произведениями вы
бранного размерного масштаба Vq и безразмерной величины vx%
которая является функцией координат и времени и ответственна 
только за закон изменения vx в пространстве и во времени. 
Масштаб же Vq определяет абсолютное значение величины vx. 
Если по всем осям масштабы одинаковы, то вектор скорости v 
ЧРвобразуется так:

V = v j  + vyj  + v.k = v0{vxJ  + vy]  + V J) = v()v.

Аналогично введем масштабы для других переменных:



t =  tot ' ,  P =  pop;  P =  Po P', v = v0v;

fm  = / о /m ; Л = /ох; у  = 1оУ\ Z = l0Z .

Подстановка величин в размерное уравнение движения преоб 
разует его к виду

vo dv vo /- «v- 1 Po 1 , ~—  —  + -7 -(vVV = --- -7“  grad P +
fo d t  A) Po A) P

+/o/m + T  8rad (div *) + дС?.
•o 7o

При преобразовании следует иметь в виду, что постоянные 
значения масштабов выносятся за символы операций, например:

(v v )v  =  | ( v , (  ♦  V , j  +  v c k j ± i  * ± j  +  A i ) [ «

* ( V  * V  + '« * )  ■ («'x £  + v'  £  + v ‘ # ) '

I  7 - , Л  5vx 7 ~ 5(voVx:(уж/ +У,У + Ус* ) . У , _ | + ...- У 0Уж-5^

Vo ~ dvx 7 = ~r~ Vx ~~zzr1 +dx

или

T*,*(dhiH*4*L+̂ +£)-

*>о>

a l
dVy

3 ax 1< ax dy
av/
ax ,

i +... =
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В полученной записи уравнения движения каждый член имеет 
одинаковую размерность, которая определяется масштабным 
множителем. Для приведения членов уравнения к безразмерному 
значению надо разделить их на какой-либо выбранный масштаб
ный множитель. Соразмерив все члены уравнения движения с 
членом, характеризующим силы инерции от конвективной состав
ляющей, получим

Полученная безразмерная форма уравнения движения позво
ляет утверждать следующее. Пусть имеются два различных движе
ния жидкой среды, и в обоих случаях преобразование размерных 
уравнений движения привело их к одинаковому безразмерному 
Уравнению (2.119). Следовательно, рассматриваемые движения 
будут подобны, а условием их подобия является равенство для 
обоих случаев безразмерных масштабных комплексов. Если рав
ными окажутся только некоторые из безразмерных масштабных 
комплексов, то подобие будет частичным.

Ниже рассмотрим критерии гидродинамического подобия, 
согласно уравнению движения (2.119).

Критерий Струхала Sh = l/(tv) является соотношением локаль- 
чЬ1х и конвективных сил инерции и представляет собой безраз
мерную частоту явлений. Эта характеристика важна в нестацио- 
НаРНых процессах. При стационарном процессе характерное вре-

(2.119)



мя t между повторяющимися событиями стремится к бесконеч
ности, а критерий Sh — к нулю.

Критерий Эйлера Eu = /?/(pv2) является отношением сил дан- 
ления к силам инерции (конвективным). В сжимаемой жидкости 
величина ур/р = о2, и критерию Эйлера можно придать следую
щий вид:

с  -  Р ° 2 1Eli = = — г- =-- г-
pv yv уМ .

ч*Критерий Фруда Fr = gl/v* является отношением силы тяжести 
к силам инерции, если в качестве массовых сил рассматривать 
силу тяжести с масштабом, равным /о = #, где g -  ускорению силы 
тяжести.

Критерий Рейнольдса Re = W/v является отношением сил 
инерции к силам вязкости.

С учетом обозначений критериев в безразмерном виде уравне
ние движения примет вид (знак - опущен)

Sh ̂  + -(v V)v = -Eu -grad p + Fr f m +

+ -J- grad (div v) + vAv 
Rc [3  v 7

Удобство такой записи заключается в том, что можно сравни
вать отдельные члены уравнения и упрощать уравнение путем 
отбрасывания заведомо малых членов без решения. Для этою 
надо только оценить ожидаемые значения критериев подобия.

В случае, если в газодинамических явлениях тепловые потоки 
столь велики, что их неучет вносит искажения в конечные резуль
таты, необходимо моделирование с учетом критериев тепловою 
подобия. Последние могут быть получены из рассмотрения уран- 
нения сохранения энергии (2.31), записанного для единицы o6v  
ема. Напомним, что при преобразовании уравнения энергии ь 
этой форме были использованы такие уравнения, как уравнений 
движения, неразрывности, состояния. Это позволяет рассмотреть
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иа основе уравнения (2.31) наиболее употребительные критерии 
1вПП°,юго подобия путем сопоставления необходимых членов.

Критерий Прандтля (Рг) я&пяется отношением теплового по- 
тока. возникающего вследствие работы сил трения, к потоку теп
лоты, обусловленному теплопроводностью. Отношение этих вели* 
ццн можно найти, рассмотрев отношение членов ц£> к члену div(? = 
s div (—Я/ grad Т). Величина \iD структурно имеет такое строение:

дх

С учетом масштабов и безразмерных величин отношение этих 
членов

М о  2 ц
ц/> _ !% дх дх 

В  div (-X'grad Т) - l 0To div (.X ,grjd f j
А>

Из левой части уравнения энергии (2.31) следует, что величи
ны И и v 2 имеют одинаковый порядок. Поэтому критерий 
Прандтля после замены порядка величины V2 на порядок величи
ны срТ равен:

Рг = цср / к' = vpср / к' = v / а1,

где </ = }.’ / (срр).
| Представление критерия Прандтля как отношения коэффици

ента кинематической вязкости v (иначе — коэффициент диффу
зии v вихря со в уравнении для распространения вихря) к коэф
фициенту температуропроводности а’ (иначе — коэффициенту 
Диффузии температуры в уравнении для распространения темпера
турь! дТ/дI = а1 ДГ ) позволяет толковать число Рг как критерий, 
сравнивающий скорости диффузии (рассеяния) вихря и диффузии 
температуры.
■ Для газов Рг * 1, в неметаллических жидкостях он всегда 

больше единицы, иногда существенно (Рг > 1), а в жидких метал
лах часто намного меньше единицы (Рг << 1).
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Критерий Пекле (Ре) является отношением теплоты вследст
вие конвекции к потоку теплоты теплопроводности. Отношение 
этих величин можно найти, рассмотрев вектор плотности потока 
теплоты (количество теплоты, переносимой через единицу по
верхности в единицу времени):

Q = От + Qk + Оизл = -b'grad Т + hvp + (?И1П.

Взяв отношение второго члена к первому (с использованием 
масштабов и безразмерных величин), получим

V o Po  hvp Rc hvp ^
X' То Я'grad f  X'gradf 

0 /о
Если масштаб энтальпии раскрыть как Iiq = cPoTq, т о  Ре = vl/a
Очевидно, что Ре = Pr Re, обычно критерий Re больше крите

рия Рг, а величина критерия Ре всегда существенно больше еди
ницы.

Критерий Нуссельта Nu является безразмерным градиентом 
температуры на поверхности нагрева со стороны потока омы
вающей ее жидкости. Для его получения рассмотрим поток тепло
ты теплопроводностью в направлении нормали к стенке

(это соотношение следует из уравнения QT = -X'grad Т .
Величина QT может быть определена так же, как Q1 = а ( Гж

— Гст), где а  — коэффициент теплоотдачи; Тж и Гст — температура 
соответственно жидкости и стенки.

С учетом масштабов и безразмерных величин получаем уран- 
дТнснис для — :
дп
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8Т_ ш « 0̂ 0 5( f  _ f  \
дп Xfc V ж ст/

Отсюда следует, что величину Nu = а/ / к' можно называть 
безразмерным коэффициентом теплоотдачи.

В литературе часто встречается еще критерий Стэнтона, пред
ставляющий собой комплекс критериев Nu, Re и Рг, которыми 
часто пользуются в задачах теории теплообмена, т.е.

St = Nu / (Re Pr) = а / (Cppv).

i Найденные выше критерии динамического подобия можно 
получить и на основе метода размерностей, который оказался 
весьма удобным для применения к различным задачам как меха
ники твердого тела, так и механики жидкости и газа.

. Рассматривая все задачи механики в системе СИ. основа кото
рой — три основных физических величины: длина L |м], масса М 
[кг] и время Т {с), и пользуясь упомянутой выше П-теоремой, 
любую физическую зависимость типа

А = / И ь  М ..... Л .) = / (Л ), i=  1, 2.......л,

записанную в размерном виде, можно написать в безразмерной 
форме.
I Записанная выше зависимость может считаться правильной, 

если все входящие в нее слагаемые, состоящие из комбинаций 
определяющих факторов А/, и сама величина А имеют одинаковые 
Размерности, а входящие в нее постоянные являются безразмер
ными величинами. Эта зависимость останется правильной при 
любой системе основных единиц.

I  Выберем теперь три фактора А*, Aq и Ар и примем их за новые 
единицы измерения в данном опыте. Эти факторы должны иметь 
гакие независимые размерности, чтобы никакая одночленная 
комбинация двух факторов не могла иметь размерность третьего 
Фактора. Тогда размерность любого фактора At (кроме А*, Aq, Ар) и 
^личины А может быть записана в системе СИ в виде

2(9

ИЛИ



[А,] = La Л/р Т \

а в новой системе в виде

И » ]  = ^ А ^ А р

Но выбранные единицы в системе СИ имеют размерности

[Л*] = I е* г \

[Aq] = La* M ^ T 6i,

[Ар\ = Ьа>М *'Т6>.

Подставляя эти величины в \А(\, получаем систему трех урав
нений с тремя неизвестными Ф , 8 и е:

Як

а  = ® а |  + баз + саз;

© p i  +  б р 2 + еР з ;

у  =  Ф у ,  +  &У2 +  EY3-

Тогда размерная физическая зависимость А = /  (Л/) примет 
безразмерный вид

П = /(П ], П2, 1, 1, 1..... П„),

т.е. число безразмерных факторов уменьшилось на число вы
бранных новых единиц измерения, т.е. на три.

Если требуется экспериментально изучить зависимость А = /  (А,) 
при пяти значениях каждого фактора At, то при п = 1 потребуется 
провести пять опытов, при п = 2 потребуется 52 = 25 опытов, при 
п = 3 потребуется 53 = 125 опытов и тд. Следовательно, при со
кращении числа факторов на три число опытов при пяти значения' 
каждого фактора уменьшается в 125 раз!
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Для иллюстрации применения метода размерностей рассмот
рим два примера.

П р и м е р  1. Рассмотреть колебания маятника массой пи 
п0двсшенного на невесомой нити длиной /. Искомый период ко- 
п ланий Т% по мнению экспериментатора, должен зависеть от /я, / 
иФ -  угла первоначального отклонения нити от вертикали, т.с. 
7- = / ( / n .  /.  <р).

Но предложенная зависимость не удовлетворяет условию 
"правильной" зависимости, так как левая часть имеет размерность 
„ремени в секундах |с|, а в правой части нет размерности време
ни, ибо в данной постановке задачи не учтено влияние силы тя

жести (или ускорения свободного падения g —  ). С учетом g сле

дует записать Г=  /(/. /и, <р. я).
Теперь, выбрав и качестве новых единиц измерения / - Л  Щ

 ̂ ' и взяв для Т - /4о|с|. составим выраженияm - Aq |m|. g - Ar

[/<*) = Г 'А / Р' Г '  -кх, = |.р, = 0,у| =0: 

[/4^] = LU} М^-Т'1 -> а2 = 0,Ц2 = 1.у 2 =0: 

[Ар\= Г ' М Р ' Г '  -*«х, =1.Эз = 0,у3 =2;

[Ап] = Г " М  1‘ОГ^О _> ао = 0.р0 = 0.То = I.

Тогда система трех уравнений примет вид

И{) = 0 = х  • I + Й • 0 + в • I;

Цо =  0 =  ас - 0 +  Л • I + к • 0: 

уо = 0 = х • 0 + S  • 0 4- е • (-2),
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1 * - n 1откуда e = - —, б = 0, ае = - .

Следовательно,

Ы  ~ АкАЧАР ~ 12 ' 1 '8  2 ~ \lg

п - ^  lift ------
VT7 g

= 1; пр = Д т  = 1.
г а

дляДля угла ф - А, (-) при [Л,] = La М^ТУ - >а =р  = у=0,  
[Л,] = А^А^'Ар1 получим систему в виде

О = aei • 1 + 6i -0 + ei • 1,
О = Ж1*0 + 5i • 1 + ei *0,
О = s i  - 0 + 5i 0 + ei (-2),

откуда ас | = 5j = б| = 0, т.е. Д, = (-|, а ф, как и ожидается, не 
имеет размерности.

Окончательно получаем

77> //77 = / ( 1 . 1 ,ф ,1) = /(ф>

Период колебаний маятника Т = /(ф)^/ / g , т.е. остается экс
периментально найти вид функции угла ф. Метод размерностей 
позволил установить правильное число определяющих факторов.

Для перехода к безразмерным параметрам удобно составить 
следующую таблицу:

Переменная Ai Размерность в СИ Новая единица Новая переменная
Т с м т/$Г%
1 м 1 1
m кг m 1
Ф — — Ф
Я м/с2 1
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П р и м е р  II. Найти потерю давления при течении жидкости 
ВЯЗКОСТЬЮ (X. плотностью Р и скоростью v  в круглой цилиндри
че ско й  трубе длиной /, диаметром d и шероховатостью к.

Искомая потеря давлений может быть оценена в виде

Число определяющих факторов равно шести, т.е. минимальное 
число опытов при пяти значениях каждого фактора составляет 
5* = 15625.

Для перехода к безразмерной форме записи следует выделить 
три новые единицы измерений с независимыми размерностями. 
Для данной задачи ими могут быть либо 1-й набор (J, v, р). либо 
2-й набор (d, v, ц), причем факторы р и ц должны быть выражены 
в СИ. Так, запишем для давления р

н  1 КГ • м кг м2] Г кг м 1 j Г кг
Lm2 J Р Lc2 -M2J - Р г*\3?* с2 J -  р с • м с м j г [ с2 • м

для коэффициента вязкости ц

Теперь, поступая аналогично сделанному выше в примере I. мо
жем записать исходное выражение для Лр = f  (AD в безразмерном 
виде

А/» = /</. d , V. р, ц. к).

Н е м кг м е мц — ---  “  м — — -2—
. м м .  . с •м м

или

и Составить следующую таблицу:
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Переменная
Ai

Размер
ность в 

СИ

Вариант 1 Вариант II

новая
единица

новая пере
менная П,

новая
единица

новая перс 
менная П,

Ар кг/(м с2) PV2 ЦУ Ар
pv2 d цу /  d

1 м d / d 1
d d

• %
d м :<* \ 1 ' d \I 1

V м/с ! у i • • i « ! 1

Р кг/м3 \р / 1
! f c '

р vd
vd М

I '
И кг/(с • м) vdp Ц \  ц| 1

vdp

к м d к d к
d d

П р и м е ч а н и е .  Штриховой линией обведены выбранные исходные параметры.

Оба варианта равноправны и могут послужить основой для 
экспериментального исследования.

Если принять, что при равномерном течении в трубе величина 
Ар - I (при d = const), то можно записать для варианта 1

ЬР _ 1 m
ру2 d 11 vdp' d J

или

A/» = ^pV2(p|.

а для варианта II



цу/
Др = -^-ФИ-

Полученные формулы для Ар эквивалентны, что видно при их 
приравнивании.

В самом деле,

Фи
vdp к ]  _ vdp (  ц к )

, ц ’d) ц л vdp'd)'

где множитель vdp/ц является безразмерной величиной, известной 
как критерий Re.

Следовательно, потерю давления можно выразить в виде

Ар = 2ф1f J L  *1 Ру2 1 
Kvdp'd) 2 d '

где член 2<pj можно назвать коэффициентом трения £ =Wap d)

для трубы, и потерю давления записать в виде извест

ной формулы
I V2 /Ар — Ер —— —. 

е S 2 d

Рассмотренные примеры иллюстрируют применение метода 
размерностей при исследовании различных явлений. Выбор еди
ниц измерений зависит от исследователя; в задачах гидродинами
ки обычно берут такие факторы, как плотность, скорость и ли
нейный размер. Привлечение новых факторов, определяющих то 
или иное явление, приводит к появлению новых критериев подо
бия, например в случае исследования тепловых процессов.

Контрольные вопросы к §17
1- Чем отличается частичное подобие от полного?
2. При каких условиях возникает целесообразность применения метода размер

ностей?
3. Как оценить "правильность" составленной зависимости при использовании 

метода размерностей?
'S-3075 2 2 5



течения. Будем пользоваться теоремой о переносе потоком жид- 
кости какой-либо физической величины Ф  через поверхность $ 
которая ограничивает контрольный объем V. Согласно этой тео
реме, субстанциональная производная по времени t от интегралу 
по выделенному объему V равна:

где vn — нормальная к боковой поверхности составляющая ско
рости жидкости.

Составим квазиодномерное уравнение неразрывности для слу
чая течения жидкости в канале (рис. 72) с проницаемыми боко
выми стенками, через которые осуществляется изменение массы 
жидкости в канале — массообмен (вдув или отсос жидкости). Вы
делим малый элемент объема канала AV длиной Ах и площадью 
поперечного сечения А. Поверхность боковых стенок элемента 
канала обозначим 5̂ , а часть поверхности боковых стенок, через 
которую осуществляется массообмен, 5̂ . Общая поверхность, 
ограничивающая объем ДV/, равна S  = А\ + Ai + Ŝ .

(3.4)

У

У

Л,

I

Рис. 72. Элемент объема канала AV
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Условие сохранения массы для движущийся в канале жид-

Применим к выражению (3.5) соотношение (3.4), полагая Ф  = 
== р и учитывая отдельно перенос массы через каждый проницае
мый  для потока элемент А\, А2, S* поверхности 5, ограничи
вающей выделенный объем:

Здесь р, v — плотность основного потока в канале и его скорость 
вдоль оси х, которая перпендикулярна к поперечному сечению А; 
Рц, vM„ — плотность вдуваемого или отсасываемого потока и
нормальная к проницаемой боковой стенке составляющая скорос
ти этого потока (отметим, что на рис. 72 показан случай вдува 
жидкости). Знаки плюс и минус перед интегралами определяются 
взаимной направленностью вектора внешней нормали п к эле
менту поверхности d5" и вектора скорости потока v на каждой 
проницаемой для потока поверхности А\, А2, 5 :̂ знак плюс соот
ветствует совпадению направления этих векторов, а знак минус — их 
противоположной направленности. Это правило следует из рассмот
рения произведения v„ ■ dS  как результата скалярного перемно

жения вектора скорости v и вектора элемента площади d5\
В силу близости сечений А\ и А2 можно принять, что

находящейся в выделенном элементе объема
ДУ

= А ■ Д*. имеет вид

(3.5)

/ \
^  fpdV - fpvd/1 + JpvdL4 Т Jp MvM„d5M = 0. (3.6)

(3.7)
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Введем в рассмотрение среднее значение какого-либо пара
метра потока, например величину плотности <р>, посредством 
осреднения по поперечному сечению канала истинного значения 
этого параметра, используя следующее правило:

(3.8)

где

A = jdA~<A>. (3.9)
А

Применяя зависимость (3.7) к первому члену соотношения
(3.6) и зависимости (3.8) и (3.9) к его последнему члену, получаем

д_
dt

Д х|pdA - J pvdA + | pvdA = T < pMv M„ > S M. (3.10)
A '  A\ A2

Величину проницаемой боковой поверхности элемента канала 
S" представим в виде

- П, Дх 
cos а (3.11)

где Пм — периметр поперечного сечения проницаемой части 5* 
боковой поверхности канала; Дх / cos а = Д/ (см. рис. 72) — обра
зующая.

Делим соотношение (3.10) на величину Дх и, рассматривая 
третий и второй члены в (3.10) совместно, устремляем Дх к нулю 
и переходим к пределу. В результате получаем

д_
dt J  pdA + jp vdA

М  / ЧЛ
Пм

cos а
(3.12)

Воспользуемся снова соотношением (3.8) как правилом для 
определения осредненной величины, а также примем, что средняя
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деличина произведения двух каких-либо величин равна произве
дению  их средних значений

<аЬ> = <а> <Ь>.

С  учетом сказанного выражение (3.12) принимает вид ква- 
зиодномерного уравнения неразрывности

— (< р > А) + —  (< р >< v > Л) = ± < j  > , (3.13) dtK У ' д х к ' cosa

где
<У > = <Ры ><v k .» > О Н )

- поток жидкости через стенку, а знаки плюс или минус соответ
ствуют вдуву или отсосу.

Полученная дифференциальная форма (3.13) уравнения нераз
рывности для квазиодномерного течения может быть названа ка
нальной в отличие от локальной формы (3.1), в которой отсут
ствует учет изменения площади поперечного сечения канала. Для 
стационарности движения уравнение (3.13) можно проинтегриро
вать от сечения входа в канал, где х = 0, до сечения с координа
той х:

< р >< v > А = (< р >< v > Л) 0 ± _/(х)Пм(д с )- ^ . (3.15)
CO S (X

Если величины j  и Пм постоянны, а cos a * 1, то интеграл в 
правой части (3.15) равен величине j  П*х. Если поток через про
ницаемую стенку отсутствует, то получаем обычное уравнение 
расхода для средних параметров потока

< р ><v > А = const * G. (3.16)

Составим квазиодномерное уравнение изменения количества 
вижения. Рассмотрим жидкость в выделенном объеме канала Д1/ 

некоторую систему материальных точек, занимающих этот 
®̂ъем в момент времени / (см. рис. 72). При таком подходе со- 
1асно общей теореме механики субстанциональная производная
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по времени от количества движения системы материальных точек 
равняется сумме всех действующих на эту систему внешних сил:

(3.17)

где /ш — вектор плотности массовой силы, например силы от 
механического воздействия на поток лопаток компрессора; р„ — 
вектор полного гидродинамического давления в жидкости, кото
рый в общем случае имеет две составляющие: нормальное давле
ние р и касательное напряжение т.

Уравнение (3.17) проектируем на ось х и делаем соответ
ствующие преобразования. Проектируя на ось х субстанциональ
ную производную в левой части (3.17), преобразуем ее при помо
щи соотношения (3.4), полагая в нем Ф  = pv:

Здесь все обозначения аналогичны обозначениям в выражении
(3.6), а величина vM х есть х-составляюшая скорости потока через
проницаемую стенку канала; знаки минус и плюс перед послед
ним интегралом соответствуют вдуву и отсосу согласно принятому 
выше правилу.

Подобно соотношению (3.7) заменим интеграл по объему Д\/ в 
правой части полученного выражения интегралом по поверхности А- 
Затем, пользуясь правилом (3.8) перехода к осредненным величи
нам, преобразуем х-ю проекцию субстанциональной производной 
с учетом (3.11) и (3.14) к виду

(3.18)

232



dr

+ < p 2V j  > A2 + < yVm x > Пи (3 .19)

В правой части уравнения (3.17) проекция массовой силы на 
ось х по такой же схеме преобразуется к виду

(3.17) представим состоящей из интегралов по отдельным 
участкам замкнутой поверхности 5 = А[ + А2 + S*. Вычислим эти 
интегралы при помощи осредненных величин, действующих на 
поверхностях А\, Л2 и 5̂ . Отметим, что на поверхностях А\ и Ai 
касательные напряжения перпендикулярны к оси х и при вычис
лении интегралов не дадут соответствующих составляющих. На 
боковой поверхности канала 5̂  будем различать касательные на
пряжения х, действующие на непроницаемом участке стенки, и 
тм, действующие на проницаемом участке поверхности канала. 
Соответственно будем различать периметры частей поперечного 
сечения канала для непроницаемой части стенки П и для прони
цаемой ее части Пм. Общий периметр поперечного сечения кана- 
ла Пк = П + Пм. Значения нормального давления на участках А\ 
и А2 равны соответственно р\ и pi, а на боковой стенке ^  нор
мальное давление примем (р\ + pi)/2. В результате лг-я проекция 
поверхностных сил будет равна:

(3.20)

Проекцию на ось х интеграла от поверхностных сил £ P„dS и3

I  p„dS = < р,/1, > - < р2А2 > + < * — (А2 -
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-/4,) > - (*П  +' 'cosa
(3 .21 )

Если принять, что

то с точностью до бесконечно малых второго порядка

< ^  * ^~ (^ 2  ~ ^ l) >* < >. (3.22)

Подставляем в (3.17) полученные выражения (3.19) -  (3.21), 
группируем попарно члены вида <pv> А и <рА>, делим уравнение
(3.17) на Ах и переходим к пределу, устремляя Дх к нулю. В ре
зультате получаем канальную форму уравнения изменения коли
чества движения для квазиодномерного течения жидкости

-?-(< р >< v > А) + -?-1< р >< v2 > а \ = -А д-£  >+ <р>< f mx > А-

где Пм = Пм / Пк, а знаки плюс и минус перед последним чле
ном соответствуют вдуву и отсосу.

Придадим уравнению (3.23) иную форму. Умножим уравнение 
неразрывности (3.13) на скорость потока <v>, вычтем из (3.23) и 
поделим на А. Кроме того, выразим касательное напряжение т на 
стенке в долях скоростного напора

где с/ — коэффициент трения.
Учтем, что гидравлический диаметр канала равен

(3.23)

А  = 4/1 / Пк. (3.25)
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д < v > д <v > д < р > ,, <р>--—— +<p><V>— ——  =---— + <Р>< fmx > ~dt дх ox

В результате квазиодномерное уравнение изменения коли
чества  движения в канальной форме примет вид

I \ 4ПМ± < J  >(< V *  >- <v >) >”Dr cosa

При отсутствии массовой силы, сил трения и массообмена 
уравнение (3.26) совпадает с уравнением (3.2).

Составим квазиодномерное уравнение энергии. Это уравнение 
является энергетическим балансом для текущей в канале жид
кости, составленным на основе закона сохранения и превращения 
энергии (первого начала термодинамики).

Используем формулировку закона, в которой учтены дей
ствующие факторы, существенные для рассматриваемых энерго
установок. В данном случае это означает, что изменение в едини
цу времени суммы внутренней е  и кинетической v*/2 энергии си
стемы, состоящей из частиц жидкости, которые находятся в выде
ленном объеме, складывается из работы за единицу времени 
(мощности) всех действующих на систему внешних сил, которую 
эти силы совершили над объемом, и из теплоты, подведенной к 
этому объему. Отметим, что в такой формулировке положитель
ными считаются подведенные к системе работа и теплота, в то 
время как в технической термодинамике положительный знак 
имеют отведенная от системы работа и подведенная к системе 
теплота.

В качестве внешних сил рассматриваем плотность массовой 
с«лы } т  и полное гидродинамическое давление р„ , действующее
1 кидкости. Подведенную теплоту рассматриваем состоящей из 
ДвУх величин: из притока теплоты с вектором плотности теплово- 
г°  Потока q (Вт/м2) через поверхность S, ограничивающую объем,
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-/4,)>-М1 + тмП м)— . (3.21)*' ' 'cosa

Если принять, что

P i - Р\ + и — Л\ = ДА,дх
то с точностью до бесконечно малых второго порядка

< £ L± P l(A 2 - A {)> *< P i AA >. (3.22)

Подставляем в (3.17) полученные выражения (3.19) -  (3.21), 
группируем попарно члены вида <pv> А и <рА>, делим уравнение
(3.17) на Дх и переходим к пределу, устремляя Дх к нулю. В ре
зультате получаем канальную форму уравнения изменения коли
чества движения для квазиодномерного течения жидкости

^ ( < р > <  v > /|) + ^ ( < р > <  v 2 > /<) = - Л  > + < Р  > < f m.x > А -

> ^ .  <3.23,

где Пм = Пм / Пк, а знаки плюс и минус перед последним чле
ном соответствуют вдуву и отсосу.

Придадим уравнению (3.23) иную форму. Умножим уравнение 
неразрывности (3.13) на скорость потока <v>, вычтем из (3.23) и 
поделим на А. Кроме того, выразим касательное напряжение т на 
стенке в долях скоростного напора

< pxv2>
х «С/ — ^--- ’ (324)

где С/ — коэффициент трения.
Учтем, что гидравлический диаметр канала равен

Ь  = АА / Пк. (3.25)
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В результате квазиодномерное уравнение изменения коли
чества  движения в канальной форме примет вид

При отсутствии массовой силы, сил трения и массообмена 
уравнение (3.26) совпадает с уравнением (3.2).

Составим квазиодномерное уравнение энергии. Это уравнение 
является энергетическим балансом для текущей в канале жид
кости. составленным на основе закона сохранения и превращения 
энергии (первого начала термодинамики).

Используем формулировку закона, в которой учтены дей
ствующие факторы, существенные для рассматриваемых энерго
установок. В данном случае это означает, что изменение в едини
цу времени суммы внутренней е и кинетической \Я/2 энергии си
стемы, состоящей из частиц жидкости, которые находятся в выде
ленном объеме, складывается из работы за единицу времени 
(мощности) всех действующих на систему внешних сил, которую 
эти силы совершили над объемом, и из теплоты, подведенной к 
этому объему. Отметим, что в такой формулировке положитель
ными считаются подведенные к системе работа и теплота, в то 
время как в технической термодинамике положительный знак 
имеют отведенная от системы работа и подведенная к системе 
Оплота.

В качестве внешних сил рассматриваем плотность массовой 
сИлы f m и полное гидродинамическое давление р„ , действующее 
•жидкости. Подведенную теплоту рассматриваем состоящей из 
•**Ух величин: из притока теплоты с вектором плотности теплово- 
110 Потока q (Вт/м2) через поверхность 5, ограничивающую объем.

д < v >< р > -------+ < р >< v  >
д < v > 

дх
д < Р > г— -5 — + < p x f mx >- дх

[cy(l П м) + с д, П м J 2 < р >< у 2 > 
DT cosa

(3.26)

± < j> (

235



и из тепловыделения (теплопоглощения) от источников (стоков) 
внутри объема, характеризуемых мощностью объемного тепловы
деления Цм (Вт/м3).

В интегральной форме записи применительно к рассматри
ваемому объему канала (см. рис. 72) уравнение энергии имеет вид

I- Jp / mvd\/ +̂ <7d5' + J<7vdl/. 
AV s AV

(3.27)

Заменим в производной слева в этом уравнении величину 
внутренней энергии е полной энтальпией, согласно определению 
понятия энтальпии

А = е + —; А* = А + — . 
Р 2

(3.28)

Далее, используя выражение (3.4) и полагая в нем скачал;1 
Ф  = р • А’ , а затем Ф  = р, представим эту производную в виде

д_
dt

+ j>h*pv„dS - jp d V  - jp v „d S .
vav

(3.29)

В правой части выражения (3.27) мощность поверхностных сил 
разложим на две составляющие: от работы сил давления (-рп) и
от работы сил трения, не раскрывая конкретного содержания по
следней величины
236



|(p „v )d S  = -fypiivdS + |(p „v )ipd5. (3.30)

Подстановка (3.29) и (3.30) в (3.27) приводит к записи уравне
ния энергии в виде

д_
dt jY p d V  + |A V „d S  = |- j/>d\/

f(A ,v )TpdS + Jp/w*dV  + f * d l  + jq v6V. (3.31)
ду ДУ

Отметим, что при таком переходе от формы записи уравнения 
энергии (3.27) через величину внутренней энергии б  к  форме за
писи (3.31) через величину полной энтальпии А' из него в явном
виде исчезла мощность сил нормального давления |  pvnd S .

s
Преобразуем уравнение энергии (3.31) к квазиодномерной 

форме. В (3.31) левая часть представляет собой субстанциональ

ную производную от полной энтальпии — jV p d V
'AV

. Эту произ

водную при помощи (3.4), правила (3.8) и соотношения (3.11) 
преобразуем, как и в предыдущем выводе, в квазиодномерную 
форму

/ \
d̂
dt J h*pdV  = < A*p > - < A*p,v, > A,

+ <A2*P2v2 > A2T</i*pMvM„ > П М Ax 
cos a (3.32)

Рассмотрим правую часть (3.31). Преобразуем здесь первый и 
^орой члены к квазиодномерному виду, используя (3.7) и (3.8):
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Jp/m^dV = Дх < р >< /mv > А, (3.33)
AV

д_
dt

/
д

vav

J  pdV = — (Д х<р>Л). (3.34)

Величина ^^d.? теплопритока в объем ДУ обусловлена двумя

факторами — плотностью теплового потока через стенки канат 
Яст и п л о тн о стью  теплового потока идущего через поперечные 
сечения А\ и объема вследствие теплопроводности жидкости:

fo c ff  =<q„ > П к - ^ -  + (< ? т2/12 > - <9тИ| >)’ (3-35)• Г-ГК Г* ' '

^  J
где <h ---; х — коэффициент теплопроводности; Г  — темпе-

дх
ратура.

В величине тепловьшеления от источников (стоков) внутри 
объема AV выделим тепловыделение Д^, от работы сил трения:

J<7Vd\/ = Д̂ тр+ < Qv > Д*Л, (3.36)

где Qy —  тепловыделение в объеме ДУ за счет источников
(стоков). Помимо работы сил трения.

Будем далее полагать, что работа сил трения, отводимая от по
тока, полностью переходит в теплоту:

~ f (P ^ )w dS = А г̂р- а37)
S

Подстааляем в (3.31) полученные выражения (3.32) - (3 37) 
фуппируем попарно члены вида </*р v>A и делим у р а в н е н ^  
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на А*» устремляем Дх к нулю и переходим к пределу. В результа
те получаем канальную форму уравнения энергии для квазиодно- 
мерного течения жидкости (с использованием величины полной
энтальпии Л )

"57(<A* ><P >A) + 4 :(<h'  х р у > Л -

-|(< р> А) + < p x f mv> А +

с os a йхЛ <3х)

+ < qv > А ± < hi. >< j  > , (3.38)cos а

где знаки плюс и минус перед последним членом соответствуют 
вдуву и отсосу.

Умножим уравнение неразрывности (3.13) на величину <А’>, 
вычтем результат из (3.38) и поделим на А. В результате квазиод
номерное уравнение энергии в канальной форме примет вид

д < А* > д < А* > 1 5 /
<р>~ а Г ~ +<р><' ' >— 5 ----а ^ <р > а ^

+ < Р  > < f т  V > + 4 <<?ст > —  [ к А — ) + (3.39) DTcosa А дх \ дх)

( 0 I \ 4< hi, > - < А >) < j  > + —
I DT*

4П^
cos a

В случае отсутствия действия массовой силы, тепломассообме- 
На и постоянства площади поперечного сечения канала уравнение 
(3-39) превращается в уравнение (3.3).
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Полученная в канальной форме система квазиодномерны* 
уравнений или (3.13) и (3.23), или (3.26) и (3.28), или (3.39) со
вместно с уравнением состояния

< р >  =
<Р> 

R < Т > (3.40)

позволяет производить численный расчет нестационарного дви
жения газа в каналах.

Уравнение энергии (3.39) можно записать с использованием 
величины внутренней энергии е. Для этого необходимо вернуться 
к уравнению (3.31) и, не производя в нем замены на (3.28), про
делать преобразования, аналогичные предыдущим:

д< о > — 
dt

< е + —  >
2

+ < Р  >< v  > —
дх

< е + —  >
2

7 _ *<Яст> 1 д (. .дТ )  ~ . . . . .+ <Р></«'">+— ------- 7 -г- М-Л—  + < qv > ± (3.41)DTcosa Л длЛ дх)

' 2  2VM v-< E u + — > — < Е + ---  >
. м 2 2 < J > _ 1Ц м _ 

DTcosa

где ем — полная энергия единицы массообменного потока.

Koitt рольные вопросы к <18
1. В чем отличие одномерного течения от пространственного, одномерного от 

квазиодномерного?
2. В чем состоит содержание теоремы о переносе потоком жидкости к а к о й - л и б о  

физической величины через поверхность, ограничивающую рассматриваемый объ
ем?

3. Какие особенности пространственного течения жидкости отражены в полу 
ченной системе нестационарных квазиодномерных (канальных) уравнений нераз
рывности. изменения количества движения, энергии, состояния?
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519. МЕТОДЫ ОСРЕДНЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ ПОТОКА

Реальные газовые потоки имеют переменные по сечению ка
нала параметры. При расчетах таких течений с использованием 
квазиодномерной модели течения правильность осреднения пара
метров приобретает исключительное значение, так как в про
тивном случае теряется смысл принятой математической модели 
расчета.

Задача правильного осреднения параметров какого-либо не
равномерного потока заключается в его описании "посредством 
наименьшего числа параметров при сохранении всех свойств по
тока. существенных при оценке процессов, происходивших в по
токе ранее или имеющих значение для дальнейшего использова
ния потока в рассматриваемом техническом вопросе. При осред
нении каждый неравномерный поток газа в некотором сечении 
заменяется соответствующим каноническим потоком (в общем 
случае вновь неравномерным), характеризующимся наименьшим 
числом параметров, при котором сохраняются все свойства не
равномерного потока, существенные для рассматриваемых задач. 
Правила, по которым устанавливается такое соответствие, и со
ставляют метод осреднения"1.

Поскольку при осреднении происходит уменьшение числа па
раметров, необходимых для описания канонического потока в 
сравнении с исходным, то какие-то свойства исходного потока 
могут не сохраниться в осредненном (каноническом) потоке. Са
мо осреднение может бьггь проведено различными способами, т.е. 
его процедура неоднозначна, а в ряде случаев и вообще выпол
нить корректно его невозможно.

При выборе того или иного способа осреднения необходимо 
стремиться сохранять в осредненном потоке значения пара
метров, определяющих самые существенные характеристики тече
ния. такие же, как и в исходном, неравномерном потоке. Выбор 
ЭТИХ параметров диктуется условиями конкретной технической 
)аДачи. Например, при вычислении потерь или КПД турбомаши- 
НЬ1 в число сохраняемых и определяющих параметров обязательно 
д°лжно входить изменение энтропии потока как величины, харак-

1 Седов Л.И. Методы подобия и размерности в механике. М.: Наука, 1967. 
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теризуюшей преобразование энергии. В случае осреднения пара
метров потока, вытекающего из реактивного сопла двигателя, 
обязательным является выбор в качестве сохраняемого и опреде
ляющего параметра величины полного импульса потока, характе
ризующего реактивную тягу.

Поскольку состояние стационарного одномерного газового по
тока полностью определяется тремя независимыми параметрами, 
то при его осреднении число определяющих величин не может 
превышать трех.

Рассмотрим процедуру осреднения параметров неравномерно
го стационарного потока на примере поступательного движуще
гося потока, принимая в исходном и осредненном потоках одина
ковыми следующие величины: поток массы (массовый расход га
за) G, поток полной энтальпии У* * #*, поток энтропии 5= sG

Предположим, что поля статической температуры Г, полного 
р’ и статического р давлений или измерены, или каким-то обра
зом заданы в поперечном сечении исходного неравномерного 
потока. Тогда в каждой точке этого поперечного сечения по вели
чине отношений р/р' м о ж н о  последовательно найти: газодинами
ческую функцию п (>.), коэффициент скорости X, функцию т (/.), 
полную температуру Т*. а также функцию расхода q (/.).

Далее определим интегральные величины, являющиеся сохра
няемыми и определяющими для данного исходного потока в це
лом.

Поток массы |с использованием формулы (2.59)|

(3.42)

Поток полной энтальпии

G А
j A d G  = j c py [ r i i ( y ) ^ t ld A  . (3.43)
П  А V  А

Поток энтропии
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Интегралы в этих выражениях вычисляются графически или
численно. Полученные значения величин <G >, <Л*> и <5 > по
зволяю т определить осредненные значения двух параметров:
<7"* > и </?*>.

Из условия

выражающ его равенство потоков полной энтальпии в исходном и 
каноническом потоках, определяем осредненную полную темпе
ратуру (температуру торможения)

Из этого соотношения с учетрм (3.42) следует, что при данном
методе осреднения найденное значение < Т* > является средне
массовым, т.е. полученным осреднением по потоку массы

<А*> = ср<Т*> <G>, (3.45)

(3.46)

(3.47)

Сражающего равенство потоков энтропии в исходном и канони
рском потоках, с учетом (3.42) и (3.44) находим осредненное дав
ание торможения </>’ >:



Часто температура Т* является постоянной по поперечному 
сечению канала, и тогда

Таким образом, для рассматриваемого метода осреднения 
среднее значение давления торможения находится посредством 
осреднения не значений давления торможения, а его логарифма.

Осредненные значения остальных параметров находятся сле
дующим способом. Осредненное значение коэффициента скорос
ти потока <Я> определяется из уравнения расхода для осреднсн- 
ных значений параметров:

Определив осредненное значение критической скорости

Осредненную плотность <р> находим, используя уравнение 
состояния для осредненных параметров

G

найдем осредненную скорость потока

< V >  = <  Акр >  < к > .

и газодинамическую функцию е (<Х>)
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< Г > = < г > е (< / >).

Осредненное значение полного импульса определяем через 
значение газодинамической функции z (< » ):

< / >= 1^-1 < G >< акр >*(< X >). (3.48)

Можно показать, что найденное таким образом значение пол
ного импульса будет больше, чем полный импульс исходного не
равномерного потока.

Рассмотрим другой способ осреднения параметров стационар
ного поступательно движущегося потока, когда в исходном и ка
ноническом потоках приняты одинаковыми: поток массы G (3.42),
поток полной энтальпии А* (3.43) и поток полного импульса
(2.66):

Л«сх ■</>• jV / (X )d / l. (3.49)
А

Найденные значения величин < G >, <Л* >и</ > позволяют 
провести процедуру осреднения в такой последовательности. Из 
условия равенства потоков полной энтальпии по (3.45) и (3.46)
определяют температуру <7'*>. Из условия равенства потоков 
полного импульса (3.49) и (3.48) определяют газодинамическую 
функцию z (< » ) и осредненный коэффициент скорости <Х>. За
тем из уравнения расхода для осредненных параметров определя
ют осредненное значение давления торможения

* < G > J R  < Т* >
<Р Р(у)>М<х>)

Осредненное значение полного даатения < р* > в данном слу- 
,ае оказывается близким к осредненному значению, полученному 
пУТем осреднения по площади
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Это следует из равенства потоков полного импульса в исход, 
ном и каноническом потоках, если равенство потоков полного 
импульса записать в виде

< р* > /(< X. >)Л = |  p*/(>.)d/4 
А

и учесть, что /(< >.>)*< /(>.) > для широкого диапазона измене
ния коэффициента скорости к.

Осредненные скорости <v> и <р> определяют как и в 
предыдущем случае. Осредненное значение энтропии < S  > нахо
дят по формуле (3.47), и по данному методу осреднения оно ока
зывается большим, чем у исходного потока.

В рассмотренных двух методах осреднения, когда в исходном 
и каноническом потоках сохранялись одинаковыми сочетания
параметров <G >, <Л*>, < S  > или <G >, <Л*>, < / >, предпола
гались также одинаковые значения площадей поперечного сече
ния канала А в обоих потоках. В связи с этим можно показать, 
что при определенных сочетаниях параметров осреднение посту
пательных потоков при неизменной площади поперечного сече
ния с сохранением величины потока полного импульса оказы
вается невозможным. Однако такое же осреднение с постоянным 
потоком энтропии возможно всегда.

В ряде случаев оказывается удобным в качестве канонического 
(однородного осредненного) выбирать поток с измененной пло
щадью поперечного сечения канала. Например, при течении с 
трением в трубе можно рассматривать однородный осреднснныи 
поток, площадь поперечного сечения которого равна

<А> = Ах — А’ или <А> = АК -  /Г,

где Ак — площадь поперечного сечения канала; А* и А** — пло
щадь вытеснения и площадь потери импульса соответственно
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которые являются величинами, учитывающими воздействие на
поток сил трения.

Ещ е  одним важным классом осредненных потоков являются 
осредненны е неравномерно закрученные потоки. В этом случае 
исходный поток, имеющий на радиусе г окружную составляющую 
скорости  vu, может быть заменен осредненным потоком, для ко
торого потоки массы <G >, полной энтальпии <Л*>, энтропии
< 5 > и поток момента количества движения < М >= j  rvudG

G
имеют те же значения, что и у исходного потока. Особенности 
такого осреднения можно найти в курсе теории лопаточных ма
шин.

Иногда пользуются различными упрощенными способами ос
реднения (по площади поперечного сечения, по расходу и т.п.), а 
также используют в качестве сохраняемых и определяющих пара
метров какие-либо иные величины, нежели рассмотренные выше 
(например, статическое давление). Такое осреднение может быть 
оправдано только соображениями практического характера, на
пример большой простотой расчетных формул. Однако всегда 
необходима специальная проверка этих упрощенных методов на 
получаемую погрешность в сравнении с рассмотренными более 
строгими методами осреднения.

Контрольные вопросы к $19
1. Что такое осредненный (канонический) квазиодномерный поток?
2. Почему в исходном и осредненном потоках нельзя принимать произвольное 

число определяющих величин?
3. Почему осреднение параметров неравномерного потока только по плошали 

его поперечного сечения может привести к погрешностям определения осредненных 
значений величин?

S20. ВИДЫ ВОЗДЕЙСТВИЙ НА ПОТОК. ОБРАЩ ЕНИЕ ВОЗДЕЙСТВИЙ

Поток газа может испытывать на себе разнообразные внешние 
Физические воздействия, влияние которых проше всего проанали- 
‘Ировать при рассмотрении стационарного одномерного течения 
Газа вДоль струйки тока. Для обсуждаемых энергетических устано- 
в° к наиболее существенными являются следующие виды элемен-
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тарных физических воздействий на поток газа, движущегося и 
канале: 1) геометрическое воздействие путем изменения площади 
поперечного сечения канала; 2) воздействие сил трения на по
верхностях, окружающих поток газа; 3) тепловое воздействие в 
виде подвода и отвода теплоты посредством теплообмена через 
стенки канала или в виде внутреннего выделения и поглощения 
теплоты за счет сгорания введенного в поток топлива, конденса
ции или испарения одной из его фаз, выделения джоулевой теп
лоты; 4) расходное воздействие вдувом или отсосом; 5) механиче
ское воздействие подводом или отводом механической работы от 
потока газа, проходящего через компрессор или турбину; 6) элек
тромагнитное воздействие путем наложения электромагнитного 
поля на движущуюся электропроводящую среду (это воздействие 
в данной главе не рассматривается).

Все рассмотренные внешние воздействия на поток газа, за ис
ключением воздействия трением и джоулева нагрева, обратимы, 
т.е. могут менять свое направление действия, входя в систему 
уравнений со знаками плюс и минус. Преодоление сил трения и 
джоулево тепловыделение — процессы необратимые; поток газа 
при этих воздействиях может только аккумулировать теплоту, а не 
отдавать ее.

Принцип обращения воздействия, который в самом общем ви
де был установлен Л.А.Вулисом1, состоит в следующем: "Невозмо
жен непрерывный переход скорости движения через критическое 
значение ее (т.е. переход из дозвукового потока в сверхзвуковой 
или обратно) посредством одностороннего по характеру своему 
воздействия”.

Если в процессе движения газового потока использую тся 
несколько элементарных воздействий, то для обеспечения непре
рывного перехода скорости движения через критическое ее зна
чение необходимо задание такого закона распределения внешних 
воздействий по длине канала, который обеспечил бы изменение 
знака элементарного суммарного воздействия в критическом се
чении.

Если при достижении газовым потоком скорости, равной 
местной скорости звука (критической скорости), что соответству-

1 Вулис J1А Термодинамика газовых потоков. М .; Л.: Госэнергои 1дат. 1950
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^  значению М = 1, знак воздействия не изменяется, то из-за 
невозможности непрерывного перехода через критическую ско
рость возникает состояние, называемое "кризисом" течения, или 
"запиранием" потока.

Для проведения анализа явлений, возникающих при наложе- 
нИИ на газовый поток различных физических воздействий, ис
пользуем модель стационарного квазиодномерного течения. Урав
нениями. описывающими течение в канале для такого анализа, 
удобно пользоваться в безразмерном виде (отличном от их формы 
записи в §18), в котором параметры течения представлены как 
относительные приращения своих абсолютных значений (напри-

dр d A d<7 . 
мер. как — и т.п.). р A (j

Уравнения в такой форме записи получим, используя теорему
(3.4) о переносе потоком жидкости физической величины через 
поверхность, которая окружает контрольный объем, с добавлени
ем условия стационарности течения.

На рис. 73 показан рассматриваемый малый объем канала &V 
длиной dx. Все параметры в каждом из поперечных сечений кана
ла А\ и А2 и на боковой, целиком проницаемой поверхности вы
деленного объема 5̂ , считаются осредненными, однако знак 
осреднения <...> для простоты записи опущен. Отметим, что при 
переходе от сечения А\ к сечению Аг на длине dx величина како
го-либо параметра изменяется со своего значения а на новое зна
чение а + da.

Для вывода стационарного квазиодномерного уравнения не
разрывности используем условие сохранения массы жидкости в 
рассматриваемом объеме Д\/ = /Idxr, которое в случае стационар
ности движения, согласно (3.6), может быть записано в виде

-pvA + [pv/1 + d(pv/i)] - dGM = 0. (3.50)

Здесь первые два члена представляют собой поток массы 
(массовый расход) через сечения А\ и Ai, a dGM — осредненную 
^личину потока, проникающего в данном случае в канал через 

боковую поверхность 5̂  выделенного объема. Общее правило 
1Нак°в  здесь и далее соответствует приведенному в §18.
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Рис. 73. Параметры потока и элементарные воздействия 
для объема канала AV

Разделим (3.50) на поток массы через сечение А

G = pvA, (3.51)

который можно трактовать как уравнение неразрывности в раз
мерных переменных, рассматривая величину G (х) как функцию 
координаты х. В результате из (3.50) получим уравнение нераз
рывности для квазиодномерного стационарного течения в форме 
записи через относительные приращения параметров с безразмер
ным видом каждого его члена:



С лева в (3.52) находятся параметры течения, справа — воздей
ствую щ ие факторы. Вывод уравнения (3.52) на основе соотношс- 
нИя (3.50) демонстрирует общий метод перехода от описания ре
ального движения жидкости к его описанию при помощи ква- 
з и о д н о м е р н о й  схемы. Формально уравнение (3.52) можно полу
чить из (3.51) путем дифференцирования.

С тационарное квазиодномерное уравнение изменения коли
чества движения (в проекции на ось х) получим, используя общую 
теорему (3.17). Применяя соотношение (3.18), при стационарно
сти течения получаем, что изменение потока количества движе
ния через ограничивающие объем жидкости Д\/ поверхности А 
Аъ Ъ  Равно действующим на этот объем силам, которые учиты
ваются при данном анализе:

-Gv + (G + dGM)(v + dv) - dCMvM X =

= pA - [/>Л + (p + dp)(A + dA^pdA - (3.53)

~ f v + fvtnex^V •

Здесь первые два члена в левой части равенства представляют 
собой потоки количества движения через сечения А| и А2\ третий 
член — поток количества движения, входящего в объем AV за счет 
х-й составляющей vM х скорости потока, идущего через стенку. В 
правой части равенства первые члены выражают действие сил 
Давления на поверхностях А\ и А2, третий член (с точностью до 
бесконечно малых второго порядка) — действие сил давления 
вдоль оси х на боковую поверхность SK. Четвертый член описывает 
Действие на весь объем ДV = A dx сил трения на боковой поверх
ности. которые представим через величину объемной плотности си- 
ЧЬ1 трения/ v Tp (H/mj ). Если  действие силы выражать через массо
вую плотность силы /т (Н/м2), то из очевидного равенства

j7m(pd\/) = J/vdV
V V
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следует, что плотности массовой и объемной сил связаны соот
ношением

p/m  = fv- (3.54)

Последний член в (3.53) выражает действие распределенной по 
объему силы механического воздействия (массовой силы), объем
ная (или массовая) плотность которой равна fv мех (или fm мех)-

Введем в рассмотрение удельную элементарную работу, со
вершаемую за время d/силами трения над элементом AV (Дж/кг).

d -̂ттр = /ттр^* = (3.55)

и удельную элементарную механическую работу

d -̂тмех = fm мех̂ -* = — ̂ /.умех- (3.56)
Р

Обозначим
(3 57)

V

Сделаем в уравнении (3.53) приведение подобных членов, по
делим его на величину G = pvA, и, учтя (3.54) — (3.57), получим 
квазиодномерное стационарное уравнение изменения количеств;! 
движения, в котором каждый его член имеет размерность джоуль 
на килограмм (Дж/кг):

vdv = -^-~ dLmvp + d ImMex - v 2(l - у ) ^ - .  (3-58)
I

Используя соотношения v = аМ и а2 = ур/р, преобразуем (3.5Н) 
к форме записи через относительные приращения параметров с 
безразмерным видом каждого члена и с коэффициентом, равным 
единице, перед величиной dv/v:



При выводе сгационарного квазиодномерного уравнения 
энергии используем соотношение (3.31), согласно которому при 
стационарности течения изменение за единицу времени потока
полной энтальпии Н * = ^A*pv„d5 через ограничивающие объем

ж идкости  AV поверхности А\, A i, 5̂  равно теплоте Qv . подведен
ной (отведенной) к этому объему, и работе за единицу времени 
(м о щ н о сти ) Рмех, действующей на этот объем внешней механи
ческой с и л ы , Д ж :

- Я ,  + Н2 -  Я м = Qv + />мех. (3.60)

Первый член в левой части уравнения энергии (3.60) представ
ляет собой поток полной энтальпии, входящий в объем ДУ через 
сечение А\:

Н\ = Gh'on (3.61)

Здесь и далее индекс "о.п" обозначает параметры основного 
потока газа G, идущего по каналу, а параметры потока, прони
кающего через стенки канала, будут обозначаться индексом ”м". 
Будем также помечать штрихом параметры основного потока в 
сечении А\ или параметры потока, проникающего через боковую 
поверхность 5̂ . Два штриха будут обозначать параметры потока в 
выходном сечении А2.

Вто рой  член слева в выражении (3.60) дает поток полной эн
тальпии, выходящий из объема ДУ через сечение А2. Формальным 
образом его можно записать с точностью до бесконечно малых 
дорого порядка, согласно принятой схеме приращения пара- 
МетРов на длине канала dx, в виде

Н\ = h*G +d(A*(7) = h*G + G dh* +h*dG. (3.62)

+ ̂ 2 < l I m M e x ( 3. 59)
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При таком подходе дифференциал dИ' в выражении (3.62) 
должен выражать действие двух факторов: изменения полной эн
тальпии потока, входящего в рассматриваемый объем, как за счет 
перемещения потока вдоль координаты х, так и за счет влияния 
на основной поток массы и параметров потока через прони
цаемую стенку, т.е. dh’ = / (х, d(7M), где дифференциал dC*, н dc 
отражает влияние только одного второго фактора — изменения 
массы.

Однако, имея в виду конечную форму получаемого результата, 
удобнее рассматривать влияние указанных факторов иным обра
зом. Запишем поток полной энтальпии Н \ , выходящий через

сечение >42- как сумму трех потоков (учитывая, что И = Л + - _) 

следующим образом:

В такой записи первый член — поток статической энтальпии в 
сечении А2, обусловленный только изменением параметров 
основного потока неизменного состава при его перемещении 
вдоль оси х. Второй член — поток статической энтальпии в сече
нии А2, определяемый только процессом изменения массы, при
чем величина — энтальпия потока через стенку при темпера
туре, равной температуре основного потока в сечении А2. Третий 
член представляет собой суммарный поток кинетической энергии 
в сечении А2. Форма записи величины Н 2 в виде (3.63) дает воз
можность рассматривать в дифференциале dĥ  п =cpo ndT теп
лоемкость ср как функцию только давления и температуры, а не 
состава газа, как это дополнительно имеет место для значения ср в 
величине dЛ' в формуле (3.62).

(3.63)



Третий член слева в (3.60) выражает поток полной энтальпии 
поТока через боковую поверхность элемента 5̂ :

Ни (3.64)

В правой части (3.60) первая величина Qv является тепловой
мощностью (поглощенной или выделенной) в рассматриваемом 
объеме AV за счет всех теплообменных процессов, кроме выделе
ния теплоты трения. Как и ранее, полагаем, что мощность сил 
трения и теплота трения равны по величине и обратны по знаку.
Представим Qv в виде

Qv = QvbV, (3.65)

где qv — мощность объемного тепловыделения, Вт/м3.
Второй член в правой части (3.60) — механическая мощ ность 

Л«х — с Учетом (3.56) равен:

*̂мех ~ j  Р/т мех ' VdV = pfm мехУ/Д\/ = G dLm мвк. (3.66)
V

Подставляя в (3.60) выражения (3.61), (3.63) — (3.66), прово
дим упрощения и делим на G. Получаем квазиодномернос ста
ционарное уравнение энергии, в котором каждый его член имеет 
размерность джоуль на килограмм (Дж/кг):

q  +dZ,mMex, (3.67)

где

lv' ) 2
dA* =dA' п + d ■ 0'n/ ; (3.68)

= — dx — удельное массовое тепловыделение, Дж/кг;



I
я  = (*С п )

“ о̂.п( * » ) _______ (3.69,

Возвращаясь к исходным обозначениям Ао.п * A, v'Q„  s v и

, преобразуем (3.67) к фор.используя соотношение dA =----у - 1 Т
ме записи через относительные приращения параметров с безраз
мерным видом каждого члена:

dv 1 d Т 1
v  (у - 1)М 2 Т  д2м 2 Ят

а 1 М 2
D d<7.

2. . 2 d i m  меха1 М
(3.70)

Придадим такую же безразмерную форму размерному уравне
нию состояния

p=p/(RT), (3.711

для чего его продифференцируем. Ограничимся далее случаем, 
когда основной поток в канале и поток через проницаемую стен
ку имеют одинаковую молекулярную массу цмол. В результате при
условии R = 8314 = const получим

‘мал

(3.72)

Итак, для описания квазиодномерного стационарного движе
ния газа, испытывающего рассматриваемые физические воздеи- 
ствия, получены: система размерных уравнений (3.51), (3.58)-
(3.67) и (3.71), где неизвестными являются относительные прир1' 
шения переменных, или система безразмерных уравнений (З .?-1
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.,59). (3-70) и (3.72), где неизвестными являются абсолютные 
оирашения переменных. Эта система линейна относительно сво

их неизвестных, а члены в правых частях уравнений отражают 
с в о й с т в а  каждого из рассматриваемых воздействий. Найдя реше
ния системы, например методом определителей, получим струк
турно одинаковые выражения для каждого неизвестного. Они 
будут представлять собой суммы, каждый член которой описывает 
влияние какого-либо одного воздействия.

В качестве примера приведем решение для относительного 
прирашения скорости:

dv _  1 dA 1 У .,  1
V М2 -  1 А м 2 -  1 а2 ттр М2 -  I

Я м М2 - 1
1 + уМ2(1-у ) - ^ —-D (3.73)

' К - ' )
d Lm мех •

Множителя перед величиной каждого из воздействий являют
ся коэффициентами влияния данного воздействия на относитель
ное изменение рассматриваемого параметра, и их знак определяет 
направление изменения этого параметра. В знаменателе каждого 
множителя величина (М 2 — 1) меняет свой знак в зависимости от 
того, больше или меньше единицы число М2. Именно этим и 
объясняется математическая необходимость изменения знака воз
действия для того, чтобы не прерывать монотонное и непрерыв
ное изменение параметров потока. Иначе можно сказать, что ха
рактер влияния отдельных элементарных физических воздействий 
на поток газа противоположен при дозвуковом и сверхзвуковом 
Режимах течения.

Действительно, рассмотрим, например, только одно геомстри- 
1есКое воздействие. Тогда из (3.73) следует, что при уменьшении

Пощади поперечного сечения —̂ < oj с ростом скорости 
1?-3075

V ОТ
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дозвуковой (М  < 1) до значения, когда М -* 1, относительное
d Vприращение----► +» при подходе к точке М = 1 слева (рис. 74).

В то же время при подходе к точке М = 1 справа при том же
условии —  < 0 значение —  Возникающий разрыв указы-А v
вает на то, что непрерывный переход скорости через значение, 
равное критической скорости (т.е. от дозвукового течения к 
сверхзвуковому или обратно), невозможен, если не изменено на
правление (знак) воздействия со значения ^  < 0 на > 0 .А А

dv

Рис. 74. Характер изменения дифференциала скорости 
потока:

/ и IV -  М < 0; //и ///- >0 
А А



Контрольные вопросы к $20

1 . Какие элементарные воздействия на поток являются обратимыми, а какие
необратимыми1

2 . В чем заключается принцип обращения воздействии и какой смысл вклады 
gagrcH в понятие 'кризис течения"?

3. Каким образом при выводе стационарных квазиодномерных уравнений воз
д ей стви я  учтен механизм воздействия на поток сил трения, процессов тепло- и 
иассообмена, механического воздействия?

4. Каким образом при выводе квазиодномерного стационарного уравнения 
энергии (3.67) вычислены потоки полной энтальпии через различные составляющие 
поверхности контрольного объема?

521. ГЕО М ЕТРИЧЕСКО Е ВОЗДЕЙСТВИЕ НА ПОТОК

Рассмотрим квазиодномерное стационарное течение невязкого 
нетеплопроводного газа при наличии только одного геометриче
ского воздействия на поток, т.е. течение газа в канале переменно
го сечения А в отсутствие сил трения, без теплового, расходного 
и механического воздействий при неизменном показателе адиаба
ты у и газовой постоянной R. В данных условиях размерная си
стема уравнений неразрывности (3.51), уравнения изменения ко
личества движения (3.58), уравнения энергии (3.67) и уравнения 
состояния (3.71) имеет вид

р vA = G; (3.74)
vdv = - ^ , (3.75)

Р
dA* = 0; (3.76)

Р = ^ .  . RT (3.77)

Эту систему уравнений можно преобразовать к безразмерной 
форме записи через относительные приращения входящих в нее 
параметров. В результате получится система уравнений, являю
щаяся Частным случаем системы уравнений (3.52), (3.59), (3.70) и 
(3-72), если в них все виды воздействий, кроме геометрического 
^А/А, положить равными нулю. После этого можно в явном виде 
Найти зависимость относительных приращений переменных v, р, 
Р> Т от относительного изменения площади А поперечного сече- 
ния канала (геометрического воздействия):
17* 259



dv 1 dA .
 ̂ л 9 (3.7Х)

V М 2 - 1 А
dр _ уМ2 dA ,

л  л  У (3.79)
Р М 2 - 1 Л

dp _ М 2 dA .
Л j  9 (З.ХО)

Р М 2 - 1 А
d f (у - 1)М2 dA

(1X1)
. т " М 2 -1 Л ’

Соотношение (3.78) называется уравнением Гюгонио 
(получено им в 1880 г.). Система уравнений (3.74) — (3.77) может 
быть проинтегрирована. Одним интегралом системы (фактически 
интегралом уравнения Гюгонио) является газодинамическая 
функция расхода q (X, -у) = А/АК[>. Другой интеграл дает уравнение 
адиабаты />/рт = const.

Форма записи выражений переменных (3.78) — (3.81) позволя
ет анализировать самые общие особенности течения газа, исклю
чая из рассмотрения индивидуальные черты конкретного потока. 
Проанализируем на основе уравнения (3.78) три характерные си
туации.

1. Число М < 1 (дозвуковое течение); тогда знак изменения 
скорости dv противоположен знаку изменения площади попереч
ного сечения dA. Это означает, что, как и в случае несжимаемой 
жидкости, скорость потока увеличивается с уменьшением площа
ди поперечного сечения канала и уменьшается с увеличением 
этой площади.

2. Число М > 1 (сверхзвуковое течение); тогда знак изменения 
скорости dv совпадает со знаком изменения площади поперечного 
сечения dA. В этом случае в отличие от несжимаемой жидкости 
скорость потока увеличивается с увеличением площади попереч- . 
ного сечения канала и уменьшается при ее уменьшении.

3. Число М = 1; при этом dA = 0, скорость потока газа оказы
вается равной критической скорости (местной скорости звука) ■ 
Сечение с такой скоростью потока называется критическим 
Условие dA = 0 математически отражает существование экстрему- j 
ма в случае непрерывной функции А(х). Из физических с о о б р а - 
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*снии следует, что это сечение должно быть минимальным в по
токе. В противном случае, т.е. если бы оно было максимальным 
сечением, при подходе к нему дозвуковой поток должен был бы 
замедляться, а сверхзвуковой — ускоряться, т.е. удаляться от кри
тической скорости. Такая ситуация не может привести к суще
ствованию  течения в сечении, где dА = 0, со скоростью, равной 
критической.

Обычно канал с уменьшающимся по потоку поперечным сече
нием называется геометрическим конфузором, а канал с увеличи
ваю щ имся поперечным сечением — геометрическим диффузором. 
Характер необходимого изменения площади поперечного сечения 
в зависимости от типа течения (торможение или ускорение пото
ка) показан в табл. 3.1.

Табл И ца 3.1

Ускорение дозвукового потока газа необходимо осуществлять в 
геометрическом конфузоре, в котором скорость дозвукового пото- 
1(3 можно увеличить до значения, равного критическому. Для 
дальнейшего ускорения потока необходимо изменить знак гео
метрического воздействия и ускорение сверхзвукового потока газа 
^УЩествлять в геометрическом диффузоре. Канал такой геомет
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рии (геометрический коифузор с последующим геометрическим 
диффузором) называется соплом Лаваля (рис. 75) и используется 
для ускорения дозвукового потока до сверхзвуковой скорости.

M<f

Рис. 75. Сопло Лаваля и закономерность измене
ния параметров газа по его шшне на расчетном 

режиме течения

Торможение дозвукового потока газа следует осуществлять в гео
метрическом диффузоре (рис. 7 6 ) ,  а торможение с в е р х з в у к о в о г о  
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потока газа при рассматриваемых условиях следовало бы сначала 
осуществлять в геометрическом конфузоре, а после достижения 
потоком критической скорости — в геометрическом диффузоре. 
Однако торможение сверхзвукового потока в реальных условиях 
течения в канале рассмотренной геометрии (повторяющей гео
метрию сопла Лаваля) при наличии на стенках пограничного слоя 
происходит в условиях, не описываемых полностью одномерной 
схемой течения. Из-за наличия пограничного слоя и уменьшения 
поперечного сечения в сверхзвуковой зоне течения возникают 
скачки уплотнения.

В рассматриваемых условиях течения закономерность изменения 
относительной величины площади поперечного сечения канала в 
функции скорости потока можно определить по уравнению расхода, 
записанному с использованием газодинамической функции q (X , у):

А _ Ркр к̂р _ 1 
Лер ~ q(Kу)

Функция q (X , у ) (см. рис. 52) изменяется от нуля (при X = 0) 
до нуля при (X = Хпред), проходя через максимальное значение, 
равное единице при X = 1. Отсюда следует, что критическое сече
ние в потоке будет минимальным.

Рассмотрим физическое объяснение наличия минимального 
критического сечения в потоке из уравнения неразрывности 
(3.52). Для данного случая следует, что

dA _ dp dy*
А ~ р vx

Здесь временно скорость потока обозначена vx для того, что

бы отличить ее от удельного объема уул. Поскольку vya = - , то

f*P _ ^удр ----— , и тогда
Ууа

dA dy,
А у*'уд

р

(3.82)
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Рис. 76. Дозвуковой диффузор и закономерность 
изменения параметров газа по его длине на рас

четном режиме течения:
1 - осесимметричный диффузор с криволинейным обво

дом; 2 - конический диффузор



Таким  образом, относительное изменение площади Л А/А при 
ечснии газа вызвано противоположным действием двух факто

р о в  Один фактор — относительное изменение скорости d v A /  vx ,

угой фактор — относительное изменение удельного объема газа 
/ ''уд - которое отсутствует при движении несжимаемой жид

кости Из (3.78) и (3.80) следует, что

_dp = M/ r vL (3 83)dvya _ dp .-2 dvx
ууд V "X

В результате из (3.82) видно, что если течение дозвуковое 
(М < 1), то абсолютное значение относительного прироста ско
рости dvx / vx превышает относительное увеличение удельного
объема dv-уд / ууд, определяемого по (3.83). И поэтому при уско
рении потока, когда dvx > 0, поперечное сечение уменьшается: 
dA/A < 0. В сверхзвуковом течении ситуация обратная: абсолют
ная величина относительного прироста скорости меньше относи
тельного увеличения удельного объема. И поэтому &А/А > 0.

Рассмотрим закономерности изменения параметров вдоль оси 
сопла Лаваля (см. рис. 75) на расчетном режиме истечения газа. 
Поскольку анализируется процесс без потерь энергии и без теп
лообмена, то параметры заторможенного потока ( р\ Т*, р* ) и 
критическая скорость акр вдоль оси сопла не изменяются. Харак
тер изменения статических параметров в зависимости от увеличе
ния числа X вдоль оси х подобен закономерностям изменения 
соответствующих газодинамических функций (см. рис. 52)

р = р'п(1, у); Т — Т* х (А., у); р=р*е(Х, у),

-1 именно значения статических параметров уменьшаются по мере 
увеличения скорости v вдоль оси х сопла. Величина местной ско
рости звука а уменьшается вдоль оси в соответствии с уменьше
нием статической температуры Т.

Рассмотрим закономерности изменения параметров вдоль оси 
з̂вукового диффузор;» на расчетном режиме течения газа (см. рис. 76).
к и в предыдущем случае, параметры заторможенного потока
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р\ Т*, р* в диффузоре постоянны. Статические параметры р, т, р 
увеличиваются вдоль оси х согласно закономерностям изменения 
функций п ,  х, б при уменьшении скорости потока.

Определим показатель элементарного политропного процесса 
при геометрическом воздействии на поток в рассматриваемых 
условиях течения. Согласно уравнению политропы

_  d p /  р  

dp/p

В данном случае из (3.79) и (3.80) получаем, что m = у,  так как 
процесс изоэнтропиен. Таким образом, m = const для всего про
цесса, который изображается на Т - 5-диаграмме вертикальной 
линией.

Схема одномерного потока может быть использована при ана
лизе геометрического воздействия на осесимметричный закручен
ный поток газа, движущийся в пространстве между двумя диска
ми, центростремительный или центробежный (рис. 77, а). Для 
анализа такого течения в рассмотренной выше постановке к си
стеме уравнений (3.74) — (3.77) необходимо добавить связь между 
радиальной vr и окружной vu составляющими скорости

V2 = V2 + V2,

уравнение сохранения момента количества движения, например в 
виде

d (vM г) = 0,

и зависимость площади А поперечного сечения канала от радиуса

А = 2 nrb,

где Ь — расстояние между поверхностями дисков, образуюши* 
канал. Кроме того, в уравнении (3.74) величину v следует заме
нить величиной vr .

Из рассмотренной системы уравнений можно получить зави
симости, подобные (3.78) — (3.81). Ограничимся, однако, только 
анализом аналога уравнения Гюгонио:
2f>6



гДС sin а = Vr/ V.
рассмотрим поток газа между двумя плоскими дисками 

^ *  const). Для закрученного центробежного потока с dr > О 
,сМ Рис- ’ ПРИ значениях числа Маха М| > 1/sin2 «| при входе 
в щелевой канал из соотношения для dv / v следует, что поток 
при дальнейшем движении будет ускоряться. При значениях М| < 
< l/sin2 «1 поток будет тормозиться. Эта ситуация реализуется в 
безлопаточном (щелевом) диффузоре за рабочим колесом центро
бежного компрессора.

Р*0- 77. Схема течения в радиальном шелевом канале (а) и граничное зна- 
'ение числа Маха при входе в щелевой канал постоянной ширины 

(b = const) в зависимости от угла а (б)

 ̂ Зависимость граничного числа М,р = 1/sin2 а  (для случая 
~ const) от текущего значения угла а  дана на рис. 77, 6. Для 

^крученного центробежного потока с dr < 0 при значениях 
М1 > 1/sin2 а, поток после входа в щелевой канал будет тормо- 
' ^я, а при М, < 1/sin2 а| — ускоряться (течение за сопловым 
ПаРатом центростремительной турбины).
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Контрольные вопросы к 521

1. Какое сечение в одномерном потоке газа называется критическим?
2 Как математически связаны между собой относительное изменение скор()СТн 

и относительное изменение площади поперечного сечения канала при геометри 
ческом воздействии на поток?

3. Как следует изменять поперечное сечение канала, чтобы затормозить сверх, 
звуковой поток до критической скорости?

4. Есть ли отличие в характере изменения скорости при течении в расширяю, 
шемся канале несжимаемой жидкости и газа со сверхзвуковой скоростью?

5. Как изменяются параметры потока вдоль сопла Лаваля, вдоль дозвуковоГо 
диффузора?

6. Рассмотрите движение дозвукового (сверхзвукового) потока между двум* 
плоскими дисками в направлении от центра к периферии вдоль радиуса: поток 
будет ускоряться или тормозиться? Повторите анализ при движении от периферии к 
центру.

§22. ВОЗДЕЙСТВИЕ ТРЕНИЕМ

Рассмотрим квазиодиомериое стационарное течение газа в ка
нале постоянного поперечного сечения А при отсутствии, кроме 
сил трения, каких-либо других физических воздействий на поток 
В данных условиях размерная система уравнений, описывающая 
движение газа как частный случай системы уравнений (3.51), 
(3.58), (3.67) и (3.71), имеет вид

rvA =  G, (3.84)

vdv = - —  - dL 
Р

dA* = 0;

ттр > (3.85)

( 3 . 86)

Обратим внимание на то, что в условиях энергоизолирован
ности течения величина А* полной энтальпии постоянна, по
скольку вся работа сил трения переходит в теплоту, поглошасмую 
газом.

Систему уравнений (3.84) — (3.87) можно преобразовать к без
размерной форме записи через относительные приращения вхо-
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щих в нее параметров. В результате получится система уравне
ний которая является частным случаем системы уравнений (3.52), 
(3 59). (3-70) и (3.72), если все виды воздействий в них, кроме ра
боты сил трения dLm тр, положить равными нулю. После этого 
вЫразим в явном виде зависимость относительных приращений 
переменных v, р, р, Гот воздействий работой сил трения dLwip :

dp _  M 2(y - 1) + 1 у 
P M 2 - 1 a2

d Lmw; (3.89)

*  dpP M 2'- l  У 1" ” - a9 0 )

dT M 2(y - 1) у '
Ж  ~ T ~  m2 - 1 ^Td mTP‘ <19l)

Для стационарного одномерного потока в канале связь его па
раметров с величиной dZ.mTp — удельной элементарной работой
сил трения на длине канала dx за время dt — определяют по фор
муле, Дж/кг,

V2d̂ -ттр _ т̂р (3.92)

Отсюда в соответствии с соотношением (3.55) плотность мас
совой силы трения, тормозящей поток, Н/кг.

V2
/ттр = ^  jD  (3.93)

З а ви си м о сть  (3.92) основана на формуле Дарси — Всйсбаха для 
° ТеРи напора при течении несжимаемой жидкости. Коэффици-
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ент трения ^  связан с ранее использованным в (3.24) коэффцци 
ентом трения

т

соотношением qTp = 4с/.
Воздействие сил трения является односторонним, поскольку 

величина работы сил трения dLm тр всегда больше нуля. Поэтому, 
как следует из уравнения (3.88), дозвуковой поток всегда буд̂  
ускоряться, а сверхзвуковой — тормозиться (табл. 3.2). Под воз. 
действием трения как дозвуковой, гак и сверхзвуковой потоки 
могут лишь достигнуть критической скорости, однако не могут 
перейти через нее, ибо невозможно изменить знак этого воздей
ствия.

Таблица 3.2

Воздействие трением на поток

Режим течения Тип потока

дозвуковой, М < 1 сверхзвуковой. М > 1

Торможение потока Неосуществимо dv < 0

Ускорение потока dv > 0 Неосуществимо

Изменение параметров потока в канале при воздействии тре
нием показано на рис. 78. При ускорении дозвукового потока с 
увеличением числа М, как следует из уравнений (3.89) — (3.91). 
значение статических параметров будет уменьшаться. При тормо
жении сверхзвукового потока с уменьшением числа М значения 
статических параметров будут возрастать (см. рис. 78). Полное 
давление р в направлении движения потока будет падать в ре
зультате затраты энергии на преодоление сил трения. Полна* 
температура Т * будет постоянна вследствие энергоизолирован- 
ности процесса, величина р* = p / ( r t * )  повторяет закономер'
ность р'.
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М <1 м=/ м=/ M>f

Рис. 78. Изменение параметров движущегося в трубе 1вза 
под воздействием сил трения

Соотношение параметров потока в двух различных сечениях 
ТР * Ы ( Ь  2 )  при воздействии только сил трения определяется

т^ловием Т '  = —г— - = const. В результате имеем 
х(Х,у)

27!



Уравнение (3.88) можно проинтегрировать и определить длину 
трубы, на выходе из которой под воздействием сил трения уста
новится скорость потока, равная критической. Заменим в (3.8S) 
величину d/.WTp из (3.92), а число М выразим через коэффициент 
к по формуле

При условии Т* = const получим
dv dX.
V  “  Т

В результате (3.88) примет вид

Если принять, что |тр = const (например, равно среднему )Н;|' 
чению на длине данной трубы), то после интегрирования (3.94) ° т
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счсния входа (дгвх = 0 при X = Хвх) до сечения с координатой х и 
значением X получим интеграл уравнения (3.88):

U 24 '■ вх
+ 111 Л. + 1пХ“Ч == X- (3.95)

Здесь величина

называется приведенной длиной трубы.

Рис. 79. Зависимость критической длины трубы при 
течении с трением от коэффициента скорости >.вх 

при входе в трубу

Анализируя (3.95) на экстремум, можно установить, что функ- 
и,я X имеет максимум при Х= 1:

Хтах = - | -  + 1пХ2вх -1. (3.96)

Длина трубы хкр, у которой на выходе установилась критиче- 
скорость потока, т.е. значение X = 1, называется крити-*'307* 273



ческой длиной. Этой предельной длине трубы соответствует 1цц. 
чение х = Хтах (Рис- 79). Поскольку под влиянием трения дц.1ь. 
нейшее изменение скорости невозможно, то приведенная длина 
Хтах характеризует кризис течения для фиксированных условий 
при входе в трубу (в случае как дозвукового, так и сверхзвукового 
потока) при входе. Зная входные параметры и величину >.вх. по 
формуле расхода (2.59) можно определить предельно возм ож ны й 
массовый расход через трубу.

Рис. 80. Зависимость коэффициента скорости >. от 
приведенной длины трубы при течении газа под воз

действием трения

Проанализируем закономерность изменения к о э ф ф и ц и е н т -1 

скорости \ вдоль трубы с приведенной длиной X = /о (рис. 80>-
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которой соответствуют входные значения X'gxo < • или X'̂ xq > 1.
д расчетных условиях изменение X вдоль трубы определяется 
Формулой (3.95) и изображено на рис. 80 кривыми а'Ь и а"Ь. Бу
дем изменять значение Хт  при входе в трубу.

рассмотрим случай дозвукового течения при входе в трубу.
Если Х'ш < /.'вхо, то на выходе из трубы критическая скорость

не будет достигнута, а изменение X характеризуется кривой c 'd '. 
Если Х'лх > /-вхо» то реализация течения по кривой e'f согласно
(3.95) невозможна, так как ранее уже при меньших значениях 
X = Х’юо в выходном сечении трубы наступит кризис течения.

Рассмотрим случай сверхзвукового течения при входе в трубу. 
Если Х'вх > Xвх о < то на выходе из трубы установится скорость
больше критической, а изменение /. характеризуется кривой c"d". 
Если >-вх < -̂вхО* то течение с торможением потока по кривой
e'f согласно (3.95) будет осуществляться только частично на 
участке е"к . Затем возникнет прямой скачок уплотнения кг. пе
реводящий сверхзвуковое течение в дозвуковое. Местоположение 
скачка, на котором выполняется условие XkXr = 1, определяется кри
тической скоростью, установившейся на выходе из трубы в результа
те ускорения за скачком дозвукового потока. Изменение величи
ны X будет происходить в этом случае по кривой е"к г Ь.

Рассмотрим определение местоположения прямого скачка лгск 
уплотнения кг в трубе длиной /, на выходе из которой достигается 
значение Х.вых = 1. Для решения задачи имеем следующую систему 
Уравнений:

Х^ХГ = 1,

(  У '  4
77" +1,1 *■«' '■Лвх '

Щ  
И*

-J- + In X2 
X2.

тр
y + l f l r 'ск ■
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Совместным решением этих уравнений определим hchj. 
вестные величины X*, Хг , ХсК.

Получим еще один интеграл системы уравнений (3.84), (3.87)

Используя соотношения А* = —  + —— Т и а2 = уRT, можно2 у - 1
уравнения (3.85) — (3.87) преобразовать к виду

Ф>- dp , T (T - ' )d I  
р Т с а2 ” v '

Интегрирование дает искомое выражение

P2 = P L e\  
р\ Р]

где

- т(т - •){
d L m тр _ Y(Y ~ О Г 5трМГ Sip*»* 

" *>Г
dx.

При отсутствии сил трения (Д = 0) получается обычная адиабата 
Рассматриваемое течение газа хотя и представляет собой 

энергоизолированный процесс, но происходит с ростом энтропии 
в силу необратимых потерь от работы сил трения, переходящих в 
теплоту. Используя уравнения (3.89) и (3.90), можно определить 
величину местного показателя политропического процесса

m - fLlUZ - М2(у - 1) + 1. (3.971
d In р

Видно, что величина m в условиях анализируемого течення не 
равна у и переменна вдоль канала. Качественное изображение 
этого процесса в Г -  s-диаграмме показано на рис. 81. При дозвуко
вом потоке при входе в трубу (особенно при очень малых числах 
как следует из (3.97), m s 1 и процесс близок к изотермическо
му. При сверхзвуковом потоке при входе в трубу ( о с о б с и Н 1
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пи больших числах М) т  -> с» и процесс близок к изохронному. 
При критической скорости, когда М = 1, величина т  = у и про
цесс близок к изоэнтропийному. Следовательно, в трубе предель
ной длины процесс течения дозвукового потока происходит по 
кривой ab, а процесс сверхзвукового течения — по кривой сЬ. 
Непрерывный переход через точку Ь невозможен.

Рис. 81. Процесс в Т — J-диаграмме при воз
действии сил трения на поток

Изменение параметров при течении одномерного потока в 
тРУбс постоянного поперечного сечения под воздействием только 
СИл трения может быть охарактеризовано двумя условиями: Л‘ = 

const, G = const. Сетка кривых, отвечающая этим условиям, 
п°строенная в Т — 5-диаграмме, называется линиями Фанно 
РИс. 82). Точкой о, с отмечено состояние газа при входе в трубу. 

Рхние, сплошные кривые соответствуют сверхзвуковому тече-
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нию, нижние, пунктирные — дозвуковому. Расход газа вдоль кц*. 
дой кривой постоянен, а от кривой к кривой различен. Параме-г. 
ры газа вдоль кривой определяются из условия срТ = const 
кривых ab и сЪ скорость газа равна критической, гак как они со. 
ответствуют состоянию при выходе из трубы, имеющей прсдсль. 
ную длину -/.m ax.

т _________L

5
Рис. 82. Линии Фанно при адиабатическом течении паза it трубе 
постоянного поперечного сечения под действием сил трсиия при 

условии G = const, h’ = const

На параметры реального течения часто действуют со вм сстн ? 
изменение геометрии канала и сила трения. Рассмотрим на пр"' 
мере сопла Лаваля такое совместное воздействие на изменен^
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местоположения критического сечени я. Из (3.73) в случае, когда
.̂с воздействия, кроме —  и dLm тр, равны нулю, при М = 1 w** А

следует, что

те. критическое сечение при наличии трения смешается от ми
нимального сечения, где dА = 0, вниз по потоку и в горле поток 
остается дозвуковым.

1. Как изменяются параметры потока при его движении вдоль трубы под дей
ствием сил трения при дозвуковом (сверхзвуковом) течении?

2. В чем заключается 'кризис течения" при воздействии сил трения?
3. Возможно ли избежать кризиса течения при воздействии сил трения, изме

няя длину трубы, ее диаметр, форму поперечного сечения и не изменяя параметры 
при входе в нее?

4. Как надо изменить режим течения в трубе критической длины при сверхзву
ковой скорости на выходе, чтобы внутри нее возник скачок уплотнения? Как рас
считать его местоположение?

5. Как влияют силы трения по стенкам сопла Лаваля на положение критическо
го сечения?

Рассмотрим квазиодномерное стационарное течение газа в ка
нале постоянного поперечного сечения А при отсутствии всех 
Других физических воздействий на поток, кроме теплового, осу
ществляемого в виде обмена теплотой (qm — удельное массовое 
тепловыделение в потоке). В данных условиях размерная система 
Уравнений, описывающая движение газа как частный случай си
стемы уравнений (3.51), (3.58), (3.67) и (3.71), имеет вид

Контрольные вопросы к $22

$23. ТЕПЛОВОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ

pvA = G\ (3.98)

(3.99)
Р

(3.100)
(3.101) 
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Эту систему уравнений можно преобразовать к безразмерн0и 
форме записи через относительные приращения входящих н нсс 
параметров. В результате получится система уравнений, которЦ!) 
является частным случаем системы уравнений (3.52), (3.59), (3.7(), 
и (3.72), если все виды воздействий в них, кроме удельного массо. 
вого тепловыделения в потоке qm (Дж/кг), положить равным  ̂
нулю После этого можно выразить в явном виде зависимость 
отдельных приращений переменных v, р, р, Т от воздействия 
удельного массового тепловыделения q,„ (теплового воздействия)

d v -  '  , Л „ ;  (3 .1 0 2 )
V М2 - 1 а2

«101,
Р М2 - 1 а2

Из анализа уравнения (3.102) можно установить, что при под-1 
воде необходимого количества теплоты можно изменить скорость 
потока таким образом, что она станет равной критической в слу
чае как дозвукового, так и сверхзвукового течения при входе в 
трубу. Это явление носит название теплового кризиса, ибо даль
нейшее изменение скорости осуществить невозможно, если не | 
изменить знак воздействия. Охлаждением достичь этого явления! 
нельзя, потому что при отводе теплоты, как это следует из (3.102) 
дозвуковой поток будет тормозиться, а сверхзвуковой — ускорять 
ся, т.е. их скорости будут удаляться от критического значения.

В табл. 3.3 приведены возможные сочетания типов течения >' 
теплового воздействия на поток. Можно видеть, что для нспре 
рывного ускорения дозвукового потока теплоту надо подводить > 
момента достижения потоком критической скорости, после чего f 
критическом сечении канала для продолжения дальнейшего ус*0 ! 
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ения сверхзвукового потока следует сменить знак воздействия и 
Перейти к охлаждению потока (рис. 83). Такое устройство для 
скорсния потока называется тепловым соплом.

Рис. 83. Закономерность изменения параметров raja при 
ускорении потока в тепловом сопле
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Тепловое во исйстаие на поток

Таблица 3.3

Режим течения Тип потока

дозвуковой, М < 1 сверхзвуковой, М > 1

Торможение потока, dv < 0 

Ускорение потока, dv > 0

| -1 • <
--- ►  К

V 1 

1 ? » < °  

f 1

>1 1 

t ? - > 0

----►  V
г-------- "  ' " 1f fm > 0

Для непрерывного торможения сверхзвукового потока теплоту 
надо подводить до момента достижения критической скорости, 
после чего для продолжения торможения дозвукового потока сле
дует перейти к его охлаждению (рис. 84). Такое устройство для 
торможения потока называется тепловым диффузором.

Рассмотрим характер изменения параметров потока в тепло
вом сопле (см. рис. 83). Проанализируем изменение статических 
параметров. Из (3.103) и (3.104) следует, что в случае ускорения 
потока при подводе теплоты в дозвуковом потоке и при отводе 
теплоты в сверхзвуковом потоке статические давление р и плот
ность р убывают вдоль оси канала. Изменение статической темпе
ратуры определяется уравнением (3.105). При малых числах Маха 
в дозвуковом потоке (М 2 - 1) < 0 и (уМ2 — 1) < 0. Это вызывает 
повышение статической температуры Т вдоль оси х до некоторого 
ее максимального значения в сечении АА, где М = l/ Jy  . При
дальнейшем увеличении М до единицы и более статическая тем
пература будет уменьшаться. Отмстим, что снижение статической 
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т е м п е р а т у р ы  в интервале изменения М от 1/^7 Д° 1 происходит в 
у сл о ви ях  подвода теплоты qm к потоку.

Рис. 84. Закономерность изменения параметров газа 
при торможении потока в тепловом диффузоре
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Проанализируем изменение параметров торможения в тепло, 
вом сопле. Из уравнения (3.100) следует, что температура торможе
ния Т* на дозвуковом участке сопла при подводе теплоты повы
шается, а на сверхзвуковом участке сопла при отводе теплоты 
снижается, достигая максимума в критическом сечении.

Иным образом ведет себя давление торможения р ,  достигая в 
критическом сечении минимального значения. Эго можно пока
зать на основе анализа величины I  = G v + Ар — полного импульсц 
потока, который в данных условиях течения (G = const, А = const) 
постоянен в любом сечении канала, что следует из совместного 
рассмотрения уравнений (3.98) и (3.99). Тогда по формуле (2.66) 
можно для двух соседних сечений канала записать условие

/^/(^l) = Л /(^  г)-

Отсюда следует, что величина относительного изменения дав
ления торможения в трубе

определяется только значениями Х| и 2̂-
Характер изменения функции f  (X) (см. рис. 54) таков, что для 

значений X < 1 величина f  (X) возрастает с ростом X от 0 до I. а 
для значений X > 1 с ростом X величина f  (X) уменьшается. Таким 
образом, в тепловом сопле на участке дозвукового потока (при 
подводе теплоты) для Х2 > Xj имеет место соотношение /  (Х2) >
> f  (Х\), и, стало быть, из (3.106) следует, что р2 < р\, т.е. давле
ние торможения вдоль дозвукового участка теплового сопла сни
жается. На участке сверхзвукового потока (при отводе теплоты) 
/  (Х|) > /  (Хг) и давление торможения вдоль сопла растет 
( Рг > Р\ )> проходя через минимальное значение в критическом

*
сечении. Изменение плотности р* = — определяется измене

нием величин р* и Т*. Изменения местной скорости звука а и
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^итической скорости акр вдоль оси теплового сопла повторяют 
з а к о н ы  изменения статической температуры и температуры тор
можения.

диалогичный анализ изменения параметров потока в тепловом 
дИффуз°р е  (см. рис. 84) показывает, что статическое давление и 
плотность увеличиваются вдоль оси диффузора. Статическая тем
пература Г  повышается на сверхзвуковом участке с уменьшением
|И и. достигнув максимального значения при М = \/ Jy  за крити
ческим сечением (в дозвуковом потоке), далее понижается. Тем
пература торможения Г ,  изменяясь в соответствии с (3.100), 
повышается на сверхзвуковом участке при подводе теплоты и, 
достигнув максимума в критическом сечении, понижается на до
звуковом участке при отводе теплоты. Полное давление р' умень
шается на сверхзвуковом участке теплового диффузора при под
воде теплоты и увеличивается на дозвуковом участке при отводе 
теплоты, достигая минимального значения в критическом сече
нии.

Таким образом, при подводе теплоты существует эффект теп
лового сопротивления: полное давление р' уменьшается при подо
греве потока независимо от того, дозвуковой или сверхзвуковой 
поток. При отводе теплоты полное давление р’ увеличивается как 
в дозвуковом, так и в сверхзвуковом потоках.

Диапазон максимального изменения полного давления в трубе 
при подогреве газа определяется формулой (3.106). В случае до
звукового потока при входе в трубу (для у = 1,4)

Ц  . /(> вх 0) _ 0 ?9
К  ПРИ / (Ч ы х  «  О "  ’

При сверхзвуковом потоке

, /(^-вх ^мреа) Л 

° ПРеЛ = /(Я- вых «  0  =

Найдем связь между числами >.вх и /.вых при входе и выходе из 
тРУбы и степенью подогрева (охлаждения) газа в ней:

2X5



0 = Т'вых / Т’вх- (3.107)1

Поскольку в условиях рассматриваемого течения полный им. 
пульс потока / постоянен вдоль трубы, то в соответствии с ф0р. 
мулой (2.66) имеем

акр. вх Z (^вх) — а кр- ВЫХ Z ( -̂вых)-

Отсюда получаем величину подогрева (охлаждения) газа в трубе
2

0 = г(лвх)
вых )

(3.108)

Уравнения (3.106) и (3.108) определяют однозначную связь па
раметров торможения р и Г* с коэффициентами >.вх и /.вых на 
входе и выходе из трубы при тепловом воздействии.

При возникновении теплового кризиса на выходе из трубы 
(при >.ВЬ|Х = 1) формула (3.108) определяет величину критического 
подогрева 0кр для фиксированного значения числа Хвх при входе в 
трубу, равного в этом случае Хвх кр:

«кр = [ф « .к р )]2. (3.109)

Переписав уравнение (3.109) с учетом конкретной зависимости 
(2.62) для функции z от X, получим квадратное уравнение

^•вх.кр ~ 2^0кр -̂вх.кр +1 = 0,

решение которого
^■вх.кр ~ ^ к р  ^ ■J® кр “  1

дает явную зависимость предельно допустимого числа кр при 
входе в трубу (рис. 85) от критического подогрева 0кр в условиях 
теплового кризиса. Протяженность кривой 1 в сторону возраста
ния значения /.вх кр ограничивается для каждого конкретного зна

чения у величиной /.пред 
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О 2 и 6 8 *р Щ
Рис. 85. Зависимость предельно допустимого коэффици
ента скотости >. при выходе в трубу от степени критичес

кого подогрева:
I  - сверхзвуковой поток; 2 -  дозвуковой поток

Если после достижения теплового кризиса при условии посто
янства температуры торможения 7“вх при входе в трубу продол
жать дальнейший нагрев потока, то общий характер течения не 
изменится. В выходном сечении по-прежнему будет соблюдаться 
условие Хвых = 1, но при большем значении величины подогрева 
В,ф. Из-за повышения температуры торможения Тщт  на выходе 
из трубы увеличится абсолютное значение критической скорости 
ац> вых В результате, как и ранее, дозвуковой поток будет уско
ряться, а сверхзвуковой — тормозиться, но до нового увеличенно
го значения скорости на выходе из трубы, равной критической.

На рис. 85 видно, что с ростом величины 0кр величина /,нх кр 
Уменьшается при дозвуковом потоке и возрастает при сверхзвуко-
в°м И в том и в другом случае полное давление р*вых на выходе 
согласно (3.106) должно уменьшаться, если считать, что давление 
р*  ПРИ входе остается неизменным. Уменьшается также и мас
совый расход через трубу, что можно видеть из уравнения (2.59). 
бедствие изменения коэффициента Хвх кр и уменьшения функ- 
Ции Я (К  у).
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Можно получить явную зависимость между скоростями г а 1ц 

при входе vBX и выходе vBblx из трубы и степенью подогрева 9 (вы
вод Г.Н.Абрамовича в книге "Прикладная газовая динамика", ч. 1 
1991 г.). Поскольку величина полного импульса / = Gv + рА = 
= const, то

С учетом уравнения состояния р = pRT и соотношения 
УР 2— = а получим
Р

■ £ | L - ^ - 1  = t M 2 f i - P B H L j .
Рвых 'вых v Рвх '

Используя уравнение Бернулли Т = Т* - —— , отношению
2 с?

температур можно придать вид

'  вх _  
в̂ых у + 1 ВЫХ

Число Маха М -заменяем по формуле (2.52). В результате полу
чается квадратное уравнение

{ Рвых 1 ^вых 
V Рвх '  1 + Х2вых

1
Т*  1 + Jl21 ВЫХ 1 ^ Л вых

=  0.

Его решение:

Рвых
Рвх

Увх - 1 + ^ вых
2 ): вых

1 ±  1 -
4>;вых

(l + ^ вы х )1
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или

Р вх 
Рвых

1 + к вх
'вх 2 квх

1 ±  1 -
4  к

(l + ^Rx)

Дозвуковой скорости соответствует знак минус, сверхзвуковой —
ПЛЮС.

Течение газа в условиях теплового воздействия не является 
энергоизолированным процессом и происходит с изменением 
энтропии. Показатель политропы такого процесса непостоянен и 
с учетом уравнений (3.103) и (3.104) равен

din р ..2т  = ——£ = уМ . d In р

Качественно протекание процесса в Г -  s-диаграмме при теп
ловом воздействии показано на рис. 86. Рассматриваемый случай 
движения газа характеризуется постоянством следующих пара
метров: массового расхода G и площади поперечного сечения пото
ка А, т.е. постоянством величины pv, а также полного импульса / = 
= Gv + Ар. Если рассмотреть случай ускорения потока (см. 
рис. 86, а), то при дозвуковом потоке на входе (особенно при 
очень малых М) значение т  -> 0 и процесс близок к изобарному. 
Ускорение потока вызывает рост показателя политропы т , кото
рый становится равным единице при значении М = I / Jy  , что
соответствует изотермическому процессу вблизи этой точки диа
граммы. В момент достижения потоком критической скорости 
показатель политропы становится равным т  = у, а процесс про
исходит адиабатически. При дальнейшем ускорении потока необ
ходимо заменить подвод теплоты ее отводом, что соответствует 
протеканию процесса с уменьшением энтропии 5 потока. Ускоре
ние потока до больших значений М приближает процесс к изохо-
Рическому сш -ю о.

На рис. 86, б изображен процесс торможения потока при теп- 
10в°м  воздействии. Кривые, характеризующие протекание этих 
пР°Цессов, называются линиями Релея.
‘*-3075 289



Рис. 86. Процесс в Г  - s-диаграмме при течении газа в трубе постоянно
го поперечного сечения при тепловом воздействии на поток при условии

G - const, / = const: 
а - ускорение газа в тепловом сопле; 6 - торможение газа в тепловом диффуюре: 

сплошные линии - подвод теплоты; пунктирные линии - отвод теплоты

Контрольные вопросы к $23
1. В чем заключается "тепловой кризис течения" при нагреве патока? Почему 

это явление не реализуется при течении газа с охлаждением?
2. Как изменяются параметры потока при течении в тепловом сопле 

(диффузоре)?
3. Как изменяется полное давление вдоль потока при его подо1реве в случае до

звуковой (сверхзвуковой) скорости течения?
4 Как изменяется полное давление вдоль потока при его охлаждении в стуч* 

дозвуковой (сверхзвуковой) скорости течения?
5. Как рассчитать величину критического подогрева и перепад полного дав*- 

ния в потоке, если известны параметры при входе в трубу?
6. За счет подогрева поток при выходе из трубы достиг критической скорости 

Как изменится массовый расход, если подогрев будет продолжен?
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$24. РАСХОДНОЕ И МЕХАНИЧЕСКОЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ

О сновны е особенности расходного воздействия на поток мож
но рассмотреть, анализируя квазиодномерное стационарное тече
ние невязкого газа в канале постоянного поперечного сечения А 
при отсутствии других физических воздействий на поток. В этом 
случае размерная система уравнений, описывающая движение 

как частный случай системы уравнений (3.51), (3.58), (3.67), 
(3.71), имеет вид

pvA = С(х),

vdv = - v2(l - у)

dA* = -D dG*

dP „2/, . . \ d g M

G(*)'

G (x ) '
P = P / {R T \

(3.110) 

(3.1 1 1)

(3.112)

(3.113)

Вдоль канала массовый расход G (х) в общем случае является 
функцией координаты х, поскольку функциональная зависимость 
подвода или отвода массы GM(x) может быть произвольна. Также 
произвольными могут быть и параметры вдуваемого газа, в то 
время как термодинамические параметры отсасываемого газа сов
падают с параметрами основного потока в каждом его попереч
ном сечении. Ранее, преобразуя формулу (3.71), мы ограничились 
случаем, когда молекулярные массы щ,ол основного потока и по
тока через проницаемую стенку одинаковы, считая, что R = const. 
Систему уравнений (3.110) — (3.113) можно преобразовать к без
размерной форме записи через относительные приращения вхо
дящих в нее параметров. В результате получается система уравне- 
ний- которая является частным случаем системы уравнений (3.52), 
(3 59), (3.70), (3.72), если все виды воздействий в них, кроме рас- 
х°ДНого dCM / <7М, положить равными нулю. После этого можно 
ВЬ|разить в явном виде зависимость отдельных приращений пере-
Менных v, р, р, Г  от величины расходного воздействия:
1»*



dv 1

d T _  y-1
T M 2 -

M 2 + yM4( l - y )  +

Как можно видеть, расходное воздействие характеризуется

ницаемую стенку dСм = р« vMi л d5̂  ■ dG (см. рис. 73). Далее рас
смотрим один из частных случаев расходного воздействия, когда 
выполняются условия у = +1; D = 0. Первое условие означает, что 
jc-я  составляющая скорости потока через стенку равна скорости 
основного потока. Равенство нулю параметра D по (3.69) может 
трактоваться как совпадение параметров обоих потоков в каждом 
промежуточном сечении; при этом из (3.112) следует, что энталь
пия торможения А* будет постоянна вдоль оси канала.

В табл. 3.4 на основе анализа уравнения (3.114) приведены 
возможные виды течения для этих условий воздействия. Вдув газа 
ускоряет дозвуковой поток и тормозит сверхзвуковой, т.е. всегда 
приближает скорость потока к критической. Отсос тормозит до
звуковой поток и ускоряет сверхзвуковой, т.е. всегда удаляет ско
рость потока от критической.

тремя параметрами: D по (3.69), у = ± —  и расходом через про-
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Расходное воздействие на поток (|  ■ +1, D - 0)
Таблица 3.4

Режим течения Тип потока

дозвуковой, М < 1 сверхзвуковой, М > 1

Торможение потока, dv < 0 

Ускорение потока, dv > 0

• ■ |--

Г "  1
J  d.6„< 0  J  

1 |

1 .

I d6m>0 f  

• i

• . » 
]d G *> 0  f

i 1 

\ d 6 H<0 |

Очевидно, что для ускорения дозвукового потока необходимо 
сначала вдувать газ, а при достижении потоком критической ско
рости сменить знак воздействия и, отсасывая газ, получить сверх
звуковой режим течения. Такое устройство (рис. 87) называется 
расходным соплом, и для рассматриваемых условий течения (у = +1, 
D - 0) его можно представить как совокупность концентрических 
сопел Лаваля, образованных поверхностями тока.

В расходном сопле критическое сечение является границей 
между участками подвода и отвода массы газа. Параметры затор
моженного потока в нем сохраняют постоянное значение, так как 
Учение изоэнтропийно из-за отсутствия сил трения и потерь от 
смешения потоков при вдуве. Статические параметры вдоль сопла 
согласно уравнениям (3.115) — (3.117) уменьшаются как в обычном 
с°пле Лаваля.

Для торможения сверхзвукового потока необходимо сначала 
1,мсть участок со вдувом в сверхзвуковой поток, а затем участок с 
°Тс°сом из дозвукового потока и с расположением критического 
е̂<|ения между ними. Такое устройство может быть названо рас-
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ходным диффузором. Как видно, направления течения потоку 
через проницаемую стенку для расходного сопла и расходного 
диффузора одинаковы (сначала вдув, потом отсос). Распределения 
параметров вдоль оси расходного диффузора аналогичны гаковы\, 
в обычном геометрическом диффузоре.

X

Рис. 87. Схема расходного сопла и закономерность из
менения параметров газа по его длине
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Определим величину необходимого расхода Д(7М = Д(7кр, пода
ваемого в дозвуковой или сверхзвуковой поток и обеспечивающего 
прИ рванных условиях на входе в канал в сечении 1— 1 (см. рис. 87) 
^ зни кн овени е критической скорости в сечении между участками 

и отсоса. Согласно уравнению (2.59), имеем (для условий 
у==+1, D=  0)

Оц = р(у) - ^ £ 9(Х = 1,у) н Gx + дСкр.
М *

Кроме того,
# l Y )  _ g(X = 1,т)

Gl °кр
Отсюда получаем

AgKp _ 1
G\ ?0Чу)

Эта зависимость показана на рис. 88. Можно видеть, что при 
Xi * 0,5 необходимо иметь вдув, равный примерно половине 
основного расхода при входе в канал.

Рассмотрим изменения в характере течения на участке вдува 
при отклонении от условия Д(?м = ДСкр. Если Д(гм < ДСкр, то до
звуковой поток на входном участке вдува расходного сопла будет 
ускоряться, оставаясь дозвуковым, а сверхзвуковой поток в рас
ходном диффузоре на участке вдува будет тормозиться, оставаясь 
сверхзвуковым. При условии ДСм < &GKp потоки не смогут до
стигнуть критической скорости.

Если Д(?м > Д{?кр, то дозвуковой поток в расходном сопле до
стигнет критической скорости в месте расположения прежнего 
критического сечения (на границе раздела участков вдува и отсо
са), однако массовый расход G\ при входе в канал уменьшится, 

условие ДСм > Д к̂р выполняется на сверхзвуковом участке 
расходного диффузора, то это приведет к возникновению скач- 

1(3 Уплотнения в сечении перед границей раздела участков вдува и 
°Тсоса. Непосредственно за скачком, на оставшемся участке вдува 
Пот°к, ставший за скачком дозвуковым, будет ускоряться.
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Показатель политропы пр0. 
цесса с расходным воздействием 
в рассматриваемых условиях те
чения (у = +1, D = 0) равен т  = 
= у, что следует из (3.115) „ 
(3.116).

Рассматривая механическое 
воздействие на поток с исполь
зованием турбомашин, следует 
иметь в виду, что назначение 
турбины — это получение меха
нической работы на ее валу, а 
назначение компрессора — по
вышение давления газа. Поэтому 
проводимое рассмотрение про
цессов ускорения и торможения 
газа посредством подвода и от
вода от него механической рабо
ты представляет собой лишь 
распространение принципа об
ращения воздействия на случай 
механического воздействия на 
поток. Это рассмотрение не ласт 
анализа всех процессов, проис
ходящих в турбомашинах. Реаль
ный поток, движущийся через 
лопаточные решетки турбома
шин, формирует в них сложную 
пространственную структуру те

чения, причем в сверхзвуковом потоке возникают скачки уплот
нения. Реальное течение сопровождается потерями, что делает 
процесс неизоэнтропийным.

Используем для теоретического анализа механического воздей
ствия модель стационарного квазиодномерного течения невязкого 
газа в условном канале (струйка потока) постоянного поперечного 
сечения при отсутствии других физических воздействий на поток 
В этих условиях размерная система уравнений, описывающая тс-
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Рис. 88. Зависимость относительной 
величины местного массообменного 
расхода, вызывающего критическую 
скорость в расходном сопле, от ко

эффициента /•! при входе в трубу
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чснис газа как частный случай системы уравнений (3.51), (3.58), 
*3 67) и (3 71), имеет вид

PvA = G; (3.118)

vd v  = - —  + dLm мех; (3.119) 
Р

d h *= d L „» „\  (3.120)
(3.121)

т  мех *
Р = Р / (RT\

Эту систему уравнений можно преобразовать к безразмерной 
форме записи через относительные приращения входящих в нес 
параметров. В результате получится система уравнений, которая 
является частным случаем системы уравнений (3.52), (3.59), (3.70) 
и (3.72), если все виды воздействий в них, кроме величины удель
ной элементарной механической работы dLm мех, положить рав
ными нулю. После этого можно выразить в явном виде зависи
мость отдельных приращений переменных v, р, р, Т от величины 
механического воздействия:'

dv _  1 
v a2(M2 -l) 

dp _  У

d L

Р а2

dp _
К  - ' )  

1
Р а2 
d Т _

К  - ' )
у-1

d L n

d Lm мех *

а2(м 2 - l)
d Lm мех •

(3.122)

(3.123)

(3.124)

(3.125)

В табл. 3.5 на основе анализа уравнения (3.122) изображены 
Смежные теоретические случаи течения с использованием меха
нического воздействия на поток. Очевидно, что для ускорения 
Дозвукового потока необходимо сначала отводить от потока рабо- 
^ при помощи турбины, а при достижении потоком критической 
скорости — сменить знак воздействия и, подведя работу при по-
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мощи компрессора, получить сверхзвуковое течение. Такс* 
устройство получило название механического сопла (рис. 89).

Такое же устройство (турбина — компрессор с критичсскои 
скоростью потока между ними) теоретически является механиче
ским сверхзвуковым диффузором, если поток при входе в турбину 
сверхзвуковой.

Показатель политропы процесса в рассматриваемых условиях 
течения постоянен и равен т  = у, что следует из (3.123) и (3.124).

В механическом сопле, как можно видеть из анализа уравне
ний (3.122) — (3.125), статические параметры и местная скорость 
звука вдоль потока уменьшаются, в то время как в механическом 
диффузоре они возрастают.

Таблица 3.5

Закономерность изменения параметров торможения опреде 
ляется уравнением (3.120)

d(c p r * ) * d^m мех
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Ш Е
Турбина Компрессор

^оЛ d-L-niMtxtO / o i o \  нех>0

!  г ' 1'

Рис. 89. Схема механического сопла и закономерность из
менения параметров газа по его длине
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и уравнениями изменения параметров в рассматриваемом процессе

/  * л

2S l
Y -l

9
* *

Р2 -  P i

* 
rsll * 

b?| 
1

k 7 j  /

Поскольку для турбины dLm мех < 0, а для компрессора
dLm мех > 0, то в турбине температура торможения понижается, а
в компрессоре повышается. Давление и плотность заторможенно
го потока подчиняются такой же зависимости. Критическая ско
рость в турбине уменьшается, а в компрессоре возрастает. Таким 
образом, в механических сопле и диффузоре значения параметров 
торможения достигают минимума в критическом сечении.

Контрольные вопросы к §24

1. Можно ли ускорить дозвуковой поток, отсасывая (вдувая) газ через пористые 
стенки трубы?

2. Можно ли затормозить сверхзвуковой поток, вдувая (отсасывая) газ череi по
ристые стенки трубы?

3 В какой последовательности следует расположить проточные части ком про. 
сора и турбины, чтобы реализовать механическое сопло?

$25. ОДНОМЕРНОЕ СТАЦИОНАРНОЕ Д ВИ Ж ЕН И Е ГАЗА 
И ЖИДКОСТИ В КАНАЛЕ

Рассмотрим стационарное движение газа с осредненной ско
ростью v по каналу с переменным поперечным сечением под дей
ствием сил трения в условиях теплового и механического воздей- 
ствий на поток. Проанализируем это течение как термодинамиче- ' 
ский процесс, который совершает система, состоящая из жид
кости, движущейся по каналу. Проведем координатную ось х че
рез центры масс поперечных сечений канала и, используя одно
мерную модель течения, отождествим ее со средней линией тока I 

Согласно первому началу термодинамики, в результате подво
да теплоты к произвольной термодинамической системе (телу) 
температура тела повышается, и вследствие увеличения его объе
ма производится внешняя термодинамическая работа. Как У** 
отмечалось в §18, в технической термодинамике в соответствии 1 
зоо



ной формулировкой положительные знаки имеют теплота, 
Подведенная к системе, и работа, совершаемая системой, т.е. от- 
\1димая от системы, в то время как в механике жидкости и газа 
JJlgOTa, отводимая от системы, имеет отрицательный знак. Далее в 
этом параграфе будем пользоваться правилом знаков технической 
терМОДИнамики. Тогда, согласно формулировке первого начала
термодинамики,

= de + d Lc, (3.126)

где dq — элементарная теплота всех видов, которой система об
менивается с окружающей средой в рассматриваемом термодина
мическом процессе, включая теплоту трения; de — изменение 
внутренней энергии системы; d — элементарная термодинами
ческая работа системы, которая в данном случае является работой 
деформации (растяжения или сжатия) объема газа, движущегося в 
канале:

d l c =pd|-|, (3.127)

где - = vva — удельный объем.
Р

Уравнение (3.126) записано для единицы газа. Ранее (см. §18) 
энергетический баланс для одномерного потока был получен в 
форме уравнения (3.41). Сопоставим между собой уравнения 
(3 41) и (3.126) как две возможные формы записи закона сохране
ния энергии для анализируемых условий течения. Установим на 
этой основе связь между термодинамической работой системы dLc 
'совершаемой движущимся потоком газа) и различными фактора- 
Ми- противодействующими или способствующими этому движе- 
ни,°- С этой целью проанализируем физический смысл членов в 
Ранении (3.41), опустив знаки осреднения.

Левая часть уравнения (3.41) представляет собой умноженную

На Р субстациональную производную от суммы | е + —
I  2,

|> .ь

п и кинетической энергии. В правой части уравнения (3.41) в 
м члене производная после преобразования (с учетом, что

внутрен-
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vA = — ) может быть записана в виде —  I — =-r-(/>vva). Он»р dx\pj дхх 1 ' d
описывает работу по перемещению объема под действием сил 
давления. Второй член в правой части описывает работу массовых 
сил и в данном случае отождествляется с механической работой 
Lm мех и работой сил трения Lmlр. Третий, четвертый и пятый чле
ны описывают подвод (отвод) теплоты. В уравнении (3.126) тепло
та, подведенная (отведенная) ко всем рассматриваемым источни
кам, обозначена через q. (Отметим, что теплота трения s Lm Тр 
пока не выделена, а включена в q.) Последний член в уравнении 
(3.41) описывает изменение массы газа через проницаемые стенки 
канала и в рассматриваемом случае равен нулю.

В результате уравнение (3.41) после сокращения на G = рvA и 
перехода к дифференциалам примет вид

de + Й( т  + ^  = _ d ( f )  ~ d L m r V ~  d I «  мех + d <7- (3.128)

Здесь в левую часть равенства для полноты анализа добавлено 
изменение потенциальной энергии жидкости gd*, которой до 
этого пренебрегали (г — координата по вертикали). В результате 
левая часть (3.128) представляет собой изменение суммы внутрен
ней, кинетической и потенциальной энергии единицы массы 
жидкости. Перед величинами dLm тр и dLm мех стоит знак минус,! 
так как использовано правило знаков технической термодинами-1 
ки, это соответствует подводу работы к системе.

Сопоставив (3.126) и (3.128) как две возможные формы записи 
энергетического баланса системы, получим

= d f V l  + ^ Z +  d [ ~ ]  + d L mTp + < ^«м ех- (З-129'Vpj I  2 J VpJ

(0Таким образом, термодинамическая работа системы р d — f

качестве работы потока газа затрачивается на изменение кинети 
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кой энергии потока d —  , на изменение его потенциальной
L “  J

э н е р г и и  gdz, на совершение работы d|̂ —j * d(/?vya) по перемело переме

щению единицы объема газа под действием сил давления (эта 
составляющая иногда носит в технической термодинамике назва
ние работы проталкивания газа через систему); на преодоление 
сил трения d !mTp и на совершение механической работы dLm мех. 
Часто выражение (3.129) просто постулируется, исходя из энерге
тического баланса в движущемся стационарном потоке газа.

С учетом преобразования

уравнению энергии (3.129) можно придать вид энергетического 
баланса только механических составляющих, и тогда его можно 
будет рассматривать как обобщенное уравнение Бернулли в диф
ференциалах для газа при его стационарном движении вдоль 
струйки тока (в расчете на единицу массы):

Отметим, что здесь в отличие от (3.58) перед величиной dLm мех 
стоит знак минус, так как использовано правило знаков техни
ческой термодинамики.

Если рассмотреть процесс между двумя какими-либо состоя
щими потока в канале, то после интегрирования (3.131) получим

(3.130)

d + gdz = -*£ .-dLmTp - d i, (3.131)'m мех*



Интеграл f —  имеет различное значение для случаев движс 
{  р

ния жидкости, когда р = const, и для случая движения газа, когда 
его параметры связаны уравнениями состояния р = p/(RT) и
процесса р = рт const. Непосредственное интегрирование дает в 
случае жидкости

2 .Г dp _  р2 - Р\
]  Р Р

и в случае газа

/ * " ^ Г 7 Л (Г» - Г>> <злзз>
1

В результате обобщенное уравнение Бернулли для жидкости 
при стационарном движении вдоль струйки тока имеет вид

—  + ^- + £*1 = —  + ^ r  + gz2 +£ттр|* +^mMexf- (3-134) р 2 р 2 '1 '1

Такое же уравнение Бернулли для газа имеет вид

2 2
т  Р\ V\ т  Pi V2 г I2 i I2 /?----Г—  + -т- + i l l  = ----+ -ф + gz2 + Lmтр + Z.mMeJ  . (3.135)m -Ip i  2 т  -1 р2 2 '•

Получим форму записи обобщенного уравнения Бернулли дл* 
газа с использованием величин, явно отражающих тепловое воз
действие на поток. Представим для этого теплоту dq. которой 
система обменивается с окружающей средой, в виде суммы тепло
ты от внешнего теплообмена и теплоты, подведенной к системе з* 
счет работы сил трения:

dq — d</BHei„ + d̂ rp. (3.136
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учитывая выражение (3.28) и то, что d^p = dLm тр, из (3.128) 
„случаем обобщенное уравнение Бернулли для газа при его ста
ц и о н а р н о м  движении вдоль струйки тока в искомом виде

•йdA + d —  + gdz = dqbHau - d ImMex. (3.137)

Если рассмотреть процесс между двумя конечными состоя
ниями потока в канале, то

(Л2 - Aj)
f  1 1\ 

2 2

В частном случае стационарного адиабатического течения газа 

4внеш = вдоль струйки тока без обмена механической рабо

той ^тмех|^ = 0] и ПРИ условии малости величины gfa  ~ *i) из 

(3.138) получаем
V2А + —  = А* = const (3.139)

или

V2Г  + ——  = Т  = const. (3.140)
2 Ср

Отметим, что в силу условия d<frp = dLmTp уравнения энергети
ческого баланса (3.137) — (3.140) оказываются верными в процес
се течения как при наличии сил трения, так и при их отсутствии. 
'Рение не изменяет величину начальной полной энергии потока, 
Но взаимопревращение отдельных составляющих полной энергии 
п°тока осуществляется по-разному для течения с трением и без 
^ния. _

Рассмотрим это на примерах стационарного течения газа с 
прением (в сопле) в одном случае без трения и теплообмена, а
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в другом случае с трением, но тоже без теплообмена. Изображе. 
ние этих процессов в Г  — s-диаграмме (рис. 90) дается линиями 
1 — Д,э и У — 2 соответственно. Оба процесса имеют одинаковые 
начальные параметры заторможенного потока р\ и Т* и заканчи
ваются при одинаковом статическом давлении р2. Они описы
ваются одним и тем же уравнением (3.140). В обоих процессах 
температура торможения остается постоянной, поэтому в конеч
ных их точках 7~2* = Т2и3, однако конечные статические темперц. 
туры Т2 из и 72 в обоих процессах будут разными. Из-за работы
сил трения, перешедшей в теплоту, которая затем подогревает газ, 
статическая температура 7̂  в процессе с трением будет больше 
температуры Г2из в изоэнтропийном процессе. При одинаковом

значении температур торможения Т* и 7^3 это приведет к раз
личным конечным скоростям \ъ и из.

Потеря кинетической энергии потока в результате дей
ствия сил трения может быть определена по уравнению (3.140), 
примененному для процесса с трением и без него:

Л£ТР _ V2M3 *2 Т у

Отсюда следует, что конечная скорость v2 при течении с тре
нием меньше, чем конечная скорость у2из ПРИ течении без тре
ния. В Г  -  s-диаграмме потеря кинетической энергии Д^,, пред
ставляет собой площадку под изобарой 2 — 2ltv Действительно, из
уравнений (3.126), (3.127), соотношений А = е  + — и dq = Tdx слс-

Р
дует, что

Г  ds = dA - — .
Р

Тогда для изобарного процесса 2 — 2И1 при dp = 0 имеем
2
J  Tds = А2 - А2из = ДЕ^ .

2 из
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Рис. 90. Процесс в Т - j-диаграммс при иэоэнтропийном 
и политропном течении газа при ускорении потока в сопле

Выделившаяся теплота трения

1
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равна заштрихованной площадке в Т — s-диаграмме под кривой 
1 - 2 .

Из сравнения площадок под кривыми 1 — 2 и 2 — 2ц3 следуем 
что потеря кинетической энергии потоком Af^, в результате рабо
ты сил трения — это только часть теплоты трения (работы сил
трения) -̂ф|2. Давление торможения р\ из в конце изоэнтропий-

ного процесса равно начальному значению р\, в то время как 
при течении с трением конечное давление торможения р\ мень
ше начального р[.

Действительно, изменение энтропии в процессе 1 — 2 равно 
изменению энтропии в изобарном процессе 2j,3 — 2 и определяет
ся формулой

т
J 2-Si = s2~ s2 из =ср̂ пТ ^ ~ ш'2 из

При постоянной энтропии можно записать следующую связь 
параметров (см. рис. 90):

/ \H i г \

II Pl т Т~2 из Pi из
г ; »

п  из кР2 из>

Поскольку Т2 = Tj „з и р2 = рг из, то

т-1

52 ~ sl  =с р1п
Р2ИЗ

I Р2 )

Где р2 цз а Р\ •
Разность s2 — si > 0, следовательно р\ < р*.



Если через ст* = р\ / р* обозначить коэффициент сохранения 
р о ч н о г о  давления при течении газа в сопле, то с учетом, что

Аналогичные процессы при течении газа с торможением (в 
диффузоре) изображены на рис. 91.

Определим показатель политропы для процесса течения газа 
при наличии трения и теплообмена. Из выражения (3.126), ис
пользуя (3.127), (3.130), (3.136) и (3.28), получаем

После интегрирования уравнения (3.141) от точки 1 до точки 2, с 
учетом, что dh = СрдТи ср= const, найдем

где интеграл определяется по (3.133). Поскольку ср = yR / (у -  1)

и T̂pjj = Z-mTpj| | то из (3.142) находим выражение для определе- 
НИя показателя политропы т.

yR—!— , получим

о

р
(3.141)

(3.142)

(3.143)

Отметим, что полученный показатель политропы т  позволяет 
^читывать связь параметров газа только между начальным 1 и
I



Рис. 91. Процесс в Г  -  5-диаграмме при иэоэнтропийном и полит- 
ропком течении газа при торможении потока в диффузоре
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уравнения (3.138) и (3.134) позволяют определить мощность 
турбомашины Р, например компрессора и насоса. С этой целью 
обычно используют формулу

Р _ Г'/ИЗ 
г к,н — ил^ т  мех

Лк,н

где Lm мех ~  затраченная механическая работа для сжатия 1 кг
раза в изоэнтропийном процессе, т.е. без трения и теплообмена.

Учет этих факторов осуществляется при помощи КПД ком
прессора или насоса г|к н < 1-

При сжатии газа в компрессоре из (3.138) для условий <7ВНеШ|̂  = О 
и Z2 = Z\ получаем

Lm  мех = %  -  ЛГ = ^ - R (T ;  - Г,*) = — RT*
У -1 У -1 \ Р\ )

т-1 -1

В случае подачи жидкости насосом из (3.134) при условии
г |2 ЛAutpIj = 0 получаем

С м е х  = —  р Р] + g(z2 - Zi) +
Л, 2 ,2

Рассмотрим графическую интерпретацию уравнения Бернулли 
Для жидкости при ее течении по трубопроводу, когда отсутствует 
подвод механической энергии (LmMex = 0). Разделив всс величины 
в Уравнении (3.134) на g, получим уравнение Бернулли, выраженное 
ЧеРез напоры:

Pg 2g Pg 2g Zi +Ztp (3.144)
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В этом уравнении величины p/(pg), vV(2g) и z представлнкут 
собой соответственно пьезометрический, скоростной и геомстри.

а  1 - - .‘АЛческий напоры, величина т̂р = —LmTD| является потерей напо И g v\\
ра на преодоление сил трения на участке канала между сечениями 
1 — 1 и 2 — 2 (см. рис. 92).

P i
2 ^

2
з

1

< j

А 2

' ч 4 Y ' 4
'  /

{

Рис. 92. Графическое изображение уравнения Бернулли 
при движении жидкости в трубе:

1 - линия напоров; 2 -  пьезометрическая линия; 3 - линия 
геометрических напоров (потенциальной энергии положения): 4-  

нивелирная линия (Л = 0)
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В случае существенного изменения скорости v по поперечному 
еч е н и ю  канала А учитывают неравномерность распределения 

кинетической энергии в поперечном сечении посредством осред-
V2

ц е н н о г о  скоростного напора в виде где поправочный ко

эффициент а (коэффициент кинетической энергии) получается 
путем осреднения кинетической энергии по расходу

Потеря напора на преодоление сил трения

К  (ЗЛ45)

определяется формулой Дарси — Вейсбаха, согласно которой для 
канала длиной / = дс2 — *| гидравлический уклон / прямо пропор
ционален квадрату средней скорости потока:

При течении в трубах коэффициент т̂р является функцией 
числа Рейнольдса, отношения DT / к и структуры шероховатости 
стенки, где к — высота бугорков шероховатости (рис. 93). В тех
нически гладких трубах, в которых высота к бугорков шерохова
тости существенно меньше толщины вязкого подслоя в погранич
ном слое, коэффициент трения определяется числом Re = vDr/v. 
В случае ламинарного пограничного слоя пользуются формулой
Пуазе идя

?тр 64/Re,
а в случае турбулентного пограничного слоя - формулой Блазиуса



1 ,2

1,0

0,8

Of

Lg (100^0,4 
0,2

\
2 3

L

л

Dr
7k
15
30,6
60
126
252
507

2,4 2,6 3,6 4,0 4,4 4>8 5 ? 5,6 6,0

Рис. 93. Закон сопротивления трения для труб:
1 - зависимость Пуазейля ^  ”  64/Re для гладких труб при 
ламинарном режиме течения; 2 — зависимость Блазиуса 

= 0.3164 для гладких труб при турбулентном режиме
ЦЙё

течения; 3 - опытные данные Никуралэе для турбулентного 
режима течения в трубах с равномерно-зернистой шерохова

тостью из зерен песка с высотой бугорков к

В условиях течения, когда высота к бугорков шероховатости 
больше толщины вязкого пограничного слоя, коэффициент тре
ния т̂р перестает зависеть от числа Re и целиком определяется 
относительной высотой бугорков и их структурой. На рис. 93 вид
но, что начиная с некоторого значения Re = ReKp величина ;тр 
остается постоянной при неизменном значении Д-Д. Наступает 
режим автомодельности по числу Re.

Между двумя этими режимами течения располагается пере
ходный режим, характеризующийся воздействием обоих факторов 
и характером шероховатости (волнистой зернистой формой бугор
ков, распределением их по площади, расстоянием между ними и 
т.п.). Для переходного режима течения используют формул)’ 
Колбрука

/ \
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где кэ ~~ высота выступов эквивалентной равномерно-зернистой 
^роховатости. Для такой шероховатости высота бугорков равна 
расстоянию между ними.

Величина Лэ определяется расчетом на основе обработки экс
периментальных данных гидравлических испытаний трубопрово
дов. Под эквивалентной равномерно-зернистой шероховатостью 
^  понимают такую высоту выступов песка, которая создает гид
равлическое сопротивление, равное действительному сопротивле
нию испытываемого трубопровода. Эквивалентная равномерно- 
зернистая шероховатость интегральным образом характеризует 
среднюю высоту бугорков, их форму, распределение по поверх
ности и т.п. Отношение действительной средней высоты к высту
пов шероховатости к высоте выступов эквивалентной равномер
но-зернистой шероховатости к? составляет не менее 0,1 ...10. Рав
номерно-зернистая шероховатость в опытах Никурадзс имела к = 
= kj. Величина /сэ зависит от материала поверхности, способа ее 
обработки, условий эксплуатации и т.п. Существуют эксперимен
тальные данные для расчетных значений к? в зависимости от пе
речисленных факторов.

Из формулы (3.146) можно получить выражение (3.145) и
(3.92), если величину — LmT0\2 отождествить с потерями гсомет-

g
рического напора z• Как видно на рис. 92, где дано графическое 
изображение различных величин, входящих в уравнение (3.144), 
сумМа геометрического и пьезометрического напоров z определяет 
положение пьезометрической линии, сумма геометрического, пьезо
метрического и скоростного напоров дает линию полных напоров.

При расчетах реальных трубопроводов и газовых коммуника
ций необходимо также учитывать потери напора в различных 
местных сопротивлениях. Ими являются задвижки, колена (места 
поворота потока), диафрагмы, участки внезапного расширения 
ИЛИ сжатия трубопровода, участки перестроения потока (в том 
числе начальный участок трубы) и т.п.

Потери напора в каком-либо у-м местном сопротивлении (гм/, м) 
°Пределяются по формуле

„2



где — безразмерный коэффициент потери напора для данного >Го 
местного сопротивления; Vj — характерная скорость потока, 
обычно — средняя скорость в сечении трубопровода перед 
участком местного сопротивления или за ним.

С учетом потери напоров в местных сопротивлениях обоб
щенное уравнение Бернулли в случае движения по каналу жнд. 
кости примет, согласно (3.134), вид

Р\ м Pi vl—  + T~ + *i=  —  + T ’ + *2+*tPPg 2g pg 2g J

а в случае движения газа примет, согласно (3.145), вид

2i/2т  рх t т  Р2 | 2̂ ,
/и -1 Pig 2g m - l p2g 2g •£тр

Рассмотрим определение потерь при внезапном расширении 
потока несжимаемой жидкости, движущейся в цилиндрической 
трубе без теплообмена и трения (рис. 94, а). Выделим сечение 1 — 1 
перед внезапным расширением и сечение 2 — 2 за ним в том 
месте, где образовавшаяся в результате внезапного расширения 
жидкость целиком заполняет поперечное сечение трубопровода 
большого диаметра. Потеря между сечениями 7 — 1 и 2 — 2 опре
деляется потерей давления торможения

ЬРп  = Р\ ~ Р2’ (3.147)
где

Pi = Р\ +^ ~ >  P2= P2+ ^ j~ -  (3148)

Уменьшение давления Др*2 вызывается затратой энергии на
поддержание процесса вихреобразования за уступом между сече
ниями /' — Г  и 2 — 2.
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Рис. 94. Схема течения жидкости на участках с внезапным из
менением площади поперечного сечения канала: 

а - внезапное расширение; б - внезапное сужение

Выделим контрольный объем между сечениями /' — Г  и 2 — 2. 
В рассматриваемых условиях течения полный импульс потока в 
КаЖдом из этих сечений постоянен:

Gvy + = Gv 2 + Р2^2 ‘ (3.149)
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Циркуляционный поток в сечении /' — 1' не изменяет величи
ну суммарного количества движения в этом сечении, поэтому 
можно записать Gvy = Gv\. По параметрам в сечении 2 — 2 опре
делим величину расхода G = pv2>42.

Из опытных данных следует, что при течении несжимаемой 
жидкости давление за уступом примерно постоянно по всему се
чению Г — Г . Кроме того, в силу близости сечений 1 — 1 и /' — /■ 
можно считать, что ру = />i-B результате из (3.149) можно опре
делить разность статических давлений

Тогда из (3.147) с учетом (3.148) и (3.150) потеря полного дав
ления

т.е. потеря полного давления равна скоростному напору потерян
ной скорости.

Эта зависимость известна как формула Борда — Карно (отца) 
и может быть записана в виде

где коэффициенты потерь при внезапном расширении равны

Р\ ~ Р2 = pv2(v2 - v,). (3.150)

(3.151)

поскольку
v\п — —— = ——
v2 Ai
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Несмотря на то что теоретически формула (3.151) получена для 
учения несжимаемой жидкости, она дает достаточные результаты 
и для течения газа при умеренных числах Маха.

При внезапном сужении потока потери оказываются меньшими, 
чем при внезапном его расширении. Однако структура течения при 
внезапном сужении (рис. 94, б ) иная: в сечении У — Г наблюда- 
к̂ тся сужение струи и вихреобразование, после которых струя 
расширяется. Это затрудняет получение формулы для определе
ния потери давления теоретически, и поэтому обычно применяют 
формулу (3.151) с экспериментальными значениями коэффициен
тов потерь для данного случая течения.

кавитации



Рассмотрим различие в поведении жидкости и газа при тсче- 
нии в местах сужения потока. Согласно уравнению Бернулли, 
местное сужение вызывает местное ускорение потока и после
дующее его торможение, т.е. сначала снижение, а затем повыще. 
ние статического давления. При движении по каналу газа rioj 
влиянием местного сужения фазовое состояние газа не изменяется.

Иным может быть поведение жидкости в тех же условиях те- 
чения (рис. 95). В соответствии с уравнением Бернулли при тече
нии идеальной несжимаемой жидкости статическое давление g 
узком месте, равное величине

может снизиться до значения давления парообразования рк или 
даже ниже, что приведет к вскипанию капельной жидкости Яв
ление вскипания жидкости из-за снижения в ней давления в ре
зультате возрастания скорости потока и образования в связи с 
этим полостей, заполненных паром, называется кавитацией. По
явление кавитации приводит к увеличению потерь, возникнове
нию шумов, разрушению материала поверхности канала.

Контрольные вопросы к §25
1. В каких формах записывается обобщенное уравнение Бернулли в случае ста

ционарного движения паза вдоль струйки тока при учете работы сил трения, тепло
обмена, механической работы?

2. Рассматривается стационарное течение газа вдоль струйки тока без тешюоб-
v2 -имена. Возможно ли применение уравнения энергии в форме записи Г  +---= 12 Ср

как для течения с силами трения, так и без них?
3. Какими площадками при течении газа изображаются в Т — i-диагра.чме рабо

та сил трения (теплота трения), потеря кинетической энергии потоком из-за дей
ствия сил трения и теплота трения, поглощенная потоком?

4. Как рассчитать показатель политропы процесса при течении с трением и теп
лообменом?

5. Как вычисляют потери напора на преодоление сил трения при гечении в Ш1-' 
роховатых трубах и при внезапном изменении поперечного сечения канала?

6. Как учитываются в обобщенном уравнении Бернулли при стационарно'! 1*‘ 
чении жидкости в канале потери напора от местных сопротивлений?
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526. ТЕЧЕНИЕ В СОПЛАХ И ДИФФУЗОРАХ

Геометрические сопла и диффузоры являются важными эле
ментами газодинамического тракта энергоустановок. Сопла пред
н а з н а ч е н ы  для ускорения потока газа, диффузоры - для его тор
можения и повышения статического давления потока. Геометри
ческие формы и конструктивное исполнение этих элементов 
очень разнообразны. Реальная пространственная структура тече
ния в них характеризуется наличием пограничных слоев (гидроди
намического и теплового), неравномерностью параметров в попе
речном сечении, зонами отрыва потока, наличием звуковых и 
ударных волн в случае сверхзвукового течения и другими явле
ниями. Тем не менее одномерная модель течения позволяет опи
сать многие общие его особенности, некоторые из которых были 
рассмотрены в §21 — 23. Далее мы продолжим изучение течения в 
геометрических соплах и диффузорах на расчетных и нерасчетных 
режимах течения.

Изображение процесса течения газа в сопле Т — s-диаграмме 
было дано на рис. 90. Определим теоретическую скорость v2 иэ 
истечения в конце изоэнтропийного процесса 7* — 2^. Использо
вав уравнение энергии в виде (3.140)

и Уравнения изоэнтропы

Особенности течения в соплах

т-1

1 Учетом соотношения ср = ,
у - 1

получим теоретическую скорость



Действительная скорость истечения v2 меньше теоретической 
v"2 из из-за наличия в реальном процессе потерь. Отношение ско
ростей в действительном и теоретическом (изоэнтропийном) про. 
цессах называется коэффициентом скорости

< P = V 2 / V 2 „3. (3.153)

Коэффициент скорости <р определяется по экспериментальным 
измерениям и зависит от формы, геометрических параметров со
пла и условий течения (рис. 96).

Рис. 96. Характеристики конического сопла (с углом конус
ности а = 15е и отношением площадей поперечных сечений 

А\/А2 = 4) в зависимости от перепада давлений в нем:
1 - коэффициент скорости ф; 2 - коэффициент расхода ц
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формула для теоретического массового расхода через сопло
0  ̂ *  рг из 2̂ из ^2 может быть получена с учетом уравнения изоэн-
тропы Л

£2£1 _ ( Рг.) Y
P i  J

• Р\„ уравнения состояния в виде

G из = Л2
У - 1

Р\Р 1 Рг
Р\> - Н\Р\)

H i
т (3.154)

С использованием газодинамической функции q (л, у) теорети
ческий расход Сиэ можно определить из уравнения (2.59).

Действительный массовый расход G= РтУгАъ меньше теорети
ческого из-за наличия потерь. Отношение действительного расхо
да через сопло к теоретическому (в изоэнтропийном процессе) 
называется коэффициентом расхода (см. рис. 96)

Ц=С/СИ3. (3.155)

Коэффициент ф больше коэффициента ц. Действительно, из
{•ормулы (3.155) следует, что ц = — ? ф. А так как соотношение

Р г  из

Tj из
 ̂ ~— - поскольку точки 2 и 2уп лежат на одной изобаре, то 
из 12



Сопла могут быть дозвуковые (сужающиеся) и сверхзвуковые 
(сопла Лаваля). Рассмотрим особенности течения в сужающихся 
соплах. Распределение параметров в таком сопле вдоль его оси на 
расчетном режиме при изоэнтропийном течении совпадает с рас
пределением параметров для такого же течения на дозвуковом 
участке сопла Лаваля (рис. 97). В расчетном режиме течения на 
срезе сопла давление pi р равняется давлению окружающей среды 
рср, а скорость потока v2 Из меньше критической.

Проанализируем изменение характера изоэнтропийного тече
ния при изменении противодавления рср при условии неизмен
ности входных параметров р*,Т*,р\. Если давление среды равно 
давлению входа в сопло рср = р\ , то никакого движения газа не 
будет. При понижении противодавления рср до расчетного значе
ния pi р массовый расход газа через сопло будет возрастать до 
расчетного значения по формуле (3.154). При дальнейшем пони
жении противодавления рср ниже расчетного значения pi р ско
рость V2 из будет расти до тех пор, пока давление рср не достигнет 
значения рхр. В этот момент в выходном сечении сопла устано
вится скорость потока, равная критической, т.е. численно равная 
местной скорости звука а2.

Скорость звука представляет собой скорость распространения 
бесконечно»малых возмущений в упругой среде, которые в данном 
случае возникают вследствие понижения давления в среде рср за 
соплом. При достижении потоком на выходе из сопла скорости 
v2 из = а2 = акр никакое понижение давления вверх по потоку от 
среза сопла уже распространиться не сможет. Массовый расход
(при неизменном давлении торможения р\ при входе в сопло) 
достигает своего предельного значения, не изменяющегося при 
дальнейшем снижении давления за соплом рср ниже /ъ кр. Возни
кает явление, называемое "запиранием" потока.

Перепад давлений

лкр= Рг кр / Л ,

вызывающий (на срезе сужающего сопла) критическую скорость, 
называется критическим.
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Рис. 97. Закономерность изменения параметров газа 
при ускорении потока в сужающемся сопле (М < 1)

При дальнейшем понижении давления среды рср ниже /ь кр на 
cPC3e сопла будет существовать неизменное давление pi кр, а из-
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быточный перепад (л  кр — Рср) будет срабатываться в вытекак>щей 
струе.

Таким образом, ускорение газа в сужающемся сопле может 
быть осуществлено только до скорости, равной ее критическому 
значению, посредством использования перепада давления от ве. 
личины р* до величины pi кр. Чтобы осуществить ускорение по. 
тока при дальнейшем понижении давления, необходимо за мини
мальным сечением установить расширяющийся патрубок, как 
этого требует принцип обращения воздействия.

Величину критического перепада давлений лкр можно опреде
лить с помощью газодинамической функции я (X, у) = Рг / р\. 
учитывая, что р{ = р\ при изоэнтропийном процессе, а Х2 = I 
Тогда

Для значений у = 1,3 и 1,4 величина лкр соответственно равна
0,546 и 0,528 (ориентировочно критический перепад соответствует 
двойному понижению давления).

Максимальный массовый расход через сужающееся сопло яв
ляется критическим и определяется формулой

через параметры в критическом сечении (Лкр = Л2) при значении 
Xj = 1. По формуле (3.154) с учетом (3.156) критический расход 
равен, кг/с:

^ш ах = б к р  — Ркр а кр Лкр

или
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рассмотрим изменение массового расхода <7ИЭ при изоэнтро- 
пцйном движении газа через сужающееся сопло с изменением 
давления pi за соплом, на его срезе (при изменении перепада дав
ании я = p i/p \ ) в условиях постоянства параметров торможе
ния Р\ < Р* * Т\ ПРИ входе в сопло и постоянства площади его 
поперечного сечения А2 при выходе из него. На рис. 98, а кривая 1 
соответствует формуле (3.154), однако реальное изменение массово
го расхода при указанных условиях дает только участок кривой 1, 
находящийся в диапазоне изменения перепала давлений л = pi / р* 
от 1 Д° критического значения л ,̂. На этом участке кривой с 
уменьшением значения я (давление pi = рср) массовый расход рас
тет и, достигнув критического значения, не изменяется при по
следующем снижении давления среды рср за соплом ниже значе
ния рг Кр в связи с возникновением явления "запирания" сужаю
щегося сопла.

Рассмотрим изменение массового расхода через сужающееся 
сопло в случае изменения давления торможения р\ при входе в
сопло (при изменении перепада давлений я = pi /р\ ) в условиях 
постоянства давления (pi = рср) при выходе из сопла и температу
ры торможения 7\* при входе. В этом случае изменение массово
го расхода <7ИЗ определяется двумя факторами: перепадом давле
ний я = pi / р\ и абсолютным значением давления р\ .

Закономерности этого изменения следуют из рис. 98, б, где 
представлено изменение массового расхода GH3 через сужающееся 
сопло под действием давления торможения р\ перед соплом и 
заиления pi на его срезе. Сечения, параллельные плоскости коор-
линат —И2-; р2, соответствуют рис. 98, а. Сечения, параллельные 

л 2

Носкости координат — ; р* , определяют изменение массового
Л 2

Исхода Сиз по формуле (3.154) в анализируемых условиях р* = 
varia, р2 = const.



P

а -  относительного перепада давления газа (/ ) и жид
кости (2 ) за сужающимся соплом; б - давления газа 

перед сужающимся соплом и за ним
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На криволинейной поверхности ОАВ массовый расход меньше 
своего критического значения. На участке поверхности ОСВ мас
со вы й  расход равен своему критическому значению, которое из
меняется с изменением давления р\ при входе в сопло. Очевид
но, что  с ростом давления р* перед соплом при постоянстве дав- 
1еНия рг на выходе из него массовый расход С?из возрастает.

Рассмотренными особенностями процесс истечения газа из 
суж аю щ егося  сопла отличается от процесса истечения жидкости, 
при котором не наблюдается явление кризиса течения в мини
мальном поперечном сечении (явления "запирания" потока).

Ри с . 99. Схема истечения жидкости из бака через 
сужающийся насадок (сопло)

Действительно, при истечении идеальной капельной жидкости 
Резервуара через сужающийся насадок (рис. 99) по уравнению 
Рнулли (3.134) при У| = 0 получаем скорость течения
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V2 = ^2Pl ^  +g(n + Zi). (3.158)

Согласно (3.158) массовый расход G = в случае истече
ния жидкости при постоянных значениях р\ и будет монотонно 
возрастать с уменьшением перепада давления pjp\ (кривая 2 на 
рис. 98, а), пока эту закономерность не нарушит явление кавита
ции.

Перейдем к особенностям течения в сверхзвуковых соплах. 
Течение газа в сопле Лаваля на расчетном режиме (см. рис. 75) 
было рассмотрено в §21. Проанализируем качественно структуру 
течения, возникающую внутри сопла Лаваля и в вытекающей из него 
струе при различных нерасчетных режимах течения (рис. 100). Бу
дем полагать постоянными параметры при входе в сопло и изме
нять величину противодавления среды рср.

На расчетном режиме течения распределение давления вдоль 
сопла дается кривой ЛОВ. Вытекающая из сопла сверхзвуковая 
струя однородна, статическое давление в ней равно давлению 
окружающей среды рСр = й  р (в действительности структура струи 
может быть возмущена слабыми волнами, отходящими от кон
структивных кромок сопла и отражающимися от свободной по
верхности струи). Установим противодавление рср меньше расчет
ного pi р (зона / на рис. 100).

Поскольку скорость на выходе из сопла сверхзвуковая, то это 
изменение давления не может передаваться внутрь сопла. Внутри 
сопла будет существовать расчетное распределение давления по 
кривой ЛОВ, а понижение давления от pi р на срезе сопла до про
тиводавления рср будет происходить в вытекающей струе. У вы
ходных кромок сопла в струе образуются секторы волн разреже
ния, в которых давление pi р снизится до значения />ср; затем про
исходит чередование волн разрежения и сжатия по длине струи.

Если установить противодавление рср несколько больше рас
четного давления р̂  р (зона I I ), то в выходном сечении сопла по- 
прежнему будет сверхзвуковая скорость; изменение противодав
ления внутрь сопла не проникнет и не нарушит хода кривой АО В 
Необходимое возрастание давления от значения Р2 р на срезе со
пла до противодавления рср произойдет в образующихся косых 
ззо



сКачках уплотнения, отошедших от кромок сопла. Пересекаясь, 
скачки образуют Х-образную систему скачков, за которой возник
нет серия отраженных и затухающих по длине струи волн разре
жения и сжатия. Структура волн определяется закономерностями 
иХ отражения от свободной поверхности.

Рис. 100. Распределение статического давления по длине сопла Лаваля на 
расчетном и нерасчетном режимах течения и схемы структуры вытекающей

струи:
I ~ волна разрежения; 2 -  волна сжатия; 3 - скачок уплотнения; 4 - характеристи

ка на расчетном режиме течения

При дальнейшем повышении противодавления (зона Ilf ) усло
вия течения не смогут формировать Х-образный выходной скачок 
и он трансформируется в мостообразный скачок (мостообразным 
скачком называют прямой скачок с двумя .̂-образными ножками 
У Границ струи). Поток за прямым скачком в центре струи будет 
Дозвуковым, но под воздействием окружающего сверхзвукового
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течения он ускорится до сверхзвуковой скорости. Далее структуру 
струи будет повторять предыдущую ситуацию.

По мере повышения противодавления рср прямой скачок будет 
приближаться к соплу и расположится на срезе сопла (точка L на 
рис. 100). При дальнейшем росте противодавления рср (зона IV  ( 
прямой скачок войдет в расширяющуюся часть сопла.

В действительности возможно существование даже двух пря
мых скачков, вызывающих, как правило, отрыв пограничного 
слоя. Между скачками дозвуковой поток ускоряется до сверхзву
кового в своеобразном внутреннем сопле Лаваля, у которого жид
кие границы образуют внешний поток. При одиночном прямом 
скачке давление распределяется по кривой AOREN, и его место
расположение может быть найдено по условию связи коэффици
ентов скорости на прямом скачке = 1. Из сопла вытекает 
дозвуковой поток.

При дальнейшем росте противодавления рср скачок, ослабля
ясь, продвигается к критическому сечению и, дойдя до него, исчеза
ет. Распределение давления в сопле соответствует кривой ЛОМ.

Наконец, если противодавление рср приближается к значению 
входного давления р\ (зона У ), то течение в сопле Лаваля повсю
ду дозвуковое с максимальной скоростью (меньше критическои) в 
минимальном сечении сопла и с распределением давления по 
кривой А О 'М '.

Особенности течения в диффузорах

Изображение процесса торможения газа в диффузоре в Г -s- 
диаграмме дано на рис. 91. Реальный процесс 1 — 2 п о вы ш ен и я  
статического давления в диффузоре отклоняется от изоэнтропий- 
ного / — 2ИЗ за счет различных потерь, в результате этого давле

ние торможения р\ на выходе из диффузора меньше, чем давле

ние торможения р\ при входе. При адиабатичности со п о ста вл яе 

мых процессов (Г,* = = Г2из) это приводит к уменьшению
действительного выходного скоростного напора ДЛ2 в сравнении с 
изоэнтропийным ДЛ2 из на величину
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Величина ДАпот может рассматриваться как потеря скоростного 
напора, сопровождающая процесс действительного повышения 
статического давления в диффузоре. В результате из располагае
мого входного скоростного напора ДА, преобразуется в статиче
ское давление величина

£  ДА = ДА, — ЛЛ2 из = Y ' - T 1 -

Эффективность процесса повышения статического давления в 
диффузорах оценивают при помощи следующих коэффициентов 
(см. рис. 91):

коэффициента восстановления статического давления

к ДА _ 1 v 2 из
?йд “  АЛ 2 ’ДЛ| у*

коэффициента внутренних потерь

Е А̂ псгг  ̂ из ~ v2
■  5 “ " 5 Г * '

коэффициента потерь с выходной скоростью

ДАг _у\
'  АЛ, ‘  v 2 '

Очевидно (см. рис. 91), что ^  + §,х = 1, гак как ДА, =
* ДЛ2 + ДА + ДЛпот.

Отношение



называется коэффициентом полных потерь;

4с. д = 1 — \а. it-
Коэффициентом полезного действия (КПД) диффузора назы

вают отношение
А И _  у ,2 - 

bh\ - ДЛ2 v2 - v|

Потери в диффузорах оценивают при помощи коэффициента 
восстановления полного давления о* = р2 / р*. Найдем его связь 
со скоростным напором. Выразим потери полного давления 
Л р*2 = р* - р2 в зависимости от скоростного напора подобно 
формуле (3.151) для внезапного расширения канала

п* п* -  F Р*у * -  р P z v 2Р 1 ~ P i ~ 4д 1 2 ’ д 2 2

Рассмотрим в качестве определяющего скоростной напор при 
выходе из диффузора. Установим связь между коэффициентом
потерь в диффузоре £д 2 и величиной ст*:

• i д Р\1 _ I г ' - 1---- ;— Р2^2

Р\ 2

д р..Обычно относительные потери полного давления -- — в
Р\

диффузоре составляют несколько процентов, и поэтому при усло
вии Т '* Т 2 можно считать, что p**pj . С учетом того, что

2 2yR  7j* 2 
°Ч >1 =— 7 7 - = акр2 .

получим
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Коэффициент потерь в диффузоре £д 2 учитывает как потери
на о тр ы в  потока от стенок, так и потери на трение. Потери на 
отрыв могут быть оценены в долях от коэффициента ^  в Ф°Р- 
^ле (3.151). Величина 4/ называется коэффициентом смягчения 
(полноты) удара. Согласно экспериментам, ц/ зависит от угла а 
раскрытия диффузора, и для конического диффузора при а = О 
коэф ф ициент vy = 0 , при а = 60° коэффициент ц> достигает мак
симального значения 1,2 и далее уменьшается до единицы с рос
том а .

Диффузоры в зависимости от скорости потока при входе в них 
могут быть дозвуковыми и сверхзвуковыми.

А, град

22

18

И\

а

Д .

а  

Л  i l \

10

В

Д

-а

2 3 4 5  п

101, Экспериментальная зависимость параметров а  (угол раскрытия 
диффузора) и п (отношение площадей поперечных сечений выхода Л2 и 

А\) конического диффузора, определяющая область ниже линии аа. 
где течение в диффузоре безотрывно
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Рассмотрим особенности течения в дозвуковых диффузорах 
Распределение параметров при изоэнтропийном течении в таком 
диффузоре (расширяющемся патрубке) на расчетном режиме (см 
рис. 76) проанализировано в §21. Потери в дозвуковом диффузоре 
вызываются трением и отрывом потока от стенки. Существование 
зон отрыва связано с возникновением условий для отрыва погра. 
ничного слоя. Определяющими факторами для возникновения 
этих условий являются числа Маха и Рейнольдса при входе в 
диффузор, характер пограничного слря (ламинарный или турбу. 
лентный), закон изменения градиента давления Ар/Ах вдоль оси 
диффузора (закон изменения площади его поперечного сечения), 
форма эпюры скорости при входе в диффузор, шероховатость сте
нок.

На рис. 101 показана экспериментальная зависимость, опреде
ляющая возможности безотрывного течения в конических дозву
ковых диффузорах, в виде связи угла раскрытия диффузора а и 
степени его расширения п = А? /А\ — отношения площадей по
перечного сечения при входе и выходе. В качестве примера зако
номерность изменения потерь для одного из типов дозвукового 
диффузора показана на рис. 102. Для сравнения там же показана 
кривая 5, соответствующая потерям при внезапном расширении 
потока.

Для уменьшения потерь в диффузорах необходимо прежде 
всего обеспечить безотрывность течения по всей его длине на 
расчетном режиме. С этой целью основное торможение потока 
должно осуществляться на начальном участке диффузора, где по
граничный слой еще достаточно тонок и устойчив к отрыву. Да
лее продольный градиент давления должен непрерывно умень
шаться. Существуют различные способы управления потоком в 
диффузорах для увеличения их эффективности (пром еж уточны е 
перегородки, пристеночный вдув потока, отсос пограничного 
слоя, профилирование обвода стенки и т.п.).

При изменении расчетных условий на входе или на выходе из 
дозвукового диффузора характер течения в нем будет изменяться 
чаще всего в сторону снижения эффективности вследствие обра
зования стационарных и нестационарных отрывных зон или воз
никновения струйного течения с отделением потока от стенок
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Рис. 102. Экспериментальная зависимость МЭИ коэффициен
та полных потерь для звукового конического диффузора от 

степени расширения п и угла раскрытия а, град:
/ - 7; 2-15; 3 — 22; 4 -  30; 5 -  канал с внезапным расширением

потока

Рассмотрим особенности процесса течения газа в сверхзвуко
вом диффузоре. В таком диффузоре к потерям трения и отрыва 
добавляются потери в возникающих скачках уплотнения. Ограни
чимся рассмотрением особенностей течения применительно к 
конструкции прямолинейного диффузора для сверхзвуковой аэро
динамической трубы непрерывного действия (рис. 103, а).

Обычно в такой трубе поток газа выходит из ресивера, ускоря
л а  в сопле Лаваля (участок между сечениями 0 — 0 и /' —У), 
пРоходит рабочую часть (участок от до / — / ), в которой
Размещается испытуемая модель, и тормозится в сверхзвуковом 
диффузоре (участок от 1 — / до 4 — 4 ). Этот реальный сверхзву
ковой диффузор, как и теоретический, рассмотренный в §21, 
"Меет сужающийся сверхзвуковой участок от 1 —  I  ао 2 — 2 и 
’̂ Ширяющийся дозвуковой участок от 3 — 3 до 4 — 4. Между 

располагается участок от 2  — 2 до 3 — 3 с постоянным по- 
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перечным сечением (горло), имеющий относительную протяжен, 
ность, равную 8 — 15, гидравлическим диаметрам горла Dy. Необ. 
ходимость этого участка вызвана тем, что из-за наличия на стен, 
ках пограничного слоя переход от сверхзвукового течения к д0, 
звуковому растянут по длине канала, а возникающая зона течения 
называется псевдоскачком.

Рис. 103. Схема сверхзвуковой аэродинамической трубы (а) и распреде
ление статического давления в сверхзвуковом диффузоре (б ):

1 - ресивер; 2 - сопло Лаваля; 3 - рабочий участок трубы; 4 - испытуемая модель; 
5 ~ сверхзвуковой диффузор; а - зона входных Х-образных скачков; б ~ зон» 
сверхзвукового течения; в — зона дозвукового течения; г -  пограничный слой

Эта область представляет собой сочетание скачков уплотнения 
и сверхзвукового течения в ядре потока с областью дозвукового 
течения, примыкающей к стенкам. Структура скачков уплотнения 
зависит от значения числа Маха M t при входе в диффузор, отно
сительной толщины Si/ZJr пограничного слоя и условий течения 
(чисел Эйлера Eui и Рейнольдса Rej). Длина области псе вд ос кач
ка L  определяется как расстояние от места, где начинается р 
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этического давления р на стенке (сечение 1 — 1 ), до места, где 
статического давления заканчивается, и под действием трс- 

оно начинает снижаться (перед сечением 3 — 3). В ряде слу
чаев в псевдоскачке возможен локальный отрыв пограничного 
слоя на стенке.

На рис. 103, а схематически показана также возможная струк- 
тура течения в прямолинейном диффузоре с квадратным посто
янны м  поперечным сечением для случая, когда число М\ > 2 . 
Можно выделить следующие характерные зоны: зона "а" с X- 
образными входными скачками; зона "б" сверхзвукового течения в 
центральной части канала с относительно слабыми мостообраз
ными или С-образными скачками; зона "в" дозвукового течения (с 
интенсивной турбулентностью) между сверхзвуковой зоной "б" и 
пограничным слоем; зона "г” турбулентного пограничного слоя.

При числах Mi < 2 псевдоскачок имеет другую структуру и со
стоит из ряда расположенных друг за другом прямых скачков с 
образными "ножками" у стенок (рис. 100, зона IV ).

Очевидно, что одномерный анализ не в состоянии описать все 
особенности такого процесса торможения сверхзвукового потока. 
Однако при помощи одномерной модели течения имеется воз
можность изучить изменение площади поперечного сечения диф
фузора вдоль его длины. Минимально допустимая площадь горла 
Лт определяется из условия запуска диффузора, т.е. вывода тече
ния в аэродинамической трубе на расчетный режим, при котором 
на рабочем участке трубы устанавливается сверхзвуковая скорость.

Будем предполагать, что запуск производится посредством по
вышения давления рg в ресивере, куда газ подается при помощи 
компрессора. На начальном этапе запуска скорость потока на 
всей длине рассматриваемого тракта между сечениями 0 — 0 и
* — 4 дозвуковая. По мере увеличения массового расхода газа 
скорость потока будет расти и приблизится к своему критическо
му значению прежде всего в самом узком поперечном сечении 
4ср.с, которым является критическое сечение кр — кр сопла Лава- 
л>- Во всех остальных местах до и после этого критического сече- 
ния скорость потока будет дозвуковой.

После возникновения критической скорости в критическом 
Учении сопла Лаваля дальнейшее увеличение массового расхода
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при повышении давления в ресивере ро приведет к появлению ' 
непосредственно за критическим сечением области свсрхзвукон0. 
го течения. Для рассматриваемого в данный момент нерасчетного 
режима течения эта сверхзвуковая зона будет состыковываться с 
существующим дозвуковым течением на выходе из сопла Лаваля 
посредством прямого скачка уплотнения в сечении т  — т.

По мерс увеличения давления P q в ресивере скачок т  — т 
будет продвигаться в направлении к диффузору. Из-за потерь в 
прямом скачке т  — т  удельный объем газа за скачком будст 
больше, чем перед ним. Именно это и делает необходимым со
блюдение следующего условия: площадь горла АТ должна быть 
больше площади критического сечения Акр с сопла Лаваля. Дей
ствительно, дозвуковой поток за скачком m - m, дойдя до участка 
от / — / до 2 — 2, где площадь поперечного сечения уменьшается, 
начнет разгоняться. Если площадь горла Ат окажется недостаточ
ной, то в горле может возникнуть критическая скорость и про
изойдет явление запирания горла диффузора. Таким обратом, 
между скачком m — т , находящимся в рабочей части трубы, и 
сечением горла, где возникла критическая скорость, будет распо
лагаться зона дозвукового течения. Диффузор не запустится, так 
как скачок т  — т  не сможет пройти горло. Если же площадь гор
ла Аг достаточна, то скачок т  — т  при соответствующем возрас
тании давления P q сможет проскочить через горло, а между сече
ниями от / — 1 до 3 — 3 сформируется структура псевдоскачка 
Произойдет запуск диффузора.

Иногда, исходя из условий устойчивости работы диффузора, в 
нем формируют несколько иную структуру потока. На участке 
между сечениями от / — 1 до 3 — 3 обеспечивают торм ож ение 
сверхзвукового потока до небольших чисел Маха в сечении 3 — 3 I 
на выходе из горла. Далее в расширяющейся части диффузора (от 
3 — 3 ао 4 — 4 ) сверхзвуковой поток несколько ускоряется и 
переходит в дозвуковой через относительно слабый прямой ска
чок п — п. При возникновении по каким-либо причинам возму
щений давления или расхода скачок п — п колеблется около 
своего номинального положения, не входя в горло, и предохраня
ет от срыва сверхзвуковое течение на рабочем участке трубы.
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Оценим площадь горла Аг, необходимую для запуска аэроди- 
аМи ческо й  трубы и диффузора. Идеализируем процесс, предпо- 

Нагая отсутствие пофаничного слоя и теплообмена. Это означает, 
фо даапения торможения до скачка т  — т  и после него постоян
ны но, естественно, различны. Температура торможения вдоль 
всего тракта предполагается постоянной, так как рассматриваются 
^разистационарные положения скачков.

рассмотрим предельно допустимую ситуацию, допускающую 
запуск, когда в обоих сечениях аэродинамического тракта в сопле
i с и в горле Аг установится критическая скорость, одинаковая
для этих сечений в силу равенства Гс* = Т*.

Скачок m — m в тот момент займет положение т ' — т ' непо
средственно перед сечением 1 — 1. Обозначим коэффициент ско
рости перед скачком т ' - т ' через X j., а за скачком — через \\ *
з Площадь поперечного сечения рабочего участка от /' - /'
3.0 1 - 1 обозначим через А\.

Найдем относительное значение площади критического сече
ния сопла Акр JA \ , для чего запишем уравнение расхода (2.59) для 
критического сечения сопла и для сечения рабочего участка перед 
скачком т ' — т'\

К  (5(у)-с/<кр с q(xc = 1,у) = р(у)-^=<т(Х|,у).
J r t ;  J r t ;.

Поскольку Гс* = Ту, pi = р\. и q(\c = 1) = 1, то отношение 
площадейI  Г> <3|5<)>л\

Найдем относительное значение площади горла АТ/А\, для чего 
Упишем уравнение расхода для сечения 1— 1 рабочего участка за 
"Качком т ' - т ' и для сечения в горле:



Поскольку Т\ - Т*,р\ = р\ и q(kr - 1) - 1, то отношение 
площадей

Из (3.159) и (3.160) можно найти отношение площадей попе
речного сечения горла и критического сечения сопла

_ 4 _ , « 0 А г ) .  Ш 6 |)
Лкр. с ?(*- г )

Соотношение (3.161) определяет минимальное значение пло
щади горла, при котором возможен запуск сверхзвукового диффу
зора. Обычно из-за наличия пограничного слоя площадь горла А,. 
определенную по (3.161), увеличивают на 10 — 15 %.

Зависимости (3.159) — (3.161) графически показаны на рис. 104 
в функции числа М перед диффузором.

Рис. 104. Зависимость относительных величин проходных 
сечений сверхзвуковой трубы от числа М в ее рабочей части: 

/ Лкп. с /Ail 2 ~ Aj /А\\ 3 Л, /А̂о. с
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Контрольные вопросы к §26

1 . Рассматривается стационарное, иэоэтропийное истечение газа из сужаю 
0 рся сопла, на срезе которого под действием перепада давлений /р[ •
становилась скорость истечения, равная критической Изменится ли массовый 
расход G (и -/0) через сопло, если уменьшится (увеличится) только полное давление
,рИ входе р\ , только противодавление среды />ср, перепад давлений / р\ ?

2. Какова структура сверхзвуковой струи за соплом Лаваля в случае истечения в 
—еду с противодавлением меньше (больше) расчетного?

3. Какими коэффициентами оценивают эффективность процесса в диффузоре?
4 . Чем вызвано появление системы скачков уплотнения (псевдоскачка) при 

орможеиии потока в сверхзвуковом диффузоре?
5. Почему в сверхзвуковом диффузоре имеется ограничение величины площади 

поперечного сечения горла?
6 Для каких сечений записываются уравнения расхода при вычислении теоре

тического отношения площадей поперечного сечения горла и критического сечения 
сопла Лаваля в процессе расчета сверхзвуковой аэродинамической трубы?
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г , а в а  4. ПЛОСКИЕ ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ДВИЖ ЕНИЯ

$27. КОМ ПЛЕКСНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ ПОТОКА И КОМПЛЕКСНАЯ 
СОПРЯЖЕННАЯ СКОРОСТЬ

«нее при изучении основных закономерностей кинематики 
сги было введено понятие о потенциальном (безвихревом) 

ЖИЛ̂  (см. §7) и рассмотрены его свойства. Показано также, что при 
пагс̂ ировании уравнений движения идеальной жидкости прсдпо- 
ин’ ж  об отсутствии вращения частиц жидкости (<в = 0 ), соотвст 
ло *̂цее представлениям о физических особенностях потснци 
ств>  течения, позволяет достаточно просто установить связь 

скоростью потока и давлением (см. уравнение Бернулли. §13) 
ме |̂ |сим образом, постановка и решение задач динамики жш 

связанные с расчетом полей давления и результирующих 
например воздействующих на тело, погруженное в поток. 

•>от решения кинематических задач для картины течения 
тока), полей скорости и тл. Решение кинематических за 

лцественно упрощается при использовании модели потении 
д^го  потока. Как будет показано далее, в этом случае прел 
ста^ется возможным эффективное использование математичс 
^  аппарата теории функций комплексного переменного 
Т(р|Л) Для решения задач гидродинамики.

усмотрим двумерное, плоское установившееся (стационар- 
.потенциальное течение несжимаемой жидкости в плоскостиНОгдс^ительных координат х - у (рис. 105). Выделим в рассматри

в а я  плоском потоке произвольную линию тока /. Напомним 
Ю определению, в каждой точке А линии тока вектор ско- 
 ̂v совпадает по направлению с элементарным вектором 

/ьной к линии тока d / (см. рис. 105), так что 
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d/- = ft* (4.1)
Как показано в §7,

для кинематического
описания потенциаль- 
н01О потока можно 
использовать так на
зываемую потенци
альную функцию ф 
(потенциал скорости), 
связанную с проек
циями вектора ско
рости рассматривае
мого плоского потока 
соотношениями

Рис. 105. Картина потенциального течения не
сжимаемой жидкости

_ _  <5фv v = — , vv =х дх у ду (4.2)

Используем также уравнение неразрывности, записанное для 
плоского потока несжимаемой жидкости в виде

div v = 0 или dvx ! дуу  ̂ о 
дх ду (4.3)

Векторное уравнение (4.1) в проекциях на координатные оси 
запишется в виде dx = kvx, dy = kvy, где dx, dy — проекции векто
ра dl (dx, dy). Из последних соотношений имеем дифференциаль
ное уравнение линии тока —  = — , которое приводится к виду

vxdу  - vvdx = 0. (4.4)

Покажем, что левая часть уравнения (4.4) представляет собой 
полный дифференциал некоторой функции, которую обозначим 
Ч» = у(х, у) и назовем функцией тока.

Действительно, нетрудно убедиться в том, что вытекающее из 
соотношения (4.3) равенство производных
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соответствует необходимому и достаточному условию существо^, 
ния полного дифференциала

дх ду (4.5)

Сопоставив коэффициенты при дифференциалах dr, dy, Из
(4.5) получаем соотношения

_  дц/ _  дц1

Наконец, сравнив выражения для vx и vy, записанные с по
мощью соотношений (4.2) и (4.6), получим

Соотношения (4.7) математически тождественны условиям 
Коши — Римана

связывающим действительную % = 5(х, у) и мнимую ц = т|(*- У) 
части аналитической голоморфной функции комплексного пере
менного £(*) ®  ̂ + I Л* имеющей производную d^/dz в области 
существования функции, за исключением так называемых особых 
точек. Следовательно, условия (4.7) математически обосн овы ваю т 
существование аналитической функции, которую обозначим W(Z) = 
= Ф + «ри назовем комплексным потенциалом потока, или харак
теристической функцией.

Таким образом, соотношения (4.7) обеспечивают существова
ние производной dW/dz, величина которой в рассматриваемо!1 
точке не зависит, как показано в ТФКП , от направления, по ко-

5ф _  5<р _  З у
дх д у ' д у  дх (4.7)

д\ _  5т1 5  ̂_  _ дт] 
Jx  ду' ду ~~дх'

(4.8)



^рому вычисляются приращения независимой переменной. В
частности.

d W  3(ф + »ф) 5ф + . Зф _
dz дх дх дх

д , . ч  Зф . Зф =-- (ф + |ш) = —т- - / — .
id y ' ду ду

Учитывая соотношения (4.2) и (4.6), получаем

d W/dz = у* - ivy - М  еч  “ . (4.9)

Из (4.9) следует, что производная комплексного потенциала 
представляет собой Ф КП  (аналитическую, как и все высшие про
изводные аналитической функции), которую можно интерпрети
ровать как функцию, описывающую распределение в плоскости 
Z =  х + iy вектора "комплексной сопряженной скорости" v = vx -
- ivy. Нетрудно заметить, что величина v отличается от вектора 
физической скорости v = vx + ivy лишь знаком вертикальной про
екции (рис. 106).

Подведем основные итоги рассмотренного выше.
Установив математическую тождественность понятия "комплекс

ный потенциал" понятию "аналитическая Ф КП ", можно свести 
задачу о кинематическом исследовании потенциального потока 
несжимаемой жидкости к задаче об определении функции W  = 
= И\z) в плоскости комплексного переменного z -  х + iy. Для 
последующего целесообразно отметить, что, интегрируя диффе
ренциальное уравнение dy = 0 [см. (4.5)], можно получить урав
нение линии тока в виде

Ф (х, у) = const. (4.10)

Соотношение (4.10) описывает картину рассматриваемого те
чения, которая, как это следует из сказанного выше, может быть 
°Пределена после нахождения функции комплексного потенциала
|* '(г ) = Ф + /ф .

Линии равного потенциала (эквипотенциали) ф = ф (х, >•) = 
'  const и линии тока ф = ф (х, у) = const ортогональны в точках
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пересечения (см. рис. 106). Действительно, вектор скорости прсд. 
ставляет собой градиент скалярной функции <р = <р (дг, у):

v = vxi+ v y. =grad<p.

При этом вектор grad ср ортогонален линиям ф = const, одно, 
временно совпадая по направлению с вектором касательной к 
линии тока (см. упомянутое выше свойство линии тока).

Понятию "функции тока” можно дать конкретное физическое 
толкование. Для этого выделим в потоке две соседние линии то
ка, проходящие через точки А и В (рис. 107).

Объемный расход жидкости через элементарную площадку d F '  
= d/ • 1 на произвольной поверхности АВ можно вычислить сле
дующим образом:

У

V* const '9 *  const

х
Рис. 106. Взаимное расположение векторов скорости 
потока V и комплексной сопряженной скорости v. ли

ний тока и эквипотенциалей

dQ = v dJ = vxdlx + Vydy = [у* cos(х?л) + vy cos(jCn)]d/.
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Рис. 107. К определению физического смысла по
нятия "функция тока"

Рассматривая пары углов со взаимно перпендикулярными сто
ронами (лСх) - (/,'у) и (n^y)-(lCx), получаем

dQ = [ vx cos(I,У ) ~ vx cos (Л x ) ]d/ = vxdy - v vdx.

Интегрирование полученного выражения дает объемный рас
ход жидкости через площадь АВ, т.е. между соседними линиями 
тока.

в в в
Q = jd Q  = Jd  Qvxdy - vydx= Jd y  ~ >̂В -Ц'А

A A A

1ири интегрировании использовано выражение (4.5)).
Таким образом установлено, что объемный расход жидкости. 

Протекающей между линиями тока, равен разности между значе- 
Ниями констант соответствующих функций тока, а его величина 
Не зависит от формы линии АВ. В дальнейшем целесообразно 
иолучить выражения для комплексного потенциала ряда простей- 
Г®® (элементарных) течений, пользуясь которыми можно, как 
У̂Дет показано ниже, "конструировать" сложные течения.
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Рассмотрим картину плоскопараллельного течения (рис. 108), 
характеризуемую наличием линий тока, представляющих собой 
совокупность прямых линий.

Плоскопараллельное (поступательное) течение

Применим соотношение (4.9) для рассматриваемого течения, 
используя его очевидное свойство — постоянство скорости во 
всех точках:

v(z) = = v0e~la° = v0(cosa0 - /sina0) = const.

После интегрирования последнего выражения, выполняемой 
для определения искомой величины W  = W(z) при условии v'o '  
= const и oto = const, имеем
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w (z) = J  d dz = V0e ,a°z  + C. (4.11)

Линии тока получаем из соотношения (4.10), выделив предва
рительно мнимую часть в соотношении (4.11)

W(z) = <р + /> = v0 e '^ z  + с =

= v0(cosa0 - /sinao)(* + >у) + Q  + iC i = const

c учетом того, что
С  — С [ + 1С 2 ,

ц/ = = v0(>»cosao - jcsina0) + С2 = const. (4.12)

Отметим, что изменение величины константы интегрирования 
С в (4.11) приводит к смешению картины течения в плоскости без 
изменения ее геометрии. Нетрудно получить и выражение для 
семейства эквипотенциалей.

Течение в окрестности точечного источника (стока) жидкости

Рассмотрим тече
ние в окрестности 
точки (центра), пола
гая, что жидкость 
вытекает из этой точ- 
101 — источника с
одинаковой во всех __
Правлениях ради- 
^ьной скоростью vr 
<РИС. 109).

Проанализируем 
начала течение в 

0*Рестности источни- 
** обильностью +0, ри,.
РасПоложе н ного в

109. Картина течения в окрестности ис
точника (стока)

X
/«const 
у-const
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начале координат. Комплексный потенциал рассматриваем^ 
течения определим в той же последовательности, что и 
плоскопараллельного течения: в начале получим выражение 
v = v(*) и затем его проинтегрируем.

Учитывая принятые допущения об особенностях течения 
имеем (см. рис. 109)

vx = vr cos а, 

vy = vr sin а,
Q

где Vr=2nr' <4 13>

Комплексную сопряженную скорость получим, как и ранее, 
пользуясь соотношением (4.9) и очевидными преобразованиями:

V(z) = — = Vx - IVу = (cosa - I sin a) =

Q (cos a - i sin a)(cos a + / sin a) Q
2nr (cosa + /sina) 2nz

После интефирования последнего выражения имеем ком
плексный потенциал точечного источника

^ (г ) = ф + /у= f — dz = — 1пг + С. (4.14)' J 2nz 2п
Из соотношения (4.14) можно после его преобразования полу

чить уравнения эквипотенциалей и линий тока:

W(z) = -^Tn(re,a ) + С, +/С2 = ^ ( ln r  + /a) + C ,+/С2; (4.15)

ф(х,И = —  ln r + С. = const; (4.161' ' 2л
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Цз соотношений (4.16) и (4.17) вытекает, что линии равного 
дО^нииала представляют собой семейство окружностей г = const, 
П пинии тока — семейство лучей а = const. При смещении источ
ника из начала координат в точку *о (см. рис. 109) выражение 
,4 15) с учетом векторного сложения комплексных величин 
= £0 +£| (Zi — координата источника в новой системе коорди-
нат с центром в го) преобразуется к виду

^ (г ) = %■ In Z\ = In (г - Z0) + С. (4.18)
2л 2л

При наличии источника с "отрицательной" обильностью -Q. 
который назовем стоком, вместо (4.15) и (4.18) имеем соответ
ственно

H/(z) = --^ln z+C; W(z) = _ ^ in ( z - г0) + с.

Поскольку радиальная скорость течения изменяется обратно 
пропорционально радиусу, при г -» 0 v> -> оо; так что в центре 
источника имеем "особую" точку в области существования анали
тической функции.

Циркуляционное течение в окрестности единичного вихря 
(вихревой точки)

Расположим единичный вихрь, 
например левого вращения, т.е. про
тив часовой стрелки, в начале коор
динат плоскости z (рис. 110). Пред
положим, что циркуляция вектора 
скорости по любому замкнутому 
контуру 5, охватывающему вихрь.
Равна Г = Jvd.v, где Г — интен- 

L
"вность вихря.

Поскольку частицы жидкости 
РаЩаются по дугам окружностей 
4 скоростями, то

Рис. 110. Картина течения в 
окрестности единичного вихря



С учетом данного соотношения имеем1:
_ d W  .V =--- = vx - IV у = -vu sin а - ivи cos а =

1 г (cosa - / sin a)(cosa + / sin a) _ /I
2 nr (cosa + /sin a) 2nz

После интегрирования последнего соотношения получим ком- 
плексный потенциал вихревой точки левого вращения

Wlz) = = - ^ - In Z  +С, +/С2, (4.19|J  2лz 2n

а уравнения эквипотенциалей и линий тока (соответствующие 
простые преобразования опущены) принимают вид

ф (х ,у ) = ^ - a  + С ,; (4.20)
2л

Ч/(х,у) = - —  In г + С 2. (4.21!
2л

При изменении направления вращения (вихрь правого враще
ния) изменяется знак в уравнении (4.19), которое при сдвиге вих
ревой точки в положение zo примет вид

W (l) = у - ,п(* - * °) + С, + /С2. (4-221

И з  полученных соотношений вытекает, что частицы жидкое*11 
в окрестности вихревой точки движутся по к о н ц е н т р и ч е с к и '1 
окружностям с постоянной скоростью vu, которая изменяете*

1 В преобразованиях учтены соотношения между v„  v* и vv. вытекают)*' ’ 
треугольника скоростей (см. рис. 110)
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0 vu то, Т.С.обратно пропорционально радиусу так, что при г 
в центре вихря, имеем особую точку в области аналитической 
функции

Рассмотрим следующий вопрос: будет ли потенциальным по
ток. образованный сложением (суперпозицией) нескольких по
тенциальных потоков? В этой связи вспомним, что действитель
ная и мнимая части аналитической (дифференцируемой) функции 
комплексного переменного являются гармоническими функциями 
двух действительных переменных. Это свойство прямо вытекает 
из условий Коши — Римана (4.8). Действительно,

_д_

дх дх ду
d2t д2г) или — f  =----:дхду '

д_
ду

8% ш _дг\
ду дх

д21 д2т\ или —
ду2 дхду

После сложения левых и правых частей полученных уравнении 
имеем

д2% д21 ,— т  + —f  = О или \2% = 0. (4.23)
дх2 ду2

Аналогичным путем можно показать, что

32ti д2у\ 7— г- + — 7  = 0 или Д Т1 = 0. (4.24)
ду ду

Поскольку кинематические функции ср = <р (х, у) и \(/ = у  (jc, у) 
связаны между собой идентичными условиями, получаем, что они 
также являются гармоническими, т.е. удовлетворяют уравнению 
J апласа (4.23), (4.24) — линейному дифференциальному уравне
нию в частных производных 2-го порядка с постоянными коэф
фициентами.

Известно, что линейная комбинация (или сумма) частных ре
яний линейных дифференциальных уравнений я&пястся новым 
Или общим) решением данного уравнения.
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ф|(*. У) + Фг(^ У) + — + Фя(х’ У) = ‘Ps (*• У) и л2<<>£ = <);

V|/|(JC, у) + Ф2(х, у) + Фл(х< у) -  4 'i(jc. У) и Д2Ч' 1  = о.

Здесь ф|, Ф2, ..., ФЯ; ф|, Ф2- •••> Фл — частные решения уравне- 
ния Лапласа, т.е. гармонические функции и одновременно кине
матические функции отдельных потенциальных течений. В сл ед 
ствие гармоничности функции фг = ф г(х, у) и фг = фг (* , У) могут 
рассматриваться как действительная и мнимая части аналити
ческой функции комплексного переменного WL (z) - фг + / v|/L, 
представляющей собой комплексный потенциал результирующего 
течения, полученного сложением нескольких (и) потенциальных 
течений.

Таким образом, сложением нескольких простых (элементар
ных) течений можно образовать более сложный потенциальныи 
поток, описываемый комплексным потенциалом течения

W*(Z)= w2 (*) + ...+ K iz l

где Wx (z), И^(г).....  Wn(z) — комплексные потенциалы слагаемых
течений.

контрольные вопросы к §27

1. В чем заключается связь теории функций комплексного переменного и гсо- 
рии потенциального течения несжимаемой жидкости?

2. С какой целью целесообразно определять функцию комплексного потекши и 
»Г= И̂ г)?

3. Каково взаимное расположение линий тока и эквипотенциалей?
4. Каков физический смысл понятия "функции тока"?
5. Дать обоснование возможности сложения потенциальных потоков несжи

маемой жидкости.

§28. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПРОФИЛЯ КРЫЛА В СВОБОДНОМ ПОТОКЕ

Определение комплексного потенциала течения — функции 
W  = iV(z) — позволяет, как будет показано далее, рассчитывать 
также и динамические характеристики, характеризующие воздеи-
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сТВ„е потока на погруженное в него тело или систему тел, напри-
на изолированный профиль крыла или совокупность профи- 

1еи — гидродинамическую решетку турбомашины. Соответствую- 
соотношения получены из фундаментальных теорем 

(формул) Блазиуса — Чаплыгина и Жуковского.

формулы Блазиуса — Чашыгина для аэродинамической силы и 
м ом ента силы, действующих на профи.1ь крыла в свободном потоке

Рассмотрим обтекание профиля потенциальным потоком не
сж им аем ой жидкости (рис. 111); при этом набегающий на про
филь поток, строго говоря, в бесконечности перед профилем бу
дем считать плоскопараллельным. Возвращаясь к рассмотренной 
ранее концепции невозмушенного телом потока, мы. таким обра
зом. будем считать его плоскопараллсльным. Поскольку в идеаль
ном потоке возмущения, вносимые телом в поток, распространя
ются на бесконечное расстояние ввиду отсутствия демпфирую
щего воздействия вязкости, мы можем рассматривать поток 
плоскопараллельным только на бесконечном от тела расстоянии.

Вычислим равнодействующую Р =  ̂pndS, характеризующую
s

воздействие сил давления на тело в потоке, начав вычисления с 
определения проекций этой силы Рх и Ру..

При принятом напраазении вычисления контурных интегралов
— против часовой стрелки — имеем:

Рх = j;dPx = ^ pcos(n*x)dS = -ipdy,
s s s

(4.25)
Py = §dPy =  ̂pcob(n^y)dS = ^ pdx,

s s $

Здесь h — внешняя по отношению к области течения нормаль 
к контуру профиля s (см. рис. 111).

Можно убедиться в том, что результат вычислений по форму-
(4.25) не зависит от положения элементарного отрезка d.s на
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профиле (на его спинке или вогнутой стороне) при зафиксир0. 
ванном направлении обхода.

Рис. 111. К  выводу формулы Блазиуса — Чаплыгина 
для силы, действующей на профиль в потоке

Свяжем с помощью уравнения Бернулли статическое давление 
в потоке на поверхности крыла р со скоростью потока v

pv * ~ Р + = Р = С.

Тогда соотношения (4.25) примут следующий вид:

Рх “ _f [ C = + = ^\z2dy,

Рн C-2t— dx = - - | v 2dx.
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М о д у л ь  скорости v = J v 2 + Vy можно определить через выра
жение д л я  комплексной сопряженной скорости V. Действительно.

отсюда модуль скорости

d z

С учетом полученного соотношения перепишем выражения
ДЛЯ Рх И Ру .

S

I  ' . - f f O ' - * "5

Последние соотношения позволяют определить равнодей
ствующую силу в комплексной плоскости. По аналогии с ком
плексной сопряженной скоростью определим и комплексную со
пряженную силу:

Щ  Р  = РХ - ‘Ру.

I  ?  - ? f  © w » -■•*)=
5

5
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Отрезок dz = dx + idy = | dz | в плоскости z сопоставим c 
сопряженным отрезком dz = dx _  idy = | d£ | erla. Нетрудно \бс.
литься, что d ? = dze~'2a.

Отсюда окончательное выражение формулы Блазиуса 
Чаплыгина

к  „  ip t(d W \ 2dz. (4.26)

Вычислим теперь момент силы Р относительно начала коор. 
динат, если радиус-вектор точки приложения силы в плоскости ; 
равен И (х, у, 0). Элементарный момент силы, действующий к 
рассматриваемой плоскости и создающий вращение относительно 
оси z (не путать с обозначением z комплексной плоскости z = х -
+ /у), определяется векторным произведением h и dР.

dM = (dA/) =(AxdP) =
/
х

J
У

dPx dPy 0
= xdPY - y d P x

Дифференциал силы P в соответствии с (4.26) запишем в виде

!
dz.dP = dPx - id P }.

■ ! ( ? ) '

После умножения обеих сторон последнего выражения на 
Z = х + iy имеем:

xdPx + ydPy + i{yd P x - xdPy,) =

3«)

= xdPx + ydPy - idM  = у  ?dz-



В результате величина dA/ соответствует после деления по
следнего равенств;» на / действительной части (сокращенно д.ч.)

В итоге, после интегрирования получаем вторую формулу Бла
зиуса — Чаплыгина для момента

Формула Н. Е.Жуковского для подъемной силы крыла 
в плоскопараллельном потоке

Формулу Н.Е.Жуковского для подъемной силы крыла можно 
получить традиционным для механики путем, используя теорему 
импульсов (изменения количества движения). Вместе с тем ее 
можно получить непосредственно из первой формулы Блазиуса — 
Чаплыгина, как это было проделано профессором В.В.Уваровым. 
Рассмотрим обтекание профиля крыла плоско параллельным пото
ком. при этом, как и ранее при выводе формул Блазиуса — 
Чаплыгина, используем комплексную сопряженную величину, в
данном случае скорости v0 = v0e_/" n (рис. 112), причем физиче

ская скорость v0 = v0e'a .
В произвольной точке области течения — комплексной плос

кости z — комплексная сопряженная скорость v = \/(z) может
быть представлена как результат суперпозиции скорости нсноз- 
'■УШснного (плоскопараллельного) потока v(l и скорости V, обус
ловленной возмущающим воздействием крыла на поток:

s

3ft I



V "  \ /

Рис. 112. К  выводу формулы Н .Е.Ж уковского 
для подъемной силы, действующей на про

филь в потоке

Отметим, что, как сказано выше, функция V/(z) должна изме
няться таким образом, чтобы выполнялось условие

z -> оо, \/(г) -> о, (4.27)

соответствующее наличию нсвозмушенного идеального потока 
только на бесконечном удалении от крыла.

Вывод формулы Н.Е.Жуковского выполним по следующим 
этапам.

I. Вычислим контурный интеграл |v(z)cU: по произвольном)
к

контуру К . охватывающему профиль, полагая отсутствие источни
ков и стоков внутри контура:
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|v(*)dz = | (v x - ivy )(dx + idy) = ^ (vxdx + vydy) +
К к К

+ il(vxdy - vydx) = dz + i'^(vxd>- - vydx) =
К К К

= Г + /f dy = Г + i^dQ  = Г. 
к К

Нетрудно заметить, что при вычислении интеграла 
||vxdy - Vj.dx)= dy учтено ранее полученное соотношение (4.5) и 
К
затем соотношение, устанавливающее равенство dy = dQ. Инте
грал |d@  = 0 при отсутствии источников и стоков внутри конту- 

к
ра 5, поскольку равен нулю расход через замкнутый контур, и, 
кроме того,

^v(z)d* = + \/(*)]dz =  ̂v0d  ̂+^\/(z)d* = 
к к к к

= v0|dz + |v(z)d* = ^\/(z)d£ = Г. 
к к к

Таким образом, циркуляция вектора скорости Г по произволь
ному контуру К непосредственно определяется введенной нами 
Смущающей функцией Ц*). Другими словами, возмущающее 
^действие крыла на плоскопараллсльный поток сводится к ин
дуцированию чисто циркуляционного течения, интенсивность 
которого (величина Г) не зависит от размеров и формы замкнуто- 
г°  контура, окружающего крыло (в том числе она может быть 
^числена и по контуру профиля s) (см. рис. 112).

2 Рахюжим функцию V(z) в ряд Лорана:
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у м . « *  + ! ^ +„ . +5 * .+£ а  + 
z" z z z

+a0 +a,z +a2z2 + ... +a„zn. (4.28)

Поскольку функция V(z) должна удовлетворять условию (4.27), 
то разложение (4.28) не должно иметь свободного члена и членов 
с положительными степенями z ("регулярной" части разложения), 
т.е. имеет лишь главную часть — члены с отрицательными степе
нями Z-

3. С  учетом полученных соотношений вычислим силу Р  ИЗ 
формулы (4.26)

Р  = РХ - P i, =(/p/2) f ( ^ f d <  =

= (ip  / 2)|[v(z)]2dz = (ip  / 2)|[v0 + V(z)]2d* = (4.30)

= 0'p / 2) Vo I  dz + 2v0fy Vdz + ^ V2dz
s s

= /рУоГ =

= ipv0e ° Г  = ip V o (c o sa 0 - / s in a 0) r .

При вычислении первого и третьего интегралов в фигурной 
скобке учтено, что в первом интеграле v0 = const, а в третьем '  
подынтегральная функция не содержит членов с z~\ т.е. оба инте
грала обращаются в нули.

Полученное соотношение — формула Н.Е.Жуковского для си
лы, действующей на крыло в потоке, — позволяет вычислить раз
дельно проекции физической силы Р, т.е. значения Рх и Ру:
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Py =-pVoCOSaor\

Полученные выражения полностью соответствуют как физи
ческому смыслу задачи (см. рис. 111), так и правилу 
Н Е. Жукове ко го: "Для получения направления подъемной силы
вектор v0 надо повернуть на 90° против циркуляции”. Сила Р 
всегда перпендикулярна к V q ,  в чем легко убедиться, рассмотрев 
скалярное произведение v^P. Получаем ноль. В  условиях задачи 
есть только сила Р , перпендикулярная к вектору V q , с и л ы  сопро
тивления нет. Этот результат известен как "Парадокс Даламбера".

Из сказанного выше, в частности, 
вытекает, что для создания подъемной 
силы, действующей, например, на про
филь крыла, необходимо, чтобы в его 
окрестности сформировалось поле скоро
стей, циркуляция которого по произволь
ному замкнутому контуру вокруг крыла 
отличалась бы от нуля. Нетрудно убедиться 
в том, что для тела несимметричной фор
мы, каковым является крыло, величина 
циркуляции, а следовательно, и подъемной 
силы при прочих равных условиях воз
растает с увеличением кривизны его кон
тура. Вместе с тем (см. гл. 6) при обтека
нии сильно изогнутых профилей реальным
- вязким — потоком, в особенности с 
°°льшими углами атаки /' (рис. 113), может 
пРоизойти ранний отрыв пограничного слоя от поверхности, что 
Приведет к снижению величины G и подъемной силы.

В этом случае применяют различные способы "управления 
п°граничным слоем", например отсос заторможенной части при- 
Тснного слоя в прсдотрывной зоне или, наоборот, вдув ее в той 
*е зоне. В обоих случаях профиль пограничного слоя становится 
^лсе заполненным" и соответственно более устойчивым к отрыву.

Jo(i<0)

Рис. 113. Картины обте
кания профилей с боль

шими углами атаки



Рис. 114. Картина обтекают вращающего
ся цилиндра

Для тела симметрии н0и 
формы, например цилинл. 
ра. асимметрии распрсдс. 
ленной по контуру скород 
ти и давления относительно 
направления вектора ско
рости набегающего потока 
а следовательно, конечного 
значения подъемной силы 
можно достичь вращением 
цилиндра относительно 
точки О (рис. 114). При 
этом за счет воздействия 

вращения возникает циркуляционное течение в окрестности ци
линдра с интенсивностью Г, что по указанной выше теореме Ж у
ковского и обеспечивает возникновение подъемной силы.

Приведенная на рис. 114 картина линий тока соответствует 
комплексному потенциалу сложного потока, полученного сложе
нием равномерного потока вдоль оси х, диполя и вихря в начале 
координат.

Данное явление, известное как "эффект Магнуса", находит 
практическое применение при создании так называемых цилин
дрических парусов.

Интересным представляется практическое применение эффек
та Магнуса в спортивных играх для подачи мяча по криволиней
ной траектории, например, в обход футбольной "стенки" ударом 
"сухой лист”.

Контрольные вопросы к $28

1. Дать физическое обоснование граничного условия (4.27).
2. Какова физическая природа эффекта Магнуса?

§29. ПЛОСКИЕ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ РЕШ ЕТКИ  Т У Р Ь О М А Ш И Н

Турбомашнны — гидравлические, паровые, газовые тур би н ы .u 
также насосы, вентиляторы, компрессоры — служат для прсобр1 
зования потенциальной энергии рабочего тела в мсханичсск)11' 
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работу (турбины) или для транспортирования жидкости и повы
шения ее потенциальной энергии при использовании подводимой 
энергии (насосы, компрессоры).

Преобразование потенциальной энергии в механическую рабо
ту (или наоборот) происходит в лопаточном аппарате (гидродина
мическая решетка) турбомашин в результате взаимодействия ло
паток с потоком рабочего тела, при котором изменяется момент 
количества движения любого контрольного объема протекающей 
жидкости, а следовательно, создается соответствующий момент 
сид, определяющий совершаемую в турбине или затрачиваемую в 
насосе (компрессоре) механическую работу. В реальной турбома
шине лопаточный аппарат представляет собой пространственную 
конструкцию — кольцевую гидродинамическую решетку, т.с. си
стему идентичных конструктивных элементов (лопаток), располо
женных между двумя соосными поверхностями вращения на рав
ном расстоянии одной от другой (шаг решетки) вокруг оси вра
щения.

На рис. 115 в качестве примера представлена схема лопаточно
го аппарата осевой газовой турбины.

а-б

а

Рис. 115. Ступень осевой турбомашины:
1 ~ неподвижная кольцевая решетка соплового аппарата;

2 - вращающаяся решетка рабочего колеса; 3 - рабочее колесо,
4 - корпус



Применительно к газовым турбинам в лопаточном аппар;1Те 
имеет место пространственное (трехмерное) нестационарное нси. 
зотермическое течение вязкой сжимаемой жидкости, теоретически 
исследование которого связано с решением полной системы дцф_ 
ференциальных уравнений, описывающих это течение. В такой По. 
становкс рассматриваемая задача принципиально может быть рс. 
шена. например, численными методами с применением ЭВ\| 
Однако практические возможности сегодняшнего поколения ЭВ\| 
делают решение этой задачи в настоящее время нереальным [|0. 
этому объектом постановки и решения теоретических задач, сни
занных с исследованием гидродинамических решеток, являются 
не реальные, а схематизированные потоки или различные теоре
тические модели.

Наиболее разработанной к настоящему времени является мо
дель двумерного (плоского или осесимметричного) стационарного 
(установившегося) течения невязкой (идеальной) жидкости На 
первом этапе развития теории гидродинамических решеток разра
батывалась наиболее простая модель двумерного течения в слое 
постоянной толщины — установившегося плоского течения и д е 

альной несжимаемой жидкости. При этом эффективно использо
вались методы исследования потенциального (безвихревого) тече
ния идеальной несжимаемой жидкости.

Поясним способ перехода от трехмерного к двумерному 
(плоскому) течению в решетке, связанный с применением осно
вополагающей гипотезы об "элементарной ступени" или о 
"плоских сечениях" Н.Е.Жуковского и С.А.Чаплыгина.

Рассмотрим течение через решетку', ограниченную по высоте 
лопаток / двумя цилиндрическими поверхностями корпуса радиу
сом гк и втулки гт . Течение, близкое к описываемому, характерно 
для ступеней турбомашины при достаточно больших о т н о ш е н и я х  
среднего диаметра </ср к длине лопаток / (</ср// г 8 ... 10). Выделим в 
потоке "слой жидкости постоянной толщины" между радиусами П 
и (Г| + dr), который называют также "элементарной ступ ен ью  
После развертки цилиндрического сечения радиусом г на плен-" 
кость получаем плоскую гидродинамическую решетку, например- 
в плоскости х — у, обтекаемую в простейшем сл уча е  установив
шимся потенциальным потоком несжимаемой жидкости (с%|



с 115). В представленной на рис. 115 решетке поток рассматри
в а я  без учета врашения: для неподвижного соплового аппарата 
}Г0 соответствует действительности, а в рабочем колесе справед-
0 0 0  для относительного движения. При переходе от кольцевой 

щетки к плоской для выполнения условия "периодичности" те
чения в межлопаточных каналах необходимо предположить число 
ю паток в плоской решетке стремящимся к бесконечности.

В теории гидродинамических решеток решают две основные 
задачи — прямую и обратную. Прямая задача заключается в опре
делении параметров потока в плоскости течения при заданных 
^метрических параметрах решетки и заданных граничных усло
виях в потоке на входе в решетку (в теории турбомашин показа
но, что для определения основных силовых характеристик лопа
точного аппарата — мощности и крутящего момента достаточно 
ограничиться определением параметров потока за решеткой). Об
ратная задача заключается в проектировании (профилировании) 
решетки при заданных параметрах на входе в решетку и выходе из 
нее.

Контрольные вопросы к §29

1. Дать характеристику физической картины течения в ступени гурбомашины.
2. Пояснить содержание прямой и обратной задач теории гидродинамических 

решеток

§30. МЕТОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ.
ЧИСЛЕННЫ Е МЕТОДЫ РАСЧЕТА РЕШ ЕТО К

Интегральные уравнения могут быть получены рахличными 
способами и, в частности, путем подбора системы "особенностей", 
издающей картину течения, идентичную картине течения через 
^шетку. Поэтому данный метод называется также "методом осо
бенностей" (вихревым) или методом наложения потоков, так как 
при таком подходе к решению задачи на невозмушенный плоско- 
^•ллельныи поток накладывается поток, индуцированный си- 
Тем°й  особенностей, например вихрей.

Принципиально применение метода особенностей для изуче- 
п течения в решетках ничем не отличается от его применения 
ри расчете обтекания одиночных тел. Точно так же, используя



различные комбинации особенностей, можно получить различны,, 
варианты интегральных уравнений.

В значительной мере данное направление расчета гид родина ,̂ 
ческих решеток развито отечественными учеными: И.Н.Вознссещ.. ' 
ким, Н.Е.Кочиным, А.ФЛесохиным, П.В.Мелентьевым, В.В 
ровым, М.ИЖуковским и др. Известны также зарубежные работы 
Г.Шлихтинга, Н.Шольца, Э.Мартенсена, СЛибляйна и др Раjpa. 
ботка интегральных методов началась еще в тридцатых годах, од. 
нако их стали применять лишь через 20 лет. Это связано с тем 
что численное решение интегральных уравнений практически 
невозможно при ручном счете. Однако, как будет показано далее, 
эти уравнения легко решаются на ЭЦВМ  с использованием стан
дартных программ решения систем алгебраических уравнений.

Широкое использование ЭЦВМ  в практике расчетных иссле
дований и обусловило внедрение рассматриваемого метода, кото
рый к настоящему времени является наиболее распространенным

Эффективным способом определения скорости потока в гид
родинамической решетке является использование соотношении, 
связывающих аналитические функции внутри (вне) области с се 
контурными значениями, например интегральных формул Коши 
В области D (рис. 116), расположенной в плоскости комплексного 
переменного z, имеем для аналитической функции /  (г) интеграл 
типа Коши1

где /  (z)a — значение искомой функции в некоторой точке а об
ласти D; f(z )K — контурные значения искомой функции; z% — ,на' 
чение комплексной переменной на контуре.

Отмстим, что интеграл типа Коши справедлив лишь для анал^' 
ческих функций.

1 Здесь и далее интеграл с обходом контура против -шеовой стрелки обозна'М1̂  
знаком плюс, а по часовой стрелке — знаком минус.

Вывод интегрального уравнения

(4.30)
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Рис. 116. К определению аналитических функций 
комплексного переменного с помощью интеграль

ной формулы Коши (4.30)

Обобщим соотношение (4.30) для решетчатой области, рас
смотрев установившееся течение несжимаемой идеальной жидкости
■ плоской гидродинамической решетке, составленной из бесконечно 
большого числа профилей и расположенной в плоскости z (рис. 117). 
Решетка геометрически полностью определена: заданы координаты 
профилей s, причем вследствие конгруэнтности профилей доста
точно задать координаты одного из них; задан шаг решетки t. 
Заданы также параметры потока на входе в решетку (теоретически 
в бесконечности перед решеткой), например, скорость V\ и угол
Ч потока с положительным направлением оси х. Требуется опре
делить скорость потока в любой точке плоскости течения.

Однако в инженерных задачах часто не требуется определять 
'сток полностью по всей плоскости течения. Для определения си- 
,вого взаимодействия потока с решеткой и ее КПД достаточно най- 
и Лишь распределение скорости по контуру профиля — функцию v 
f)> а также скорость Vj и угол aj потока в бесконечности за ре- 
'■вгкой Математически рассматриваемую область течения можно 
^Растеризовать как бесконечносвязную решетчатую область 
;3Мсром 0 й z £ *>. Обобщение интеграла типа Коши для такой 
■̂кггн получается простым и наглядным, если рассматриваемую 

■Часть предварительно конформно отобразить в плоскость С.



Рис. 117. Расчетная схема течения в плоской гидродина
мической решетке

Вследствие периодичности течения в решетке функция отоб
ражения также должна быть периодической (для конформности 
отображения она должна быть, разумеется, и ан али ти ческо й ! 
Используем для отображения функцию

Î  = S, + ir\ = е 1 = exp^-^y^-j . (4.31)

Учитывая, что z = x + i y H ^ =Z , +  tr\ = ре1*, получаем соотно
шение для определения модуля р и аргумента а  ко м п лексн о й  
переменного Q:



где Р =
На основании соотношения (4.32) можно сделать некоторые 

выводы о геометрии произведенного с помощью (4.31) преобразо
вания

Прямые х = const и у = const, расположенные в плоскости z,
2*— х

преобразую тся соответственно в окружности радиусом р = е 1 и 
2л

лучи а  = —  у, исходящие из начала координат в плоскости С, 

(рис. 118).

— О

— *  2л

Ри с . 118. Область конформного отображе
ния течения в плоской гидродинамической 

решетке с помощью функции (4.31)

Конгруэнтные точки, расположенные с периодом, равным t 
Например, К\ и Кг — на рис. 117), отобразятся в точки, располо-

2к ̂
*еНные на окружности радиусом рк = е ' * с угловым шагом
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(периодом), равным 2я, поскольку для этих точек выполняете, 
соотношение

а - — (У + nt)- —  у + п2п. (4.33,

Таким образом, область течения в плоскости z с периодом 
равным /, отображается в область '  с периодом, равным 2л. пред, 
ставляющую собой гак называемую бесконечнолистную поверх, 
ность Римана. Каждый лист этой поверхности соответствует од. 

ной из полос в плоскости z, образованной двумя конгруэнтными 
линиями Ьс и ad (см. рис. 117) либо любыми иными линиями, 
отстоящими одна от другой на расстояние /. Границы шаговой 
полосы ad, be соответствуют в плоскости С, линии (разрезу) к 
(штрихпунктирная линия на рис. 118).

Картины течения в каждой из этих шаговых полос вследствие пе
риодичности течения идентичны. Следовательно, для анализ;! харак
теристик течения в области £ возможно ограничиться изучением его 
лишь на одном из листов поверхности Римана. На рис. 117 показа
на одна из шаговых полос с границами ad и Ьс, содержащая один 
из профилей решетки; на рис. 118 — ее отображение в плоскости : 
линии ab = t, расположенной, как сказано выше, в бесконечности 
перед решеткой (при х -> —ао), соответствует окружность о радиусом 
р -> 0 (4.32); линии cd (х -> ®) соответствует окружность 2(р -> х). 
Профиль s на рис. 117 отображается в спиралевидный контур s' 
на рис. 118. Областью течения в плоскости конформного отобра
жения является, таким образом, двухсвязная область, ограничен
ная снаружи окружностью р -» ж, а изнутри — окружностью р -* ® 
и контуром s', которую можно преобразовать в односвязную об
ласть разрезом (О/) (см. рис. 118).

Запишем интеграл типа Коши для определения к о м п л е к с н о й  

сопряженной скорости v(£) в области £, являющейся однознач

ной аналитической функцией |производной от аналитической 
функции
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Контур области L  в плоскости £ составлен из окружности I,  
.реза 01, контура s', разреза R и окружности о (см. рис. 118). 

Соответственно интеграл (4.34) может быть представлен суммой 
1)Нте гр а л °в по отдельным перечисленным участкам контура. При 
3тоМ интегралы на разрезах Ol и 10, Ьс и da при сложении попар
но дадут сумму, равную нулю. Следовательно, интеграл (4.34) мо- 
е̂т быть представлен в виде суммы интегралов

S ; « -с с .  -с I
О Д А

s' -
(4.35)

при вычислении которых область существования функции должна 
оставаться слева в соответствии с правилом вычисления контур
ных интегралов.

Вычислим отдельно каждый из этих интегралов, предвари
тельно определив v(<;) на контурах £ и ст. По определению:

'Ю . - 1 <Ккг+

При конформном отображении на сходственных участках 

W(z)K = Щ ) к + const.

Следовательно, ^(C)eA = (с точностью
Постоянной). В бесконечности за решеткой и перед ней имеем 

1оскопараллельные потоки, не возмущенные решеткой, с ком- 
1еКсными потенциалами

« 'М л  -
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Из соотношения (4.31) получаем для точек на участках контур. 
аЬ и cd

И * ) , * - " i* " * 4

| =v2e ^ —  —  
Kcd 2л : к

/ v2(cosa2 - <sina2) 1 v2/cosa2 - /sina2 I Q2 -/I:
2л 2л 2* <;к

Аналогичным образом можно получить v(^) I Q\ - »I|
ка/> 2л

Здесь 02 = V2 *COSa2 — объемный расход жидкости в межтопа- 
точном канале на выходе из решетки; Q\ = V]fcosa| — то же на 
входе в решетку; Г2 = V2*s'n a 2 — циркуляция вектора скорости 
на участке cd\Y\= Vj/sinai — то же на аЬ.

Отметим, что для рассматриваемого случая течения несжи
маемой жидкости Q\ ~ Qi = Q.

Перепишем (4.35) с учетом полученных соотношений:

g-/r2\
(4.361

Преобразуем вначале подынтегральную функцию в перво'1 
во втором интегралах, заметив, что

I 1 ;
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й тогда

___ i___ Л L i ____ _L| \

Подынтегральная функция ----- имеет особую точку внутри
Ск “  С

области I .  По теореме Коши для области, в которой определяется 
аналитическая функция, при наличии особой точки контурный 
интеграл равен 2л/, а при отсутствии таковой — нулю. Подынте
гральная функция —  имеет особую точку С, = 0 .

■5К
Учитывая сказанное выше, определяем интегралы в (4.36):

0 -<т2 Г d ;K i g - / r 2 f_dC
Ск- ;

0 - / r ,  с d;K i g - / r ,  f dcK
2^ j ; k (Ck - c ) ^ c 2л  J c k - cо L<y-
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При этом учтено, что f = 0, гак как точки С, распоЛо.
а-

жены вне области о, т.е. подынтегральная функция в данном елу.
чае не имеет особой точки, а [ = -2*/, гак как обход идет По

J SkО-
часовой стрелке, а точка С, = 0 лежит внутри контура ст. Соотно
шение (4.36) теперь значительно упрощается:

2*—(г.-t) е2аЬ-\ еаЬ-е~аЬ
1

е аЬ _ ch(aA) - sh(ab) 
2sh(a/>)

= |[cth(o4)-l] = l|cth

^  , 1 Q~ / r i 
с * - ;  с 2я

(4.37)
J. f 1
ti J = 2? l " w « f , h 7 f c ' z' ■ i } * «  = Ф-К-

С помощью (4.37) можно определить искомую функцию v("), 
использовав (4.31), а также известные соотношения

где

В последнем интефале одновременно изменены направление 
обхода контура при интефировании и знак аргумента cth; целесо
образно также представить этот интефал как сумму двух интефа- 
лов:

dC j L
d z d z

( 2к2n T * Jv (« )Kcth y(z-zK)ldzK + Jv(z)KdzKU
*+ J-f

тогда
_ I f 

и  2ni J 2*
2n -yl  j-  T Zk i—  e ' e ' -  e '

Г ^ ) к ^ к  0 - / Г ,  1 г 
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
-

1
•

Ч
* 1 N *

1 
»

J  1 ? ,  2л 2 5 , ’
5 +

dZK + — • 2ti

2n
In

Умножая обе части последнего уравнения на/(*) = —  е ' и 

производя преобразования подынтефальных функций, получаем

Здесь Г - Jv (z )KdzK — циркуляция скорости на профиле.
J +

Подставив выражение для I(zK) в (4.38), получим

*>-гН£v(z)Kdz* I 0 - / г 1 (4.38)

е ' - 1

Преобразуем подынтефальную функцию в (4.38), обозначив 
п /1 = a, z* ~  Z — Ь:

■  » М  - й  + i .

f Проанализируем выражение (-■ 11 + J- j, предварительно 
^образовав его:



На рис. 119 даны треугольники скоростей для рассматри. 
ваемого случая течения в решетке, на котором, в частности, пока

зан вектор среднегеометрической скорости v0 =  ̂V* ■ назы

ваемый также вектором скорости невозмущенного решеткой по
тока.

Рис. 119. Треугольники скоростей для течения не
сжимаемой жидкости в гидродинамической решетке

Очевидны соотношения:

v 2у ~ V1 у ~ ~ ^ 1у)»

ИЛИ

Vi sinai + sina2 Vq sina0 = ---- *-

Умножив последнее соотношение на t, получим
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Однако Г2 - Г, = V2 sina2f - Vj sinaj/ = Г. поскольку отклоне- 
нИе потока решеткой на угол (а2 -  а|) гидродинамически интер
претируется как результат наложения на невозмушенный плоско- 
дараллельный поток со скоростью Vo циркуляционного потока с 
циркуляцией Г .

Получаем

и далее

Q - /(Г, + Г / 2) _ Q - iTx _ v0 cosa0/-/v0 sina0f 
t t t

= v0(cosa0 - ;sina0) = v0. (4.40)

С учетом выражения (4.40) перепишем (4.39):

1 Г - /v(*) = vo + j *(zK)cth y (*  - zK)
5 +

dzK (441)

В результате получили исходное уравнение для определения 
скорости в плоскости течения z■ Впервые уравнение (4.41) выве
яно академиком Н.Е.Кочиным путем преобразования интеграла 
Коши (4.34), записанного непосредственно для исходной области 
учения. Описанный выше вывод принадлежит профессору 
“ В.Уварову.

Уравнению (4.41) можно дать гидродинамическую интерпрета
цию. Обратим внимание на то, что в ядре интеграла содержится 
Сражение v(^)Kd^K, имеющее вполне конкретное гидродинами-
,есКое истолкование. Действительно,
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v(z)Kdz, = dH/fc)K = {1|ф )к  + ^ k W *  = M z )K d. 
dzK

1

так как на контуре профиля, являющемся одновременно одной щ 
линий тока (нулевой линией), выполняется условие у(г)к = const. 

Теперь можем полагать, что на каждом элементарном участке
dcpM

контура профиля dzK помещен вихрь интенсивностью у ----- 0L
d*K '

изменяющийся вдоль контура, у = v (г)к.

Рис. 120. К  физической интер
претации интегрального уравне

ния (4.41): 
а - решетка профилей; б - решетка 

вихревых контуров
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Таким образом, механическое воздействие решетки профилей 
до поток жидкости, заключающееся в повороте потока (рис. 120), 
можно в соответствии со сказанным выше представить как ре
з у л ь т а т  наложения на невозмущенный плоскопараллсльный поток 
go скоростью vo потока, индуцированного системой вихрей, распо
ложенных вдоль контуров, геометрически идентичных контурам 
профилей рассматриваемой решетки (см. рис. 120). При этом ком
плексную сопряженную скорость потока в любой точке плоскости 
можно определить как сумму v(z) = v0 + , где V/ =

у ( *  -  *ic)JdSic —■ составляющая скорости, инду- 

цированная системой вихрей.

Преобразование интегрального уравнения (4.41)

Для определения скоростей потока в решетке преобразуем 
уравнение (4.41), предварительно проинтегрировав его по пере
менной Z'.

В  j  v(z) dz = w  (г) = q>(z) + 1 ч/(г) =

Ш

[  = W  +i j | j ^ ) Kcth[7 ^  -  Jd z =

I  * ^  + i  j { j ^ ) Kcth[7 (z - * K ) ] i7 d(*-*0}d«K- И42)

Преобразования в ядре внутреннего интеграла были проведе- 

НЬ| Для его приведения к табличному виду Jcthw dw  = Inshw, где

в а у ( * - *к)- Учтем также, что после изменения порядка интс-

зкэ

‘ S i J r W ‘ c,h



грирования внутренний интеграл содержит постоянную

Следовательно,

<р(*) + i 4>(z) = Voz + j v(z)K ln jsh -  ZK)

Рассмотрим выражение в ядре интеграла

In sh у ( г - г к) J = lnjsh y ( x - x K) + / y ( y - y K) J  = ln{sh[a + /p]),

где - ( x  -  x K) = a , - (y -  yK) = p.

Если использовать известные соотношения ch(/ р) = cos р и 
sh(i Р) = / sin р, то можно получить

ln|sh[a + i'p]J = ln|shach(/p)chash(/p)| =

= In jshacosp  + /cha • sinp} = ln|pe,e | = Inp + /0.

Здесь p и 0 — соответственно модуль и аргумент комплексной 
величины, заключенной в фигурные скобки последнего выраже
ния.

Описанные преобразования имели целью разделение действи
тельной и мнимой частей в ядре интеграла, что позволяет полу
чить уравнение линии тока путем установления равенства мнимых 
членов в обеих частях интегрального уравнения (4.42).

Действительно,

<К*) + i ч»(г) = (v*0 ~ ivy0 У* + *у) + i  J  ̂ ) к  {ta р + / 0} d«к.
S+

Учтя, что vXq = V o COSao и v>>0 = Vq sin at0 , получим с учетом

рассмотренного ранее 
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Ч '(г ) = Vo(ycosa0 -  xsin a 0) -  J  v ( * ) K In p d z

Здесь

In p = In Jsh 2a cos2p + ch2a  sin2p =

= In , C O S 2 p
e  + e

К 2 J
sin2p =

ch2a -  cos2p
ch

= In

2 я / v 
у ( * - * к ) -  cos у ( У - У * )

(в последнем преобразовании опущены очевидные промежуточ
ные действия).

Используя известные свойства логарифмов, можно переписать 
интегральное уравнение следующим образом:

у(г) = v0(.ycosao -xsina0)-  —  *
J+

х ln<ch у  (* -  х«) -  cos т ( у -  y j  } d*K - I
5 +

d*K

Второй интефал в последнем уравнении есть постоянная ве
тчина. пропорциональная циркуляции скорости на контуре про
филя. Переписав уравнение с точностью до этой постоянной.
получим

Ч^г) = v0(.ycosa0 -  xsin a 0) -  —— f  v(*) x
4 л  J

J*-3075

ln jch  y - ( jc - x K) j - cos т ( у - у * ) d z y

385



Рассмотрим произведение v (z )Kd zK» где V(Z)K ~  v c  d K̂ =

= dse'PK (рис. 121), причем уесть модуль скорости в точке конту. 
ра профиля s.

X

Рис. 121. К выводу интегрального уравнения (4.43)

При совпадении направления обхода контура при интегриро
вании с направлением скорости имеем равенство f) = на 
участках контура, где направление обхода противоположно на
правлению вектора скорости, Р = рк — л (см. рис. 121).

Следовательно,

Теперь интегральное уравнение для функции тока у запишется 
следующим образом:

У

v(z)KdzK = ve 'Pdse'P* = vdse1̂ *  ^  = 

= vds[cos(pK -  р) + /sin (рк -  р)] = ±vds.

4л
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x ln<ch 2 7t / v
—  ( * " * * ) - c o s ^ y - ( j > - y K) ds. (4.43)

Отметим, что в выражении (4.43) уже не содержатся ком
плексные величины, расчет скоростей через решетку проводится в 
о б ы ч н о й  прямоугольной системе координат х  -  у, где ось у сов
падает с направлением фронта решетки.

Численное решение интегрального уравнения (4.43)

Полученное уравнение (4.43) принадлежит к классу интеграль
ных уравнений типа Фредгольма и содержит в подынтегральном 
выражении неизвестную функцию v (5). Кроме того, не известно 
значение постоянной в левой части уравнения ц/ = const. В прин
ципе не известны и величины и ощ (поскольку не известны \л и 
оц), однако, как будет показано далее, выражение, содержащее v0 
и ао в уравнении (4.43), можно преобразовать к виду, не содер
жащему других неизвестных, кроме функции v (5) и значения 
функции тока у.

Таким образом, в исследуемом уравнении (4.43) имеем в ка
честве неизвестных постоянную ц/ и функцию v (5). '

Интегральное уравнение, в 
котором неизвестная функция 
входит в подынтегральное вы
ражение, можно решить при
ближенным численным мето
лом. используя аппроксимацию 
искомой функции на малых 
Участках ее изменения какой- 
1ибо простейшей функцией.
Нцпример, функцию v = v (s)
Чо*н о  аппроксимировать фун
кцией v = v (s) »  Vi = const (vt — 
качение скорости в центре 
^Р®зка ДS/, рис. 122, что соот- рис< 1 2 2 . Графическая интерпрета- 
^ р в у е т  известному способу ция численного интегрирования по 
Приближенного интегрирова- правилу прямоугольника
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ния по правилу “прямоугольника", площадь которого приблцщ. 
тельно равна площади криволинейной трапеции под неизвсстн0и 
функцией v(s)).

При этом точность решения повышается как с уменьшением 
длины отрезка контура (участка интегрирования), что видно Hj 
рис. 122 (сравним соотношение площадей криволинейных трцпс. 
ций и прямоугольников с основаниями Д 5/ и Д 5; < Д 5/), так и с
применением более сложных аппроксимирующих функций.

Точно таким же образом можно аппроксимировать другу*) 
функцию, образующую ядро интеграла, заменяя переменные *  

постоянными xt, у(:

Ф($) = In jch1 [ у  ( * - * * ) -  cos т ( ? - У к )

Ф, = ln jc h ^ y ( x  -  x ,)J  -  cos^ y(> - -  у,)

где xt, у, — координаты точки / — центра участка Д5/.
Следовательно, на любом отрезке контура Дs, интефал, входя

щий в выражение (4.43), можно приближенно вычислить по соот
ношению

Jv ln ^ ch
AS,

- C ° s [ y ( y - y K) Jd5 *

*  v , ln jc h ^ - y - ( x - x K) j - cos Д Sj. (4.44)

Разобьем далее контур профиля исследуемой решетки на ко
нечное число достаточно малых участков, центру каждого участка 
присвоим порядковый индекс / = 1, 2, 3, ..., п (см. рис. 122).

Тогда с учетом (4.44) интефальное уравнение (4.43) моЖН° 
привести к простому алгебраическому:
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„ » ч » о  4 л < J v  Injch |^5.(x - x ,)j - cos|^y-(y - y ,)
Л 5,

ds + .

cos у (у -  Уп) d.v

* 4/0 ' 4̂(Vl 1п{сН[т̂  " **)] ~ COS[t̂  ” ŷ]}AS| +'" +
I  +v„ lnjch \2j-(x -  x„)J -  co s ^ y (y  -  у„)|л5„ j =

= vo ~ ^ Z V' ,n{ ch[~ r (x '  */)] "  cos[ y  "  У!) j As»» (4 45)
V  *

где y 0 = v0(ycosa0 - x s i n a 0).
В уравнении (4.45) содержится (w + 1) неизвестных: это п зна

чений V/ (V|, V2, ..., vH) и цI. Как сказано выше, ц/0 приводится к 
акду, не содержащему новых неизвестных. Следовательно, необ
ходимо записать еще п уравнений, которые в совокупности обра
зовали бы замкнутую систему.

Естественным было бы составить такую систему уравнений пу- 
см Последовательного использования применения (4.45) для 
)г*ределения функции тока в (я + 1) произвольно взятых точках 
Носкости течения. Однако при таком подходе система из (л + 1) 
'Равнений получается, как нетрудно заметить, незамкнутой, так 
^  число неизвестных в ней больше числа уравнений. 

Действительно, если точки, для которых записаны уравнения 
■45), брать произвольно, то тогда в левых частях этих уравнений 

Чачения постоянных у  будут различными, так как условию ц/ =
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= const удовлетворяют лишь точки, лежащие на одной линии то. 
ка. Между тем, систему уравнений можно составить таким обра
зом, чтобы во всех уравнениях левые части были равными одноц 
величине у , если уравнения записывать для точек, располо
женных на одной линии тока, например на нулевой линии тока - 
контуре профиля решетки, удовлетворяющего уравнению 
= const.

Запишем теперь систему уравнений (4.45) для п точек на кон
туре исследуемого профиля s (ц/ =  const), в качестве которых 
удобно принять центры отдельных участков контура:

1
V i = V = Ч>о -  —  4л

+ ln^ch

v, ln<ch y ( * l  - * i ) -  cos у  ( л  -У\) |Л5,

у - (* |  -  JCrt) j- c o s ^ y - (y ,  (4.46)

»  V = Уо - ^ j v i  Injch J y  (x2 -  x,)J -  co s^ y  (y2 -  y ,) 

+ v„ lnjch ĵ ~ (x2 -  *« )]  -  -  Уп)

= Ч» = Vo - ^ j vi ,nj c h [ y ( * n  ~ * l ) ]  "  cos[ y  (Л  -У|) Д̂ 1 +...+

+ vn lnich
2 л , v
—  \ * n - xn) - c ° s j y - ( y „  - y „ )  |a.V„

Введем обозначения коэффициентов в уравнениях системы
(4.46), а именно:
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In  j c h  у  (xj -  xj) -  c o s ^ y  ( y ,  -  y,) J  = aji ( j  = 1, 2 , n)

Соответственно перепишем (4 .46 ):

1
V = Vo ~ - ^ z L viaMAsi 

i—i

(4 .47)
»«i

1
V = Vo -  — Х ' /' а'н А5' - 

;=1

Поскольку число уравнений системы j  = п, а число неиз
вестных, как сказано выше, равно (п + 1), система (4.47) является 
незамкнутой — не хватает одного уравнения.

Для получения дополнительного уравнения воспользуемся сведе
ниями о характере обтекания выходной кромки профиля, которое в 
соответствии с известным постулатом Жуковского — Чаплыгина 
происходит со сходом с острия задней кромки (рис. 123, а).

В практически интересном случае обтекания профиля с ко
нечным углом заострения кромки уА при выполнении данного 
постулата получаем нулевую скорость в точке A: ш 0 (см. 
Рис. 123, а).

Следовательно, если в число участков контура включить учас- 
°к Д$4 с центром в точке А, то, записав соответствующее уравне- 

ииедля определения ц/ = Ч>а и дополнив этим уравнением систему 
447), можно получить замкнутую систему уравнений, поскольку 
т° Дополнительное уравнение не содержит дополнительных не
ч етн ы х  (вспомним, что vA = 0).

Таким образом, расчет сведен к решению системы алгебраичс- 
''Чх линейных уравнений; однако для получения удовлетвори-

391



тельной точности результатов число участков п должно быть До 
статочно большим — в зависимости от типа решетки п = 5O. . . I Q0

Рис. 123. К решению интегрального уравнения (4.43): 
а -  обтекание заостренной выходной кромки профиля; 6 -  то же скругленном по 

радиусу выходной кромки; в -  то же эллиптического цилиндра

Решение системы уравнений столь высокого порядка невоз
можно без применения ЭЦВМ , чем, кстати, и объясняется то. что 
интегральные методы, принципиально известные с 30-х годов 
нашего века, нашли практическое применение лишь двадцать лет 
спустя.

В заключение преобразуем выражение для функции тока не
возмущенного решеткой потока у0 к более удобному для расчетов 

виду.
Ранее получены соотношения:

а Ь

Г0 =  v0 sin do t =  f i  + Г/2 = V| sin a| t + Г/2,

Q = Vo cos от t = v\ cos oi| t.

Следовательно,

Vo =  v0 ( co s  «о  У ~  sin оц) x) =  V) (cos оц у -  sin a |  x ) — -^-дг =
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Окончательно уравнения системы (4.47) могут быть представ
ши Ь| в виде

х  Ып 1ц/ = V, (cos а , у -  sin а , х) -  —  -  —  ̂ V ^ A J ,  • (4 48)
» = l  / - 1

В уравнении (4.48) в качестве неизвестных имеем >|/ и л значе
ний V/.

На рис. 124 показаны результа- . 
ты проведенных расчетов по опре- ” / va 
делению распределения скорости в 
плоской турбинной решетке типа 
Т-203, сопоставленные с экспери
ментальными данными. Можно от
метить вполне удовлетворительное 
совпадение результатов теоретичс- Л КарытвЕ 
ского и экспериментального иссле- р *. 124. Сопоставление расчет- 
лований обтекания решетки. Даль- НОро и экспериментального рас- 
нейшее повышение точности расче- пределения скорости по ирофи- 
тов может быть достигнуто за счет лю турбинной решетки 
применения более сложных ап
проксимирующих функций на от
дельных участках контура.

Приведенные выше соображения, связанные с использованием 
постулата Жуковского — Чаплыгина для составления дополни
тельного уравнения системы, в принципе применимы для реше
ток с любой геометрической формой выходных кромок.

Однако если на выходной кромке с углом заострения у = ул 
ICN| рис. 123, а) положение точки схода А нулевой линии тока 
8полне определено (на острие выходной кромки), то на скруглен
ной по радиусу кромке, не имеющей геометрического острия, поло
вине точки схода заранее не известно (см. рис. 123, б).



Если выбрать точку схода произвольно, то при ее различных 
положениях результаты расчета обтекания решеток получайся 
заметно отличающимися. На рис. 125 приведены результаты рас, 
четов одной и той же решетки при одинаковых условиях на входе 
отличающиеся лишь положением точки схода А, показанной h 
различных вариантах расчета цифрами /, //, III, IV  и V. Это рЦ). 
личие вполне объяснимо, если учесть, что положение точки схода 
на профиле определяет величину циркуляции скорости Г на про- 
филе в решетке.

Рис. 125. Изменение расчетного распределе
ния скорости по профилю турбинной решет
ки при различных положениях точки схода 
нулевой линии тока А профиля (внутри рисун

ка показано положение точки А на кромке)

Спрашивается: при каком из пяти приведенных п о л о ж е н и и  
точки схода расчетное распределение скорости v ( j )  более с о о т 
ветствует действительному? Ответ на данный вопрос можно полу-
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рассмотрев особенности обтекания твердых тел потоком 
^ д ьн ой  (вязкой) жидкости, изученные, в частности, Л.Хауэрзом. 
g опытах с поперечным обтеканием цилиндров эллиптического 
ечения (см. рис. 123, в) им было экспериментально установлено, 

что в точках отрыва пограничного слоя 5| и $2 модули скорости 
v и vS} на внешней границе пограничного слоя равны: |v, | =

*  К  !•
Следовательно, можно сделать такой вывод: если теоретиче

ское обтекание твердого тела потоком идеальной (невязкой) жид
кости соответствует реальному, то при последующем расчете па
раметров пограничного слоя, в частности положения точек отры
ва j| и S2 , должен получиться результат, соответствующии ра
венству К ,  | = |v,2 1.

В соответствии со сказанным выше может быть реализована 
следующая схема расчета обтекания решетки:

1) задается произвольно на выходной кромке профиля поло
жение точки схода А нулевой линии тока потенциального потока;

2) рассчитывается распределение скорости v (5) на профиле 
решетки решением на ЭЦВМ  системы уравнений (4.48);

3) по полученному v (s) рассчитывается каким-либо известным 
методом пограничный слой на поверхности профиля, в том числе 
определяется положение точек отрыва S\ и s2 на выходной кромке;

4) сравниваются модули скорости в полученных расчетом точ
ках отрыва; если равенство | v,̂ j | = |vS21 не выполняется, изменяют

положение точки схода А и повторяют расчет по описанной схеме 
J0 тех пор, пока не будет установлено равенство модулейг скорос
ти в точках отрыва.

Расчеты по приведенной схеме, включающие расчет пара
метров пограничного слоя, можно существенно упростить слс- 
дУ»Шим образом.

Профессор М.И.Жуковский разработан методику расчета обте- 
^иия решеток с использованием данных Л.Хауэзра, отлн- 
чзющуюся более простым способом установления равенства |v%| | =

lvi2 l- Поясним ее, рассмотрев для примера течение в плоском

^Наде с диффузорной частью. Как известно, отрыв пограничного
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слоя от стенок обтекаемого твердого тела происходит на участку 
течения с положительным градиентом давления dp/ds > 0, напри, 
мер на диффузорных участках — в расширяющихся каналах прц 
дозвуковом течении жидкости (рис. 126). Чем больше dp/ds, тем 
раньше при прочих равных условиях возникает отрыв, т.е. тем 
ближе к началу диффузорного участка смешаются точки отрыва л( и 
S2 (см. рис. 126).

В решетках турбомашин 
диффузорныс участки на выхо- 
де межлопаточного канала от
личаются очень высокими по
ложительными значениями гра
диентов dp/ds из-за резкого 
расширения канала в зоне, 
скругленной по малому радиу
су кромки. Практически можно 

Рис. 126. Схема течения в дозвуковом с достаточной степенью точ- 
диффуэорном канале ности считать, что отрыв воз

никает в самом начале диффу- 
зорного участка, т.с. в точке с максимальным в зоне выходной 
кромки значением скорости: УтаХл на вогнутой стороне профиля

и У max,. — на спинке.

В соответствии со сказанным выше уточним ранее описанные 
рекомендации по выбору положения точки схода на выходной 
кромке: точка А выбирается таким образом, чтобы на расчетной 
кривой распределения скорости v (я) (см. рис. 125) максимальные 
значения скорости у выходной кромки на спинке и вогнутой сто
роне получились равными:

I v max„ I ~ I v maxc l>

r^e v maxA *  11 v maxr *  •

На рис. 125 этому условию соответствует положение 1 точки Л
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Вычисление особого коэффициента системы уравнений

Прежде чем перейти к некоторым особенностям вычисления 
коэффициентов ау, следует сделать некоторые замечания общего 
порядка, относящиеся к вычислению этих коэффициентов.

В уравнениях нашей системы имеются п2 коэффициентов типа

Проанализировав данное выражение, нетрудно отметить ра
венство "симметричных" коэффициентов ац = а у, вытекающее из 
четности функций cos х  и ch х: cos х  = cos(—х), cli х  = ch (-x ). 
При этом число неизвестных коэффициентов сокращается и в

системе из п уравнений их будет - ■, в чем можно убедиться,

рассмотрев главный определитель, составленный из коэффициен
тов системы, например, 4-го порядка:

«11 а п «13 «14

«21 «22 «23 «24

«32 «33 «34

«41 а 42 «43 «44

Из главного определителя системы, записанного выше, вы
черкнуты коэффициенты, которые уже найдены по значениям 
Равных им соответствующих симметричных коэффициентов. За 
вычетом этих коэффициентов число неизвестных ^данной систе-

Че равно 10, что соответствует формуле — - —  = — - —  = 10.

В процессе численного определения коэффициентов ajt встре
чаются особые случаи, требующие специального рассмотрения, в 
^тности, при определении коэффициентов типа ац. Коэффиии- 
ент Оц встречается по одному разу в каждом из уравнений сн- 
Темы (см. коэффициенты оц , а2ъ  азз, —» Опп) Математическая
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особенность вычисления этого коэффициента состоит в том. .)Tq 
при

Xj -> X, И У; -► у I

111 {ch ^(Xj-Xi)  -cos у (у у - у / )  |

Рассмотрим определенный интеграл, в котором встречается 
указанный случай совпадения координат зафиксированной точки 
j(Xj, yj) и переменной i(x,у, ):

Данный интеграл относится к разряду несобственных, у кото
рых точка разрыва подынтегральной функции находится внутри 
участка интегрирования, поскольку совпадение точек / и j  проис
ходит в центре j  отрезка Д Sj.

Отметим, что участок интегрирования Д Sj с достаточной сте
пенью точности можно считать отрезком прямой.

Используем известные тригонометрические соотношения

Перепишем подынтегральную функцию, учтя эти соотнош е
ния:

Ijj = /''•"{ch у ( * у  -* / ) ] "  cos -  У/)
\S, '■J

In jch y ( * y - * , ) ] - cos y (y y - y / )  J
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■  =  ln | 2 s h 2 ~ ( x j  -  * / ) j  +  2 s in 2 у  (у /  ~ У/)

Для достаточно близко расположенных точек./ и / принимаем 

В  j ( xJ ~ **)->  0; j ( yJ ~ * ) “> 0;

sh j \ ( x j  - * , ) l  -► j \ ( x j - x , ) \ ;  sin у I(уу -у ,)|  -*• у|(у> - У / ) | .  

Следовательно,

2sh' j(xj - */) + 2™2[т(у) - л)] * тг[(х> -х»)2 + (yj - у*)2

Iji = J  v In jc h ^ ( х у -  x,)j -  co s| y -(y y -  у ,) jds *

As

Нетрудно заметить, что в 
пределах рассматриваемого 
Участка интегрирования пе
ременное расстояние между 
точками j  и /, обозначенное

I v ,п т г (х у  ~ х»)2 + (у> - у/)2

“ А' ) 2 + {уJ “ У')
Следовательно,

.г'!

2

Wv In 2л 2 * ds =

ds.

Д5 /
Рис. 127. К выводу формулы для вы

числения особого коэффициента Оц
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Напомним табличный интеграл, который применим при вы
числении интеграла Ijj с использованием подстановки s/t = (( 
Действительно,

J" In y d s  = / Jln u d M  = tu{\nu -  l) = 5 [in  у  - lj-

Учитывая это соотношение, получаем

Asj/г

Jnj, = 2vj  \ In 2л2 + In y j ds = 2 Vj In 2л
Д s.- A Sj

In
Д Sj 

~2t
-  I

f  AJ/ 1
= VyAjyl In 2 + 2 In л + 2 In —j -  -  2 In 2 -  2 = VjASj

As j
In — J~  -  0,202 

t

Используя ранее выведенную формулу приближенного инте
грирования Ijj я djj VjASj и только что полученное соотношение для 
Ijj, определяем

Ojj = In
As i

-  0,202 2.

Выше интефал Ijj был рассчитан по верхнему пределу инте- 
фирования ASj / 2, т.е. в предположении, что при п о д стан о вк е  
нижнего предела 5 = 0  его величина тоже равна нулю. О д н а к о  пр" 
подстановке 5 =  0 при решении интефала получается неопрс> 
ленность типа 0-оо. Предлагаем самостоятельно убедиться н то'1-
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при раскрытии неопределенности действительно получается 
^дичина, равная нулю.

В большинстве реальных ситуаций лопаточный аппарат турби- 
ы обтекается неизотермическим потоком сжимаемои жидкости 

паза) при числе Маха на выходе из межлопаточного канала 
\ 12( 0 . 3 . . Д 4 ) ,  в п л о т ь  д о  М2 i  1,0 (в последнем случае речь идет о  

гране- и сверхзвуковых решетках).
В связи с широким применением ЭВМ в настоящее время 

возможными для практического применения стали расчетные ме
тоды. основанные на численных решениях задач газовой динами
ки, в том числе, при наличии сверхзвуковых течений.

паза в реш етке
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Рассмотрим установившееся (стационарное) течение идеально 
го (невязкого) нетеплопроводного газа в плоской решетке Г]р() 
этом в общем случае на отдельных участках межлопаточного ^  
нала местные значения чисел Маха М ^ 1,0. Используем для ^  
шения задачи "принцип установления параметров потока во крс. 
мени", который заключается в том, что решение стационарны^ 
задач получают в процессе решения последовательных по времени 
нестационарных задач, асимптотически сходящихся к решения 
стационарной задачи. При этом задаются одни и те же граничные 
условия, не зависящие от времени. В соответствии с исходной 
постановкой задачи исследователя интересует не эволюция пара. 
метров во времени, т.е. в процессе установления параметров. а 
лишь их конечные значения, соответствующие решению стацио
нарной задачи.

Представим область течения в шаговой полосе a b e d  (рис. 128) 
в виде расчетной сетки Q с элементарной ячейкой со = ©(/) с кон
туром у = у((). Проекции нормальной скорости границы D обозна
чим через Dx, Dy, проекции скорости потока — vx, vy.

Для рассматриваемого течения запишем систему уравнении в 
форме интегральных законов сохранения массы, количества дви
жения и энергии, которые должны выполняться в каждой ячейке 
расчетной сетки:

JJpdxdK  + J  [p(vx -  Dx)dy -  p(vy -  Dy)dx\ = 0,

“(0 r(')-

- r  J J p v jx d y  + | {[/> + pvx(vx -  Dx)]dy -  pvx(vy -  Z),)cbr) = 0,

4 ')  r(')-

J J pvydxdy + J  {Pv,(vx -D x)d y -{p  + pvy(vy -  Z),)]dxj = 0, (449) 

4 ')  t(/)-

j  JJp (2E + v2)d xd y+  J  {Гр(2е + у2) ( ^ - / ) х) + 2 р ^ > - -

4 ')  *(')-
- [p (2 e  + v2^vy -  Dy) + 2pvy j d x j  = 0,
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e v = J vx + vy > е ~  внутренняя энергия.

Решение задачи (интегрирования уравнений системы) выпол- 
численным (конечно-разностным методом) при следующих 

граЯичных условиях: на входе в решетку заданы энтропия S|, пол- 
нал энтальпия И\ угол потока оц; на выходе из решетки задано 
давление р̂ \ на контуре лопаток (отрезки а'Ь' и c'd ' ) удовлетво
ряется условие "непротекания" профилей v„ = 0.

Выполняется также требование постулата Жуковского — 
Наллыгина об обтекании выходных кромок, для чего скругленная по 
Радиусу кромка заменяется искусственно заостренной (см. рис. 128), 
при построении расчетной области линии ас и bd располагаются 
на расстоянии, примерно равном шагу от входа или выхода ре- 
щетки. Линии аа\ b b ',cc ',d 'd — произвольные эквидистантные
1ИНИИ, отстоящие на расстоянии шага.

Точность результатов расчета (распределения параметров по
тока по узлам расчетной стенки, в том числе на контуре профи- 
1ей, углов выхода, формы границ скачков и их интенсивности, 
кли таковые имеются), а также время "установления параметров" 
зо выхода на решение стационарной задачи определяются типом 
онечно-разностной схемы, размерами расчетной области, фор

мой и размерами (числом) элементарных ячеек. При применении 
жечно-разностной схемы С.К.Годунова при числе прямоуголь

ных ячеек 1000...1200 время расчета одного варианта течения на 
'зщной ЭЦВМ  составляет примерно 1 ч. Хорошим "нулевым" 
РИближснием расчетных значений искомых параметров являются 
зультаты расчетов, полученные с применением описанного вы-

*  Интегрального метода.

Контрольные вопросы к $.30

I- Каким образом используется интегральная формула Коши (4.30) для. расчета 
^рЮ ростей в гидродинамической решетке?

«■ Как определить скорость невозмушенного решеткой потока?
’  В чем заключается основная идея численного решения интегрального уравне- 
<«.43)?
Ш Каким образом формируется замкнутая система алгебраических уравнений

I деленного решения уравнения (4.43)?



5. Как используется постулат Жуковского — Чаплыгина при осушестыенц 
численного решения уравнения (4.43)?

6 Каким образом осущесталяется численное решение уравнения (4 43) при р4. 
чете течения в решетках профилей со скругленными выходными кромками?

531. ЭЛЕМЕНТЫ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ 
СВЕРХЗВУКОВЫХ ПОТОКОВ

Вывод уравнений потенциала скорости и функции тока

Основным уравнением гидродинамики потенциальных тече. 
ний несжимаемой жидкости является, как известно, уравнение 
Лапласа, которое можно применять для определения потенцнала 
скорости ф и функции тока ц/:

Определив ip и у , можно далее найти и скорости в различны) 
точках потока. Например,

Переходя к изучению сверхзвуковых потоков газа, выведем 
уравнение потенциала для данного случая, поскольку наличие 
такого уравнения позволяет, как и для течения несжимаемой 
жидкости, свести расчет кинематических характеристик потока к 
определению потенциала.

При выводе используем ряд основных уравнений гидродина
мики при наличии некоторых допущений.

а. Уравнение неразрывности для плоского нестационарного 
потока газа:

д\_ + д\_ _ 0
дх2 ду2

-- — --  n v v —------
дх ду у ду дх

—  + div(pv) = 0 или
dt v ' dt дх

Учитывая, что в стационарном потоке все его параметры 
зависят от времени t, в том числе и плотность р, еще раз персП" 
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щеМ уравнение неразрывности, произведя дифференцирование 
членов:

gp dvx др Svy ( dvx др др п
£ E Vjt + р _ *  + - r v + Р -7 2- = h i  + i r P  + f vx + ^Tvy = °- gx dx dy y dy \ dx dy )  dx dy '

Для определения производных др/дх и др/ду в уравнении не
разрывности применим зависимость плотности от давления в ба- 
ротропном процессе, в котором в отличие от реальных процессов 
плотность является функцией лишь давления (см. зависимость 
плотности от давления в изоэнтропийном процессе).

б. Введем функцию р = р(р) для баротропного процесса, диф
ференцируя которую, определим производные др /  dx и dp/dy:

dp = dpdp = d p d p = J _ d p  
дх др дх dp дх а 2 дх

При дифференцировании было учтено, что для функции одно
го переменного частная производная равна полной (др/др = 
= dp/dр), а также использована ранее полученная зависимость для 
определения скорости звука а = yjdp / dp.

Аналогично можно получить

др _ I др 
ду а2 ду2 <4 -5 »

Для определения производных давления др/дх и др/ду необхо
димо пользоваться уравнениями, в которые входят эти производ
ные.

в. Вводим уравнения движения в форме Эйлера для опрсдслс- 
Ни« производных др/дх и др/ду, записанные для рассматриваемого 
‘ТУЧая стационарного плоского потока газа, пренебрегая при этом 
1ассовыми силами А(х, у):



С учетом особенностей потока получим

dv,
v r — <*- + v

д:
dv

х дх

дх
+ v,

1 др
ду ~ ~р  а с ’

dvy 1 др
ду

>а1 (4 .5 5 ,

(4.54,

Теперь используем для подстановки в (4.54) и (4.55) значения

производных —  и — , полученные из (4.50) и (4.51):
дх ду

?£. = а 2 — ■ =
дх дх' ду ду

После подстановки имеем

dvx „  А dvx
дх

dv.
дх

------ * Vду

dvv

а ^ др . 
Р ду'

2
= _ £ _ ^ Е

ду у р ду

Из последней системы уравнений можно извлечь соотношения
др др

для искомых производных —  и — :
дх ду

а* *

Подставим полученные выражения производных в уравнен^ 
неразрывности:
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Сократив уравнение на р, произведем группировку членов по 
одинаковым производным:

dvx
i - 4

dvy ( V2)
дх а > ду , а > дх дх

Умножив обе части уравнений на (—1) и приведя к общему 
знаменателю, после простых преобразований и с учетом условия

±  n dvx dVyrot© = 0 и — — = — -  получим
ду дх

-  а2) * ^ - ( vy - a1) *  2v*vr i j j f  = °- <4 * )

Введя в (4.56) выражение для скоростей потенциального пото-
скр д<р

ка vx = —̂ , vy = —f- , получим искомое уравнение потенциала
дх ду

32ф
V axJ Кду,

-  а а2ф t 2 д<р дд> а2ф _ 0
ду2 дх ду дхду

(4.57)

Уравнение (4.57) в отличие от уравнения Лапласа является не
линейным дифференциальным уравнением; следовательно, для 
tno решения нельзя применять принцип суперпозиции (или на
ложения) потоков, широко применяемый при решениях гидроли
ти ч ески х задач.

Отметим, что из уравнения (4.57) легко получить уравнение 
1аШ1аса. сделав предельный переход к течению несжимаемой 
^Ндкости, т.е. введя в уравнение величину а -> ао.



Задача Коши для плоского потенциального течения газа

Предположим, что в плоском По 
у тенциальном потоке газа в каждой точ. 

ке на некоторой линии М\ известны 
значения скоростей через их проскцни 
vx, vy (рис. 129).

Требуется определить распредели 
”  ние скоростей в потоке в окрестности 

Рис. 129. К постановке за- линии Мц .
дачи Коши о расчете пара- Рассмотрим две соседние точки л и 
метров в потенциальном по- В на линии MN, расположенные так 

токе газа что

хв ~ хА =  dx ; У В ~  У л = d У-

В то же время точка D, расположенная в окрестности точек А 
и В в потоке, геометрически определяется на плоскости как точка 
с координатами (см. рис. 129)

xd =  хл + dx; yD= ув + dy.

Определим скорость в точке D (vxd, vyp) по известным услови
ям задачи у*<, vyA, vxg, vyg, dx  и dy с помощью разложения функ
ции, описывающей изменение скорости в окрестности АВ. в рял 
Тейлора. В общем случае разложение в ряд Тейлора для / ( дг) в 
окрестности точки х  = а определяется формулой

f  И
1!

■ (* -« )*
/ -(в )

2 !

п\

где R„(x) — остаточный член (ошибка) разложения.
В нашем случае, пренебрегая членами порядка малости вы^1 

первого, получаем
408

VxD = **4  +(*)«
а ,-

VxD = vxB + ( ~ )  dy; (4.58)

vyD = vyB + | - ^ l  dy.
dvv\
— ~  dy. (4.59)

Из уравнений (4.58), (4.59) следует, что для определения vxp и 
Vflh и аналогично vx, vy в любой точке окрестности линии MN,

dv CVнеобходимо определить частные производные типа — —, — ,
дх ду

я\/ dVy
и — — для точек, расположенных на линии MN, учитывая ду дх

при этом вытекающее из свойств потенциального потока равен
ство

ду
ду

х _ dv.
дх

п dvx dVyДля определения трех неизвестных производных — —, — — и
дх ду

dvx _  dvy
необходимо составить систему из трех уравнении, в

которые входили бы исходные производные.
Первым уравнением является полученное ранее уравнение для * 

потенциала сверхзвукового потока газа, которое при замене

д(р Зц>

~дх '  V* ’ ~ду ~ Vy

вписывается в виде (4.56)

И  - a2) ,2t  * И  - ° 2) i f +2v*v'  * “•= а
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Дополнительно используем два уравнения, задающие значения 
полных дифференциалов vx и vy на MN через искомые частиые 
производные:

dvx . dvx . dvx = - Z - d x  + —f-dy, 
dx dy (4.60,

dvv
dvv = — — dx 

y dx
dVy
dy

dy. (4.61)

Уравнения (4.56), (4.60) и (4.61) составляют замкнутую систему 
алгебраических уравнений относительно неизвестных произвол- 
ных, которую можно переписать в соответствии с расположением 
аналогичных членов (с аналогичными производными) в (4.56):

dvх _

dx

О

dx 
dvx
~ £ + °  
dvx

= 0,
dy '  dy

dvv , dvx —L + d  у - TJL = dvx ,
dy 

dvv
— dx
dy

dy
^ -  = dvy. 
dy У

(4.62)

Алгебраические системы линейных уравнений типа (4.62) ре
шаются в соответствии с правилом Крамера следующим образом: 
любое неизвестное хк из ряда Х\, дс2, * з ,  — . -*■*, •••, х„ определяется 
из соотношения

х к = ^ - ( Л = 1 ,2 ,3 , . . . ,  я).

Здесь

D = det[a,*] =

a \la l2---a l k - a ln

а 2\а 22"'а 2 к - а 2п

а п\а п 2"'а пк ••• а пп

определитель (детерминант) 
системы
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Dk =
a2\a22-‘-^  -a2n 

a n\a n 2 - - - b n - a nn

— вспомогательный определитель.

:помогательный определитель получен заменой столбца из 
коэффициентов а1к а2к столбцом, составленным из свободных 
членов Ь\, b j ,  b n.

Решением системы (4.62), следовательно, будут:

х dvk _ Dx .

Здесь

f
' 1 - а ' ) И - а) 2vx

0 к = dx 0 dj
0 dy d;

0
И - * 2) 2vxvy

D\ = dvx 0 dy
d vy dу dx

И - a 2) 0 2 vxvy

п dx dvx dy
0 d Vy dx

v \ - a
’ ) И - * )  0

dx 0 dv
0 dу dv
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По уравнениям (4.63) находим частные производные, посЛе 
подстановки которых в (4.58), (4.59) скорость в точке D определи 
на. Аналогично можно найти скорости и в других точках окрест
ности линии Ms-

Понятие о характеристиках

Решение задачи Коши указанным способом становится неоп
ределенным, если выполняется условие

D\ = Dj — Дз = D = 0. (4.64)

Линии на плоскости, в которых выполняется условие (4.64), 
называются характеристиками. Найдем уравнение характеристик в 
плоскости потока х -  у, для чего наложим на решение определи
телей условие (4.64). В частности, определим соотношения, выте
кающие из равенства D -  0.

Предварительно разложим определитель D по правилу

П
D = dct[aik\ = ^ a ikAik, (4.65)

/=1

где aik —  элемент определителя (коэффициент, находящийся в к - м 
столбце /'-й строки); А1к =  (— 1)' + * — алгебраическое дополнение 
элемента aik\ Dik — минор элемента; а1к — определитель (п — 1) 
порядка, получающийся из определителя D л-го порядка вычер
киванием /-Й строки. Разлагая с помощью (4.65) определитель D. 
получаем

или
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И - ’ Ш  - i ' ' S r t A v’ - a2) m0-

Следовательно, уравнение характеристики в плоскости х -  у — 
)£вадратнос уравнение относительно производной dy/dx с решени

ем:

(dy) 2 ^ ,  ± 4v2v2 -  4M - a 2\v2 - a 2)

IdxJ 1,2 2(v2 - *2)

х 'у

ухуу ± a^jvl + v j  -  а 2 _ ± a j v 2 - а :

vx ~ ° 2 vx ~ ° 2
(4.66)

Действительные решения типа (4.66) существуют лишь при v > 
> а, что следует понимать как условие существования действи
тельных характеристик. Первое решение квадратного уравнения 

dу)
будем рассматривать в качестве уравнения характеристик 1-го

ОДа; аналогично ( —  ] — 2-го рода (рис. 130).
vdx/j

Определим далее соответствия, вытекающие из условия = 0. 
^Пуская преобразования, аналогичные сделанным выше при ис- 
•тедовании условия D = 0, запишем сразу уравнение

-  a 2)(dvAdx -  dvvdy) + 2vxvydx = а  (4.67)
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Рис. 130. Расположение харак
теристики сверхзвукового по
тенциального газа в плоском 

потоке

Рис. 131. Расположение характерис
тик сверхзвукового плоского потен
циального потока газа в плоскости 

годографа скорости

Отсюда

dv ( v l - a 2)dx 

(vx _ ° 2) dy -  2vxvy dx

И - ‘ 2)

Подставив в последнее уравнение соотношение (4.66), полу
чим

fd v ,

vxvy ±а ylv2 -  а 2 '

v 2 - а 2

- 2vxvv
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Анализируя полученное уравнение (4.68), можно отметить, что 
Оно является уравнением характеристик I и II рода в плоскости 
переменных vx, vy, т.е. в плоскости годографа скорости (рис. 131).

Выясним взаимное расположение характеристик в обеих плос
костях — в плоскости течения и в плоскости годографа скорости.

Рассмотрим пару характеристик — характеристику I рода в 
плоскости х -  у и II  рода в плоскости vx -  vy; их уравнения запи
шутся соответственно

(Э .-

й т

„2vxvv + aJvl -
-  = tga( (см. рис. 130);

v2 - а 2

г
= tg Р2 (см. рис. 131).

ГХ

vi - а2 „2 х
vxvy -a^\rx - a 2

Как известно, при перпендикулярности двух кривых выпол
няется условие, которое в нашем случае запишется так;

dvx
Id x J ,

= -L
2

Проверим, выполняется ли это условие. 
Действительно,

УХУУ + a jv l  - а 2 у2 -  а2

vx ~ а* -V j(vy -  a Vv2™' а2

Аналогично можно доказать, что характеристика II рода в 
^оскости потока перпендикулярна к характеристикам I рода в 
плоскости годографа. Однако мы еще не показали практическую 
^ со о б р азн ость введения характеристик при расчетах сверхзву- 
Ового потока газа.



Чтобы ответить на данный вопрос, предварительно дадим Гц, 
зодинамическую интерпретацию понятия "характеристика .

Запишем уравнение характеристики в плоскости л -  у, t opi| 
ентировав ее таким образом, чтобы в некоторой точке A vx ~ ^ 
vy = 0 (рис. 132). Получим

Рассмотрим особенности распространения бесконечно малых 
возмущений, индуцированных источником, движущимся со ско
ростью v > а. Фронт распространения возмущений, индуцирован
ных источником, движущимся со скоростью v > а, представляет 
собой на плоскости прямую (линию Маха), наклоненную к на
правлению v под углом а  (рис. 133), где

а" Vv2-a2

Рис. 132. К физической интер
претации понятия "характеристика 
сверхзвукового потока газа в плос

кости течения"

П

1

Здесь угол наклона характери
стики I рода к оси х -  (+ а /1), хц. 
рактеристики II рода — (~аи). 
Следовательно, ось л- делит угол 
между обеими характеристиками 
пополам, т.е. является биссектри
сой этого угла.

Одновременно, как сказано 
выше, вектор скорости vA совпада
ет также с осью х, а следователь
но, с направлением биссектрисы.

а
а  = arcsin

Подставив а , получим

= ± tg a ,,  = ±
Vv2 - а2 J v 2 - v 2 sin а

а = ±
vcosa

а
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sin а = ± tg а.= ±
cos а

Следовательно, из равенства углов а *  и а  можно сделать вывод
0 юМ. что линию Маха можно рассматривать в качестве характе-

Практически целесообразность определения характеристик за
ключается в том, что, зная их положение на плоскости, можно 
определить направление скоростей в точках пересечения характе
ристик I и II рода (см. рис. 130), поскольку, как показано выше, в 
каждой точке вектор скорости направлен по биссектрисе угла, 
образованного характеристиками. Далее можно определить и поле 
линий тока.

Обратимся снова к уравнению характеристик в плоскости го-

ристики сверхзвукового потока.

Vt

Рис. 133. Картина распространения беско
нечно малых возмущений, вызванных источ
ником (генератором возмущений), движу

щимся со сверхзвуковой скоростью

Дографа

Учтем, что по уравнению Бернулли уд , vy и а связаны между 
°6ой вполне однозначно, а именно

Y - 1

а = const.
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Следовательно, в плоскости годографа геометрическая форХ1ц 
характеристик не зависит от особенностей конкретного движения 
а одинаков;» для всех сверхзвуковых потоков.

Преобразуем уравнение характеристик в плоскости годографу 
к такому виду, для которого можно было бы провести анализ гео
метрической формы линий характеристик.

Введем обозначения:

V у
v* = v cos 0; vy= v sin 0; 0 = arctg —  .

Соответственно, получим

dvy = dv sin 0 + v cos 0 d0;

dvx = dvcos 0 — vsin 0 d0;

dvy dvsinO + vcos0d0 v2 cos2 в -  a 2

dvx ~ d v co s0-v sin 0d 0 "  _v2 Cos0sin&±aylv2 - a 2

Записанное выше уравнение характеристик в полярных коор
динатах приведем к общему знаменателю, а затем проведем груп
пировку членов при дифференциалах переменных dv и d0:

dvsin2 0cos9^ -v2 j  -  v3 cos2 0sin0d 0 ± aVv2 -  a 2dvsin0 ±

± avVv2 -  a 2 cos0d0 = v2dvcos3 0 -  a 2dvcos0 -  v3 sin 0 cos2 odo +

+ a 2vsin0d0,

или

d v f -v 2 sin2 0coS0 ± aVv2 -  a 2 sin0 -  v2 cos3 0 + a2 cosO I =

= de^v3 cos2 0sin 0  + av4v2 -  a2 cos0 -  v3 s in 0cos2 0 + a 2vsint>
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Сделаем замену sin2 0 = 1 -  cos2 0 и приведем подобные чле-

нь»;

-  cos2 ©Jcos© ± aV v 2 -  a 2 sin0 -  v2 cos3 0 + a2 cos0 =

= d v [-v 2 cos2 0 ± a jv 2 -  a2 sin0 + a2 cosoj =

= d0^-avVv2 -  a2 cos0 + a 2v sin 0 j.

После деления обеих частей уравнения на cos 0 имеем 

dv^a2 -  v2 ± aylv2 -  a 2tgoj = d/dav[atg0 ± a jv 2 -  a2\

Поскольку v > a, to  (a tg 0 ± ylv2 - a 2 ) *  0.
Поделив на выражение в скобках обе части уравнения и разде

лив переменные, получим дифференциальное уравнение

± d v j v 2 -  а 2 = d0av; d0 = ± —  а
2

dv.
av

Выделим выражение для скорости звука по уравнению Бер
нулли:

Т  + ^ Т 7  = 7 Т Т ^  ИЛИ ^2( Y - l )  + 2fl2 =(у + 1)а2р;

2 2 Y + 1  2 Y “  1 
= < х> —2— v

Преобразуем выражение для (v2 — о2):
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v -  а = v -  а•ф
у + 1 2 У --------+ v -

- 1
= V

У + 1 Л/2

Теперь полученное выше дифференциальное уравнение запи
шется так:

de
Г Г —

- I * ' *  d v  '  < --------- = ± L 4 r -

vdv

av

Обозначим отношение —  =  x, учтем полученные выше соот-
а1

ношения для а2 и (v2 -  a 2j  и продолжим преобразования диффе

ренциального уравнения:

dO = ±

Здесь

= ±
1 - х

х  - 1  dx dx
--------- г —  = ±Z— •у -  1 2х 2х

у + 1

Z =
X — 1

II - X Г - 1  
у + 1

Выразим величину х через z из последнего соотношения:

1 - х Y - 1 ’ 
У +  1

х  = Z2 + l

1 -  Z
2 У ~ 1 

у + 1
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Н а й д е м  d x :

dx =

V r + 1/

d£ =

2г + 2гэ i l l !  .  2гз 1 л !  .  2г r  - 1
r * i у + 1 у + 1

2Z

( '• • ■ K i r

d z =

\  +  Z f z A
У + I/

d*.

Подставив x и d0, выраженные через z, в дифференциальное 
уравнение для d9, получим

*  = ± г ^  = ±
2х

Z2 - 2 dz 
у + 1Vy-t-iA Y + 1̂ d- = ________г т .

( '♦ « ’ т т т )  2(*,+ l ) * ‘)

Отсюда

в . ± ^ Ц Г
у + 1 J

Z2dz

М - ’ НтГ

Юм:
Представим подынтегральную функцию Ф(г) следующим обра-

Ф( г)  =
В

^ + 1  1 + г 2 1
у + 1

чИи
Определим коэффициенты А и В в представленном разложс-

сделав предварительно простые преобразования:
421



Сравнивая коэффициенты при г2 в обеих частях равенства и сво
бодные члены, получаем систему уравнений относительно А и В

А + В = О, 
„ Т - 1

у + 1
+ В=  1.

Из полученной системы нетрудно определить, что

А = - Y +  1 В = Y + 1

Теперь можно получить окончательное выражение для Ф(г). 
Для этого подставим полученные значения А и В в исходное 
дифференциальное уравнение:

Ф(*) =

у + 1

Z2 +1

у +  1
_ У + 1

у + 1
z2 +\ i + y - A z*

Y +  1

После подстановки последнего уравнения в интеграл получим



f b + * b  ~ * ,л = ± I------ arctg I-------z ~ arctg z + const
IV  у  - 1 v у  + 1 /

(интегрирование проведено с помощью табличной формулы типа

) a 2 +Z2 а а
Все описанные выше преобразования уравнений характери

стик в плоскости годофафа проведены, как сказано ранее, для 
приведения исходного уравнения характеристик к такому виду, 
который позволил бы провести следующий анализ геометрии этих 
линий.

Рассмотрим два предельных случая: 1) при z -> 0, 0 -► 0, что 
следует из решения дифференциального уравнения; 2) при z -*  *>,

/ I------------\

Е ЯlVy + 1
Расшифруем условия г -> 0 и г -» + ®. Из равенства z =

2

— ....................... -  °кр
\ У +  1

х  — 1 v
следует, что z -> 0 при х = + — -----► 1, т.е. при v ->

-» flKp. Условие z - *  +*> выполняется при (1 -  х -— - -> 0, что со
V у + IJ

к + 1 I у + 1«■юствует х  -> — -  или v l-L—  0кр = vmax ( Vmax _  мак

симальная скорость адиабатического истечения газа).
Таким образом, в двух предельных случаях получили условия, 

определенным образом характеризующие геометрию линий харак- 
еРистик в полярных координатах 9 — v:

При 9 _► о v -> аКр , при 9 -► -у Щ Г
1\у - 1

Следовательно, эти линии представляют собой семейство кри- 
х> соответствующих рахтичным значениям постоянных (const) и
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разным знакам ("+" или в интеграле дифференциально^ 
уравнения и лежащих в кольце, образованном двумя окружное-^, 
ми — внутренней с радиусом акр и внешней с (рис 13^
Можно убедиться в том, что этими линиями являются эпициклоиды
— кривые, образованные точкой окружности диаметром ( „

кр), катящейся без скольжения по внутренней окружности-  а.
(см. рис. 134); при качении этой окружности по часовой стрелке 
получаются характеристики I рода, а против часовой стрелки 
рода.

*

0.S Лцр t

— a

1 1 ll 1 1 1 1 1 ^m oX1 1 il
Ц 2Ц 4Ц 6У  1,0 (2  1,4 Ifi 2 fi2 J. j

K * i , * y

max

i ̂ max * 
'2,449
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то к а  воздуха в п л о ск о сти  годограф а ско р о сти



На рис. 134 показана часть плоскости годографа с характери- 
&КЯМИ I и II рода для воздуха, нанесенными с шагом значения 
постоянной (const), равным 5°. Покажем, что по характеристикам 
потока в плоскости годографа можно очень простым графическим 
с п о со б о м  построить характеристики в плоскости потока.

Предварительно получим значение скорости v в произвольной 
тоЧкс потока из уравнения Бернулли:

у2 а 2 у + 1 дЛр = Удиах ,
2 у - 1  у - \  2 2 '

о 2 Л

у - 1  2

_ _____ у шах______
2 • 2 ’1 + ------ Sill (X

У ~ I

где sin а  = a/v  — синус угла Маха.
Можно убедиться в том, что последнее выражение является 

равнением эллипса в полярных координатах v — а. Для этого ка
ноническое уравнение эллипса

1сРспишсм в полярных координатах г -  Н, где дг = г cos 0, у =  г shi О:



( 1 -  sin2 0 sin2 0 г2
Ь2 + (с2 -  ft2)sin2 0

г* 1 *  J - Г c2b2
L -

= l;

r 2 =

1 + ^ s i n 2 e

Это ураннение структурно аналогично уравнению с- vrna\

с — Ь
т - 1

или

/ ш
X " "  v*
/ \

f \

2
тору v , где а  — arcsin

через
точку М в плоскости потока

и! „ 2 Т - 1  2 l z l - U ± a 2 ^  = а 2 
Ь ~ С 7 7 1 "  Vmax у + 1 у - 1  145 у+1 41

Следовательно, большая полуось эллипса, представляющего 
собой кривую зависимости v (а ), равна а меньшая — дкр.

Совместим теперь центр 
полученного эллипса с нача
лом координат в плоскости 
годографа (рис. 135). Радиус- 
вектор произвольной точки М. 
лежащий на контуре эллипса, 
представляет собой вектор 
скорости v в точке М. по
скольку годограф вектора есть 
кривая зависимости v (<») 
Большая полуось эллипса с 
направлена под углом а к вск-

Вы

ше было показано, что этот

Рис. 135. Использование адиабатного У ™  “  характеризует У**
эллипса Буземана для построения ме)КДУ вектором скороди
характеристик сверхзвукового потен- точке А/ и характеристику
циального потока газа в плоскости проходящей через д а н н 'к

течения * ' -----

Следовательно, если в некоторой точке потока известен вектор 
сКОр°сти, то определить направление характеристики в данной 
^чке плоскости можно с помощью адиабатного эллипса (эллипса 
5 уземана, поз. 1 ), сориентированного, как показано на рис. 135, 
в плоскости годографа.

Нетрудно убедиться в том, что через одну точку М в плоскости 
годографа можно провести два эллипса (второй показан пункти
к и  на рис. 135, поз. 2 ) ;  большая полуось второго эллипса опре
делит направление характеристики II рода в данной точке.

При.иеры задач со сверхзвуковым потенцишьным течением газа, ре
шаемых методом характеристик

П р и м е р  1 (рис. 136)

В плоскости потока задана линия АВ с известным распределени
ем скоростей. Определить поле скоростей в окрестности линии АВ.
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Решение Зная величину и направление скоростей в ряде точек 
^ М\, М2, Д/j, В на линии АВ в плоскости потока, построим ли- 
НИ|°  А'В' в плоскости годографа по значениям vA> v M\, vM2,
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Рис. 136. К постановке и решению задачи, данной в примере 1



vM3, v g  и с помошью эллипса построим направления характер^ 
стик I и II рода в точках А, М\, . . . ,  В. В плоскости годографа .)с 
рез все зафиксированные нами на линии А'В' точки проход^ 
уже известные характеристики.

Выделим в плоскости годографа точку пересечения двух харак 
теристик N |. Скорость в ней v^i известна, поскольку само поло 
жение точки в плоскости годографа однозначно определяет 
скорость в этой точке. Если найти положение этой точки в плос. 
кости потока, то мы определим в потоке точку с известной ско
ростью.

Точка N\ является точкой пересечения направлений характе
ристик из точек А н М\, т.е. ее положение зависит от числа уча. 
стков линии АВ. Аналогично определены скорости в точках yV3 и 
далее везде внутри треугольника ABC.

Предлагаем самостоятельно продумать решение следующих 
примеров, используя приемы, аналогичные описанным выше.

П р и м е р  2 (рис. 137)

В плоскости потока задано распределение скоростей вдоль ха
рактеристик АВ и АС, пересекающихся в точке А.

Определить поле скоростей в криволинейном четырехугольни
ке A BCD.

Рис. 137. К постановке и решению задачи, данной в примере 2
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П р и м е р  3 (рис. 138)

Рис. 138. К постановке и решению задачи, данной в примере 3

В плоскости потока задано распределение скоростей вдоль ха
рактеристики АВ, пересекающей в точке А твердую стенку. Опре
делить поле скоростей в криволинейном треугольнике ЛВС.

Указание, при решении учесть, что скорость потока на стенке 
направлена по касательной к ее контуру.

П р и м е р  4 (рис. 139)

Рис. 139. К постановке и решению задачи, данной в примере 4
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В плоскости потока задано распределение скоростей вдоль 
рактеристики АВ. пересекающей в точке А свободную поверхнос^ 
(например, поверхность струи). Определить поле скоростей и кри. 
волинейном треугольнике ABC.

Указание, при решении учесть, что на свободной поверхности 
скорость потока по величине постоянна и направлена по касц. 
тельной к ней.

Профилирование шоского сопла Лаваля для получения равномерного 
параллельного потока на выходе

Ранее было показано, что в суживающемся и расширяющемся 
сопле Лаваля дозвуковой на входе в сечении 0 поток газа можно 
разогнать до звуковой скорости в критическом сечении и д0 
сверхзвуковой — в выходном сечении (рис. 140).

М

Рис. 140. Профилирование плоского сопла Лаваля методом харак
теристик

При изображенной на рис. 140 конфигурации стенок (пунк
тир) плоского канала сопла поток на выходе является радиаль
ным, что снижает реактивную тягу по сравнению с тягой в сопле- 
на выходе из которого поток плоскости параллелен и направлен 
вдоль оси сопла Z-

Поставим задачу о проектировании сверхзвукового плоское® 
сопла Лаваля с плоскопараллельным потоком на выходе со ско
ростью V|, которая определяется по уже известному соотношсН1|К 
(формула Сен-Венана):
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где РО' То ~  параметры заторможенного потока на входе; р\ —
статическое давление на выходе; R — газовая постоянная.
С Все величины, входящие в формулу Сен-Венана. полагаем из
вестными.

При заданном расходе воздуха G (кг/с) площадь выходного се
чения сопла /| определится из уравнения расхода

А = G/(p\V\),

где pi = P\/(RT\) — плотность газа в выходном сечении, опреде
ленная по заданному давлению на выходе р\ и температуре Т\, 
вычисленной из соотношений адиабатического процесса расши
рения в сопле

1 -v ,
\PoJ

Задавшись углом раскрытия расширяющейся части сопла 
а = 5...8° (см. рис. 140), определим длину ОА, при которой пло
щадь выходного сечения сопла получается равной /j, т.е. соответ
ствующей определенному значению V| при истечении в радиаль
ном направлении.

Проведем через точку А характеристики первого и второго ро- 
Ja- используя ранее описанные приемы — с помощью адиабатно- 
г° эллипса, сориентированного в плоскости годографа по направ
л ю  vA, параллельной z (см. рис. 135 и 140).

Будем считать, что вдоль характеристики первого рода поток 
*** плоско параллелен; следовательно, эта характеристика на всей 
'1ине является прямой линией. Проведем из точки О окружность 
"®*Усом ОА\ < ОА до пересечения с элементом характеристики 
^Рого рода, проведенной из А, в точке В\. При достаточно малом
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отрезке АА\ этот участок характеристики второго рода с достаток 
ной степенью точности можно рассматривать как отрезок прям0,. 
Проведем через В\ характеристику первого рода в виде npH\)0lj 
(предлагаем самостоятельно рассмотреть частный случай пример 
2, когда характеристика АС, рис. 137, прямолинейна. Тогда ^  
характеристики того же рода тоже прямолинейны), а также ^  
мент характеристики второго рода до пересечения в точке й, с 
дутой окружности KAi < КА\. Такого рода построения повторим 
до пересечения одной из характеристик второго рода со стенкои 
сопла, например, в точке М.

Через точку пересечения последней характеристики первого 
рода со стенкой канала Dj проведем линию, параллельную на- 
правлению КВз, и посмотрим, каково будет направление потока в 
сечении B)Dj. Поскольку B)Di — характеристика первого роДа 
геометрически прямая линия, то во всех точках этой прямой по
ток будет параллелен направлению КВт, или, другими словами, 
стенке 0 3Д>.

Если провести линию D̂ D\ параллельно КВ±, a D\ D параллель
но О В и, наконец, DD параллельно z, то в сечениях &ZK D,B,. 
AD поток будет плоскопараллельным и постепенно, от сечения к 
сечению поворачивающимся к осевому направлению вдоль Z-

Таким образом, контур KDiDiD\D можно рассматривать как 
стенку плоского сопла на выходном его участке, осуществляющем 
поворот потока от радиального направления к осевому.

Для получения более плавных очертаний стенки сопла необхо
димо уменьшить расстояния АЛ,, A\Ai, А2А3 и т.д.

Аналогично строится нижняя стенка сопла (на рис. 140 не по
казано).

Контрольные вопросы к §31

1. Почему невозможна суперпозиция потенциальных потоков газа?
2. Получить из уравнения (4.57) уравнение Лапласа для постулата скорости не

сжимаемого потока.
3. Дать математическое и физическое определения понятию "характеристик11 

сверхзвукового потока газа".
4 . Каким образом используется адиабатный эллипс Буземана при расчете и°' 

тснииального течения газа?
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Г л а в а  5. О СЕСИ М М ЕТРИ Ч Н Ы Е ДВИЖ ЕНИЯ

$32. УРАВНЕНИЯ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ В КРИВОЛИНЕЙНЫХ 
КООРДИНАТАХ

Математические соотношения

Векторная форма уравнений движения 
сплошной среды (см. гл. 2) инвариантна отно
сительно Эйлеровой инерциальной системы 
координат. Однако при решении конкретных 
пхццкнамических задач производят арифмети
ческие действия со скалярами (числами). Для 
преобразования векторного уравнения в экви
валентную систему скалярных уравнений вво
дят ту или иную систему координат.

Направления криволинейных координат
ных линий в произвольной точке М про
странства задают при помощи трех линейно 
независимых координатных векторов i , ( i  = 1 ,
I  3), называемых основным базисом трехмер
ного пространства Каждый из векторов основ
ного базиса направлен по касательной к коор
динатной линии <f в сторону возрастания соот- 
*гсгвующей координаты (рис. 141).

Система координат называется ортогональной, если векторы ё, (/ = 1 , 2. 3) вза
имно Перпендикулярны Примером ортогональной системы координат является 

Рямоугольная Декартова система, в которой векторный базис et -  i, (/' = 1 . 2. 3) 
^"наков для всех точек пространства. В случае обобщенных координат векторный 

Ис ё/(| «  1 , 2, 3) является локальным (местным), т.е. зависит от положения 
°Чки М в пространстве. t

Базис i k {k = 1 , 2, 3), где верхний индекс к обозначает номер вектора, назы- 
**егся взаимным базисом к основному базису (/ “  1 , 2 , 3), если векторы удовлет- 
*°Ряют соотношению

Рис. 141. Схема расположения 
векторов основного базиса
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з г*  .  * *  -  1° при * *
‘ 1 [1 при i *  * .

Из данного определения следует, что каждый вектор базиса перпендикуляре,, k

плоскости, проходящей через два вектора взаимного базиса ё к (/ *  *). Заметим. ^  
объемы параллелепипедов, построенных на векторах основного базИс'.

У'|#'(г2 х ё 3)|' связаны соотношением ViV 1 = 1 .

Из сопоставления выражений для У/\ и V 1 следуют соотношения, определяю, 
шие векторы взаимного базиса:

./ ж ё к _ j )  » ё к

V 1 = ё1[ёт « » " ) '

Для ортогональных базисов, имеющих единичные координатные векторы 

с учетом очевидных равенств /'/»£ = 0 при I *  к и ///* = 1 при I = * 

ik х if = im х in = 0 получаем

»ri - * 1 - Л ;  '72 - « 2 =»r2; »r3 - « 3 - ' V

Таким образом, ортогональный базис совпадает со своим взаимным. 

Произвольный вектор /4 может быть расположен по векторам основного базиса

/< -  Л‘ё,  (5.2)
или взаимного базиса

А = Акёк . (5.3)

где числа А' = Аёк называются контравариантными компонентами (проекциями!

вектора А . а Ак = — ковариантными; в выражениях (5.2), (5 .3) и далее подра
зумевается суммирование от 1 до 3 по повторяющимся произвольно обозначенным 
индексам, например

А'ё/ • + А2е2 + А3е3.

Для введения "физических" компонент вектора, размерности которых с о в н ^ 10' 
с размерностями рассматриваемого вектора, определяется единичный векторнь"1
базис е* (»' = 1 , 2 . 3), и взаимный ему базис ё ' к (к = 1 . 2, 3):

«• * ш ё к /|ё*|.
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В этих базисах вектор А выражается в виде

А • A*'i* -  Акё*к . (5 .4)

В случае ортогональных систем координат физические компоненты (проекции) 
jfi д f  совпадают, поскольку ортогональный базис совпадает со своим взаимным 

физические компоненты А"1 вектора А выражаются через котравариантные проек- 

цли АК так как А -  A‘i t -  Ач ё ‘  -  А*‘е, /|е,|, откуда

А*' *  A1 |f,| -

и, следовательно,

S '-H iA * ,  (5.5)

гае Я, = J g i i  •
Связь между ковариантными Л* и контравариантными компонентами /I' вектора 

/4 в произвольном базисе получим, умножив разложение (5.2) на ёк . а (5 .3) на ё' :

Ак ш i k A -  ё,ёкА‘ ш 1ша ‘ ; (5.6)

А1 • е 1А - ё ‘ёкАк ~ gtkAk .

гае itk *  ё,ёк « |*/||**|cos(*/ '** )• -  * ' i k - 
При линейном преобразовании векторов

i f  *  а * ё к , i j = a y ’ejt , (5.7)

ue в *  . а *  — коэффициенты прямого и обратного преобразований.

Девять величин g& (а также g *  ) образуют тензор второго ранга, называемый 
метрическим тензором. Величины gn и g *  подчиняются закону преобразования 
компонент тензора второго ранга

~ *{••) а 'к *1 “ a r a 'k SJI- 
*

g.ik т f i f k  „ a ijgj a f e 1 ,  <xy'a* ' g‘l .

Скалярное произведение векторов с использованием компонент выражается как

0 * “  И  |*|cos(e.£) »=

компоненты метрического тензора выражаются также элементы длины
• площади поверхности и объема. Квадрат длины дуги d/ между двумя беско- 
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нечно близкими точками х 1 и х 1 + d x ‘ в системе координат с базисом (ё|.е2 ^  

выражается через компоненты метрического тензора gц:

" ’ ■ К
dr dr = « ,d x 'et dx* = s rtd x 'd x * . (5.8,

где dx* (f = 1, 2, 3), d x * (*  = 1, 2, 3) — контравариантные компоненты элементарноц, 

радиуса-вектора dr

Вектор d r выражается как

dr « j —dxi *  ё/Лх'У т 1 » 2 . 3),
i

откуда

дхI
dij б2 г дёк 
дхк “ дх‘дхк _ дх1 '

(5.9)

В ортогональном базисе = О при i *  А:. Тогда из (S.6) следует: 

Ai~gnAK ^2“ *22^2, ^з“ Лз^3.

А1 = g пЛ ь А2 ~ g 2гА2, А1 = g 33Л3,

откуда

1 1 
*11 я к > *22 ш >2 * 

* %
*зз

1
.33 '

(5.10)

Квадрат длины малой дуги в ортогональной криволинейной системе координат 
может быть выражен по соотношению (5.8) в виде

Э л ем ен т  площади d 5j координатной поверхности х 1 = const выражается через 

^игорное произведение векторов ijd x *  и *з<1х3 :

<^1 *  Иг * *j|dx2dx3 = х ё3)(«2 « e3)d x : dx3 =

7 ( ' 2*2) ( « з « з ) - ( '2* з ) ( < л )  dx2dx3

“  V«22«33 -« 2 3  dx2d x3.

Аналогично для элемента произвольной »-й координатной поверхности получа
ем

dS, -  J q Mqu  -  q 2k d x 'd x* (нет суммирования) (5.13)

Элементы объема, построенного на векторах e,dx\ e2d x2, e3d x3, выражаются 
«рез их смешанное произведение:

dV  = ^ ( « ^ jJ d x 'd jr d x 3 = -Jd  d x 'd x2dx3, (5.14)
гае

G .
*11 *12 *13
*21 *22 *23 
*31 *32 *33

В случае ортогональной системы координат элементы площади и объема иыра- 
шггся по формулам (5.13) и (5.14) с  использованием коэффициентов Ламэ:

d-У, -  HjHif\xJ<\xk (нет суммирования). 

dV -  HiH2Hydxl dx^dx3.

(5.15)

dI2 -  gn(dx ‘ )2 + g22(d*2)2 + g33<dx3)2 (5.11)

Числа Hi “ J g t i  (нет суммирования) называются коэффициентами Ламэ Если

элементарная дуга dI совпадает с  элементом /-й координатной линии q ‘ (i = 1 . 2. 3) 
(см. рис. 141), то из соотношения (5.11)

При расчете осесимметричных течений широко применяется цилиндрическая 
"стем* координат (г, <р, г) (рис. 142). Длины элементарных дуг вдоль координатных 
иний q1, q2, qy выражаются по соотношению (5.12) ф рез приращение координат:

dxi = dx1 ** dr, dxi *  dx2 = d<p, dxj = dx3 “  d?. 

d^1 = dr = H\dr, d q2 =  rd<p =  H2 d<p; dq) =  d? =  Hydz

d/< = d q ‘ = Htdx' (нет суммирования). 1512»
■̂ да

Я , -  1, Н2 -  г, Я 3 -  1. (5.16)

Следовательно, коэффициент Ламэ Hi (I = 1, 2, 3) представляет собой отноше 
ние бесконечно малой длины дуги dq'. расположенной вдоль координатной линии - 
1 к соответствующему бесконечно малому приращению координаты dx1.
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Элементы площади на координатных поверхностях x j ■ г  “  const, xj ■ <р -  const.
* ’ = const с учетом (5.15) могут быть представлены в виде

d ^ i  =  г  d<p dz, d $ 2  =  drdz, dS) =  rd<pdr.
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Рис 142. Схема ц и ли н д р и ч еской  с и ст ем ы  координат

е1 = ъVV=TZ

А /
Vм

7>-Х г\
\ 2М

Z

оТКУД3

dr = Н\Лг, г de ш HjiO, г sin 0 d<p = Я  зdф,

Hi -  1, Н2 ш г, Ну -  г sin 0. (5.17)

Дифференциальные операторы в ортогональных криволинейных координатах

Проекция градиента скалярной функции Ф на направление координатного вектора 
ft равна производной данной функции по направлению координатной линии qf\

ЭФ ЭФ дх' 1 дф
dq1 ~ Sxt sq ‘ Я , дх'

(нет суммирования).

Рис. 143. Схема сферической системы координат

Элементарный объем (5.15) в цилиндрической системе координат

d V *  г dr dtp d j.

В сферической системе координат г, 0 . ф (рис. 143) длины элементарны* -1' 
вдоль координатных линий d^1 = dr, dq2 -  г d0. dqi -  г sin 0 dcp выражаются чер* 
приращения координат и коэффициенты Ламэ по формулам (5.12)
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Поэтому вектор градиента скалярной функции (оператор Гамильтона "набла") 
имеет вид

™  1 <ЗФ - 1 ЭФ - 1 ЭФ . grad Ф ■ УФ « ----------- е, + -------------е-> + ------------ е,.
Н, дх, 1 Н2 дх2 2 Я ,  дхъ 3

По определению дивергенции вектора А

div А =  lim — f A/idS'. 
v->oV)

(5.18)

(5.19)

Для вычисления поверхностного интеграла в правой части соотношения (5.19) 
найдем поток вектора А через противоположные грани элементарного объема:

dV ~ d l i d h d h  т Н,Н2Н )d X) d Х2 d x j.

В направлении qi получим поток вектора А : к

-A idS 2dS i ♦ ^ d J j d J j  + l i ^ l ^ ^ f i l d x ,  j

dx,

*  i,A  — проекция вектора А на вектор e , , направленный вдоль коорди- 
'*TH° t  линии ql.
,  Awmo гичным образом вычисляют потоки вектора А через поверхности q- -  

const и qi = const. Тогда по определению (5.19) получим
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div^_____I - И
Я , Я 2Я 3 [  дх,

| а(л2я 3я,) 1 а(лэя ,я 2) 1 
ах2 a * j  J

Таким же образом по определению вихря вектора А находим 

rot А = lim f(n  х й)<15’ »
V-,0 V J v /

45.20)

1 \д(А,Нъ) а(л2я 2)1
Я 2Я 3 дх2 а*3

1 Г«И.я,) а (^ з Я з )1
я, я , ах3 ах,

1 д(А2Н 2) «И.я,)1
я ,я 2 а*, дх2

«I +

*2 +

15.21)

Для выражения дифференциального оператора Лапласа (лапласиана) скалярной 
функции Ф воспользуемся формулой векторного анализа ДФ ”  V • УФ *  div grad Ф 
С учетом формул (5.18), (5.20) получим

\ 8 1
Г Я 2Я , дф }

Я , Я 2Я  з|[а*,!{ я, ах, J

- Ц
Я , Я 3 дФ 'U J Я ,  Я , (5.22)

дх2 \, Я 2 дх2.I дх} 1- Я з a x j J J

Вектор &А определяется по формуле векторного анализа

Д A » grad div А -  rot rot А.

Пространственная производная от тензорной функции Р по определению

Div/* =  lim 7- fn / M S'.
V-.0 V t 

S

где nP — вектор, имеющий проекции (пР)^ =
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Вычисляя потоки тензора Р через грани элементарного объема dV, ограничен- 
ортогональными поверхностями q ‘ = С\, q i + dq' = С2 (» = 1. 2. 3), получают

^ ю х и и  вектора Div Р на оси координат:

1
Н\Н} Н} зЛ 1 )-

*

J b _  а я , _ _Pjj_ ъи± _ 
я,я2 V  я ,я3 а*3 я ,я2 а?1 я ,я 3 а?1

-\2
(Divp) 1

Я , Я 2Я 3

♦ _2_ (я 3я 1яг2) + -^ - (я ,я 2Л 2) 
a?-4 V

, ^я2 t /^з а я 2 Ai ая! Л}3 ая 3 
Я1Я 2 S q \ я 2я 3 а ,3 Я ,я 2 а ,2 я 2я 3 а*2

(D iv p )3 1
Я , Я 2Я 3 У

+ Л ( Я 3Я 1Л2з) + - ^ ( Я ,Я 2Л з)*1 dq3

I ^1 дя3 t /»)2 аяз Л1 ая, Рп дн2 
Н \ я 2 а$* я 2я 3 а$2 Я|Я3 я 2я 3 ^

(5.24)

в  частном случае цилиндрической системы координат (г. <р, с). используя прел- 
^ У ю щ и е соотношения, а также (5.15), (5 .18), (5.20) -  (5.24), получаем



А Л 1 S I А \ (  1 вЛ*M A .- r - {A rr)^-r —  . - ^ j ;

U  Зф d z )  V 5? 

dr ) *  [ r  3 r '  ♦ '  r dtp J *

“ - Ш ' £ В 0 * £ ;

^ . ( АЛ, . ± - ± дл . у , .

* f4'’’ "

/ -V dPrr 1 дР„ дР .. P .. -  P
( D iv ?  , _ J J L  + 1 ^ 1  + — £1  + - ^ ------22.;
V >r dr r  Зф dz r

I -\ dPra 1 д1>фф дРгш Ргш + P.r(Div P] ,  — !^- + ± — 22. + — £ ±  + _ ^ ------2 1 ;
‘ '9 dr г  Зф Bz

. dPr. j d P ,  дР ,, P .,
(Div/>) ■ — 1 1 +  1 — 1 1 +  — £1 + - 1 1 .
'  U dr r  Зф dz r

Аналогичные формулы могут быть получены из соотношений (5.24) для сфери 
ческой системы координат (г, в, ф ), в которой Н\ = 1, Hi = г, Ну = г sin 0 Так. 
например,

ЗФ -  1 ЗФ .  1 ЗФ -  . 
дг е' + г З ф ' 6 + /-sin0 З ф '* ’

div А = ■\^-Ы гг2) + — r - r - ^ ( '4e sin e) + — * -  д^9 i г 2 дг\ I г sin 0 3 0 ' ' rsinO Зф

rot А  ”  * + [— ~”г  ~rs inO [ 3 0 '  9 1 Зф J  |_rsin0 Зф
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(5.26)

(Div p\ , £ ^ +l£ ^ i+_ ^ £ V  +
'  h  dr r dO r s in 0 dip

+ ~ (2Л т + Per Ct80 -  Pm, -  P„ )

Векторы локального базиса et (» = 1, 2. 3) изменяются при переходе от одной 
J04KX пространства к другой и являются функциями координат xf. Следовательно, 

полный дифференциал вектора А -  ё/А1 равен:

0А = ё,йА' + А1 Лё,. (5.27)

Умножив обе части этого равенства на f / , с учетом (5 .1), (5 .5) и (5 .9). получим

= йАё1 = AAJ  + A‘e J d i, = <UJ  + Г ^ л ‘лхк . (5.28)

rL mrb m iJf r ’ i J T jb r  ,5 29)дх* дх дх

питаются символами Кристоффеля второго рода. 

Перепишем (5.29) в виде

■ :  <5 30>

*  Г», Л ~  символы Кристоффеля первого рода.

г г if -  Sii . дё/t ^Га.1к “ ea - Y  = -  ea ^ -  + « a ~ 7  * 
dx* 2 V ax* dx1 J

Ш
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Следовательно,

r J . l g ' n(%al , %°к ^ * 1
* 2 I Д *  A ' d “ J

(5 31)

Умножая равенство Г/. = на i i  получаем i t  ГL  *  , откуда сл.,.
Зх* йх* “

/ __  аё( __
ет, что Гд  — есть компоненты разложения вектора — j-  по векторам основное 

базиса i j  .
В ортогональной системе координат получим из (5.31), используя соотношенщ 

g J m *  0 при j *  а  и g * - J _ ,
9Ш

rJ ,  j  ( * * * % *  f ttt l
*  2 * * 1  ax* ax' dxJ )'2*1

Из соотношения (5.32) следует

гй и °»

если значения i, j , к различны, а

(5.32)

(5 33)

В цилиндрической системе координат х1 =  г, х2 = ф, х3 = z с учетом Н\ = 1, f t '  
=  г, Я 3 = 1, =  1, 822 = г1, *зз = 1 имеем

$

-  0, кроме г*22 ”  _ г . Г|2 = г], *  1/г. <5Л

В сферической системе координат х1 • г, х2 -  в, х3 -  ф с  учетом Н\ = 1, f t  "  
Яз =  г sin в получим

г> =0, кроме г ]2 -  - г . Г33 = - г sin2 0,
(5J*

Г323 -  - s in 0 c o s 0 , Г,22 -  Г(з Г|, -  ctgO.

Рассмотрим выражение абсолютного ускорения, равное полной произвол^ 
времени от вектора скорости у > v‘i , , имеющего проекции v1 в базисе et ин£? 

альной системы координат q ' (/ = 1 , 2 , 3):
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т
dv d (v *<) dv/ .  i de,—  » —J----1 ж---- e, + v —*■
dt dt dt 1 dt

(бёк
1 » ^ J (5.36)

dv1 i  dv1 к , r t
------+ v * — r- + v v * r !
dt « * *  **

физические составляющие вектора скорости v*' выражаются формулой (5.5) че- 
коитр*вариантпыс проекции v 1 : v *' ш Я, v 
Далее индекс для выражения физических проекций опускается.

Проекции вектора ускорения в цилиндрической системе координат записы
вала с помощью соотношений (5.36), (5.34):

( d v -) dv1 i dv1 2 3 dv1
—  » ------+ v ‘ — r  + v — 7  + v — -(d tJr dt dxl dx2 a*

+ *(v*)*rl, *(v»)*rj1 *

+ JvVr/j + Jv W ij + 2v2v3r^ ■

dv ,  dvr V  dv, dvr Vi-  + Vr  — ~  + — — -  + v, — -  -  - i - ;— ------  T Y r ------  T -----
dt dr r  dtp

( dv) dv^ dv,f v,,, dvv dv_ vr v4,
—— ---------+ v . — — + — — — + v . — — + -------

v d t ) dt dr r dip < dz r

( dv^ dvz dvT dv7 dvT 
I —  I * — -  + vr — — — i- + v . —
\ dt ) z dt дг г Лp dz

* сФерической системе координат с учетом (5.35), (5.36) получим

f f !£ l  = f^ £ .+  у дуг , ve dvr , д*Г у5 + .
v dt ) f  dt r dr r 5 0  rsinO dip r

(5.37)
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['dv'i я *а. ьь+ая
U / Jn 3/ r dr г

dv„
(50 (5.38,

, % gve , < ct«9 . 
rsin0 dip r r

И  =^ t +Vr£%.+̂ H
Id / J St '  dr r dO

v. dv vrv , vev.  clgO+ — ----— +--— +------ .
rsinO Зф r r

Тензор напряжений в криволинейных ортогоншьных координатах

Для большого количества газообразных и жидких сред тензор напряжений f 
связан с тензором скоростей деформации S  обобщенным законом Ньютона

/> = 2ц5 (5 39)

где компонентами тензора S  являются скорости деформации проекций жидив 
отрезков на оси координат 5ц = ej, 522 = «2. -5зз = Ез. а также скорости деформаци

скашивания углов между координатными осями 5,2 “  $21 “  увз; *̂ 13 = 3̂1 *

* j•*23 ”  Si2 “  -J01-
С целью определения компонент Sj/ в криволинейной ортогональной сия»* 

координат Xj (/ = 1, 2, 3) рассмотрим бесконечно малый жидкий отрезок М “  
длиной 8/, имеющий проекции 6х, Жидкие частицы Л/, и Л/г имеют в момент 
мени / = Г) координаты х,/ и хц соответственно В момент времени ti = t\ + & K00f 
динаты этих частиц с учетом формулы (5.12) равны:

*ii - *1/+d*i - *1/+77й- - + TjfLd';Ни Ни

*2i = *11 + 8(*/) * *1/ + +" 2/

Отсюда получаем проекции рассматриваемого жидкого отрезка в момент вр«' 
446

цен»

га*
К «(*;)-*21 - *ir - **<+6(я ;)df’

P U J Я;, я „
Тогда с учетом выражения йл; .  &х, + d (&*/)»

(5.41)

имеем

(5.42)
,в формулах (5.40) -  (5  421 н„  „ „

Квадрат длины .7  .С.уммиР °ван *я  по /)._Кмдрат Длины отрезка Л/1Л/1
проекций на оси х,: 8/ может быть найден как квадратов его

= Н  jd x j
(5.43)

Скорость деформации жидкого отрезка включает в себя составляющие.
S/d/

;мзанные с линейной деформацией жидких: отрезков и с деформацией плов (см. гл. 1):
скашинания

Тогда

^ - l ( Sl6/r + e 28/j + ej8/| +

+ 0 ,6/2 8/3 + ©26/3 б/* + 038/16/2).

величины продифференцируе

8 Я  ( 8/ ) - Hi dHj 8 x f + я/бх/d (6х,) =

- • *'■ «5.44)
вычис/ilнин люй величины продифференцируем (5.43) с

учетом (5.42).

I I

СК°Р 0СТЬ деформации

8 /d / 5/
дН; з(

-8//+ ^ L _ U i
H k d x T 8liSJ*dxt  Я ,Я *

с»Вв?*®опосгавления (5.44) и (5.45) следуют соотношения ^•«Деформации

<5.45)

Для компонент тензора 
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( i = 1, 2, 3; *  = 1, 2, 3; нет суммирования по /);

e H 7 d (v 2 / H 2) Н , д (у3 / Н } )
1 "  Я 3 дхъ Н 2 дх2 '

в я ,а(у3/я3) я ,а(у,/я,). 
2'  я, а*, я 3 ах3 ’я 3 ах3 ’ (5.47)

н2 а*2 я, ах,

В случае прямоугольных координат х\ = х, х2 = у, X) = z H i = Н2 = H i = 1; V| = 
= vx, V2 = v3 = уг; 6/i = Sx, 5/г = 8>, 8/3 = 8? получаем соотношения, приведен- 
ные в гл. 2.

В цилиндрических координатах х, = г, х2 = <р, Х) = г, Н \- Hr = 1. Я 2 = /Лр = г 
Я 3 = Я г = 1; 8/) = 8г, 8/2 = г 8ф, 8/3 = (рг и по формулам (5.46). (5.47) получаем 
компоненты тензора скоростей деформации:

аг ’ г аф г

1̂2 = 2̂1 =-j03 г аф аг г
(5.48)

2 а? аг

2 1 аг г аф

Составляющие тензора напряжений Рц для ньютонианской среды в криволи
нейной ортогональной системе координат определяются соотношением (5.39):



до 8j- e 1 при i * /  и бу =0 при /' * j, а компоненты скоростей деформаций вычис
ляются по формулам (5.46), (5.47), дивергенция вектора скорости - по соотноше
нию (5-20).

В цилиндрической системе координат компоненты тензора напряжений нахо 
дИм из (5.48). (5.49):

^1 = Лт » 2 ц ^ - (р  + |ц<11У^,

Ш  р* ■ - Ч г  ̂ +т\ - [р+1ц div 4

/>33 - Ра  = 2 |i^ -- (p  + |n d ivv),

В «•*»

В  Л , - Л ,

где divv = -
Г

д(гуг ) + £ %  + а(Гуг)
дг

в сферической системе координат аналогичные компоненты применительно к 
движению несжимаемой среды имеют вид

“  Лг “  ~Р + 2м
dvr
дг'

Л : - Л . - Л е  - Лу  ■ +
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(i = 1, 2, 3; к = 1, 2, 3; нет суммирования по /);

з).
1 "  Я 3 а*3 Я 2 дх2 '

в я 3а(у3/я3) я, а(у, /я,) 
2'  я, а*, я 3 ах3 ’я 3 ах3 ’ (5.47)

9 _ я, а(у, / я,) я 2 а(у2 / я ;)
// ин2 a* j Я! ах,

В случае прямоугольных координат х\ = х, х2 = у, X) = z, Н\ = H i = H i = 1; v, = 
= у,, V2 = у,,, v3 = vt; 8/, = &x, 8/2 = 8>, 8/3 = 8? получаем соотношения, приведен, 
ные в гл. 2.

В цилиндрических координатах х, = г, *2 = Ф> *3 = С Я, = Hr = I. H i = #<р = г. 
Я 3 = Я г = 1; 8/, = 8г, 8/г = г 8q>, 8/3 = <рг и по формулам (5.46). (5.47) получаем 
компоненты тензора скоростей деформации:

дг ’ г а <р г

1̂2 = 2̂1 = у 03 i  av/L + £v, _ V,. 
r  д<р дг г

(5.48)

2 дг дг

2 ‘ дг г а<р

Составляющие тензора напряжений P j для ньютонианской среды в криволи
нейной ортогональной системе координат определяются соотношением (5.39):



fgfi &а = 1 ПРИ ' = уи  =0 при i * у, а компоненты скоростей деформаций вычис
ляются по формулам (5.46), (5.47), дивергенция вектора скорости - по соотноше
нию (5.20).

В цилиндрической системе координат компоненты тензора напряжений нахо 
д „м и з  (5.48), (5 49):

= Р „ *  2ц^£--(/>  + |и< 1|Уу),

ра ж ря  +

р d f I avr sv. v ) (5.50)

p23 ж Л г  = > г “  тг*

где div v в -г
е(Гуг) | | a (rv t )

дг йф
В сферической системе координат аналогичные компоненты применительно к 

движению несжимаемой среды имеют вид

1̂ -Лг »-р + 2ц̂ £-;

Лг: = рвв - -Р + 2цU  ае г )

+ + + <5.51)
V г sin в д<р г г )

Р'2 “ " Лв " Явг " Ц( г ^  + ̂  _
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+ —l^re + P& +(/*ee - Я „)а *в ]|; 

av. av. Vfl av. v . av. vfv , vev . ctge
--S. + V ,--*- + -2---1  +-- S---- + ------ + ---1----а/ аг г ae г sine аф аф г

a fff
p dr

7К  * l’— lJW - '-«I"»9])'

Уравнения движения несжимаемой жидкости в сферической системе координат 
получим, используя (S.S1) и (S.S6):

dvr dvr ve av, v gy v| + v2
---- + V , ---- + — ---- + ---1----- -----------— *
dt dr r dQ rsin0 dip r

Fr ‘ ^ lv ( g2yr , > *2yr 1 1 a2yr
p ar ( ar2 r 2 ae2 r 2sin2e aq>2

av, 2vr 2ctg62 dvr ctge avf 2 ave 
r ar r 2 ae ae r 2sin2e аф

ave^v ,^6 ^ 8 , S  ave vev, v̂ ctge  ̂
dt r дг г ae rsine a<p г r

, F  ' ^  + vfe u _ L « !r e  +___!___+
рг ae v аг2 r 2 ae2 r 2sin2e a<p2 

12 ave t ctge ave 2cose av. 2 avf ve \  
r dr r 2 ae r 2sin2e aq> ae r 2sin2e J

ve);

(5.57)

av, av v av
— — + vr — — + -2.--2- +--------
dt dr r ae rsine аф r

%  av^ + vf v , vev,ctge

. .  1 ap■ > .--- -— — + Vprsine аф 
ctge av

а2у» [ 1 * 4  , 1 * 4  , 2 av, 
ar2 r2 ae2 r2sin2e аф2 r dr

tge av,  ̂ 2 dvr 2 cose ave v, 'i 
r2 ae r2 sine аф r2 sin2e аф r2sin2eJ

Система уравнений (5.57) замыкается уравнением неразрывности divv = 0 (5-20) 
в сферических координатах

av, t iave) 1 av, | 2уг ( vectge_ 0 
dr r ae rsine аф r r
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Система уравнений изоэнтропийного движения невязкого газа имеет следую
щий вид:

а) в цилиндрических координатах

av, 3v,
a/ + V'1 T

- Fr _ i^ E *
p ar ’

av. av,X 1/
ar + Vr ar

рг аф ’
av г av.

+ V ,-- =-~aT r dr
1 dp

i p dz’

Зф +V* dz
t
г

v , dv 
+ — — — + v,

v- av.
+ - - _ * + V,аф

av,
a?

av.
~aT

* +Iа/ г
a, v a(Pv ) a(pvj)
^ г)+- ^ +гЛ г

срт,

0;

(5.58)

ивестными функциями в этой системе являются vn v„ vz> р, р,
б) в сферической системе координат

av̂ _
dt
F 1 ар.

dvr __ v0 avr avr
<50 rsin0 дф

■ ♦ vavg 
dt

ft pr ae' 
av

ave | ve ave t v, ave
r dr г 36 rsinB Зф

v,v,rye v* ctg0 
r

av,
ar • + v

av. av
г ae rsinO аф

1 Bp; 
prsine Зф ’

ap i a i 2 \ i a , . i a(Pv )—  + — — Ir p v . ) +-------- pve sine) +------- ---- - = 0;
dt r 2 a r ' I prsmeae rsine аф
p ж CP

(5.59)
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Система уравнений (5.59) является замкнутой, так как содержит пять ней.,, 
вестных функций г, v „ vt, р, р.

При решении конкретных газодинамических задач на основе систем уравнении 
(5.55) - (5.59) необходимо задавать начальные и граничные условия

Контрольные вопросы к $32

1. Что такое ортогональная система координат? Какие ортогональные системы 
Вы знаете?

2. Что такое коэффициенты Ламэ?
3. Выразить коэффициенты Ламэ в цилиндрической системе координат
4. Выразить коэффициенты Ламэ в сферической системе координат.
5. Что такое обобщенный закон Ньютона?

$33. О СЕСИ М М ЕТРИЧН Ы Е ТЕЧЕН ИЯ В КАНАЛАХ

Во многих случаях расчета и проектирования диффузоров и 
конфузоров различных технических устройств может быть приня
то допущение об осесимметричности течения. Осесимметричным 
называется течение, при котором поле газодинамических пара
метров симметрично относительно некоторой прямолинейной 
оси.

Расчет осесимметричных течений удобно проводить в цилин
дрической или сферической системе координат. Ось цилиндри
ческой системы координат направлена вдоль оси симметрии. 
Условие осесимметричности сводится к равенству нулю произ
водных от параметров по окружной координате.

Стационарное осесимметричное потенциальное течение несжи
маемой жидкости

Уравнение неразрывности с учетом (5.20) имеет вид

= о.
дг dz

— dv dv *При безвихревом течении rot v = 0,— - = — - и, с л е д о в а т е л ь -
dz дг

но, существует потенциал скорости ф = ф (г, z)- Выразив пр<*к' 
ции скорости vr = дф/дг, vz = дф/dz, получим уравнение Лапласа 
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+ - ( ' 3 1V дг) д г1v dz)

Рассмотрим обратную задачу профилирования канала, обра
зующие которого являются поверхностями врашения гст = /•„(*) 
(рис. 144). Распределение скорости вдоль прямолинейной оси 
канала vz \ г-о= Уго(г) считаем известным. Здесь

Ф (г, г)г- 0 = Ф (Z, 0) = фо (г) (5.61)

— известное на оси z  распределение потенциала скорости.

I (5.60)

Рис. 144. Контур осессиметричного канала

Решением уравнения (5.60), удовлетворяющим 
Условию на оси канала (5.61), является функция вида

К
ф(г,г) = -|ф о(г + /г cos <ю )d©,

заданному

(5.62)

где
+ /rcosco) = Фо(*) — аналитическая в области течения 

****Ция комплексного переменного z = Z + ir cosw. На оси сим-
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метрии г = 0 из (5.62) получаем <р (z, 0) = <ро (£)■ Слагаемые, вхо- 
дяшие в уравнение (5.60), вычисляем, дифференцируя частных, 
образом выражение (5.62) по переменным z и г :

(5 ы »

=i ?  
дг п Jо

cos2(od(o; (5.64)

—  [г — ] = r^~Y + —  = f<po(£)cos2(Ddm + 
дг\ дг) дг2 дг 7tJT0Wо

i . •+ — Фо Sin СО я

Подставляя соотношения (5.63) и (5.64) в уравнение (5.60). 
убеждаемся, что (5.62) является решением уравнения (5.60), что и 
требовалось доказать.

Проекции скорости в канале могут быть вычислены как опре
деленные интегралы по формулам

v« - f h 7 f a W d" :О

vr = = — | 9o(z)coso)d(o. (5.6 м
о
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я

о 71
— — J  Фб(-2) s*n 2 «dco.

9oCOSo)dco = — 9gSincD 
я

n
--^j^o(z)sin2cndm;
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На оси симметрии канала при г = О

VZ0 = Фо(4

к
v r0 - ~~ Фо(г){ cos to dm = 0.л

0

К Обозначим фо (г) = M z) = M z + ir cos со) и разложим эту 
функцию в ряд по степеням малого параметра

/о(г + ir cos со) = fo il) + ir cos и /<J (г) + ... . (5.66) 

При этом функция Уо(г) зависит от распределения скорости
v'jo = fo(z) = Фо (г).

Из формул (5.65) следует:

0

Поверхности тока, являющиеся поверхностями вращения, 
определяются условием постоянства функции тока T(r, z) - const, 
где *

К
(5.67)

о

К

(5.68)
о

Интегрируя (5.68) по г, получаем
Г К

Ч' = |/ 0(г + />cosw)d(o dr Р̂,(г)- (5.69)



Функция T)(z) может быть принята равной нулю, если за ну. 
левую линию тока принять ось симметрии г = 0.

Рассмотрим построение меридиональных обводов осесиммет. 
ричного канала.

Задают распределение скорости = M z) вдоль оси канала. Hi 
разложения функции fo(z) в ряд (5.66) вычисляют функцию/0(лг + 
+ ir cos to). Необходимое число членов разложения определяют 
при численном эксперименте из условия малого (в пределах трс. 
буемой точности расчета) влияния дополнительных членов на 
распределение fo(z) в области течения.

По формуле (5.69) вычисляют значения функции тока. Нахо
дят линии тока из условия ¥(г, г) = const, в том числе находят 
граничную линию тока У(г, г) = определяющую форму мери
дионального обвода стенки канала гст = /£(*)■

После скорости в построенном канале находят как проекции 
скорости, которые вычисляют как определенные интегралы (5.67). 

Прямая задача расчета течения в канале заданной формы гст =
= Гст (г) может быть решена вариационным методом. Функцию
f 0(z) находят из условия минимума функционала

1 2 
/[/oW] = j ( rcr '  'ст) d* min,

о

где L  — осевая длина канала [расчет радиусов стенок канала г„ -
= гст(*) описан выше].

Приближенное значение функции M z), соответствующей за
данной форме стенок канала, можно найти прямым методом. Дл* 
этого аппроксимируем fo(z) параметрической зависимостью, со
держащей п искомых параметров xt (/ = 1, 2, .... п):

/о (*) = X  *///(4 
/ - 1

где f  (z) — заданная система ортогональных функций.
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Задача свелась к многопараметричсской минимизации: найти 
^четание параметров xt (/ = 1, 2, я), обеспечивающее мини
мум функции

L 2
I(x\,x2,...,x „) = J ( r CT -/£) d* -► min.

о

Данная задача решается одним из стандартных методов нели
нейной многопараметрической оптимизации.

Стационарное осесимметричное сверхзвуковое течение 
невязкого газа

Уравнения движения и неразрывности запишем в цилиндри
ческой системе координат (г, <p, z ), ось z которой совпадает с 
осью симметрии канала. Будем полагать

- а
5 ф  3<р <Эср Э ф

Тогда из (5.54) при v = 0, = 0 получим уравненияд1 dt
движения

= (5 70) 
р дг дг 2 Ч  dz дг ) ’

1 др д v2 ( dvr dv. \
~ £ у

Уравнение неразрывности сжимаемой среды

Ч 'р у ,) , а(>'Р''! ) „

дг dz

Течение считаем адиабатическим: р = срт ; —
dt К ? )

(5.71)

= 0 и
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± =0
дг [ 0у

(5.72)
a z {py

р 2 v2 а2 ..
Учитывая соотношения у — = а и —  +---г = <о< получаемр 2 у -1

/ , i\d vT dv7 dv. I 2 2 \dvr ^2v(al - vl)- L - v,Vt--L-vrvt-£*{a  ,5.73,

Следует отметить, что данное уравнение, в отличие от анало
гичного уравнения для плоского течения, содержит свободный

Р Уравнения характеристик в меридиональной плоскости потока 
i) получим, приравняв нулю главный определитель из коэффи-

dvz dvr . . . . .центов при и -—f- системы (5.75):

vrvt + г'[а2 - v2 j v2 - а2 - г' vrv
1 г’

=  0. (5.76)

a v .член — -----.г
При сверхзвуковом течении v > а введем характеристики

г =  г (Z)• (5.74)

Вдоль характеристик выполняются условия
dvr _ dvr + dvr dr dv. _ dv. + dv. dr
dz dz dr dz' dz dz dr dz

dv. dv.
Выражая из этих соотношении производные — - и — - и уми-dz dz

dv. dvrтывая уравнение для вихря = — - — —— , из (5.73) находимdz dz

dv.
dr

[v rvz + r ’{a2 - v2)] - ̂ - (r 'v rv. + a2 - v2) =

= (
dv, - v,vrvz

dvr | a2vr . 
dz + r

(5.75)

Отсюда получаем соотношения для определения углов наклона 
характеристик первого (индекс 1 и знак плюс перед радикалом) и 
дорого семейства (индекс 2 и знак минус перед радикалом)

fd/Л _ vrvz ±aVv2 - о2 
^ d j ,  ~ v ? - a 2

(5.77)

Уравнение характеристик в плоскости годографа получим.
приравняв нулю дополнительный определитель системы (5.75)

t

vrv. + r'[a2 - v2) (a2 - у2Ц  - vrvtv'r + 
1 -<вф + v'r

= 0,

где v'z = dv.
dvr- r

Раскрыв данный определитель, получим соотношения, выпол
няемые вдаль характеристик в плоскости годографа скорости (vr, v ,):

*
dv,
dz

d v.
dz

dr dr dz Ф’ ^да

где r '— dr/dz-
460

-[r'(a2 - v 2) + 2vrv?]- ( f l2 - v 2)

|| =% [r '(a 2 -v2 ) + vrv ? ]  + ̂ ,

v2 -a2с учетом (5.77) и равенства r{ r$ = —̂---- имеем
vf - a2
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При безвихревом течении (со, = 0) из формул (5.78) получим 
соотношения, выполняемые вдоль характеристик: 

первого семейства

dvr l + -^dv?1 = °  Vr v r{dz; (5.79)
Г2 rlv f - a I

второго семейства
1 j  ° 2vrdVr2+ dvl2 = , r rjdz.

Из уравнения Бернулли для газа

_  У + 1 акр

у- 1  у - 1  2

следует, что движению в плоскости годографа скорости (vv. 
отвечают точки, находящиеся между кругом v2 = v? + v? = o' и

2 . У + 1 
~ у - 1  2 '
В отличие от характеристик плоского течения характеристик 

(5.79), (5.80) не будут являться эпициклоидами и не могут бытЬ 
построены в плоскости годографа (vr, vz) независимо от харз^ 
ристик в меридиональной плоскости потока (г, г)-



Для' приближенного расчета сверхзвукового течения в канале, 
и при плоском течении, необходимо решать четыре основные 

задачи метода характеристик. Рассмотрим следующие основные 
расчетные операции.

1. Вычисление скорости в точке пересечения N\ характеристик 
разных семейств, выходящих из двух близких точек М\ и плос
кости (г, г) (рис. 145), в которых известны скорости vr и vz.

Характеристики 8 пл. (г, г)

Рис. 145. К определению координат гм, гц\ точки 
пересечения характеристик и скорости vN]

Расчетная операция заключается в решении двух алгебраиче
ских уравнений в плоскости потока, получающихся из соотноше- 
«ий (5.77) заменой, (в простейшем случае) производных от
ношением конечных приращений координат —  = —  :

dz ДZ

г\м\ - rN  1 ~ ГМ\ _  
tN\ -Z-M\

Zn 1 - ZM2

( Гг---Лvrvz + asv - gL
v? - a2

[ Г 2 2̂vrvz - ау\г - aL
v2 - a2

'  M 2

(5.82)
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В  плоскости  годографа реш ается систем а двух уравнений

v rN  1 “  v rM l + “ Г — (v'lM  ~ VCA/l) “  
Г2А/1

v rN l ~ v rM2 + ~7---(VCM _ v cA/2) =
rlA/2

a 'v r

# } - * )

a \

П' (*лл -*a/i );
Л/1 (5.83,

(*jV l - *A/l)-

A/2

Из системы (5.82) вычисляются гцj, глп- а из системы (5.83) — 
vrNi, v̂ jvi. Таким образом определяются координаты точки /V, „ 
проекции скорости в этой точке.

2. Вычисление скорости в точке пересечения jV( характеристи
ки с заданным элементом стенки канала (рис. 146).

Рис. 146. К  определению координат гла* rN\ точ
ки пересечения характеристики с твердой стен

кой и скорости v N l

Известно уравнение, описывающее участок стенки г = 
координаты гд/1, zm точки М\, расположенной вблизи с т е н к и .а 
также проекции скорости vri, vzi в данной точке.

Координаты гм, Zm находятся решением системы двух алгебра" 
ческих уравнений характеристики первого или второго семейств3 
(5.77) и уравнения, описывающего форму стенки:
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г/ ,  Г * ‘ -  Г * .!.
гл! - гл/i

( Г~2 2~1vrv. + aVv  ̂ -
v 2 - a2

; гм = /■„ (г). (5.84)
Ml

Проекции скорости vr̂ \, определяем из системы уравне
ний

VrNl - vrA(i + " Г — (угЛГ1 - vzMl) = r2M\
a2v,

^ ) r< {zn i - Zm i)*
A/l

f'criZN l)---Ĉ ">
vlNl

где производная r ^ i  вычисляется по формуле
f I \
vrv, -avv2 -o2

(5.85)

r2A/l = v2 - a2<■ /ЛЛ

3. Вычисление скорости в точке пересечения N\ характеристи
ки с элементом свободной поверхности (рис. 147).

Рис. 147. К  определению координат г^ь rN\ 
точки пересечения характеристики со свобод

ной поверхностью и скорости v
kJ075 465
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Известны координаты rM l, zm\ и проекции скорости vrMu v  ̂
в точке Л/|, координаты гА и Za и угод наклона уА свободной гра1 
ницы в точке А, а также статическое давление р = const на сво. 
бодной поверхности. Скорость на свободной границе также по. 
стоянна и находится из уравнений Бернулли и адиабаты.

Проекции скорости vrn\, в точке N\ и координаты гЛ1,  ̂
определим из следующей системы уравнений:

характеристики (5.79) или (5.80) в плоскости годографа

v rN l - V rM \  + ~ r ~ ■ ''гА / i) = 
r2Ml

w^)r< (Zn \ - Zm \)\
Ml

характеристики (5.77) в плоскости потока

(  Г г  5Лvrvг - а*
Hm i = ^ 7 ° - = Zffl - Zm i v j - а2

А/1

соотношения для координат точки N\ на свободной поверх
ности

Jjo z L l -. tgYyl;
I n i - Za

условия постоянства скорости на свободной границе

V2

Рассмотрим задачу о потенциальном сверхзвуковом течении 
газа в осесимметричном канале (рис. 148). Считаем известным 11 
параметры газа на линии АВ (v > а), пусть она является характс' 
ристикой. Разобьем линию АВ на ряд малых участков АМ\. М\ -
...  М„В. Через каждую из точек М\, Af>...... В. пользуясь (5-77К
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яв0всДем элементы характеристик первого семейства. Координа
ции проекции скорости в точке на стенке найдем, пользуясь 
о11Сраиией 2. Из точки Л̂1 проведем элемент характеристики вто- 
поЮ семейства до точки Л ,̂ являющейся точкой пересечения с 
^актеристикой первого семейства из точки М2. Проекции ско
сти  и координаты точки М2 найдем с помощью операции 1. 
РрИ расчете параметров точки N„ используем операцию 2, так как 
известно направление скорости в этой точке vr = 0 при г = 0.

Вычислительный процесс продолжаем для всей расчетной об
ласти внутри канала и в случае истечения из канала — в области 
^уи. При этом координаты границы струи DD' и проекции ско
рости в точках на этой линии находим с использованием расчет
ной процедуры 3.

Контрольный вопрос к $33

отличаются характеристики осесимметричных н плоских сверхзвуковых те-
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§34. ОБТЕКАНИЕ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ

Безвихревое обтекание сферы несжимаемой жидкостью

При безвихревом пространственном течении существует по
тенциал скорости ф (х,, х2, *з), градиент которого равен вектору 
скорости v = grad ф. Проекции вектора скорости на оси криво, 
линейной ортогональной системы координат вычисляются по 
формулам

1 3(DVj = (grad9 ). = —— — (нет суммирования по /'; / = I. 2. 3). (5.86)
' H i dxi

Записав, как и в случае плоского потока, проекции скорости 
простейшего течения и проинтегрировав (5.86), можно найти по
тенциал скорости. Из уравнения неразрывности и выражения 
(5.86) следует, что потенциал скорости удовлетворяет линейному 
уравнению Лапласа

div v = div grad ф = Д ф = О,

что дает возможность, как и в случае плоского потока, применять 
принцип суперпозиции потенциалов элементарных потоков. По
тенциал скорости плоскопараллельного потока, имеющего ско
рость у0 и направленного по оси z

Ф = v-o Z, (5-87)

находится интегрированием выражения для проекции скорости

дф пVZ =-^ = V0; Vx= Vy= 0.oz

Течение от источника Q, помещенного в начале сферической 
системы координат, характеризуется проекциями скорости

Эф Q л
V'  = ^  = T 2 ; W - v , - 0ОГ 4лг1

и потенциалом скорости
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Потенциал скорости в произвольной точке М потока, образо- 
0 ННОГО стоком —Q в точке А и источником +Q, расположенным
, точке А ' на расстоянии Д / в направлении / от точки А, может 
быть найден как

n . Q , Q
4пг’ 4лг ’

дег= AM, r ’= A M.
Устремив Д/ -* О, Q -* оо при постоянстве дипольного момен

та т  - (?Д/, получим потенциал скорости в потоке, образованном 
ополем:

Я> =
liin

1
1 £ 'I 1 т  d f I'l

Д/ ->0 -И.\/ ”  ~4я d 7 lrJ (5.89)
4л/‘

где 0 — угол между векторами AM и / .
В общем случае пространственного течения не удастся ввести 

функцию тока ¥ (xj, х2, *з) по аналогии с плоским течением, од
нако в частном случае осесимметричного течения

dv1 = dH1= дН± = 

dq3 д яг dq3ъ
Уравнение неразрывности имеет вид

"существует функция тока ¥ (Х|, *2.) в криволинейных ортого- 
^ьных координатах, удовлетворяющая равенствам

Н2Н м  = I f ;  я 3я ,у 2 = - I f  • (5.90)
cq 2 dq ]

^сюда, например, в сферических координатах



1 з т
Ve ="  rsine dr

(5.91)
Г Uua *

Введенная функция тока *Р (Х|, *2») постоянна вдоль линий т0. 
ка при qj = const (d ?3 = 0), так как на этих линия*

= ^ 2 ^ 2 и с учетом формул (5.90)
*i v2

dT “  S “ d?l +S “ d<?2 =a5̂ 1 3ft

Рассмотрим функции тока простейших течений в сферической
системе координат (г, 0 , ср).

В плоскопараллельном потоке v = v0

vr = Vq cos0 = 4 -sin20^ ;г Сю

V0 = -vosin0 = --^
1 9V

rsinO dr
(5.92)

= -^v0r2 sin2 0.

При течении, образованном диполем.
3cp т cos0 1 . 2ЛЗТ vr = — =--- — = — sin 0— ;
З г  2 н г  г  30

1 Эф msinO 
г 30 4тсг3

рассмотрим обтекание сферы радиусом R плоскопараллельным 
связким потоком, имеющим скорость v = vq и направленным 

(доль оси z (рис. 149). Начало координат поместим в центр сфс- 
дУ, Обтекание сферы можно рассчитывать путем суперпозиции 
потенциалов скорости плоскопараллельного потока с диполем т . 
ускгор ё которого направлен противоположно вектору \70. Функ
ция тока такого течения определяется как сумма выражений (5.92) 
и (5-93)

К  т(г,0) = (1  v0r 2 - sin2 0. (5.94)

Уравнение нулевой поверхности тока 4* (г, 0) = 0 описывает

поверхность сферы радиусом г = R = з ——  , а также включает
]2nv0

уравнение оси 0z (sin 0 = 0).

v(r,o)'Cond

vb _____

v(r,B)

и

470

vp = msin 0 
4 nr

(5 93' H  Рис. 149. Безвихревое обтекание сферы

.Таким образом, для нахождения функции тока по формуле 
у  необходимо предварительно вычислить дипольный момент 
~ 2nR3vо, соответствующий радиусу R сферы и скорости vq нс- 
1<УШеиного течения.
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Потенциал скорости изучаемого течения получаем суммиро^ 
нием (5.87) и (5.89):

/ Л mcosGф(г,0) = vorcos0 +--- j-  = v0r
4 nr

1 +КЗ3COS( ) ,

откуда
д<р

v r ~ ~ ar~ v° - И ’
cos0;

1 дер
V0 =7 a ¥  = - V o

i + sin 0.

На поверхности сферы при г = R vr = 0, ve = --  v0 sin 0.

Максимальная скорость Iv^ l = у  Vo, что на -j Vo меньше, чем

максимальная скорость на поверхности цилиндра, что связано с 
меньшим возмущающим воздействием сферы на поток, чем ци
линдра.

Распределение коэффициента статического давления на по
верхности сферы находим с использованием уравнения Бернулли

с
Р 1 2

,P V0

Г v Г  , 9 .—  = 1 - — si 4sin2 0.

Из этого выражения следует, что главный вектор сил дав.*- 
ния, действующий на сферу, равен нулю (парадокс Даламбсра' 
что объясняется пренебрежением вязкостью среды.

Обтекание сферы вязкой жидкостью при малых числах Рейнольд

Центр покоящейся сферы радиусом R совместим с нача> 
сферической системы координат. На бесконечности поток i1' 1̂  
скорость Vo (v, 0. 0). направленную по оси z■ Следуя СтоксУ- 
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ем пренебрегать инерционными членами dv/ dr в уравнениях 
,И*ения, что соответствует течению с малыми числами Рей- 

уольдса (Re = vR / v), а также пренебрегать внешними силами. 
Вследствие симметрии течения относительно оси z будем иметь

vr = vr (г, 6); Ve = ve (г, 0); v, = 0; р = р (г. 0).

При сделанных допущениях уравнения движения (5.57) вместе 
с уравнением неразрывности образуют замкнутую систему отно
сительно неизвестных функций vn ve и р:

1 др---- — + v
р дг
2 3vn

( d*vr 1 дРУг 2 dvr ctg0 dvr 
\ дг2 г2 дв2 + г дг г2 50
2Vj
гг2 50 г гг

1 др + vрг 50 
2 dv. +— — - 
г2 50 

5v. 1 5v, 
дг + г 50

52ve t 1 52ve | 2 5ve | ctgO dve +
г2 502

- W ) = ° -г2 sin2©/

г 5г
Ж

2 50
(5.95)

г , ■ | 2vr t vectg0 _ о
г г

Граничные условия запишем в виде

уг (г, 0) = ve (г, 0) = 0 при г = R\

уг ~* у cos 0, ve -> —у sin 0 при г -юо.

(5.96)

Решение системы уравнений (5.95) с граничными условиями 
*5.96) будем искать в виде

Уг (Г. 0) = /(г) cos 0; Ve (г. 0) = -g (г) sin 0; 

р (г, 0) = ц И (г) cos 0.

(5.97)

Подставляя выражения (5.97) в уравнения (5.95), получаем три 
фференциальных уравнения:
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Из граничных условий (5.96) следует
/(/?) = 0; g (R ) = 0; / (оо) = v, g (ао) = v. (5.10!) 

Из уравнения (5.100) находим g (г)

Вычислив производные ^  и ^  и подставив их, а также g в 
уравнение (5.99), получим

h = | / ,nr2 +3г/п +2/1. (5.102)

Уравнение (5.98) преобразуем к уравнению типа Эйлера:

r3/ IV + 8г2/ ,П + 8г/П - 8/1 = 0. (5.103)

Частные решения уравнения (5.103) имеют вид / =  г к, где* 
находится из уравнения четвертой степени

к (к — 1) ( *  -  2)(к -  3 ) + 8*  (к -  1) ( *  -  2 )  + 8к (к -  1) -  8*  = 0.

откуда
к (к -  2)(к + 1 )(к + 3 ) = 0 ;

*| = 0, к2 = 2, к) = - 1, А:4 = -3.

Частными решениями я&пяются
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I  /(г) = 4 * 1  + С + Дг! .
Г г

функции g и h находим из выражений (5.100), (5.102):

I  * (r) = --^ j + j ; + c + 2Dr2'

О б ш ее  реш ение уравнения (S.103) имеет вил

Л(г) = Лг + 10 Dr. 
г1

Из граничных условий (5.101) определяем константы

/1 = | у Л 2; В = ~ — vR\ С = V. D = 0.
2 2

Следовательно, решением задачи являются следующие соот
ношения:

vr (r, 0) = v cos e [ l - | —+
I 2 r 2 r\

ve (r, 0) = -v  sin 0 3 R \_r^
I  " 4 r  _ 4 r 3j

(r, 0) = — x cos 0.2 r

Напряжения, действующие на элементы сферы, могут быть 
“Ычислены по формулам (5.50). Так, например,



Из граничных условий (5.96) следует
/(Л ) = 0; g (R )  = 0; / (оо) = v, g (<х>) = у. (5.101) 

Из уравнения (5.100) находим g (г)

Вычислив производные g* и g11 и подставив их. а также g в 
уравнение (5.99), получим

h = 1 / шг2 + 3 г / п + 2/1. (5.102)

Уравнение (5.98) преобразуем к уравнению типа Эйлера:

r3/ ,V + 8 г 2/ ,П  +8г/П -8/' =0. (5.103)

Частные решения уравнения (5.103) имеют вид /=  г*, где* 
находится из уравнения четвертой степени

к ( к -  1) ( *  -  2 ) ( *  -  3 ) + 8к (к -  1) ( *  -  2 )  + 8*  (к -  1) -  8*  = 0.

откуда
к (к -  2)(к + 1) ( *  + 3) = 0 ; 

к\ = 0 , *2 = 2 , *3 = - 1, к4 = - 3 .

Частными решениями являются
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1 1А = 1. h = г2, /з = -  . / 4 = - j .г г

Обшее решение уравнения (S.103) имеет вил

I /(г) = 4 * 1  + С + Вгг.
г г

фуикиии # и h находим из выражений (5.100), (5.102):

I  * (г) = --£т + £ ; + С + 2Пг2:

h(r) = -̂ - + 10Х)г. 
г1

Из граничных условий (5.101) определяем константы

A = ]-vR2: В = ~ — vR\ С = v; D=  0.
2 2

Следовательно, решением задачи являются следующие соот
ношения:

/ —  a l l  3 / ?  1 / ?Vr (/\ 0 ) =  V COS  0 1 —
2 г 2 /■ у

(г, 0) = -V sin 0 ' 3 Я
I " 4 г  "  4 r 3 J

/> (г, 0) = - |- ^ C O S 0.
2 г1

Напряжения, действующие на элементы сферы, могут быть 
“Ычислены по формулам (5.50). Так, например,

в 1 dv. „  ( 1 dv. dVa v,,')Prr = -/> + 2ц — r-\ />г0 = ц + --1LI 
dr I r  50 dr r J
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На поверхности сферы при г = R из граничных условий (5 ^ 
и уравнения неразрывности имеем

dvr = dVQ_ _ dVj_ _ Q
ае ае дг

и, следовательно,
3 av _ cVfi 3uv . .

Prr =-Р= 2 R  ' г е  = Ц ~ ^  = ' 7 л

Направление равнодействующей всех сил, действующей на 
сферу, в силу симметрии совпадает с направлением вектора ско
рости v0- Сила сопротивления, испытываемая сферой, обтекае
мой вязкой жидкостью, находится по формуле, полученной 
Стоксом:

• '■ Ж '"  cos0 - />r0sin0)27î 2 sin0d0 = блцу/?. (5.104) 
s

Болес точное решение данной задачи найдено Оссеном, учи
тывавшим в уравнениях движения важнейшие из инерционных 
членов в виде

дv 1 лv —  = —  grad р + vA V.дх р

Полученная Осесном формула

W  = + (5.Ю5)

дает несколько лучшее, чем формула Стокса (5.104), с о о т в е т с т в и е  

с экспериментальными данными. Однако применение как форму* 
лы (5.104), так и формулы (5.105) ограничено малыми числам*1

Рейнольдса. Формула Стокса для чисел Re = —  < 1, формУ-1а
V

Осеена — для чисел Re < 5.



Сверхзвуковое осесимметричное обтекание круглого конуса

рассмотрим безвихревое продольное обтекание круглого кону- 
^  (ось конуса совпадает с напраапением скорости невозмушенно- 

потока v ) в области, офаниченной присоединенным коничс- 
,(СИМ скачком уплотнения (рис. 150) и поверхностью конуса. Сле
дует отметить, что в отличие от течения за плоским скачком 
уплотнен и я линии тока в данном потоке являются криволиней
ными

Рис. 150. Конический скачок уплотнения и линии тока 
при обтекании конуса

Условия на поверхности разрыва, выражающие постоянство 
проекции скорости на направление образующей конического 
скачка и постоянство удельного расхода газа при прохождении 
через скачок, имеют вид

vr 2 = vi cosp; V02 = - — Vi sin p, (5.106)
P2

^  P  угол образующей конического скачка уплотнения с на- 
пРанлением скорости потока V\ = v0 перед скачком; vv, ve — про
чий скорости в сферической системе координат, начало кото- 
^  помещено в вершину конуса.

На поверхности обтекаемого конуса выполняется условие

ve = 0 при 0 = Oq. (5.107)
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Учитывая осевую симметрию течения ^  = 0, V, - 0 и незаВи.

симость условий (5.106), (5.107) при 0 = { } и 0  = 0оот координаты 
г, будем искать автомодельное, не зависящее от ср и г распрсдслс. 
ние скоростей vr = vr (0), ve = ve (0). При этом р = р (0), р = р> (Н).

Уравнение отсутствия завихренности rot v = 0 в проекции ни 
направление сферической системы координат (5.26) с учетом
dv*— - = 0 запишется в виде
дв

dvr
(5.108)

Уравнение неразрывности (5.59) в сферических координатах 
при сделанных допущениях имеет вид

2v'  + ^  + v'0Ctg0 + “ ! A Ve =о-50 р д0

dp dp dp 1 dp Используя соотношение -г- = —  -f- = —т~т- и проекциюd0 dp d0 a2 dO
уравнения движения на направдение ёв (5.59)

ve dve t vrve __|_d/>
г d0 г рг dO ’

получаем с учетом (5.108)

dv, a ; ( v , t v c clg9) М|

где квадрат скорости звука а2 выражается из уравнения Бсрнул-1*1 
для газа

2 2 2v i + v i а1—---- +--- = const.
2 у-1
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■

решая стандартными численными методами систему двух 
яфферснциальных уравнений первого порядка с обыкновенными 

Производными (5.108), (5.109) при различных начальных данных

vr = vr , , v e= vb, при 0 = 0,. (5.МО)

троят семейство решений (/ = 1, 2..... п) в плоскости (у*. vy) го-
:0Графа скорости, где ось х направлена по оси конуса, а ось у — 
перпендикулярна к ней. Проекции скорости vx, vy выражаются 
через vr

vx = v, cos 0 — sin 0; 

vy = vr sin 0 + ve cos 0.

При графическом построении семейства годографов скорости 
газа (рис. 151) задаются числом Xj набегающего потока, а также 
некоторыми значениями угла р. Через точку О проводят луч ОС 
под углом р к оси конуса; выбирают ударную поляру (строфоиду), 
соответствующую заданной скорости набегающего потока v{ = 
= Мкр- Находят точку Е  пересечения поляры и перпендикуляра к 
лучу ОС. проведенного через двойную точку В поляры.

Рис. 151. Плоскость годографа скорости при 
сверхзвуковом обтекании круглого конуса
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. Графическим или численным методом по уравнениям (5.|0fc,
(5.109) строят годограф скорости, соответствующий о&гекцщ  ̂
данного конуса. Начальное условие (5.107) определяет точку * 
соответствующую скорости вблизи поверхности конуса, где с*о 
рость направлена под углом 0о к оси конуса (см. рис. 151). Задави 
ясь различными значениями угла р и повторяя построения Прц 
фиксированной скорости v j , находим геометрическое место то. 
чек Ко, называемое яблоковидной кривой.

Построив предварительно строфоиды и яблоковидные кривые 
для различных чисел Х|, можно определять положение присосди- 
ненного к конусу скачка уплотнения (угол р) и параметры ruw 
при различных значениях координаты 0. Для этого в плоскости 
годографа (v*, v̂ ,) проводят луч ОКо под углом 0О к вектору v] До 
пересечения с яблоковидной кривой, соответствующей числу 
набегающего потока. Точки на годографе скорости ЕК  соответ
ствуют скоростям газа при различных 0 (0£ £ 0 й 0о).

Давление и плотность газа определяют при найденных скоро
стях газа решением уравнения Бернулли и уравнения процесса 
или с использованием газодинамических функций. Проведя пер
пендикуляр ОС к лучу, проходящему через точки В и £, найдем 
угол р между образующей скачка уплотнения и осью конуса.

Контрольные вопросы к §34
1. Чем отличаются решения Стокса и Осеена для задачи о&гекания сферы?
2. Чем отличаются характеры обтекания клина и конуса при сверхзвуковом те

чении?
3. Что такое яблоковидная кривая?

§35. О СЕСИ М М ЕТРИЧНЫ Е ТЕЧЕНИЯ В ТУРБО МАШ И НАХ

Пространственное течение вязкого газа в турбомашинах опи
сывается в цилиндрической системе координат уравнениями двИ' 
жения, неразрывности, энергии и состояния. В частном слу43* 
изоэнтропийного движения нсвязкого газа эта система сушс' 
ственно упрощается и имеет вид (5.58). В проточной части вьис 
ляются области лопаточных аппаратов (вращающихся рабочи' 
колес и неподвижных сопловых и направляющих аппаратов).



ijgice области, свободные от лопаточных венцов (выходные, пе
реходные и выходные патрубки).

Рис. 152. Схема течения в турбинной ступени

Расчетный анализ пространственных потоков в лопаточных 
аппаратах турбомашин обычно проводят, следуя Г. Ю.Степанову, 
путем рассмотрения двух двумерных осредненных течений. Пср- 
«е из них — течение в слое переменной толщины А (г) на поверх
ностях врашения £|, расположенных на различных расстояниях г = 
= г (г) от оси врашения ротора Oz. Линии пересечения данных 
'°верхноетей вращения с поверхностями неподвижных и вра
вш ихся лопаток образуют периодическую решетку профилей. 
Отекание профилей рассматривается в теории гидродинамиче- 
<их решеток.

Второе двумерное течение — это осредненное по окружной коор- 
'̂Нате ф осесиммитричное течение на поверхности 5S (рис. 152).
Результате расчета параметров в меридиональной плоскости U,
Предел я к гг осредненные по координате <р параметры газа: ради- 

-30Г5 . . .



альную проекцию скорости vr (г, г), окружную проекцию ^ 
осевую проекцию скорости vz (z, г), давление р (г, г), плотно/*' 
р (г, г) и температуру Т (z, г). Находят также линии тока 4' = ip 
меридиональной плоскости (г, г), образующие осреднснные гк> * 
осесимметричные поверхности тока 5j. Осредненные поверхНос Р 
тока S2 при расчете осесимметричных потоков в лопаточных аг]И 
паратах считаются заданными

ф = ф(г, г). (5lll)

Система уравнений осесимметричного потока

В области лопаточных аппаратов воздействие лопаток на осе
симметричный поток учитывается введением в уравнения движе
ния массовых сил Лоренца F . В случае бесконечно тонких лопа
ток эти силы совпадают с силами, получающимися при осредне
нии по ср уравнений движения.

Рис. 153. Система координат точки М в осесимметричном
потоке
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I
рассмотрим уравнение осесимметричного движения нсвязкого 

в проекции на нормаль п к поверхности тока, проходящей 
произвольную точку М  (рис. 153). Проекция на п силы,

.чванной градиентом давления — , равна сумме центробежнойдп
силЫ криволинейного меридионального движения со скоростью 

радиусом кривизны Rs меридиональной линии тока в виде
,pv, / Rs> проекции на п центробежной силы при вращении с
окружной проекцией скорости vu = v9 и радиусом вращения г в
виде pv2ucos и/г, а также проекции на нормаль п силы реакции
лопатки на поток (силы Лоренца)

^  = -pv2 / Rs+ pv*coso/r + PF„. (5.112)СП

Проекция на окружное направление осредненной по коорди
нате <р удельной силы воздействия лопаток на поток Fu $ F? может 
быть найдена по теореме об изменении момента количества дви
жения относительно оси вращения ротора

I1 rF§t=^ *T ^ V'- (5113)OS

Проекции силы F  на нормаль п к меридиональной линии 
тока s и касательную к ней линию выражаются из геометрических 
соотношений (см. рис. 153)

Fn = ~FU tg б, Fs = -Fu ctg p, (5.114)

Де 8 — угол наклона лопаток к радиальному направлению; р — 
^Рсдненный по координате ф угол между вектором относитель
ной скорости w = v - й и окружным направлением:

tg 6 = гЗф/ал, (5.115)

ctg р = гдф / ds. (5.116)
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Меридиональная проекция скорости vs выражается hj Г[)с 
угольника скоростей

Параметры газа вдоль линий тока связаны обобщенным урав. 
нением Бернулли

газ —  нетеплопроводным (X = 0) и калорически совершенным:

где х = 1 — d/t' — коэффициент загромождения потока; /' — шаг 
решетки в данном сечении; d — толщина профиля в этом сече
нии.

В случае неподвижных направляющих венцов компрессоров и 
сопловых венцов турбин уравнения несколько упрощаются, так 
как отсутствует переносная скорость вращения и, следовательно. 
и — 0, wu = vu, ctg р = ctg а. В пределах безлопаточных канхюв 
сила Лоренца равна нулю ( F  = 0), что упрощает уравнение 
(5.112), а из соотношения (5.113) следует, что вдоль линии тока 
выполняется условие

Уравнения (5.112), (5.119), (5.122) с замыкающими соотношс

V, = (v„ - г©) tg Р (5 117)
и

V, ~ Vj sin V,  v z =  Vs COS О. <5 118)

Y P v j + vj
у -1 p 2

± -uvu = Я * (Т ) .
,2

(5.119,

(5.120)

p = p RT.

Уравнение неразрывности может быть записано в виде
d G=  2nrxpvs dя.

(5.121)

(5.122)

vu г = const. (5.123)

ниями (5.113) — (5.118) и заданными условиями на границе оЬ- 
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JL th течения определяют распределение термогазодинамическнх 
Параметров осесимметричного потока.

Расчет параметров осесимметричного потока 
в полуфиксированной сетке

В меридиональной плоскости (г, г) вводится полуфиксирован- 
[|аЯ (в обшем случае) неортогональная система координат s j ) ,  где
. — координата вдоль линий тока, которые заранее не известны и 
уточняются в процессе расчета; / — фиксированные координат
ные прямые, составляющие с осью z угол а. В частном случае 
выбирают направление / совпадающим с радиальным направлени
ем. Производная от произвольного параметра по переменной /, 
например от статистического давления р, выражается в виде

^7 = —  sin 9 + —  cos0. (5.124)д! дп ds

Тогда уравнение движения (5.112) в проекции на координат
ную ось будет иметь вид

др v2 у2-£- = /„=  -p-^-sin9 + р — cos о sin 9 -cl Rs г

- р  д(У|<г) -^-tgflsin 9 + —  cos9. (5.125)
ds г ds

При расчете дозвуковых по меридиональной проекции скорос- 
и потоков (vs/ а < Г) задаются следующие граничные условия: 

а) координаты внутреннего и внешнего обводов проточной 
^  г\ = г{ (г), rM = гм (*);

®) распределение параметров, удовлетворяющее условию за
днего расхода G, во входном сечении l\\ v = V| (/|), vu= vu( (/(),
* »| (Л), Р = Pi (Л), р = р, (/,), 7-= Г, (/,);
в) Координаты среднелопаточных поверхностей в области 

"^чных венцов ф = ф (г, г), через которые по формулам



(5.115) и (5.116) определяется распределение углов 8 = б (г. г), р % 
= р (г, г), а также коэффициенты загромождения % = X (*,

г) в выходном сечении Is  задается распределение углов вы.\одц 
потока в меридиональной плоскости; кроме того, считаются из
вестными: угловая скорость вращения ротора со и теплофизиче- 
ские характеристики газа у и R.

В области течения 0 — 2 (см. рис. 152) строят сетку с по
мощью координатных линий // (/ = 1, 2, N), составляющих уг. 
лы а, с осью Oz, и линий тока Sj (/ = 1, 2, М). Численное рс.
шение задачи находят в узлах сетки (/, у), где / = 1, 2..... N, j  = \
2, .... М, т.е. производят дискретизацию решения.

Расчет проводят методом последовательных приближений, в 
начальном приближении предварительно задаются координаты 
узлов if  j  на линиях тока Sj, а также статическое давление p fj,
Из геометрических соотношений в узлах сетки находят z fj, г,°у,
е?.у, , *?./,./» б?.у > Р ? , у , Х?,у; ИЗ уравнения (5.120) определяют 
р®у; из уравнений (5.117) и (5.119) вычисляют V u jj и v® , у .

Производные вдоль линий тока 

формулам центральных разностей
ds •J

dp
ds вычисляют по

•J

4 VUr)
ds

_  V u j+ ljn + l,j vu,i-\,jri-\,j . (5126)
i,j *M ,J ~ s‘- lj

dp
ds

_  Pi+ lJ ~ P i- lJ 
i j  sM ,j ~ si- l,j

На каждом шаге последовательных приближений при переходе 
от предшествующего приближения (т  — 1) к последующему при
ближению (т ) в фиксированном сечении / = const у р а в н е н ^  

движения (5.125) рассматривают как дифференциальное уравне 
ние первого порядка с обыкновенными производными вида
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I  ^
Статическое давление в узловой точке (/, j  + 1) вычисляют по 

конечно-разностной формуле 

|  i5i27> 

Плотность и температуру газа определяют из уравнений про
цесса (5.120) и состояния (5.121):

Р/.У+ I = (А ,у  + I / Cj + | ) 1А;

Ti,j  + 1 e  P i j + 1 / (Rpt,j + |). (5.128)
Проекцию скорости на окружное напраапение vu< tj +i находят 

из квадратного уравнения, полученного из обобщенного уравне
ния Бернулли (5.119) с учетом геометрического соотношения 
15.117):

W  Г Pi.J* 1 1 + ( У у п  ~ a r i . J + l )  ^ b . j + l

У ~ 1 P/.y+l 2

= (5 .1 2 9 )

Расход газа Дбу + |/2 через сечение (/, j  + 1) -  (/, у) подсчиты
вают по разностной формуле, аналогичной (5.122):

Л Су+А = 2^ [ ( r x p v , s i n 0 ) /y + ( г x p v ,s in 0)/у+1]д/. +1 . (5.130)

Je У» подсчитывают по формуле (5.117), а

b lij+1/2 ~ J ( rij+ l~ ri j )  ~(ti,j+ l - Z i.j) •

Расход газа через сечение (/, J  + 1) - (/, J)  (см. рис. 152) опре- 
суммированием расходов по струйкам тока от внутренней
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меридиональной линии тока J  = 1 до текущей ( j  + 1)-й линИи 
тока:

J
(?И  = £  дсу+1/2. (5.131)

В сечении / = const расчет проводят для всех узлов (/, у) у = 2
3..... М. Вычисленный расход G^\x сравнивают с заданным рас.

' '- 4 Lходом G. В случае, если > ес , где ес — допустимая от

носительная погрешность вычисления расхода, расчет повторяют
(т )до сходимости при уточненном значении р)^1.

После достижения необходимой по расходу точности в сече
нии / = const находят обратной квадратичной интерполяцией
уточненные отрезки A/jy+j/2 и координаты узлов z ty , г\т) . Да
лее расчет повторяют для всех сечений / = 2, 3, N, в результате 
чего находят параметры в следующем т-м приближении: z\mj,

JM  v(m) V(M) « И  0И  т(т) ri,J » vu J j  > vs,i,j' Pi,j > P),y » •
Координаты узлов могут сглаживаться с помощью сплайнов, 

например кубических сплайн-кривых. Вычисляют максимальную
(т ) (т-1)

° i j  Pi Jдля всех узлов величину
К\

. Если эта величина превы

шает допустимую относительную погрешность вычисления давле
ния Ер, делают повторный расчет для всех сечений / = 2, 3.....
с применением нижней релаксации. При этом каждый параметр 
f j  bt,j, Pi j ) в следующем приближении принимают как линсйнУ10

комбинацию = ®i//y^+ (1 - * i где х\ = 0...0,5 коэФ'
фициент релаксации.
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Элементарная теория цилиндрической ступени

В качестве простейшего, применяемого на практике подхода 
Кротрим поток невязкого газа в осевых зазорах турбомашин в 
^положении цилиндричности течения. Такое допущение при- 
цокенно выполняется в областях между рабочими колесами и 

неподвижными лопаточными аппаратами, а также в бехто паточ
ных каналах при цилиндрической форме корпуса и втулки или 
прИ малых углах раскрытия проточной части осевых компрессоров
11 турбин

При цилиндрическом течении радиальная проекция скорости 
авна нулю, а радиус кривизны меридиональных линий тока бес
конечен:

vr =0, /?, = «. (5.132)

фиксированные координатные линии /, (/ = 0, 1. 2) располо
жим в осевых зазорах и направим в радиальном направлении (а  = 
= я/2) (см. рис. 152). В безлопаточных осевых зазорах |см. форму
лу (5.113)]

д (vur) / ds = 0,

и при сделанных допущениях уравнение осесимметричного дви
жения (5.125) в проекции на радиус (Zi = const), будет иметь вид

 ̂= Р —  • dr г

Это же уравнение получается непосредственно из уравнения 
движения в проекции на радиус (5.58) при vr = 0.

Воспользовавшись уравнением Бернулли в дифференциальной 
Р°рмс vdv + др/р = 0 при постоянстве полной энтальпии (А* = 
const) с учетом vu = v cos а, где а — угол между вектором ско- 

v и окружным направлением, исключим давление в урав- 
СНИи (5.133). Тогда получим

V2v d v = - — dr. (5.134)
Или п’ Разделяя переменные v и г.



Интегрируя это уравнение в пределах от гср до произвольного 
из диапазона г „  £ г £ гк, будем иметь уравнение, описывающ^ 
изменение скорости v по радиусу при заданной vcp при г = , 
заданном законе закрутки угла потока по радиусу а = а (г): Р

v = Vq, exp
Г 2 г cos а
J г'

dr' (5.135)

Иногда при проектировании ступеней вместо угла закрутки 
потока а (г) задают распределение по радиусу момента скорости 
Г  (г) = v„r Для получения расчетной формулы в этом случае пре
образуем уравнение (5.134) следующим образом: __________

vdv = vu dvu + vzdvz = — — dr ,

откуда

v 2vz dv, = — vu dv„ — —  dr .r

Проинтегрировав это уравнение по радиусу в пределах от гср 
до г, получим

vz = vcp “  “  2 J “ 7 dr'. (5.136)

или при заданной величине vur = Г  (г)



радиусы  меридиональных линий тока при цилиндрическом тс- 
в зазоре могут изменяться при переходе от одного осевого 

' р3 к другому в результате изменения по радиусу удельного 
Г̂̂ ода q(r) = pvz, что следует из уравнения неразрывности 

Л\22)- Численные значения радиусов линий тока могут быть 
^чнены обратным квадратичным интерполированием в зависи
мости от распределения расхода по радиусу в соответствии с из
ложенной выше методикой расчета параметров осесимметричного 
потока в полуфиксированной сетке.

Профилирование ступени по закону постоянства циркуляции 
скорости по радиусу

При данном методе профилирования, предложенном В. В. Ува
ровым, лопатки турбомашин закручены по радиусу таким обра
зом, что в осевых зазорах моменты скорости постоянны по радиу
су, а поток закручен по закону свободного вихря

vi/iri ~ Г, = const; vu2о = Г2 = const.
При условии Г = vur = const распределение осевой проекции 

по радиусу найдем из уравнения (5.137)

-  £ 1  _  2 Г 2 f  —  =  v 2 i * СР -2 П  J _,3 VcP _2 + .2 _2 "  V-CV  
г „ Г  r  r  rcp

Таким образом, проекция скорости, углы потока в абсолютном
■ относительном движении изменяются по радиусу при данных 
Товиях профилирования следующим образом:



vz\ _______уг1ср
tgPl "  vui -и '  (v„lcprlcp)r - tor

'a  _ vz2cp
tgp2 = — —  = 7--------- T------•v«2 - "  (^ 2cp'-2cpK-®'-

Из формул (5.138) следует, что окружная составляющая ско
рости обратно пропорциональна радиусу, осевая скорость не из
меняется по радиусу, тангенсы угла потока в абсолютном движе
нии линейно увеличиваются с увеличением радиуса.

При известных параметрах заторможенного потока Г*, р\

зная распределение по радиусу скорости газа v = Jv jj + v? , можно 
вычислить изменение статических температуры Т, давления р и 
плотности р:

Т = Т* - 1с,.
, . . л 4 (5.139)

Степень реактивности R ступени турбомашины характеризует
ся отношением теплоперепада в рабочем колесе к теплоперспаду 
в ступени. Приняв обозначения, принятые в теории турбин, за
пишем степень реактивности:

т-»‘/ \ ■ ■ —
{ Pl \ тR' = срт\ ' - г а

: Я 0 ,

где Но -  теплоперепад в ступени (#о = const при \лм 
= const).

Степень реактивности на среднем радиусе г = гдр
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(5.140)

= 0. рг

с̂р - ср Лрл 1 ср 1- _£г_ 1 
Р\ с р у

:Я П

Следовательно, степень реактивности на произвольном ради- 
се связана со степенью реактивности зависимостью

,(г-)/т ,
л  “  ^ Р  ~7ГГТТ71 7— ГГ. Лер

r V )/r -

где *л и лл ср — степени понижения давления в рабочих лопатках 
на радиусах г и гср.

Уменьшение проекции vu\ по радиусу при постоянстве vzj
приводит к снижению Vj, повышению в соответствии с (5.139)
температуры Т\, давления р\ и степени реактивности R (см. 
5140)).

В гомогенной компрессорной ступени (/ = 1, 2, 3; vZ 2 = vz j; Vj =
- vi; Г3* = T {; U2 = u\) степень реактивности вводят как отноше
ние работ сжатия по статическим параметрам

ср{Тг~Тх)
ср 1(г; - г,-) - K v Ч ) / 2

М П  - гг)1
(5.141)

- | Vul + Уи2 
2 и ’

cp {j'i ~ ^1*) ~ и (vu2
1л

^ЮРМУЛЬ| (5.141) также следует рост степени реактивности 
Радиусу, так как

R = | rvu2 ~ rvm . const
2£ОГ2 г2

493

ж .



tgpl = ' j l__ = 'c lcp

Vu \ - U (v Mlcp ricp )/--© r’

tgp2 = 1s l_  = v;2cp
Vu2~u (vu2q),’2cp),’

Из формул (5.138) следует, что окружная составляющая ско- 
рости обратно пропорциональна радиусу, осевая скорость не из
меняется по радиусу, тангенсы угла потока в абсолютном движе
нии линейно увеличиваются с увеличением радиуса.

При известных параметрах заторможенного потока Т*, р\ р*

зная распределение по радиусу скорости газа v = Jv jj + v2 , можно
вычислить изменение статических температуры Т, давления р и 
плотности р:

Т = Т* - V2 •
т

г п п * р
2 с / Р -  Р “Ч

1 • 1 р = р (5.139)

Степень реактивности R ступени турбомашины характеризует
ся отношением теплоперепада в рабочем колесе к теплоперспаду 
в ступени. Приняв обозначения, принятые в теории турбин, за
пишем степень реактивности:

R' = срТ\
т-i 

-(f)'
: Я 0 , (5.1401

где Но — теплоперепад в ступени (Но = const при v2u = 0. р: 
= const).

Степень реактивности на среднем радиусе г = гср
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Следовательно, степень реактивности на произвольном ради- 
св связана со степенью реактивности ЛсР зависимостью

Щ  д. .  - A - ^ - i■ М гР1)/' - о ^ ,,/, р * й » Л - . '

ае »л и лл ср — степени понижения давления в рабочих лопатках 
J  радиусах г и гср.

Уменьшение проекции по радиусу при постоянстве vzl 
приводит к снижению v(, повышению в соответствии с (5.139) 
температуры Т\, давления р\ и степени реактивности R [см. 
5140)].

В гомогенной компрессорной ступени (/ = 1, 2, 3; vZ 2 = vzi; v$ = 
= V|, 7з* = Г2*; U2 = u\) степень реактивности вводят как отноше
ние работ сжатия по статическим параметрам

ср \(:г;  - т;и
ср (г ; 1 Jri • 1

R = - L . т  =— ------'------------- = (5.141)С р (Ъ -Тх)

_ 1 _ Уц1 + уц2 
2 и

ср (Т1 ~ 7-Г) = « (v „2 - vul).

формулы (5.141) также следует рост степени реактивности
10 Радиусу, так как

д . | rVU2 ~ rVUl t const 
2сo r2 г 2



Следует отметить важные свойства ступеней рассматриваем^
типа.та.1. Осесимметричное течение в осевых зазорах является бе ш,

-  1  -ревым (потенциальным), так как проекции вихря © = -  rot v [C;i) 

(5.21)1 на оси цилиндрической системы координат равны нулю:

1 Жрует осевому выходу потока из ступени, минимальным поте- 
d* с выходной скоростью и. следовательно, при идеальном (без 
<у|*Рь) течении в сопловом аппарате и рабочем колесе макси- 
а1Ьной работе, отводимой от ступени.

“ г 2
dvz d(rvu) 
гд ф rdz

= 0; >
дг

dv.
~дг

“ г 2
d(vur) dv. 

гбг гдф
= 0.

2. В теории гидродинамических решеток доказано, что цирку, 
ляция скорости вокруг профиля в решетке выражается по форму
лам (При Г, = Г})

Г = t(vu2 -v„,) = ^ ( v „2 - v „ i ) " ( r 2 - Г ,) ,
Zo Zo

где го — число лопаток.
Следовательно, из условия постоянства по радиусу моментов 

скорости Г, = const и Гг = const следует постоянство циркуляции 
скорости вокруг профилей в решетках, расположенных на разных 
радиусах.

3. Удельная работа, подведенная к единице массы газа (ил« 
отведенная от единицы массы), определяется по уравнению Эй
лера

Lе = (U|V„| -  M2V„2) = г ( -  Г2.

Эта величина постоянна по радиусу при условиях профилир0 
вания Г| = const. Гг = const. При этом, если при входе в стулсНк 
постоянна величина Т*, то полная температура за ступенью т0>с 
не изменяется по радиусу. Следует также отметить, что уело8*  
профилирования осевой турбины Г| = const, Гг = const = 0 со°
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Профилирование турбинной ступени по закону постоянства
ПФ радиусу угла потока в абсолютном движении и постоянстве

удельной работы

Данный закон профилирования (a, = const, Le = const) примс- 
-яется для уменьшения градиента угла закрутки лопаток по ради- 
-упо сравнению с градиентом угла закрутки в ступенях с посто
йной циркуляцией. При этом также может быть несколько сни- 
..н радиальный градиент реактивности.

Абсолютная скорость истечения из лопаток соплового аппара
т а  разных радиусах определяется по формуле (5.135):

v i = v icp ехР -  J cos a i
'cp

r ' dr' (5.142)

= vicp exp -cos2 a, ln| —
rcp

= vlcP(-^-]cos2a,.

Проекции абсолютной скорости V| на направления ф и г нахо- 
тся из геометрических соотношений

' \ cos* а,
v ul = v \ cosa, = у  I -ЕЕ.

г

( r  \cos “ 1 vzl = Vjsina, = ^ lcp[-y-J

(5 .143)

Условие постоянства удельной работы по радиусу определяет 
^Деление момента скорости за рабочим колесом
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Г2 =  Уи2Г2 =  Г, -  L e = Arsi"~ tt‘ -  L e, <5.144

a COS a  Iгде A — vujCpTCp
Осевая проекция скорости vz2 находится из уравнения (5.137̂ 

Г/Гср

О 100 200 300 № v„ ;vu,;v„ m/c 0,4 0,5 0,6 0 ,7 1 =А
a S  *  *>’

Рис. 154. Изменение проекций скорости и давления но высоте
лопатки для случаев Г = const (сплошные линии) и « = coast

(штриховые линии)

Сравнительные расчеты по формулам (5.138) и (5.142) показы
вают, что в ступени, спроектированной по закону а| = const, ско
рость V] уменьшается с увеличением радиуса г несколько слабее, чем 
при профилировании Г| = const. Эго приводит к уменьшению гра
диента давления р и степени реактивности R по радиусу (рис. 154).

Профилирование компрессорной ступени по закону п о сто ян ства  по 
радиусу степени реактивности и напора

Рассматриваемый метод профилирования позволяет умсИ' 
шить осевую составляющую скорости в периферийных сечения'
4%



K g o  A/wi = w\/a\ в этой области, что бывает важно для умень
шения потерь при около- и сверхкритических течениях газа.

Г/Гер

V

1,0

0,9

0,0

\ * i (t )JV

Аг<+Л_

X\

A tfr)

\
\
\ У/

A
/ 1

i
5 0,6 17 M„,

Рис. 155. Изменение углов потока а и р (а) и чисел М (б ) по 
высоте лопатки для случаев Г = const (сплошные линии) и 

R = const (штриховые линии)

Рассматривая совместно условия R = 1 - Vyl + Vu2 = const
2м

4141) и Н j  = u(vu2 - vul) = const, найдем изменение по радиусу
фужных проекций абсолютной скорости в осевых зазорах до 
Joosero колеса и за ним:

v„i = (1 - R) юг — #т / (2юг); 

v U2 =  (1 — /?) tor + Я т / (2юг);

(5.145)

Подставляя выражения (5.145) в уравнение (5.136), находим 
j Мнение по радиусу осевых проекций скорости:

= Jv 2lcp - 2(1 - Л)2(« 2 - и|р) + 2(1 - R)H T ln(r / rcp);
‘-307S 497



If
Vt2 = ^v|2Cp - 2(1 - /?)2(«2 - «Ip) - 2(1 - R)H T ln(r / Гер).

Углы потока в абсолютном и относительном движении под. 
считываются по формулам (5 138) с учетом принимаемых в теорИи 
компрессоров и турбин направлений отсчета (рис. 155). Статиче. 
ские температура, давление и плотность определяются по форму, 

лам (5.139).
Эффективность различных способов профилирования зависит 

от конкретных условий проектирования турбомашин и может 
быть определена на основе математического моделирования сту. 
пеней с учетом профильных и концевых потерь, наклона и кри
визны линий тока, а также других факторов, не рассматриваемых 
в настоящей элементарной теории. Вариационный метод оптими
зации закрутки лопаток и их формы рассматривается в курсах 
турбомашин.

Контрольные вопросы к $35

1. Когда учитывается сила взаимодействия лопаток с потоком?
2. Сформулируйте особенности расчета параметров потока в осевых зазорах 

турбомашины при Г *  const, R = const и а = const по радиусу
3. Какие обстоятельства учитываются при расчете параметров в осевых зазорах в 

случае отказа от допущения о цилиндричности потока?
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Г л а в а  6. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

§36. ВЫВОД УРАВНЕНИЙ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

Опыт показывает, что при обтекании тел потоком жидкости 
около обтекаемого тела можно выделить область, в которой ско
рость изменяется от нуля на стенке (условие прилипания) до ско
рости набегающего потока на внешней границе. В тонком слое 
жидкости, прилегающей к поверхности обтекаемого тела и затор
моженной вследствие трения, скорость и ее производная по попе
речной координате изменяются очень быстро. Этот слой называют 
пограничным. Внутри пограничного слоя касательное напряжение 
от трения весьма велико даже при малой вязкости жидкости, по
скольку велик градиент скорости в направлении, перпендикуляр
ном к поверхности тела. Во внешнем потоке инерционные силы 
преобладают над силами вязкости, и уравнение Навьс — Стокса 
переходит в уравнение движения идеальной жидкости (Эйлера).

Деление потока на пограничный слой и внешний поток суще
ственно облегчает решение многих задач газодинамики. В этом 
случае внешний поток рассчитывается методами теории потенци
альных течений идеальной жидкости, а для пограничного слоя 
Уравнения движения существенно упрощаются.

При наличии теплообмена и диффузии кроме динамического
п°граничного слоя у поверхности обтекаемого тела образуются
епловой и диффузионный пограничные слои. На рис. 156 показа-
На схема развития динамическою и теплового пограничных слоев
Ри обтекании криволинейной поверхности. Строго говоря, тол-
4ины динамического и теплового пограничных слоев простирают-
4 До бесконечности по нормали к поверхности тела. Однако
д°бно ввести понятие пограничного слоя конечной толщины.V
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когда скорость на внешней границе пограничного слоя отличастСя 
на 1 %  от скорости набегающего потока.

Рис. 156. Схема развития динамического и 
теплового пограничных слоев при обтекании 

криволинейной поверхности

Течение жидкости в пограничном слое может быть ламинар
ным, переходным или турбулентным. Впервые уравнения лами
нарного пограничного слоя были получены Прандтлем в 1904 г.

Рассмотрим плоское течение несжимаемой вязкой жидкости 
при отсутствии объемных сил. Уравнения Навье — Стокса для 
этого случая запишутся в виде

dv,
dt

dvy
~дГ

+ vr

+ v.

fax
дх
cVv

■ + Vu dv
dy

x _

dv
dx

y. _
dy

dvY dv
dx dy

1 dp--- — + vAv.p dx x
1 dp
pdy y

*- = a

(6.1)

Оценим порядок величины отдельных членов уравнений Н авьс - 
Стокса. Примем, что толщина пограничного слоя б мала по сравне
нию с характерным размером тела L. Поскольку скорость vx изме
няется внутри пограничного слоя от нуля до Vo при изменении У оТ 
0 до 5, среднее значение dvx / ду имеет порядок Vo / б, а среднее 
значение d2vx / dy2 — порядок Vo / б2.

Для оценки порядка производных по координате д- учтем. 410 
при движении жидкости вдоль обтекаемого тела на отрезок порМ 
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измениться на вели-. характерного размера L  скорость vx может
порядка vb (например, от 0 до Vo), т.е. в этом случае 

- « & )  -
dvx
дх

где 0 — обозначение порядка.
Из третьей строки системы (6.1) имеем

ледовательно.

Очевидно, что

dv
&

d*vv
~д?

Если в качестве масштабов для давления р и времени t принять
Р - PVq и t = L / Vo, то, подставив порядки величин в первую
троку системы (6.1), получим, что все члены этой системы, кроме 
последнего (вязкостного),

dvx дух дУх 1 др
dt х дх у ду р dx'

'■ ДУТ иметь порядок О Vo

Что касается вязкостных членов, то их порядки будут

< % II о JL

 ̂ 1} у ду2 \ б2 )
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Если все члены первой строки системы (6.1) разделить На 
Vq / L, то для вязкостных членов будем иметь

w 0 L v 1 уу0 L у Г /Л2 ___!_ (А )
~ b v 2 ~ v 0L ~ R c '  5 , R e U J2 V02 v0L

Учитывая, что 6/1 «  1, приходим к выводу о крайней малосТи 

[порядка ] первого члена Э2 vx/ дх2 по сравнению с д2 vx/ ду\

что позволяет сохранить в уравнении только второй член.
Учитывая ранее введенное определение пограничного слоя как 

той области, в которой силы вязкости соизмеримы с силами инср-
Г сЛгции и силами давления, заключаем, что вязкостный член \— i

должен быть того же порядка, что и остальные члены уравнения, 
т.е. порядка / L:

Г > 2 ̂УУр = 0UJ или т=0(ж)-
Таким образом, мы определили порядок толщины погранично-

5 1го слоя — ---1= .  В дальнейшем будет показано, что из точного
L  V Re
с 5 5-2решения Блазиуса — =

L  VRe'
Проведя оценку величин второй строки системы (6.1), получим



dvy
дх

dvy d2vy
' y ay ,v ay2

„ ы  V X  > v r  > v ~T~$~ будут иметь порядок О[ш\
член

f a y

дх2
получит порядок О[ъ . ' I

K L  ReVRe/
Как видно, последний член может быть отброшен. Нормальная 

к поверхности тела производная от давления будет иметь тот же 
порядок, что и сохраняемые члены:

1 4 -  О
Р  ду

и ею можно пренебречь по сравнению с продольной производной
давления

1 * « 0  р дх

Следовательно, величина разности давлений в поперечном на
правлении очень мала, и поэтому давление в пограничном слое 
остается практически равным давлению на внешней границе по
граничного слоя.

Итак, после всех выполненных упрощений уравнения погра
ничного слоя запишутся в виде

av,
dt

dv.

+ v, dv, dvx___ 2 . X  I/  Л
дудх + v

dvv 
, + = 0. cbc dy

pdx (6 .2)

^га система уравнений называется уравнениями Прандтля для 
JIPaHH4Horo слоя. Из уравнений Эйлера для идеальной жидкости
• внешней границе пофаничного слоя имеем

dv | + v . 1 dp I d р
dt 0 дх р дх pdx (6.3)
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П ри м еняя (6 .3 ), получаем другой вид уравнений пограничноГо
слоя П рандтля:

dv,
dt

dvr

+ v,

dv
dx dy

dvx — — + 
dx 

— = 0.

dvx _ dvn
dy dt +V°  dx

+ v-3 4
dy1 (6.4,

Уравнения (6.2) представляют собой систему уравнений в част
ных производных параболического типа. К  системе уравнении 
(6.4) присоединяются и граничные условия

vx = vx (0, х, у) при t = 0, 

vx = 0, vy = 0 (или vy = vCT) при у = 0,

Vx (t, X, у) -> v-о (*. х) при у -► 00,

Ух = V , (/, у) при X = Хо.

В частном случае стационарного течения = 0 !

чальные условия исчезают и уравнения Прандтля принимают бо
лее простой вид:

(6.5)

на-

dvx dv г 1 do d2vx
х + Vy ~лГ~ = ~ ~  л + V --- 7 *dx у dy

^  = 0.
р дх ду* ( 6 .6)

йх 5у

Если ввести функцию тока
• &¥ 

Vx~ dy'
cf¥

Vy ~ dx'

то предыдущая система уравнений сведется к одному
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ffv a2̂  a2̂  dv0 a ty ,,-------------- — = V0— - + V— - (6.7)ду дхду dx dy dx dy

при граничных условиях
&V d'VT = —  = 0 при у = 0, ----► v0 при у -*■ ж. (6.8)dy dy

при X = Xo.

Контрольные вопросы к §36
1. Чему равен порядок толщины пограничного слоя?
2. Чему равен порядок разности статических давлений по толщине пограничного 

слои?
3. Как определяется изменение статического давления вдоль пофаничного слоя?

§37. АВТОМОДЕЛЬНЫЕ РЕШ ЕН И Я УРАВНЕНИЙ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

Продольное обтекание бесконечно тонкой пластины

Рассмотрим поток несжимаемой вязкой жидкости с заданными 
параметрами вдоль плоской пластины (рис. 157).
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У р авн ен и я пограничного слоя для этих условий им ею т вид

dvx
дх

+ vv dv,
ду ду2

dvx , дуу 0 
дх + ду (6.9)

поскольку —  = 0. Граничные условия запишутся так: 
dx

vx = 0, vy -  0 при у = 0 и х > 0,

Vo при у -> 00,

Vx = Vo при X = 0.

(6 .10)

Так как в уравнения не входит вторая производная cPvx /  дх2, 
то невозможно поставить два граничных условия по координате х. 
при х = 0 и x - L .  Поэтому длина пластины L  не входит в гранич
ные условия.

Впервые эта система уравнений была решена Блазиусом в 1908 г. 
Поскольку в рассматриваемую систему не входит характерная дли
на, естественно сделать предположение, что профили скоростей 
на различных расстояниях от передней пластины подобны. Введя 
понятие толщины пограничного слоя 5, из предыдущего предпо
ложения получим

*0 -(f)-
Ранее было показано, что толщина пограничного слоя 5 имеет 

порядок

5 Ж

Вводя новую переменную, получаем
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г, = 2У = У Ш  
8 2 V vx (6 .1 1 )

Тогда для функции тока 4* имеем

у 

о

л

т  - j v xdy =  = Jv V o X  ср(л),
п » 0 п

где «Кп) = J  Ф1(л)<1п-
о

Вычисляя, получаем

5 4 / 1  ,/ \

" = -—lit  Лф”(т|). 
дхду 4 х w v v

Подставляя полученные результаты вычислений 
*6.7), находим в уравнение

я  ф'" + ф ф" = 0;

Ф = 0, ф' = 0 при т] = 0, (6.12)

Ф '-► 2 при т) —> ж. (6.13) 

Результаты интегрирования этого уравнения приведены в табл. 6.1.
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Значения функций <р,<р'.<р" Л-та продольной обтекаемой пластины

Т а б л и ц а  b j

Л Ф Ф' ф" V
Ч>

П Ф Ф' Ф”
Ч.

0 0 0 1,32824 0 2.0 2,3058 1,9110 0.2570 0.9555
0,2 0,0266 0,2655 1,3260 0,1328 2.2 2,6924 1,9518 0.1558 0.9759
0,4 0,1061 0,5294 1.3095 0,2647 2.4 3,0853 1,9756 0.0875 0.9878
0.6 0.2380 0,7876 1.2664 0,3938 2.6 3.4819 1,9885 0.0454 0.9943
0.8 0.4203 1,0336 1,1867 0,5108 2.8 3,8803 1,9950 0.0217 0.9915

1.0 0,6500 1,2596 1,0670 0.6298 3.0 4.2796 1,9980 0.0096 0.9990
1,2 0,9223 1,4580 0,9124 0.7290 3.2 4,6794 1.9992 0.0039 0.9996

1.4 1,2310 1,6230 0,7360 0,8115 3.4 5,0793 1,9998 0.0015 0.9999
1.6 1.5691 1,7522 0,5565 0,8761 3.6 5.4793 2,0000 0.0005 1.0000
1.8 1.9295 1.8466 0,3924 0.9233 3.8 5,8792 2,0000 0.0002 1.0000

П р и м е ч а н и е .  <р‘(п> = •
*0

На рис. 158 показано распределение продольной составляющей 
скорости в сечениях пограничного слоя, сопоставленное с экспе
риментальными данными. Распределение поперечной скорости в 
соответствии с уравнением

показано на рис. 159.
Интересно отметить, что на внешней границе п о гр ан и чн о го  

слоя
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Хаким образом, на внешней 
ммЦе пограничного слоя 

\7еется поперечная состав- 
скорости, которая об 

н ов лен а  оттеснением жид- 
рсти от стенки вследствие 
^ р а с т а н н я  пофаничного слоя 
по длине пластины.

Местное касательное на
пряжение на стенке равно

f -  Тст(х)=цй г ) ст =

(6.14)
4 \ vx '  '

Из табл. 6.1. следует, что <р"(0) =
■ 1,328.

Значит, для локального ко
эффициента трения получаем 
(юрмулу

С/ =
0,664

Р*о / 2
. (6.15)

Этот закон Блазиуса для 
^противления продольно об- 
гкаемой пластины шириной Ь 
^именим только для ламинар
ного течения.

Сопротивление трения с
^ой  стороны пластины рав- 
*о:

Vo

0,6

w

о л

о

--

- 7

— J
t---

я
1,0

Рис. 158. Распределение продольной 
составляющей скорости в погранич

ном слое на пластине: 
кривая — расчет; точки эксперимент

1A
1— ■ “* v ,l4 » • — •

0 у

c0

J
r

J
/

t Jr

1,0 2,0 X
Рис. 159. Распределение поперечной 
составляющей скорости в погранич

ном слое

F t p  =  0 , 3 3 2 ^  =  0,664v 0 ^ n p / v0 .



Для полного сопротнапсния

Fn = 1,328bjvjm »/. (6.16)

Как было отмечено ранее, 
понятие толщины пофанич- 
ного слоя яаляется условным 
Если за толщ ину пофанично- 
го слоя принять то расстояние 
от стенки, где vx =  0,99v(,, то 
из табл. 6.1 следует, что этому 
значению скорости соответ
ствует т| *  2,5.

Значит,

Рис. 160. К определению толщины 
вытеснения

б *  5,0 I—
К

(6.17)

Для практических расчетов удобно ввести интегральные тол
щины пофаничного слоя, величины которых не зависят по опре
делению от толщины пофаничного слоя.

Толщ ина вытеснения 6* определяется соотношением (рис. 160)

v05 *=  | ( v o - v * ) ^ ,
у -о

ИЛИ
о

v 05* = v 06 -  J vxdy.

(6.18)

Здесь уф -  расход жидкости через пофаничный слой при Д°* 
пушении неизменности скорости в нем (т.е. если бы этого слоя не

5
бы ло); | vxdу -  реальный расход жидкости через поф аничны '1

о
слой.
510



Следовательно, толщина вытеснения, умноженная на скорость 
набегающего потока, определяет уменьшение расхода жидкости 
qepeu слой высотой 6 из-за того, что поток вязкой жидкости в 
jtom слое тормозится от скорости v0 на внешней границе поф а
ничного слоя до нуля на стенке.

Так как

а из табл. 6.1. следует

Л1 ~ф(Л1) =  1,7208,

значит,

б* = 1,7208 Ы
1 vo

или с учетом (6.17)

б*/б = 0,344.

Именно на это расстояние б* линии тока потенциального те
чения оттесняются от стенки вследствие торможения потока жид
кости в пограничном слое за счет сил трения. По аналогии вво

дится понятие толщины потери импульса б * * .

Вследствие трения поток импульса через пофаничный слой 
Меньшается по сравнению с потоком импульса потенциального 
ечения через ту же толщину на величину

00 QO 00

р| M vo -  vx)dy = pv0f  vxdy ~ p f У-
о o o

Следовательно.
S ll

(6.19)

(6 .20)



pvfc** = p j Vx(v0 -  vx)dy.
о

Отсюда

5”  =
J0 v0 V v0)

С  учетом данных табл. 6.1. получаем

,6'2"

С учетом (6.17) имеем

б**/ б = 0,1325. (6.22)

Клиновидные течения несжимаемой вязкой жидкости

Для случая обтекания клиновидных тел скорость внешнего по
тока представляет собой линейную функцию продольной коорди
наты:

Vo =  СУ", (6.23)

где т зависит от угла раскрытия клина р (рис. 161), причем

В = . (6.24)
н т + 1

Эго решение содержит как частный случай продольное обтека
ние плоской пластины (т  =  0 и С  =  Vo)- Для ускоренного потока 
т > 0, для замедленного потока т < 0.

Градиент давления на внешней границе пограничного слоя с 
учетом уравнения Бернулли и зависимости (6.23) равен

4 .  = -р С х тСтхт~х = . (6-25)
dx х

512



Рис. 161. Схема клиновидных течений несжимаемой вязкой
жидкости

Следовательно, уравнение движения можно записать в форме

dvx
=  V X - z r  + 1дул ~ dx y dy x

Решение уравнения (6.26) будем искать в тех же переменных

У

(6.26)

(6.27)

] vo

с Учетом уравнения неразрывности и уравнения (6.23) получаем

= С У "Ф'(т,); (628 )
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Подставляя соотношения (6.28) и (6.29) в уравнение (6.26), По_ 
лучаем обыкновенное дифференциальное уравнение

ф'” + -  (ф ')2 j  = 0. (6.30)

Граничные условия остаются теми же, что и в предыдущем 
случае:

Ф (0 )  =  0 , ф ' (0 )  =  0 , ф ' (*>) =  1. (6.31)

Сводка результатов численного решения уравнения (6.30) при
ведена в табл. 6.2.

Таблица 6.2

Результаты решения уравнения движения ламинарного пограничного слоя 
с постоянными физическими свойствами на непроницаемой стенке при vo ■ Сх"

э т Я»' (0)

2я 00 ОО

я 1.0 1,233 критическая точка
1,57 0,333 0.759 -
0,627 0,111 0,510 -
0 0 0,332 плоская пластина

-0,314 -0,0476 0,220 -
-0,624 -0,091 0 отрыв тиранич

ного слоя

График семейства скоростей представлен на рис. 162. Как вид
но на рисунке, с увеличением угла р (ускоренные потоки) профи
ли скоростей становятся более заполненными, при отрицательны х 
значениях р (замедленные потоки) профили скоростей становятся

менее заполненными, при р =  — 0,199 производная 

трение на стенке тст тоже равно нулю.
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Рис. 162. Распределение скоростей в пограничном слое для 
клиновидных течений

Трение на стенке равно:

1ст
ЦрУр ф-’(0) (6 .3 2 )

или
С/ _ Ф"(0)

2 " Т й ;

В табл. 6.2  приведены значения ф ''(0 )  для различных условий 

Учения (разные т ).
Когда трение на стенке во всех точках поверхности обтекае

мого тела равно нулю (р  =  —0 ,1 9 9 , т  =  - 0 ,0 9 ) ,  это соответствует 
’Сдельному безотрывному обтеканию тела на всем протяжении 
^П^ничного слоя. При р < - 0 ,1 9  пограничный слой отрывается 
17 поверхности тела. Случай т =  1 имеет простой физический 
мЫсл и соответствует поперечному обтеканию пластины. Эти же 
Словия реализуются вблизи передней критической точки плохо 
^екаемого тела.
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Для многих прикладных задач представляет интерес случай об. 
текания проницаемой поверхности, через которую осущестатяется 
вдув или отсос газа. Определим те условия, при которых будут,, 

существовать автомодельные решения уравнений пограничного 
слоя.

Для степенного закона изменения скорости на внешней грани- 
це пограничного слоя имеем

Vy  = Ч» = JvXVo Ф, Vq = Схт.

Следовательно,

v y  = 2 J C v - C y ^  ф 'х "1' 1. (6.33)

На стенке при у = 0, л  = 0 vy — v„\ следовательно,

Vcr = 2 VCv , (6.34)

или

и

4 ^ ° ) (6.35)

Ф(0) = - Г— (6-36)
'  '  \т + IJ v0

Таким образом, чтобы ср (0 ) не зависела от х, необходимо из
менение скорости вдуваемого газа по закону

m -l

V „  *  X 2 . (b.W

В частности, в окрестности лобовой точки (т  =  1) v „  =  const. *

при продольном обтекании плоской пластины (т =  1), v„  - х 2 ■ 
S16



Hbix значений параметра адува bx =

Результаты численного решения уравнения (6.30) для различ

ает 2 2 0,332

где W . ’ t t '
д1Я1 случая обтекания плоской пластины приведены в табл. 6.3.

Таблица 6.3 

уравнения Ьлазиуса с отсосом (1, > 0) ■ адувом (Ьх < 0)

bx »1 « Г Н

2,0 1,16812 0,73561 0,33624 2.188

1,50 0,94449 0,86761 0,38898 2,230

1.0 0,72828 1,04911 0,45646 2.30

0,5 0,52254 1.31187 0,54508 2,407

0 0,33206 1,72074 0,66412 2.591

-0.250 0,24492 2,03821 0,73984 2.755

-0,500 0,16507 2,46571 0,83014 2,970

-0,750 0,09433 3.1243 0,93866 3.328

- 1,000 0,03618 4,36353 1,07236 4.069

-1,238 0,00017 12,8814 1,23834 10,402

На рис. 163 представлены распределения скоростей в зависи-
у  ^

чости от параметра вдува —— jR e x , который связан с введенным
*0

с°отношением

С/0 V0 V0 v

кривые на рис. 163 показывают, что с ростом интенсивности вду-

ПогРаничный слой утолщается, а при достижении j R c r =
v0
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= 0,619 (что соответствует Ьх — Ькр — 1,86) происходит оттеснсннс
юграничного слоя от поверхности пластины.

V*
Vo

Рис. 163. Влияние вдува газа на распределе
ние скоростей

Контрольные вопросы к §37

1. Что такое автомодельное решение уравнений ламинарного пограничного 
слоя?

2. Каков физический смысл толщины вытеснения и потери импульса?
3. Как влияет продольный градиент давления на распределение скоростей в ла

минарном пограничном слое для клиновидных течений?
4. Как влияют вдув и отсос газа на распределение скоростей в ламинарном по

граничном слое?

§38. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА ЛАМИНАРНОГО 
ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

Дифференциальные уравнения пограничного слоя могут быть 
решены численными методами с привлечением современных 
ЭВМ . Однако полученные таким образом результаты не п озволяю т 
сделать обобщающих заключений о  закономерностях г а зо д и н а м и 
ческих процессов, развивающихся в пограничном слое. Кроме 
того, для разработки систем автоматизированного п р о е к т и р о в а н и я  
(С А П Р ) различного энергетического оборудования, особенно пр*1 
решении оптимизационных задач, требуются приближенные >' 
простые методы расчета пограничного слоя.
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Впервые приближенный метод расчета ламинарного погранич
ного слоя был предложен в 1921 г. Т. Карманом и К. Польгаузе- 
н0м. Он заключается в следующем. Получаем интегральное урав
нение импульсов (уравнение Кармана); представляем уравнение 
допульсов и уравнение неразрывности в виде

dvx
— + Vv

dvx
= *0

dv0 1 ar
+ ------ ;

dx y dy dx P dy

a(vxv0)
dx + v0dvy

dy = vx
dv0 
dx: ' (6.38)

Вычитая обе части первого уравнения из второго, получаем

-  v x )] + - ^ [v y{v0 -  v * )]  + (v0 -  (6.39)

Проинтегрировав обе части уравнения по у  в пределах от 0 до 
я , получим

■  / £ h ( v«  -  ♦ Ы * »  -  v « ) £ * !  +
о

К  + ̂ J ( V'° ~ vx )dy = ~ ~ -  (6-40)
о р

С учетом того, что

*  д d °° 
j  f r l v * ( vo -  vx )]d y  = —  J vx(v 0 -  vx)d y

0

6 d d 6 
/ "  Vx)>\dy = t o  / V* ( V0 -  vx )d y  -
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=  0,619 (что соответствует Ьх — ЬцР — 1,86) происходит оттеснение
пограничного слоя от поверхности пластины.

Vx
Vo

а 2 4 6 в 10 $

Рис. 163. Влияние вдува газа на распределе
ние скоростей

Контрольные вопросы к §37

1. Что такое автомодельное решение уравнений ламинарного пограничного 
слоя?

2. Каков физический смысл толщины вытеснения и потери импульса?
3. Как влияет продольный градиент давления на распределение скоростей в ла

минарном пограничном слое для клиновидных течений?
4. Как влияют вдув и отсос газа на распределение скоростей в ламинарном по

граничном слое?

§38. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА ЛАМИНАРНОГО 
ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

Дифференциальные уравнения пограничного слоя могут быть 
решены численными методами с привлечением современных 
ЭВМ . Однако полученные таким образом результаты не п о зв о л я ю т  
сделать обобщающих заключений о закономерностях газодинами
ческих процессов, развивающихся в пограничном слое. Кроме 
того, для разработки систем автоматизированного п р о е к т и р о в а н и я  
(С А П Р ) различного энергетического оборудования, особенно при 
решении оптимизационных задач, требуются приближенные 11 
простые методы расчета пограничного слоя.
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Впервые приближенный метод расчета ламинарного погранич- 
н0го слоя был предложен в 1921 г. Т. Карманом и К. Польгаузе- 
ноМ- Он заключается в следующем. Получаем интегральное урав
нение импульсов (уравнение Кармана); представляем уравнение 
^ п ульсов  и уравнение неразрывности в виде

Вычитая обе части первого уравнения из второго, получаем

Проинтегрировав обе части уравнения по у в пределах от 0 до 
» ,  получим

(6.38)

о
(6.40)

С учетом того, что

о о
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имеем

i  j v x(v0 -  V„)dу  + ̂  j ( v „  -  vx)dy  s ~  + V0v „
П ”

(6.41)

1 |

о̂ЛУ4304

(6.42)

Вводя условные толщины пограничного слоя: толщину вытес 

нения
®,6

и толщину потери импульса
00,6

= f  —  и - — кJ v0 l  V n J

V

vq

из уравнения (6.42) получаем

W « r
dr V о / и dx P

или

dx v 7 v0 dx pv2 v0
(6.43)

Вводя безразмерные параметры

Re- » * £ ! ,  %  = R eL - ^ .  Ь - у - ’ 
vo 2 Povo v° 0

dRe
die (644)

Для непроницаемой стенки

dRe
dx

( Я - I ) R 5 ! 1 ^  = R c i ^£ ..
V0 dx 2

(6.45)

Для обтекания непроницаемой пластины

dRe

f e u
I  dx

dx L 2
(6.46)

Чтобы получить выражение для толщины потери импульса б**, 
надо выбрать некоторый профиль скоростей в пограничном слое, 
ловлетворяющий граничным условиям. Принимаем профиль ско
ростей в виде кубической параболы

vx =  ау +  су* +  by3 +  d, (6.47)

где а, Ь, с, d определяются из следующих граничных условий:

у = 0, vx = О,

у = б, vx — v0,

= 2 ^  = 0.в.. 'ду

Последнее условие следует из дифференциального уравнения 
аи*ения для пограничного слоя

dv. d v . d2v .



1

o v , _ dvx n 
>” *■ - a f  = 0 и ! » = 0 '

С  учетом граничных условий.

Vo
Следовательно,

■ К Й - К З ’ <6.48)

8* -  ^ ) d ( | )  = 036, 8 -  = 0Д188.

(  dvx )
С учетом уравнения тст = имеем

C t_ = v_ (d vx \ _  8** 1
2 v0 К ду ) а  8 Re** 

Подставляя это выражение в уравнение (6.46), получаем

(6.49)

Re*> dRe _ уо ^ 8_  (6 50)
dx vq 8

или

R e** d R e **  = - — d R ex . (6.51)
8

Интефируя это уравнение при фаничных условиях Rew = О 

при Re* =  0, получаем связь между Re* * и Re* .

Re* * = 0365^Re7. (6.52)

После подстановки уравнения (6.52) в уравнение (6.49) полу*»* 

ем формулу для коэффициента трения на непроницаемой пласти

не

Cf  / 2 = 0323 / ^ReJ. (6'53)
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^ jo t  результат с точностью 3 %  совпадает с точным решением

Изложенный метод можно распространить и на градиентные 
цения, т.е. на обтекание тел произвольной формы, если при 

П ред елен  и  и констант в аппроксимации использовать следующие 
-ианичные условия: 

при у -  О

и -П „  ^  - d p  - а3у* пV х — Ц f  — . -  PV0 , i 1 — •
By2 dx dx dy3

при у =  б

dvx _ d*vx _ 83v 

dy dy1 dyvx = vo; ^  = т т  = т т  = °-

Аппроксимируя профиль скоростей в виде полинома четвертой 
степени

и привлекая записанные выше граничные условия, определяем 
коэффициенты

о = 2 + — Я., Ь = с = -2 + -̂ л, d = 1 -  —Я.,
Ь 2 2 6

где

, S d v0 dp
v dx dx цу0

(6.55)

Из уравнения (6.55) следует физический смысл безразмерного 
^Р^етра X, который представляет собой отношение сил давления 
силам трения.
Тогда

^ -  = (2п -2г13 + л 4) + ^ ( п - 3 л 2 + Зг)3 -  г)4). (6.56)
v-o '  ' 6
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Рис. 164. Распределение скоростей в ламинарном 
пограничном слое с градиентом давления (цифры у 

кривых -  значения X.)

На рис. 164 показаны распределения скоростей для различных 
значений формпараметра X. При X =  0 получаем распределение 
скоростей для случая обтекания плоской пластины

— = 2т| — 2т|3 + тД 
*0

С учетом уравнений (6.54) и (6.55) имеем

2 88**Vn  ̂ 6 '

—  = —L  (зб -  x).
5 120v

Отрыв пофаничного слоя от поверхности тела можно наблю- 
-р, при обтекании профиля. В этом случае поток жидкости уско

р е н  от передней лобовой точки профиля до сечения, где стати
ческое давление достигает минимального значения. По мере продви
жения к концу профиля давление начинает возрастать, а поток — за
к л ятьем. так как в пофаничном слое др / ду =  0, т.е. р -  const 
ф  у. Это значит, что частицы жидкости, прилегающие к стенке и 
имеющие меньшую кинетическую энергию, будут тормозиться 
быстрее, чем отдаленные от поверхности.

В некотором критическом сечении жидкость, прилегающая к 
л е н к е , остановится и затем начнет под воздействием положитель
ного фадиента давления двигаться навстречу потоку, что и приве
дет к оф ы ву пофаничного слоя и образованию вихревого следа за 
плохо обтекаемым следом. В практических задачах явление отрыва 
потока является нежелательным, так как связано с большими по
терями энергии.

Предельным случаем является течение жидкости в окрестности 
передней критической точки, где формпараметр /. =  7,05. При X > 12 
в пофаничном слое vx / Vo > 1, что при стационарном слое не
возможно. Таким образом, формпараметр X может изменяться в 
пределах -1 2  £ X й 12.

Из уравнения (6.57) следует

(6.57)
С/о 6 v0 dx

315 5** dv'о

X ЗХ2  ̂
37 -  ^  —  . 

3 144J

Vo dx
(6.60)

1
5** d v

Введя формпараметр /  = —  , получим

v 2

(6.59' /кр - Xкр

Следует отметить, что при X =  -1 2  трение на стенке равно ну 
лю. Эти условия соответствуют отрыву пофаничного слоя от п°' 

верхности тела в области замедленных течений.

524
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Re**

'• = 1-7/кР-

И J  = -у -\/кр

(6.61)
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Уравнение импульсов можно записать в виде

1 dRe** C f .
r Tl  —  -  2 - 0

тичсс

НУЛ10'

КОГО значения и коэффициент трения становится равным 
соответствует отрыву пограничного слоя от стенки.

(6.62)

Правую часть уравнения можно аппроксимировать линейцоц 

функцией

% - ( !  +  Н )? Г ч >  = Ц ~  ~ (1 +  *  кр)/ / ,2 v" — /' • 2 \* ' — ки/' -'кр1

где в соответствии с уравнениями (6.58) и (6.59)

« 4 . = ^  = 3.7.
°Кр

Возвращаясь к уравнению (6.62), имеем

d R e”  I ( l  I Н  t Re*’  dV° Rc C/"

(6.63)

С учетом уравнения (6.49)

dR e 0,22
dxIP \ Kp> v0 dx Re

(6.64)

(6.65)

После интегрирования уравнения (6.65) получаем (при условии

Re** =  0, х  -  0)
10.5

Re** =
1

1+//Ч>
0,44J v J * " 4’ R et  dx

Контрольный вопрос к §38

доев физический смысл отрыва пограничного слоя от поверхности обтекаемою тела?

§39. ЛАМИНАРНЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ СЖИМАЕМОГО ГАЗА

Для вывода основных уравнений ламинарного течения газа 
доспользуемся приемом, уже примененным для течения несжи
гаемой жидкости.

Уравнения Навье — Стокса, уравнение неразрывности и урав
нение энергии для плоского стационарного движения сжимаемого 
газа при отсутствии объемных сил записываются в следующем 
МДе:

1 ,(ц̂)+£(ц̂)+£И*):
dvy dvy др д (  d v H  

ь pVx dx +pVy dy ~ + +

I  dx J  3 ф ч  dy J 3 d y l  dx /

(6.67)

( 6 .66)

Зная закон изменения скорости на внешней границе погра
ничного слоя по длине обтекаемого тела, определяем локальнЫ с 

значения Re**, по уравнению (6.60) — локальные значения 

формпарамстра /  и по уравнению (6.61) — локальные коэфф|1и" 
енты трения. Сечение, в котором формпараметр /  достигает кр*1' 
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£ ( ^ 1 * £ Ы = „ ; ± К ( * Л
dx dy d xv x { 2

V2] d
-  u — *  + 1 * 1 Л

2 dx [ f t  3 2 2 ,
-  nvy

dv,

dy
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Оценивая порядок членов уравнений и отбрасывая члены вто
рого порядка малости, как это было сделано в §36, получаем си
стему уравнений ламинарного пограничного слоя газа в виде

dvx dvx dp д (  d v O

d(pvx )  a(Pvy) 

dx dy

dh dh dP (d vSV 1
pvjt^ +pv^  = v j td7 + 4 l y ' j

+

(6 .68)

1 d (  dh)

Если от энтальпии газа перейти к абсолютной температуре Л 
=  СрТ,т о  уравнение энергии запишется в виде



К системе уравнений необходимо сформулировать граничные
условия:

У =  О» V» ~  0, Vy — Vqj, Г  — T'cj

у =  оо, vx =  v0, Т  =  Г0.

В случае обтекания теплоизолированной стенки =  0, следова
л ь н о ,  граничное условие для температуры при у =  О запишется 

( - ]  - *как

В уравнение энергии (6.69) для случая ср =  const удобно ввести

V2
температуру торможения Г * = Г  + — —

2 сР
Умножая уравнения (6.68) на vx и складывая с (6.69). получаем 

д Т ' д Т '  1 д Г ц /D

p' ,' 1 5 r t p v ' ^ r - ^ ^ [ p F ( P r -

• * ) -’ ду
JL

I  2

д _А_ ___
/

р дТ
ду [Р г ду )

(6.70)

где Рг =  г| / а — число Прандтля, характеризующее отношение 
теплоты, выделяющейся за счет трения, к теплоте, передаваемой 
а счет теплопроводности; число Прандтля для газов мало отлича
лся от единицы.

Систему уравнений (6.68), (6.69) удобно преобразовать, исполь- 
3У> уравнение Бернулли для внешней части пограничного слоя:

dр _
djc = -Ро^о

d v0
dbc *

(6 .71)

Тогда первое уравнение (6.68) запишется в виде



Из уравнения неразрывности следует

у \ .  У.
(6.73,

Академик А.А. Дородницын в 1942 г. предложил преобра30На 
ние координат, при которых уравнения пофаничного слоя газа 
принимают форму, близкую к уравнениям пофаничного слоя не
сжимаемой жидкости. Переменные Дородницына имеют вид

5 = f - T < b r ,  л = Г - т < 1 ^  
о Ро о Ро

где Ро и Ро — параметры торможения во внешнем потоке.

Рассмофим случай обтекания плоской пластины потоком сжи
маемого газа. В этом случае переменные Дородницына удобно 
записать в виде

у
% = х ,  л = f — dy.

Ь Ро

Формулы перехода от дифференцирования по координатам х и 
у  к дифференцированию по координатам % и л:

—  -  —  £и_Ё _ —  ~
дх д £ дх Э л ’ ду Р Эл

С  учетом этих формул первое уравнение (6 .68 ) п р ео б р азу ется  к 
виду

dvx Эл dvx dv,
pVx ~д% + pV* ~дх~дг\ + pVyP Эл

Э Г dvx )
= Р Э ^ Г

(6.74)

или
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+  L * 4  (6.7SI
Э§ v дх у)  ду Эл1 Э л/

Эш Эи/ 

PV* = ^  = P^ ’ PV'  =

Из уравнения неразрывности имеем

Эц/

~дх

_ дц! Эл Э у  _ Э\|/ Эл

д% дх Эл Э£ дх

Следовательно,

,, Эц/ . Эл Эи/
V x t e + p vy = - ^ L -dt,

Если ввести обозначение

Эл -»
У ,Ъ 7 + p v > ' vr '

то уравнения (6.68) можно привести к виду

v „  dvx _  д f  dvx )

dvx dvv 
— — + — — = О 

Эл w’

где

(6.76)

(6.77)

(6.78)

Н  v  $  _ _ £ ч /
х а  ’ У ”  а  к *Эл у д\

Аналогичным образом преобразуется уравнение энергии, Кото
ра в переменных Дородницына будет иметь вид

Как и«мне и в задаче обтекания пластины потоком несжимаемой 
*Идкости введем обобщенную переменную Блазиуса
v  531



Тогда

Введя обозначение

2 j v x( ; )d ;  =  cp(;),

будем иметь

v  = Д ф (с). vx = уф '(с ). -  ф)*

а2у* -  1 «~ Г Л  5Л -  1 Гк'
-  Щ *  »  2 ^ * '  • 

а * _  1 и.
ап “ 2 ^

Подставляя эти выражения в (6.78) и (6.79), получаем систем) 
из двух обыкновенных дифференциальных уравнений для опреде
ления неизвестных функций <р и А:

(рц • ср") + <р • <р" = О,

(рцЛ') + -  1)Л/о(рцХф'')2 + РгФА' = °-

(Л80)

(6.81>
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Для простейшего случая, когда цр =  цоРо =  const, получим

Ф"' + ф • ф" = 0, (6.82)

А" + РгфЛ' + у ( г  -  1)А#2(ф " )2 = 0. (6.83)

Граничные условия для ф будут те же, что и для несжимаемой 
-щдкости:

Ф =  0, ф' =  0 при С, =  0; (6.84)

Ф' =  2 при С, =  оо,

и решение уравнения (6.82) формально ничем не отличается от 
решения, полученного в §37 для случая несжимаемой жидкости 
(см. табл. 6.1).

Если на пластине отсутствует теплообмен (обтеканне теплоизо
лированной пластины), то граничные условия для температуры

д Т  п „ п
—  = 0 при ;  =  О,

(6.85)

Т =  То при £ =  оо.

Интегрируя уравнение (6.83) при этих граничных условиях, по
ручаем

00

СрТ  -  | ( т  -  i) w „ 4 )  -  f / и з Т *

где

2 Р
V = 2 Р г| [ф "(;)]Ргс1с|[ф "(;*)] '  V  (6 .86 )

;  о

С учетом фаничных условий (6.85)

С, =  1 и С  =  О,
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Результаты расчетов хорошо описываются приближенной фор 
мулой Янга

я-1

C/VRe7 = °,664 1+0,73̂ -^)</РгА/о 2

Вводя коэффициент трения для несжимаемой жидкости пр1( 
тех же значениях критерия Rex, имеем

'  г  '
Sj l

V^/o ) Re,

n-l
~ T

и для n =  0,75, Pr =  0,7, у =  1,4.

= [l + 0,124A/q

\CfoJ Re.

1-0.13

(6.92)

(6.93)

Контрольные вопросы к §39

1. В каком случае уравнения ламинарного пограничного слоя для сжимаемого 
газа совпадают с уравнениями для несжимаемой жидкости?

2. Чему равна температура поверхности теплоизолированной пластины при Рг -»0 и 
Рг —* оо?

§40. ПЕРЕХОД ОТ ЛАМИНАРНОГО РЕЖИМА ТЕЧЕНИЯ 
В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ К ТУРБУЛЕНТНОМУ

Из гидравлики известно, что при достижении о п р ед ел ен н ы х  
значений критерия Рейнольдса ламинарное течение жидкости в 
трубе переходит в турбулентное. При Re < RcKp =  2000 течение в 
трубе остается ламинарным при любых возмущениях потока. Вмес
те с тем было замечено, что при уменьшении возмущений в потоке 
переход от ламинарного режима течения к турбулентному мо*н° 
"затянуть" до значения критерия Рейнольдса, равного 5 • Ю4. Ана
логичные явления наблюдаются и в пограничном слое при внсШ 
нем обтекании тел (рис. 166). Если скорость на внешней грани111 
пограничного слоя в первом приближении сопоставить со сК°
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_ы~ъю на оси трубы, а толщ ину пограничного слоя — с радиусом 
Е ф д , то можно записать критическое значение критерия Рей- 
2 о д с а  для пофаничного слоя ReKp =  v^/v, которое близко к 
диетическому значению критерия Рейнольдса при течении жид

кости в трубе.

Турбулентный 
Ламинарный слой слои

внешняя
область

V/ZAVW/jWlW/s, 
Вязкий подслои

ш и т

Рис. 166.

Промежуточный слои

Схема развития турбулентного 
пограничного слоя

Как показывают опыты, на пластине с острой передней кром
кой, обтекаемой потоком воздуха, переход от ламинарного течения 
к турбулентному происходит на расстоянии х  =  хкр, определяемом 
из равенства

= 3,5 ■ 105...106
кр

С учетом уравнения (6.17) получаем Rcs =  3 • 103...5 • 103. что
■ф

близко к соответствующим значениям для течения жидкости в 
трубе. Обычно вместо Rc5, включающего недостаточно опрсдслен- 

ную величину 8, используют R e "  =  С  учетом (6.22) R e "  =

"600... 1300.

Существенное влияние на ReJ ,̂ оказывает продольный гради-

^  Давления. В области ускоренного течения (конфузорного)

^кр имеет большие значения, чем в области замедленного тече-

Влияние продольного градиента давления на переход от ла- 
НаРного течения к турбулентному можно оценить по кривой на
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тогда

или

Функция

Л* = Л 1 + j (T  -  0 W»V]

r a * r „ [ l t | v< O X T -l)W 0J]  

v(0) = 2 Pr J[<p” ( ; ) ]p,d ;| [< t -(c , ) ] : " PV .  (6.87)

Как следует из формулы (6.87), функция v(0 ) зависит от крите
рия Прандтля. Для газа критерий Прандтля изменяется от 0,6 до
1,0 (Р г =  0,6; 0,8; 1,0) соответственно v(0 ) равна:

v(0 ) =  3,08; 3,58; 4,00.

Из формулы (6.87) следует, что при Рг =  1,0

^  = 7b [l + ^ A / 02 (6 .88)

т.е. в этом случае температура поверхности теплоизолированной 
пластины равна температуре адиабатического торможения газа. 

При Рг, отличных от единицы, вводя понятие к о эф ф и ц и ен та

восстановления г = i  v(0), получаем

Т « = Т Г 1 + г

Из расчетов следует, что г = >/Рг.
Для определения коэффициента трения с учетом форм>1Ь1

(6.87) имеем
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С,  = (6.89)
1 1  |p0vj 2 V p. V

Так как <p"(0)= 1,328, то

j I  xCT = 0 3 3 2 ^ ^ ,  (6.90)

C / . ^ .  C f . l g L .  (6.91)
VRex vr*o

Таким образом, для газов, у которых рц *  const, коэффициенты 
фения останутся такими же, как и для несжимаемой жидкости, 
если критерий Рейнольдса определить по параметрам набегающего 
потока. Результаты расчета коэффициентов трения газа о пластину 
пя других степенных законов зависимости вязкости от температу

ры —  = ( представлены на рис. 165.

^И, поскольку Ромо =  РстМст, получим

0 Z 4 6 8 Ю 
------

Рис. 165. Влияние сжимаемости и числа Рг на 
коэффициент трения в ламинарном пограничном 

слое
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тогда

или

Функция

Л* = Л 1 +  1 ( у -  i )A/02vJ

^  = r 0[ l + |v(O XY-l)A/o2}  

v(0) = 2 Рг J [9 " ( ; ) ]Prd c }[c p " (;* ) ]2" PrdC . (6.87)

Как следует из формулы (6.87), функция v(0 ) зависит от крите
рия Прандтля. Для газа критерий Прандтля изменяется от 0,6 до
1,0 (Р г =  0,6; 0,8; 1,0) соответственно v(0 ) равна:

v(0 ) =  3,08; 3,58; 4,00.

Из формулы (6.87) следует, что при Рг =  1,0

г2Г *  = 7 b [ l  +  L ^ < (6 .88)

т.е. в этом случае температура поверхности теплоизолированной 
пластины равна температуре адиабатического торможения газа. 

При Рг, отличных от единицы, вводя понятие к о эф ф и ц и ен та

восстановления г = 1  v(0), получаем

т„ = т0 1 + г

Из расчетов следует, что г = >/Рг.
Для определения коэффициента трения с учетом форму1Ы

(6.87) имеем
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д̂и, поскольку POHO =  Per Ист. получим

тст _  I Цр
(6.89)

Так как ср"(0)= 1,328, то

■  ' с  ■ 0 , 3 3 2 ^ в ^ ,

С , . 0,664 рг 1,328

/ - Vr^

(6.90)

(6.91)

Таким образом, для газов, у которых рц *  const, коэффициенты 
трения останутся такими же, как и для несжимаемой жидкости, 
если критерий Рейнольдса определить по параметрам набегающего 
потока. Результаты расчета коэффициентов трения газа о пластину 
аля других степенных законов зависимости вязкости от температу-

V Л
рыj l J L )

Но v7()J
представлены на рис. 165.

9  .г/РЖ'/.Уу *■ я L1.J
SN ___

1— 1— 1— 1—  
Р**0,75

\
\Г
5 п=0.Рг=1 11

-0,75

■Ма
10

Рис. 165. Влияние сжимаемости и числа Рг на 
коэффициент трения в ламинарном пограничном 

слое
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Результаты расчетов хорошо описываются приближенной фор_ 
мулой Янга

я-1

Cf  VReJ = 0,664 1 + 0,73^LI-L)VPxMl

Вводя коэффициент трения для несжимаемой жидкости при 
тех же значениях критерия Rex, имеем

'  Sj2
yc f 0j

л- 1

Re,
= [̂ 1 + 0 ,7 3 ^ Р г 1 у ^ Л # о 2]  2 ’ (6.92)

и для п -  0,75, Рг =  0,7, у =  1,4.

Г ,1-0,13
= 1 + 0,124А/02

г г  \ 

VC/0.Re.

(6.93)

Контрольные вопросы к §39

1. В каком случае уравнения ламинарного пограничного слоя для сжичлсчого 
газа совпадают с уравнениями для несжимаемой жидкости?

2. Чему равна температура поверхности теплоизолированной пластины при Рг —» 0 и
Рг —» ее?

§40. ПЕРЕХОД ОТ ЛАМИНАРНОГО РЕЖИМА ТЕЧЕНИЯ 
В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ К ТУРБУЛЕНТНОМУ

Из гидравлики известно, что при достижении определенны х 
значений критерия Рейнольдса ламинарное течение жидкости в 
трубе переходит в турбулентное. При Re < ReKp =  2000 течение в 
трубе остается ламинарным при любых возмущениях потока. Вм#' 
те с тем было замечено, что при уменьшении возмущений в лото# 
переход о т  ламинарного режима течения к турбулентному' мо*н° 
"затянуть" до значения критерия Рейнольдса, равного 5 • 104. АНа' 
логичные явления наблюдаются и в пограничном слое п р и  внеШ' 
нем обтекании тел (рис. 166). Если скорость на внешней грани111 
пограничного слоя в первом приближении сопоставить со сК°
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^сгъю  на оси трубы, а толщину пограничного слоя — с радиусом 
5дубы, то можно записать критическое значение критерия Рей- 
^льдеа для пограничного слоя ReKp =  voft/v, которое близко к 
д)»ггичсскому значению критерия Рейнольдса при течении жид
кости в трубе.

Рис. 166. Схема развития турбулентного 
пограничного слоя

Как показывают опыты, на пластине с острой передней кром
кой, обтекаемой потоком воздуха, переход от ламинарного течения 
к турбулентному происходит на расстоянии х  =  хкр, определяемом 
из равенства

С учетом уравнения (6.17) получаем Res =  3 • 103...5 • 103. что
Ч>

близко к соответствующим значениям для течения жидкости в 
тРубс. Обычно вместо Rcs, включающего недостаточно определен

ную величину 5. используют R e "  =  Vb5*7v0. С  учетом (6.22) R e "  =  

= 600..1300.

Существенное влияние на Re^, оказывает продольный гради-

Давления. В области ускоренного течения (конфузорного)

е̂кр имеет большие значения, чем в области замедленного тече-

***• Влияние продольного градиента давления на переход от ла- 
Иэрного течения к турбулентному можно оценить по кривой на
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Vn
рис. 167, где / к р = -^ - “ - Из графика следует, что ламинарные 

поток в конфузорной области более устойчив, чем в диффузорной.

Рис. 167. Влияние продольного градиента 
давления на критическое число Рейнольдса

Значительное влияние на переход ламинарного течения в тур
булентное оказывают степень турбулентности е набегающего потока 
и шероховатость поверхности (рис. 168). В качестве меры ш ерохова

тости удобно использовать параметр к / Ъ\ , где к — высота бугор

ка шероховатости; Ъ\ — толщина вытеснения в точке расположе

ния бугорка на поверхности. Как следует из графика, при м х ю *1 

относительной шероховатости Re^, существенно зависит о т  сте-
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турбулентности набегающего потока, однако с увеличением 
^роховатости это влияние уменьшается. Отсос газа через обте- 
Едеую поверхность приводит к существенным увеличениям кри- 
т11ческ и х  значений ReKp (охлаждение поверхности то же) и, кроме 
joio. к устойчивости ламинарного течения.

Рис. 168. Влияние степени турбулентности потока е и шерохова
тости поверхности на переход ламинарного течения в турбулентное

по данным:
* ~  Тани. Юти, Ямамото; 2 — Тани, Хама. Мицуси: 3 -  Файндат:

цифры у кривых £ „  юр У*х- 
vo

Следует отметить, что переход от ламинарного течения к пол
остью турбулентному осуществляется в переходной области, про- 
ценность которой может быть существенной и зависит от мно- 
^ф акторов. В настоящее время нет строгой теории течения 
^ о с т и  в переходной области.
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Контрольный вопрос к §40

Какие фаюоры способствуют переходу ламинарного пограничного слоя в турл 
лентный?

§41. ТУРБУЛЕНТНЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ

Уравнения движения, энергии и неразрывности для турбулент
ного пограничного слоя можно получить путем осреднения по 
времени исходных уравнений пограничного слоя.

Для течения несжимаемой жидкости, следуя Рейнольдсу, пред. 
ставим -значения скоростей и давлений в турбулентном потоке в 
виде

v x = v x +v ' x .  v y =  v y + v 'y , p  =  p  +  p \  (6.94)

где vx,vy и p средние по времени параметры, определяемые ра

венством
I

а = - Jad/.
о

Для осреднения необходимо брать такой интервал времени /, 
чтобы осредненное значение параметра не зависело от времени. В 
этом случае vx =  Vy =  р' =  0.

Воспользуемся следующими правилами осреднения:

а)  vx + v y = v x + v y , 6 ) v x = v x,

. =-----  _  _  . dvx д  /_  ч
В) v xVy = v x  v y , г )- ^ -  = — {ух).

Из уравнения движения и неразрывности для пограничного 
слоя имеем
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Подставляя вместо vx ,vy и р их значения в соответствии с 

/̂ 9 4 ) и проводя осреднение по времени левой и правой частей
нения, получаем

_  <3v, _  8vx
V y - ^  =

д£
. дх

дх 

= 0,

др д 
—  + —  
дх ду

dv

(6.95)

dvx t dvy 

дх ду

Как видно, полученная система уравнений турбулентного по
граничного слоя, записанная через осредненные параметры, отли
чается от обычных уравнений пофаничного слоя появлением в 

уравнении движения дополнительного члена рvxvy , имеющего

смысл дополнительного турбулентного касательного напряжения.
»  д ( — 1 — 2^
В уравнении движения опушен малый член —  ̂  -  vy J ,  отра

жающий влияние нормальных турбулентных напряжений.
Таким образом, в турбулентном течении помимо вязкостного 

>-асательного напряжения тл, определяемого формулой Ньютона

* \L-zr~, действует дополнительное касательное напряженне хт. 
Г  ^

^условленное турбулентным перемешиванием жидкости. В этом 
-чучае исходная система уравнений турбулентного пофаничного 
•Юя является незамкнутой, так как нет соотношения для ъ, и его 
вязи с осредненными параметрами потока.

По аналогии с ламинарным потоком представим турбулентное 
О тельн ое  напряжение в виде

тт = pvT dvx
ду

ут — турбулентная кинематическая вязкость.

(6.96)
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Тогда уравнения турбулентного пограничного слоя запишутся й 

виде

5 v , dvx др дх*
ev* - £ * ' ,vr - £ - ~ s ; *  эу •

^ . ^ -  0  (697,
дх ду У1)

(для простоты знак усреднения по времени опускаем).
Здесь

dvr
Те =  хл + ^т =  ( ц + (6.98)

В настоящее время не существует строгой теории турбулент
ности, поэтому все существующие методы расчета турбулентного 
пограничного слоя носят полуэмпирический характер и называют
ся полуэмпирическими теориями турбулентности. Сложность про
блемы заключается в том, что коэффициент турбулентной вяз
кости, в отличие от коэффициента молекулярной вязкости, зави
сит от геометрических и кинематических характеристик потока 
жидкости.

Записанные через полное касательное напряжение дифферен
циальные уравнения турбулентного пофаничного слоя ничем не 
отличаются от уравнений ламинарного пофаничного слоя. Поэто
му интефальное соотношение импульсов остается без и зм ен ен и й :

dRe**
-------- +

dx
(6.99)

Полуэмпирическими называются методы расчета, в которых 
используются исходные дифференциальные уравнения турбулент
ного пофаничного слоя (6.97) или интефальное соотношение им
пульсов (6.99) и одна из полуэмпирических формул для определе
ния турбулентного трения. Если решается исходная система диФ' 
ференциальных уравнений, то такие методы называются числен
ными, или дифференциальными.
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Эмпирическими называются методы, основанные на использо- 
„ии интегрального соотношения импульсов с привлечением эм- 

Цфических соотношений для С// 2 и Я. Эти соотношения удобно

представить в относительном виде и , где Су0 и #о — зна

чения коэффициентов трения и форм параметра Н  для 
.gjaitaapTHwx" условий обтекания плоской пластины потоком не- 
gjoiMaeMoft жидкости с постоянными свойствами. Соотношение

Е С- = и/ при одинаковых значениях Re’ * называется относн-

^/о '  Re"*

тельным законом трения.
Получим формулу для коэффициента трения Сf 0 в "стандарт

ных" условиях, т.е. при обтекании плоской непроницаемой плас
тины потоком несжимаемой жидкости с постоянными свойствами. 
Соотношение между v и vT в выражении для суммарного касатель
ного напряжения

* £ = * л +  *т =  P < v +  vT) ^ -  
Ш  ду

изменяется по толщине турбулентного пограничного слоя (рис. 169). 
На малых расстояниях от стенки (область / ) касательное напря
жение определяется только молекулярной вязкостью, т.е. ТЛ »  Tj. 
3га область называется вязким подслоем, и ее толщина составляет 
0,001—0,01 толщины всего турбулентного слоя. Во внешней облас- 
1* турбулентного пограничного слоя ( I I I ) основной вклад в каса
тельное напряжение вносит турбулентное касательное напряже- 

т.е. Ту >> тл. Толщ ина этой области составляет 0.8—0,9 тол- 
““ •ны пограничного слоя. Между вязким подслоем и областью с 
Развитой турбулентностью находится переходная область (//). где 
т» и ^  соизмеримы.

уравнения движения для области вязкого подслоя (при у 0) 
ч°Жно записать

,= , " + й ) , , + 0И ' (6. 100)
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Рис. 169. Профили скорости и каса
тельного напряжения в турбулентном 

пограничном слое

С  учетом формулы Ньютона получаем профиль скоростей в 
вязком подслое

/ \

1
Ф = Л +  j

d Р

где

1 И

vx . yv* [*ст
ф  = Н г ; л = — ; v  = J ---------

V* V \ p

• \3 dx
2

П ,

скорость трения.

При отсутствии продольного градиента давления ср =  г\ и ско
рость в вязком подслое изменяется по линейному закону.

В другом предельном случае — в сечении отрыва погран и ч н ого  
слоя (тст =  0) — из формулы следует

1 d Р  2-------- г
2ц dx

(6.101)
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г Д л я  области развитой турбулентности ( I I I  ) профиль скоростей 
у«э#но получить на основании метода размерностей. Полагая, что 
^иянием вязкости в области I I I  можно пренебречь, можно 
утверждать, что градиент скорости dvx / ду в каждой точке опре

деляется параметрами г,, р и расстоянием от стенки, тогда в соот- 
^тствии с л-теоремой метода размерностей должен быть один 
безразмерный критерий

Впервые эта формула была получена Прандтлем в 1925 г. на 
основании аналогии между молекулярным и турбулентным пере
мешиванием.

В турбулентном течении возникают жидкие объемы, сохра
няющие свою индивидуальность на некотором расстоянии /, назы
ваемом длиной пути смешения. Предположим, что такой объем 
жидкости, возникающий в слое (yi -  I) (см. рис. 41) и обладающий 
скоростью vx, перемешается на расстояние / в направлении, пер
пендикулярном к главному течению. Когда этот объем жидкости 
попадет в слой с координатой у\, то скорость в этом слое изме
нится на величину

т-в. на величину пульсационной составляющей продольной с к о 
рости.

Когда в слой у| попадет в объем жидкости из слоя у\ + /, пуль- 
ационная составляющая будет равна:

(6.102)

(6.103)
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Положительная пульсация скорости в слое у\ в соответстниц с 
уравнением неразрывности приведет к отрицательной пульсацИи 
поперечной составляющей скорости v'y . Можно предположить

что
v'y = -kv'x.

Тогда произведение v'x v'y будет отличным от нуля и отрицц. 

тельным

v'xv'y = -kv 'x 2 = • (6.104)

Включая коэффициент пропорциональности к в длину пути 
смешения, имеем

тт = pv'xv'y =  • (6.105)

Принимая простейшую гипотезу, что вблизи стенки длина пути 
смешения пропорциональна расстоянию от стенки

/ =  ху,

получаем формулу Прандтля для турбулентного касательного на
пряжения

тт = • (6.106)

Принимая Zj =  тст и интегрируя уравнение (6.106) по сечению 
пограничного слоя, получаем

■ Ф

Это соотношение можно записать в виде

In у + с .  ( 6 .107)
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На рис. 170 представлены результаты измерений скорости в турбу
лентном пограничном слое в универсальных координатах <р и г|. Как 
был° показано ранее, в области вязкого подслоя <р =  т|. Из рис. 170 
дедует. что толщина вязкого подслоя примерно равна 11,5. Пер- 
рая универсальная константа ае =  0,4; вторая константа получается 
после подстановки в уравнение (6.108) значений ср и г> на границе 
вязкого подслоя.

Рис. 170. Универсальный профиль скоростей в турбулентном погранич
ном слое:

I  “  Ф = л; 2 -  <р =  2,5 1п л  + 5,5

После такой подстановки имеем

ср =  2,5 In л +  5,5. (6.109)

^ И з  полученного логарифмического закона распределения ско- 
р°стей имеем формулы
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8* = 2 , 5 ^ ,  5 **  =  2 , 5 ^ 3 - - 6 , 2 5 C f  \ ( 6 . Ц 0)

Re**

2,5 - 1 2 . 5 ^

Последнее уравнение достаточно хорошо аппроксимируется 
относительно простой формулой Кармана

С -2
= (2,5 In Re**+ 3 * ) "  • (6  111)

Можно показать, что полученный логарифмический профиль 
скоростей является огибающей семейства степенных профилей 
вида

Ф =  Аг\п, (6.112)

где 0 < я < 1.
Во многих случаях использование степенной аппроксимации 

профиля скоростей существенно упрощает расчеты.

Для "стандартных" условий = oj имеем:

со =

1 + я ' 6 (1 + я)(1 + 2я) ' Н  = 1 + 2я,

..\т 2 я „ Ь**
т 1+п

т -  ------ , В = 2 А ■
1 + я 1 8 J

(6 .113»
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Из интегрального соотношения импульсов для стандартных 
повий

dRe** Cj_ 
dRe* 2

аем следующие формулы:

Re*
т

2 Г№х 1

:х 1 • Щ

т
1+т

2 Вт
1 + т

т
(6.114)

Для практической области Re** < 104 можно принять п =  1 / 7 .  
тогда получим

Cf  0,0128Ш 2 ’ кг ’
Re** = Re”-8; Н  = 1,286; (6.115)

= 0,125 ^  = 0,097.
о о

Формула (6.115) определяет закон трения для "стандартных" 
^Ловий обтекания плоской непроницаемой пластины потоком 

маемой жидкости.
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ния

Ранее были получены предельные относительные законы тре. 

 ̂ для области R e "  -> оо, учитывающие влияние раз.

Re”

личных факторов (продольный градиент давления, поперечный 
поток вещества, неизотермичность, сжимаемость и т.п.). Опыты 
показывают, что в большинстве практических случаев предельные 
относительные законы трения справедливы и для конечных чисел 
R e " ,  и в качестве первого приближения они могут быть использо
ваны в практических расчетах.

В табл. 6.4 приведены относительные законы трения для раз
личных условий.

Предельные относительные законы трения

Таблица 6.4

• Возмущающий фактор

Неизотермичность

Сжимаемость

Теплообмен и сжимаемость 
(аппроксимация Сполдинга)

Поперечный поток вещества

Относительный закон трения

arcsm ./ - I

О J

;ч.*-1 + г ^ М 2
Ч»*-1

4 ' - { j [ V /2+ 1]2 +°да^о } ;

- И ’ -

гае ь -. J сг 2 

Роуо С/0
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Возмущающий фактор Относительный закон трения

Поперечный поток вещества и теплооб
мен (аппроксимация Сполдинга)

где ■/сг 2

PqV'o С/

Вдув инородного паза, теплообмен 
(аппроксимация Сполдинга)

Продольный [ралиент давления

Совместное влияние продольного гради
ента давления и влува газа

*  -  [i|'*,!/2 * ( l + M ,/2f  +^(н»1 -  >)j~.

где 1̂ 1

Ар — —0,004;

Я«р -  2,36
v0 dx

гае / -/ / / ,ф .

Интегральное соотношение импульсов с учетом линеаризации
правой части для турбулентного пограничного слоя имеет такой
*е вид, как и для ламинарного (6.64). Для плоского пограничного 
Моя имеем

d R e ’ * R e **d v0 / \ (С г  . ^

+ d # ( + ^ = 4  2 + Уст)  (6116)

Для случая непроницаемой пластины и с учетом закона трения 
'"•115) интеграл уравнения (6.116) равен:
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R e "  -  v j '

1+m

где

Цст

Poyo i^ . n _ vo . у _ iL
~  % *0 ”  ’  w *

Ист v0l
D • ' _ P0V()6 . P_ _  ГУ-VI— . W
к е ст -  » к е 0ст -  „  * v °  _  w ’  £

%  = Ж = 1 + Я кр.

Локальные значения коэффициента трения определяются по 
формуле

В
Cf  = 'Г ,'*/

K f
(6.117)

причем

* / -
1 _ _ / _ |  и у  ж Recr 1 dv0

I  /кр J R c l  Vq dx  '

Для случая обтекания плоской непроницаемой пластины

dx
i * " ) '

Интефируя при фаничных условиях х  =  0, R e "  =  0, т.е. когда 
турбулентный пофаничный слой нарастает с передней кромки 
пластины, имеем

I

Re”  =
т +1

X
Я Re J Vdx

т+1
(6.118)
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Локальный коэффициент трения определяется из уравнения

1 __ 1_
C f  = R e x̂ +1, (6 .1 1 9 )

где

У  = = %  =

а коэффициенты В\ и т берутся из табл. 6.3. В частности, для В\ =  
= 0,0128 и т =  0,25 имеем

Re”  = (0,016)0'8 У 0'8 Re0;*  ; 

С г = О ^ б У 0,8 Re"0,2.1 х „

(6.120)

(6.121)

, Для осесимметричного пограничного слоя интегральное соот
ношение импульсов можно записать в виде (рис. 171)
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dR e
dx r0 dx

( 6122 )

Осуществляя линеаризацию правой части уравнения, имеем

dRe!00
dx

+ Reoo
1 + Н  кр dv0 1 dr0 

v0 dx r0 dx
Rei T A/T , + ^ - .  (6 123,

Интеграл уравнения (6.123) при Я кр =  const равен

оо ~ i+И
у 1+ " к  Р

г0

1 +  т
В Re,00

- f A j r - l d x

1
1+m

(6.124)

где

Moo Moo Vr'max

Злесь индекс 00 — параметры торможения на границе погра
ничного слоя.

Для течения газа в сопле скорость на внешней границе погра
ничного слоя можно определить из уравнения неразрывности для 
одномерного течения

т-i =
Г ,\°-5 

Г - 1

У+1. Ш '" ¥ -  *•
125)

где FKр — площадь критического сечения сопла; F  — текущая пло
щадь.

554



Следовательно,

ReSo =
1 1 + т

и и н 2

j
m+l

(6 .126)

где D  =
кр

Локальные коэффициенты трения находятся по формуле

C f = ТТ/
В Ист

ч т

(6.127)

Аналогичным образом рассчитывается развитие турбулентного 
пофаничного слоя на проницаемой поверхности.

Интефальное соотношение импульсов для плоского турбулент
ного пофаничного слоя на проницаемой поверхности можно за
писать в виде

dRe!

dx
—  + (l  + Я )  RJ °° d̂ _° = R e7 ^ - ( T  + b), (6.128)

где

H = * L f ReL = W < £ .
H-00 6 Цоо

Для постоянного значения параметра проницаемости Ь при по
стоянной температуре стенки из уравнения (6.128) получаем

1

RCct = vo*
1 +  т

f lR e 0cT(T  + ft)j?d+(,+m,*dx

1+ m

(6.129)
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где

Re,ст = P°Vo5,< , Re0 = PM>lL, vo = ^ ,  * = | + H
Ист Met Voi

Для осесимметричного пограничного слоя имеем

- ^ ^ ^ R e o  Z T (1+m)(4 ' + />)f?J (l m> Dm+'dx•у CT J

1
l+m

(6 .130)

Локальные коэффициенты трения определяются по формуле

В

где

С  г  = У

У, =

/= К Г ’

v  =  П ;

\ 2

J 5  + 1
w I 7Ь ,

; П  =

(6.131)

i w  = I  l l s . '
3 + 3 Гп

Контрольный вопрос к $41

Как влияет охлаждение стенки на коэффициент турбулентного трения?
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§42. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОФИЛЬНОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ 
РЕШЕТКИ ПРОФИЛЕЙ

Полное сопротивление крыла конечного размаха, т.е. его лобо 
вое сопротивление, состоит из индуктивного и профильного со 

противлений. Индуктивное сопротивление является проекцией 
подъемной силы на направление набегающего на крыло потока. 
Как известно, в потенциальном потоке жидкости сопротивление 
отсутствует (парадокс Даламбера), на профиль действуют только 
силы давления, равнодействующая которых, согласно теореме Ж у
ковского, равна подъемной силе профиля R =  Ry.

Влияние вязкости приводит к прилипанию потока к поверх
ности профиля и возникновению на ней силы трения. Кроме того, 
ввиду обратного влияния пограничного слоя на основной поток 
происходит перераспределение давления по поверхности профиля. 
В результате изменяется величина подъемной силы и возникает 
сила профильного сопротивления, состоящая из силы сопротивле

ния от перераспределения (Я Ля) и силы трения ):

Rx =  Rr + Rxf (6.132)

I Отношение подъемной силы профиля к его сопротивлению на- 
аывается качеством профиля К  =  Ry/ Rx. Обратная величина назы
вается обратным качеством профиля:

1 Rx
ц = *  = т£

Безразмерные коэффициенты

Су — Ry / Ро^о , С х -  Rx /
'  2 '  

Ро̂ О (6.133)

взываются коэффициентом подъемной силы и коэффициентом 
Профильного сопротивления соответственно.
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Коэффициент профильного сопротивления можно предстцццТь 
в виде суммы коэффициента сопротивления давления СХя и ко

эффициента сопротивления трения CXf :

Рассмотрим обтекание профиля крыла безграничным потоком 
[кости со скоростью Vo на бесконечности и плотностью 

(рис. 173).
РО

Сх =
Ли х /

РО̂ О Ро^о
= Сх + С

На рис. 172 показаны для сравнения кривые зависимости ко
эффициентов сопротивления трения и давления для симметрич

ных профилей Жуковского от их относительной толщины С . На 
рисунке отчетливо видно увеличение роли сопротивления давле
ния с увеличением относительной толщины профиля. Расчет со
противления давления связан с большими трудностями, поэтому 
его обычно определяют как разность между профильным сопро
тивлением и сопротивлением трения.

ОопротиОлРнив трения

Рис. 172. Соотношение между сопротивлением 
трения и сопротивлением давления для симмет

ричного профиля Жуковского
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Для определения силы сопротивления профиля запишем урав
нение количества движения для трубки тока, включающей сечсння 
<71 и 0 2 :

*х = Ро^о J у -  ро J v 2dу = ро J vx(v0 -  vx)dy = Pov X * ,  (6.134)

°2 <*2 О 2

где 6«* — толщина потери импульса в сечении аг следа, удален

ном на бесконечность от профиля крыла.
Тогда

С  -  - , » Г  ; « < £  , ,
I  * ( l/ 2 )p o * j4  ь ■ Rct - (6 л3 5 )

Следовательно, для определения профильного сопротивления 
необходимо знать толщину потери импульса в следе за телом. Это

можно сделать, установив приближенную связь 6 "  с толщиной

потери импульса на задней кромке профиля крыла. Интегральное 
соотношение импульсов для х > дс* (где тст =  0 на поверхности 
^Убки тока) запишется в виде

d Re** [  \ Re** dv0
К  H * ) — d # - ° -  (6 ,3 6 >
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Рис. 173. Схема обтекания профиля крыла



Принимая Я  =  Нср=  Нк +2 Н— , после интегрирования в пре

делах от хК до х  =  оо, имеем

Rc!

Re!

^Oj

^01

,2+Я,ср

или

£
б! - ( * Г -

(6.137)

Принимая Яср*  1,4, получаем

(6.138)

Толщ ина потери импульса на кромке профиля определяется из 
расчета пограничного слоя по рассмотренным выше методам.

Интегрируя уравнение импульсов от х  =  0 до х  =  хК с учетом 
того, что до Re*’  =  Renep развивается ламинарный пограничным 
слой, имеем

R e* - К
R e i Ок

(1 + т)В Rec f  ,М 1 + и ) « ■ -
I V0 dx +

'пер

Re УОпер
m+1' m+1

(6.139)

В результате получаем следующую формулу для определения 
коэффициента профильного сопротивления:
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с х = 2(у70к)2+//сР" '
(1 + т>В Явост

2 R e?+‘ h
пер

l+(l+m) * —
dx +

i

Re vq
m+Г

ч Re/. , пер

Расчеты следует провести по формуле (6.140) как для верхней, 
так и для нижней поверхностей, а результаты сложить. Изложен
ный метод расчета профильного сопротивления крыла нетрудно 
распространить и для решеток профилей. Рассмотрим обтекание 
плоской решетки профилей (рис. 174).

Рис. 174. Схема обтекания плоской решетки профилей

Используя теорему количества движения, получаем формулу 
Для главного вектора сил, приложенных к профилю решетки:

Л  = ( А *  -  A . ) /  +p(/V|„X^i« -  (6.141)

I Обозначив

Р' = ( Л *  + i pvi2o) ‘  + } pv*>) •
**-3075 561



получим

7Г 1

или

я  = ТР^ОО -  Vl2. ) '  + p (^ , «X V' l «  -  V2 « ) + Р'1 .

R =p(VmVrf)/-p(/vM)v </ +P't . (6.I42,

Первое слагаемое представляет силу Жуковского, второе — си. 
лу  сопротивления профиля в решетке

R  = R j  +  R '

причем

R ' = p't.

В отличие от обтекания единичного профиля в решетке погра
ничные слои, сходящие с отдельных профилей, на некотором рас
стоянии вниз по потоку смыкаются. Если предположить, что в 
этом сечении неоднородность поля скоростей мала, можно пока
зать

р' = p v  L  — ^ —  * (6 |43>2"  /cosp2a0

где § 2* — толщина потери импульсов в рассматриваемом сечении; 

Рг® ~  угол между вектором скорости v2*, и перпендикуляром к оси 
решетки.

Переходя от 52* к 5 "  путем расчета, использованного выше 

для случая обтекания одиночного профиля, получаем

\3-2 с..

Р' = PV2„

Р' = Pv2*

Ы )  § Г  . (6 ,44)
W 2«J  /COSp2«

,6.145)
W 2oeJ  COSp2«
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Учитывая очевидную связь между скоростью v 2a0 и средней 

-скторной скоростью vm

V2«COS P2ao = ^mCOS Pm,

jpieeM

В  /»'=PVm (— 1 ( — )  8|t • (6.146)
Ю  U 2C0^ /COSpw

За величину сопротивления можно принять проекцию силы R  
на напра&ление средней векторной скорости

D  = R 'cos pm = pv*
(и  ^ 3 2̂ /' \ 0,2

( — 1 f-^ -1  I 
К J W 2.J

к > (6.147)

и тогда соответствующий коэффициент сопротивления

3.2/ \0,2 . . .

\V2aBJ
(6.148)

Формула (6.148) практически совпадает с формулой (6.145) для

( у  ^
одиночного профиля, так как множитель —— мало отличает-

VV2./
ся от единицы.

Расчеты по формуле (6.148) дают удовлетворительное совпаде
т е  с экспериментальными данными для турбинных решеток в 
°тличие от данных для компрессорных решеток, когда возникает 
°трыв пофаничного слоя от поверхности лопатки.

Контрольный вопрос к §42

Что такое качество профиля?

Л*
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$43. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ СКАЧКА УПЛОТНЕНИЯ 
С ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ

Когда скорость потока газа становится сверхзвуковой, в потоке 
могут возникать скачки уплотнения, взаимодействующие с погра. 
ничным слоем. В области взаимодействия скачка уплотнения с 
пограничным слоем скорость и температура существенно изменя
ются как вдоль, так и поперек потока, что может привести к от
рыву пограничного слоя. Как и в случае дозвукового потока, от
рыв обусловлен возрастанием давления в направлении течения.

Рис. 175. Схема взаимодействия падающего скачка уплотнения 
с ламинарным пограничным слоем:

1 -  падающий скачок; 2 -  волны разрежения; 3, 8 -  волны сжатия; 4 -  
"горло"; 5 ~ присоединение; 6 -  разделяющая линия тока; 7 -  отрыв

На рис. 175 показана схема взаимодействия падающего скачка 
уплотнения с ламинарным пограничным слоем. В скачке у п л о т н е 
ния происходит скачкообразное изменение давления. Рост давле
ния передается навстречу потоку по дозвуковой части п о г р а н и ч н о 
го слоя. Линии тока, отклоняющиеся от стенки, п о р о ж д а ю т  в
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-д е р х зв у к о в о й  части пограничного слоя семейство волн сжатия, 
которые, распространяясь во внешний поток, оказывают влияние 
-g форму и интенсивность скачка уплотнения вблизи области вза
им одействии . Если скачок слабый, то течение газа в пограничном 
слое будет осуществляться с положительным продольным градиентом 
.рдения, но без отрыва пограничного слоя. Начиная с определенной 
иНт е н с и в н о с ти  скачка уплотнения, продольный градиент давления 
приводит к отрыву пограничного слоя с образованием области воз- 
gpaTHbix течений. В зависимости от параметров течения поток газа 
после отрыва может снова присоединиться к стенке.

1 о------------------------

j

[Отрыв
У/с

*7/777777. •777777/7'
2

/ Л
3

47////77У,
4

Рис. 176. Распределение давления в зоне отрыва при раз
личных условиях взаимодействия; А/о =  2, Re* =  2 I05 (х -  

расстояние от передней кромки):
1 -  падающий скачок; 2 -  обтекание тупого угла; 3 -  обтекание вог

нутой стенки; 4 -  течение перед уступом

Сразу за скачком уплотнения возникают волны разрежения, 
при обтекании тупого угла. В месте присоединения поток на

правлен к стенке под некоторым углом и изменяет направление 
п®раллсльно стенке через новый скачок уплотнения, который мо-

565



жет вызывать новый отрыв пофаничного слоя. Характер распре
деления давления в области взаимодействия с пофаничным слоем 
существенно зависит от режима течения газа в пофаничном слое 
(ламинарное или турбулентное).

В случае взаимодействия падающего скачка уплотнения с ла
минарным пограничным слоем при приближении к точке отрынц 
давление на поверхности пластины увеличивается, достигая некоторо
го постоянного значения р\ в области отрыва, и затем снова повы
шается до давления за падающим и отраженным скачками. В этой 
области находится место обратного присоединения потока к стенке. 
Обычно вводятся два безразмерных параметра />отр / ро и р\ / />о, по
следний параметр называется критическим отношением давлений.

Интересно отметить, что параметры потока вблизи точки от
рыва оказываются одинаковыми для различных условий, обуслов
ливающих возникновение скачка уплотнения (рис. 176). Эти пара
метры Ротр/ Ро и Р\ / Ро зависят только от чисел Маха и Рейнольдса 
и могут быть подсчитаны по приближенным формулам

-  = 1 + 0,57-------- X M L— — ; (6 .|49)
Ро [ (M > - l )R e x ] 1/4

—  = 1 + 0,94-------- ^ (6.150)

[ И - ljR e * ]

где Re-  =
v

На рис. 177 показана схема взаимодействия скачка уплотнения 
с турбулентным пофаничным слоем при обтекании внутреннего 
тупого угла. В этом случае наблюдается непрерывное увеличение 
давления от ро в набегающем невозмущенном потоке до p i — дав
ления за скачком уплотнения. Характерным является нхчичис точ
ки перегиба, где давление р\ равно давлению после первого косого 
скачка уплотнения. Следует отметить, что рахпичие между крити
ческим отношением давлений р\ / ро и отношением давлений в 
точке отрыва ртр / ро для турбулентного пофаничного слоя полу
чается меньше, чем для ламинарного.
566



Д ля  определения относитель
ны* давлений рх / ро и рОТр / Ро 
иож но рекомендовать следую
щие формулы:

Р\ _
Л>

= 1 + 0,2
(м 2 - 1)

1/4

iSS- = 1 + 0,15- yM q

Ро (Mg -  l)
1/4

(6.151)

(6.152)

Рис. 177. Схема взаимодействия 
скачка уплотнения с турбулентным 

пограничным слоем

Из сопоставления формул 
(6.152) и (6.149) следует, что от
рыв турбулентного пофаничного 
слоя вызывается более интен
сивными скачками уплотнения, 
чем ламинарного, и при р\ / ро <
< 1,3 турбулентный пофанич- 
ный слой совсем не отрывается от поверхности обтекаемого тела.
I  Следует отметить, что при отрыве пофаничного слоя и образо

вании вихревой зоны в области взаимодействия скачка уплотнения 
с пофаничным слоем давление непостоянно по сечению пофа
ничного слоя, т.е. не удовлетворяется основное допущение теории 
пофаничного слоя.

Контрольный вопрос к §43

Если скачок уплотнения приводит к отрыву ламинарного пофаничного слоя, то 
произойдет ли отрыв, если пограничный слой будет турбулентным?

544. ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ НА ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

В предыдущих парафафах мы рассматривали методы расчета 
Носких пограничных слоев, когда составляющие скорости зависят 
^лько от двух координат х н у .  Рассмотрим развитие пофанично- 
1,0 слоя на поверхности тела вращения (см. рис. 171).

567



1

Координату х, как и при плоском слое, будем отсчитывать 
вдоль обтекаемого контура, а координату у — по нормали к конту
ру. Тогда, учитывая малую толщину пофаничного слоя, координа
ту г =  /ъ(дс) + у cos а  можно заменить радиусом поперечной кри
визны го. В этом случае уравнение движения останется таким *с 
как для плоского пофаничного слоя, и изменится только уравне
ние неразрывности.

Дифференциальные уравнения пофаничного слоя запишутся в 
виде

dv- dvx dvx 1 dp d2vx — — — — + v „ — — = — — + v -----

(6.153)

dt X дх y dy '  pd x dy2 '

4 V o )  + 4 V o }  = o
dx dy

при фаничных условиях

vx =  vy =  0 (или vCT) при у =  0;

vx =  v0 при у = o o .  (6.154)

Интефируя уравнение движения по сечению пофаничного 
слоя о т у = 0 д о у = о о и  используя уравнение неразрывности, по
лучаем интсфальное соотношение импульсов для осесимметрич
ного пофаничного слоя

dRe**
dx 161551

По аналогии с выводом уравнения (6.64) для плоского погра
ничного слоя, осуществляя линеаризацию правой и левой частей 
уравнения (6.155), получаем
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В отличие от плоского случая в уравнении импульсов появ

и тся  дополнительный член —  зависящий от формы обте- 
дя аь dx

LeMoro тела. При гъ -> »  уравнение (6.156) преобразуется в урав
нение (6.44) для плоского пограничного слоя.
■ Считая, что законы трения не зависят от поперечной кривиз- 

ны, после интегрирования уравнения (6.156) имеем

1
т +1

. (6.157)Re** =
1 1 + т

-1+Я
Я Re

KpRr

л 

°i j (у  + b)Rxx*mdx

Все последующие расчеты осесимметричного пограничного 
слоя ведутся по изложенным выше методам расчета плоского по
граничного слоя. В общем случае, особенно при расчете погра
ничных слоев на тонких телах вращения, когда 8 / го -  1, необхо
димо учитывать влияние поперечной кривизны.

Контрольный вопрос к §44

Чем отличается уравнение импульсов для пофаничного слоя на осесиммефич- 
ной поверхности от аналогичного уравнения для плоского течения?

§45. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ТУРБУЛЕНТНЫХ СТРУЙ

Выше мы рассматривали развитие турбулентных пограничных 
слоев вдоль поверхности обтекаемого тела. На практике приходит
ся иметь дело с турбулентными пограничными слоями, образую
щимися в результате смешения струй, которые не ограничены 
твердыми стенками. Пограничный слой в этом случае называется 
^Уйным турбулентным пограничным слоем. Такие турбулентные 
сЮи возникают между двумя потоками жидкости, движущимися в 
°ДНом направлении, но с разными скоростями (спутный поток), а 
также при истечении жидкости из отверстия в объем неподвижной 
Жидкости, в следе за плохо обтекаемым телом и т.п. На рис. 178 
"^Казана схема истечения жидкости со скоростью у0 в среду, дви- 
*УЩуюся с постоянной скоростью VH.
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Часть струи, в которой сохраняется потенциальное, невозму* 
щсннос ядро течения, называется начальным участком. Поскольку 
давление в струе, как показывают эксперименты, сохраняется по
стоянным, то и скорость в потенциальном ядре течения сохра
няется постоянной. При дальнейшем смешении толшина погра
ничного слоя продолжает увеличиваться с одновременным умень
шением осевой скорости по продольной координате. Этот участок 
струи называется основным. Между начальным и основным 
участками находится переходный участок. Когда скорость спутного 
потока равна нулю, такая струя называется затопленной. В этом 
случае составляющая скорости на внешней границе пограничного 
слоя равна нулю, а на внутренней — скорости истечения струи 
(для начального участка). В основном участке пограничный слой 
заполняет все сечение струи с максимальной скоростью на оси 
струи.

На рис. 179 показаны результаты измерения распределения 
продольных скоростей в турбулентной струе на различных рас
стояниях от выходного отверстия.
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а 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 у,м

Рис. 179. Распределение продольных скоростей 
в затопленной струе

На этом рнсункс видно, что по мере удаления от начала струи она 
становится шире, а скорость на оси трубки меньше. Если профили 
скоростей построить в безразмерных координатах (рис. 180), то они 
станут универсальными, не зависящими от длины струи. На этом

у
рисунке по оси ординат наносится безразмерная скорость — , где

v'm — максимальная скорость на оси струи, и по оси абсцисс — 

безразмерное расстояние от оси струи у/ус, где ус расстояние, на 
котором скорость равна половине осевой (в качестве линейного 
масштаба можно взять и ширину струи Ь). Из графика следует, что 
пРофили скоростей подобны друг другу на различных расстояниях 
01 среза сопла.

Аналогичные результаты получаются и для плоской затоплен
ий струи, и для плоской струи, истекающей в спутный поток 
РИс. 181). На этом рисунке профили скоростей обработаны в без- 
Р^мерных координатах
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AV

Av0
(6.158)

где Av =  v -  vH; Д v0 =  v0 -  vH.
Значения Дyc ~  У ~  Ло,5; ЛУъ =  Л .9 ~  Уо,1 — 3X0 расстояние между 

точками, в которых избыточные значения скорости равны соот
ветственно AVj =  0,9ЛVo и ДV2 = 0,1 Avq.

AV
Щ п Г К <

0,75------ 

0 ,5 --------  

0,25-----

S>

- X

О 0,5 1,0 1,5 2,0 JL
Ус

Рис. 180. Безразмерный профиль скоро
стей в струе (светлые кружки -  опытные 

данные Фореталя и Шапиро)

Распределение скоростей по основному участку струи хорошо 
описывается формулой Шлихтинга

^ ^ -  = / ( n ) - ( l - V /2) 2. (61591
vm у н 7

где г\ =  у / b — относительное расстояние до оси струи; Ь — ши
рина струи.

Для начального участка струи имеем
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Рис. 181. Безразмерный профиль скорости в плоской спутной струе:
1 -  по опытам Б.А.Жесткова и др.; т -  0; 2 -  то же, т = 0.23; 3 -  то 

же, т -  0,43; 4 — то же, т =  0,64; 5 — по опытам Альбертсона и др.

где

Л н = У ^ = У^У1_ 
Ь У1-У2

(6 . 161)

Для определения границ турбулентной струи принимаем, что 
■орость нарастания толщины струи пропорциональна пульсаци- 
онной составляющей поперечной скорости

d Ъ
—----- Vv .
d t у

I  Из полуэмпирической теории турбулентности Прандтля следует

Vy -  / & .
dу

Из подобия скоростей в различных сечениях струи получаем

dv* 
dy

- v i
b
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Следовательно,

отсюда

/ / Ь =  const. 

v'y -  (*1 -  ^2):

db db dr db 
Vy dt dx dr d x V

db 1^1 IV] -  v^l 
dx v M

В качестве характерной скорости удобно взять

v *  0,5 (|v,| + |V2I)-

Тогда
db _  |у, - у 2\ 
dx k j+ | v 2r

Для двух беспредельных струй (см. рис. 178) 

db
—  = const и b =  const • X, 
dx

где

const =  ~ ^ . 
Wl\+\v2\

Для затопленной струи (^2  = 0)

63 =  Сх.

Тогда в общем случае

Ь k i ~ v 2|
Ь  " I v j  + lv jl '
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Для основного участка круглой струи в спутном потоке имеем

где vm — скорость на оси струи.

L Так как скорость на оси струи уменьшается по длине струи, то 
йЬ / dbc =  var и граница струи в отличие от начального участка 
должна быть криволинейной.
[ Закон изменения скорости на оси струи vm можно получить из 

уравнения сохранения количества движения. Поскольку статиче
ское давление в струе, как показывают эксперименты, практиче
ски неизменно и для затопленной струи равно давлению окру
жающей среды, то закон сохранения количества движения за
топленной струи можно записать в виде

(6.168)

т F

(6.169)
О о

Для струи круглого сечения

(6.170)

Так как
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Значит,

vmR = const

и в соответствии с уравнением (6.170)

Таким образом, скорость на оси круглой затопленной турбу
лентной струи изменяется обратно пропорционально длине струи.

Для плоской затопленной струи уравнение постоянства коли
чества движения запишется в виде

Контрольный вопрос к §45

Чем отличаются структуры течения в плоских и осесимметричных турбулентных 
струях?

(6.172)

Следовательно,

vm = const / yfx. (6.173)
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Г л а в а  7. НЕКОТОРЫ Е СПЕЦИАЛЬНЫ Е ВОПРОСЫ 
ПРИКЛАДНОЙ МЕХАНИКИ Ж ИДКОСТИ И ГАЗА

$46. НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ТЕЧЕНИЯ

Нестационарные газодинамические процессы представляют 
собой наиболее сложные и комплексные физические яатения, 
результаты которых — неустановившиеся течения. Параметры 
этих течений изменяются в пространстве и во времени и описы
ваются нелинейными дифференциальными уравнениями с запи
сью в дифференциальной форме краевых условий, 
j. Задачи корректного описания неустановившихся (нестацио

нарных, колеблющихся) потоков имеют практическое значение 
для расчета течений в двигателях и энергетических установках 
различных типов и различного назначения. Например, неустойчи
вость процессов горения в камерах сгорания, в ракетных, газотур
бинных двигателях, плазменных установках. МГД-генераторах 
сопровождается колебаниями давления, температуры и скорости 
потока продуктов сгорания. Результатом неустойчивых режимов 
работы двигателя могут служить изменения потерь давления и 
коэффициентов теплоотдачи в проточной части, что приводит к 
повышению температуры стенок выше предельных значений и к 
их разрушению. Наряду с указанным неустойчивые (колебатель
ные) процессы в топливных баках, трубопроводах подачи топлива 
'•огут приводить к существенному нарушению режима его хране
ния и подачи.
Р Теория нестационарных течений в настоящее время не дает 

Очного решения системы нестационарных уравнений Навьс — 
Стокса и в основном базируется на упрошенных моделях. Наибо- 
1ее обобщенной математической моделью нестационарного трех-
п '3075 577



мерного движения вязкой сжимаемой среды являются уравнения 
приведенные в гл. 2 .

При описании нестационарного течения в трубах, кольцевых и 
конических каналах целесообразно перейти к записи уравнении ь 
цилиндрических координатах х, у, 0 , (см. гл. 6.)

Из уравнений Эйлера, неразрывности и энергии в пренебрс. 
жении массовыми силами получена следующая система уравне
ний, характеризующая одномерное течение идеальной жидкости и 
называемая квазилинейной:

dv dv
—  + v —  
dt dx

1 dP
p dx

dp dp dv n
—  +  V —  + P —  = 0, 
dt dx dx
dS dS .
—  + v —  = 0. 
dt dx

(7.1)

Преобразуем систему к характеристической форме так. чтобы 
производные р, v  и s были только по х  и /. Из уравнения состоя
ния Р  =  / (р , s) следует

сLP 
dt

'dp ) d p f c ^  dy 
^dp)s dt \ d s )„d t '

Поскольку скорость звука a2 = —  , после преобразования
\dpJs

уравнения состояния с учетом s =  f ( x ,  /, v) имеем

Ф  _ v dp (др
dt dx v dp. Л  dt dx)

i | t )  ,7.2)
\ds)n\dt dx) { dt dx)

Система уравнений (7.1) с учетом (7.2) переписывается в мат
ричной форме
578

или
dt dx

dp dp i  dv
—  + v —  + a p —  = 0, 
dt dx dx
dv I dp dv
—  + + v —  = 0, 
dt p dx dx
dS ds n
—  + v —  = 0, 
dt dx

b — векторгде V — вектор неизвестных параметров V  =

правых частей системы уравнений, матрица

v а2р 0 
В = 1 / р  v  0  . 

0  0  v

В общем случае b *  Найдем соб-

лвенные значения матрицы В путем решения уравнения

det(В  -  \D =  0,

где I  — единичная матрица.
В нашем случае

у  -  £ а 2р о 

1 / р  v - §  о
0 0 v - l

(7.3)

Vi,

3 r
ородность §,, §2, §3.

что показывает вещественность и
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После деления уравнения неразрывности на ра и преобраювц 
ния уравнения движения имеем

1 ( др др\ dv _
—  —  + v —  \ + о —— = О, 
ра \dt дх ) дх

1 др dv dv Л 
а —  -^  + —  + V—  = 0. 

р а dx dt dx

(7.4,

Преобразуя систему путем сложения и вычитания составляю
щих уравнений, получаем

1

Ра
1

Ра

др , х др —  + lv + а)—  
dt v '  дх_

?P + ( v - a )? P
dt y 'd x

dv , ч dv
—  + (v  + a) —  
dt V 1 dx
dv /
—  + Iv  -  a) —
dt ’ dx

= 0, 

= 0.
(7.5)

где выражения в квадратных скобках — это выражения в полных 
производных вдоль линий плоскости х — t, представляемых н виде

dx dx cbc
—  = v + а; —  = v -  а\ —  = v 
dt dt dt

(7.6)

и называемых характеристиками.
В приведенной записи уравнения (7.6) — одномерные в харак

теристической форме, причем вдоль характеристик уравнения 
определяют дифференциальные соотношения

—  = v + а; —  dp +  dv = 0, 
d t ра
dx 1
—  = v -  а: — d p - d v  = О, 
dt Pa

^  = v; ds = 0,
dt

(7.6. a)

dx „ __,
где —  = v является траекторией и определяет в плоскости х 1 

а/

положение характеристик —  = v ± a ,  s = const (процесс изоэН'
dt
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ТР0ПИЙНЫЙ). Характер расположения характеристик для различ 
Hbix направлений движения жидкости представлен на рис. 182.

Рис. 182. Характеристики для различных направлений движе
ния нестационарных потоков

При изоэнтропийном течении жидкости —  = — . где у = — .
Р т Рн c v

Эго позволяет после преобразований (7.6) получить

V Л р )  = ^ Г [ { а ~ аи ) и Щ р ) = ^ - 2 — а \

н сделать вывод о соотношениях на первых двух характеристиках 
при условии s — const

2
г+ = ------а  +  v = const,

У - 1

2
г_ = ----- -а  -  v = const,

У -  1

^орые называют инвариантами Римана.

Обозначив характеристики через С+ и С_, получим =

' v + e; = v -  а. Инварианты Римана позволяют опреде-
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лить скорости звука и течения в точках пересечения характери
стик

(<■*+/■_); v = - ( г ,  -  г .).

Инварианты Римана используются в ряде прикладных задан 
газовой динамики. Эти соотношения можно продемонстрировать 
на одномерных нестационарных течениях идеального рабочего 
тела в ударной трубе, так как решение приведенных ранее урав
нений представляет собой сложную задачу. Расширим класс од
номерного течения, полагая, что движущая среда электропро- 
водна (а =  оо) и приложено поперечное магнитное поле £ (0,0, В 

Уравнение движения преобразуется к виду

av dv ф ’ + в : / <2ц">] „ 
>—  + p v —  + —--------------------- = О,р—  + p v—  + —------- Г----------- = О, (1.7)

dt дх дх

где B J (2ц) — магнитное давление.
Уравнение неразрывности записывается с учетом заданных 

условий в форме
др др dv „
—  + V —  +  р —  = 0,
dt дх дх

и после преобразований с учетом умножения на выражение для 
скорости распространения поверхности слабого разрыва по час
тицам при изоэнтропийном течении

d[/> + В2 /(2ци )] 2

др
имеет вид

ф - * / ( * „ ) ]  г\р + в ' , ( 2  „ „ ) ]
--------------------------- +  V ---------------------------- +  р а * —  = 0. (7.0»

dt dx dx

После преобразований уравнений (7.8) получаем
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9 -  a  Ч ^ Н — ^ ------- 1+ < Ч * + (' ' + * ) *  * \ , .17 K I
a f /^ /M  , a[p+-sI/(21.„)] |-л vl

I Если ввести на плоскости х, / два направления

dx = (v  + a) dt,

dx =  ( v -  a) dt

ц учесть, что уравнения (7.8 а) содержат производные только по 
одному направлению, то эти уравнения преобразуются к характе
ристическим:

а[/> + г 2 / (2ц„>] * [ , ♦ * ’ / ( 2ц .) ]  f a V j _ *

1  ------ » -------- d , t --------£ -------- ld x  + 4 f c  а?

I Запись этих уравнений можно упростить: 

d[/> + В1 / (2цт )| = ±pedv.

За характеристические уравнения, как и ранее, принимается

dx
—  = v ± а. 
dt

< Характеристическое уравнение с учетом уравнения изоэнтро- 
пы приобретает форму

dv ± — dp = О,
P

= 0.

р
и После интегрирования получаем v ± [  — dp =  2r± , где г± —

о р
иНварианты Римана.
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Величины г* постоянны на двух характеристиках С+ и 

определяемых выражениями для характеристических напраилс- 
ний. С помощью соотношения

а 2 =  р  +  с2 =  £  +  * 2  ь п - 2  =  />2(1 +  а ) ,

где а = к2 Ь” ~ 2, преобразуем так:

j £ dp =  ^ _ j | 7 7 v > .
о о

я + 2 Ср 
где у = ——  = — .

2 Су

Обозначим х  =  у/b, и тогда инварианты Римана представляют
ся в форме

v Ь . /1Л

г± =

где

При а =  0, что соответствует отсутствию магнитного поля, ин
варианты Римана преобразуются в традиционную форму

v b
r ± = iz ±

2 у - Г

Зависимость интеграла /„(а) от >/а при у = — (я = 5) и у = -
7 '  ’ ’

(я = 3) представлена на рис. 183.

Для течения сжимаемой невязкой электропроводной жидкости 
(о  =  оо) в поперечном магнитном поле В(О, О, Bz) уравнение дви
жения записывается в форме

dv dv С 2 дВ 2 .дЬ  1 l2 ds л
—  + v —  + — zr—  + ------- b ----------- --------г  Ь —  = 0,
dt dx В dx у  - 1 dx у (у  -  1) dx

где 5 — энтропия.
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Уравнения неразрывности, энергии и вморожен ности магнит
ного поля имеют соответственно вид

db db ж - 1 ,d v  .
—  + v —  + —— b—  = 0;
dt дх 2 дх

ds ds п дВ c B a dv
—  + v —  = 0, —  + v —  + В —  = 0. 
dt dx dt dx dx

Характеристиками приведенной системы являются

dx dx dx
—  = v; —  = v + a: —  = v -  a. 
dt dt dt

Полагая течение изоэнтропийным, получаем каноническую 
форму записи приведенной системы уравнений:

dx . \ dt „
------- (V  +  а ) —  = 0.
ар v 1 ар
dx , у. dt Л
------(V -  а) —  = 0,
да У 'd a
дх dt „
----- v —  = 0,

I I  2 2\ 1 дВ av 2 .db  „ Л +а — ------а --------------b—  = 0,'  / в ар ар у - i  с>р

' ’ В da da у - 1  dx
1 дВ db
в д% ( у - 1)6 as

= о

(7.9)

где а, р, 5 — характеристические параметры.
Система решается методом конечных разностей. Из послсднс-

g
го уравнения системы следует постоянство ---- -—  = А вдоль тра-

Ь— ~
У ~ •

ектории частицы, и для невозмушенного состояния величина А 
Постоянна во всем потоке и в потоке, образуемом простои вол
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ной. Таким образом, в невозмушенном состоянии и в простои 
волне уравнение системы записывается в форме

dv 2 дЬ п
э р + (у - 1  ) * а ар = 0.

dv дЬ п а —  =  0 .
За (у -  1)Ь да

Поскольку В =  г,/>2/<т ~ |), р = •> и г\, rx -  const, то ско
рость волны Альфвена определится уравнением

С 2 = kby- 1
\*2

и, таким образом, а = b

2(2 - « )  

1 + *  Т" 1

При рассмотрении одноатомного газа с у =  5/3 после интсгри-
dv

рования уравнении для —  и —  получим
<ЭР да

( 7 . 1 0 )

где а  и р можно рассматривать как обобщенные инварианты Ри
мана.

На каждой характеристике ^  = v + а простой центрирован

ной волны с центром в начале координат значения v. b и В по
стоянны. и эти характеристики в плоскости х. t — прямолинейны 
Таким образом, волна может изображаться уравнениями 
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х  =  ( v  +  a)1\

p =  Po= (1 + *ao)3/2 -7 .
к

где во — скорость звука в точке торможения.

Рис. 183. К рассмотрению интеграла /„, входя
щего в инварианты Римана

Из уравнений (7.10) следует система

v =  а  -  р0;

kb =
2/3

-  1;

а = Ь
1/3

_ а  + Ро
2

1/3

За _ Ро 
2 2

+  Ро j
1/3

I  -  £  
к ~ t '

°траж аюшая изменение параметров потока в простой волне в 
Функции х и /.
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1. Какие уравнения необходимо использовать для описания нестационарных те
чений?

2. Указать характеристическую форму записи уравнений нестационарною тече
ния. ,

3 Объяснить, как используются инварианты Римана для расчета нестационар
ных течений.

4. Объяснить, как проявляется влияние магнитного поля на нестационарное те
чение электропроводной жидкости.

5. Объяснить физический смысл и изображение волны Альфнена в нестацио
нарном течении

Контрольные вопросы к §46

В §3 кратко рассмотрены некоторые основные особенности 
разреженной среды в режиме течения со скольжением, а также в 
переходном и свободномолекулярном режимах. По мерс роста 
разрежения структура жидкой среды все больше приобретает дис
кретный характер, и в свободномолекулярном режиме течения 
число Кнудсена становится равным более 10.

Поведение разреженных газов исследуется методами молеку
лярно-кинетической теории, из которой, в частности, следует, что 
коэффициент кинематической вязкости

где с — средняя скорость теплового (хаотического) движения 
молекул, определяемая далее по формуле (7.21). Тогда из (7.11) 
длина свободного пробега молекулы / равна

$47. ТЕЧЕНИЕ РАЗРЕЖЕННОЙ ЖИДКОЙ СРЕДЫ

(7.11)

/ = 1.26 —/7-
а

В результате критерий Кнудсена

(7.12)

588



В области течения со скольжением, где Re >> 1, за характер
ный размер L задачи можно брать толщину пофаничного слоя б. 
Согласно оценкам теории пофаничного слоя Прандтля,

где Re = — , х  — длина вдоль потока.
v

В случае, когда L -  б, из (7.12) следует:

LB режиме свободномолекулярного течения, где Re << 1. за ха- 
кгерный размер задачи следует брать длину обтекаемого тела 
(или диаметр трубы), так как понятие толщины пофаничного 
слоя в этих условиях течения теряет свой смысл. Тогда в случае, 
когда L  -  х, из (7.12) следует:

I
Особенности течения газа в свободномолекулярном режиме

При свободномолекулярном режиме течения из-за значитель
ной удаленности молекул друг от друга процессом изменения их 
количества движения (энергообменом) за счет межмолекулярных 
столкновений можно пренебречь в сравнении с энергетическим 
процессом их взаимодействия с твердой поверхностью (стенкой). 
Эго означает, в частности, что падающий на стенку и отражен
ный от стенки потоки молекул можно рассматривать как энерге
тически независимые.

В свободномолекулярном режиме течения отсутствуют погра
ничный слой и ударные волны, и механизм обтекания потоком 
тела отличается от механизма обтекания тела сплошной средой. 
Для определения таких величин, как нормальное давление, на-
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пряжение трения, тепловой поток и т.п., необходимо знать зако
ны отражения дискретных молекул от стенки (законы их ударного 
взаимодействия со стенкой). Этот режим течения характеризуется 
малыми значениями числа Рейнольдса.

В молекулярно-кинетической теории газов динамическое по
ведения частиц анализируется при помощи понятия фазового 
пространства. Оно представляет собой зависящую от времени 
совокупность геометрического пространства и пространства им
пульсов (скоростей). Задание величин координат и импульсов в 
момент времени определяет фазовую точку в таком пространстве. 
Совокупность таких точек называют ансамблем, и их поведение 
исследуется методами статистической механики.

Основными инструментами исследования здесь являются: 
функция распределения f ( r , с,/), зависящая от координат моле

кулы r (x ,y ,z ),  ее хаотической тепловой скорости c(cx ,cy ,cz) и

времени /, и кинетическое уравнение Больцмана, которому эта 
функция подчиняется. Зная конкретный вид функции распреде
ления /, можно рассчитать макроскопические средние величины, 
характеризующие состояние газа и идущие в нем процессы 
(нормальное давление, напряжение трения, коэффициенты теп
лопроводности, диффузии и т.п.), как средний результат действия 
всех молекул газа.

Функция распределения /  выделяет в данный момент времени 
/ из общего числа частиц п в единице объема число частиц, имею
щих скорости, заключенные в малом интервале (с;с + Дс), и имею

щих координаты внутри малого интервала г (г ;г  + Дг) (рис. 184).

Рассмотрим элементарный объем dV i =  dx dy d*, расположенный 
в физическом пространстве в момент времени I, и элементарный 
объем d\/c = dсх dcy dcz в пространстве тепловых хаотических ско
ростей, т.е. скоростей молекул относительно среднемассового 
движения газа как целого.

Вероятное число молекул dTV, находящихся в момент времени t 
около точки r (x ,y ,z ) физического элементарного объема d Vl и

имеющих в этот момент тепловые скорости в диапазоне значении 
их проекций (сх; сх + dcx), (су; су + dc,,), (сг, сг + dcz), пропорций'
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нально произведению этих элементарных объемов dV/_ dVc с ко
эффициентами пропорциональности (л/ ), где п — концентрация 
частиц в объеме d V равно:

d N  =  n f (? ,c , t )d V L d V r  (7.13)

Кинетическое уравнение Больцмана для функции распределе
ния /  определяет ее изменение в фазовом пространстве за счет 

[столкновения частиц:К £ = К , )  -  I .

где / — интеграл столкновений.

Рис. 184. К определению понятия фазового пространства: 
а -  геометрическое пространство: б -  пространство скоростей

Уравнение (7.14) описывает поведение выделенной для рас
смотрения из обшей массы всех частиц одной, фиксированной 
Фуппы частиц, характеризуемой своим некоторым энергетиче
ским уровнем и обозначаемой индексом 1. Изменение числа мо-
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лекул этого класса в элементе объема фазового пространства dv/ 
dVf может происходить как за счет входа и выхода молекул через 
грани объема физического пространства, так и за счет убыли 
и прибыли молекул этого класса в объеме dV^ пространств;! им_ 
пульсов вследствие столкновений молекул первой группы с моле
кулами, обозначенными индексом 2.

Таким образом, кинетическое уравнение Больимана для функ
ции распределения /j рассматриваемой группы молекул описывает 
изменение этой функции во времени как результат одновремен
ного движения частиц газа в пространстве координат и в про
странстве тепловых скоростей, действия на частицы внешних сил 
и их взаимных столкновений.

Раскрывая полную производную, уравнение (7.14) можно за
писать в виде

dt
d(w/))d-v d(w/j)dy d(n/\) dz 

dx dt dy dt dz dt

dv
где —  = cx 

dt x

d{nf\) dcjc.i | d(nfx)d c y<x d(nfx) dc.j

fcx,\ 

dy

dt dcУЛ dt dt
= /.

= cv
dz

(7.15)

ь„. ,  —  = с . . — составляющие тепловых скоро- 
dr y,> dt 1,1

стей молекул первого класса:

dc*Л
dt

r x.\
m dr m dt m

где Fx(FxytFyy ,F ^ )  — внешняя сила, действующая на молекулу 

массой т.
Первый член уравнения (7.15) характеризует скорость и з м е н е 

ния функции распределения /( молекул первого класса с течением 
времени. Члены в первой скобке (конвективные ч л ен ы )у ч и т ы 
вают скорость изменения f\ в результате движения частиц первого 
класса в пространстве. Члены во второй скобке определяют изме
нение функции /  под действием внешних сил.
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Интеграл столкновений в правой части определяется выраже
нием

LI  / = J J ~ /i/2)o 2«c o s  4idxdVL 2. (7.16)

Интефал определяет скорость изменения функции f\ за счет

псновений частиц и зависит как от функции распределения, так и 
pi характера взаимодействия между частицами. Здесь / j .  fa  /j ', f j

— функции распределения для молекул двух классов до столкно
вения (без штриха) и после него (со шфихом); а — сечение взаимо
действия молекул; Q = ((с*,2 -  cx-i)2 + (сЛ2 -  cy i)2 + (с\> -  cz |)2] 1/2
— относительная скорость сталкивающихся молекул; у  — угол 
между вектором Q и линией соударения молекул; dx — элемен
тарный телесный угол; d V u  =  dcXi2 d c^ d c^ -

При свободномолекулярном течении согласно определению 
солкновения молекул отсутствуют и интефал столкновений / = 0 . 
В общем случае равенство нулю интефала столкновений / означа
ет. что число молекул, выбывающих из первого класса после вза
имодействия, равно числу молекул, приходящих в этот класс 
( f \ f j  = /1/2 )• Возникает однородное стационарное состояние газа

(максвелловское равновесие), которое определяется следующим 
образом. Это — случай равновесного распределения тепловых 
скоростей молекул, при котором в результате столкновений в 
каждом рассматриваемом элементарном объеме dV/ геометриче
ского пространства не изменяется число молекул газа, принадле
жащих в этот момент времени элементарному объему dVc про
странства тепловых скоростей молекул. Постоянство числа моле
кул в объеме dV i допускает их вход в этот объем и выход из него
> равном количестве при условии, что их распределение по ско
ростям в объеме dVc не изменяется.

Функция распределения / в этом случае стационарна, не зави

сит от координат г, времени t и внешних сил F  и называется 
Функцией распределения Максвелла (рис. 185). Для одноатомного 
ЧДеального равновесного газа она имеет вид

(7.17)
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где к — постоянная Больцмана (к -  1,38 • 10-23 Дж/к).
Дискретность расположения 

молекул в пространстве и значи
тельная длина / их свободного 
пробега не исключают, однако, 
введения в рассмотрение спец и 
альным образом определенных 
макроскопических (средних) ве
личин даже в режиме свободнп- 
молекулярного течения, посколь
ку концентрация частиц все еще 
достаточно велика. Например, на 
высоте 150 км над Землей длина 
свободного пробега молекулы 
/ = 18 м, и концентрация час
тиц я »  2,5 • 10м см-3.

Понятие среднего макро
скопического значения Q ка

кой-либо физической величины, свойства которой аддитивны массе 
молекул и являются функцией скорости и координат, вводится сле
дующим образом (черта над величиной означает среднее значение).

В прямоугольной системе координат можно записать оче
видное тождество

Рис. 185. Кривая функции распре
деления Максвелла

QmnVi -  fQ m nf d\/̂ d\/c,

где
тп =  р (7.18)

определяется как плотность в рассматриваемой точке потока.
В силу постоянства массы элемента газа dA/ = mndV^ получа

ем, что среднее значение величины равно:



Рассмотрим определение характерных скоростей молекул, ис- 
ьзусмых при описании движения газа.
Среднемассовая скорость движения молекул —

это скорость упорядоченного движения газа как единого целого 
относительно неподвижной системы координат.

Тепловая скорость с(сх ,су ,сг ) движения молекул — это ско

рость их индивидуального хаотического движения относительно 
газа, движущегося как единое целое со своей срсднемассовой 
скоростью.

Истинная (полная) скорость движения молекул

— это скорость их движения относительно неподвижной системы 
координат

V '  =  v  + c .  (7.20)

Средняя скорость теплового (хаотического) движения молекул 
определяется по формуле (7.11) и согласно кинетической теории 
равна:

.  I2RT  Г Г
ш 2 г г ш в 1 ^ '

(7.21)

где а — местная скорость звука; у — показатель адиабаты, 
г Наиболее вероятная скорость ст теплового движения молекул 

находится из условия максимального значения функции распре
деления /  и определяется формулой

= -J2RT. (7.22)с,т

Среднеквадратичная скорость £  теплового движения моле
кул находится из условия равновероятности хаотического движе
ния молекул по всем направлениям

2 2 2 
у  = сх = су “  С1

и определяется формулой
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1

с 2 = 3 RT. (7.23)

Между скоростями существует зависимость:

(7.24)

т.е. Vc2 = 1,09с = 1,23ст .

Очевидно, что все эти скорости — порядка величины скорости 
звука а.

С учетом формулы (7.12) выражение (7.17) для функции рас- 
пределения Максвелла принимает вид

Изучим вопрос отражения молекул от твердой поверхности. 
Рахтичают два идеализированных способа энергетического вза
имодействия движущихся молекул со стенкой.

В случае абсолютно гладкой стенки происходит зеркальное от
ражение молекулы, при котором абсолютное значение скорости 
ударяющейся молекулы не изменяется. Остаются неизменными 
значения как нормальной, так и тангенциальной (касательной) 
составляющей скорости (рис. 186, а), однако нормальная состав
ляющая скорости после отражения меняет свой знак. Температура 
молекулы не изменится. Вероятность зеркального отражения уве
личивается с уменьшением угла падения молекулы на стенку.

При шероховатой стенке может происходить полностью диф
фузное отражение. В этом случае падающая молекула полностью 
адсорбируется стенкой, т.е. задерживается на ней и теряет свою 
первоначальную скорость. После этого, испытав энергетический 
обмен со стенкой, молекула покидает стенку, реэмитируется. При 
полностью диффузном отражении скорости отраженных молекул 
соответствуют их максвелловскому распределению при т е м п е р а т у 
ре поверхности стенки.

Для полностью диффузного отражения равновероятны все на* 
правления отраженного движения молекулы относительно норМ;1'
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ли к поверхности (рис. 186, 6), и поэтому средняя тангенциальная 
Составляющая скорости молекул в этом случае равна нулю. Каса
тельное напряжение между газом и поверхностью не возникает.

X X

с,

cz nag
г

cz отр
В Ва

Рис. 186. Различные способы  отражения молекулы от стенки при их
тепловом  движении: 

а -  зеркальное отражение; б -  годограф скоростей в случае диффузного отражения; 
в -  то же, в случае реального отражения

При реальном взаимодействии потока падающих молекул со 
стенкой годограф средней скорости отраженных молекул оказы
вается несимметричным относительно нормали к поверхности за 
счет наличия небольшой (несколько процентов) доли зеркально 
отраженных молекул (рис. 186, в).

Для характеристики рассматриваемого энергетического вза
имодействия молекул и стенки вводят ряд коэффициентов, значе
ния которых определяют эмпирическим путем.

Коэффициентом диффузного рассеяния (долей диффузно от
раженных молекул) называют отношение массы диффузно отра
женных молекул к массе падающих на стенку молекул:

Величина (1 — а ) представляет собой долю зеркально отра
д н ы х  молекул.

Коэффициент термической аккомодации (обмена энергией) 
пРедставляет собой отношение величины фактического измене-
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ния энергии молекул при их отражении от стенки к величине 
предельно возможного изменения их энергии, когда температура 
молекул становится равной температуре стенки:

а  е  =
Еп&Л ^отр.р

Е „ад -  С̂Лр.Д

Здесь Епщ — поток энергии молекул, падающих на единицу по
верхности стенки в единицу времени; forp.p — поток энергии ре
ально отраженных молекул; Е<щ,л — поток энергии молекул, ко
торые отразились полностью диффузно (с максвелловским рас
пределением скоростей при температуре стенки).

Значение а£ =  1 соответствует полной аккомодации (приспо
собляемости температуры молекулы к температуре стенки). В 
этом случае нет зеркально отраженных молекул и все они отра
жаются диффузно: £отр р = £отр.д-

Значение а£ =  0 соответствует полностью зеркальному отра
жению. В этом случае обмена энергией между молекулами и 
стенкой нет: £ТО|Д =  £отр.р.

Для газов с малой молекулярной массой аЕ *  0,4...0,5, для 
остальных газов ag *  0,90...0,95.

Значение величины а£ зависит от сорта газа (молекулы), моле
кулярной массы, температуры стенки, угла падения молекулы на 
стенку, состояния поверхности, скорости молекулы.

Коэффициенты аккомодации для переноса количества движе
ния (коэффициенты обмена количеством движения) соответ
ственно для нормальной и тангенциальной составляющих коли
чества движения молекул (рис. 187) записываются в виде

q / « - W  (727)
1 х пад ”  *хогр.д

I Т  ПЯЛ I

а .  = I пад 'готр.р .п
/ -  /'Z  пад ^готр.д

Здесь 1Х „ад; 1г 11ад — соответственно нормальная и т а н г е н ц и 
альная составляющие количества движения молекул, падающих на
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единицу поверхности в единицу времени; р — то же, для ре
ально отразившихся молекул; / ^ д  — то же, для молекул, которые 
отразились полностью диффузно, причем согласно определению
I t  отр.л а

Рис. 187. Схема обмена количеством движения при вза
имодействии молекулы со стенкой

При полностью диффузном отражении ар = а , -  1. 
При зеркальном отражении (ар =  а ,=  0)

I* пал — 1/х отр.р!' 1г  пал =  Л  отр.р-

Коэффициенты обмена количеством движения ар и а, в общем 
случае не равны между собой.
I Определения понятий "давление" и "напряжение трения" при 

течении газа в свободномолекулярном режиме формулируются 
следующим образом.
i Давление (нормальное напряжение) р — это суммарное изме

нение составляющей количества движения в нормальном к по
верхности направлении для потока молекул, соударяющихся с 
единицей поверхности за единицу времени. Это изменение се
кундного количества движения слагается из двух составляющих: 
из секундного количества движения падающих 1Х пал и из секунд-
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ного количества движения реально отраженных 1Х отрр молекул 
т.е. от воздействия на единицу поверхности эффекта от их удара и 
от их отталкивания. В результате давление

Р  =  /х пал Лг отр.р- (7.29)

Подставляя в (7.29) величину /х отрр из (7.27), получаем

Р  =  (2  — CLp) 1Х пал "*■ а р Акотр.Д' (7.30)

где составляющие /х пад и /хотрд могут быть рассчитаны теоретиче
ски.

Напряжение трения (касательное напряжение) на обтекаемой 
поверхности т — это изменение тангенциальной составляющем 
количества движения для потока молекул, соударяющихся с еди
ницей поверхности за единицу времени. Это изменение секундно
го количества движения также слагается из двух составляющих. 
Первая — потеря секундного количества движения потока моле
кул 1г пад, падающих на стенку в направлении, касательном к еди
нице поверхности, т.е. потеря количества движения в результате 
торможения молекул поверхностью. Вторая составляющая — это 
секундное количество движения 1, отрр в касательном к единице 
поверхности направлении для потока молекул, отраженных стен
кой и создающих эффект отталкивания поверхности.

В результате напряжение трения равно:

т =  Л  пал ~  Iz отр.р- (7.31)

Подставляя в (7.31) величину /готрр из (7.28), получаем

Т ОС,I f  пап. (7.32)

где составляющая /г Пал может быть рассчитана теоретически.
С ростом коэффициента ар давление р падает, гак как умень

шается число молекул, отражающихся зеркально (ум еньш ается 
эффект "реактивной силы" потока молекул). С ростом коэффици
ента а, напряжение трения т растет, ибо растет число тормозя
щихся молекул.

Таким образом, определение величин нормального давления р 
и касательного напряжения т сводится к расчету составляющие 
секундного количества движения падающих и отраженных от
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сТснки молекул. Для определения этих величин необходимо знать 
общее число молекул Л̂пад. ударяющихся в единичную площадку 
за единицу времени. С этой целью рассмотрим неподвижную 
единичную поверхность площадью dA =  1 м2, расположенную для 
определенности перпендикулярно к оси х  (рис. 188). Пусть на нее 
со стороны начала координат падает поток молекул, полная 
(истинная) скорость которых равна v ', а среднемассовая скорость 

у постоянна. Очевидно, что за единицу времени с этой площад
кой столкнутся молекулы, которые находятся внутри объема косо
го параллелепипеда dV i =  v'x dA, и их общее число согласно (7.13)

[ При v =  const из (7.20) следует, что d v'x =  dcx; d v'y =  dc,,; d v'z =  

= dc,. поэтому dVc =  dv'xdv 'ydv^.  В результате число молекул, 

падающих на единичную площадку.

Интегрирование по осям у и z ведется в этом выражении по 
всем значениям скоростей молекул, а по оси х  — только по поло
жительным их скоростям, так как молекулы с отрицательным на
правлением скорости уходят от площадки dA. Опуская описание 
процедуры интегрирования выражения (7.33), запишем конечный 
результат в виде

■авит

(7.33)



представляет собой специальный интеграл вероятностен 

ст пал = ^2/?7'пап — наиболее вероятная скорость теплового дви

жения падающих молекул; vx — нормальная составляющая сред, 
немассовой скорости молекул.

Рис. 188. К определению числа молекул, ударяю
щихся о площадку в свободномолекулярном режиме

Масса падающих молекул, ударяющихся в единичную площад
ку за единицу времени,

Л / п а д  /Н Л /nan» ( ' -35)

В неподвижном газе (при vx =  0) число падающих молекул

N пад.н
2-fn

(7.36)

Масса молекул, ударяющихся о единичную площадку за еди
ницу времени, в неподвижном газе с учетом (7.24) равна:

М пад.н
Рпадст  над _  Р надс над

2 yfn 4
(7.37)
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где Спад — средняя скорость теплового движения падающих мо

лекул; Рпдд =  тяпал — их плотность.
Рассмотрим вычисление нормальной составляющей секундно- 

it) количества движения 1Х пад молекул, падающих на единичную 
поверхность. Дифференциал

d /jr  пад =  V'x ^А/пдд.

[ С учетом (7.13), (7.18) и (7.35) получаем

d/x пад ~  Рпад f v 'x d d Vc.

Аналогично (7.33) нормальная составляющая секундного коли
чества движения молекул, падающих на единичную поверхность, 
равна

+00 4Ю0 4«0

1х пад = Рпад j  Щ  \^ 'z j  f  v'x2dv'x . (7.38)

Опуская процедуру интегрирования (7.38), конечный результат 
запишем в виде

, _ Рпадст  пад^х___
'х  пад -

Ч *-т падУ

+Рпад
( с 1 */2'~т пад Vx--------- 1— —

4 2
1 + erf

, Для неподвижного газа (при vx = 0)

\ст пад )
(7.39)

Рпадст  пад
■ хпад.н (7.40)

Рассмотрим вычисление тангенциальной составляющей се
кундного количества движения 1г „ад молекул, падающих на сди- 
ичную поверхность. Дифференциал
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пал Pnaa f  V'z d V L d V c. 

Аналогично предыдущему случаю имеем

'г  пал = Рпад \v'xdv'x J dv'y J/VjdVj

Опуская процедуру интегрирования, запишем конечный рс. 
зультат в виде

/. Рпадст  пад^г
над ехр

V2 ___ 1*.
с2v Lm паду

vx + --- —
над

1 + erf
паду

(7.41)

Для неподвижного газа (при vx = 0 ,  vz =  0) получаем

пад.н -  0-

Рассмотрим вычисление нормальной составляющей секундно
го количества движения 1Х отрд молекул, отраженных от единич
ной поверхности диффузным образом. Определим сначала массу 
А/отр.д этих диффузно отраженных молекул, имеющих максвеллов
ское распределение скоростей, отвечающее температуре стенки 
Тотрл =  Т’ст- Поскольку после соударения со стенкой молекулы 
потеряли свою первоначальную среднемассовую скорость, то их 
стартовая скорость vx =  0 (как и в неподвижном газе). Можно 
поэтому воспользоваться формулой (7.37) и получить

\4 _  Ротрс т  огр.д Ротрс агр.д
О Т Р Д = _ 2Т Г ~ = 4

Аналогично для количества движения I, 
имеем

'х  огр.д
_  Рогрст огр.д

(7.42)

хотр-д по формуле (7.40)

(7.43)

Объединяя (7.42) и (7.43), получаем
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f Если использовать зависимости (7.18), (7.26), (7.34) и (7.35), то 
окончательно нормальная составляющая секундного количества 
молекул, отраженных от единичной поверхности диффузным об
разом, будет равна:

/ £'хеггр.д — л Ртаст таст сггр.дст х

схр
V2____ IS -

'-т пад
1 + erf

пал У
(7.44)

где согласно (7.22)

с т отр.д _  ст пад.
' еяр.д

Формулы (7.39), (7.41), (7.44) дают возможность рассчитать 
нормальное давление р и напряжение трения т по соотношениям 
(7.30) и (7.32). Как следует из этих формул, величины р и т зави
сят от ориентации площадки относительно вектора среднсмассо- 
вой скорости v(vx ,vy , v j ) ,  т.е. угла наклона поверхности, числа М 

и отношения температур 7'пад/7'отр.
1 Рассмотрим в качестве примера значения величин р и т в не

подвижном газе, приняв условие полностью диффузного отражения 
(а-р =  а, =  1; ст =  1). Тогда из полученных формул ( при vx =  =  0) 
следует:

Ри =
Рпад^т пад 1+ I W u '

k \ п̂ад ,
= 0;

Сели

^ОТр.Д — Люд*
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то

Рпадст  пад

В случае, если среднемассовая скорость молекул параллельна 
поверхности (vx = 0 ; vl *  0), нормальное давление р совпадает со 
значением рц для неподвижного газа, а касательное напряжение

Р т дс т пад^г

Рассмотрим постановку и некоторые результаты решения за
дачи о стационарном изотермическом свободномолекулярном 
течении газа в состоянии максвелловского равновесия в беско
нечно длинной трубе постоянного сечения, стенки которой рас
сеивают молекулы диффузным образом (рис. 189), течение проис
ходит под действием перепада давлений (р\ -  p i), длина трубы L 
во много раз больше ее диаметра 2г.
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Секундный массовый расход G через произвольное поперечное 
сечение трубы б—б — это поток молекул, проходящих через это 
сечение за единицу времени. Поскольку труба длинная, то моле

кулы. прежде чем пройти через поперечное сечение б—б. обяза
тельно испытают отражение от стенки. Межмолскулярными 
столкновениями в сравнении со столкновениями со стенкой пре
небрегаем.

Массу молекул, отраженных в направлении нормали от эле
мента поверхности стенки трубы d5 в сечении а—а за единицу 
времени в случае полностью диффузного отражения определяют 
по формуле (7.42):

d М  = £ ^ d 5 ,  
а 4

где ра — плотность потока в сечении а—а; с — средняя скорость 
теплового движения молекул.

Секундный массовый расход молекул, отраженных элементар
ной площадкой d5 и прошедших через элементарную площадку 
dA поперечного сечения б—б, отстоящего от сечения а—а на рас
стоянии Дх. равен:

dGa = — pacd5 cos q> — ,
4 л

где ф — угол между нормалью к площадке d5 и линией, соеди
няющей центры площадок dS и dA; dx — телесный угол, под ко
торым площадка dA видна из центра площадки d£.
. Дробь d-/Jn определяет долю молекул, попадающих на площад

ку dA как на элемент внутренней полусферы над площадкой d5.
1 От площадки dА в направлении площадки d5 идет обратный 

поток молекул d<76, отличающийся от прямого потока знаком и 
Плотностью. Поскольку температура Т  молекул постоянна вдоль 
Трубы, то средняя скорость с их теплового движения также будет 
Постоянна вдоль трубы. Дальнейшие выкладки состоят из инте
грирования результирующего потока d G =  d(<7а -  С6) как вдоль 
трубы от сечения входа до сечения выхода, так и по всему диапа
зону значений телесного угла.
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Если предположить, что градиент давления вдоль трубы по
стоянен, то конечный результат — массовый секундный расход 
через трубу — можно получить в виде зависимости

, 7 « >

где индексы 1. 2 относятся к сечению входа и выхода из трубы

соответственно. Множитель отражает специфику
j  L \ )

свободномолекулярного течения в сравнении с формулой для ре
жимов течения сплошной среды.

С учетом формулы (7.21) массовый расход равен

(7.46)

Средняя скорость в произвольном сечении трубы с учетом 
(7.45) и уравнения состояния определяется формулой

G
v = —

рлг2 -тт3 L р \  рх)

Р\ + P iгде р = 2 ~  давление.

Рассмотрим понятие "пропускная способность трубы". Уравне
ние состояния р =  pRT  запишем в виде

p V =  GRT; (7.47)

где V = ------ объемный расход, м3/с.
Р

Перепишем формулу массового расхода (7.46) в виде зависи
мости

GRT  = £/(/», -  /ь); (7.48)

здесь коэффициент
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и  = ^ y / 2 n R T
J Lj

(7.49)

^Врывается пропускной способностью (проводимостью) длинной 
трубы.

Пропускная способность трубы U (м3/с). как следует из со- 
|.®местного анализа (7.47) и (7.49), может рассматриваться как объ

ем газа V, находящийся под действием давления /?, равного еди
нице, и вытесненный из этой трубы под воздействием перепада 
давления (р\ -  р2). Величина U  в свободномолекулярном режиме 
не зависит от давления и пропорциональна диаметру трубы в тре
тьей степени.

С учетом формулы (7.21) выражению для пропускной способ
ности трубы можно придать вид

где А и П — соответственно площадь поперечного сечения и пс 
риметр трубы.

Поскольку температура газа вдоль трубы постоянна, то объем 
ный расход при выходе из трубы

и зависит не от величины давлений р\ и р2, а только от их отно
шений.

Рассмотрим влияние пропускной способности трубы на про
цесс откачки газа из замкнутой емкости (рис. 190) при помощи 

Вакуумного насоса. Используя уравнения (7.47) и (7.48), можно 
записать следующую цепочку равенств для баланса расхода газа 
по длине трубы:

G R T =  U(p\ ~  P i) =  P\Vi =  p iV2. (7.50)

Здесь объемные расходы V\ и V2 могут рассматриваться как ско
рость откачки при соответствующих давлениях р\ в емкости и р2

■•-3075 604



после трубы. Три соотношения (7.50) дают возможность получить 
зависимость

Ц  V2 + U  '

1 1
(7.51)

Соотношение (7.51) показывает, что, чем больше пропускная 
способность трубы U, тем больше скорость откачки из емкости V, 
при постоянной скорости откачки насоса V2 .

Рассмотрим решение задачи о стационарном неизотерми
ческом истечении газа в свободномолекулярном режиме через 
отверстие радиусом г  в стенке толщиной Д (короткую трубу). По 
обе стороны стенки давление и температура неподвижного газа раз
личны (рис. 191). Толщина Д стенки такова, что возможно т о л ь к о  

однократное взаимодействие молекулы с внутренней поверх
ностью отверстия в стенке. Отражение молекулы от стенки счита
ем полностью диффузным.

L

7 г з

Рис. 190. Схема откачки  газа из ем кости: 
I -  емкость; 2 -  труба; 3 -  вакуумный насос
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Масса молекул, прохо
дящая за единицу времени 
через отверстие из левой 

■Области (индекс 1) в пра
вую область (индекс 2), 
уожст быть найдена как 
разность

М  =  Л/, -  Л/2,

где М\ — суммарный мас
совый секундный поток 
молекул (принадлежащих 
левой области), проходя
щий через левое входное 
сечение отверстия; М 2 — 
суммарный массовый се
кундный поток молекул 
(принадлежавших правой 
области), проходящий че
рез правое входное сече
ние отверстия.

Поток молекул М\ слагается из двух составляющих начального 
потока молекул М\ь, идущего из левой области в полость от
верстия, и обратного потока молекул Л/Д|, ранее принадлежавших 
левой области, а теперь возвращающихся из полости отверстия в 
левую область после диффузного отражения о внутренние стенки 

рстия:
М\ ~ М\Л — А/Д|.

► Масса молекул Л/1д, входящих за единицу времени в попереч
ное сечение отверстия со стороны левой области, по формуле
(7.37) равна

Л/1Л =  ^ р -л г 2.
4

! Обратный поток молекул А/Л; может быть приближенно опре
делен из следующих рассуждений. Пусть о внутреннюю поверх

Рис. 191. К расчету свободномолекуляр
ного течения через отверстие в стенке



ность отверстия ударяется секундная масса молекул А/Л. Предпо
ложим, что половина этого потока молекул А/д/2 пришла из левой 
полости и после диффузного отражения о стенки отверстия вер
нулась в левую полость только половина молекул от начального 
потока А/д/2. Таким образом, поток молекул

Величину Л / д  найдем следующим образом. Если состояние га
за в полости отверстия оценить по его параметрам в левой облас
ти (область 1), то с известным приближением можно считать по
(7.37), что

В результате из области 1 в полость отверстия втекает секунд
ная масса молекул

Аналогично можно вычислить секундную массу молекул, вте
кающую в отверстие со стороны области 2 :

Л / д ,  =  Л / д / 4 .

А/д = — PjCj • 2nr Д.
4

м 2 = t P 2c27" '

Полагаем, что Ргс2 Р1с1 > и тогда суммарный расход

4
(piCj -  р2с2

Используя формулу (7.21) и уравнение состояния р =  рRT, по 
лучаем



Из формулы (7.52) следует, что свободномолекулярное истече
ние через отверстие в стенке (короткую трубу) определяется раз

ностью , и если температура Т\ »  7*2, то возможноР\ _ Рг
№  Ж }

истечение в зону более высокого давления.

Особенности течения со скольжением

Анализ движения газа 
в области течения со 

^скольжением, близкой к 
области течения сплош
ной среды, осуществляют 
в основном методами 
исследования сплошной 
среды, но с учетом изме
ненных граничных усло
вий на обтекаемой твер
дой поверхности, т.е. с 
учетом наличия скачка 
(Скорости и скачка тем
пературы.

Определим скорость 
потока на стенке (ско
рость скольжения) для 
этого режима течения. 
Рассмотрим (рис. 192) 
тонкий слой а—а теку
щей жидкости вблизи 
обтекаемой неподвиж
ной стенки. Подсчитаем 
рличество движения 
Молекул / =  nmva, нахо
дящихся в единице объ- 
еМа слоя. В силу близос
ти к стенке можно счи-

Рис. 192. Эпюра скорости в пограничном слое 
для режима течения со скольжением

613



ность отверстия ударяется секундная масса молекул А/Л. Предпо
ложим, что половина этого потока молекул А / д / 2  пришла из левой 
полости и после диффузного отражения о стенки отверстия вер
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потока А / д / 2 .  Таким образом, поток молекул

Величину Л / д  найдем следующим образом. Если состояние га
за в полости отверстия оценить по его параметрам в левой облас
ти (область 1), то с известным приближением можно считать по
(7.37), что

В результате из области 1 в полость отверстия втекает секунд
ная масса молекул

Аналогично можно вычислить секундную массу молекул, вте
кающую в отверстие со стороны области 2 :

Л / д ,  =  Л / д / 4 .

А /д  =  — Р]С , • 2 иг Д .
4

М 2 = ТР2с2пг

Полагаем, что р2С2 < Pi^i , и тогда суммарный расход

4
(р,с, -  р2с2

Используя формулу (7.21) и уравнение состояния р =  pRT, по 
лучаем



Из формулы (7.52) следует, что свободномолекулярное истече
ние через отверстие в стенке (короткую трубу) определяется раз

ностью , и если температура Т\ »  Т2, то возможноР\ _ Р2

№  Ж )
истечение в зону более высокого давления.
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Анализ движения газа 
в области течения со 
скольжением, близкой к 
.области течения сплош
ной среды, осуществляют 
в основном методами 
Исследования сплошной 
среды, но с учетом изме
ненных граничных усло
вий на обтекаемой твер
дой поверхности, т.е. с 
учетом наличия скачка 
скорости и скачка тем
пературы.

Определим скорость 
потока на стенке (ско
рость скольжения) для 
этого режима течения. 
Рассмотрим (рис. 192) 
Тонкий слой а—а теку
щей жидкости вблизи 
обтекаемой неподвиж
ной стенки. Подсчитаем 
ЖЛичество движения 
Нолекул I  — nmva, нахо
дящихся в единице объ
ема слоя. В силу близос- 
111 к стенке можно счи-

Рис. 192. Эпюра скорости в пограничном слое 
для режима течения со скольжением
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тать, что среднемассовая скорость молекул в слое va приближенно 
равна скорости скольжения газа на стенке vs =  vx\ym() =  vx (0 ). т.е.

1 =  mnvx (0).

Это же количество движения можно оценить другим способом 
В слой а—а половина молекул (в среднем) придет сверху из слоя 
б—б, находящегося от стенки на расстоянии /, не превышающем 
длину свободного пробега молекулы. Другая половина молекул 
придет в слой а—а снизу после отражения от стенки.

Молекулы, пришедшие сверху, принесут в слой а—а количе
ство движения

Снизу в слой а—а придут молекулы после диффузного и зер
кального отражения от стенки. При диффузном отражении тан
генциальный импульс равен нулю, поэтому вклад в величину ко
личества движения дадут только и( 1 — а ) зеркально отраженных мо
лекул. После отражения они сохранят свое значение скорости vx (/). 
которое имели ранее в слое б—б.

В результате

В результате имеем значение скорости скольжения у стенки

/ =  -n m v x (/) .

/ =  A mnvx (  /) +  — тп( 1 — a)vx (/).

Приравнивая оба значения величины /, получаем

2 (0)=  (2 ~ a ) v x ( l ) .  

Скорость vx( I )  приближенно равна:

(7.53)

614



имеет размерность длины (см. рис. 194); а =  (2 — ст)/<т.
Длина свободного пробега молекулы / обратно пропорцио

нальна давлению: / = b/р, поэтому

§ =  %\/Р> (7.55)

где %\ =  ab — новая постоянная.
При учете градиента температуры вдоль поверхности скорость 

скольжения станет равной

где коэффициент скольжения

5 = ——— / = al (7.54)

где Ту »  о — температура газа у стенки; 7^ — температура стенки: 
Рг — число Прандтля.

Рассмотрим стационарное изотермическое течение газа в ре- 
Химс со скольжением в трубе постоянного поперечного сечения 
наружным радиусом R (рис. 193). Из-за малости числа Рейнольдса 
Реализуется только ламинарный режим течения, в котором можно 
Пренебречь силами инерции в сравнении с силами вязкости. Тог
да уравнение равновесия для элементарного цилиндра радиусом г 
Можно записать с учетом только действующих на его поверхности

где коэффициент

Скачок температуры у стенки определяется формулой
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сил от градиента давления вдоль трубы < и напряжения

dv
молекулярного трения т = ц—

dr

р л г 2 =  т2л г  dх + (р -  d р)пг2.

Отсюда имеем
d v _ г  ( dp \
dr 2pldjcJ

(7.56)

Считая градиент —  =  const и заданным, интегрируем (7.56) в 
dx

пределах изменения скорости потока от значения v на текущем 
значении радиуса г  до значения скорости скольжения Vs = Vr на 
стенке, где г =  R:

Для оси трубы, где г  =  0, a v =  vm, имеем

?
4ц

Объединяя (7.57) и (7.58), получаем соотношение

(7.59)
Vr -  vm R2 

Скорость скольжения на стенке трубы согласно (7.53) равна

ибо оси у  и г противоположного направления. Используя (7.56). 
получаем

R ( d p )



Рис. 193. К расчету течения со скольжением в трубе

Объединяя (7.57) и (7.61), находим значение скорости потока в 
трубе в зависимости от радиуса г  для режима течения со скольже
нием:

dr
В отсутствие скольжения при % =  0 получаем как частный слу

чай течение Пуазейля.
Объемный расход газа через какое-либо поперечное сечение 

трубы может быть записан в следующем виде:

Отсюда средняя скорость vcp потока в трубе при условии

Р * const и значении истинной скорости v, взятой из соотноше
ния (7.59), равна:

(7.62)

где знак минус указывает на то, что фадиент —  < 0 .

R
V = Усрл R 2 = j* 2nrvdr. (7.63)

о
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Если в соотношение (7.63) подставить значение скорости v щ
(7.62), то объемный расход

(7.65)

где знак минус обусловлен тем, что ^  < 0.
dx

Массовый расход газа G =  pV  (где плотность р = —— ) при
КтТ

условии постоянства температуры Т  вдоль трубы и с учетом соот
ношения (7.55) равен:

nR4
G = -

*n RrT V  R A d x )
(7.66)

Если принять, что для трубы в целом градиент —  = — — —
dc L

и обозначить р =  ^  *  —  , то (7.66) примет вид

G =
л/Г

8ц RVTL ♦ > ! - * )

ИЛИ

GRrT =  U(p2 ~ р\), 

где пропускная способность трубы

U  =
л/Г

Р +

Можно видеть, что в режиме со скольжением пропускная спо
собность трубы пропорциональна ее диаметру в четвертой степе
ни и зависит от давления.
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Величину напряжения трения на стенке

(£).т-R

можно найти, вычислив производную по соотношению (7.59):

В результате имеем

2n(v * - v« )
тст ~

Получим формулу для потери давления, аналогичную (3.92), 
но для свободномолскулярного режима течения. Перепишем 
(7.58) в видеI *  =

I • R
С учетом (7.64) это выражение можно преобразовать к виду

I  <7.68)
R ' D  +  vm 2  D

где

R e „  •

Найдем связь скоростей V/?, vm, vcp. Подставляя в (7.60) зна

чение производной по (7.67) и учитывая (7.54), получаем

(7.69)

Из (7.64) и (7.59) можно определить, что радиус гср, соответ
ствующий среднему значению скорости vcp, равен:
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Используя (7.59). (7.69) и (7.70), находим значение скоростей

4а//Р 
(4а/ / D) + 0,5 ’

4  = 2 R 1. (7.70)

4а/ / 0  л и ,
-  уср/. . , nv <7-71)

(4а/ / D)  + l 

/ср (4а/ / Z)) + 0,5
(7.72)

Возвращаясь к формуле (7.68) и подставляя значения (7.71) в 
(7.72), получаем аналог формулы Дарси -  Вейсбаха:

А_ .  pv|p dr

где

? т р = ------Г— -----ГГ- <7-73>=тр -  (  / У
ReD[ l  + 8a - J

Когда длина свободного пробега молекулы / -> 0, значение ко
эффициента 'тр переходит в его значение для ламинарного ре

жима течения сплошной среды.
Если в соотношении (7.12) полагать, что L ~ D, а =  1 (т.е. при 

а =  1), то оценочно можно считать

I  -  64Ьтр -

Ц т о ^ ) '

Контрольные вопросы к §47

1. Какой физический смысл имеют понятия 'фазовое пространство" и "функция 
распределения частиц по скоростям"?

2. Каким образом поведение молекул в фазовом пространстве описывается при 
помощи кинетического уравнения Больцмана?

3. Как связаны между собой среднемассовая, тепловая и истинная скорости 
движения молекул?
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4. Исходя из каких условий, можно определить среднюю, наиболее вероятную 
среднеквадратичную скорость теплового движения молекул?

5. В чем различие между зеркальным и диффузным отражением молекул от по
верхности?

6. Каким образом в свободномолекулярном режиме течения определяются по
нятия "коэффициенты аккомодации для переноса нормальной и тангенциальной 
составляющих количества движения', "нормальное давление", "напряжение трения"?

7. Каким образом вычисляются нормальная /х пад и тангенциальная /г П1Д состав
ляющие количества движения молекул, падающих на единицу поверхности за еди
ницу времени, и нормальная /, атр.з составляющая количества движения диффузно 
отраженных молекул?

8. Зависит ли давление на пластинку, обтекаемую потоком в свободномолеку
лярном режиме, от ориентации в пространстве и числа Маха?

9. От каких параметров зависит пропускная способность трубы в свободномоле- 
| кулярном режиме течения и в режиме течения со скольжением?

10. При каком условии в свободномолекулярном режиме течения через отверс
тие возможен поток молекул из области пониженного давления в область повышен
ного давления?

11. Каким образом скорость скольжения у стенки связана с градиентом скорос
ти?

12. Каким образом в режиме течения со скольжением коэффициент трения свя
зан с числами Рейнольдса, Кнудсена и Маха?

§48. ЭЛЕМЕНТЫ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

Течение вязкой проводящей жидкости отличается от обычной 
гидродинамики наличием двух диссипативных процессов — вяз
кого и джоулева.

Система уравнений электромагнитной гидродинамики включа
ет уравнения, характеризующие гидродинамические и электроди
намические процессы.

Взаимодействие элемента объема dV  проводящей среды с 
электромагнитным полем в данной точке пространства обуслов
лено действием сил Лоренца на заряженные частицы внутри этого 
объема и работой полей при движении заряженных частиц. Элек
тромагнитное поле в общем случае определяется векторными ве
личинами, характеризующими электрическое и магнитное поля: 

Е , D , Я , и В, где D =  zmE; В =  цт Я ,  где е„ и цш — соответ

ственно диэлектрическая и магнитная проницаемости среды.

Так как источниками полей Н  или В являются электрические 
заряды и токи, положим, что распределение зарядов определяется 
плотностью электрических зарядов ре, а распределение тока, соз-
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даваемое движущимися в пространстве зарядами, — вектором 
плотности электрического тока j  :

, я _ 1 " _
Р- = lim — У  q,n. ; j  = lim ——'У  До/П/.

AV-»0 AV ~  AV-»0 AV “

Электромагнитная сила на элемент объема среды равна сумме 
всех сил, действующих на заряженные частицы, сосредоточенные 
в этом объеме:

п

f  dV  = ^  qt{E  + V/ х В) = |р,£ + j  х ^ jdV/.
Ы

Суммарная удельная работа, совершаемая электромагнитным 
полем над движущимися заряженными частицами в объеме, вы
ражается следующим образом:

, I q ,V t i  ,. ^ iiy *  х Щ  - ъ
А -  lim ' '—  + lim ----- —̂ ——L—  = jE .

AV-»0 AV дУ-»0 AV

Учитывая сказанное выше, уравнения механики, характери
зующие законы сохранения массы, импульса и энергии, запишем 
в виде

= 0;
VV

£  J p V d v | - J * d J  + J ( РеЁ  + j  х В )dV/; (7 .74)
Vv '  J V

i i  T r  = " I ^ dV+ 1 h V d S + 1®*dS+1\v V J )  v  s S V

где e — внутренняя энергия; рп — плотность поверхностных сил;

Q — вектор потока теплоты к поверхности S\ Qy — теплота, вы-
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деляемая в объеме при учете химических реакций, процессов дис
сипации, рекомбинаций и протекания химического тока.

Общую систему уравнений магнитной гидродинамики следует 
дополнить уравнениями Максвелла

В 5D
r o t --------=  7

Цт dt

r o t £  =  - M ; (7 .75 )
ot

div D  = pe; 

div В = 0;

коном сохранения зарядов (уравнение неразрывности)

dRe. + div J = 0 (7.76)
dt

и  законом Ома для анизотропных сред

j  = o £  + cr(v х i?) ~ ~ ~ { j  x + (7.77)

где e — заряд электрона; ne — концентрация электронов.

Критерий подобия

Наряду с гидродинамическим критерием подобия — числом 
Струхаля (Sh), числом Эйлера (Ей), числом Рейнольдса (Re), чис- 
Юм Эккерта (Ес), числом Пекле (П ) — в магнитогидродинамиче
ских задачах используется ряд других критериев: 

магнитное число Рейнольдса

Rem = <Wmvl = — ;
V «
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параметр магнитогидродинамического взаимодействия (число 
Стюарта)

Методы расчета течения в скрещенном электрическом 
и магнитном полях

При создании методик расчета и проектирования установок с 
безмашинным преобразованием энергии одна из главных проблем 
состоит в разработке адекватной математической модели расчета, 
соответствующей физической модели течений электропроводных 
рабочих тел в приложенном или индуцированном магнитном по
ле. Вследствие существенных неоднородностей распределения 
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v  ° До2/ . На2 .
pv Re

число Гартмана

параметр нагрузки (электрическое число Рейнольдса)

магнитное число Прандтля

число Альфвена

А1 = В / (v^/цр);

магнитное число Эйлера



параметров потока по сечению проточной части и немонотон
ности распределения скорости на стенках прямоугольных каналов 
Ьреобраювателей энергии необходимо рассмотреть влияние элек
тромагнитных сил, обусловленных взаимодействием электропро
водящей среды с магнитным и электрическим полями. В связи с 
угим следует найти решение системы уравнений магнитной гид
родинамики, включающей уравнение движения, уравнение элек
тромагнитного поля, уравнение энергии, закон Ома. характери
стики магнитного и электрического полей:

—  + (tfVv) = - - grad р + vA v + ——  rot В х В; dt р цт0

—  = — —̂ ДВ + rot(v х л);
^  Цт(Я ' '

div В = 0; dive0£ = ре; 

j  = ст£ + ct̂ v х В) - ~ ~ {j * В) + РеV'

pd(v2 / 2 + е)
— *— —---- L = р v + V (p v ) + jE  + V@ + Qv.

где p — тензор давления; Q — подвижная плотность тепловыде
ления; Qv — тепловыделение в единице объема; jE  — мощ
ность. подводимая к объему из-за электромагнитного взаимодей
ствия; е— внутренняя энергия.

Г Если рассматривать жидкость с постоянными значениями р и 
v, то уравнение движения записывается в виде

dv _[ v2 р В2—  + V —  + — + у +
&  \ 2 Р 2Ит0 Р)

= V  х со + v A v  +И в
ИтОР

и показывает, что в случае движения идеальной жидкости (v = 0) 
завихренность ш определяется электромагнитной силой, причем



электромагнитная сила может иметь как вихревой характер, так и 
потенциальный.

Если течение установившееся, то вдоль вихревой линии или 
линии тока при (v х м) = 0, \|/ = gz имеет место соотношение

что является аналогом уравнения Бернулли.
В наиболее практически значительных случаях течение в кана

лах следует разделять на течение жидкой пленки на твердой по
верхности и течение двухфазной среды. При этом важно учиты
вать не только влияние электромагнитных сил, но и переменность 
свойств рабочего тела по сечению канала. Разделяя течения на 
течение жидкой пленки и течение газового потока на жидкой по
движной границе, можно моделировать течение жидкой пленки 
течением Куэтта в приложенном и индуцированном магнитном 
полях. При течении изотропной среды уравнение энергии пред
ставляется в виде

ния внутренней энергии.
Замыкание системы уравнений требует введения ряда допол

нительных функций и допущений. Уравнение для завихренности 
в несжимаемой проводящей жидкости с v = const представляется 
в виде

р— = -Р Vv + Ф +1— + V(? + Qv'

—  = rot (v х ю) + vAco dt v '

или в безразмерном виде



Уравнение электромагнитной индукции, представленное ранее 
в безразмерном виде, записывается так:

—  = rot lv  х ЯI + ——  А В.dt ' I R**-Re«

где Rew= ovl[im — магнитное число Рейнольдса, величина которо
го дает возможность в ряде случаев делать вывод об условии 

шндукционного приближения.
Анализ приведенных уравнений показывает возможность ана

логии процессов. Локальная скорость изменения завихренности
й и В определяется конвективным переносом, описываемым 
rot(vx5) и rot(vx/j), и диффузией вихря уДю и магнитного

эля vmD B, где vw = 1 — магнитная вязкость.

Таким образом, в реальной жидкости перенос магнитного поля 
ушествляется конвекцией и диффузией. В случае безындукци- 

•нного приближения (Re «  1) закон полного тока записывается 
в виде

rot B = Remj ;  

а закон Ома — в виде
_

j  = a jf  +|vx = |-grad ф + jvx Zfjjo.

Потенциальная функция <p определяется из закона Ома и 
имеет вид

Дф = d iv |v  х В j.

| Это позволяет преобразовать уравнение движения к виду

—  + vA v = -grad ф + A v  + jV|-grad ф + x fl)| x B,

где N — параметр МГД-взаимодействия.
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При рассмотрении канального течения типа канала МГДГ с 
двумя непроводящими стенками контур индуцированного тока 
замыкается через тонкие пристенные сдвиговые слои, которые 
могут быть основными, что определяет электрическое сопроти
вление контура индуцированного тока. ЭДС, индуцированная в 
потоке, создает полный поток, проходящий на единице длины по 
сечению слоя толщиной 5*,, т.е. I  - avB8w, и, таким образом, 
плотность тока в сдвиговом слое определяется как

jy = о vB.

В пристенной зоне течение зависит в основном от электро
магнитной силы и вязкости, причем сила вязкого трения на еди
ницу объема в сдвиговом слое пропорциональна ц\//6*. Срав
нение этой силы с электромагнитной ( aVB2) позволяет получить 
величину относительной толщины сдвигового слоя (8w//r) - На-1, 
называемого гартмановским слоем.

Если на жидкость действует объемная электромагнитная сила, то

Z  df ,  t i l l  i f .
р i  р

где С — контур, перемещающийся вместе с жидкостью.
Сила, действующая на жидкость (/ ) ,  может иметь различную 

природу, и если F  — сила вязкости, то

F|  — dr = v^(Av)dr = -v^(V х co)df.

Анализ приведенного уравнения показывает, что при течении 
вблизи стенки в двумерном приближении (плоскость дг, у) вектор 
завихренности имеет одну компоненту



При дальнейшем анализе важно рассмотреть фактор взаимо
действия приложенного магнитного поля с завихренным элемен
том жидкости. В поперечном магнитном поле завихренность 
уменьшается благодаря доминирующему влиянию магнитного 
поля. Это подтверждается экспериментами Маргетройда, экспе
риментальными исследованиями, проведенными в АН УССР и в 
МГТУ им. Н.Э.Баумана.

В ряде практических случаев при взаимодействии потока с 
объемной силой в рабочем теле генерируется завихренность. На
пример, при течении на начальном участке канала с мгновенным 
введением магнитного поля (аналогия между камерой сгорания с 
соплом и началом рабочего участка канала МГДГ) генерируется
ЭДС, равная Vx В , неуравновешенная индуцируемым потенциа
лом электрического поля, и в области начального участка генери
руются вихревые электрические токи, индуцирующие вихревую 
электромагнитную силу j  х В  , так как в этой области

Направление завихренности различное в пристенных зонах 
верхней и нижней изоляционных стенок, что приводит к уско
ренному течению в части пристенной области с v > v„. Для анали
за указанного эффекта и неоднородности течения можно исполь
зовать ряд подходов, основным из которых является трехмерная 
постановка задачи. Отмстим, что на характер распределения элек
тромагнитной силы оказывают влияние неоднородность проводи

мости стенок канала и неоднородность распределения электро
проводности рабочего тела.
I Для постановки задачи наиболее корректного расчета течения 

в каналах МГД-генсратора и МГД-насоса в дальнейшем проана
лизируем численное решение задачи в прямоугольном канале 
МГДГ и квазиодномерный подход при расчете течения в осеради
альном МГД-канале.

При анализе течения электропроводного рабочего тела в пря
моугольных линейных каналах с приложенным магнитным полем 
И индуцированным электрическим полем традиционно считается. 
Что нагружение на рабочем участке является однородным: влия
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нием неоднородности электрических полей в концевых зонах нц 
структуру потока пренебрегаем. При входе в рабочий участок не
однородность параметров определяется лишь силами вязкости и 
теплообменом в камере сгорания, на сопловом участке и участке 
стабилизации потока. В общем случае система уравнений, харак
теризующая течение, представляется в трехмерной постановке ц 
включает уравнения неразрывности движения, энергии, условие 
замыкания (модель турбулентности) и пристенные функции:

a(Pvx) t a(pvy) д(Ру.) 
дх ду dz

dvx pvx- ^  + pv dv. dv,
v ----+ PV -----y dy " dz

dp
dx

< * ♦ * > £
dy

dZ
jyB  = 0;

dvv pvx + pv dvY dvv dp
у  -----  + OV7 --- — ------ +y dy z dz dy dy

dv.

dz

dv. dv + pv-
dZ dz

+ j xB  = 0; 

(Ил + И т )(
dv. av.—*■ + —J dy dz

dy

2(ил + Пт)
dz

dv.
dz = 0;
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d -1 d - 1dh dh dh
-- + D V ..--- + OVm---  = —1

^Pr Рг J dy + —v Pr Pr J dz
дх ду dz ду dz

др др др j\ + jl+  j\ , v
ду dz

2 j . у2 j_ ;2
Ll
о ы

ш 3
( dvz
I dy dz JШ Ш '

где цл, — соответственно молекулярная (в ламинарном потоке) 
И турбулентная вязкость.

В качестве модели турбулентности в первом приближении 
могут быть приняты К  - W, К  - е, а также более простые, напри
мер в форме Колмогорова — Прандтля.

В последнее время наиболее широко используется модель К - 
е, недостаток которой — отсутствие учета влияния МГД-взаимо- 
действия и других возмущающих факторов, проявляющихся в 
пофаничном слое:

■  dK dK 5(Цг/ ст*)
P^  + pV' ^  + pV< f -

dy
dy

5(И г/ °к )“
-^- + <7-р£.

dz
где

pv* S +pv> > + pvi*  =

Ш +(̂ ) *[
i \ос ду) ^ое dz)

2
dz dy)

•ок = 1,0;

dy dz
r  cte r  pe*

= CxY ~ C2T '
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где о,= 1,3; С, = 1,47; С2 = 1,92; *  = Q> = 0,09.с
Система уравнений дополняется соотношением для определения 

теплофизических свойств рабочего тела, а также законом Ома.
Для продуктов сгорания газообразного топлива могут быть 

приняты следующие аппроксимации, что позволяет существенно 
уменьшить время процедуры расчета на ЭВМ:

электропроводность, См/м,
ст = 7,8272(7'/2565)13'36V U 7 5 )- °'893 ехр(8,9547 • 10-3Г/2565);
подвижность электронов

ц,= 0,48( Г/2565)0'9161/?1'19;
энтальпия, Дж/кг,

А = 1,4145 • 106р_О ОО4923(7' • 10-Э)» *23;

плотность, кг/м3.
р= 0,3950 lp10086(7'- Ю"3) "11182;

динамическая вязкость, Па ■ с,

ц= 4,48699 • 10-ЦТ- 10"3)(Г  • 10~3 0,1)-'.
Система уравнений электродинамики может быть представле

на в форме

1 г  + | ^  = 0; b o j£  + (vx5 )]-ne(7xB);

£= V|-£*(*);c + (pO'̂ iX!)).

Отметим, что в процессе генерации энергии и неоднородном 
распределении электрических параметров возникают вто р и чн ы е  
течения, интенсивность которых может изменяться. Например, 
наличие поперечных объемных сил, возникающих из условия рас
пределения вектора J ,  приводит к неоднородности вторичных 
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течений. Интенсивность вторичных течений в основном зависит 
от поперечных объемных сил и в меньшей мере — от турбулент
ной вязкости. Вторичные течения, в свою очередь, оказывают 
влияние на развитие поперечных неоднородностей потока через 
поперечно-конвективный перенос. Указанный перенос влияет на 
развитие пограничных слоев на стенках проточной части.

Применимость при расчетах МГД-течений квазитрехмерной 
модели течения может быть определена условием однородности 
давления в сечении канала, что в реальных случаях течений в 
МГД-каналах не выполняется. Тем не менее на основе интегри
рования параболизованных уравнений Навье — Стокса и энергии 
В поперечной плоскости канала (х — у) система уравнений приво
дится к виду (по работе И ВТ АН СССР)

Ь(х)

- Ы ° ) - Т«(4) Ь + j BzJydz'
о

a z + [яРг (°) - Ярг (*Ф  з + J  (jyEy + Jx E x) dz:ду
о
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а(дс)
|  pv*aid у = m,
0

где неоднородности распределения параметров по z и у определе
ны в виде

4х) ,  ,0 л'|/' Цх)
а , = Г а2 - Г

1 РжЧ- J

Д(х)
а3 Г P'vh A  f V А—----dz; а4 = — d Z\

J n .v  Jt* J

*(*)

Р«У«Л

*(*)*•! h*
*  |  - ’ / т *

*(*) ,>2

0

<7(X)
1 Г V' 1 f  _Лст . . ,

где а и A — размеры канала.
Параметры, включенные в закон Ома, определяются следую

щим образом:
< Jxz > ■ o(x,y)a^£x- < pw х  j y >г;

< j n > =
a0a ia i

(l + < p2 >K )s

a n .
< Ey >y + < Ex >< pe >n  b- Bzvna'4 —r"

a,Cf .

< У» 1  ̂ v̂jl . . an ,■
(x,y) =----- -i—— ----< P >уг £x + ;

a (x ,,y )a£  a CT
634



ао'ао>аоу аналогичны а,; ж = <о>к <ст !>к .
В качестве замыкания может использоваться модель турбу- 

тентности, предложенная Себеси — Смитом.
Система уравнений аппроксимируется с помощью неявной 

конечно-разностной схемы, и решение линеаризованной системы 
выполняется методом прогонки.

К одной из ряда трудностей, приводящих к неопределенности 
выбора решения поставленной задачи, следует относить расчет 
сверхзвуковых МГД-течений при существенном МГД-взаимодей- 
ствии и генерации прямого скачка уплотнения. Наиболее удоб
ным и простым методом подобных расчетов, включая течение 
двухфазной среды (газ + жидкая фаза), является метод Годунова, 
широко используемый в инженерной практике. В ряде задач раз
ностная схема Годунова эффектна благодаря монотонности. Ин
тегральные законы сохранения, формирующие конечно-разност- 
ную запись уравнения газовой динамики, приводят к преобразо
ванию уравнений Эйлера

^ (fd r  + vcbt) + Jj" tfdxdt = О,
a

где Г — граница области; Q — область определения решения;

f p ' >CL 0
V = S pV ; Г = s pv2 ; h  = ds

%
U (<i + fn)J,(pe, + P)vj

е, = CVT + V / 2;

! /м.г + Л.ч (массовые силы); q — q% + джч, s — площадь сечения 
канала

Решение системы является дальнейшей задачей, вкпючающей 
®нализ устойчивости численного метода и обоснованность ис
пользования принятой модели турбулентности, не учитывающей 
специфики пристенных процессов.
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Частные случаи течения в магнитном поле

Течение в параллельном магнитном поле. Рас
смотрим стационарное течение электропроводной невязкой жид
кости в магнитном поле, вектор которого параллелен течению
В[В; 0; 0].

Из уравнения движения в форме Эйлера имеем

dvx 1 др „ vx —- = + Fx, дх р дх

где Fx— проекция магнитной силы.
, В - дЬИз закона полного тока rot—  = j  +—  следует, что при

M-m Ol
д*> п----> 0 для одномерного теченияdt

_ д ( В / » т )
Уинд -

С учетом выражения для проекции силы Fx уравнение движе
ния преобразуется к виду

dv, 1 d— — +---
dx р dx

В 2' = 0, (7.78)

В 1где р + -—  = р-r — суммарное давление; pv = р + />м; vx= v.
2 Цт

Переписывая (7.78) в форме

dv 1 d/>v v —  + — —  = 0 
dx р dx

и используя формулу для скорости звука а = у]dp / dp, получаем 
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dv 1 dp dpv dv a2m dp _ n
V ---- г--- - ‘—  — V  ~~ + « ”  ’dx p dx dp dx p dx

где — = -z-=- — скорость распространения возмущении в маг- 
P dp

нитном поле.
При анализе движения электропроводящего рабочего тела в

магнитном поле, используя уравнение неразрывности для трубки
тока Fopodlo = Fpdl и уравнения Максвелла, характеризующие маг-

• В Вп нитное поле div В = 0 —  F  = —  Fq = const, получаем
М’т

Ppd/p _ pd /
0̂ / V-m В / Цт

Z? о ВПри d/ = const -> —  = —  --5-, что позволяет сделать вывод: 
П т РО Пт

индукция магнитного поля зависит от плотности среды.
Следовательно, скорость распространения звука в среде будет 

определяться

4

2 d где v„ =
dp

dp Ро

В2 ' — скорость волны Альф вена, которая является
mj

характеристической скоростью уравнений магнитной газовой ди- 
М ИКИ.

В ряде случаев влияние критериев подобия на рабочий про
цесс несущественно и система уравнений магнитной газовой ди- 

мики может быть упрощена. Например, при слабом влиянии 
уцированного магнитного поля, определяемом характеристи

ками рабочей среды (электропроводность, магнитная проницае
мость. малые скорости перемещения), магнитное число Re„,«  1, 
В/ -> 0 и учитывается взаимодействие среды только с прило
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женным магнитным полем fiv = В0. Система уравнений, характе
ризующих течение проводящей жидкости (газа) в магнитном поле, 
видоизменяется.

При малых числах магнитного давления магнитное поле и из
менение газодинамических параметров не зависят друг от друга. 
Система уравнений (7.74) записывается для неизвестных значений 
скорости, давления, энтальпии (температуры) и плотности:

— + div pv = О, 
at _

P ~ j~  =  - g r a d / >  +  Д, 
dA др „  = 
at ot

(7.79)

где Д — диссипативная функция Релея.
Для течения среды (о * 0) с малыми числами Маха в ряде слу

чаев можно пренебречь сжимаемостью среды (р = ро = const), а 
система уравнений (7.79) решается относительно параметров ско
рости, давления, энтальпии (температуры) и индукции магнитно
го поля:

div v = 0,

Р d1 = ” 8rad Р + ̂  + Р  Ж *)’
dA -р—  = -div О, а/ _

rot —  = ],
(7.80)

= а|£ + |v х fijj.

При одномерном установившемся течении невязкого электро
проводящего рабочего тела в магнитном поле система уравнении 
включает:

уравнение неразрывности
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i i i +l i e  Л  «Ы,  о -> pv f = com.
s dx p dx v dx

где s — площадь сечения; v — составляющая вектора скорости 
v(v, 0,0);

уравнение движения
dv Id р

о dx V >хdx р dx

где j [ jx, j y . о]; Я(о,0, В].
Пренебрегая продольной составляющей ]х , уравнение движе

ния можно записать в виде

v ^ . - i g  + o(£B -vS|«,dbc

где Е н — напряженность электрического поля на нагрузке; 
уравнение энергии

- JE - dQ 
dx ’

где Л — энтальпия рабочего тела; jE  — удельная электрическая 
мощность; Q — теплота, отводимая через поверхность, окружаю
щую объем.

Уравнение состояния при
1 dp 1 dp 1 d Т _ 
р dx р dx Т dx

Если принять ср = /fy/(у - 1), то уравнение энергии при ср = 
= const примет вид

Т .d r  2 dv -- dQpv----Д— + pv —  = jE  + -f-,Y -1 dx dx dx
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а с учетом уравнений состояния неразрывности

pv
Г-1

RT I dp 
р dx

_L d£ }_dv 
s dx v dx

После преобразований с учетом уравнения движения выраже
ние (7.81) принимает вид для решения в квадратурах

(7.82)dv 1 v ds rsB2 f £ i  v) d Q+ V -
dx М2 - 1 s dx р [ в  VJI Y B) dx

При М = — = —j== 
a y[RT

—  = lyRT)~l/2 —  - -(yRTY l/2T-1 —  dx V > dx 2V ’ dx

т.е. принимает вид, разрешаемый относительно М.
Течение неидеальной электропроводящей 

жидкости в канале плоского поперечного се че 
ния в поперечном магнитном поле. Точные ре
шения. Рассмотрим ламинарное течение несжимаемой элек
тропроводной жидкости в плоском канале прямоугольного попе
речного сечения, вектор индукции магнитного поля в котором 
перпендикулярен к (Ву = В) — оси течения и поверхности изоля
ционных стенок. Положим, что на участке стабилизированного 
течения скорость vx и индукция магнитного поля В постоянны по 
оси, а изменяется давление (др/дх) = 0. Расстояние между элек
тродными стенками канала (рис. 194) значительно превышает 
расстояние между изоляционными стенками (а »  Ь). Состав
ляющие скорости в направлении осей у, z отсутствуют. Из урав-

- м а- Ъ п дВх дВу dBz Лнении Максвелла div В = 0 ->— — + — *- + — - = 0, и при указан-
дх ду dz

НОМ допущении Ву = const = Во.
При условии В = const из уравнения электромагнитной ин

дукции следует rot Е  = 0 и Еу = const. Полагая jx = 0, что опреде
ляется допущением изотропности электрических параметров рас- 
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сматриваемой среды, принимаем Ех = 0. Из уравнения неразрыв
ности электрических зарядов div j  = —дрJd t получаем div j  = 0, 
jy = const.

Рис. 194. Течение Гартмана. Поперечное 
магнитное поле

Напряженность электрического поля между направляющими и 
I  проводящими стенками определяется из закона Ома в виде
■ = Уг/ст, и проекция плотности электрического тока в попереч

ном направлении jy = a[EyvBo\ соответственно. Определяя сред- 
I нюю скорость в зазоре между изоляционными стенками в виде 

ь
К vcp = d*, получаем напряженность электрического поля Еу =

I  = ~vCp&  и выражение для плотности электрического тока в сече- 
I НИИ канала/у = aB$(vcp- v). При vx> vcp jy< 0, при v> vcp jy > 0. 

Проекция пондемоторной силы на ось Ох составит

14  fvx - [ j  * До]х = CT̂ 2o(vcp - v),

ято позволяет сделать вывод о немонотонности распределения 
/у по сечению канала. В пристенной зоне сила /у< положитель
на и разгоняет поток.
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Из условия vx = const уравнение движения относительно оси 
ОХ имеет вид

Принимая во внимание уравнение для jy, левая и правая части 
которого — неоднородное линейное уравнение с постоянными К{). 
получаем

При использовании критериев подобия и безразмерных пара
метров v = v/vcp, z = Z /  b уравнение преобразуется к виду

-г- - Ha2v = -£На2 + Re - Eu. 
dZ2
d*V

Решение, полученное Гартманом, имеет вид

Так как
ь

о о
имеем

j. Re • Eu На
На2 ~ На - th На ’

и распределение скорости v = Ha(ch На - ch На z) 
На ch На - sh На
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Если значение На -► 0, то распределение скорости в сечении

-  3М 2)канала соответствует профилю Пуазейля v = -— -. На оси 

канала при z = 0 скорость достигает максимального значения

Ha(ch На -1)
Vmax "  На ch На - sh На '

Увеличение индукции магнитного поля В, электропроводности 
жидкости или характерного размера приводят к увеличению не 
только критерия На, но и градиента скорости в окрестности стенки, 
а также к уплощению скорости в основной части канала (рис. 195). 
При величине На -» оо v -> 1 по всему сечению канала. Градиент 
скорости у стенки определяется из выражения

dv_ _ vcp dv Уср На2 sh(f На) 
dz b dz Ь HachHa-shHa

касательное напряжение на стенке (z = 1, z = Ь ) при ламинарном 
течении рассчитывается по формуле

_ _  fdv) _ На2 sh На
Тст “  “ Ь HachHa-shHa

и коэффициент трения -

2 На2 sh На 
С/мг Re На - sh На

Так как при отсутствии МГД-взаимодействия (На = 0) и тече
нии Пуазейля Су0 = 6 / Re, то относительный закон трения вы-

С/мг На2 th На „ражается в виде ч/мг=——  ------—--- . С увеличениеммг Cf 3 На - th На



числа На более 3 значение гиперболического тангенса th На -* i 
На

И Ч/мг = 3(1-1/На)'

Рис. 195. Распределение осевой со- 
стаадяющей скорости при На = var

Дальнейшее решение этой за
дачи позволяет определить давле
ние по длине каната из гранич
ного условия z - +b, v=  О

др ( М
ду1) СТ

vcp d*v
b dz

= -И 'ер На3 ch(Haz)
На ch На - sh На ст

= -ц 'с р На
b На - th На

В безразмерных переменных р = — — ; х = —, и имеем
Р̂ ср /2 Ь

др 2 Ha2thHa _—  = -—— —--- - ■ = -С гу что показывает уравновешиваниедх Re На - th На 1
силами трения на стенке изменения давления по длине. В реаль
ном случае течения суммарный электрический ток 1 * О и усло-

дрвие —  = -С f является нереальным.дх J
Рассмотрим уравнение движения в проекции на ось z при

д дприведенных условиях {уу = 0, vz = 0, —  = —  = 0 для всех пара-дх ду
метров, исключая давление):



Здесь составляющая индукции магнитного поля В определяется 
из закона полного тока rot B/\im = j. Для составляющей jy имеем

где { ]  х В) = j yBx.

дВ. дВх
дх dz - v cp)-

Преобразуя через безразмерные параметры Вх = Вх / В .0 и z 
при условии dBJdx = 0 получаем

- v) = Rem(l - v).

Используя выражение для v и решая полученное уравнение 
при граничных условиях z= U z = 0 -* Вх = 0, получаем зависи
мость

_ _ sh (z На) - £ sh На
Dx = K C m --- ------- ' --------------,* т  На ch На - sh На

показывающую, что индукция магнитного поля по направлению 
Ох пропорциональна Rem.

Подставим формулу для определения Вх в приведенное ранее
равнение движения:

После преобразования с использованием критерия подобия (N  
и Ей) и безразмерных переменных получаем

где р = 2р / (ру/2р).
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Т е ч е н и е  К у э т т а .  К другому точному решению задачи 
плоского стационарного течения электропроводной несжимаемой 
жидкости в приложенном магнитном поле относится течение в 
плоскопараллельном канале с одной неподвижной и другой пере
мещающейся стенкой (рис. 196) в магнитном поле Bq . При реше
нии задачи пренебрегаем вторичными течениями, концевыми 
эффектами, считаем приложенное магнитное поле постоянным и 
однородным по длине канала. Параметры зависят от координаты z. 
Скорость перемещения стенки у0. Граничные условия представ
ляются в виде z = 0 -> vx = 0, z = б' -► vx = Ц).

Рис. 196. Течение Куэтта при воздействии на 
жидкость поперечного магнитного поля:

1 -  подвижная граница; I I  -  неподвижная граница

Индуцированное магнитное поле выражается следующими 
условиями: z — О, В = const.

Если др/дх = 0. уравнение движения в указанных условиях 
имеет вид

■ + j yB0 = 0,
OZ

где jy = а(£у — vxBq) — составляющая плотности электрического 
тока.
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где

Преобразовав уравнение движения в безразмерных перемен
ных (v,£) с учетом выражений для jy и критериев подобия На и 
К, получаем

^ . Н а > р - П  

Н а . - ф г;ц vBq

Решение этого уравнения дает следующее выражение для рас
пределения скорости в канале:

_ *shHa + (l-.Af)shHaz - *shHa(l-z) 
sh На

При отсутствии внешней электрической цепи и при электро- 
изолированных стенках (Еу = —vcp2Jo, К=  1) имеем

ah H .(l-q r"
sh На ’

Распределение скорости в обоих случаях представлено на 
рис. 197, а. При На = 0 получаем классическое решение задачи 
Куэтта v = z •

Распределение плотности электрического тока представляется 
в соответствии с законом Ома (рис. 197, б):

1 - h  _ к  * s h H a ( l- ; ) - ( ! - <f)sh На?
у oB0v ' ' sh На

Индукционное магнитное поле определяется из формулы

в х = ц т { у у <1г+С,

h
где С = —  |  jydz при условии Вх - 0 при z — 0, z = б.



V  
1 Т 7 7 Т Т Т Т 7 Т 7

О

Рис. 197. Распределение скорости по сечению канала при течении 
Куэтта (а) и электродинамических параметров при течении Куэтта (о )

После интегрирования
- К  ch На(1 - г) + (1 - К ) ch На z
*X На sh На

_  _ . _ „ — ch На - ch На zПри Вх = 0 на границе z = 0  Вх =-- ————---  (см.На sh На
рис. 197, б). Касательное напряжение на верхней и нижней стен
ках при отсутствии магнитного поля

v = I,  dv / dz = 1, т = ц;

при взаимодействии с магнитным полем

dv ( l-* )Hach  На г + А- На ch Наг 
dz sh На

На | На ch На На
ст|г«о sh На ’ CTU=e shHa th На



1. Объяснить физическую картину течения электропроводной жидкости в при
ложенном магнитном поле.

2. Объяснить физический смысл уравнения Максвелла и сохранения электриче
ских зарядов.

3. Указать критерии подобия в магнитной гидродинамике.
4. Пояснить, при каких условиях уравнение движения в приложенном магнит

ном поле является аналогом уравнения Бернулли.
5. Объяснить понятие гартмановского слоя.
6. При каких начальных и граничных условиях решается задача Гартмана?
7 Объяснить причины деформации распределения скорости по сечению канала 

при течении Гартмана.
8. Пояснить отличие (аналогию) распространения звука в электропроводящей 

среде при наличии магнитного поля.
9. Объяснить особенности течения Куэтта при наличии магнитного паля.
10. Объяснить различие между касательным напряжением на стенке и коэффи

циентом трения при ламинарном течении электропроводящей жидкости в попереч
ном магнитном поле и при классическом течении в канале.

И . Пояснить причины появления и распределения по сечению канала индук
ционного магнитного поля.

Контрольные вопросы к §48

§49. О С Н О ВН Ы Е УРА ВН ЕН И Я ПО ТО КО В Д ВУХФ А ЗН Ы Х СРЕД  

Общие сведения

К многофазным относятся потоки, включающие непрерывную 
и дискретные фазы. Это потоки типа газ — твердые частицы, газ
— жидкие частицы, пар — капля, жидкость — пузырьки газа. Со
ставляющие среду компоненты обмениваются импульсом и энер
гией, а также переходят из одного состояния в другое.

Решение задачи о течениях двухфазных потоков определяется 
физической моделью течения, и в ряде случаев реальная картина 
течения может быть упрошена за счет идеализации свойств среды 
и процесса взаимодействия фаз. Вместе с тем в математической 
модели и системе уравнений, принимаемой для описания течения 
двухфазной среды, следует учитывать процессы обмена коли
чеством движения, энергией, а также массообмена и разрывность 
среды.

Наиболее распространенным подходом при записи системы 
уравнений двухфазного течения является выделение уравнений 
для отдельных фаз. например жидкой и паровой, жидкой 
(твердой) и газовой.
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Если в потоке пара рассматривается обтекание одной сфери
ческой капли жидкости с учетом действия на нее силы Стокса, то 
уравнение движения капли (уравнение переносного движения) 
представляется в виде

где уж ,уг — скорости жидкой и газовой фаз; т — время релакса
ции движения.

Движение для области внутри капли описывается уравнением 
относительного движения

среды массой т  и объемом V.
Рассмотрим уравнения сохранения для движущейся двухфаз

ной смеси, занимающей произвольный объем V, часть которого V, 
занята /-фазой.

Определив поток количества массы тц за время т через F, 
можно найти скорость многофазной среды без учета пульсаций:

Отметим, что аналогично определится истинная скорость те
чения каждой фазы:

где тщ  — поток количества массы /'-й фазы; Ft — площадь, заня
тая частицами /-й фазы;

dVjjf 1 , ? л- ГГ  + —  grad рж - / м = О, dt рж
где /м — массовая сила, действующая на элементарную массу

Здесь ср/ — объемная доля /-й фазы в данной точке.
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Истинные скорости фаз и среднемассовая скорость многофаз
ной среды связаны соотношением

где XiD = lim —  — массовая доля /-й фазы. v-*o т
у .

Введем понятие коэффициента скольжения фаз а = — , a

также понятие относительных массовых сил В, действующих на 
элементарную массу т , сосредоточенную в объеме V :

b= lim —. v->o т

Если массовую силу, действующую на /-ю фазу, выразить в ви-
В

де  ̂ = ь = Л х'Хь‘-V"*° Ы\
Поверхностное напряжение, обусловленное, например, силами

П

давления, трения, определяется как р = ^ ф (Р,. Отметим, что
ы 1

силы сопротивления при взаимодействии фаз также относятся к 
поверхностным и зависят от скольжения одной фазы относитель
но других.

Уравнение сохранения массы двухфазной среды выведем, рас
сматривая закон сохранения для одной из фаз:

•dpr

где v — скорость фазового перехода первой фазы во вторую.
Преобразуя это уравнение, получаем + prdivvr = -v и сdx

учетом массовой доли данной фазы имеем
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xr d t хж d t
Таким образом, уравнение неразрывности для нестационарно

го течения имеет вид

£ а(рх,) [ д(рх , )  | d(pxlviy) | д(рXjViz)  = о

dz дх ду dz
(7.84)

После преобразований (7.84) с использованием понятия сред

нерасходной скорости v = У ' хщУ/ в цилиндрических координатах

Выделяя в двухфазной среде объем V, рассмотрим, каким об
разом формируется главный вектор всех внешних массовых и по
верхностных сил, действующих на 1-ю фазу в этом объеме. Воз-

тор массовой силы.
Силовое воздействие на поверхности S, ограничивающей объ

ем V, складывается из поверхностных сил с напряжениями Е  
внутри 1-й фазы, межфазных поверхностных сил с напряжением 
D\ и поверхностных сил со стороны 2-й фазы — удельный вектор
R . В результате получаем

П

имеем
др х d(pv2) , руе , 1 d(pvg)d (p ^ ) 0 (7.85)dt дг г г  50 dz
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J + J <p2(Dn)dS - J  RdV.

Изменение импульса 1-й фазы в выделенном объеме опреде
ляется аналогично:

^  J  Pi^i^id^ = J  ̂ y[pi<piv,]d\/.
V V

Тогда уравнение импульса 1-й фазы запишется в форме 

dvi
Р 1Ф 1 = div^pj.£ + <p2D,j ~ R + Р|Ф1^. (7.86)

где v3 — вектор скорости массы фазового превращения.
Рассмотрим воздействие на 2-ю фазу массовой силы 

|р 2Ф2/М\/ и поверхностных сил (поверхностные силы с напря- 
v
жением р внутри 2-й фазы и межфазные напряжения поверх
ностные силы от 1-й фазы с удельным вектором R).

В результате главный вектор массовых и поверхностных сил

J ф2pndS + J y2D2hd S  +1 /?dl/ = J*Jdiv ф2(/> - D2)+ dv.
S  S  V V

Изменения импульсов 2-й и 1-й фаз определяются аналогично:

/['vL
р 2Ф2 ^  + V(V2 ~ Vy) dv.

и уравнение импульса имеет вид 
dv

Р 2Ф 2 + ̂ 2  “  у з ) = div ф2(р - 02) + R + р2ф2Л . 

Для всей двухфазной среды уравнение изменяется так:
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и в целом

р = div(9j£ + ф2р + ф2(Л  - D2)) + рВ.
dv

Уравнение сохранения энергии запишем с учетом фазовых 
превращений 1-й фазы во 2-ю и уравнение энергии для каждой 
фазы —

где N — поверхностная сила со стороны частиц 2-й фазы; q\ — век
тор теплового потока к 1-й фазе через единичную площадку в 
единицу времени; Q\2 — теплота, подводимая к 1-й фазе от час
тиц в объеме V и определяемая теплообменом между фазами; С т р -  
теплота, выделяемая в результате механического взаимодействия 
фаз.

Уравнение энергии для всей среды, определяющее изменение 
полной энергии среды в единицу времени:

d  /  ^  у2 у2
P,(Pld7 ei+~2~ +V (Ез ~Ei )+ 3 2 ' = + “

- div + Ой + Q1pj + d iv^ fv , + ф2А^,),

=Р2Ф2̂ 1 +

+ dh^2v2(/>-.D2) + JV2 + 0^ -diу?2ф2 -012,

-j = p (v J )  + d i v ^ , £  v, + ф2pv2 + ф2(Д у  - Z)2v2)]
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где е = Х|б| + х2е2 — полная внутренняя энергия среды;

A=iVj + ЛГ2; tV2 =xtv{ + x2vj; ftp = ftp, + ftp, •

После преобразования уравнения энергии через энтальпию
Я-

hj =tj +— получаем
Pi

P d7 * / U - — + Ж2(Л2- ^ ] + ir l ̂ Pi) V Р2 ' 2

pv^+div^fv, + ф2/>У2 +Ф2(А''~^>2̂ 2)] 

- div (<р,, + ф2̂ 22) + N  + (?тр

или при

Л* =
/2'I

+ *2

- Р ^  = рм  + div q>2(Z),v, - D2v2) + N + Qw -

-div(<p,9, + <p2g2) +div [cp, (£ + p,)v, + q>2(p + />a)v2]. (7.87)

Это уравнение показывает изменение полной энтальпии в по
токе вязкого теплопроводного двухфазного рабочего тела при уче
те необратимых взаимодействий между фазами.

Одномерное течение двухфазной среды

Рассмотрим участок канала длиной L = *2 — Z\ с сечениями ,V| 
и 52 (соответственно входу и выходу), боковой поверхностью Sj (5 = 
= + S2 + 5з)- Объем рабочего канала V. Тогда уравнение нераз
рывности для каждой фазы
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—  ( p , « p i v i 5 )  = - v 5 ,

d Z (lP2<P2v2S ) = vS-
(7.88)

_  , d(pvs)Это дает для всей фазы —̂ —- = р.
dz

Уравнение движения для среды с учетом ранее полученных 
уравнений для каждой фазы имеет вид

‘f r 'P l f o )  + (Ф2Р^|-У)] „  d(q>,£ + ф ,,) -
dz d z

pBS

или
dv gs
dz d z

(7.89)

G\ G2где vp = Vj -jj- + v2 -jj- = v{xK + v2xT. 
Уравнение энергии для среды

_d_ 
d z *■4 ; г

+ G, h2 +vV

+ cp2Z)(v, - v2) + <p2(/>2 + p)v2 + С?тр + N + pBvz - (7.90)

где тензоры напряжений

г 4 dvjг . - й - з и  — 4 dv2
Р - Р 2 - з » 2  i f

При анализе движения невязкого двухфазного потока система 
уравнений (7.88) и (7.90) упрощается и имеет вид
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p vF = const, 
dv. dp

Av + —  = A* = const. 
2

Параметры, определяющие состояние системы, можно рас
сматривать в общем случае как термодинамически неравновесные- 
При введении параметров, характеризующих равновесное состоя
ние, можно изучать состояние двухфазной среды при одномерном 
течении в канале.

В соплах ракетных двигателей, каналах МГД-генераторов про
цессы газовой динамики анализируют в условиях течения двух
фазных рабочих тел (продуктов сгорания твердого топлива). Для 
таких процессов рассмотрим некоторые теоретические положе
ния.

Уравнения нестационарного течения полндисперсной среды с 
учетом коагуляции и дробления частиц при МГД-взаимодействиИ 
разделяются на уравнения для газовой фазы и уравнения для каж
дой л-фракции другой фазы.

Для газовой фазы

Двухфазные течения в каналах энергоустановок

п
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* | r pl'A ‘ +5 (,v«*>' - 1 * 1  W <  - т ) * с * ^ ' - *)1+Cv':

для i-й фракции частиц (/ = 1..., п) уравнения неразрывности, 
импульсов, энергии и изменения концентрации частиц п,\

* £ (р Ы  * ̂ ( п ч ) +|-(p,vs ) = А (:ау а*

+ ̂ ;РЛ'х + + -^(piv*vk ) = ° 2i + р А , (v* - \ъ);

^  * j^W ixTi + jjW t» ri = PlC"  - r' ) + d5/-

дп< д д d—2- + -- fUVir +-- ПiViv +-- n.V,. = Л/А,;.a/ ax 4 “ dy ' v  a* ' 4 61

Здесь A’ — энтальпия по параметрам торможения; Qv — теплота, 
вьшеляемая (поглощаемая) в объеме; Сц, С0_ — коэффициенты
вязкого и теплового взаимодействия соответственно; СРк — 
удельная теплоемкость £-фазы; Dk — коэффициенты взаимодей
ствия, учитывающие коагуляцию, захват и столкновение частиц.

»-1 п

А» = kg^ ifiijP j - P j ^  куЭцвцц: 
у-1 У-/+1

«-1 л
А/ = n.X^3yp'K  _ v<)+ V'A. +Р/ X 43ijnAl -Qij\vj - viY

y- 1  y-1+1

Ds, = 1
'Pt

/-1
ni X  куЭуЕу  + р,- X  kjj3jjnjEjj(l - 0,y) 

L У-1 У-'+i
+ 7/А/ •
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/>6, - У*_ kjjSjfijjHj. 
j~i+\

где k,j = n(r, + /))V/ “  vy| — константа коагуляции; 3fJ — 
коэффициент захвата; 0/у — коэффициент эффективности столк
новений;

Так как решение приведенной системы уравнений представля
ет собой сложную задачу, для ряда случаев течения двухфазного 
рабочего тела в каналах используют в инженерных расчетах при
ближение монодисперсной среды в квазиодномерной постановке 
задачи. Для нестационарного течения двухфазной среды при ука
занных допущениях система уравнений записывается в форме

d<v> д<Т> Д „  din Л Л — —  + — — -  + Q + < ( ? >  — —  = о, 
dt дх dx

где
A J>

^® [Pi* Рг» Р\иь  Ргмг* Р \^ \\  Рг^г] *

Л = j^PiV,; p2v2: (piv? + p); p jv J; p,v,; ( £ i + ^ f) ; •

д _ J
Q = [о, о -  X  ej + Ff , {Oj -  y'£j, (-6 7- +  V j / j j J  .

A A Л

G[A] = Л[Л]; при A *  3 <7[3] = p^2.
Здесь

v?
£ 1  =  e, +  Б, =  C y{T\ = /?i7j  /  ( y j  — l);
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м -  =
>/Yi r̂, Wi J

В случае установившегося течения система уравнений упро
щается и разрешается относительно р и Тъ виде

И - ̂  - -*4 - ̂ м?) * * - *>м? ■
( jE  -Qt +voFt ) ,

х -i-------- г----- L - у гМ ,;
Pî i

P1W

dv2 _ dT, _
P2V2 -^ --  -^r; P2V2CP* <j* Г

В течениях без МГД-взаимодействия ( j  х В = 0, y f  = 0) в со
плах частицы второй фазы (жидкой) отстают (проскальзывают) от 
газа и разность скоростей газовой (1) и жидкой (2) фаз прибли
женно определяется V\ - Vi *  Р2^2/(м 4ср). где d2 —  размер частицы.

Потери на трение и теплообмен при взаимодействии газа и 
частицы в предположении стационарного обтекания частицы, 
принимаемой за сферу, определяются коэффициентами трения и 
теплоотдачи в виде аппроксимаций, полученных в СО АН СССР: 
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Cf = c fl + c h + c fi>
где

Сh = 24̂ Re+ (43З +13,65 - 1,53^-) / [ l + 0,353 -̂
0,243 Kc
м ^ т

- 1

4,5 + 038(0,03 Re+ 0,48>Ш
С л =------ ---------- f— 1  + 0Д' h  1 + 0,03 Re+ 0,48VRe

+ 0.2 M'(H ' гТйё .

(2  + a,46 R e 0’55- P r03k ,

R e P r 1 + 3,42 ч н
2

(2  +0,46 R e 0'55- P r03) “ г

= a.

Контрольные вопросы к §49

1. Указать основные закономерности при течении двухфазных сред.
2. Указать, как можно представить истинную картину течения каждой фазы.
3. Как формируется главный вектор внешних массовых и поверхностных сил. 

действующих на фазы в объеме многофазной среды?
4. Как учитывается взаимодействие фаз при описании картины течения двух

фазного потока?
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Поле магнитное 621
— электрическое 621
Полное гидродинамическое давле
ние 86
— касательное напряжение 89
— нормальное напряжение 95 
Полуфиксированная расчетная 
сетка 485
Поперечный поток вещества 515 
Потенциал скорости потока 39, 60 
Потенциальное течение газа 39,
40, 41, 60
Потеря при внезапном расшире
нии (сужении) потока 316 
Поток канонический 241 
Правило знаков для подвода теп
лоты и работы 301 
Принцип обращения воздействия 
248
Проницаемость диэлектрическая 
621
— магнитная 621
Пропускная способность (проводи
мость) длинной трубы 609, 618 
Пространство фазовое 590 
Профиль Пуазейля 643 
Профильное сопротивление 557 
Процессы: 

диффузии 25 
количества движения 25 
конвекции 25 
неравновесные 28 
переноса теплоты 26 
равновесные 28 
химические 27 
электрический ток 27 

Псевдоскачок 338 
Путь смешения 115, 545
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р
Работа насоса I37, 311
— компрессора 137, 311
— силы трения 251, 269
— термодинамическая 300 
Разрыв параметров (скачок) 22, 
175
Режим течения ламинарный 16,
500
---переходный 17
--- свободномолекулярный 17
--- со скольжением 650
--- сплошной среды 16
---турбулентный 500
Решетка профилей (гидродинами
ческая) 369 
Решения точные 640

С
Свойства жидкой сплошной среды: 

вязкость 25, 26 
однородность 20 
плотность 21 
сжимаемость 22 
сплошность 21 

Связь между углами а и р  при 
косом скачке уплотнения 188 
Сила массовая 650
— трения 270
— электромагнитная 622, 628 
Скачок волны Альфвена 637
— уплотнения косой 22, 187 
 - прямой 22, 187
Скорость движения молекул ис
тинная 595, 5%
----- наиболее вероятная 595,
5%
----- среднемассовая 595
----- тепловая 595
— истечения из сопла газа 322 
 жидкости 329
— перемешения поверхности скач
ка уплотнения 184
— потока критическая 143
--- максимальная 143
---  приведенная 151

— распространения малого возму
щения в газе 170
Сложение (суперпозиция) потен
циальных потоков 356 
Сопло геометрическое 262
— Лаваля 262
— механическое 299
— сужающееся 324
— тепловое 282 
Сопротивление тепловое 285 
Среда жидкая 30
— сплошная 17, 30
— разреженная 18
— ньютоновская 20
— реологическая 20, 89
— электропроводящая 24, 40 
Степень турбулентности 538, 539 
Сток 353
Струйка тока 48

Т
Тензор гидродинамического давле
ния 86
— напряжений 110
--- Рейнольдса 110
Теорема подобия 212
— Стокса 212
— Томсона 129
Теория турбулентности 542
— цилиндрической ступени турбо
машины 489
Течение газа через сопло с трением 
306
— Гартмана 641
— Куэтга 626, 648
— в сужающемся сопле 324
— в сопле Лаваля 330 
Толщина вытеснения 510
— пограничного слоя 510
— потери импульса 511
Точные решения уравнения Навье —
— Стокса 192 
Траектория частицы 580 
Турбина газовая 5
— гидравлическая 5
— паровая 5
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Турбулентная струя 569 
Турбулентное касательное напря
жение 110
Турбулентный пограничный слой 
541

У
Угловая скорость вращения части
цы в координатах декартовых 35, 
36, 37, 38 
Угол Маха 169 
Ударная поляра 186 
Уравнение Бернулли для газа 142, 
304
----- жидкости 141
— завихренности 626
----- неустановившегося движе
ния 140
----- относительного движения
146
— Больцмана 592
— Гюгонио 260
— Максвелла 623
Уравнения движения в напряжени
ях 98
---в форме Громеки —Лэмба
101
---Крокко 128
— Навье — Стокса 104, 625 
 Рейнольдса 110
--- Навье — Стокса в цилиндри
ческих координатах 117 
--- в форме Эйлера 100
— количества движения 133
— момента количества движения 
135
— неразрывности в координатах:

декартовых 52, 53, 54, 55, 578,
639

цилиндрических 52, 53, 54, 55, 
56, 57, 58
— обобщенной адиабаты 164
— сохранения в интегральной 
форме 176
--- при переходе через поверх
ность скачка:

импульса 176 
массы 176

— ударной адиабаты (адиабаты Гю- 
гоньо) 183
— энергии 125, 126, 127 
Установка газотурбинная 5
— паротурбинная 5
— энергетическая 5

Ф
Фаза вещества 24, 25 
Формпараметр f 525
— Н 521 
- X  523
Формула Био — Савара 74, 75, 76, 
77, 78
— Блазиуса 509
— Дарси — Вейсбаха 313
— Калбрука 314
— Пуазейля 643
— Прандтля 115, 545
--- для нормальных скоростей до
и после скачка уплотнения 186 
Функция тока 345
— характеристическая 346

X
Характеристика потенциального 
сверхзвукового течения газа в по
токе 412 

Ц
Циркуляция 70, 73
— вектора скорости 69. 70

Ч
Число Альфвена 624
— Кнудсена 15
— Маха 16, 169
— Прандтля магнитное 624
— Рейнольдса 16, 216
— Эйлера 216

Э
Электропроводящая среда 625 
Эллипс адиабатный 426
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Эмпирические методы расчета по
фаничного слоя 553 
Энергия единицы массы внутрен
няя 120
----- кинетическая 120
Энтальпия 125, 236

— полная 126, 236

Явление газодинамического запи
рания потока в сужающемся сопле 
324
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В учебнике рассмотрены основы теории переноса теплоты и 
вещества в неподвижной и движущейся среде, а также перенос 
теплоты радиацией. Изложены современные методы расчета про
цессов тепломассообмена применительно к различным техничес
ким приложениям, особенно для областей новой техники (авиа
ционной, космической, атомной энергетики и т.п.).

Рукопись второго издания учебника (первое издание было 
выпущено в 1979 г.) написана с учетом новых программ по курсу 
“Теория тепломассообмена” . Значительной переработке подверг
ся раздел, посвященный вопросам теплопроводности, при этом 
большое внимание уделено численным методам решения задач 
стационарной и нестационарной теплопроводности. Добавлен 
материал по теплопроводности пористого материала, применяе
мого в современных системах с проникающим охлаждением. 
Изложены новые методы расчета пофаничного слоя, добавлены 
новые экспериментальные результаты диагностики пристенной 
турбулентности. Переработаны главы о теплообмене при конден
сации и кипении жидкости, а также раздел радиационного теп
лообмена в газах.

Учебник написан коллективом авторов, в течение многих лет 
сочетающих активную научную деятельность с преподавательской 
работой в Московском государственном техническом универси
тете им. Н.Э. Баумана.
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ческих университетов России, аспирантов и научных работников, 
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