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Ускорение научно-технического прогресса и интенси­
фикация на его основе промышленного производства — 
актуальная задача экономического развития в
двенадцатой пятилетке. Особенностью современного 
этапа развития экономики является ограниченность ре­
сурсов—  людских и природных. Поэтому развитие про­
мышленного производства в '  _ должно носить ресур­
сосберегающий характер, что может быть обеспечено 
только переходом к оптимальному планированию произ­
водства и технологических процессов, т. е. предстоит су­
щественная перестройка производства.

Процессам пищевой промышленности присущ ряд 
особенностей. Несмотря на то что физико-химические 
процессы пищевой промышленности давно и серьезно 
изучаются специалистами, аппарат современной физики 
трудно применить к описанию большинства этих процес­
сов, так как в них участвует огромное число компонен­
тов с самыми различными свойствами. Попытка учесть 
их приводит к сложнейшему описанию самого процесса 
и, как следствие этого, малоэффективному его исследо­
ванию. Фактически каждый раз приходится прибегать к 
приближенному описанию макропроцесса, поскольку 
только в этом случае возможны качественный анализ и 
численные расчеты.

В  предлагаемой книге сделана попытка разработки 
подхода к исследованию системы продукт — технологи­
ческий процесс, характеристики которой выявляются в 
абстрактной форме, в виде многомерной модели. Модель 
описывается аналитически с помощью функций, аппрок­
симирующих процесс. Эти функции могут не выводиться 
из общих физических законов, но тем не менее достаточ­
но точно описывают поведение системы в широком диа­



пазоне изменения параметров. Такое моделирование 
позволяет не только изучать ход технологических про­
цессов, но и, используя оптимизацию, интенсифициро­
вать их, снижать энергозатраты, повышать производи­
тельность и качество.

Этот подход применяется авторами при исследовании 
ключевых технологических процессов переработки пище­
вых продуктов, таких, как транспортировка, хранение, 
замораживание, сушка и стерилизация. Такая общность 
подхода позволяет без особых усилий распространить 
методику исследования на многие сходные процессы пе­
реработки и оперативно решать эти задачи на инженер­
ном уровне.

Не менее важную роль в пищевой промышленности 
играют процессы подготовки и планирования производ­
ства. В  книге рассматриваются такие вопросы, как 
прогнозирование заготовок сырья, прогнозирование про­
изводства консервов. При этом основным аппаратом ис­
следования также является математическое моделиро­
вание.

В книге даются необходимые сведения математиче­
ского характера. Разбираемые задачи сопровождаются 
пакетом прикладных программ с инструкциями по их 
использованию. Это позволяет решать аналогичные з а ­
дачи с другими исходными данными путем изменения 
данных в рабочих информативах программ.

При написании книги авторы ориентировались на 
широкий круг читателей: научные работники, инженеры- 
исследователи, технологи и специалисты, занимающиеся 
подготовкой производства. Авторы надеются, что книга 
принесет им пользу.



Г л а в а  I. МЕТОДЫ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 
АППРОКСИМИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ

1.1. ВЫБОР АППРОКСИМИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ

Аппроксимирующие функции, применяемые для опи­
сания физических, химических и прочих пищевых про­
цессов, Б которых причинно-следственные связи носят 
функциональный многопараметрический характер, явля­
ются естественным аппаратом научного исследования. 
На заре науки, когда понятие функциональной зависи­
мости не выходило за рамки индивидуальной интуиции, 
роль аппроксимирующих функций играли таблицы и 
диаграммы, например астрономические таблицы древ­
них. Таблицы, которые можно назвать конечномерными 
аппроксимациями функциональных зависимостей, позво­
лили установить закономерности, присущие различным 
процессам, а на их основе давать предсказания (про­
гнозы) явлениям природы.

Выбор аппроксимирующей функции для описания 
макропроцесса является одной из широко используемых 
эвристических процедур и в общем случае не поддается 
строгой формализации. В некотором смысле определен­
ная строгость достигается в тех случаях, когда эта функ­
ция выводится в качестве приближенного решения точ­
ного описания самого процесса. В  этом случае можно 
довольно точно оценивать погрешности аппроксимации. 
К сожалению, такие случаи составляют в некотором ро­
де исключения. Наиболее типичны случаи, когда имеется 
несколько точек наблюдения, по которым требуется вос­
становить функциональную зависимость или указать 
значения в других точках. Однако и такая задача без 
дополнительных предположений неразрешима. Спасает 
положение тот факт, что в большинстве случаев иссле­
дуемые макропроцессы ведут себя регулярно, без резких 
колебаний. В таких случаях практически все разумные 
аппроксимации дают хорошие результаты.



в  основе одного из методов аппроксимации функции 
одной переменной на отрезке лежит использование из­
вестной теоремы Вейерштрасса о том, что всякую непре­
рывную функцию на отрезке можно с любой точностью 
равномерно приближать многочленами. В принципе, если 
известны п значений функции f {x ) ,  скажем fn= f{X n) ,  
легко построить многочлен степени п— 1, зна­
чения которого в этих точках совпадают со значениями 
функции f {x).  Например, такой многочлен дает интер­
поляционная формула Лагранжа. Интерполяционный 
многочлен Лагранжа обладает массой замечательных 
свойств, из которых отметим одно. Пусть f {x )  является 
многочленом степени т, а число точек, в которых он 
вычисляется, равно п, причем п > т — 1. В этом случае 
интерполяционный многочлен (л:) в точности совпа­
дает с f { x ) .

К недостаткам метода относятся следующие. Во-пер- 
вых, если f (x )  не является многочленом и существенно 
отличается от многочленов (например, имеет горизон­
тальную асимптоту, является периодической функцией, 
растет экспоненциально или имеет особенность), то 
интерполяционный многочлен дает сильные отклонения 
от f { x ) .  Во-вторых, всякие измерения обладают опреде­
ленной точностью и, значит, вносят ошибки в расчеты. 
К сожалению, интерполяционный многочлен Лагранжа 
ведет себя очень неустойчиво относительно этих ошибок: 
у него меняется степень и сильно меняется поведение с 
изменением точек измерения. Проиллюстрируем это на 
простом примере.

Пусть f ( x ) = 0 ,  т. е. является константой. Однако из­
мерения проводятся с ошибками, в результате чего по­
следовательно получаем: /(— 1 ) ~ — 0,15; f ( 0 ) ~ 0 , l ;  
/ ( 1 ) ^ — 0,05; f ( 2 ) —0,05. В  этом случае интерполяцион­
ные многочлены, построенные по разным группам точек, 
будут следующими:

по первым двум Pi =  0 ,25‘x + 0 ,1 ;  
по первым трем Рг =  — 0,2 +  0,05 x - f  0,1;

0 ,6 5  ,  ^ 0 2  0-35  , л  1 по четырем = х г — 0,2х^------ — л:+ 0 , 1 ,
6  О

по последним трем P  ̂— Q,\2bx^— 0,275'х +  0,1.
Можно построить интерполяционные многочлены и 

по другим группам точек, однако существенное их раз­
личие заметно и так. Например, «прогноз» значения



f (3 )  по этим формулам получается таким: 0,85; — 1,25; 
1,05 и 1,1, т. е. вне отрезка интерполяции значения этих 
многочленов существенно расходятся, что не позволяет 
экспериментатору сделать надежный прогноз.

Приведенный пример иллюстрирует одну из трудно­
стей использования аппроксимирующих функций. При 
описании процесса с помощью аппроксимирующей функ­
ции приходится, с одной стороны, бороться за точность 
описания процесса, а с другой —  вести учет ошибок 
экспериментальных данных. Одна из широко применяе­
мых процедур моделирования макропроцессов состоит в 
следующем. На основе наблюдений формируется одна 
или несколько гипотез относительно вида функции, опи­
сывающей макропроцесс. Точнее говоря, берется один 
или несколько классов функций, описываемых несколь­
кими параметрами. Далее на основе экспериментальных 
данных производятся расчеты параметров, выделяющие 
из классов функций те функции, которые наиболее точ­
но описывают макропроцесс. С помощью последующих 
экспериментов и соответственно пересчетов выделяются 
функции, ведущие себя наиболее устойчиво и дающие 
достаточно точное согласование с экспериментом. Эти 
функции и используются для описания макропроцесса.

Определение параметров аппроксимирующих функ­
ций по экспериментальным данным не происходит одно­
значно. На самом деле это широкий класс задач, кото­
рые конкретизируются при специальных предположени­
ях относительно природы ошибок. Отметим основные 
типы ошибок. В первую очередь это ошибки аппрокси­
мации, т. е. ошибки, связанные с неправильным выбором 
вида аппроксимирующей функции (класса функций). 
В  этом случае ни при каких значениях параметров нель­
зя получить совпадения между значениями аппроксими­
рующей функции и экспериментальными значениями. 
Естественно требовать при этом, чтобы на «ответствен­
ных» участках различие между ними было как можно 
меньшим.

Не менее важную роль играют ошибки эксперимента.
Их можно подразделить на р е г у л я р н ы е  и н е р е ­
г у л я р н ы е .  К нерегулярным относят ошибки, способ­
ные внести дезинформацию. Они порождаются непра­
вильно поставленным экспериментом, неправильно пере­
данной информацией (ошибкой при переписывании, опе­
чаткой), сбоем или поломкой приборов и т. д. Регуляр-



ные ошибки такж е можно условно разделить на д е т е р ­
м и н и р о в а н н ы е  и с л у ч а й н ы е .

Детерминированные ошибки могут порождаться не­
адекватным отражением исследуемого процесса, прояв­
ляться как действие неучтенных факторов и т. п. В  т а ­
ком случае возникает ситуация, которая практически не 
отличается от описанной выше — можно считать, что 
эти ошибки являются следствием неправильно выбран­
ной аппроксимации. Хуж е обстоит дело с ошибками сыс- 
тематическими. Так, неправильно настроенный прибор 
может регулярно давать заниженные показания. Ошибки 
такого рода выявляются только при массовом экспери­
менте, когда можно сравнить данные разных приборов 
либо когда экспериментальные данные сильно противо­
речат нашим знаниям.

Самый распространенный вид регулярных ошибок — 
случайные (в смысле теории вероятностей). Причины их 
возникновения разнообразны: это — случайность, прису­
щая микромиру; действие неучтенных факторов; ограни­
чения на точность при передаче информации (например, 
ошибки округления результатов) и т. д. Учет этих оши­
бок при оценивании параметров является одной из з а ­
дач математической статистики. Многообразие ошибок 
аппроксимации породило большое число методов оценки 
параметров.

1.2. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ МЕТРИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 
АППРОКСИМАЦИЙ

Выпуклость И неравенство Иенсена

Пусть >̂2 — действительные числа.
О т р е з к о м  х^^ ]̂, соединяющим х*‘ * и х^ ’̂ , назы­
вается множество точек вида Я^х*’  ̂ + Л 2X̂ ^  ̂ где Xi +  X,2 =  
=  1, Л ,> 0 ,  l 2> 0 , т. е. x<̂ >] =  +  Я̂ х' »̂ .

Смысл сказанного хоро- 
^  шо виден из рис. 1. Очевид- 

но, отрезок [х(‘>, х<2)] полу­
чается, если к вектору х<‘)
прибавлять векторы вида 
Я(х(2)— х<>)), где В
частности, при Х = 0  полу- 

Рис. 1. Отрезок [х<‘), х0] чим х(‘> —  ОДИН конец отрез-



Рис. 2. Выпуклая обо­
лочка

Рис. 3. Выпуклая функция

ка, а при Л.= 1 имеем х<')+(х<2)— х(‘) )= х Р )  другой конец 
отрезка. При изменении X от О до 1 вектор xW+?i.(x<2)—  
— хО) пробегает весь отрезок [х(‘\ х̂ )̂]. Теперь заметим,
что — х ' ” ) =  (1 — Я,)х*‘ ' +  Обозначив
Я-1= 1— I  и ^2= ^ , получим определение отрезка.

Множество VczR” называется в ы п у к л ы м ,  когда 
вместе с любыми двумя своими точками оно содержит 
и отрезок, их соединяющий, т. е. для любых х*'\  х 
имеем [х*'\ х*^*] с=: V.

( 1)

Пусть X(I) R "  и А.1, ..., Хт — действитель- 
где Я,1 +  ... +„("I)ные числа. Вектор X j x ' ' +  . . . +

+ ^ m = l  и 7,1, ..., ?Jn^O, называется в ы п у к л о й  (линей­
ной) к о м б и н а ц и е й  векторов х<‘), . . . ,  М ножест­
во всех выпуклых комбинаций векторов х*'), . . . ,  x(” )̂ на­
зывается в ы п у к л о й  о б о л о ч к о й  Со (х('), . . х(™)) 
векторов х<‘), . . . ,  х(™) т. е.

Со(х<‘>, 2
1=1

( ! )

. . . , К

=  ^1,
i=i

о1.

Предположим, что в точках х('), . . х('"> расположе­
ны точечные массы Я.ь ..., Кт соответственно, причем 
X i + . . . + Х т =  1; тогда выпуклая комбинация является 
центром масс этой системы. На рис. 2 выпуклая оболоч­
ка (заштрихована) показана для случая пяти точек на 
плоскости.



функция f, определенная на выпуклом подмножестве 
называется в ы п у к л о й ,  когда для любых век­

торов gjl/ и любых неотрицательных чисел 
>vi и Яг, таких, что li+ A .2= l ,  выполняется неравенство

V ( x " > )  +  V ( x ® ) .  (М )

Неравенство (1.1) означает, что график функции f 
на отрезке [ х ' ‘\ x^ ’̂] лежит под хордой, соединяющей 
его концы (рис. 3 ) .  Приведем два признака выпукло­
сти функций.

1. Дифференцируемая функция f  выпукла, когда для 
любых X, ygV'  выполняется неравенство

/ ( у ) > / ( х ) +  (v/(x), у — х), (1.2

где vf W =  (*)> • • ‘ > “  градиент функции f  в

точке X , а скобки в неравенстве (1.2) означают скалярное произ­
ведение.

Неравенство (1.2) означает*что график функции f ле­
жит выше касательной плоскости к графику, проведен­
ной в произвольной точке х.

2. Если функция / дважды дифференцируема, причем
второй дифференциал ее (d^h (h) =  —У — (х)

^ d x i d x j

является положительно определенной квадратичной фор­
мой от вектора h ^ R "  в любой точке x e i n t  V, то f  — 
выпуклая функция (здесь int У — внутренность V).

Д ля получения различных оценок, связанных с ап­
проксимациями, нам понадобится н е р а в е н с т в о  
И е н с е н а .  Пусть х^'\ , . x^ '" 'gR ", Яь •••, Ят — не­
отрицательные числа, такие, что 2 ? i i = l ,  тогда из вы­
пуклости / следует, что

f=i
С помощью принципа математической индукции по т докажем 

это неравенство.
При ш = 1 имеем  ̂ ( ix ^ 'О <  т. е. неравенство выполнено.

Более того, при т =  2 оно является определением выпуклости [срав­
ните с неравенством ( 1. 1)].

Пусть неравенство выполнено при т. Возьмем произвольные 
т + 1  векторы , . . . , из R " и произвольные неотрица-



тельные числа A.i, Xm+i, в сумме дающие единицу. Возможны два 
случая.

1. Я т +1 =  1> тогда X i =  ? .2 = - = A . m  =  0 И неравенство Иенсена вы ­
полнено (как равенство):

/т+1 \ т +1

V (=1 / t=i

2. A ,m + i< l. В этом случае заметим, что =  1 - К > 0 .
Введем обозначения; =  A,i/(I —  A-m+i).................И т =  ^m/(l —  ^m+i)-
Заметим, что . . . , — неотрицательные числа и, кроме того,
H-i +  И-2 +  • • • +  М-т =  ( 1̂ +  • • • +  ^7п)/(1 —  ^m+i) =  1 • Далее/ m \
V ' ‘ ) +  . . . + W x < ' ”+ ' '  =  ( l - W f  S  +

+  поэтому по определению ( I .I )  выпуклости получаем:

( т + 1  \ / ( т .  \
= /  ( I - W i ) ( 2  ) +

«■=1 / \ \ i = l  У
(m+I)

(1 .4)+  W if (x < '"+ ‘>).
Ho no предположению индукции

/  m \ m

M I]\(=1 у f=i

поэтому отсюда и из неравенства (1.4) получаем [учитывая, что
(1—^m + l)Hi=Xi]

/ т + 1

f
i = i

т-\-\
+ w ( x ' ' ”+ ‘>)= S  

i=\
что и требовалось.

Применение неравенства Иенсена к анализу 
степенных средних

^  (I — W i )  (Ч/(х'‘0 +
\ i=i

Рассмотрим функцию действительной переменной 
f { x ) = x P ,  определенную на правой полуоси { х ^ О } .  При 
р"- \̂ эта функция выпукла. Действительно, воспользо­



вавшись вторым признаком выпуклости, получаем 
cP(xP)ldx^ = р { р — \)хР-^>0  при всех л:>0. Кроме того, 
очевидно, выпукла и линейная функция, для которой не­
равенство Иенсена превращается в равенство. Итак, 
f (x )  выпукла при всех р > \ .  Выпишем для нее неравен­
ство Иенсена:

i^Xi)P <  IkixP, (1.5)

где Х{ —  произвольные неотрицательные действительные числа (по­
этому индексы поставлены внизу, как и у координат векторов).

Полагая в неравенстве (1.5) все равными между 
собой: X] =  Я2 =  ... =  Ята= 1/"г, р =  а/р, где а, р > 0  и, ко­
нечно, а > ^  (чтобы выполнялось условие р > \ ) ,  полу­
чим

/, ,  +  ■ . . + , „ N'*'1' ^ «? '"+  ■ . ■ + « У  
\ т J  т

Наконец, в этом неравенстве положим а\=Х\'^̂ ^
1 /6с1т =  Хт , возведем обе части в степень 1/а и получим

т J  \ т

1/а
(1.6)

Это и есть знаменитое неравенство между степенными 
средними: с т е п е н н ы м  с р е д н и м  п о р я д к а  а 
н е о т р и ц а т е л ь н ы х  ч и с е л  а\, ..., йт называют 
выражение

Sa (Oi, . . a j  =
,a \I/a
m

m

В частности, при а = 1  среднее Sa называют средним 
а р и ф м е т и ч е с к и м ,  при а =  2 — средним к в а д р а ­
т и ч н ы м ,  при а  =  — 1 — средним г а р м о н и ч е с к и м  
(разумеется, при а < 0  среднее определено только для 
положительных чисел а^). Таким образом, неравенство 
(1.6) означает монотонность степенных средних по по­
казателю  а: при имеем

Sa{ai, . . a j  >  s p K ,  . . a j .

Отметим, что lim Sa(a;i, . . ., й„) == max {a^, . . 

am)-
В аж ную  роль играют степенные средние с весами,



применяя те же рассуждения без предположения равен­
ства  коэффициентов получим

. , . +  (1-7)

где Xi, ..., km —  неотрицательные числа, причем /,i +  ...+A,m= 1.

Величина называется с т е п е н н ы м
с р е д н и м  п о р я д к а  а  н е о т р и ц а т е л ь н ы х  ч и ­
с е л  йи йт с в е с а м и  Аь Я,т-Как показывает не­
равенство (1.7), средние с весами обладают указанным 
выше свойством степенных средних с равными весами.

Метрические и нормированные пространства

М е т р и к о й  р на множестве X  называется функ­
ция пары элементов х, г/еХ (т. е. заданная на прямом 
произведении Х х Х ) ,  обладающая следующими свойст­
вами:

1. р{х, у ) > 0 ,  причем если р(х, у ) —О, то х =  у.
2. р(х, у ) = р ( у ,  х).
3. (>{х. 2)< р (л :,  у) +р(г/, г) .
Эти свойства называются соответственно положи­

тельностью, симметричностью и неравенством треуголь­
ника.

Множество X, снабженное метрикой р, т. е. пара 
{X, р), называется м е т р и ч е с к и м  п р о с т р а н с т ­
в о м .

Обычно метрическое пространство, если это не может 
привести к недоразумениям, обозначают не парой (X, р), 
а тем же символом, что и множество в этой паре, т. е. в 
нашем случае X. Отметим, что метрические пространст­
ва могут быть весьма экзотическими. На любом мно­
ж естве (содержащем не менее двух элементов) можно 
ввести такую метрику:

0 при X =  у,
1 при x=fi- у.

Р(^. У) =

Другими словами, расстояние между любыми не­
совпадающими точками равно 1.

Благодаря свойствам метрики любое метрическое 
пространство из трех точек можно изобразить в плоско­
сти с сохранением расстояний (в виде вершин треуголь­
ника). Однако легко привести пример метрического 
пространства из четырех точек, которые нельзя «по-



Местить» в евклидовом пространстве. Например, Х =  
=  и р =  1 для всех точек, кро­
ме и AjW, а =  1,9.

Поскольку в векторных пространствах имеются ал ­
гебраические операции — сложение векторов и умноже­
ние их на числа, то естественно в них рассмотреть ана­
лог понятия длины (метрики, расстояния), согласован­
ный с алгебраическими операциями. Таким аналогом 
является норма.

Функция р,  определенная на векторном пространст­
ве L,  называется н о р м о й ,  если она удовлетворяет 
следующим условиям:

1. р (х) >  О, причем, если р  (х) =  0, то х =  0.
2. р (х  +  у ) < р ( х ) + р ( у ) .

3. р ( к х ) =  I Я I р(х) (где Я — любое действительное 
число).

Линейное векторное пространство L, снабженное нор­
мой р  [т. е. пару {L, р)],  называют н о р м и р о в а н ­
н ы м  п р о с т р а н с т в о м .  Как и метрическое прост­
ранство, если это не приводит к недоразумениям, норми­
рованное пространство (L, р) обозначают одной бук­
вой L.  Норму вектора х обозначают обычно не р (х ) ,  
а символом II X II .

Метрику в нормированном пространстве можно полу­
чить, приняв р(х, у)=||х— у||. Важным примером нормы 
является степенная норма:

II X lip =  f  V  \х, 'f . (1.8)
\ (=1 /

где р>1 и х= (xi, Хп).

Действительно, выполнение свойств 1 и 3 очевидно. 
Можно показать, что выполняется свойство 2;

п \\/р /  п \\/р f  п \1/р
2 ; \х  ̂ +  уА р ] \х^\р + { : ^ \ у , п  ,
*=1 / \*=| / \А=1 ]

(1.9)

которое называется н е р а в е н с т в о м  М и н к о в с -  
к о  г о.

Отметим, что степенная норма Ц х Цр в е к т о р а х  6 R”



связана со степенным средним следующим соотношени­
ем:

1. . • •, 1) =  II X 11р.

Отсюда вытекает важное свойство монотонности 
норм, используемое для оценок: при p ^ q  имеем

II X Цр> п}"’ II X Ид. Кроме того, существует предел

II X Нр =  тах{1  % 1, . . 1 1) =  || х Цоо,
р-*'СО

который называется р а в н о м е р н о й  нормой и игра­
ет значительную роль в теории аппроксимаций.

Наконец, отметим, что функция

l l x l U ,  =  (2 X,

при Я,1> 0 , ..., Я,1>0  и >ti+ ^ 2  +  --- +  ^ n =  1 так ж е  определя"- 
ет норму, называемую степенной нормой с весами.

1.3. МЕТОДЫ МЕТРИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ

Математически задача построения наилучшей ап­
проксимации может быть сформулирована следующим 
образом. При известных значениях аргумента (вообще 
говоря, векторного) ..., экспериментальные
измерения некоторой нам не известной функции дают 
значения г/<*), г/<2>, ..., i/(") соответственно. Предполагаемая 
аппроксимационная функция имеет вид y —f{x,  а ) ,  где 
а  — вектор определяемых параметров а е Л .  Иначе го­
воря, задан класс функций F = { f { x ,  а ) 1 а е Л } ,  из кото­
рых выбирается аппроксимирующая. Пусть такж е опре­
делена некоторая мера р качества аппроксимации функ­
ций f ^ F  имеющихся экспериментальных данных, т. е.

а ) ,  . . (1. 10)

Необходимо найти значение вектора а е Л ,  миними­
зирующее р, т. е. формально задача ставится так: найти

a  =  argminp. (I-H)
аеЛ

Отметим, что поставленная так задача  может не 
иметь решения. Достаточным условием ее разрешимости 
являются, например, непрерывная зависимость р от па­
раметров а и компактность (в нашем случае замкну­
тость и ограниченность) множества А —  области изме-



йения параметров. Однако такое условие вовсе не я в л я ­
ется необходимым. Очень часто, например, множество А 
не является ограниченным, но задача имеет решение.

Решение задачи к тому ж е сильно зависит от выбора 
функции р —  критерия (меры) качества приближения. 
Обычно в расчетах используется квадрат евклидовой мет­
рики p =  — а)) .̂  Однако такой выбор не

всегда обоснован. Некоторые случаи, когда он обосно­
ван, будут рассмотрены ниже, в данном ж е случае изучим 
свойства специальных видов функции р, на основе кото­
рых можно выбирать критерий качества приближения.

Выпишем основные требования, налагаемые на функ­
цию р. Поскольку мера качества аппроксимации р яв­
ляется обобщением понятия точности (часто ее и назы­
вают т о ч н о с т ь ю  а п п р о к с и м а ц и и ) ,  то ей 
должны быть присущи все свойства точности:

1) точность неотрицательна, т. е. р^О;
2 ) если точность приближения вектора / вектором g  

равна нулю, то f  и g  совпадают, т. е. из р(Д ^ ) = 0  сле­
дует

3) если / приближает g  с точностью е, то и g  прибли­
жает f  с той ж е точностью е, т. е. р(/, g) = p ( g j  /);

4) если / приближает g  с точностью ei и ^  прибли­
ж ает h с точностью 82, то точность, с которой f  прибли­
ж ает h, не меньше ei +  ez, т. е. р(/, /г)<р(/, g ) +  
+  Р(й̂ . h).

Указанные свойства функции р естественны, хотя и 
не бесспорны. Обычно свойства функции р определяются 
целью исследования. Приняв перечисленные выше требо­
вания к функции р, получим, что р является метрикой. 
Сама ж е задача определения параметров аппроксимации 
становится задачей отыскания в заданном классе объек- 
-тов (векторов) наиболее близкого (в смысле метрики) 
к заданному объекту. Разные метрики определяют ка­
чественно различные аппроксимации. Рассмотрим, ка­
ковы ж е  эти различия для степенных метрик и их обоб­
щений.

Степенные метрики

Д ля удобства изложения введем следующие обозначе­
ния: отклонения функции f  от наблюдаемого значения 
у  в точке обозначим 6г, т. е. бг =  г/№— f(x^^\ а ) ;  бук­



ва 6 (без индексов) будет обозначать вектор л-мерного
пространства 6 = ( 6 i ........ бп), координаты которого —
упомянутые выше отклонения в точках х(’), В ек ­
тор 6 будем называть о т к л о н е н и е м  f  от у. Отметим 
теперь некоторые важные требования, которые обычно 
налагаются на метрику p(f,  g ) .

Независимость от выбора точек отсчета. Это требо­
вание заключается в том, что при измерении температу­
ры, например, точность аппроксимации будет зависеть 
только от разностей температур 6,, но не от абсолютных 
температур. Это требование отнюдь не бесспорно. В  не­
которых задачах точность аппроксимации определяется 
относительными величинами, и на первый взгляд наше 
требование в таких случаях нарушается. Однако практи­
чески всегда задачу можно сформулировать так, что 
данное требование будет выполнено (обычно это удает­
ся путем простого перехода к другим переменным). Тре­
бование независимости от выбора точек отсчета матема­
тически формулируется так: р(у, / ) = р ( 6 ) ,  т. е. метрика 
зависит только от вектора отклонений.

Обратная пропорциональность точности относительно 
масштабов измерения. Это требование означает, что ес­
ли масштаб измерения величин уменьшился, скаж ем , в
10 раз (значит, абсолютные значения у и f  увеличились 
в 10 р аз) ,  то численное значение точности увеличивается 
в 10 раз. Например, если при измерении в метрах точ­
ность была равна 0,1, то при измерениях в сантиметрах 
она должна быть равна 10. Формально это требование 
записывается так: р(А,б) =>.р(б) при любом А.>0.

Заметим теперь, что поскольку метрика симметрична,
то

Р(в) =  ?(</. /) =  Р(/, г/) =  Р (— в).

Все эти требования вместе означают, что р(Д g)  
должно быть н о р м о й  вектора отклонений 6 =  /— g,  
т. е. р(/, S') = р (6 )  =  ||б||. Рассмотрим в связи с этим сте­
пенную норму (степени р > 1 ) :

lis 11р =  (1 . . . - f  (1. 12)

Какое значение степени выбрать в формуле (1.12) 
для конкретной задачи? Отметим следующее. Чем выше 
степень р, тем сильнее норма зависит от координат, ко­
торые велики по абсолютной величине. Рассмотрим слу-
2 Зак. 1552 17
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чай/г =  2 :

(1.13)

Пусть l 6 i| > | 62|, тогда из формулы (1.13) легко по­
лучить, что

II Ч р =  I I (1 +  1 6 А I

т. е. отношение ||6 llp/|6 i | =  (1 +  I62/611 р ) ‘/р.
При больших по абсолютной величине значениях

6 ] имеем ( 1+ 162/61 | р ) 1 +  —  |62/6 i |ph,  значит, нор-
р

ма ||б||р мало отличается от |6i|. В табл. 1 показана з а ­
висимость отношения ^ =  l|6llp/|6i| от степени р и отно­
шения q =  162/611 при <7<1  (значения k  даны с точностью 
до 0 ,005).

В  табл. I р =  оо означает равномерную норму. Данные 
табл. 1 показывают, что чем выше степень р, тем мень­
ше различие между нормой вектора и модулем наиболь­
шей координаты. Так, если вторая координата по моду­
лю вдвое меньше первой, то изменение ее на ± 1 0 %  
(см. табл. 1) вызывает изменения нормы соответственно:
Степень р 
Изменение

1 2  3 4 
+ 6 , 7  + 4 ,6  + 3  + 1

В  процентах с точностью — 6 ,7  —3 ,6  — 2 — 1 О 
до 1%
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О
О
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о
о

Таким образом, если определять параметры а функ­
ции f {x ,  а ) ,  при которых Цб||р будет минимально [напом­
ним, что а)],  то в результате получим



Рис. 4. Эмпирическая кри­
вая и аппроксимация при 
р=\

Рис. 5. Аппроксимации при раз­
личных р

кривые, устроенные различно: чем больше р,  тем меньше 
максимальные из отклонений. Приведем численный при­
мер. Пусть г/(1) =  1; г/(2) =  1,9; г/(3)=2,9 ; у ( 4 ) = 4 , 1 5  и 
у (5 )  = 5 ,1 ,  т. е. функция эта практически линейна. Обыч­
но при отсутствии других соображений выбор аппрокси- 
мирующ,ей функции производят по графику рис. 4, где 
эмпирическая кривая изображена сплошной линией. Р а с ­
четы наилучшей линейной аппроксимации у =  а  +  Ьх при 
различных р дают следующие результаты, приведенные 
с точностью до 0,01:

р I 2 ->4
а  —0 ,0 2 5  — 0 ,0 6  —0 ,0 9  
Ь 1 ,025  1, 03 1 ,03

Как видно из приведенных данных, все результаты 
достаточно близки. Чтобы обнаружить различие в ап­
проксимациях при разных р,  рассмотрим искусственный 
пример «неудачного выбора» аппроксимаций. Пусть име­
ем следующие эмпирические значения функции:

i

„(О

1
1, 55
0,8

2
2 ,5 5
2,8

3
3, 75
1.1

4
5 , 5
0 , 9

5
7 , 2 5
3 ,6 5

6
9, 15
2,6

Соответствующие точки отмечены на рис. 5 крести­
ками. На рис. 5 показаны три прямые, соответствующие 
линейным аппроксимациям у =  а  +  Ьх при р = 1 ;  2 и 32. 
Значения а, Ь я отклонений 6t =  «/W— а — приведены 
в табл. 2.

Так, при р —\ прямая проходит через две точки гра­
фика экспериментальных значений. При р =  2 сумма от-



1
1 , 5
2
3
4 
8

16
32

0 ,4 7
0 ,6 2
0 ,9 6
1, 07
1, 15
1, 23
1,20
1, 19

0 ,2 3
0 ,2 3
0,21
0,20
0 , 19
0 , 1 7
0 , 17
0 , 17

О
- 0, 2
- 0 , 5
- 0, 6
- 0, 6
— 0 ,7
- 0 , 7
- 0 , 7

6.
1, 7
1,6
1, 3
1,2
1,2
1,1
1,2
1,2

в. в. в, в.

- 0 , 2 —0 ,9 1 .5 0
- 0 , 4 - 1,0 1, 4 — 0,1
- 0 , 6 — 1,2 1 . 2 — 0 , 2
— 0 ,7 — 1, 3 1,1 - 0 , 3
- 0 , 8 - 1 , 3 1, 2 — 0 ,3
— 0 , 8 — 1 ,3 1 , 2 — 0 , 2
— 0 ,7 — 1,2 1 , 2 - 0 , 2
— 0 ,7 — 1,2 1 , 2 - 0 , 2

клонений равна нулю ( 6 i+  б2 +  ... +  бб =  0 ).  При р =  32 
(т. е. практически при р =  оо) три из отклонений равны 

по абсолютной величине ( I 62I =  I64I =  I65I =  1,2), они и 
являются самыми большими отклонениями.

Приведенные выше примеры относятся к классу з а ­
дач л и н е й н о г о  о ц е н и в а н и я .  Именно к этому 
классу относятся задачи, в которых аппроксимирующая 
функция /(а, х) линейно зависит от параметров 
а ь  ..., ah, т. е.

f  (а, х) =  tti/i (х) +  а  J ^ ( x ) +  . . . +  a j ^  (х), 
где f i { x )  — заданные функции.

В этом случае задача оценивания параметров по кри­
терию минимума нормы отклонения является в ы п у к ­
л о й .  Д ля ее решения применяются методы выпуклого 
программирования, описанные в главе II. Действительно, 
пусть

Ф (а) =  II ^ —  aj/i (х)—  . . «ft/h (х) II .
П окажем, что тогда ср — выпуклая функция а, т. е. что 

при Я.1, ^1 +  Я,2=1  выполняется неравенство

ф +  ЯгР) <  Я1Ф (а) +  Ф)-
В самом деле, поскольку у =  (Xi +  ?̂2)i/ =  ̂ îy +  ht/,

Ф =  II К{/ +  /1 W  “  • •

+  ^гРй)/ft W  II =  II ^i(!/ “ 1/1W  • • • 
—  “ ft/ft (x) + ^ 2 (1/ —  Pi/i W  —  . • •— Р Л  (x)) II <

TO

2  «г/г 
i=i

+ ^ - 2  Pi/i w )  
1=1 /

=  II г/ —  l a J i  (x) II +  Я2 I! г/ — 2 ;̂/  ̂(x) Ц =  Я1ф (а )+  ЯафСР). 
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Отметим, что при р =  1 и р =  оо полученная задача 
выпуклая, но не дифференцируемая. При р > 1 ,  чтобы 
получить задачу дифференцируемой оптимизации, мини­
мизируют не саму норму, а ее р-ю  степень, т. е. решают 
задачу

ф(а) =  2  1 — /(а. \” min. 
i=i

Очевидно, что минимизирующие значения парамет­
ров совпадают с теми, которые получаются минимизаци­
ей нормы, поскольку [ф(а) =  [|1 у  —  f ( a ,  х) Цр]/’, а при 
р > \  функция хР возрастает на неотрицательной по­
луоси.

Особый случай представляет собой линейное оцени­
вание в случае р =  2. Поскольку в этом случае ф(а) я в ­
ляется квадратичным функционалом от а, то поиск ми­
нимизирующего значения сводится к решению системы 
линейных уравнений. Продемонстрируем это на примере 
двух параметров:

Ф (а^, аз) =  2  —  «i/i —  a 2/'2) ^  
i=l

Вычисляя частные производные ф по ai и аг и при­
равнивая их нулю, получаем (А:=1; 2)

- — 2
\i=l < = 1 i = l

= 0,

отсюда a i ,  аг, минимизирующие ф, являются решением 
системы:

a ,E ( / { r + a ,2 / i / 2 = S / i y ^ '> ;  1 .  1 4 .

a , S / { / 2 + =  I

Применяя векторные обозначения =  ( f i ................ /ft).
можно записать систему (1.14) в виде

«1 (̂ 1. +  «а (̂ 1, h) =  у); 1 л_15)

г̂) +  а 2(Гг. У  =  (̂ 2. у)- 1



Здесь скобки обозначают скалярное произведение. 
Из системы (1.15) видно, что если векторы и fg не 
колинеарны, то система имеет единственное решение. 
Поскольку минимизируется сумма квадратов отклоне­
ний, метод называется методом наименьших квадратов.

Метрики с весами

В некоторых случаях к аппроксимации предъявляют­
ся требования повышенной точности на отдельных участ­
ках. В этом случае естественно брать такую метрику 
(норму), в которой отклонения на этих участках берутся 
с большими весами, чем на других участках.

Другие случаи, в которых обычно используются мет­
рики с весами, связаны с различной надежностью ин­
формации. Так, часть экспериментальных значений мо­
жет быть получена при помоши аппаратуры, обладаю­
щей высокой точностью, в то время как остальные зна­
чения получены с меньшей точностью. В  этом случае 
естественно взять метрику, которая учитывала бы соот- 
ветствуюш,ие отклонения с разными весами. Обычно в 
таких случаях веса берут обратно пропорциональными 
точности результатов.

Применимость методов метрической аппроксимации

Чаще всего метрическая аппроксимация применяется 
в тех случаях, когда более или менее ясно, что аппрок­
симируемая функция принадлежит к выбранному классу 
функций или близка к нему. Например, всякую анали­
тическую на отрезке функцию можно попытаться при­
близить полиномами. Если при этом с ростом степени 
полинома первые коэффициенты ведут себя стабильно, 
то это является признаком правильного выбора класса 
функций. В общем случае погрешности измерений могут 
сильно повлиять на результат. Поэтому более широко 
применяются статистические методы (см. П .4).

1.4. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

Основные понятия теории вероятностей

В  современной теории вероятностей принята аксио­
матика, введенная А. Н. Колмогоровым. Изложим ее ос­
новные положения. Пусть дано некоторое множество Q,



которое назовем п р о с т р а н с т в о м  э л е м е н т а р ­
н ы х  с о б ы т и й .  Элементы со этого множества назы­
вают э л е м е н т а р н ы м и  с о б ы т и я м и ,  т. е. если 
coeQ , то (О —  элементарное событие. Первая из задач 
теории вероятностей — уметь определять вероятности 
различных комбинаций элементарных событий, т. е. з а ­
дать вероятность на подмножествах в й, которые есте­
ственно назвать просто с о б ы т и я м и .  Чтобы понять 
общую конструкцию, нужно сначала разобрать случай 
конечного Q, т. е. когда Q состоит из конечного числа 
элементарных событий.

Случай конечного Й. В этом случае можно опреде­
лить вероятность любого события Л сгй . Зададим функ­
цию р па Q так, чтобы выполнялись следующие два 
свойства: р ( ( о ) ^ 0 ;  =  Другими словами,

(BgQ

зададим вероятность каждого элементарного события, 
тогда вероятность Р{А)  события Л с О  определяется 
формулой

(1.16)

Частным случаем формулы (1.16) является классиче­
ская формула вероятностей: пусть все вероятности эле­
ментарных событий равны между собой, т. е. p(coi) =  
=  р(и>2) = р  (где (1)1 и (1)2 — два любых элементарных со­
бытия). В таком случае говорят, что Q —  симметричное 
пространство. Ввиду второго свойства получаем

. . . +  р((о„) =  пр =  1,
<1^2

т. е. р =  1/л,
где п —  число элементов в Q.

Пусть А состоит из т элементов, тогда

Р ( А ) = ' ^ р { ы )  =  тр =  ^ . (1.17)
ag/l

Формула (1.17) и дает классическое определение в е ­
роятностей: вероятность события А равна числу элемен­
тов в А,  деленному на число элементов в Q.

Пример 1. Монета бросается 10 раз. Какова вероятность того, 
что «Орел> выпадет ровно 3 раза?



Каждой серии из 10 бросков можно сопоставить слово длиной 
в 10 букв, составленное с использованием только двух букв «О» и 
«Р>, которое описывает эту серию бросков. Т ак слово 
«О РО О РРРО О О » означает, что на первом броске выпал орел, на 
втором решка, на третьем и четвертом орел, затем три подряд реш­
ки и, наконец, три орла. Итак, каждое элементарное событие со 
есть такое десятибуквенное слово в алфавите из двух букв, а все 
Q —  множество всех таких слов. Число таких слов легко подсчитать 
индукцией по длине. Если длина слова равна единице, то таких 
слов два «0>  и «Р». Если количество слов длины (п— 1) обозначить 
kn-\,  тогда поскольку все слова длины п получаются, если ко всем 
словам длины (п— 1) приписать вначале букву О (таких слов *„ _ i)  
или букву Р (таких слов такж е kn-\),  то ^п =  й„_1 +  /г„_, =  2й „ _ 1.
Итак, по индукции получаем: ^i =  2; ^2= 2^1 =  22; й з= 2й2= 2®......=
=  2 " .  Значит, в нашем случае количество члементов в Q равно 2 '° =  
=  1024. Если монета симметрична, то все такие слова равновероятны, 
т. е. р =  1/1024. Если монета несимметрична, то без каких-либо до­
полнительных сведений относительно ее асимметрии задача не мо­
ж ет быть решена. В  симметричном случае можно воспользоваться 
формулой классической вероятности. Для этого остается подсчитать 
количество элементов в Л —  множестве десятибуквенных слов из Q 
с тремя буквами «О». Чтобы получить любое такое слово, надо из 
10 мест (для букв в слове) выбрать 3 места для буквы «О», а ос­
тальн ы е—  заполнить буквами «Р». Таким образом каждое слово 
соответствует сочетанию из 10 по 3* и наоборот, т. е. их количество

равно С^о =  7 7 ^  =  120-

Случай бесконечного Q . В общем случае определить 
вероятность так  ж е, как в конечном случае, не удается. 
Трудностей много, начиная с того, что нужно дать какой- 
то аналог сумм для бесконечного (в общем случае не­
счетного) числа слагаемых, кончая тем, что вероятность 
любого события А а О ,  нельзя определить д а ж е  в прин­
ципе. В  связи с этим приходится выделять класс L  под­
множеств из Й, на которых и определяется вероятность. 
В связи с тем что при решении различных задач прихо­
дится рассматривать пересечения, объединения и раз­
ности событий, этот класс должен быть замкнут относи­
тельно указанных операций ** . Кроме того, часто прихо­
дится рассматривать события, составленные из других 
событий с помощью этих операций в счетном числе. Все

* Напомним, что сочетанием из л по й называется А-элементное 
подмножество во множестве из п элементов. Число всех сочетаний

из п по k  обозначают С * =  ------------- —-  .
"  k\ (n — k)\

* *  Т. е. результат применения операций к элементам класса L 
должен принадле^кать такж е классу L.



это приводит к тому, что алгебру L  событий определяют 
с помощью следующих аксиом:

1. Q ^ L  и 0 e L .
2. Если A ^ L ,  то A = Q \ A ^ L .
3. Если Л ь Лг, Ап, e L ,  то А  ̂ [j А̂  [] . . . U

и ^ „ и  . . . =  и  А ^ е ь .

4. Если Л ь  Лг, Л „ , e L ,  то П ^2  П . . -П  

П^ „  П . . . =  П A ^ e L .
П̂ 1

Ввиду того что эта алгебра событий замкнута отно­
сительно двух операций — пересечения и объединения в 
счетном числе, ее называют с ч е т н о й ,  или, гораздо 
чаще, 0 - а л г е б р о й  L  с о б ы т и й .  Теперь для элемен­
тов этой а-алгебры определяется вероятность Р {А )  к а ж ­
дого события Л с помощью следующих аксиом 
[ Р { Л ) > 0 ] :

а) P{Q) =  l и Р ( 0 ) = О ;
б) если Л ь  Лг, Л„, ... e L ,  причем Ai[]Aj =  0  при

1Ф]\ то я (Л 1  и и . . . и л „ и  . . . ) = р  ( и\п=1 J

П~\
Второе свойство называется с ч е т н о й  или 0 - а д ­

д и т и в н о с т ь ю  вероятности Р.
Конструктивно это обычно строится по следующей 

схеме. Сначала определяется некоторый простой набор 
образующих элементов алгебры, для которых определя­
ется вероятность каждого из них. Затем  с помощью ак­
сиом 1— 4 этот набор замыкается до наименьшей а-ал- 
гебры L, а вероятность Р  продолжается на L с помощью 
аксиомы б.

Пример 2. Пусть Q — отрезок [а; Ь] на действительной пря­
мой R. Выделим в качестве образующих элементов промежутки I 
этого отрезка: замкнутые— [с; к], открытые —  ]с; d[, полуоткрытые 
]с; d] и с; d[. Здесь a < c < d ^ b .  В частности (при c = d ) ,  это будут 
и точки {с }. Определим теперь вероятность Р(1)  каж дого такого 
промежутка равенством P(I )  =  (d—с)/(6—а) .  Замкнув теперь нашу 
систему образующих до 0 -алгебры, получим б о р е л е в с к у ю  
0 - а л г е б р у  подмножеств отрезка, а продолжив Р  на эту о-алгеб- 
ру —  борелевскую вероятность (меру) на отрезке [а; Ь]. В частности, 
множество всех рациональных точек на этом отрезке будет принад- 
АС'кать L и вероятность его будет равна нулю. Действительно, так



как отдельная точка г е [ а ;  Ь] принадлежит L ( { r } = [ r ;  r ] s L ) ,  то по 
аксиоме 3 объединение Q q  всех рациональных точек (а их счетное 
число) принадлежит L;

Qq =  {^1} и {^2} и . . .  и {оЛ и . . . =  и  { r j ,
п—1

где г„ — л-е рациональное число, полученное в результате перену­
мерации рациональных точек. Но Я {г „ } =  (г„ —г„)/ (6—а ) = 0 , сле­
довательно, по аксиоме б, поскольку {г ;}П { ''Л = 0  при 1ф! ,

ОО

=  S  =  0 + .  . . + 0  +  . . . = 0.
п = 1

Пример 3. Пусть F{x)  непрерывная монотонно неубывающая 
функция на прямой, причем И т ^ (д ;)= 0  и lim f(A ;) =  L Назовем об-

разующим элементом любой ограниченный промежуток I  (I имеет 
вид [а; 6 ], ]а; Ь]; [а\ Ь[, ]а; Ь[) этой прямой и определим Р(1)=^ 
=  F ( b ) — F {a ) .  Продолжив систему образующих до о-алгебры L, 
а Р  до вероятности на L, получим вероятность на прямой. При этом 
вероятность одной точки будет, как и в предыдущем примере, равна 
нулю: P { a } = F { a ) —F { a ) = 0 .

Пример 4. Пусть F (х) монотонно неубывающая функция непре­
рывная слева, причем l im f(A :)= 0  и l ir n f (x )  =  l . Назовем образую-

д;-*-—ОО x-t̂ -1-оо
щими элементами промежутки вида 7 = [а ; 6[, а вероятность на них 
определим формулой Р ([а ; 6 [ ) = F ( 6) —F (a ) .  Продолжив, как и в 
примере 2, систему образующих до а-алгебры L, а Р  до вероятности 
на L, получим пример гораздо более общий, чем предыдущий. 
В частности, теперь вероятность одноточечного множества может 
оказаться ненулевой.

Случайные величины и их числовые характеристики
В  прикладных задачах чаще всего приходится стал­

киваться с величинами, значения которых нельзя точно 
определить по разным причинам. Часть этих величин 
можно достаточно хорошо изучать — это с л у ч а й н ы е  
в е л и ч и н ы .  Во-первых, случайная величина должна 
быть числовой, во-вторых, ее значения должны зависеть 
от случая. Это означает, что естественно считать случай­
ной величиной I  отображение пространства Q во мно­
ж ество действительных чисел. В-третьих, для проведения 
каких-либо расчетов необходимо как-то определять веро­
ятности различных значений g((o). Минимальное разум­
ное требование, на наш взгляд, состоит в том, чтобы 
можно было измерять вероятность того, что | принимает 
значения в любом промежутке вида [ а ;  Ь[. Другими сло­
вами, прообраз 6 [ =  {со|а<^((о)< 6 }  промежутка 
[а; Ь[ должен быть событием, т. е. b [ ^ L .  Отобра-



жения, обладающие этим свойством, называются и з ­
м е р и м ы м и  или (в теории вероятностей) с л у ч а й ­
н ы м и  в е л и ч и н а м и .

Практически полную информацию о случайной вели­
чине I  несет ее функция распределения F i  (правильнее 
сказать функция распределения вероятностей значений 
случайной величины но для краткости часто говорят 
распределение). Она определяется так;

(1.18)

Из определения видно, что
Р { а ^ 1 < Ь ) = Р ^ ф ) - Р ф ) .

Действительно, так как {со|^(со)<6} =  { с о [| (м )< а }и  
U{(o|a<g(co) < 6} и последние два множества не пересе­
каются, то

P { l < b ) ^ P { l < a )  +  P { a ^ l < b ) ,

т. е. Р{а^1<^Ь)  —P i { b ) — F g ( a ) .  Отметим, что функция 
F l  при этом удовлетворяет всем условиям примера 4. 

В  некоторых случаях существует такая неотрицатель-
X

ная функция f i { x ) ,  что Fi{x)  =  | f^{x)dx,  т. е. случай-
—оо

ная величина имеет п л о т н о с т ь  р а с п р е д е л е н и я  
или плотность. Далее будут рассматриваться только 

величины, имеющие плотность.
Из числовых характеристик случайной величины 

очень важную роль играют математическое ожидание и 
дисперсия случайной величины.

М а т е м а т и ч е с к и м  о ж и д а н и е м  M l  случай-
оо

ной величины | называется =  j  xf^{x)dx,  если ин-
—ОО

теграл в правой части сходится абсолютно. В  общем 
случае

Л1|= “  xdP^{x), (1.19)
—00

где справа стоит интеграл Л ебега— Стильтеса.
Д и с п е р с и е й  Z)g случайной величины | н азы ва­

ется М ( I — M%Y.
Случайная величина может не обладать математи­

ческим ожиданием или дисперсией. Непосредственно из



определений следуют такие свойства этих числовых х а ­
рактеристик:

1) Мс =  с, где с —  произвольное число;
2 ) M{alx +  b l 2) = а Щ \  +  ЬМ12, где а  и & — произволь­

ные числа (если существуют М\\, M I2) ;
3) =
4) Dc =  0 для любого числа с.
В многомерном случае распределением случайного 

вектора ? =  (|i, |„) называют функцию

~  (-̂ 11 ■ • •> =  Р (̂ 1 Xi, . . Ел Х̂ ).
(1.20)

Как и раньше, если существует функция Д(х) т а ­
кая, что

f l i x i ,  . . ^„) =  1 . . J  f J t i ,  . . /„) X
—00 —00 *

x dt^  . . .di ,̂ (1.21)

то /j(x) называют плотностью (многомерного распре­
деления) случайного вектора

Определения (1.20) — (1.21) связаны с вполне определенной систе­
мой координат. В то ж е время во многих задачах теории вероят­
ностей и математической статистики приходится переходить к дру­
гим системам координат. В связи с этим необходимо дать такое оп­
ределение, которое бы было инвариантно относительно замен пере­
менных. Это можно сделать многими способами. Наиболее простой 
из них легко осуществляется для тех случайных величин, которые 
обладают плотностью распределения. Именно из формул (1.20)— 
(1.21) следует, что если К  — измеримая по Ж ордану (или квадри­
руемая) область ‘ в R " ,  то

Р(1€Л:) =  1 /^(x)dxi. . .dXr, =  U^(x)dx.  (1.22)

где интеграл берется по области К.

Пусть yi =  ( f i {x ......... Хп) .......  yn =  (fn{X[, ..., Хп) — другая (вообще
говоря, криволинейная) система координат, причем ф[....... ф „ — диф-

‘ Т. е, такая, которую с любой точностью можно приближать 
изнутри и снаружи многогранниками, составленными из таких куби­
ков в R " ,  ребра которых параллельны координатным осям.



(Оф) (х) =  det

дЧ>1 dcpi (Эф1

d x i d x i дхп

д ъ Йф2 5фг
dx i дХ2 dXji

д(рп дсрп 5фп
d x i дх.^ дХп

(1.23)

отличен от нуля (Оф) В этом случае для отображения ф;
R "-> -R ", ставящего в соответствие точкех e R "  точку у e R "  (бу­
дем писать короче, чем выше, у = ф (х ), существует о б р а т н о е  
отображение ф -*; R " ^ R " ,  ставящее в соответствие точке y e R "  
точку x e R "  такую, что ф~1 (у) =  ф ~i (ф (х)) =  х * .  В курсах м ате­
матического анализа доказывается формула замены переменных: 
при наших предположениях для любой интегрируемой функции 
g (y )  верна формула

1 й ^ ( У ) < ^ У =  f g  ( Ф  (х)) I (Оф) (х) I d x ,  (1 .2 4 )
К Ц>~ЧК)

где ф“ *(^ ) — образ области К  при отображении ф -'.

Отсюда легко получить формулу преобразования плотности при 
переходе к другой системе координат. Пусть 41 =  Ф (1) > причем 
(£)ф) (х) # 0 , случайный вектор | имеет плотность распределения 

(х ) . Обозначим (х) плотность распределения случайного век­
тора ц, тогда

/ „ (X )  = /^ ( ф - 1  (X )  I ( О ф )  (X )  1 - 1 .  (1 .2 5 )

В  соответствии с формулой (1.22) имеем

Р ( Л б ^ )  =  1 /п(х)^/х. (1 .2 6 )
к

в  то же время

Р (т,е/^) =  Р (ф ( 1 ) 6 /С) = Р ( | 6 ф - 1  (/<))= I  / s(y )d y .
ф-ЧК) ^

положив х =  ф( у) ,  т. е. у =  ф ~ 1 (х ), по формуле (1.24) получим

h  ^  ' (Dч>-' )̂ (X) 1 dK. (1 .2 7 )

Наконец, учитывая, что определитель /)ф“ ‘ обратной матрицы 
йфТ'*

равен единице, деленной на определитель Дф матрицы
dxj
d<Pi
dxi

из формул (1.26) и (1.27) получаем 

^ fn (х) =  1 (<Р“  ̂ (*) 1 (^Ф) (*) 1“  ̂

Это и есть определение обратного отображения.

(1.28)



Поскольку К  —  произвольное измеримое множество, то, взяв 
йоследовательность кубиков, стягивающихся к точке х sR",
получим из формулы (1.28) равенство (1.25).

П р и м е р  1 .  Пусть ? 1  =  г|  ̂ +  т12 и  ? 2  =  'П1  — t I z .  т .  е, ( х )  =

[ ( О ф )  ( х ) ] - 1  =  ( О ф - 1 )  (X )  =  d e t

Следовательно, плотность распределения случайного век­
тора т) выражается через плотность f  распределения | по фор­
муле

/я (xi. х̂ ) =  (З ?̂ +  1) /"| (•«? +  2̂ . ACi — х )̂.
П р и м е р  2 .  Рассмотрим случай линейного преобразования. Пусть 

til =  —  2^2 и T)j =  |i +  la . т . e. Фх ( x )  =  — 2д;2 и фг ( х )  = X i+ X 2 . 
В этом случае ф 7 '‘ ( х ) = ( л г 1 + 2 д ;2 ) / 3  и ф ^ '  ( х ) = ( — X i + a:2 ) / 3 ,  ( О ф ) ( х )  =  

1 — 2
=  det . =  3 ,  а значит, | (£>ф~1) ( х )  | =  1/3 и

1 1
f - х , - \ - х Л

3 ■ 3 J -

Зная многомерную плотность распределения случай­
ного вектора легко найти плотность распределения 
любой его координаты, а также ее функцию распределе­
ния. Например, для первой координаты |i вектора |

W  = -P(Si < I 2 £] — “с ; + 0° [. . . • 
• • •. Еп 61 — оо; +  ос [) =

X  Г + 0 0  -f-oo

= = 1  I  • . • j  / 1 (^1 . • .  •

. . . d t . d t i .

отсюда плотность распределения /g, (х) случайной ве­
личины |i задается равенством

I  • ■ • J  ^2’ ^3' • • ч  • • •

. d L . (1.29)

Случайные величины |ь Ег.......In называются н е з а ­
в и с и м ы м и  в с о в о к у п н о с т и  в том случае, 
когда для любых промежутков I i .......  /„ выполнено ра-



этом (£)ф) (х) =  det

йенство

р Ц г ^ к ................L e / n )  =  /’ (gi€/i) . . . P i L e t n h
Пусть gi, ..., имеют плотности распределений 

h i  W> • • •> (х) соответственно, тогда, как легко убе­
диться, если плотность f i  распределения случайного век­
тора 1 =  (1и \п) представлена в виде

f\ { ^ ) = h A x i )  . .

то |ь In — независимы в совокупности*.
Пример 3. Вычислим плотность распределения суммы двух не­

зависимых случайных величин. Пусть |i и |г — две независимые слу­
чайные величины с плогностями (х) и (х) соответственно, тог­
да двумерная плотность вектора | =  ( l i , 5a) задается формулой 

=  hx (-*2) • Пусть T)i =  g i+  и Tia =  l i ,  т . е. ф1 (х) =
=  Xi-\-x^ и Фа (х) = > 2, тогда ф]“ ’ (х) = x i ~ x ^  и ф ^’ (х) =  X j, при

; ||=‘-
Отсюда двумерная плотность распределения (х) вектора т) 

имеет вид

/ц  (•*■! > -^а) =  / |  (•*Х —  -*2 > -*2) =  /г  J (•'̂ 1 —  -*̂ 2) (-*2) •

По формуле (1.29) находим плотйость распределения первой ко­
ординаты т)1 вектора т), т. е. суммы

00

(х) =  (х) =  _ (•'̂ 1 — -*2) /g, (•'̂ 2) dX2 ‘
— 00

Наконец, отметим еще одно важное свойство незави­
симых случайных величин. Пусть gi и — независимые 
случайные величины, тогда

м  =  {МЫ т ^ )  и Z) (^1 +  ы  =  DI,  -I- DI,.

В теории вероятностей и математической статистике 
важную роль играют н о р м а л ь н ы е  или г а у с с о в ­
с к и е  случайные величины. Случайная величина | рас­
пределена по нормальному (гауссовскому) закону с м а­
тематическим ожиданием т  и дисперсией а ,̂ если плот­
ность f  I ее  распределения вероятностей задается фор­
мулой

Обратное еще более очевидно.



Д ля краткости пишут {т, о) ,  а т я о  называют 
Параметрами распределения. Осуществив замену пере­
менных г| = (5— т )/а ,  получаем нормально распреде­
ленную случайную величину с параметрами О и 1, 
т. е. (0 ; 1) :

(х) =

Пусть 7J =  (л ь  •••, 11п ) — вектор, координаты которо­
г о —  независимые (в совокупности) случайные величины, 
распределенные по закону N (О; 1) каждая, тогда много­
мерная плотность распределения /^(х) задается фор­
мулой

2 я
XА) (-'̂ 1. . . . .  . . .[г]^{Хг,) — —

_ £ L  , __ £1 -('Ех'̂ :\12
х е  2 . . .  — 4=^ е 2 =  (2 я ) - ' ’/2 е  ̂ =

где скобки в показателе означают скалярное произведе­
ние (х, у) =

Пусть t/ — ортогональное преобразование, тогда 
d e t i / = l  и (^/~^x, f/~^x) =  (х, х), откуда легко получить, 
что если =  и\,  то многомерная плотность распределе­
ния случайного вектора tj имеет тот же закон распреде­
ления, что и

и  (X) =  /|(f/-^x) I det V 1-1 =  Д  (t/-ix) =  X

X  =  ( 2 я р /^ е - < * -  (X).

Отсюда, в частности, следует, что координаты векто­
ра т] независимы в совокупности и каждая из них рас­
пределена по нормальному закону (0 ; 1).

Некоторые сведения из математической статистики

Рассмотрим четыре определения, которые непосред­
ственно связаны с нормальным законом и наиболее час­
то встречаются в математической статистике.

Р а с п р е д е л е н и е м  П и р с о н а  с п с т е п е н я м и  с в о ­
б о д ы  называется распределение, по которому распределена слу-



чайная величина

5Сп =  1̂ +  2̂ +  • • • +  1п>

где ? 1, |2, |п — независимые случайные величины, причем 
l i ^ N  (0 ; 1) при t = l ,  2 , п.

Это ж е распределение часто называют хи квадрат (с п степе­
нями свободы). Явный вид плотности распределения х^п нетрудно 
установить

(О при ;с <  0;

[Г  (rt/ 2)]-i при л: >  0 .

Р а с п р е д е л е н и е м  С т ь ю д е н т а  с п с т е п е н я м и  
с в о б о д ы  называется распределение, по которому распределена 
случайная величина

, ^   ̂ ^ ____________ I____________

где I ,  l i ,  .... In — независимые случайные величины, распределенные 
по закону (0 ; 1) каждая.

Это ж е распределение часто называют /-распределением 
(с п степенями свободы). Явный вид плотности распределения t„:

Г  М+1 \

Р а с п р е д е л е н и е м  Ф и ш е р а  с {т, п) с т е п е н я ­
м и  с в о б о д ы  называется распределение, по которому распреде­
лена случайная величина

+  • • • +
Ртп —

П? +  Лг +  • • • +  Tin

где l i ,  .., |m, T)i.......  r\n— независимые случайные величины, распре­
деленные по закону N (0; 1) каж дая. Это ж е распределение часто 
называют /^-распределением с {т, п) степенями свободы. Явный вид

‘ Здесь и далее Г (л :)— гамма-функция. Отметим, что при нату­

ральном п имеем Г(п ) =  (п— 1)1; кроме того, j  =  l/ iT  и

3 Зак . 1552 3 3

С ^ а з 7 ё ^ Щ  

L _ _ .  Ф В i



плотности распределения F m n i

О

f p  (^) =  ^m n

m +  n

I
m 

. 2
—  1

m-fn

п р и д;<  6 ;

при д: >  0 .

( ^ + 1 )

с п а р а м е т р а м и  (т, п)Б е т а - р а с п р е д е л е н и е м  
называется распределение, по которому распределена случайная ве ­
личина

|? + . .

i ?  +  . . . +

где |ь — независимые случайные величины
по закону N (0; 1) каждая.

Явный вид плотности распределения Pmn:

распределенные

(i) f-' _  1

/ m \ f  ti — m\
( t ) 4 — )

0

( 1 - ^ )

при 0  <  jc <  1; 
при л: ^  ] 0 ;  1 [ .

Эти четыре распределения хорошо изучены и прота- 
булированы практически для всех случаев, которые 
встречаются в прикладных задачах.

Одной из важнейших задач математической стати­
стики является задача определения неизвестных пара­
метров по значениям случайных величин. Пусть 
Xi, ..., Хп — ряд наблюдений (значений) некоторой слу­
чайной величины g. Таким образом, сами значения 
Xi, ..., х„ являются случайными величинами, имеюш,ими 
тот ж е  закон распределения f ( x ) ,  что и Пусть, нако­
нец, они будут независимы в совокупности, тогда они 
образуют в ы б о р к у  х =  (a:i, ..., х„) и з  р а с п р е д е ­
л е н и я  F ( x ) .  Л ю бая функция от выборки х назы вает­
ся с т а т и с т и к о й .  Оценка a (x i ,  ..., х„) некоторой ве­
личины (параметра) а  является одной из статистик. 
Практический интерес представляют оценки, которые яв­
ляются с о с т о я т е л ь н ы м и  и н е с м е щ е н н н ы м и .  
Состоятельность означает, что a{xi ,  ..., Хп)-^о. при п->-оо, 
где подразумевается сходимость по вероятности. Несме-



щенность оценки означает, что математическое ожидание 
Ма[х\ .......Хп) = а  при любом п.

Поскольку оценка a{xi ,  л:„), являясь функцией от 
случайного векто р ах , сама является случайной величи­
ной, то найти точное значение а  по выборке не представ­
ляется возможным. Более того, всегда возникает необ­
ходимость в выборе между точностью и надежностью. 
Это означает, что чем выше точность результата требу­
ется получить по заданной выборке, тем меньше будет 
его надежность. Другими словами, пусть ai =  a i ( x i ,  ...,
Хп) — нижняя оценка параметра а, а а 2 =  аг(л:1.......Хп) —
верхняя оценка, тогда вероятность того, что 
а е [ а и  ог], будет тем меньше, чем этот интервал будет 
у ж е . , Как правило, точная оценка получается с нулевой 
вероятностью. Одним из способов получения компромис­
сного решения является следуюш,ий. Зададимся некото­
рой надежностью результата (вероятностью его истинно­
сти), равной, скажем, 1— р, где р —  небольшое положи­
тельное число. Для этой надежности построим такой ин­
тервал [аь 02], где ai =  ai(A:i, ..., х„) и а 2= а 2(лгь ..., Хп), 
что какова бы ни была выборка {xi, ..., Хп), из распре­
деления F  {х) имеем Р ( а е [ а ь  02] ^ ! — т. е. истинное 
значение параметра лежит в нашем интервале с вероят­
ностью, не меньшей, чем 1— р. Сам интервал [oi, 02] на­
зывают д о в е р и т е л ь н ы м  (для а  с надежностью
1 -Р ).

Обычное применение статистических методов для 
нормального оценивания связано с ортогональным р а з­
ложением. Пусть оцениваемый вектор лежит в прост­
ранстве L ic r R "  и L2 — его ортогональное дополнение в 
R". Кроме того, случайный вектор § =  (|ь ..., таков, 
что его координаты — независимые в совокупности слу­
чайные величины, каждая из которых распределена по 
закону 7V (0; 1). Обозначим и — проекции § на 
Li и L 2 соответственно, тогда:

а) и — независимые случайные векторы;
б) и II — квадраты (евклидовых) длин 

векторов и независимы и распределены по за к о ­
ну Пирсона с «1 и «2 степенями свободы соответственно 
(здесь til —  размерность Li и Пг —  размерность L 2) ;

в) 11 Ц2/11 II2— имеет распределение Фишера с 
{til, П2) степенями свободы;

г) 11 1**̂  II2/II I  II2 — имеет бета-распределение с пара­



метрами («ь  п),  а Ц lli/H | jlf— бета-распределение с 
параметрами («2, п).

Опишем общую схему нормального оценивания 
Пусть требуется оценить по выборке х =  (л;1, Хп) век 
тор а =  {й\, йп),  если известно, что схема ошибок име 
ет вид Xi — ai +  6u где ошибки независимы в совокуп 
ности и распределены по нормальному закону N (О, 0 ) 
причем (т — не известно. Пусть известно, что вектор а =  
=  (a j ,  ..., йп) лежит в подпространстве L c z R " ,  причем 
размерность L =  rii и щ К п  (иначе оценка практически 
бессмысленна, поскольку каждую из величин измеряем 
один раз). Применив метод наименьших квадратов, 
т. е. решив задачу

II X — а(х) ll2->m in ,
a^L

получим в качестве оценочного для а вектор а (л:) = п р 1.л:, 
являюш,ийся проекцией х на L. Эта оценка является не­
смещенной ( ! ) ,  поскольку
Ма. (х) — М  npz,x =  np̂ ^Afx =  пр̂ а̂ ■-■= а (здесь М хг= М  (a j-f
+  Ь̂ г) —Mai +  M8i =  ai +  0 — ai).

Д ля оценки дисперсии (ошибок наблюдения) з а ­
метим, что вектор X —  а (х) перпендикулярен L,  поэтому 
лежит в —  ортогональном дополнении к L,  т. е. яв­
ляется проекцией х н а  L-^. Поскольку вектор a e L  пер­
пендикулярен L-L,  то квадрат длины вектора х — а (х) 
имеет распределение 0*Хп-пЛ(^— ^ i ) — размерность^^]. 
Д ал ее М^т =  т, поэтому величина =  || х —  а (х ) :
: (п  —  л )̂ имеет математическое ожидание

Mi l l  X — а(х) |li/(rt — rti)] = — - — =  ст̂  (1.30)
п — n-i

т. е. является несмещенной оценкой для дисперсии а .̂
Наконец заметим, так как a e L  и a e L ,  то а(х) =  

=  пр̂ _ (а +  б) =  а - f  пр̂ _6 , откуда Ц а — а (х) \\1 =  Ц npi.6 

имеет распределение причем случайные величи­
ны Цпр^бЦа и Цд: —  «(л:)!!! — независимые (как проек­
ции на ортогональные подпространства). Отсюда следу­
ет, что их отношение имеет распределение Фишера с 
( « 1, п— rti) степенями свободы. Аналогично получаются



бета-распределения (например, для Цпрдб Цг/Ц 6 ЦО- Те­
перь, используя таблицы распределений, легко построить 
доверительные интервалы.

Пример. Пусть п раз измеряется одна и та ж е величина одним 
и тем ж е прибором, причем результаты измерений получились равны­
ми Xi, Хп, т. е. схема ошибок Xi — a + 8 i ,  где 6 i независимы в со ­
вокупности и распределены по нормальному закону N  (0; а)  с не­
известной дисперсией а .̂ Требуется оценить а  и дисперсию.

Применим общую схему нормального оценивания. Очевидно, 
a, =  £Z2= . . .= a „ = a ,  т. е. L — одномерное_подпространство, образо­
ванное векторами вида (а, а, .... а ) = а ^ п е ,  где е — вектор единич- 
ной длины с равными координатами_ е —({/уп;  1/Уп; ...; 1/Ул). 
Оценкой для вектора (а, а.  ..., а)==а^п е будет проекция х н а  L, 
т. е.

Г (х )  =  пp^^x= (х, е )е  =  — — ft =  (х, х ,  . . . , х ) ,
у п .

где д := ( ;с 1-1-...-Ьл:„)/л — среднее арифметическое значений X,- (в ста­
тистике называется эмпирическим средним). Таким образом, оцен­
кой для а, полученной по методу наименьших квадратов, будет х.

Оценкой для а* будет (так как ni =  l)  согласно (1.30)

«2 =  11х — а{х)112/(п_ 1) =
f = l

Д алее а — а { х ) = а — х  распределена по нормальному закону, 
причем при нормировке (a -x) '^n la  получим случайную величину, 
распределенную по закону N (0; 1). Однако воспользоваться этим 
не можем, так как не знаем точного значения о. Поскольку слу­
чайная величина имеет распределение Хл—1 / ("— 1)> следова­
тельно, случайная величина

_  {х  — а) ~1/га/а _  (^ — а) Т/«

имеет распределение Стьюдента с (га— 1)-й степенью свободы. Т е­
перь легко построить симметричный доверительный интервал: по 
заданному р найдем, используя таблицу, такое число что

< < „ _ , <  /р) =  1 —Р . Отсюда —  <  <„_] <  означает, что 

— / p s<  (jF —  а) У й  /pS, т. t . x —  ( s y | / ' n ) < a < x + { s y i / w ) .

Аналогично, так как (п— l)sVa^ имеет распределение Хл—1> ™  
по таблице распределения Пирсона можно найти такие два числа 
bi и Ьг, что

=  Р-

Следует отметить, что они, однако, не находятся однозначно, по­
этому обычно выбирают их такж е из соображений симметрии, а



именно так, чтобы вероятность оказаться меньше 6 i равнялась
бы р/2 , и аналогично для другой границы, т. е.

P ( x L i < 6i)  =  P/2 =  ’̂ ( x L i > 6.)-
Найдя эти числа Ь\ и 62, легко построить доверительный интер- 

(ft— l)s2 , (n— l)s2 ,  (rt— l ) s 2
вал: 6i <  ------- -------< 6 3  означает ------- ;;--------< o ^ < ------- ---------.

c>2 Oi

1.5. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ В СТАТИСТИЧЕСКОМ 
ОЦЕНИВАНИИ

В  основе метода лежит предположение о том, что 
ошибка вносится непосредственно в измерения, т. е. из­
меряемое значение г/’> =  /(а, :jcW)+6,-, где /(а, — ис­
тинное значение измеряемой величины, а 6i —  ошибка, 
которая имеет заданный закон распределения.

Наиболее изучен случай, когда все б, независимы и 
имеют одинаковый нормальный закон распределения. 
Удобно считать, что это нормальное распределение 
Л/' (0; 1) с нулевым математическим ожиданием и еди­
ничной дисперсией. В общем случае, если б, имеет закон 
N {щ,  (Ti), то это достигается переходом к ошибке
б. =  (б/ —  a i ) aT \  т. е. преобразованием схемы ошибок 
г/(*) =  /(а, л:^) +б,- к виду —  «/) аГ '  =
Иначе говоря, переходим к другим значениям yi —

—  аг)стГ' и =

Линейная модель
Рассмотрим случай, когда /(а, ж) = a i f i  ( х ) + . . .+ '  

-{-o.hfk{x).  Преобразовав, как указывалось выше, урав­
нения у(*)=/(а, xW )4- 6i, получим систему уравнений
для п измерений

г/i =  а / и  +  . . . +  +  6 1 ;

Уп =  « l / ln  +  • • • .

(1.31)

где =  a i) /a i ,  fj  ̂=  f j  (x ‘̂'>)lai, a все S; независимы.

Отметим, что здесь вовсе не требуется, чтобы все х̂ '̂> 
были различными, поскольку экспериментальное значе­
ние у, «снятое» в одних и тех же точках х, может быть 
разным из-за ошибок приборов или из-за того, что пока­
зания были сняты разными приборами. Переходя в фор-



Рис. s . Иллюстрация к методу 
наименьших квадратов

муле (1.31) к векторным 
обозначениям, получим

у =  +  . , . +  +  6 .
(1.32)

Дополнительно предпо­
ложим, что векторы

h  =

\ L J

и =

fh l\

\ f h n /

образуют линейно независимую систему*. Примем так­
же, что число измерений п больше числа определяемых 
параметров k. Равенство (1.32) означает, что вектор у 
получается прибавлением вектора ошибок 6 к некоторо­
му вектору у истинных значений наблюдаемой, лежаш.е- 
му в пространстве Z-(f ,̂ , . f^), натянутом на векто­
ры fi, , . ., fft,T. е. в линейной оболочке fi, . . . . f *  
(рис. 6). В этом случае оценкой вектора y = a i f i - f  . . . +  
+  является проекция пр у вектора у на
^(^> . . .. h)-  Проекция пр у лежит в подпространстве 
^(^1. • . . . у  и, значит, разлагается по базису fi, . .
f ft в этом подпространстве:

прУ =  Р Л +  . . . +  Pftfft-

Таким образом, значения Рь ..., Рл служ ат оценками 
истинных значений о ь  ..., ак параметров. Д л я  их нахож­
дения применяется метод наименьших квадратов. Вектор 
8 =  у +  пру является перпендикуляром к L ( f j , . . f )̂
и, следовательно, имеет наименьшую длину среди всех 
векторов вида у —  f, где f 6 ^ (f i .  . . ..  ^ь)- Значит, и 
квадрат этой длины ЦгЦ̂  также будет минимален, т. е.

* В  противном случае вектор, являющийся линейной комбина­
цией других, следует исключить, т. е. уменьшить число слагаемых 
аппроксимирующей функции, поскольку одна из них вы раж ается 
через остальные.



Рь •••, P/i — решения задачи

l|ell  ̂ =  l l y - Y i f i —  . . . - yA I I H
П

=  У] (yi — y i f i t — . . . —  Yft/fti)"-»- min .
<=1 V ............... Y*

Эта задача —  квадратичной минимизации, причем в 
силу предположения о линейной независимости системы 
{^1. . • .> Jft} она имеет единственное решение. Д л я  на­
хождения его нужно продифференцировать ПеЦ̂  и 
приравнять частные производные ( / = 1, k)

= —2 (f;, у —Vifi— . . . — yA)
к нулю. Получим систему нормальных уравнений

(f/. У — Y if i—  • • . —  Yfty =  0. где / = 1 .........к. (1.33)

Название объясняется тем, что уравнения (1.33) оз­
начают перпендикулярность вектора е всем векторам 
fi- . . .1 jfe. а значит, и всему подпространству 
L  (fi, . , fft), т. е. означают, что е  является одной из 
нормалей к L. Систему (1.33) можно записать в виде

(̂ 1> î)yi +  (̂ i> 2̂)Y2+ • • • + (̂ i> fft)Yft = (̂ i> у);
• • • » • • • • • # •  « •  • • « • • * « • • •  «

i h ’ f i)Y i +  (̂ h- y Y a +  • • • +  (̂ ft> ffe)Yft =  (fft> y)>

где скобки означают, как и выше, скалярное произведение:

(f«. =  M j s -
s=l

Часто удобнее перейти к матричной записи. Обозна­
чим символом F матрицу (fi, . . f )̂ столбцами кото­
рой будут векторы f i ................ fh'.

/  f n  f 21 f  31 • • ■ f k l  

p  _  I /1 2 /2 2 / 3 2  • • • /ft2

‘ . / in  /зп  / 37» • * • f h n



F имеет размерность n X k  и по предположению, 
сформулированному выше, rang F =  ^. Обозначим

/ Y i \  [ У х \

Т =

V
и у =

Yft / \ Уп /
векторы параметров и экспериментальных значений 
(размерностей k я п соответственно). В  таком случае 
имеем

(1.34)

а система уравнений (1.33), задаю щ ая условия ортого­
нальности Е и столбцов матрицы F , может быть запи­
сана Б виде F ’' £ = 0, где F’' — матрица, полученная из 
F  транспонированием:

/ п \ f  f i x f \2  • • . / i n  \

F^ =
• = / 2 1 / 2 2  • • • /  2n

\ f h l  f h i  • • ' f hn /

Действительно, поскольку (fj, е) =  О,

/11̂ 1 /12®2 • • • ■’Ь /1п®п
F "e  =

+  . .

/ (f„ е) \ /

\ i h ,  е),

. + f h n ^ n
О

\ О

(1.35)

Теперь, используя равенство (1 .34), получаем 

F’'y — F"Fy =  0, 

т. е. Y =  (F^F)~‘ F ^ .

Матрица (F T )“  ̂ существует в силу нашего пред­
положения о линейной независимости векторов fi, . . 
Далее, так  как вектор истинных значений у функции 
y = f { a , x )  задается равенством у = Т я ,  а вектор от- 
вдоченнй 6 — равенством б =  у — у. то согласно равен­



ству (1.35)

Y == (F^F)-'FMy +  8 ) =  (F "P )- 'F 7 P a  + 6 ) =  (F"F)~ '(F"F) *  +

j_  ( f " f ) - '  F ^6 =  я -i- (F "F )- '  F"6 .
Таким образом,

Т —  *  =  (F"F)“ ' F"6 (1.36)
и, поскольку математическое ожидание Мб =  0 ,

М  (х — а) =  ( F " F ) - '  F" (Ш )  =  О, т. е. М у =  я. 
Следовательно, оценка у вектора а, полученная по 

методу наименьших квадратов, является несмещенной. 
Из формулы (1.36) видно, что отклонение вектора \ от 
вектора и является линейным преобразованием векто­
ра 6 , и, значит, если бг распределены независимо по за ­
кону 'N (0; 1), то 6 имеет многомерное нормальное рас­
пределение (точнее, ^-мерное). В частности, если векто­
ры fi, . . . , f feобразуют ортогональную систему, то от­
клонения отдельных координат yi— а; являются незави­
симыми нормально распределенными величинами с па­
раметрами О и 1. В  общем случае доверительными интер­
валами (областями) будут многомерные эллипсоиды ви­
да IIy— аЦгС/".

Обычно используют другой принцип оценивания, ко­
торый эффективнее и проще. Суть его заключается в том, 
что при наших предположениях о независимости и нор­
мальности бг векторы е и пр у являются независимыми 
случайными в силу ортогональности е и L{i^, . . f^). 
Пусть ll£l j i  =  l ly — Yifi — — т А Н г  Эту величину 
можно называть квадратом длины вектора «кажущихся» 
отклонений, поскольку е  показывает отклонения не от 
истинного значения у, а от его оценки пр у. Как пока­
зано выше, l|s III является случайной величиной, распре­
деленной по закону Пирсона с п—k  степенями
свободы. Аналогично вектор пру —  у =  6 —  е, будучи 
перпендикулярен вектору е (см. рис. 6 ) ,  распределен не­
зависимо и II пр у —  У Нг =  11S —  г ||| имеет распределение
о 1\ ®XU а отношение ----------- ---------- имеет распределение

Нпру — yllgfe *
Фишера Fn-h,h- Это позволяет производить оценивание, 
используя таблицы распределений Фишера и Пирсона 
д аж е при неизвестной дисперсии б,-.



Нелинейная модель

Появление такой модели рассмотрим на простом при­
мере. Пусть измеряется зависимость температуры от 
давления в некотором процессе. Снимая данные о тем­
пературе и давлении в отдельные моменты, получим та б ­
лицу:

t  к  к  . .  . и

Р Pi Р2 • ■ • Рп

Теперь из-за возможных погрешностей измеритель­
ных приборов имеем следующую схему ошибок:

+  бг и Pi — Pi +

где ti и Pi — истинные значения температур и давлений в момен­
ты t (1=  1, п).

Предположим, что они связаны некоторым законом 

p = 1), 
где а  — вектор параметров, подлежащий определению.

В целях симметрии записи примем, что они связаны 
более общим соотношением ^ (а ,  р, t ) —О [в нашем слу­
чае g ( a ,  р, t ) = p —f  (ас, t)].  В  этом случае оценивание 
проводят в несколько этапов.

Сначала получают какую-нибудь оценку для а<°>. Н а ­
пример, считая, что 6г =  0 при 1= 1, ..., п, применяют ме­
тод наименьших квадратов, т. е. решают задачу

g  iPi -  f  (а, ti)Y =  11 р -  f (а, О 11̂ ^  min, 

или более обще

2  P i'  ^/) =  11 g 11| 
i= i

Полученное решение есть Конечно, если все зн а­
чения р г ,  t i )  оказались равны нулю, то лучшей 
оценки не получить. Пусть m in | lg H | > 0 . Р азлож и в

а

g ( a ,  p i ,  t i )  в ряд Тейлора с точностью до членов первого 
порядка (т. е. полагая, что отклонения е,, и оценки а



от малы), в точке (а^”), р,, ti) получим

g  («, pi,  ?/) л^|г(а(0), pi,  ( а г - а ( 0)) +
1 =  1

, c)g(«<°>. Pi, tj)  ̂ a g ( g W , pi ,  tj) g 

dPi ' ^ '■

Поскольку g { a ,  p, t) = 0 ,  to, пренебрегая членами вы­
соких порядков, получим равенство

goi +  (Vag/, « —  8; —  бг, (1.37)

где Яог “  Я Рг> ^j); Va8 i — вектор, /-Я координата которого

( ^= 1....... k) равна Pi, ti)\ ^ ( а ^ ° \  pi ,  ti)

dg- dg
и ‘ =  — — (а^°\ pi, ti) — частные производные g,  взятые Oti oil
в точке Pi, ti).

Из формулы (1.37) видно, что получается типична^' 
задача линейного оценивания для следующей схемы 
ошибок;

got —  (Vagb +  («. V«g/) =  О +  h ,  (1.38)

где l i  —  координаты вектора ошибок [правая часть равенства 
(1.37)].

Произведя, как и в случае линейной модели преобра­
зования [для того, чтобы %г были одинаково распределе­
ны по закону 'N (О, 1)], т. е. поделив обе части выраже­

ния (1.38) на у Щ  =  

получим систему
k

i/i +  5 ]  =  О +  'Чг- 
1=1

где yt =  (got -  (vaSi, о ^ Щ / У Щ й  fn  =  ^ j  V W i \  ri, =

=  1г /У Щ 7 .

Применив к этой системе метод наименьших квадра­



тов, т. е. решив задачу
k 2 п /  к \2

у +  У 1 «г 1̂ =  У 1 +  У!
t=l 2 1=1 J  a

получим новую точку aW, оценивающую вектор парамет­
ров а-  Теперь новое значение рассматривается как 
начальное приближение и все повторяется. Это делается 
до тех пор, пока получаемые последовательно точки а(”), 
а("+1) не станут достаточно близкими (т. е. меньше на­
перед заданной точности), т. е. последовательно реша­
ются линеаризованные задачи. Оценка точности (дове­
рительные области и т. п.) обычно строится по послед­
ней линейной задаче.

Метод Монте-Карло для статистического оценивания

Одной из причин, по которым в прикладной литера­
туре главным образом разбирается метод наименьших 
квадратов, являются наибольшая разработанность его и 
простота; по сути дела надо решить систему уравнений 
обычно небольшой размерности. В то же время зачастую 
задача исследователя сводится к тому, что приходится 
подбирать аппроксимирующую функцию практически 
наугад, а не из точно известного класса функций. При 
этом появляются регулярные ошибки, не имеющие ста ­
тистического характера. Сама задача иногда требует ис­
ключения очень больших отклонений и т. п. Кроме того, 
ошибки эксперимента могут не иметь нормального рас­
пределения. В этом случае д а ж е  метод наименьших 
квадратов не позволяет оценить величину погрешностей 
оценок. В то ж е время непосредственно качественный 
анализ весьма затруднителен из-за нелинейности з а д а ­
чи. Приближенные же методы требуют очень сложной 
техники оценивания.

Эти проблемы во многом снимаются благодаря во з­
можностям использования современной вычислительной 
техники. Примером может служить использование мето­
да статистических испытаний или, как его еще н азы ва­
ют, метода Монте-Карло. Рассмотрим, как этот метод 
может служить для нахождения распределения оцени­
ваемых параметров в случае использования неевклидо­
вой метрики.



Предположим наличие схемы ошибок
= / ( а ,  х(‘)) +  б,, (1.39)

где б,- имеет заданное распределение F i ( x ) .

Допустим, что оценку нужно произвести по п значе­
ниям Зафиксируем какое-нибудь начальное значе­
ние выдав с помощью датчика случайных величин п 
значений 6<, имеющих распределения Л ( х ) ,  вычислим 
I/W по формуле (1.39). Д ля удобства используем вектор­
ные обозначения

/  \

У =

V /
Итак, «разыграв» вектор 6 (o)i) и получив вектор 

y(coi), решаем экстремальную задачу метрической ап­
проксимации

Пу Ю — /(«- х)||Р -  min.
а

Решение a(c»)i) будет отличаться от а  Д алее опять 
разыгрываем 6 (002) и находим а(ш2) и т. д. Через N ис­
пытаний получим выборку а (coi), ..., а ((Ojv), которая 
позволяет изучать различные статистики. Например, 
взяв d(coi) =  l la(coi )— сможем изучать отклонения

N N

по заданной норме: М л »  (со̂ )
1=1 (=1 

и т. д. При большом числе испытаний можно изучать 
практически любые статистики.

Обычно оценивание вектора параметров а  произво­
дится в несколько этапов. Сначала по вектору эмпири­
ческих значений определяется начальное значение а(°>. 
Разы грав 'N серий испытаний, получаем некоторое рас­
пределение случайного вектора а (o)i), ..., a(cojv). Срав-

N
нивая среднее значение Мт. =  «(©г) с век-

1=1
тором а<°), оцениваем величину смещения оценки 

— Mat. Если норма вектора s<°> меньше 
требуемой точности оценки, в качестве оценки для век­
тора параметров а  берут вектор Если норма s*®)



велика, отыскивается направление из вдоль которого 
происходит уменьшение нормы s смещения, выбирается 
шаг сдвига и т. д. Таким образом, применяется одна из 
процедур выпуклого программирования, чаще всего гра­
диентная процедура, описанная в главе П. В конце кон­
цов получаем при некотором значении а<*), что 
тогда выбирается в качестве оценки для вектора а 
параметров. Иными словами, выбирается такой вектор 
значений параметров, при котором оценки с помощью 
данного метода в среднем близки к оценкам, получен­
ным непосредственно по эмпирическим данным. Сама 
выборка « (coi), ..., a((Ojv), полученная в последней се­
рии, дает возможность получить различные статистики 
для и строить доверительные области.

Отметим, что непосредственные расчеты в автомати­
ческом режиме по указанной схеме достаточно сложны. 
Однако широкие возможности, которые представляет 
современная вычислительная техника, позволяют суще­
ственно ускорять процесс благодаря использованию че­
ловеко-машинных (интерактивных) режимов. Обычно 
соответствующая программа строится в диалоговом ре­
жиме с визуализацией результатов. Взглянув на экран, 
исследователь легко оценивает разброс результатов, на­
правление и величину сдвига. Задавая  их непосредствен­
но с дисплея, сравнивая результаты для различных се­
рий, методов и функциональных зависимостей, оператор 
быстро обучается и находит такие приемлемые решения, 
которые в автоматическом режиме найти не представля­
ется возможным.



Г л а в а  И. МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ ПРОЦЕССОВ

11.1. КЛАССИФИКАЦИЯ ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ

Проблему оптимизации процессов на основе экспери­
ментальных данных условно можно разделить на две 
задачи: построение модели процесса и нахождение оп­
тимального режима по заданному критерию. Обычно 
первая задача сводится к нахождению аппроксимирую­
щей функции, достаточно хорошо описывающей данный 
процесс и его зависимость от управляющих параметров. 
Вторая задача состоит в том, чтобы найти те значения 
управляющих параметров, при которых достигается оп­
тимум критериальной (целевой) функции. Первая за д а ­
ча рассматривалась в предыдущей главе. Она такж е я в ­
ляется оптимизационной. В данной главе приведены 
численные методы решения оптимизационных задач.

Оптимизационные задачи делятся на ряд классов по 
разным признакам. Так, по размерности их можно р аз­
делить на одномерные, многомерные (конечномерные и 
бесконечномерные); по структуре решений — на линей­
ные, выпуклые и многоэкстремальные; по гладкости —  
на дифференцируемые (до некоторого порядка), недиф­
ференцируемые непрерывные и дискретные. В  каждой 
из этих классификаций задачи расположены в порядке 
возрастания сложности их решения. Охарактеризуем 
вкратце некоторые из классов.

О д н о м е р н ы е  задачи — это задачи вида: миними­
зировать f { x)  на промежутке / c R .  Такие задачи состав­
ляют, как правило, одну из важных процедур в много­
мерной оптимизации.

К о н е ч н о м е р н ы е  задачи имеют вид:

/ (х) -> min при x ^ D  czR".
Сама область D может совпадать со всем пространст­

вом, тогда говорят о б е з у с л о в н о й  оптимизации.



Ё противном случае говорят об у с л о в н о й  оптимиза­
ции. При этом очень часто область D задается системой 
уравнений или неравенств. Хотя формально каждый из 
этих случаев сводится к другому, т. е. уравнение мож­
но зад ать  системой неравенств [например, f ( x ) = 0  мож ­
но записать в виде системы f ( x ) > 0  и f ( x ) < 0], а нера­
венство записать уравнением [например, f { x ) < . 0  запи­
сать как  /(а:) Ч-1/(х) I = 0], тем не менее при этом меня­
ются, как правило, гладкость, размерность или какая- 
нибудь другая из характеристик задачи. Чаще всего сис­
тема уравнений ^ i ( a : ) = 0 ,  ..., g h { x ) = 0  определяет 
{п— -мерную поверхность в пространстве R ", при этом 
задачу

/ ( x ) ^ m in  при gi(x) =  О, . . . , gk(x) =  0

называют задачей Лагранжа.
Б е с к о н е ч н о м е р н а я  оптимизация —  это в о с­

новном задачи вариационного исчисления и оптимально­
го управления, т. е. экстремальные задачи в функцио­
нальных пространствах.

Л и н е й н ы е  задачи (или задачи линейного про­
граммирования) — это задачи вида

f ( x)  =  c,x^ +  . . .

a n X i +  . . . < & i ;

“Ь . . . “Ь /̂и>

1-1,1 “Ь  . .  . 4 ” ^/?!+1 .п-^п ~  ^ 'П + Ь

. . . +а^пХп =  К

т. е. требуется минимизировать линейную функцию при 
линейных ограничениях. Решения задач этого класса 
играют исключительную роль, так как в большинстве 
случаев решение более сложной задачи удается свести 
к последовательному решению задач линейного програм­
мирования. Один из наиболее распространенных методов 
решения этих задач — симплексный (см. I I .4 ) .  В  послед­
нее время повышенный интерес к этим задачам  привел 
к появлению ряда принципиально иных методов.

В ы п у к л ы е  задачи такж е образуют довольно хо­
рошо исследованный класс задач. Они формулируются
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так:

/ (х) ->■ min при gi (х) <  О.................. g,n (х) <  О,

где все функции f, gi,  — выпуклые.

Некоторые из численных методов решения таких з а ­
дач разбираются в п. I I .5.

Невыпуклые задачи называются м н о г о э к с т р е ­
м а л ь н ы м и .  Численные методы решения этих задач 
разработаны мало. Суш,ествует много алгоритмов на­
хождения локальных экстремумов в таких задачах. Н а­
хождение же глобального экстремума является принци­
пиально неразрешимой задачей (во всяком случае для 
всего класса многоэкстремальных задач).

11.2. МЕТОДЫ ОДНОМЕРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Из математического анализа известно, что если диф­
ференцируемая функция f ( x )  в точке Xq достигает 
экстремум, т. е. максимум или минимум, то ее производ­
ная f'  в точке Хо равна нулю. Таким образом, необходи­
мое условие экстремума для дифференцируемой функ­
ции задается уравнением f ' ( x ) = 0 .  Если ж е /'(л;о)=0, то 
это не означает, что в точке Хо достигается экстремум 
функции /. Сформулируем некоторые достаточные усло­
вия экстремумов.

В  соответствии с принятой терминологией будем го­
ворить об условиях п-го порядка, если в них требуется, 
чтобы функция была дифференцируема п раз. Посколь­
ку в тех точках, где f  достигает максимума, функция 
(— /) достигает минимума, ограничимся только условия­
ми минимума.

Условия 1-го порядка состоят в следующем. Если 
производная функции / в точке Хо меняет знак с отрица­
тельного на положительный, то Хо — точка минимума. 
Другими словами, если существует такая окрестность

(л:о) =]Л:о— 6 ; Л!оЧ-б[ (где 6 > 0), что f ' ( x ) < 0  при 
хе]лГо— б; Хо[ и f ' ( x ) > 0  при х^]хо\ X o+6[, то Хо — точка 
минимума.

Условия 2-го порядка формулируются так: если в 
точке Хо первая производная функции f  равна нулю, 
т. е. f ' ( x o ) = 0 ,  а вторая производная положительна, 
т. е. f " ( x o ) > 0 ,  то Хо —  точка минимума.

Условия 2п-го порядка: если в точке Xq производные 
до {2п— 1)-го порядка равны нулю /‘‘Нхо) = Р ( ^ о )  =



=  ...=/(2«->)(д:о) = 0 , а производная порядка 2п положи­
тельна Р " ) ( д :о ) > 0 , то Хо —  точка минимума.

Сформулированные достаточные условия определяют 
локальный минимум функции на открытом промежутке. 
Если промежуток I  содержит концы, то условия не­
сколько меняются. Пусть 1 = [ а ;  Ь], тогда достаточным 
условием 1-го порядка того, что в левом конце достига­
ется локальный минимум, будет условие f ' ( a ) > 0 .  Ана­
логично для правого конца достаточное условие задает­
ся неравенством f ' { b ) < 0 .

Нахождение локального минимума, как правило, не 
является сложной задачей, чего нельзя сказать о задаче 
нахождения глобального минимума, т. е. наименьшего 
значения функции на заданном промежутке. Во-первых, 
если промежуток неограничен, то глобальный минимум 
может и не существовать. Практически во всех приклад­
ных задачах область изменения параметров ограничена 
физическими возможностями. В таком случае существо­
вание глобального минимума обеспечивается теоремой 
Вейерштрасса о том, что если функция / непрерывна на 
компакте К, то существует точка в которой / при­
нимает наименьшее значение на К,  т. е. для любого 
х ^ К  выполнено неравенство f  ( x ) > f  {хо). Частным слу­
чаем компакта является отрезок [а; Ь]. Д а ж е  и в этом 
случае не существует алгоритма, позволяющего нахо­
дить глобальный минимум произвольной функции (не­
прерывной или дифференцируемой). Точнее говоря, для 
всякого алгоритма нахождения минимума можно по­
строить такую функцию (непрерывную или дифференци­
руемую), что алгоритм не укажет ее глобальный мини­
мум. Однако такие функции имеют исключительный х а ­
рактер, а те процессы, которые исследуются в приклад­
ных задачах, обладают, как правило, свойствами, позво­
ляющими хотя бы приближенно находить минимальные 
значения исследуемых функций.

Имеется несколько классов функций, для которых 
численные методы нахождения минимума разработаны 
достаточно хорошо. Первый класс функций — это много­
члены, которые часто используются в качестве аппрок­
симирующих функций. Поскольку производная много­
члена такмсе является многочленом, то для отыскания 
минимума многочлена Р п { х )  на отрезке [а, Ь] достаточно 
найти корни его производной Р ' п ( х )  на [а, 6] (для этого 
существуют стандартные программы в математическом



обеспечении любой Э В М ), затем вычислить значения 
Рп в полученных точках и в концах отрезка [а, Ь\ и, на­
конец, сравнив эти значения, найти из них минимальное.

Второй класс функций, для которых проблема чис­
ленного нахождения минимума принципиально реше­
на, —  класс выпуклых функций. Опишем несколько 
алгоритмов, позволяюш,их находить этот минимум. Н а­
чнем с методов нулевого порядка, т. е. в которых требу­
ется вычислять только значения функции (но не значе­
ния производных). Обозначим Ао=[а, Ь] и предположим, 
что f  {x) имеет на До единственный минимум (скажем, 
в точке Хо), тогда приводимые ниже методы позволят 
найти минимум с заданной точностью.

Метод перебора. Выберем шаг h такой, что 0 < / г ^  
<  (Ь— а)/3, и положим xW =  a +  kh,  где k  —  целое число, 
причем 0 < А <  1 +  (6— a)//i. Вычисляем последовательно 
значения /(х(“)), f(x(i)), ... до тех пор, пока /(xW) не ста­
нет меньше чем f(x<''+')). Если это случилось на первом 
шагу, полагаем Ai =  [a, если на последнем, то Ai =  
=  [л:№, Ь], где I —  предпоследний номер; в остальных 
случаях полагаем При этом XosA i и
длина А] не более 2Н, т. е. если в качестве приближен­
ного значения х точки минимума Хо брать середину Аь 
то точность приближения |Ж—Хо|</г.

Пример 1. П усть требуется найти точку минимума функции 
f { x ) = 0 , 3  X— In X на отрезке [1; 4] с точностью е = 0 ,2 .

Применим метод перебора. Так как точность в этом методе 
равна h  —  шагу вычислений, то h = e = 0 , 2 .  Выпишем последователь­
ные значения f(xW)^ где 1+ А '0 ,2 :

k 0 1 2 3 4 5 6 7
x(k) 1 1 , 2 1 ,4 1,6 1 . 8 2 2 , 2 2 ,4

0 ,3 0 , 1 8 0 ,0 8 0,01 — 0 ,0 5 — 0 ,0 9 — 0 ,1 3 - 0 , 1 5

k 8 9 10 11 12 13 14 15
2 , 6 2 , 8 3 3 , 2 3 , 4 3 , 6 3 , 8 4

/( <̂*)) — 0 ,1 7 - 0 , 1 9 - - 0 ,1 9 8 - 0 ,2 0 3 —0 ,2 0 4 — 0,201 —0 ,1 9 5 - 0 , 1 8 6

Эти данные позволяют пояснить некоторые' тонкости алгорит­
мов минимизации. Предположим, что значения fh =  f{x̂ •'̂ )̂ вычисля­
ются с точностью до 0 ,1, тогда получим:
k  0 1 2  3 4 5  6 7 8 . . . 1 5  
f h  0 ,3  0 ,2  0 ,1  О О — 0,1  —0,1  — 0 ,1  — 0 ,2  . . . —0 ,2

Другими словами, найденное этим методом минимизирующее 
значение х*  лежит в промежутке от 2,4 до 4, это обеспечивает 
точность вычисления только 0,8 (т. е. получили бы дг*~3,2 +  0 ,8 ).



Увеличив точность вычислений значений fk в 10 раз, аналогич­
но получили бы:

k 7 8 9 10 . . .  14 15
fk — 0 ,1 5  — 0 ,1 7  —0 ,1 9  - 0 , 2  . . . — 0 ,2  - 0 , 1 9

Таким образом, д:*=кЗ,4±0,6, т. е. гарантируемая точность вычисле­
ний была бы равна 0,6 .

Аналогично, увеличив точность вычислений f*  еще в 10 раз, по­
лучим:

k 10 II  12 13
fk —0 ,1 9 8  — 0 ,2 0 3  — 0 ,2 0 4  — 0 ,2 0 1

Таким образом, jc * » 3 ,4 ± 0 ,2 ,  т. е. гарантируемая точность рав­
на 0 ,2 , что и требовалось.

И з примера видно, поскольку любые приборы имеют 
ограниченную точность, любые Э В М  проводят вычисле­
ния также с ограниченной точностью, вычислить зна­
чение л:*, минимизирующее f ( x ) ,  можно не с любой з а ­
данной точностью е. Далее при вычислениях значений f 
необходимо увеличивать точность вычислений вблизи 
точки экстремума. Последнее больше относится к тем 
случаям, когда расчеты проводятся вручную или когда 
f { x )  вычисляется в активном эксперименте. При расче­
тах на ЭВМ , как правило, точность вычислений f ( x )  до­
статочно высока, чтобы обеспечить разумную точность 
вычислений X * .

Метод перебора в указанном виде очень прост для 
программирования, однако обладает рядом недостатков. 
Главный из них заключается в следующем. Предполо­
жим, что точность вычисления достаточно высока, а от­
резок До велик. При нашем методе для нахождения ми­
нимума может потребоваться порядка |До|/е операций 
вычисления =  Если при этом сами значения вы ­
числяются долго (например, из эксперимента), то «лиш­
ние» операции отнимают массу времени. Поэтому ж е ­
лательно модифицировать перебор так, чтобы вычис­
лять f как можно в меньшем числе точек.

Модифицированный перебор. Положим, hi =  {Ь— а ) /4, 
т. е. разобьем отрезок Ао =  [а, Ь] на четыре равных от­
резка. Вычислим f o = f ( a ) ,  f i = f ( a  +  hi ) ,  f 2 =  f { a  +  2hi ) ,  
/3= / ( a  +  3/ii), f i = f { a  +  4hi) = f { b ) .  Так  же, как  в методе 
перебора, устанавливаем, что минимум расположен на
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Рис. 7. Модифицированный пе- Рис. 8 . Модифицированный пе­
ребор { х*^[а ,  a+h{\)  ребор (x*^[a-\-hu a + 3 fti] )

отрезке Аь

A i =

[а; а  +  К\ при /о <  к
[а\ а  +  2/ii] при U > h <  h
[а +  hi, а  +  3hj] при Д >  /i >  Д <  /з
[а +  2hi, Ь] при /о >  /i >  /з >  /з <  h
[а +  З/г̂ ; Ь] при /о >  А >  Д >  /з >  А-

В  результате получим отрезок Ai =  [ai, Ь{\ по указан­
ному выше правилу. Д алее повторяем описанную выше 
процедуру, т. е. полагаем /гг= (6 i— ai)/4, вычисляем 
/о, f i  и т. д. до тех пор, пока длина Ah не станет мень­
ше заданной точности е.

Особенностью процедуры деления промежутка на че­
тыре равных отрезка является то, что на каждом после­
дующем отрезке приходится вновь вычислять не более 
трех значений. А именно, если Ai =  [a, a  +  h{\, то значе­
ния f  в концах уж е вычислены и остается вычислить 
только /ь /г, /з- Эта ситуация показана на рис. 7, где 
крестиками отмечены точки, в которых проводятся но­
вые вычисления. То ж е  самое происходит в случае, если 
Ai =  [a +  3/ii, Ь]. Отметим, что в каждом из этих случаев 
|Ai| длина Ai равна 0,25 |Ао|, т. е. сокращается в 4 ра­
за. В  трех остальных случаях нужно проводить всего 
лишь д в а  дополнительных вычисления значений /. На 
рис. 8 изображен случай Ai =  [a +  /zi, а  +  Ш\]. Здесь вы­
численными значениями являются значения / в точках 
c  +  Ai =  a i,  a  +  2/ii =  a i + 2/z2 и a+3/ii =  6 i, т. е. остается 
вычислить только два значения f\ и /з (значения / в точ­
ках, помеченных крестиками). Можно показать, что из 
всех методов, в которых происходит деление промежут­
ка на равные отрезки, только в описанном методе тре­
буется наименьшее число вычислений значений f  для 
гарантированного обеспечения заданной точности.

Пример 2. Решим задачу из примера 1 модифицированным пе­
ребором (е = 0 ,1 ) .  Начальный шаг /i) =  0,75, вычисляе»^ h ’-



k 0  1 2  3 4
2 1 75 2 5  3 25 4

fk 0 , 3  — 0, ’0346 — 0 , 1 6 6 3  — 0^2037 — 0 , 1 8 6 3

О тсю да a i = 2 , 5  и 6 i =  4, следовательно, Й2= 0 ,3 7 5 ; a:(“) = 2 , 5 ;  
x(») =  2 ,875 ;  j;( )̂ =  3,25 :  x<^)=3,625; jc<'*) =  4. Н о вы е вычисляемые з н а ­
чения—  только f i = f ( 2 , 8 7 5 )  и / з= / (3 ,6 2 5 ) ;  в результате получаем:

й О 1 2 3  4
2 , 5  2 ,8 7 5  3 , 2 5  3 , 6 2 5  4

fk  — 0 ,1 6 6 3  — 0 ,1 9 3 6  — 0 , 2 0 3 7  — 0 , 2 0 0 4  — 0 , 1 8 6 3

Отсюда 02=2,875 и 62= 3,625; /13= 0,1875. Новые вычисления 
дают:

fe О 1 2  3  4
2 , 8 7 5  3 ,0 6 2 5  3 , 2 5  3 , 4 3 7 5  3 , 6 2 5

fk  — 0 ,1 9 3 6  — 0 ,2 0 0 5  — 0 , 2 0 3 7  — 0 , 2 0 3 5  — 0 , 2 0 0 4

О тсюда 03= 3 ,0 6 2 5  и 6з =  3 ,4375 ; теперь /14= 0 ,09375, т. е. новые 
вычисления дад ут  уж е  требуемую точность:

О 1 2 3  4
3 , 0 6 2 5  3 ,1 5 6 2 5  3 , 2 5  3 ,3 4 3 7 5  3 , 4 3 7 5

fk  — 0 , 2 0 0 5  — 0 ,2 0 2 5  — 0 , 2 0 3 7  — 0 , 2 0 4  — 0 , 2 0 3 5

Итак, окончательно получаем л:* =  3 ,3 4 3 7 5 ± 0 ,0 9 3 7 5 .

Для нахождения минимума методом перебора требо­
валось вычисление 24 значений функции f  (причем толь­
ко 31 вычисление гарантировало нахождение минимума 
с заданной точностью е =  0,1). При модифицированном 
переборе потребовалось всего 11 вычислений (причем 
это же число и гарантировало заданную точность).

Модифицированный перебор целесообразно приме­
нять в случаях, если требуется высокая точность. Пусть 
длина исходного отрезка |Ао1, а требуемая точность 
е > 0, тогда в методе перебора может потребоваться до 
Л^=[|До|/е]+ 1 вычислений (здесь [х] —  целая часть чис­
ла х),  т. е. Л/'~|До|/е вычислений. При модифицирован­
ном переборе отрезок уменьшается при каждой итерации 
не менее чем в 2 раза, т. е. если число итераций равно п, 
то I А„| <  I Ао|-2 -" .  Значит, для достижения требуемой 
точности е необходимо порядка log2 (|Ao|/e) итераций:

Ао-2~" <  log2( I A J/ e ) .

На первой итерации производится пять вычислений, 
а на каждой последующей —  не более трех (чаще всего



д в а ) ,  а всего вычислений не более чем 5 + (л— 1)3 =
=  З л + 2 .  Учитывая, что л-^Го^г (|Ао|/е), получаем N i'-  
~ 3log2 (|Ао|/е), а это существенно отличается от 
^  |Ао|/е, что видно из следующих данных:

N  2 4 8 16 32  64 128 526  1024
Afj 3  6  9  12 15 18 21 27  30

Метод Фибоначчи. Этот метод похож на модифици­
рованный перебор, но отличается от него тем, что на 
каждой итерации происходит разбиение отрезка на 
4 части разной величины так, что за исключением пер­
вой итерации на каждой последующей производится все­
го одно вычисление значения функции. Из методов нуле­
вого порядка этот метод требует наименьшего числа вы ­
числений значений функций для гарантированного до­
стижения требуемой точности.

Отрезок Ао =  [а, Ь] разбивается на 4 части двумя 
точками yi< Z i  так, что \yi— a\ =  \z\— b\, т. е. одинако­
во удаленными от концов. Если установлено, что мини­
мум лежит на отрезке Ai =  [a, Zi], то полагая Z2 =  ij\ и 
откладывая от а  отрезок длиной |zi— Z2 \==\zi— у\\, по­
лучим разбиение отрезка Ai, удовлетворяющее тем ж е 
условиям, что и предыдущее разбиение (рис. 9 ) .  Этот 
процесс продолжается до достижения заданной точно­
сти. При этом на первом шаге требуется вычислить зна­
чения функции в двух точках у\, Zu на следующем — 
только в одной новой точке разбиения (на рис. 6 —  это 
У2) и т. д. Методов такого рода (с переменными раз­
биениями) много, но все они задаются начальным раз­
биением Ао, а дальш е все идет автоматически, по вполне 
определенным законам. Итак, для определения точек раз­
биения в методе Фибоначчи требуется только задать на­
чальное разбиение.

Опишем теперь формально сам алгоритм.
Подготовительная про- 

 ̂ цедура определяет число
-----Щ------— — «V----- » требуемых шагов для полу-

j I I чения заданной точности по
I__правилу: число шагов равно

I I I такому п, при котором
f«+i<|Ao|/e</^„+2, здесь 

Уз z  ̂ |Ао|— длина А о= [ао . ^о];
е — заданная точность; F„+i 

Рис. 9. Метод Фибоначчи n f n + g  — числа Фибоначчи:

л
йрТ



=  F, =  F , +  F,; F ,  =  F , +  F „  . . . , F„+2 =

=  Fn+i +  Fn.

Приведем двенадцать первых чисел Фибоначчи: 1, 1,
2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Первый шаг — вычисление двух начальных значений 
f ( y i ) ,  где

Уг =  а , +  I До I и ------^  | АJ  . (II.I)
■̂71 I 2  ̂тг+2

Общий (^-й) шаг алгоритма [к этому моменту из­
вестны aftJi, г/h, Zh, fiyii),  f{Z h)l  Возмож ны  два в а ­
рианта:

если f {y k )< f(Z h ) ,  то положим аи =  аи-\, bk=Zk, Уь+1 =  
=  ak +  bh—yh, Zk+i =  yh- Кроме того, полагаем /(2^+0 =  
=  f(t/h) и вычисляем одно значение f{yk+i)',

если f{y i i)> f{Z k) ,  то положим аи =  уи, bh =  bk-i,  
Zk+i=ak +  bh—Zh, yk+i =  Zk. Кроме того, полагаем 
/(i/h+i) ==/(Zft) и вычисляем одно значение /(2^+1).

Теперь, если k < n ,  делаем (й + 1 ) -й  шаг; если k  =  n, 
получаем х*^Ап-

Пример 3. Решим задачу  примера 1 методом Фибоначчи.
Определяем число шагов. Т а к  как  |До|=3 и е =  0,2, то |До|/в= 

=  15, ^ 7=  1 3 <  1 5 < 2 1  =/='8, т. е. и =  6 .
р

Согласно формулам (11.1):  </i =  1 3  ж  2 , 1 4 2 9 ,  Zi =  4 —

— 3 ^  2 ,8 5 7 1 .
Р 8
Вычисления даю т [для сравнения приводим значения f ( l )  и 

,^(4), хотя вычислять их в методе не требуется]:

flo У! zi 60
д: 1 2 , 1 4 2 9  2 ,8 5 7 1  4
f{x) 0 , 3  — 0 , 1 1 9  — 0 , 1 9 3  — 0 , 1 8 6

Т а к  как  f(y \ > f(z i) ,  то полагаем Oi=yu У2 =^\, 61 =  60 и 2г =
= Oi +  Ь\— 2 ] « 3 ,2 8 5 8 .

Вычисляем l(z i)  и получаем;

а ,  Zj *1

д: 2 , 1 4 2 9  2 ,8 5 7 1  3 , 2 8 5 8  4
/(л:) - 0 , 1 1 9  — 0 , 1 9 3  - 0 , 2 0 4  — 0 , 1 8 6



П р о д о л ж а я  вычисления, получаем:

а ,  у  г г ,

X 2 ,8 5 7 1  3 , 2 8 5 8  3 ,5 7 1 3  4
fix )  — 0 ,1 9 3  — 0 ,2 0 4  — 0 , 2 0 2  — 0 , 1 8 6

а . Ух Z4 Ьз
д: 2 ,8 5 7 1  3 ,1 4 2 6  3 ,2 8 5 8  3 , 5 7 1 3
]{х) — 0 ,1 9 3  — 0 ,2 0 2  — 0 ,2 0 4  — 0 , 2 0 2

а» У  ̂ гь 6i
X 3 ,1 4 2 6  3 , 2 8 5 8  3 ,4 2 8 1  3 , 5 7 1 3
\{х) — 0 ,2 0 2  — 0 , 2 0 4  — 0 ,2 0 4  — 0 , 2 0 2

а. S'. г. 6,
л: 3 , 1 4 2 6  3 ,2 8 4 9  3 ,2 8 5 8  3 ,4 2 8 1
]{х) — 0 ,2 0 2  — 0 ,2 0 4  — 0 ,2 0 4  — 0 , 2 0 4

Ограничивая точность вычисления значений функции тремя зн а­
ками после запятой, можно заключить, что х*^[уъ, Ь^, обеспечив 
требуемую точность (д а ж е  вдвое  вы ш е).  Дальнейшие вычисления 
требуют более высокой точности вычислений значений функции. При 
этом для  достиж ения требуемой точности потребовалось вычислить 
семь значений функции. Сравним число вычислений значений функ­
ции в методе Фибоначчи и методом перебора N:

N 2 4 8 16 32  64 128 526  1024
4 6 7 9 10 11 13 16 18

Н е сло ж н о  показать, что ~  [In ( | Д,, | /е)]/1п^—

М етод золотого сечения. Этот метод практически со­
впадает с методом Фибоначчи и применяется в тех слу­
чаях, когда отношение |Ао|/е велико (например, более 
1000). В  методе золотого сечения на нулевом шаге бе- 
РУт yi=^ao +  X{bo~ao)  и Zi =  bo—l ( b a —ao), где К =

0 __Т / 5
= ----- ^ —  г» 0,3819. Это значение X при больших п прак-

3_т/б̂тически —  ̂ /t,- ^ ^  I - ‘ г ~ \ _  V
2

В  остальном метод повторяет метод Фибоначчи, однако 
критерием остановки служ ат либо достижение требуе­
мой точности, либо невозможность продолжать вычис­
ления из-за ограниченной точности вычислений значения 
функции. Рассмотрим два метода первого порядка.

М етод деления пополам. Требуется найти нуль про­
изводной f'{x)  выпуклой функции. Пусть Ао=[ао, Ьо], 
вычисляем f'(ao)  и f '{bo).  Если f ' { a o )> 0 ,  то х * = а о - ^



Рис. 10. М етод  деления попо- Рис. П .  М ет о д  хорд 
лам

минимум. Если f ' (b o )< 0 ,  то х* =  Ьо; если же f ' { a o ) < 0 ,  а 
f ' ( b o ) > 0 , берем середину X i=  (ао +  6о)/2 отрезка До- 
Вычисляем f' (x i) :

если f ' ( x i ) < 0 , то полагаем a i= X t,  61 =  60; 
если f ' { x i ) > 0 , то полагаем ai =  ao, Ь̂  — хй  
если f  (х\) = 0, то полагаем x * —xi.
В результате получаем (рис. 10) новый отрезок Ai =  

=  [ai, b\], причем x * e A i .  Затем повторяем все сначала. 
Оценка точности задается длиной Ап- На каждом шагу 
точность удваивается, при этом, за  исключением первого 
шага, требуется вычислить одно значение производной.

Метод хорд (Ньютона). Начало такое же, как и в 
методе деления пополам. Однако деление теперь про­
исходит по другому принципу: в качестве точки х\ бе­
рется точка пересечения хорды, соединяющей концы 
графика f'(x)  (рис. 11). Легко видеть, что на k -м шагу
Х/г-1-i =  — —  Д ал ее  во всем повторяет-

Г (bh)— f (cik)
ся предыдущий метод, причем последовательность Xh 
сходится к X * .  Точность обычно оценивается разностью 
\xh— Xk+i\ и по значению производной (как правило, I 
берут равным двум или трем).

Пример 4. Решим задачу, рассмотренную выше, методом хорд. 
Вычислим [ ' (х )= 0 ,3 — 1/х. Ясно, что производная равна нулю при 

10/3 =  3,33... Итак, / ' ( 1 ) = — 0,7  и / '(4 )  = 0 , 0 5 ,  поэтому а о = 1 ,  
Ьо=4; вычисления д аю т :̂i =  3,8 и Г ( 3 , 8 )  « 0 , 0 3 7 .  Теперь ai  =  l ;  6 | =  
= 3 , 8 ;  f ( a , ) = — 0.7; / '(6 ,)  = 0 ,0 3 7 ,  поэтому д:2= 3 . 66  и Г (3 ,6 6 )  « 0 , 0 2 7 .  
Аналогично С2= 1; * 2= 3 ,6 6 ; ['(аг) = —0,7; f ( 62) = 0 , 0 2 7 ,  поэтому 
л:о,= 3 ,56  и т. д.



Метод парабол. Э т о — метод 2-го порядка. В  этом

методе лг/г+1 =  ------I r - ^ -  Геометрически это означает
/ (̂ ft)

следующее: в точке Хк разлагаем f{x )  в ряд Тейлора до 
членов второго порядка:

/ W  ~  / М  +  г  (Хи) {X -  X,) +  (X -  Х^Г. (II.2)

В  качестве xu+i берется значение х, минимизирующее 
квадратный трехчлен в правой части формулы (П.2).

Пример 5. Решим ту  ж е  задачу, что и выше, методом парабол. 
Т а к  как  f' {x )= 0 ,3 — х -\  то j''(x)=x~^  и =  д:*— J 0 , 3  —  дг|= 

=2Afft —  О.Зл:^. Начнем с * i = l ;  вычисления дают:

k 1 2  3 4 5 6
л-ft 1 1 , 7  2 ,5 3 3  3 , 1 4  3 , 3 2  3 ,3 3 3 3

На первый взгляд может показаться, что методы вы ­
соких порядков показывают более быструю сходимость, 
чем методы нулевого порядка. Однако это не совсем так. 
Во-первых, сфера их применения ограничивается усло­
виями теорем сходимости и условиями дифференцируе- 
мости функций. Во-вторых, они удобны, как правило, 
лишь в тех случаях, когда производные находятся в яв­
ном виде —  в виде функций, не требующих сложных вы­
числений их значений. В  противном случае производные 
заменяют на их приближенные значения, вычисляемые с 
помощью конечных разностей:

Г  (ATft) ~  Л- 1  [/ (Xft +  /I) - /  (X,)]; (П.З)
Г  (X,) ~  h~^ [/ (х„ +  2/1) -  2/ (Xft +  h) +  f  (Xft)],

(П.4 )

где h д ол ж н о бы ть достаточно мало.

Таким образом, для вычисления /' требуется два, а 
для вычисления f"  —  три вычисления значений функции. 
При этом погрешности вычисления производных могут 
вызвать существенное замедление сходимости методов. 
В  активном эксперименте, когда для вычисления значе­
ний функции проводится эксперимент, длительность ко­
торого может измеряться часами и сутками, требуется 
наименьшее число измерений значений функции. По­
этому при планировании такого эксперимента необходи­
мо выбирать точки измерений из соображений миними’



Рис. 12. Аппроксимация м ето­
дом парабол

Зации их числа. Для точно­
го измерения (или высоко­
точного) одним из таких ме­
тодов является метод Фибо­
наччи. Если же требуется 
очень грубая оценка (напри­
мер, | Л о | /е < 7 ), метод пере-  ̂
бора дает лучшие результа­
ты.

Активный эксперимент 
требует специального под­
хода к методике расчета то­
чек измерения. Представим 
себе, что прибор, показания
которого снимают, дает существенные погрешности в 
вычислении значений функции. Это обстоятельство нель­
зя не учитывать, ибо разрешающая способность любого 
прибора ограничена. Применение любого из описанных 
выше методов, как уже неоднократно отмечалось, требу­
ет достаточно высокой точности измерений и особенно 
вблизи точки экстремума. Поэтому ошибки вычисления 
могут существенно повлиять на результат. Пусть в мето­
де Фибоначчи вычисления значений функции производят­
ся с точностью до 0,05 (т. е. такова разреш ающая спо­
собность прибора), тогда в примере 3 мы бы получили:

"о ,Vi Zi *0
X 1 2 , 1 4 2 9 2 ,8 5 7 1 4
м 0 , 3 - 0 , 1 — 0 . 2 - 0 , 2

а. у.
X 2 ,1 4 2 9 2 ,8 5 7 1 3 , 2 8 5 8 4
f i x ) — 0, 1 - 0 , 2 - 0 , 2 — 0 , 2

Таким образом, можно только сказать , что 
х * ^ [2 ,  8571; 4]. В то же время имеется 4 значения функ­
ции / и, значит, вполне можно использовать аппроксими­
рующую функцию, например, в виде квадратного трех­
члена у =  ах^+Ьх +  с. В качестве х*  можно взять точку 
х* =  ~ Ы { 2 а )  (рис. 12).

11.3. МЕТОДЫ МНОГОМЕРНОЙ БЕЗУСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Большинство алгоритмов многомерной минимизации 
строится по следующему принципу. Пусть дана точка 
xW, тогда на ( i f e + l ) - M  шаге последовательно решаются 
две задачи:



бтыскание направления , по которому двигаться 
дальше;

отыскание минимума функции / вдоль этого направ­
ления, т. е. задача одномерной минимизации
пип/ +  

h

Если 1**  ̂ и — решения этих задач, то

Алгоритм останавливается, когда значения 
/(х(''+‘)), ... либо последовательно получаемые точки ста­
новятся близки, т. е. ||xW— л:('‘+')||<е, где I —  заданное 
число и 6 — заданная точность. Рассмотрим четыре та ­
ких метода.

Циклический покоординатный спуск. Этот алгоритм 
весьма прост при программной реализации и может ис­
пользоваться как метод нулевого порядка (если в про­
цедуре одномерной минимизации используется метод ну­
левого порядка). Пусть требуется найти минимум вы­
пуклой функции /(х)2 при x e R " .  В качестве направле­
ний спуска (т. е. направлений, по которым последова­
тельно уменьшают значения функции) выбираются по­
очередно базисные векторы ei, . . ., е^, Cj, . , 
е„, . . . Иными словами, последовательно решаются 
минимизационные задачи {k -й шаг):

min/ (Xj, . . . , х , е е  решение ;
•̂1

min / Х2, . . . , ее решен1!е

« • • •  ...................................

m i n / , л:„), ее рэшенне

Получив точку х<*> =  , . . , решаем воп­
рос об остановке. Если критерий остановки невыполнен, 
то делаем следующий (/г+1)-й шаг и т. д.

Пример 5. f  (х) — 5x1 +  —  4xjJC2 —  х̂̂ х̂  —  2x2, т. е. ре­
ш а е т с я  з а д а ч а  трехмерной минимизации. В  качестве исходной точ­
ки возь м ем  х<“) = ( 0 ; 0 ; 0 ).

1-й шаг. Фиксируем =  О, тогда / ( % ,  О, 0) =  5.iCp

зн ачит д : ^ * ) = 0 .  Берем следую щ ее направление | =  e j ,  т. е. фиксиру-



еМ =  О и х̂ ^̂  =  0 ,  тогда / (б ,  х^, б) =  5х| —  2х^, з н а ч и т * ,

= 0,2.
Следующее направление | =  ез,  т.  е. фиксируем и

г ^ ' ^ = 0 , 2 , тогда / ( 0 ; 0 , 2 ; х )̂ =  х  ̂—  0 , 2 , значит, дг̂ ’ ^ = 0 .

В  результате получим точку = ( 0 ;  0 ,2 ;  0 ) .
2-й шаг. Фиксируем 4 ' ^  =  0 . 2 ,  х^'* =  0 ,  тогда  f (х^, 0 , 2 ;  0) =  

=  5 x j  —  0 , 8 x j  +  Cl значит, л { ^ * = 0 , 0 8 .  Аналогично f ( 0 ,0 8 ;  aTj; 0 ) =  

=5л:| — 2 ,32Х г +  с ,  значит, x f  ̂ =  0 ,2 3 2 ;  / ( 0 , 0 8 ;  0 , 2 3 2 ;  Хз) =  х| —  

— 0 , 3 2 х з + с ,  значит, x f  ̂ 0 , 16; = ( 0 , 0 8 ;  0 ,232 ;  0 ,16 ) .
3-шаг.

f (Xj; 0 , 2 3 2 ;  0 ,1 6 )  =  5 Х [ — 0 , 928X2 + с ,  значит, х | ^ ^ и О ,1 ;

/ ( 0 , 1 ;  Ха; 0 , 1 6 ) ? s 5 x |  —  8x 2 + с ,  значит, я: 0 , 3 ;

/ ( 0 , 1; 0 , 3 ; Х з ) = Х з  —  0 ,4 х з  +  с ,  значит, х ^ ^ ^ = 0 , 2 ;

х(3) =  (О, 1; 0 , 3 ;  0 , 2 ) .

4-шаг.

f  (Xj-, 0 , 3 ;  0 , 2 )  =  5Х[ —  2Xj +  с , значит, x j ' ’ ^ = 0 , 2 ;

/ ( 0 , 2 ;  х̂ ', 0 , 2 )  =  5х^— 3 , 6x 2 + с ,  значит, х^‘* ^ = = 0 ,3 6 ;

/ ( 0 , 2 ;  0 , 3 6 ;  Х3) =  х^ —  0 , 8X3 + с ,  значит, х^^* =  0 , 4 ;

х<'‘> =  ( 0 . 2 ;  0 , 3 6 ;  0 , 4 ) .

Дальнейшие вычисления облегчаются тем, что наша за д ач а  —  
квадратичная. Таким образом, если ее рассм атр и вать  как миними­
зацию  квадратного трехчлена по Xi, то

/ ( х , ,  х < ' ' - '> , х < ^ - » )  =  5 x ^ - 4  ( x f - > >  4 - ) х ,  + с ,

т. е. по у ж е  упомянутой формуле для точки минимума получим 

х|«> = 0 , 4 ( х ^ * - ‘ ) + x f - ' > ) .

Р ассм атри вая  / как  функцию Хг, аналогично получим 

/ (xj*' ’ , X j ,  =  5 x2 —  2 ( 2х[*> +  1)  Ха +  с ,

т. е. х<*> =  0 , 2  (2х<*> +  1) =  0.4х<*> +  0 , 2 .

Наконец,

f . 4 .̂ 3̂) =  +  с ,  т .  е.  х<^) =  2х<*^.

* Здесь  пользуемся тем, что минимум квадр атн о го  трехчлена 
y =  a t^ + b t+ c  достигается в точке t * = —b l(2 a ) ;  д а лее  свободный 
член с не вычисляется, так  как  на значение t* он не влияет.



П ользуясь приведенными формулами, легко провести дальней­
шие расчеты:

 ̂ W (к) (к)
Шаг k * 1  * 2  ■*3

4 0 , 2  0 , 3 6  0 , 4
5  0 , 3  0 , 3 2  0 , 6
6 0 , 3 7  0 , 3 5  0 , 7 4
7 0 , 4 4  0 , 3 8  0 , 8 8
8  0 , 5  0 , 4  1
9  0 . 5 6  0 , 4 2  1 ,1 2

10 0 , 6 2  0 , 4 5  1 ,2 4
11 0 , 6 7  0 , 4 7  1 ,3 4
12 0 , 7 2  0 , 4 9  1 ,4 4
13 0 , 7 7  0 ,5 1  1 ,5 4
14 0 , 8 2  0 , 5 3  1 ,6 4

Сравним расчеты с  другой начальной точкой, например, с 
х'®) = ( 10; 10; 10);

Ш аг к J k )
•*1

J k )
* 2

J k )
^3

0 10 10 10
1 8 3 , 4 16
2 7 , 8 3 , 3 1 5 ,6
3 7 , 5 6 3 , 2 15 ,1
4 7 , 3 3 ,1 1 4 ,6

Из приведенных данных видно, что изменение переменных про­
исходит д ово льн о медленно, но при этом довольно быстро «склады- 
вается>  некоторая пропорция м еж ду значениями координат. Точное 
значение х*  в  этой зад аче  равно (2;  1; 4 ) .  С к л ад ы ваю щ аяся  про­
порция п озво ляет  надеяться на то, что сущ ествует «удачное» н а­
правление, дви ж ен и е по которому способно существенно сократить 
объем вычислений. Таким направлением является направление ли ­
нейной экстраполяции | «  х^** —  Сделав  
сдвиг вдоль это го направления, подойдем ближе к х * .  Другим н а ­
правлением тако го  рода является  антиградиентное.

Метод наискорейшего спуска. Градиентом y f  
дифференцируемой функции f  в точке х***' является век­
тор , . . . , - ^ V  где все частные про- 

\ дхп J
изводные ——  берутся в точке х ^ .  Градиент указывает 

dxi
направление наискорейшего роста функции f  в точке 
***', а обратное направление (антиградиентное), следо­
вательно, указы вает направление наискорейшего убыва­
ния функции f  в точке х‘*\ Таким образом, на k -y i  шаге



выбирается направление I  =  —  (х ‘ ), а шаг 
находится одной из процедур одномерной минимизации, 
поэтому

где Л**' =  arg mill f  — yf h ) .  
ft>o

Пример 6 . Д л я  функции пз примера 5 сделаем несколько ш агов 
методом наискорейшего спуска. Пусть = ( 0 ;  0; 0 ) — та ж е ,  что 
и в примере 5. Вычислим антиградиент f :  —  v f(x) =  (— 10a ; i + 4 j ;2+  
+  4хз\ 4x1— 10x2 +  2 ; 4 x i— 2хз).

1- й ш а г .  = — v/f(x)W) =  (0 ; 2 ; 0 ) ,  следовательно, 
/ ( x ' ° ) + / i | ‘ “ ' ) = f ( 0  +  0/i; О + 2 /i; 0 + 0 Л ) = / ( 0 ;  2h- 0)  =20/i2— 4A,откуда
/t(0)=4/40=0.1  и x<‘ > = x ( ° >  + 0 , 1  (0; 2 ;  0 )  =  (0;  0 ,2 ;  0 ) .

2 -Й шаг. 1 ^ ' ) = — y f(x ) ( ' ) )  =  (0 ,8 ; 0 ; 0 ) и, значит,/ +  Л|^'^)= 
= f ( 0  +  0,8A; 0,2 +  ОЛ; 0+0/г) = f (0,8Л; 0,2;  0)  =3,2A2— 0,64/г +  с, о т к у ­

д а  /1(4 =  0 , 1 и х<2  ̂ =  х<‘ > + 0,1 (0 ,8 ; 0 ; 0 ) =  (0 ,08; 0 ,2 ; 0 ) .

3-й шаг. = ( 0 ;  0,32; 0 ,3 2 ) ;  = f ( 0 , 0 8 + 0 / t ;  
0 ,2 + 0 ,3 2 А ;  0 + 0 ,3 2 Л )  =0,6 144Л 2— 0,2048Л +  с, откуда Л(2)=0 ,16  и 
х^^> =  (0 ,0 8 ;  0 ,2 ;  0 ) + 0 , 1 6 ( 0 ;  0 ,32 ;  0 , 3 2 ) « ( 0 , 0 8 ;  0 ,25 ;  0 ,0 5 ) .

4-й шаг.  (0,4; - 0 , 1 8 ;  0 ,2 2 ) ;  / (x<^^/i|<®>) = 0 , 6 2 2 4  

— 0 ,2 4 А + с ,  откуда №>,^о,19 и х<‘ ) = ( 0 , 1 6 ;  0 ,22 ;  0 ,1 ) .
П усть теперь дано другое начальное условие х^®̂  = ( Ю ;  10; 10 ) ,  

т о г д а *  |^“> =  (— 20; - 5 8 ;  2 0 ) ;  Л т « 1 , 3  и х № « ( 7 ;  - 6 5 ;  13) .
Н и ж е приведены результаты девяти шагов:

k
0 ( - 2 0 ; — 58;  20) 1 .3 ( 1 0 ; 1 0 ; 10)
1 (— 27 8 ;  68 0 ;  2) 0 , 0 7 5 (7; - 6 5 ;  13)
2 (157 ;  6 0 ;  — 88) 0 , 1

0 , 0 8 6
( - 1 5 , 5 ;  1 2 , 5 ;  13)

3 (— 15; 69 ;  6 ) ( 0 , 5 ;  - 6 . 5 ;  4)
4 ( 1 9 , 6 ;  4 , 8 ;  — 10,2) 0 , 1 ( - 0 , 8 ;  0 , 6 ;  3 , 5 )
5 (— 2 , 4 ;  7 , 8 ;  — 0 ,2 ) O.OR.'S (1 , 2 ;  — 0 , 1 ;  2 , 5 )
6 ( 2 , 2 4 ;  0 , 4 ;  — 1) 0 , 3 (1; 0 , 5 6 ;  2 , 5 )
7 ( - 6 , 1 5 ;  1 ,8 8 ;  2 ,2 8 ) 0 , 0 5 4 ( 1 , 6 7 ;  0 , 6 8 ;  2 , 2 )
8 (— 1; — 0 , 4 4 ;  0 ,7 2 ) 0 , 1 1 2 ( 1 , 3 4 ;  0 , 7 8 ;  2 , 3 2 )
9 (— 0 , 1 ;  0 , 4 2 ;  0 ,1 2 ) — ( 1 , 2 3 ;  0 , 6 5 ;  2 , 4 )

К огд а  градиент становится малым, следует увеличивать то ч­
ность вычислений, так  как в противном случае м о ж но сто лкн уться  
с  таким явлением, как осцилляция, когда погрешность вычисления 
становится относительно большой (т. е. по отношению к  значениям 
частных производных), что в ы зы вает  сильные отклонения от н у ж ­
ного направления спуска.

‘ Н а  первых ш агах не требуется высокой точности вычислений, 
из-за погрешности в вычислениях последовательные направления 
|(*) и | ( * + 1) оказываю тся неперпендикулярными.



Метод второго порядка. Этот метод полностью ана­
логичен методу парабол. Приближаем / (х) в точке 
квадратичной функцией:

/(x)~/(x<*>) +  (vf(x‘"0. +  (1/2)(А(х<^>)(х-х'*>).
(х — X**')), где А (х<*>) =  —  матрица вторых

производных в точке
Точку минимума х*  этой функции легко найти, она 

удовлетворяет уравнению

А (х«*)) (X* —  х<*)) +  y f  (х<">) =  0.

Отсюда, если A (x W )— невырожденная матрица, то 
X* —  х( )̂ =  — А - '  (xf' )̂) у  f (х(*>).

Эту точку берут в качестве следующего приближе­
ния:

x ( f t + i )  =  х<*) —  А-1 (xW)  y f  (х(*)).

Этим методом (по самому его содержанию) можно 
найти минимум функции из примера 5 за  один шаг, од­
нако он не удобен, если производные / не заданы ана­
литически, а вычисляются с помощью конечных разно­
стей. Указанные трудности преодолеваются при исполь­
зовании близкого к описанному (но являющемуся мето­
дом первого порядка) следующего метода.

Метод сопряженных градиентов. На больших рас­
стояниях от точки минимума х *  применение метода ана­
логично методу наискорейшего спуска. Если функция / 
д важ д ы  непрерывно дифференцируема и матрица вто­
рых производных А (х*) не вырождена, то для точек 
х (0 и х(»'+'), очевидно, выполняется приближенное ра­
венство

y f  (х<‘-+1)) —  y f  (х<̂ )) «  А (х*) (х<‘+>) —  х<‘)).

Пользуясь этим уравнением, по градиентам в точках 
можно последовательно строить матрицы А^', близ­

кие к матрице А ~^(х*). приведем одну из таких ре­
куррентных процедур. Обозначим —  х ' ‘  ̂ и =  
=  y f  (х''"*"’ )̂ —  yf(x^^^). Пусть — элемент матрицы



Aft  ̂ и =  Е  —  единичная матрица, тогда формулы-
/ь i w b  п  у  ( k - l ) f ( k ~ l ) f ( k - n

=  ^(̂ -0

определяют последовательность симметричных матриц 
А'^\ обладающих указанным свойством. Теперь после­
довательность точек задается формулами

_  ^(0 Д(0 (̂0 ^

где =  —  A - \ f  и /i<') =  0rg m in / (x < ‘ >
Л>0

11.4. СИМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Задачи линейного программирования составляют 
простейший класс задач условной оптимизации. В то же 
время этот класс достаточно универсален в том смысле, 
что практически все алгоритмы условной оптимизации 
используют в качестве процедуры решение задачи ли­
нейного программирования (см. I I .5 ) .  Поэтому подробно 
рассмотрим один из основных методов решения задач 
линейного программирования — симплексный метод.

Случай двух переменных

Рассмотрим задачу линейного программирования 
(Л П ) в стандартной форме. Д ля простоты ограничимся 
случаем двух переменных

Z =  +  с х̂., niin (П.5)

при условиях:

(II.6)

aniXi +  a„2X-i >
Xi > 0 ;  2̂ >  0. (II.7)

Случай двух переменных позволяет наглядно проил­
люстрировать основные особенности задачи Л П  на плос-



Рис. 13. Полуплоскость, з а д а ­
в аем ая  неравенством

Рис. 14. Пересечение пусто

Рис. 15. Пересечение состоит 
из одной точки

Рис. 17. Ограниченное много­
угольное м н о ж ество

Рис. 18. Неограниченное много­
угольное множестпо
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Рис. 19. 
точки

Случай внутренней

КОСТИ 0 xix2. Прежде всего 
отметим, что каждое из не­
равенств ( I I .6) определяет 
полуплоскость (за исключе­
нием тривиального случая 
aii =  a ,2 =  0, который не бу­
дет рассматриваться), изоб­
раженную на рис. 13.

Система неравенств (11.6) 
определяет пересечение 
(т. е. общую часть) п полу­
плоскостей. Пересечение мо­
жет быть пустым (рис. 14), 
состоять из одной точки
(рис. 15), в виде прямой (рис. 16) или выпуклого много­
угольника, ограниченным (рис. 17) или неограниченным 
(рис. 18).

Неравенства ( I I .7) определяют первую четверть 
(первый ортант). Таким образом, система неравенств 
(И.6) — ( I I .7) описывает те части перечисленных фигур, 
которые лежат в первой четверти. Случай, когда систе­
ма неравенств противоречива, не представляет особого 
интереса, так как задача Л П  при этом не имеет реше­
ния. Ограничимся рассмотрением случая, когда множе­
ство D допустимых решений, т. е. тех точек плоскости, 

координаты которых удовлетворяют системе неравенств
( I I .6) — (I I .7 ) ,  образует выпуклый многоугольник (огра­
ниченный или неограниченный). Пусть (x j, х^)—  про­
извольное допустимое решение, тогда множество точек 
(лгь Хг), на которых целевая функция (И .5) принимает 
значения, меньшие, чем в точке (.v?, л:®), обрг 
крытую полуплоскость, удовлетворяющую 
CiXi +  C2X2< z° ,  где Z® =  Cixl +  C x̂l.

Если эта полуплоскость пересекается с множеством 
D, т. е. в Z) содержатся точки, в которых значение функ­
ции 2=/(лг1, дгг) меньше, чем 2®, то (д;?, х°) не может 
быть оптимальным (минимизирующим) решением з а д а ­
чи ЛП. На рис. 19 заштрихована область D, прямая I 
задается уравнением CiX\-\-C2X2 = z °  и делит всю плос­
кость на две полуплоскости. Полуплоскость, в которой 
f{x\, X2)> z ° ,  обозначена я. Понятно, что точка 
(хи X2) ^ D  будет точкой минимума тогда, когда не бу­
дет ни одной точки (лгь X2) ^ D ,  для которой

зует от- 
неравенству



Рис. 20.  Экстрем ум на границе: 
а  — в  верш ине; б  — на ребре

/(^1. x 2) < .f {x ] ,  xl).  Значит, любая точка {хи X 2 ) ^ D  
будет удовлетворять неравенству f  (х̂ , Х2) ^  f {x i ,  Xq), 
т. е. леж ать в полуплоскости я  =  {(Xj, Х2) | ĉ Xi +  >  
>  Ci x̂'i+C2xl}(pHC. 20 ) .  Из рис. 20, б  видно, что оптималь­
ных решений может быть бесконечно много.

Однако может быть и так, что множество D будет 
непусто, а оптимальных решений нет. Например, для 
задачи Л П

Z =  —  Xi — Х2 -*  min

при условиях (рис. 21)
Xi + 2X2 >  I;

Ati >  0; Хз >  О

можно построить последовательность допустимых реше­
ний, таких, что целевая функ- 

г ция z = / (x i ,  Х2) на этой после­
довательности будет неограни­
ченно уменьшаться. Такой 
последовательностью может 
быть, например, последова­
тельность {{п, п )\п=\,  2, 
3, ...,}, при этом п) =

«-►СО
=  lim (— 2 « ) = — 00. В этом

П-»оо
случае говорят, что задача 
ЛП  неограничена.

Одна из важнейших особен­
ностей задачи Л П  заключает­
ся в том, что если она имеет

Рис. 21. Неограниченная з а ­
дача  линейного прогрэмми- 
рования



решение, т. е. существует какое-нибудь оптимальное ре­
шение, то сущ,ествует оптимальное решение, являющееся 
вершиной многогранника (при /г^З — многогранного 
множества) допустимых решений D. Поясним этот факт 
для случая двух переменных. Пусть (д:*, лгг) —  какое- 
нибудь оптимальное решение, тогда, как уж е говори­
лось, все множество D лежит по одну сторону прямой I, 
задаваемой уравнением C\X\ +  C2X2 ^ z * , где г*  =
— C i X i С2Х2 .ЭТО означает, что точка {х\, лгг) лежит на 
границе множества D. Если эта точка — вершина, то все 
доказано.

Пусть {х\, X2) не является вершиной, т. е. она ле­
жит на стороне k  многоугольника (см. рис. 20, б ) .  Если 
эта сторона не параллельна прямой I, то она пересекает 
ее в точке {х\, xl), и, следовательно, по обе 'стороны 
прямой I лежат точки множества D (принадлежащие 
стороне k ) ,  а это противоречит тому, что точка 
{хи X,) —  оптимальное решение. Таким образом, сто­
рона k  параллельна прямой I. Отсюда любая точка сто­
роны k  — оптимальное решение. Поскольку первая чет­
верть (в которой содержится множество D) не может 
содержать целиком никакой прямой, то сторона ^ имеет 
хотя бы один конец (точнее, сторона — либо отрезок, 
либо луч), т. е. вершину многоугольника D. Итак, полу­
чена вершина, являющаяся оптимальным решением.

Это свойство задач Л П  позволяет свести задачу 
отыскания минимума на бесконечном множестве D к вы ­
бору той из вершин многоугольника, в которой значение 
целевой функции наименьшее, т. е. свести задачу мини­
мизации к конечному перебору. В общем случае (при 
м^гЗ) вершин многогранного множества может о к азать­
ся очень много, да и находить их не так просто, как в 
двумерном случае. Это означает, что перебор вершин 
следует упорядочить в целях сокращения числа переби­
раемых вершин. Одним из методов такого упорядочен­
ного перебора и является симплексный метод.

Алгоритм симплексного метода

Рассмотрим задачу ЛП с двумя переменными
/ =  — 4̂ 1 —  Зл:2-*-т1п (II.8)

при условиях:



—  Xi — ATg >  —  6

Xi — X2 >  —  4

— X i + X 3 >  — 4

(II.9)

(11.10)

(11. 11)

Рис. 22. О бласть D

—X i > 0 ;  ЛГ2>  0. ( 11. 12)

Изобразив на плоскости 
допустимое множество D
(рис. 22), обнаруживаем, 
что оно является пятиуголь­

ником A B C E F  с вершинами: А (0; 0 ) ;  F  (0; 4 ) ,  Е  (1; 5),  
С (5; 1) и 5  (4; 0 ) .

Вычислив значения целевой функции !(х^, х^), в этих 
вершинах, получим, что наименьшее значение функция 

Х2) достигает в точке С: /(5 ; 1 ) = — 4 - 5 — 3-1 =  
=  — 23.

Теперь рассмотрим эту же задачу иначе. Перепишем 
неравенство (П.9) в следующем виде:

6 —  Xi — x . > 0  (11.13)

и обозначим Хз =  6 —Х1— Х2, тогда неравенство (11.13) бу­
дет означать Хг>0. Поступив аналогичным образом с не­
равенствами (П .10) и (П .11), сопоставим исходной за ­
даче (П .8) — (П .12) новую задачу ЛП:

/ =  — ix i  — Зхз min

при условиях:
Хз =  6 — Xj — Ха;
д-4 =  4 4- — Ха; 
х̂  =  4 — Xi +  х-2,

х ,̂ Х2, Хз, Xi, Х5 >  0.

(11.14)

(11.15)
(11.15)
(11.17)
(11.18)

Эти задачи эквивалентны в том смысле, что, подста­
вив оптимальное решение {х\, Х2) =  (5; 1) в задачу 
( П .14) —  ( I I . 18), получим ее оптимальное решение 
(х ь  х1, х1, х1, Х5) =  (5; 1; 0; 8; 0) и /* =  — 23, и на­
оборот, взяв первые две координаты оптимального ре­
шения второй задачи, получим оптимальное решение 
первой. Формально ж е  вторая задача содержит пять пе­
ременных и, значит, геометрически интерпретируете;! и 
пятимерном пространстве.



Разберемся, как выглядит множество, определяемое 
системой ограничений (11.15) — (11.18). Допишем к урав­
нениям (11.15) — (11.17) еще два тривиальных уравнения 
Xi — Xi и Х2 =Х2 и получим систему:

Xi =  О +  I a"! +  Oxg;

x  ̂=  0 +  0 x i +  1 X2;
Хз =  6 — Ixi — 1 X2', 
Х4 =  4 +  Ix^—  IaTj; 

=  4 — l x i +  1 x2.

(11.19)

Систему удобно записать в векторном виде:

X  =

или

где Ь =

Xi +

X  =  Ь  -f- a^Xi +

(II. 19а)

(11.196)

/ 0 \
о
6

1/
/ 0 

- 1
1

\ - 1/ \

0 \ 
1

—  1 
—  1 

1

Это не что иное, как запись общего решения системы
(11.15) — (11.17) через фундаментальный набор а ,̂ а* 
решений. Поскольку векторы а  ̂ и а  ̂ линейно незави­
симы, то их линейные комбинации с произвольными ко­
эффициентами Xi и Х2 «пробегают» двумерное подпро­
странство R2 в пятимерном пространстве. Если это под­
пространство сдвинуть на вектор Ь, получим двумерную 
плоскость я  решений системы (11.15) —  (П-17) (рис. 23 ) .

Итак, все решения системы (11.15) — (11-17) образуют 
плоскость я  и, значит, D является подмножеством я. 
Теперь попробуем учесть ограничения (11.18). Д л я  на­
чала заметим, что множество {a^/i +  а \  | 4  >  0} 
является конусом К  (а ,̂ а^), натянутым на векторы 
а’- и а* (рис. 24), причем образующие этого конуса со- 
направлены с а’- и а̂  соответственно. Вершина конуса 
определяется условием ti =  t2 =  0, ребро конуса, сона- 
правленное с а̂  , задается условием t i= 0 ,  сонаправлен- 
иге с ребро — условием 2̂ =  0, наконец, внутренность



A

Рис. 23.  М ногообразие решений 
неоднородной системы

Рис. 24. Конус Я ( а * ,  а^)

конуса задается условием tu t2>0. Таким образом, с 
учетом условий (11.18) имеем x i > 0  и Х2> 0 , т. е. мно­
жество D лежит в конусе К  (а\ а̂ ) с вершиной А в 
плоскости я.

Отметим, что координаты точки А совпадают с коор­
динатами вектора Ь и что A ^ D ,  поскольку для А все 
Хг неотрицательны {xi =  x2 =  0, Xz =  6, Xi =  4, X5 =  4 ) .  Так 
как по условию (11.18) неотрицательными должны быть 
все координаты вектора х , то небольшое увеличение 
Х\ или Х2 или обеих переменных сразу не выводит из 
области D. Однако при больших значениях Xi или Хг мо­
жет стать отрицательной, например, координата Хз [см. 
уравнение (11.19)]. Это указывает на то, что наше мно­
жество D не совпадает с конусом К  (в}, а*), а явля­
ется его подмножеством — точнее, выпуклым много­
угольником (так как лежит в плоскости), одной из вер­
шин которого является А, и стороны, выходящие из этой 
вершины, леж ат на образующих конуса.

Найти соседние с точкой А вершины проще всего, 
двигаясь по сторонам или по образующим, т. е. увели­
чивая одну из переменных Х[ или Х2 и оставляя другую 
из них равной нулю. Пусть Х2 =  0. Увеличивая Хи будем 
двигаться из А вдоль а ' .  При этом будут уменьшаться 
Хз и Xs, для X, =  4 переменная 5̂ =  0 (лгз =  2 > 0 )  [см. 
уравнение ( П .19)]. Если X i>4,  то JC5<0 и, значит, мы 
вышли из области D. При Xi — 4 получаем Х з~2,  д:4= 8, 
Х5 =  0 (напомним, что д:2 =  0) ,  т. е. координаты новой вер­
шины В  (4; 0; 2; 8; 0 ) .  Вектор Л В  =  4а  ̂ является сторо­
ной многоугольника D (рис. 25) .  Как и ранее в верши­
не А, в вершине В  обращаются в нуль ровно две перС'



менные Xi и Х5. Это свидетельст­
вует о том, что для нахождения 
сторон, выходящих из этой вер­
шины, следует представить век- 
торы из D в виде, аналогичном
(11.19), но с другими свободны­
ми переменными в правой чac-^ 
т и — с Х2 и Х5. Другими словами, 
в системе (11.15) — (11.18) надо 
выразить Х], Хз, х  ̂ через Х2 и Х5.
Это делается так: из выражения
(11.17) имеем Xi =  4— и,  подставляя это вы раж е­
ние для в (11.15) — (11.16), получаем:

Xj =  4 — ATg -Ь лГо;
лгз =  2 +  Xg —  2хо
Х4 =  8 — ЛГ5.

Рис. 25. Граф 
угольника

много-

(11.20)

Это означает, что множество D является подмно­
жеством конуса

X  =

/ - J/ о 
2 
8

\ О /

+ 1
— 1 

\ 1

1\
— 2 

О\ О/
^2, ^2, лга

(т. е. X  =  Ы - f  +  a % )  с вершиной В  и образуюш,ими 
а® и а*.

Одна из образующих а  ̂=  — а ',  так  как обе л еж ат 
на стороне АВ, но направлены в противоположные сто­
роны (см. рис. 25). Рассуждая аналогично, вдоль векто­
ра а  ̂ из вершины В  можем сдвинуться до новой верши­
ны С, если, положив Xs =  0, увеличим Хг до 1. При этом 
вершина С будет иметь координаты (5; 1; 0; 8; 0 ) .

Выразив из системы (11.20) переменные Хи Хг, Xi 
через Хз и Х5, получим:

X i =  5 — .

^2=  1 +

4̂ =  8 —  Xj,

-л:з;

(11.21)



откуда следует, что D лежит в конусе

X  =

/ 5 
1 
О 
8
ч\

+

/

\

-1/2 
1/2 \

0 
—  11 / \

1/2 

1 
О
о /

Хз, ДГ5, ;Сд> 0

(т. е. X  =  - f  а® Х в +  3% )  с вершиной С и образующи­
ми а® и а®.

Отметим, что а® -- ------- ^  а̂  (так как они леж ат на

стороне В С  и направлены в противоположные стороны). 
Д ля получения следующей вершины Е  необходимо сдви­
нуться вдоль а®. Из вершины Е  попадаем в вершину F, 
из F  —  в А (эти переходы рекомендуем читателю сде­
лать самостоятельно). Итак, обойдя все вершины много­
угольника A B C E F ,  придем в исходную вершину А. Т а ­
ким образом, множество D в нашей задаче является 
плоским многоугольником и найден способ перебора вер­
шин многогранников, задаваемых системами линейных 
неравенств, если известна какаятнибудь начальная вер­
шина.

В общем случае, когда многогранное множество D не 
является плоским, из каждой вершины выходит более 
двух ребер, и перебор всех вершин становится сложной 
комбинаторной задачей. Поэтому естественным путем 
совершенствования перебора является такой, когда к а ж ­
дый раз приходится переходить в ту из соседних вер­
шин, в которой целевая функция принимает меньшее 
значение. Проиллюстрируем это на примере задачи 
(П.14) — (П .18) .

Пусть отправной точкой является вершина А. В  ней 
имеем следующее представление множества допустимых 
решений D аппроксимирующим конусом К, т. е. таким 
конусом, образующими которого служат лучи, выходя­
щие из точки А и направленные по сторонам многогран­
ного множества D (в нашем случае по АВ  и A F ):

X  =  Ь  +  а}х^  +  х^, >  0.

Здесь Xi и Х2 — независимые переменные. В  соответ­
ствии с принятой терминологией их называют с в о б о д ­
н ы м и  переменными. В отличие от них зависимые пере-



Менные Хг, Xi, xs называют б а з и с н ы м и .  Функций 
z = f ( X i ,  Х2) выражена через свободные переменные: 2 =  
=  — 4xi— 3 x2. Так как коэффициенты при Xi и Х2 отрица­
тельные, то увеличение любой из этих переменных мо­
жет только уменьшить значение функции /. Таким обра­
зом, в любой точке аппроксимирующего конуса К, от­
личной от вершины А, т. е. когда хотя бы одна из сво­
бодных переменных xi или Х2 будет положительна, функ­
ция только уменьшится. Другими словами, в вершине А 
функция Z принимает наибольшее значение в конусе К. 
Отсюда вытекает, что это значение наибольшее на под­
множестве D множества К. Следовательно, если искать 
наибольшее значение z  на D, то получим ответ: наиболь­
шее значение z достигается в точке А с координатами 
(Хь Х 2 , Х з, Х4 , Х5 ) =  (0; 0; 6; 4; 4) и равно /(Л) = /  (0; 0) =  
=  — 4 - 0 — 3 -0  =  0.

Реш ая задачу на минимум, можно сдвинуться в лю­
бую из вершин В п F, уменьшив при этом функцию z. 
Сдвинемся в вершину В,  т. е. вдоль вектора . При 
этом 2̂ =  0, а х\ становится равным 4. Следовательно, 
в вершине В  функция z примет значение f { B )  = f  (4; 0) =  
=  4 - 4 — 3 -0  =  — 16. В вершине В  аппроксимирующий ко­
нус К 2 задается условиями:

X =

/  4  \ / - 1 1
0 0 1

2 + 1 — 2

8 — 1 0

У о / V Ч \  0

^2, ^2, лгв >  О, (11.22)

где свободными переменными являются Х2 и х$. Чтобы 
повторить рассуждения, необходимо выразить функцию 
Z через эти свободные переменные Х2, Х5:

z =  —  4^1 — 8 X3  =  —  4 (4 —  Х5  +  лГг) —  3^2 = — 16-1-4x5— Txg.

Теперь видно, что движение по ребру В А (т. е. уве­
личение Х5) увеличивает значения функции z, а сдвиг по 
)ебру В С  (т. е. увеличение Хг) уменьшает значения г. 
Тереход в вершину С означает увеличение Хг до 1 (при 

этом X s  =  0) .  Следовательно, /(С) =  — 16 +  4 - 0 — 7-1  =  
=  — 23. Аппроксимирующий в точке С конус задается



условиями:

X  = о 
8

\ О /

/ - 1/2  ̂
'  1/2

+

/ - 1/2 
/ — V2 \ 

1
О 
О

л-з, Л з ,^3. ЛГб >  о,

(11.23)

т. е. свободными переменными являются Хз и Х5. В о с­
пользуемся уравнением для второй координаты в усло­
вии (11.23): Х2=1 + 1/2x5— 1/2д:з.

П одставляя это выражение вместо Х2 в формулу

Z =  —  1 6  +  4 ^ 5  —  7 ^ 2  =  —  1 6  +  4 хб  —  7 ( 1  -!- 1 /Злгз —

— 1/2хз) =  —  23 +  1/2 5̂ Ь 7/2хз,

получим выражение z  через свободные переменные л:5 
и Хз. На всем аппроксимирующем конусе Кз (и тем бо­
лее на его подмножестве D) значения функции z  могут 
быть только больше, чем в вершине С. Действительно, 
поскольку коэффициенты при Х5 и Хз положительные, 
то увеличение х̂  или хз может только увеличить значе­
ния Z. Итак, наименьшее значение z достигается в вер­
шине С с координатами (л:ь Х2, Хз, ха, Х5) =  (5; 1; 0; 8; 0) 
и равно / (С) =  — 23.

Из изложенного следует, что для реализации метода 
необходимо найти хотя бы одну вершину многогранного 
множества D (что можно осуществить с помощью симп­
лексного метода). Каждой вершине Ai соответствует 
свой аппроксимирующий конус Кг для множества D, 
который можно описать соотношением:

где а , а , . ,
щих кон уса Ki\

X =  Ь‘ f  a'Xi^ +  ai-̂ Xî  +  

. о ^ * „ > 0,

• + а Ч ,  ,1т \ (11.24)

, »  —  линейно независимая система образую- 
7 , ’ • • '  > ^ im —  свободные переменные.

При этом вершина (нольмерная грань) задается  ра­
венством . . . =  Xi^ — 0; на ребрах (одно­
мерных гранях), выходящих из этой вершины, отлична 
от нуля одна из свободных переменных



на двумерных гранях — две из свободных переменных; 
на трехмерных — три и т .д .,  внутри/(i отличны от нуля 
все переменные. Вершина Ai называется н е в ы р о ж ­
д е н н о й ,  если все базисные переменные в ней положи­
тельны. Если вершина Л, невырожденная, то, изменяя 
любую из свободных переменных, по соответствуюи:,ему 
ребру можно перейти в соседнюю вершину. В симплекс­
ном методе всегда выбирается то ребро, при движении 
по которому целевая функция z уменьшается (при реше­
нии задачи на минимум). Д ля этого целевая функция 
записывается в базисе а ‘ ‘,. . т. е. вы ражается че­
рез свободные переменные с использованием уравнений
(11.24). При этом отрицательность коэффициента при 
какой-либо из свободных переменных в целевой функции 
показывает, что в соответствующем направлении функ­
ция г  убывает. Затем выбирается одно из направлений, 
в котором функция Z убывает. (Случай вырождения вер­
шины будет рассмотрен ниже.)

После выбора направления движения решается во­
прос о том, каков должен быть шаг в следующую вер­
шину. Эта процедура в алгоритме называется в ы б о ­
р о м  в е д у щ е г о  э л е м е н т а .  Поясним это на при­
мере системы (И.21) :

ATi =  5 — I/2.V5— l/2-̂ .з:
Х2 Н -  1/2х^~ - 1/2ху,
Х4 =  8 — Х5.

Предположим, что меняется Х5. Поскольку во втором 
уравнении этой системы коэффициент положителен, то с 
увеличением xs увеличивается лгг, т. е. Х2 не может стать 
отрицательной. Отрицательными могут стать только те 
базисные переменные, выражения которых через свобод­
ные переменные имеют отрицательные коэффициенты 
при Х5 , т. е. Xi и Xi. Посмотрим, когда они обращаются 
в нуль:

Xi — 0 = ^ 5 — 1/2 5̂ О =^л-5 =  5 ;  1/2 =  10;

лг2 =  0 = > 8  — .Vs =  0 = ^ л-5 =  8 :1  = 8 .

Отсюда видно, что требуется отыскать отношения 
свободных членов к абсолютным величинам отрицатель­
ных коэффициентов и выбрать из них наименьшее. П о­
скольку Xi =  0 при Х5 =  8, следовательно, при больших



Значениях Xs переменная Х4 станет отрицательной. Т а ­
ким образом, шагом будет 8a^

Сделав этот шаг, переходим в следующую вершину, 
в которой Xs уже будет положительной ( =  8) ,  а Х4 =  0, 
т. е. Xi следует сделать свободной переменной. Д ля 
этого перестроим нашу систему уравнений так, чтобы 
она определяла новый аппроксимирующий конус.

Как только в выражении целевой функции через сво­
бодные переменные все коэффициенты станут неотрица­
тельными, получим минимум целевой функции.

При выборе шага в столбце может не оказаться  ни 
одного отрицательного коэффициента. Это значит, что 
соответствующую свободную переменную можно неог­
раниченно увеличивать, а целевую функцию —  неогра­
ниченно уменьшать. В этом случае задача Л П  не имеет 
решения —  она не ограничена.

Случай вырождения

Рассмотрим систему ограничений (П.9) —  (П. 12) с 
небольшим изменением: в последнем неравенстве вместо 
свободного члена (— 4) поставим параметр е. Получим 
систему:

— 4;
— - f  2̂ >  е;

Xi, 2̂ >  0.
При e =  — 4 эта система определяет множество, изоб­

раженное на рис. 22. Если е устремить к нулю, то вер­
шина В  устремится к вершине А. При е =  0 обе вершины 
сольются и появится вырожденная вершина, в которой 
сходятся границы не двух областей, задаваем ы х ограни­
чениями, а сразу трех: Xi>Q, и —Xi +  X2>0.  Гово­
рят, что в этой точке активны три ограничения. В невы­
рожденных вершинах активны только два ограничения.

В канонической форме записи вырожденность озна­
чает равенство нулю базисной переменной. Так , в нашем 
случае аналогично системе (И .15) — (П .18) получим:

Хз =  6 —  Xi — лг̂ ;
Х4 =  4 4- Xi —  Х2;
Х5 =  О —  -Ь X,;
Хх> О, . . Х а>  О,



т. е. в вершине А базисная 
переменная Х5 =  0. Если по­
пытаться увеличить Xi, то 
выяснится, что этого сде­
лать нельзя. Точнее говоря, 
можно сделать нулевой шаг 
по ребру а ’ аппроксимиру- 
юш,его конуса Ki (рис. 26).

В данном случае ничего 
особенного не происходит; 
перейдя к другим свобод- Рис. 26. Вы рож дение 
ным переменным Хз и Хг,
т. е. сделав нулевой шаг, построим другой аппроксими­
рующий конус Кя (см. рис. 26) и выйдем из этой вер­
шины.

Хуж е обстоит дело, когда «слипаются» три и более 
вершин или «слипаются» две вершины неплоского мно­
ж ества  D. В таком случае возникает опасность, что м а­
шина при работе будет постоянно выбирать направле­
ния, выводящие из области D, т. е. такие, в которых 
делаются только нулевые шаги. Пример «слипания» трех 
вершин изображен на рис. 27.

В этом примере машина может выбрать свободные 
переменные так, что при минимуме в вершине £  попасть 
в нее из вершины А ( — В =  С) будет невозможно. Н а ­
пример, под заданный алгоритм можно так подать ис­
ходную информацию, что машина выберет направление 
а^; сделает нулевой шаг; перестроит систему так, что 
следующим выбираемым направлением окажется а* ,  по 
которому также можно сделать только нулевой шаг; 
после следующей перестройки выбираемое направление 
окаж ется а' и все будет повторяться, т. е. произойдет 
з а ц и к л и в а н и е .

Бороться с зацикливанием можно двумя способами. 
Первый способ —  выбирать в случае вырождения на­
правление движения среди ребер случайно. Тогда веро­
ятность не выйти из вершины будет нулевая. Второй спо­
соб заключается в том, чтобы ликвидировать само вы ­
рождение. В начале этого раздела пояснялось, как на­
ступает вырождение — свободный член е в уравнении 
обращается в нуль. Если проделать обратное, т. е. в тех 
уравнениях для базисных переменных, где свободные 
члены равны нулю, поставить маленькие положительные 
величины (обычно это последовательные степени одного



Рис. 27. Возникновение вырождения

числа, Т. е. е, е® и т. д .) ,  то вырождение снимается 
(т. е. как бы из вырожденной фигуры, изображенной на 
рис. 27, переходим к невырожденной фигуре, изображен­
ной на рис. 2 7 ) .  После прохождения слипшихся вершин 
можно принять 8 =  0 и вернуться к исходной задаче.

11.5. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ВЫПУКЛОЙ
у с л о в н о й  о п т и м и з а ц и и

Рассмотрим методы решения задач вида 
/ (х) -> min при X 6 ^  сг R”,

где f  (х) — строго выпуклая дифференцируемая функция; D —  не­
пустое зам кн утое выпуклое подмножество R " ,  за д а ва е м о е  системой 
неравенств:

1̂ (х) <  0;

Sm (х) <  О,

где g i — вы пуклы е непрерывно дифференцируемые функции.

Такие задачи называются задачами выпуклой опти­
мизации.

Прямое перенесение методов безусловной оптимиза­
ции на случай условной оптимизации не дает удовлет­
ворительных результатов, что видно на следующем 
простом примере:

/ (х) =  +  х1 min;
— Х̂  — Хз +  2 <  0;

D х̂  — 2 <  0;
л:а — 2 < 0,



Если в качестве началь­
ного приближения х<°) взять 
точку х<°)= (2; 0) ,  то при 
применении, например, гра­
диентных методов будем на­
блюдать явление заклини­
вания, когда направление 
спуска будет выводящим из 
области. Действительно, n a - p ^ c .  28. Заклинивание 
правление

| W = _ v / ( x '°0  =  ( - 4 ;  0)
задает  движение вдоль оси Oxi (рис. 28 ) .  Но любой 
ненулевой шаг вдоль этого направления выводит из об­
ласти D, которая является треугольником ABC.  Таким 
образом, метод наискорейшего спуска остановился бы 
в этой точке =  . . . =  х*°\ хотя минимум
достигается в точке х* =  ( I ;  1).

Рассмотрим три метода решения задач выпуклой оп­
тимизации.

М етод Келли

Этот метод позволяет решать задачу 
<р, х) min при (х) <  О, / =  1................ т, х 6 R",

(11.25)
г д е  g 'y (x )— выпуклые непрерывно дифференцируемые функции.

К задаче (11.25) сводится и общая задача выпуклого 
программирования
,/ (х) min при g-Дх) <  О, / =  I ................ т, х 6 R' ,̂

(11.26)
гд е  f  (х )  , ( х ) , . . . , gm  (х) —  выпуклые и непрерывно дифференци­
руемые функции.

Д л я  доказательства достаточно отметить, что задача 
(11.26) равносильна задаче

и -> min при / (х )— и <  0; (11.27)

g / ( x ) < 0, / =  1, . . т, xeR "* ,  

где формально возросли число ограничений (до т + \ )  и 
размерность переменной (новая переменная х  =  {и, Xi,

• • •> ^т)'



Задача (11.27) имеет тот же вид, что и задача (П .25),  
если взять р = ( 1 ,  О, О, ..., 0 ) .  Обозначим для краткости 
область {х  I g j ( x ) K O ,  j = l ,  ..., т} буквой D. Суть алго­
ритма состоит в том, чтобы на каждом шагу заменять 
нелинейную задачу линейной.

Подготовительный шаг. Выберем несколько точек 
..., и проведем касательные гиперплоскости

ко всем графикам T j = { { y ,  Xi.......  •’̂ n) !«/=§■ j (х)} в этих
точках:

г дб j  =* • • t  ̂ 1 )  • • • f  ——h ■

Из выпуклости следует
X —  x^'*)<g'^(x) для любого X e R " .  В частности, ес­
ли х £ Д  то gfy ( х )  <  О и, значит,

gj  ( х ' ‘0  +  i m  W ‘%  X -  х'^’) <  о, (11.28)

т. е. x ^ D g —  многогранной области, задаваемой систе­
мой m k  неравенств (11.28), значит, D<^Dq.

Первый шаг. Решаем задачу линейного программиро­
вания

(р, х) -  min при хб£>о,

получаем некоторое значение 6 -^о. предполагая, что 
задача имеет решение. Заметим, что miin(p, х ) <

x f  X),

^ m i n  (р, х ) ,  так  как D czDq, поэтому из x(°)^D  следует

min (р, х) =  (р, x(0) ) = mi n ( p ,  х) ,  т. е. если то

х(0) — решение исходной задачи (11.25). Итак, вначале не­
обходимо выяснить, принадлежит ли х<°) области D, 
т. е. проверить выполнение неравенств gj(x^°^)^0. Если 
все неравенства выполняются, то х<°) — решение. Пусть
неравенства не выполняются для /6 \ ji, /2................./т.1“
=  /о (гп о^ т ),  т. е. ^ з (х (° ))> 0  при /е/о. Определим но­
вую многогранную область Du задаваемую системой не­
равенств (П .28) и дополнительными неравенствами

^ Л х П  +  ( у е Л х '“>). х - х < “0 < 0  п р п / б Л  (11.29) 

(т. е. km-\-mo неравенствами).



Отметим, что D\czDo [ибо система неравенств (11.28) 
для D\ выполнена] и DczDi  (по той ж е  причине, что 
D czD q). Кроме того, т. е. неравенства (11.29)
«отсекли» х<°); действительно, по определению /о имеем

/€ ^  О <  g, (х«») +  (vg , (х<°>), х<“> -  х<«>) =  gj  { х П .

Второй шаг. Решаем линейную задачу (р, x )-> m in  
при x e D i ,  получаем х('). Если x O ^ D ,  то х(’) — решение; 
если x(‘) ^ D ,  то выделяем множество индексов /i =

и строим, как выше, новую многогран­
ную область D2 : DczD2CzDiCzDq и х"^ ^ Dg и т. д. 
В результате получаем последовательности и
Dc= ... c r D jC z D i - i c : ... crDiCzDo, причем если х^'’ e Z ) ,  то 

== , , .—  решение исходной задачи;
если D, то и х*'  ̂ f

П о к а ж е м ,  что если точки х * ~ ' \  • . . , выбраны так, что
о б л а с т ь  Dq —  компакт, то

И т (р. xW ) =  min (р , х ).
п-̂ оо X е D

Д ей стви тельно, последовательнтсть л е ж и т  в области До и,
значит, имеет предельную точку х, которая принадлежит всем Д» 
(так к а к  для любого Л все элементы последовательности (х<")},

начиная с номера к, л е ж а т  в D * ) .  П усть  — подпоследо ватель­
ность, с х о д я щ а я с я  к х . В  силу непрерывности у й  имеем при i->-oo:

g j  ( х ( " ' 0  ^  ( р ,  х("«^) ^  (р, i ) ;

->- Vgj (x)-
И с п о л ьзу я  свойства пределов, получаем

(р , х("^ 0 <  min (р, х) =>-(р, х) <  min (р, х). (П.ЗО)
x^D

В в и д у  того что X s D *  для лю бого к, имеем

+  ( v g y ( x ( ' ' ' 0 ,  X — x ^ ' ‘ i ^ ) < 0 .  (11.31)

Переходя в неравенстве (П .31) к пределу и учитывая, что х  —  

О, получаем для / = 1 ,  . . . , m неравенства й ' / ( х ) < 0 ,

т . е .  x g - D .  Отсюда вытекает неравенство (р , x ) > m i n  (р, х ) ,  кото-
x^D

рое вмесге с  неравенством (П.ЗО) дает ( х ,  р) =*m in (х ,  р).



Таким образом, лю бая предельная точка х последовательности 
д а ет  решение задачи. Учитывая, что последовательность 
обладает  релаксационным свойством, по построению и меем : если 
л > т ,  то (х*">, р) >  (х^'"\ р ) .  а из монотонности и ограниченности 

последовательности Р ) }  вытекает, что она имеет предел, т.  е .

ее предельная точка ( х ,  р) единственная. Отсюда И т  (х*” ' ,  р) =
n-t-oa

=  (х, р ) .  Утверж дать, что - > х ,  нельзя.

Псевдоградиентные методы

Рассматриваемые два из псевдоградиентных методов 
позволяют решать задачу минимизации выпуклой не­
прерывно дифференцируемой функции в замкнутой мно­
гогранной области D.

Метод Франк-»-Вулфа. Нулевой шаг состоит в том, 
что мы находим 6 D , что можно сделать, например, 
симплексным методом.

Опишем общий шаг алгоритма. Пусть у ж е  известен 
вектор Тогда направление с п у с к а  —  вектор вы­
бирается как решение линейной задачи

(v f  |) -> min при х̂ *̂  +  !€ / > ,

т. е. в некотором смысле близкое к направлению наиско­
рейшего спуска, чем и объясняется название метода 
псевдоградиентный. Ш аг hk выбирается таким, что / ми­
нимизируется на пересечении луча h (h > 0 )  с 
областью D в точке =  х̂ *̂  + т. е. hk =  
=  mi n{ l ,  (io}, где |Хо —  решение задачи:

/ (y ) -> m in  при у =  х̂ *̂  +  И'>  О- 

В  результате получаем вектор

и т. д.
Метод Розена или метод проектируемых градиентов.

В  этом методе направление спуска внутри области со­
впадает с направлением наискорейшего спуска, а на гра­
нице—  с его проекцией на границу. В вед ем  некоторые 
обозначения. Пусть

gj (к) ^  х ] — Ъ̂ '\ /==1, . . т,



где , х £  R " ,  g  R " ;  H j  =  { k \  g j  (х) == 0 }  —  ограничивающие ги­
перплоскости.

Отметим, что вектор ортогонален Hj  (так как
=  V2/)> поэтому подпространство 'N, натянутое на 

систему векторов {а '” , . . ортогонально многооб­

разию Af =  Hj. Пусть М ф 0 ,  тогда параллельным

переносом (т. е. заменой х ' =  х +  с) можно добиться 
того, что начало координат будет в М, т. е. О е М .  Если 
при этом система векторов 1а^'\ . . а̂ ’̂ )линейно не­
зависима, то d im M = rt—I и dim'N =  l*, а все пространст­
во R "  разлагается в прямую сумму R" =  A^©M, т. е. для 
любого y e R "  существует единственная пара векторов 
{и, и),  такая, что ugA^, v ^ M  и у =  u + v .  При этом 
U и V называются п р о е к ц и я м и  у на подпростран­
ства N 'Л М соответственно. Чтобы построить операторы 
проектирования, заметим, что если А/ — матрица вида

А ,=
. ( 2)

( 1 ) _( 1)  „ (I)  \
1 ^ 2  . . .С1п \at

то для любого v ^ M  имеем A(V =  0. Действительно,

. .а<̂ >

A,v = .

. .а У ’

/

V,

\

\ 7
/ у)

( a ^ ^ \  V )
\

= 0,

V )/
(11.32)

так  как v ортогонален всем а(*‘>, t = l ,  /. Предположим, 
что dimyv =  /, т. е. r a n g A ;< n ,  тогда AjA’’; —  невы­
рожденная матрица 1x1;  действительно, для любого 
h 6 R" и h О

(A ,Ajh, h) =  (Ajh, Ajh)  >  О,

*  С и м во л  d i m i  означает размерность  подпространства (м н о г о ­
образия) L .



так как из А/А =  О следовала бы линейная зависимость 
строк матрицы +  . . . +  /zja^'^=0.

Итак, существует 1x1  матрица и можно
рассмотреть оператор Рг =  Е —  А|(А,А/)~’Аг, кото­
рый является оператором проектирования на многообра­
зие М. Проверим это. Если v ^ М ,  то

P;v =  Ev —  AI (Аг A I)- 'A ,v  =  v -  О =  v 
[в силу равенства (11.32)]. Если и e jV ,  то и разлагается 
по базису {а “ \ . . а^'*}в подпространстве N, поэтому 
достаточно посмотреть, во что переходит базис N. Запи­
шем систему базисных векторов N в виде столбцов мат­
рицы

.(I) Й2 Й2
.Щ 

.
=  А1,

/
тогда

Р,а (I) (ОP jA j =
С другой стороны,

Р,А1 =  Е А 1 -А И А г А ? )- 'А ,А 1  =  А } - А И А . А } ) - '  (A^AJ) =

=  A I - A I E  =  A I - A ]  =  0,

т. е. P ja*’ ’ == Р;а̂ ^̂  =  . . . =  Pjâ ^̂  =  0. В  силу линей­
ности Р/ любой U ^'N  переводится им в О . Итак, если 
Уб R "  и y =  u +  v, где и ^ N, у  ̂М, то

Р,у =  р,и +  PiV =  О Н- V =  V ,

т. е. P j — оператор проектирования на многообразие М 
ортогонально N.

Если точка х е М ,  то векторы а*'\ . . а̂ ^̂ с начала­
ми в этой точке направлены из области D во внешность 
области D*,  таким ж е  свойством обладает и весь конус 
Ki их линейных комбинаций с неотрицательными коэф-

*  П о ско льку  сдвиг точки x g  H j [т. е.  g j  (х) =  0] вдоль 
=  Щ }  (х) приводит к  увеличению g j, т. е. в новой точке вм- 

полняется  неравенство > 0  и х  ^  D.



фициентами (рис. 29). 
Поэтому х е М  является 
решением задачи в том 
случае, когда

Рг (— y f  (х)) =  0 и

(АгА1)~ 'А г(—  y f  (х)) >  0.
(11.33) Рис. 29. Д войствен ны е конусы

Условия (11.33) представляют собой иначе записан­
ные условия Куна-Таккера в дифференциальной форме. 
На самом деле P ; ( — у ! ( х ) )  = 0  о з н а ч а е т — у !(х )^ Л Г,

т. е. существует вектор и такой, что —  v f  W  =  2  
_

значит, (и, v^g) 4- (х) =  О или иначе (х, и) =  О, 

где L  (х, и)_= /(х) +  (и, g (x)). К тому ж е и = ( Л ,А 1 ) ~ 'х  
x A j ( — \ i [ x ) ) > Q .  Иными словами, —  

т. е. угол между— v 4 x) и любым направлением внутрь 
области D —  ̂тупой. А это означает, что по любому на­
правлению внутрь области D функция / не убывает, сле­
довательно, х  —  точка минимума.

Перейдем к описанию алгоритма. Нулевой шаг состо­
ит в нахождении Пусть уже найдены х ^  и 

для / = 1, 2, ..., I (что не уменьшает общно­
сти, ибо всегда можно так перенумеровать ограничения, 
что обращающиеся в нуль будут иметь первые номера) 
и а(0} — линейно независимая система. В о зм о ж ­
ны два случая:

=5̂10, тогда в качестве направления 
спуска берется вектор

[ -  vf (х'*01 .■ Л к )

Pi [ -  vf т
I

2) P j - v f ( x ' * 0 l =  O, т. е. =
i=I

(О

если все Иг^О, то xW-в этом случае 
чи.
Если Ы;<0, то «исключаем» Hi (т. е. вектор а ' "  из мат­
рицы А(), строим новый проектор P ; _ j  по новой мат-

решение 

(О

зада-



рице A ;_ i.  В  силу линейной независимости системы 
t =  1, имеем P j - i  =ĵ = О, значит,

Р / _ ,  ( - v f ( x < " 0 ) = « z P i _ i ( a ‘ ' 0  7 ^ O .  

Направление спуска

Выбор шага hk производится из следующих сообра­
жений: шаг должен быть таким, чтобы точка x<*+‘) не вы ­
ходила из области D и вдоль направления миними­
зируется /(х), т. е. требуется решить задачу

/ (х<*> +  min при х<*> +  6 D.

Если луч {х<*Ч-Л|‘*Ч/1> 0) «протыкает» гипер­
плоскость Hj при h =  hj, то

g,(x<«-M.|<''>) =  0, т . е .  х<̂ > +

+  =  +  |'^0 =  О,

g j ^
откуда

Если h  больше хотя бы одного из hj, то +
- f  поэтому границе D принадлежит точка с ми­
нимальным hj, т. е. с /i' =  min {hi, ..., hm}- Если h"  есть
решение задачи m in/ , то шаг /iW вы -

ft >о

ние



бирается по формуле /iW =  min {h', h"}.  В  результате по­
лучаем следующую точку

При вычислении h" иногда удобно поступить следую­
щим образом: вычислим Ьи= (—
если b h < 0 ,  то на отрезке [х^*\ х^* -̂ f ] функция 
убывает (рис. 30) и берут равным /г'; если Ьи>0, 
применяют линейную интерполяцию (рис. 31) для на­
хождения h":

/г"= — h ’ ,
Ch — bk

гдес* =  (-у!(х<*>), |<^))<0.

В  этом случае ошибка может оказаться и большей, 
но для квадратичной функции результат будет точным!

В случае, когда система векторов 
линейно зависима, в качестве направления спуска 
выбирают, например, решение задачи

( v f ( x ‘*’}, |) -► min при

| ) < 0, t =  1, . . I,

1 ^  El ^  1 I • • • > 1 Еп  ̂•



Г л а в а  III. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ПЕРЕКАЧКИ 
ВЯЗКИХ ПРОДУКТОВ ПО ТРУБОПРОВОДАМ

III.1. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА С ПОМОЩ ЬЮ  
МНОГОЧЛЕНОВ

Д ля расчета процессов, связанных с движением про­
дукта по трубопроводам, и рационального подбора обо­
рудования для его транспортировки необходимо знать 
потери давления на трение при течении продукта по 
трубам. ЭВМ. позволяет определить потери давления на 
трение при движении широкого класса дисперсных сис­
тем на основе экспериментальных реологических дан­
ных, определяющих связь двух величин: напряжения 
сдвига т и скорости сдвига у [5]. Потери давления при 
движении вязкого продукта определяются вы раже­
ниями;

Q/nR^ =  I' (т) dT, (III. 1)
О

где Q —  расход продукта, м ’ /с; R —  радиус трубы, м; т  —  н апряж е­
ние сдвига, Н/м^; Ти, —  напряжение сдвига на стенке трубы, Н/м*; 
Y —  скорость сдвига, с~*;

h„ =  2t/R,  (III.2)

где Лл —  перепад давлен и я  на 1 м трубы, Па.

Результаты эксперимента заданы в табличной форме 
(см. рабочую информативу программы № 1) функцией 
/(т) на отрезке [то, ть], т. е. известны значения у  на мно­
ж естве точек То, т ь  ..., Тй, или y i= f i { x i ) ,  где 1 =  0, 1, 
2 , . . . ,  к.

Однако конечным результатом обработки данных 
эксперимента является не только подбор приближенной 
аналитической функции, но и проведение необходимых 
математических операций (интегрирование, суммирова-



Рис. 3 2 .  Графическая ин­
терпретация процедуры 
аппроксимации кривой 
течения степенными по­
линомами;
/ — 2-й степени;  2 — 3(1 
степени;  3  — 4-й степени

ние И Т. Д . )  И оценка точности расчетов по приближен­
ным значениям при сопоставлении с результатами оп­
ределения тех ж е величин, полученных графическим ме­
тодом.

Если в подготовленных данных эксперимента учтено 
влияние на результат измерений случайных погрешно­
стей, то задача машинной обработки подготовленных 
данных может быть реализована в два последователь­
ных этапа:

определение последовательности смены процедур об­
работки экспериментальной кривой на стадии аналити­
ческого описания функцией;

организация совокупности программных алгоритмов 
в процессе полной обработки результатов.

Исследования показали, что полученная зависимость 
представляется функцией у (т ) .  которая с достаточной 
точностью не определяется на всем отрезке [О, Тй] еди­
ной аналитической функцией.

На первом шаге аналитического представления про­
изводилась аппроксимация экспериментальной кривой 
полиномами 2, 3, 4-й и т. д. степеней поочередно. Д ля 
оперативной оценки наилучшего приближения аппрок­
симирующей функции к реальной на машине производи-



Лось одновременно воспроизведение функции по точкам 
в области определения от нуля (по аргументу) до друго­
го граничного табличного значения. Д ля функции y ( t )  

выявлено, что независимо от степени аппроксимации по­
линома при малых значениях т значения полинома з а ­
ходят в отрицательную область, что при дальнейшем 
интегрировании приводит к появлению недопустимой, 
погрешности в расчетах.

На рис. 32 показана процедура подбора единых поли­
номов 2, 3 и 4-й степеней, восстановленных по точкам 
во всей области определения функции у(т) с шагом Дт =  
=  0,5 Па. На графике видно, что кривая полинома 3-й 
степени подходит ближе остальных к узлам аппрокси­
мации и незначительно заходит в отрицательную об­
ласть. Пунктиром обозначена реальная кривая течения 
продукта по трубам.

Серия из 13 экспериментов подтвердила то, что наи­
более криволинейный участок функции в области поло­
жительных значений с наименьшими погрешностями ап-

т
проксимируется полиномом вида V  3-й степе-

п = 0
ни.

Участок с большими (по сравнению с первым наи­
меньшим табличным значением уэкс) значениями у, свы­
ше одного порядка, точнее аппроксимируется полиномом 
4-й степени. На основании оценки погрешности аппрок­
симации исследуемой зависимости единой функцией во 
всей области определения был сделан вывод о целесо­
образности перехода к функциональному аналитическо­
му представлению ее полиномами с различными степе­
нями аппроксимации на нескольких участках. При этом 
для каждого экспериментального варианта определяют­
ся отдельно число участков и степени аппроксимации на 
них.

Т ак  как функция y ( t )  на участке от нуля до первого 
табличного значения уэкс. мин практически никогда не 
определена, хотя из физики явления следует, что она 
выражена криволинейной зависимостью у от т, то для 
исключения грубых ошибок при интегрировании и из со­
ображений обеспечения запаса по потерям давления на 
трение наилучшей на этом участке следует считать ап­
проксимацию исследуемой зависимости полиномом 1-й 
степени.



П рограм м а М 1 аппроксимации кривой течения 
полиномами по участкам

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а
>

’П УСТЬ” Ю.”Д Л Я ” У = 1 ” ШАГ” 1” Д 0 ” (ЧМХГ) ” ВЫ П 0Л Н И Т Ь ” В1 [ V ] = 0 ;  ” 
Д Л Я ” У = 1 ”ШАГ” 1” Д 0 ” ЧМ” ВЫП 0ЛН И ТЬ” В[ V ]  = 0 ;  ” РАЗРЯДНОСТЬ” Е ; ! 
и = 0 ;  U1 =  0 ;  ” Д Л Я ” Ш =1” ШАГ” 1” Д 0 ’Т ” ВЫ П 0Л Н И Т Ь ” ( Ы = № [Ш ] ; К = К  
1 [ Ш ] ; ” Д Л Я ” 1= 1”ШАГ” 1” Д 0 ” ЧМ” ВЫ П 0Л Н И ТЬ” ( Х [ 1 ] = 0 ;  У [ 1 ] = 0 ) ; ” Д 
Л Я ” V  =  Г ’ШАГ” 1”ДО”К ” ВЫПОЛНИТЬ” ( Х [  V ] = Х 1  [ V + U ] ; У[ V ] = У  1 [ V  
+ U ] ) ; S =  0 ;  ”Д Л Я ” 1= Г ’ШАГ” 1” Д 0 ” (ЗХ№-2) ” ВЫПОЛНИТЬ” В[ 1] =  0 ;  ” Д Л  
Я ”3 =  1”ШАГ” 1”Д 0 ” ЧМ” ВЫ П 0ЛН И ТЬ” ” Д Л Я ” 1= 1” ШАГ” 1” Д 0 ” ЧМ” ВЫП 
0 Л Н И Т Ь ” А [1 ,1 ]  =  0 ; ”Д Л Я ” :  = 1 ”ШАГ” 1” Д 0 ” К ” В Ы П 0Л Н И ТЬ ” (1 = 1 ;  R1 
=  l ; D [ l ] = D [ l ] + R l ; b I . R 2 = R l x y [ j ] ; D [ l + 2 X № - l ] = D [ l + 2 x № - l ] + R 2 ; P l . R l  
= R 1 X X [  J  ] ;  D[ 1+1 ] =  D[ I+ 1]+ R 1 ;  1=1+1; ” ЕСЛИ” К Ы + 2 ” Т 0 ” (” НА”Ы ) ; ” E 
СЛИ” К 2 Х № -1 ” Т 0 ” (” HA” P 1 ) ) ;  ” Д Л Я ” 1= Г ’ШАГ” Г ’Д О ” (N+1) ’’ВЫПОЛН 
И ТЬ” ”  Д Л Я ” J  =  Г ’ШАГ” 1 ” ДО” (№  1) ’ ’ВЫПОЛНИТЬ” А[ I,J] =D [I - 1  + J  ] ;  ” Д 
Л Я ” 1 = 1 ” ШАГ” 1”Д 0 ” (N+1) ” ВЫПОЛНИТЬ” В[ I] = D [  2XN+1+1]; ” Д Л Я ”Ж= 
1”ШАГ” 1”Д 0 ” (N+1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” ( Т = 0 ;  ”Д Л Я ” 1=Ж” ШАГ” 1” Д 0 ” (№- 
1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” ( (Д =  S ( P =  1 ,Ж -1 ,А [  1,Р] ХА[ Р ,Ж ]) ;  А[ 1,Ж] = А [  1,Ж] - Д  
) ; ” ЕСЛИ” АВ5 (А[ 1,Ж] ) > Т ”ТО” ( Т =  ABS (А[ 1,Ж]) ;  М = 1 ) ) ;  ” ЕСЛИ” М =Ж ’ 
’Т О ” ( ” НА”Э 1 ) ; ’’Д Л Я ” )  = 1 ”ШАГ” 1” Д 0 ” (N+1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (Т = А [Ж , 
J  ] ; А 1 Ж , :  ] = A [ M , J  ] ; A [ M , J  ] = Т ) ; Т = В [ Ж ] ; В [ Ж ] = В [ М ] ; В [ М ] = Т ; Э 1 . ’ 
’ЕС ЛИ ” А В 8 (А [Ж,Ж]) < E P S ”T O ” (S =  l ;  ” HA” L 1 ) ; ” Д Л Я ” 1=Ж+1” ШАГ” 1” 
Д О ” (N+1) ”ВЫП 0ЛН И ТЬ” А[ 1,Ж] =  А[ 1,Ж] /А[ ж ,Ж ] ; ” Д Л Я ” 1 = Ж +1”ШАГ’ 
’ 1”ДО ” ( № 1 ) ” ВЫПОЛНИТЬ” ( Д = 2 : ( Р = 1 .Ж - 1 ,А [ Ж ,Р ] Х А [ Р , )  ] ) ; А [ Ж , 1  ] 
= А [  Ж,] ] - Д ) ; Д =  2 (Р=  1 ,Ж - 1 ,А[ Ж,Р] ХВ[ Р ] ) ;  В [Ж ] = В [  Ж] - Д ) ; ’’Д Л Я ” 
Ж = К + 1”ШАГ” ( - 1 )  ”Д 0 ” 1” В Ы П 0ЛН ИТЬ” (Д =  2 (Р= Ж + 1.Н + 1 ,А [  Ж-Р] х в [  
Р ] ) ;  В [  Ж] =  (В[ ж ]  - Д )  /А[ ж ,ж ]  ) ;  R 3 = 0 ;  L 2 =  0; ” Д Л Я ” 1= Г ’ШАГ” Г ’ДО ” 
K ”BЫПOЛHИTЬ” ( J = N ; R l = B [ J + l ] ; L . R l  =  R l X X [ I ] + B [ J  ] ;  J = J  - 1 ; ” Е 
СЛИ” !  > 0 ”ТО ” (” HA” L ) ; R 2 = A B S  ( К 1 - У [  I ] )  ;L 2 = L 2 + R 2 l  2 ;  ”EO TH” R 2 
> R 3 ’T O ” ( R 3 = R 2 ; R 4 = y [ l ] ) ) ; ” ECTH ” R 4 = 0 ” TO ” ( R 1= 0) ’^ИНАЧЕ” ( R I 
=  R 3 / R 4 ) ; L 2 = V ( L 2 / K )  ; ” BЫBOД” 34 ,R З ,” П PO БE Л ” 2 , R l , ’ ’ПРО БЕЛ ” ,L 2  
; Ы . ” ВЫ ВО Д ” 34 ,”CTPOKA” ,S ;  ” ВЫВОД” 3 4 ,” МАССИВ” В ; V = 0 ;  Ю 2 .У = У  
+ 1 ; В 1 [ У + Ш ] = В [ У ] ; В [ У ] = 0 ; ” ЕСЛИ” У < Ч М ”Т О ” ” Н Л” Ю 2 ;и = и н К ;  U l  
= Ш + Ч М ) ”КОНЕЦ”0

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

” ПУСТЬ” 0[ 14]; а [ 5,5] ; ЧМ=5; EPS =  ljo -1 2 ; Г = 4 ; B l [ 2 5 ] ; ЧТ=17; N l[4 ] 
=  1 ,3 ,3 ,4 ;К 1[4]=2 ,5 ,5 ,5 ;Ч В [4]=2 ,4 ,4 ,5 ;Х М Р [4] =  75,173,220,346;Х О Р[4 
] =  0,75,173,220;ОХР[4] =  1 ,1 ,1 ,1 ;Х [17];У [17];Х 1[17]= 0 ,75 ,75 ,86 ,Ю 0,1  
53,173,153,173,189,197,200,200,236,259,307,346; У1[ 17] =0,.33,.33,.6,1,1.8 
,3,1.8,3,5.4,9.16.2,27,48.6,81 ,145.8” КОНЕЦ”0



Д и р е к т и в а

” ВЫП” Е - 1 2 ; Е 1 = 4 ; ” НА” Ю” КОН”0

Примечание. Порядок заполнения рабочей информа- 
Тивы и смысловая интерпретация символов даны в про­
грамме № 2.

Машинная программа, обеспечивающая вывод отно­
сительной погрешности аппроксимации в каждом узле, 
позволяет, не изменяя алгоритма обработки кривой, про­
извести оценку точности по участкам. Эта оценка пока­
зала, что максимальная относительная погрешность ап­
проксимации сохраняется в допустимых пределах (по 
сравнению с инструментальной погрешностью средств 
измерений в эксперименте), если динамический диапа­
зон значений функции у(т) на каждом участке не пре­
восходит одного порядка.

Исходя из выявленного условия, в рабочую часть 
программы сначала распределяются табличные значе­
ния аргумента и функции наиболее криволинейной час­
ти экспериментальной кривой в пределах значений, раз­
личающихся примерно на порядок. Затем распределяют­
ся остальные промежуточные значения т и 7. Любой 
участок аппроксимации должен содержать не менее 
4 — 5 узлов, причем желательно перекрытие промежуточ­
ных участков между собой в области меньших значений 
аргумента на участке.

Если при оценке относительной погрешности аппрок­
симации по выводимым на экран дисплея данным 
окажется, что она превышает выбранную допустимую, 
то для ее корректировки необходимо повторить разбие­
ние, увеличив число участков. Изменение входных дан­
ных при этом сводится к изменению в рабочей части 
программы порядка записи координат узлов аппрокси­
мации и соответствующих им служебных констант (чис­
ло точек на участке, степень аппроксимации, пределы и 
шаг интегрирования и т. д .) .  При получении удовлетво­
рительных результатов аппроксимации «останов счета» 
не производится и программа автоматически переходит 
к интегрированию функции с распределением соответст­
вующих коэффициентов полиномов по участкам функ­
ции.

Полученные на участках функции интегрируются в



соответствии с алгоритмом

Q =  ^
ŵi i=lt„.

где Toi, Тшг — нижний и верхний пределы интегрирования на участ­
ке; 1 — число участков аппроксимации.

Программа обеспечивает вывод всех существующих 
в области определения функции от нуля до тэкс, макс зн а­
чений Q, лежащих в интервале от 1 , 4 - 10“ '“ до 28- IO-^m^/c 
и соответствующих им значений перепадов давления

Кн  =  2т/;?,. (III.4)

Эта часть программы реализуется последовательно 
для нескольких значений радиусов труб (/?й =  0,01; 0,016;
0,02; 0,025; 0,04; 0,05; 0,075; 0,1 м) такж е автоматически. 
Аналитическое выражение функции ( I I I .3 ) ,  представлен­
ной полиномами на участках аппроксимации, определяю­
щее течение вязкого продукта в общем виде и реализуе­
мое программой, записано в нее в следующем виде:

2 j  V “ Г - + ^ - +  ^ +

+
I о̂г'То; ВцТд01

nR̂
где Q i _ i — значение Q на конце предыдущего участка; Т ш «_1) max —  
максимальное значение т  на предыдущем участке; Boi, В ц , Вги В ц , 
В ц  —  коэффициенты аппроксимирующего полинома на i -м участке 
аппроксимации при аргументе в степенях соответственно х°, Х̂,

Структурное построение общей программы состоит в 
стыковке трех стандартных программ в единую в такой 
последовательности:

аппроксимация экспериментальной кривой течения 
по участкам;

воспроизведение на выбранных участках значений у  
и расчет относительных погрешностей в узлах аппрокси­
мации с выводом этих данных для оценки;

интегрирование в цикле по всем заданным радиусам



изменяющейся на участке функции по заданному алго­
ритму после оценки точности аппроксимации и корректи­
ровки с выводом значений интеграла Q из заданного 
ряда значений и соответствующих им значений Лл и т.

Т акая  последовательность обработки в единой про­
грамме позволяет не только оперативно оценивать по­
грешность и изменять аппроксимацию, но и исключить 
ошибки оператора на промежуточных операциях.

П рограм м а № 2 расчета потерь давления на трение 
при аппроксимации кривой течения полиномами  
по участкам

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”Ю.”ДЛЯ”У = 1”ШАГ”1”ДО”(ЧМХГ)”ВЫПОЛИИТЬ”В1[У]=0; ”Д 
ЛЯ”У = 1”ШАГ”Г ’ДО”ЧМ”ВЫПОЛНИТЬ”В[У]=0; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е ;и =  
0;Ш = 0; ”ДЛЯ”Ш=1 ”ШAГ”1”Д0 'T ”BЫП0ЛHИTЬ”(N=N1 [ш];К=К1 [ш] 
Д Л Я ”1= 1”ШАГ''Г’Д0 ”ЧМ*’ВЫП0ЛНИТЬ”(Х [1]=0;У [1] = 0) ; ”ДЛЯ”У = 1” 
ШАГ”Г ’ДО”К”ВЫПОЛИИТЬ”(Х [V]=X1 [V+U] ;У [V] = У1 [V+U ]);S=0; ’ 
’ДЛЯ”1= Г ’ШАГ”Г ’Д0 ”(ЗХМ+2) ”ВЫП0ЛНИТЬ”0 [1]=0; ”ДЛЯ”1= 1”ШАГ 
”1”Д0”ЧМ”ВЫП0ЛНИТЬ””ДЛЯ”1= 1”ШАГ”Г ’Д0”ЧМ”ВЬиЮЛНИТЬ”А [ 
1,1] = 0; ”ДЛЯ”: = 1”ШАГ”1"ДО”К”ВЫПОЛНИТЬ”(1= 1;К 1= 1;О[1]=О[1] + 
R l;b l.R 2 = R lx y [ j] ;D [ l  + 2XN+l] = D [l+2XN+l] + R2;P l.R l= R lX X [ J  ] ; 
D [1+ 1 ] =D [1+1 ] + R1; 1= 1+ 1; ”ЕСЛИ”1< N+2’T O ” (”НА”Ы ); ’'ЕСЛИ”К 2 
ХН+1”ТО”(”НА”Р1) ) ;”ДЛЯ”1=1”ШАГ”1”ДО”(Н+1)”ВЫПОЛНИТЬ””ДЛ 
Я ’и = 1”ШАГ”1”Д0 ”(Н+1)”ВЬ1П0ЛНИТЬ”А[1,1]=0 [1- 1+ : ] ; ”ДЛЯ”1= Г ’Ш 
АГ”1”ДО” (N+1) ”ВЫПОЛНИТЬ”В[ I] =D[ 2Х№-1+1];”ДЛЯ”Ж= 1”ШАГ”1” 
ДО” (N+1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (Т =0; ”ДЛЯ”1=Ж”ШАГ”Г ’Д0” (№-1) ’’ВЫПОЛ 
НИТЬ” ( (Д= Е(Р= 1,Ж - 1,А[ 1,Р] ХА[ Р,Ж]); А[ 1,Ж] = А[ 1,Ж] -Д ) ; ’’ЕСЛИ” 
ABS (А[ 1,Ж]) >Т ”ТО” (Т= ABS (А[ 1,Ж] ); М=1) ); ”ЕСЛИ”М=Ж”ТО” (”НА 
”Э1) ; ”ДЛЯ”:  = 1”ШАГ”1”Д0” (№1) "ВЫПОЛНИТЬ” (T=A[Ж,J ] ; А[Ж,1 
] =А[ M,J ; А [M,J ] = Т ) ; Т=В[Ж ]; В[Ж] =В[ М]; В[ М] = Т ; Э1.”ЕСЛИ”АВ
S (А[ Ж,Ж]) <EPS”TO” (S =  1; ”HA”L 1); ”ДЛЯ”1=Ж+1”ШАГ”1”Д0” (№1) ’ 
’ВЫПОЛНИТЬ”А [1,Ж ]= а11,Ж]/А[Ж,Ж];”ДЛЯ”; =Ж+1”ШАГ”1”Д0” (№- 
1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (Д= 2 (Р= 1 ,Ж- 1 ,д[ Ж,Р] ХА[ P.J ] ) ; А[Ж,1 ] = А[ Ж,J ] -  
Д ); Д= 2 (Р= 1,Ж -1,А[Ж,Р] ХВ[ Р]); В[ Ж] =В[Ж] -Д ) ; ”ДЛЯ”Ж=№-1”ША 
Г ” ( - 1) ”Д0”1”ВЫП0ЛНИТЬ” (Д =2 (Р=Ж+1,№-1,А[Ж,Р] ХВ[Р]); в [Ж] 
=(В [ж ]-Д )/А  [Ж,Ж]); r 3= 0; L 2= 0; ”ДЛЯ”1= 1”ШАГ”1”ДО”К”ВЫПОЛ 
HHTb” (J = N ;R l =  B[J + l] ;L .R l= R lX X [  l]+B [J];J=J-1; ”EM H ”J >0”TO’ 
' i ”HA”L ) ;R 2 =  ABS ( R l-y [  I] ); L 2= L 2+R2t2; ”ECnH”R2>R3”TO” (R3= 
R2; R4= y[ I] )) ; ”ECTH”R4= 0”TO” (R1= 0) ’’ИНАЧЕ” (R1 = R 3/ R4);L2= V  
(Ь2/ К ) ; ”ВЫВОД”01Д З,”ПРОБЕЛ”2Д 1,”ПРОБЕЛ”,Ь2; Ы . ”ВЫВОД”01, 
”CTPOKA”,S; ”ВЫВОД”01,”МАССИВ”В; V = 0; Ю2.У = У + 1; Bl[ V+Ul] =B 
[ V ] ; B [V ]= 0; ”ЕСЛИ”У<ЧМ ”Т0””НА”Ю2; U=IH-K; U1 =  U1+4M); W=0; ” 
ДЛЯ”У = \ ”Ш АГ’1 ”ДО”Г ”ВЫПОЛНИТЬ” (XO= XOP[ V ]; XM=XMP[ V ]; D 
X=DXP [V ]; X 2=X0 -D X ; ЧМ=ЧВ [V ]; Б.”ЕСЛИ”Х 2< ХМ’Т 0””НА”Б 1”И



Н А Ч Е ” ” Н А ” Б 2 ;  Б 1 . Х 2 = Х 2 + О Х ;  ” Д Л Я ” Й = 1 ” Ш А Г ” 1 ” Д О ” Ч Т " В Ы П О Л Н И  

Т Ь ”  ( ” Е С Л И ” Х 2 = Х 1  [ Й ] ” И ” У 1 [ Й ]  ^^О’Ч О ”  ( А Г = В 1 [  1 + W ] + B l [  2 + W ]  Х Х 2 +  

В 1 [  3 + W ]  Х Х 2  t 2 + B  1 [  4 + W ]  Х Х 2 1 3 + В 1 [ 5 + W ]  Х Х 2 1 4 ; П О Г Р Е Ш Н =  ( А Г - У 1 [  Й ]  

)  Х 1 0 0 / У 1 [ Й ] ; ” В Ы В О Д ” 0 1 , Х 2 , ” П Р О Б Е Л ” 2 , А Г , ” П Р О Б Е Л ” 2 , П О Г Р Е Ш Н ;  ”  

Е С Л И ” Х 1 [ Й ]  > Х М ” Т 0 ” ” Н А ” Б 1 ) ) ;  ” И Д Т И ” ” Н А ” Б ;  Б 2 . ” В Ы В О Д ” 0 1 , О Х , ”  

П Р О Б Е Л ” 2 , Х 2 , ” П Р О Б Е Л ” 2 , А Г ;  W = W + 5 ) ; ” Р А З Р Я Д Н 0 С Т Ь ” Е 1 ;  ” Д Л Я ” и =  

1 ” Ш А Г ” 1 ” Д О ” Ч К ” В Ы П О Л Н И Т Ь ”  ( R = R P [  U ] ;  W = 0 ;  1 1 = 0 ;  ” Д Л Я ” У  =  1 ” Ш 

А Г ” 1 ” Д 0 ’Т ” В Ы П 0 Л Н И Т Ь ”  ( Х О = Х О Р [ V ] ; D X = D X P [ V ] ; Х М = Х М Р [  V ] ; 

X 2 = X 0 + D X ;  Я . ” Е С Л И ” Х 2 < Х М ” Т О ” ” Н А ” М 1 ” И Н А Ч Е ” ” Н А ” М 2 ;  М 1 . Х 2 =  

X 2 + D X ;  Ш =  ( 7 T X R t 3 )  / Х 2 | 3 ;  Q =  ( ( B l [  1 + W ]  X X 2 t 3 / 3 + B l [  2 + W ]  X X 2 t 4 / 4 + B l  

[ 3 + \ V ] x X 2 t 5 / 5 + B l [ 4 + W ] x X 2 t 6 / 6 + B l [ 5 + W ] x X 2 t 7 / 7 - B l [ l + W ] x X O t 3 / 3 - B  

l [ 2 + W ] x X O t 4 / 4 - B l [ 3 + W ] x X O t 5 / 5 - B l [ 4 + W ] x X O t 6 / 6 - B l [ 5 + W ] X X O t 7 /  

7 )  + 1 1 )  X Щ; D P = ( X 2  X 2 ) / R ; ” Р А З Р Я Д Н 0 С Т Ь ” Е 1 ; ” Е С Л И ” 0 > . 1 3 4 0 0 0 ю  - 3 ’ 
’И ” 0 < Л 4 3 0 0 0 ю - 3 ” И Л И ” а > . 2 7 2 0 0 0  , о - 3 ” И ” 0 < . 2 8 0 0 0 0 ш - 3 " И Л И ” 0 >  

. 4 0 3 0 0 0 1 0  -  3 " H ” Q < . 4 1 5 0 0 0 i o  -  3 ” И Л И ” д >  . 5 4 7 0 0 0 ю  -  3 ” И ” О < . 5 6 3 0 0 0 ю

-  3 ” И Л И ” 0 >  . 6 8 0 0 0 0 ю  -  3 ” H ” Q < . 7 0 0 0 0 0 i o  -  3 ” И Л И ” 0 > . 8 2 0 0 0 0 1 0  -  3 ” И "  

Q < . 8 4 5 0 0 0 ю  -  3 ” И Л И ” 0 >  . 9 5 0 0 0 0 ю  -  3 ” И ” О < . 9 8 5 0 0 0 ю  -  3 ” И Л И ” 0 > . 1 0  
9 0 0 0 l o - 2 ” И ” Q < . 1 1 3 5 0 0 l o - 2 ^ ’И Л И ” Q > . 1 2 2 0 0 0 l o - 2 ” И ” 0 < . 1 2 8 0 0 0 l o - 2  

” И Л И ” 0 >  . 1 3 4 0 0 0 ю  -  2 ” И ” Q < .  1 4 0 0 0 0 1 0  -  2 ” И Л И ” 0 >  . 1 5 0 0 0 0 1 0  - 2 ” И ” 0  

< ■ 1 5 6 0 0 0 1 0 - 2 ” И Л И ” 0 > .  1 6 3 0 0 0 1 0 - 2 ” И ” 0 < . 1 6 9 0 0 0 ю - 2 ” И Л И ” 0 > . 1 7 5  

О О О ю - 2 ” И ” 0 < . 1 8 3 0 0 0 1 о - 2 ” И Л И ” д > . 1 9 1 0 0 0 1 о - 2 ” И ” 0 < . 1 9 9 0 0 0 ю - 2 ”  

И Л И ” 0 > . 2 0 4 0 0 0 1 0 - 2 ” И ” 0 < . 2 1 0 0 0 0 ю - 2 ” И Л И ” д > . 2 2 0 0 0 0 1 о - 2 ” И ” 0 <  

. 2 2 6 0 0 0 1 о - 2 ' ’И Л И ’- д >  . 2 3 3 0 0 0 i o - 2 ” M ” Q < . 2 3 9 0 0 0 1 0 - 2 ” И Л И ” 0 > . 2 4 8 0 0  

О ю - 2 ” И ” О < . 2 8 0 0 0 0 ю - 2 ” Т О ” ” В Ы В О Д ” 0 1 , ’ ’С Т Р О К А ” ! , д , ” П Р 0 Б Е Л ” 2 .  

О Р , ” П Р О Б Е Л ” 2 , Х 2 ” И Н А Ч Е ”  ’ ’И Д Т И ” ” Н А ” Я ; ” Е С Л И ” д <  . 2 8 1  ОООю -  2 ” Т  

О ” ” Н А ” Я ” И Н А Ч Е ” ” В Ы В О Д ” 0 1 ,  К ;  М 2 . ” В Ы В О Д ” 0 1 , ” С Г Р О К А ” 3 , К , ” П Р О  

Б Е Л ” 2 , 0 , ” П Р О Б Е Л ” 2 , О Р , ” П Р О Б Е Л ” 2 , Х 2 , ’ ’П Р О Б Е Л ” , I l ; W = W + 5 ;  I I  = 1 1  +  

0 / Щ ) ) ” К О Н Г Л 1 ” 0

В  рабочие информативы программ № 1 и 2 записы­
ваю тся следующие параметры:
П[14]; А[5, 5]; В[5]; В 1 [25 ] ;  ЧМ =  5 —  служебные кон­

станты для реализации аппроксимирующей части 
программы при максимальном значении степени по­
линома Л̂  =  4;

E P S  —  минимальное значение разности (по методу наи- 
меньщих квадратов);

Г —  количество участков аппроксимации;
ЧТ —  суммарное число узлов аппроксимации на всех 

участках;
К1 [Г] —  количество участков аппроксимации на каждом 

участке;
Ы1[Г] —  степени аппроксимации на каждом участке ап­
проксимации;
Ч В [ Г ]  —  число коэффициентов полинома на каждом 

участке;



Х О Р  [Г] —  начальные координаты аргумента на участ­
ках;

Х М Р [Г ]  —  конечные координаты аргумента на участках; 
D X P [Г] —  шаг по аргументу для расчета интеграла Q ( t )  

на каждом участке;
X [ЧТ]; У [ЧТ] — места, бронируемые под массивы значе­

ний аргумента и функции;
X I [ЧТ]; У1 [ЧТ] — экспериментальные значения аргумен­

та и функции, перечисленные в порядке нарастания 
по всем участкам.
Параметры, включаемые дополнительно в рабочую 

информативу программы № 2: 4 R  — число расчетных 
радиусов труб; R P [ 4 R ]  — массив значений радиусов.

Д л я  обработки экспериментальных данных по опре­
делению реологических свойств вязкого продукта ма­
шинным способом при аналитическом описании опреде­
лено следующее:

1. При выбранной аппроксимации экспериментальной
т

кривой полиномами вида V  БлХ” наилучшим с точки
п = 0

зрения аппроксимации является разбиение кривой тече­
ния на несколько участков:

первый —  от нуля до первого минимального значения 
Vmin в области определения 0-^Tmin аппроксимируется 
полиномом 1-й степени;

последний — от ~ 0,1 ^тах до последнего граничного 
значения функции у(т) в области ее определения ап­
проксимируется полиномом 4-й степени;

промежуточные участки ограничиваются значениями 
Уэкс. различающимися не более чем на порядок, могут 
перекрываться соседними участками и аппроксимируют­
ся полиномами 3-й степени. Число узлов аппроксимации 
на участке должно быть не менее 4— 5.

2. Относительная погрешность аппроксимации в уз­
лах в соответствии с выбранной методикой долж н а быть 
не более ± 3 % ,  а после корректировки точности может 
достигать значений порядка ± 10~'‘ %.

3. Наименьшие значения относительной погрешности 
аппроксимации выдерживаются в узлах с большими по 
модулю значениями до 10-® % ).

Ограничение таким образом погрешности аппроксима­
ции обеспечило определение Лл для выбранных Q с от­
носительной погрешностью в пределах от О до 8 % по



Т ем п ер а-
Потери давления на трение на I м длины трубопровода (в  кП а) 

при различном расходе п р од у кта . м*/с

р о д у к т а ,
°С 1 , 3 9 - 1 0 - < 2 , 7 8 - 1 0 - * 8 , 3 3 -  10-< 1 , 3 8 . | 0 - > 2 . 2 - 1 0 - » 2 , 7 8 - 1 0 -

Томатная паста, содержащая 25,2% сухих веществ
Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0 , 0 5  м

2 0 15 16 2 1 , 8 .— _ _
— 0 , 2 16 ,6 1 9 ,3 25 — — —

Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0 , 0 8  м

2 0 7 , 8 8 , 5 9 , 9 6 1 0 .9 7 1 2 ,2 4 1 2 ,94
— 0 , 2 7 ,9 5 8 , 9 8 1 2 , 2 2 1 2 .6 7 1 4 . 5 5 1 5 ,2 8

Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0, 1 м

2 0 5 ,7 4 6 , 2 8 7 , 2 7 , 7 5 8 . 4 4 8 , 8 4
- 0 , 2 5 ,6 8 6 , 3 8 7 , 81 8 , 6 7 9 , 6 4 1 0 ,2 3

Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0 , 1 5  м

2 0 2 ,3 5 3 , 4 3 4 , 1 3 4 , 4 4 . 6 6 4 , 81
— 0 . 2 2 ,9 5 3 , 4 6 4 , 1 7 4 , 5 5 4 , 9 7 5 . 2

Д и а м е т р  [ т р у б о п р о в о д а  0 , 1 8  м

2 0 1, 49 2 , 0 7 3 , 1 6 3 , 4 3 3 , 7 7 3 , 7 6
- 0 , 2 2 , 1 2 , 5 5 3 , 1 6 3 , 4 5 3 , 7 2 3 , 8 9

Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0 , 2  м

2 0 1, 16 1 ,6 2 2 , 6 2 , 9 5 3 , 1 6 3 . 2 6
- 0 , 2 2 ,0 5 2 . 4 2 , 7 2 2 , 9 5 3 , 1 9 3 . 3 2

Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0 , 3  м

- 0 , 2 0 , 4 2 0 , 8 4 1 . 3 1 .5 7 1 , 7 3 1 , 8

Томатная паста, содержащ ая 31,2%  сухих веществ 
Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0 ,0 3 2  м

33 5 4 . 7 6 3 . 5 8 2 , 4 _ _ _
72 32 3 7 . 5 5 0 , 8 _ _ _
89 2 8 . 6 3 4 . 5 47 — — —

Д и а м е т р т р у б о п р о в о д а  0 ,0 4 м

33 3 6 , 8 4 3 . 8 5 5 , 8 62 _ _
72 21 . 1 26 3 4 , 1 3 9 , 3 _ _
8 9 16, 1 2 3 ,1 3 1 , 8 3 6 , 3 — —

Д и а м е т р т р у б о п р о в о д а  0 ,0 5 м

33 2 4 . 7 2 9 . 8 3 8 , 5 43 4 7 , 8 5 0 , 2
72 14 1 7 ,8 2 2 , 6 2 5 , 9 2 9 , 9 3 1 , 7

Д и а м е т р т р у б о п р о в о д а  0 ,0 8 м

33 1 2 ,2 1 3 ,4 17, 1 1 9 ,4 2 1 , 9 23



продолжение

Темпера­
тура

Потери давления на трение на 1 м длины трубопровода 
при различном р асходе продукта, м=/с

(в  кП а)

продукта,
°С

1 ,3 9  1 0 - ‘ 2 ,7 8 - 1 0 - * 8 , 3 3 - 1 0 - ‘ 1 ,3 8 -1 0 -> 2.2 - Ю - » 2 , 7 8 - 1 0 - *

2 4 . 5

2 4 . 5

2 4 . 5  

102

Томатное пюре, содерж ащ е 20% сухих веществ 
Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0 ,0 5  м

11 1 0 , 1 1 1 , 5 1 3 ,7 — ____ —

0 1 1 , 2 12 , 4 1 5 ,8 — — —

Д и а м е т р т р у б о п р о в о д а  0 ,0 8 м

11 4 , 9 5 , 6 6 , 6 5 7 ,4 5 8 , 0 1 8 , 3
0 5 , 5 6 , 2 7 , 4 2 8 ,0 5 8 , 8 5 9 , 3 5

Д и а м е т р т р у б о п р о в о д а  0,1 м

11 3 , 2 8 3 , 9 2 4 , 7 5 5 ,2 4 5 , 7 2 6 , 0
0 3 , 6 7 4 , 4 5 , 4 4 5 ,7 8 6 , 2 6 , 4 6

Пюре из яблок (асептического консервирования)
Д и а м е т р т р у б о п р о в о д а  0 ,0 3 2  м

27 2 , 0 2 2 , 7 4 ,3 2 5 , 3 6 , 6 2 7 , 3
89 0 , 6 3 0 , 8 8 1 ,5 7 1 ,9 5 3 , 6 8 3 , 7 5

Д и а м е т р т р у б о п р о в о д а  0 ,0 4 м

— 1 3 , 0 6 3 , 8 5 ,5 5 6 , 6 5 7 , 9 5 8 , 5 5
27 1 , 4 2 1 , 6 8 2 , 5 8 3 , 2 2 3 , 9 1 4 . 3
89 0 , 2 5 0 , 4 5 0 , 8 8 1 , 17 1 , 4 4 1 ,5 9

Д и а м е т р т р у б о п р о в о д а  0 ,0 5 м

—  1 2 , 0 2 , 4 8 3 , 5 4 , 2 4 , 9 2 5 . 4
27 0 , 8 4 1 , 15 1 ,5 5 1, 91 2 , 3 7 2 , 6
89 0 , 1 0 , 2 0 , 5 0 , 6 3 0 , 8 5 0 , 9 5

Д и а м е т р т р у б о п р о в о д а  0 ,0 8 'м

—  1 0 , 9 1 ,0 7 1 , 43 1 , 64 1 , 9 2 ,0 4
27 0 , 1 5 0 , 2 9 0 , 6 5 0 , 7 4 0 , 8 4 0 , 9

П юре из тыквы и яблок для детского питания 
Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0 ,0 3 2  м  

2 8 , 3  3 4 , 3  4 9 , 3  —  —

Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0 ,0 4  м 

1 9 ,6  2 2 , 8  3 1 , 4  3 7 , 1  4 4

Д и а м е т р  т р у б о п р о в о д а  0, 1 м 

0 , 9  1 , 7 9  5 , 3 5  6 , 9  7 , 8 6 8,21



сравнению с обработкой графическим методом интегри­
рования. Так как графическим методом проводилось ин­
тегрирование кривой, заменяемой линейно-ломаной (при 
соединении узлов аппроксимации прямыми), то полу­
ченные значения можно считать более достовер­
ными.

При использовании на участках аппроксимации функ­
ций с  относительной погрешностью в узлах  до ± 10% 
появляется дополнительная погрешность в определении 
hsi (по сравнению с 3 %-ной) ± 3  %.

Программа обеспечивает вывод следующих данных: 
признака невырожденности матрицы системы уравне­

ний, принятой при аппроксимации;
абсолютной, относительной и средней квадратической 

погрешностей аппроксимации на участках;
коэффициентов полиномов на каждом участке; 
значений аргумента, функции и относительной по­

грешности (в % ) в узлах аппроксимации на всех участ­
ках;

при контроле — координат аргумента и функции, вос­
производимых с любым заданным шагом в области опре­
деления, и шага;

значений интеграла Q ( t )  и з  выбранного ряда ( Q  =  

=  1 ,4 -10“^-ь2,8 - 10“® м^/с) и соответствующих значений 
перепадов давления Ад на 1 м трубы;

значений пределов интегрирования на участках, сум­
марного интеграла на предыдущем участке и значений 
радиуса R, для которого производится расчет величин 
Q и /1л.

По разработанной программе определены потери 
давления при движении томатопродуктов, пюре из яб­
лок, пюре из тыквы и яблок при температурах от — 6 до 
-Ь 89°С  по трубопроводам диаметром 0 ,02— 0,2 м и рас­
ход продукта.

Некоторые численные результаты представлены в 
табл. 3.

Данные табл. 3 являются исходными для дальнейше­
го расч;ета линий транспортировки продуктов.

Программа расчета по сути является трехмерной мо­
делью процесса, в котором искомый удельный перепад 
давления Лд в трубопроводе зависит от двух переменных 
параметров; расхода и радиуса трубы при фиксирован­
ной температуре продукта и содержании сухих ве­
ществ.



111.2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА С ПОМОЩЬЮ 
РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

При увеличении вязкости продукта, расширении тем­
пературного диапазона и исследуемых диаметров труб 
полиномиальный способ аппроксимации кривой течения 
при моделировании процесса начинает давать  недопус­
тимую погрешность аппроксимации. Это связано с тем, 
что при появлении на кривых течения явных точек изло­
ма и недостаточном числе экспериментальных точек из­
мерений в заданном диапазоне приходится применять 
предварительную графическую обработку исходного м а­
териала (определение границ участков аппроксимации, 
восстановление недостающих точек). Такая обработка 
при применении Э В М  методически некорректна и при­
водит к неоправданным потерям машинного времени. 
Если ж е ее не применять, то появляются сдвиги значе­
ний полиномов на границах участков аппроксимации 
при их стыковке и «провалы» значений полинома между 
узлами аппроксимации.

В целях ликвидации указанных недостатков был раз­
работан способ аналитического описания каждого ап­
проксимируемого участка кривой течения монотонной 
знакопостоянной функцией [5]. Функция в координатах 
т = / (у )  на каждом участке (координаты измерений при 
эксперименте) имеет вид

т = ----- -------- +То , (III. 6)

где т —  показатель  степени аппроксимации, определяющей «прогиб» 
функции; К. В  —  масштабные коэффициенты; то —  минимальное 
экспериментальное значение т  при у = 0  для первого у частка  аппрок­
симации, в начале кривой.

Но так как зависимости потерь давления от расходов 
определены выражениями ( I I I .3) и ( I I I .4 ) ,  то интегри­
ровать описываемую экспериментальную кривую необ­
ходимо в координатах у = / (т ) .  В  этих координатах на 
каждом участке аппроксимации при повороте осей коор­
динат на 90° функция принимает вид

V = У' ” , (III.7)

где  То д л я  в с е х  остальны х участков, кроме первого, е с т ь  приближен­
но з а д а в а е м о е  значение аргумента в функции (1 П .7 )  при у = 0  
(точка пересечения с всью  абсцисс),



Минимизация по погрешности аппроксимации функ­
ции у(т) производится следующим образом: фиксиру­
ются крайние на участке значения т и y> а показатель 
степени программно варьируют до тех пор, пока зн а­
чение среднего квадратического отклонения относитель­
ной погрешности аппроксимации в узлах не достигнет 
минимума. Значения to для участков (кроме первого) 
задаю тся на 15 % ниже минимального значения т  на 
стыке с предыдущим участком. Количество узлов ап­
проксимации на участке выбирается таким, чтобы м ак­
симальное значение у на нем отличалось от минималь­
ного не более чем на порядок. Обычно при соблюдении 
этих условий погрешность лежит в пределах единиц про­
центов и соизмерима с инструментальной погрешностью 
измерений. Если же ее значение неудовлетворительно, 
то минимизацию на этом участке следует повторить, 
проварьировав предварительно значение то, затем, при 
неудаче, уменьшая число узлов аппроксимации на 1.

Экспериментальная кривая течения в требуемых для 
последующего интегрирования координатах аппроксими­
руется на нескольких (трех, четырех и т. д.) участках 
кривыми одного вида, но с различными масштабными 
коэффициентами и степенями «прогиба», проходящими 
в коридоре между экспериментальными значениями с от­
клонениями, удовлетворяющими после окончания ана­
литического описания предъявляемым требованиям к 
точности. Выбранный вид кривых исключает появление 
при минимизации в промежутках между узлами аппрок­
симации «провалов» функции и перегибов или смены 
знака производной. Способ минимизации при последова­
тельном уменьшении количества узлов принципиально 
позволяет довести погрешность аппроксимации до нуля 
(при трех узлах),  однако такое снижение нежелательно 
из-за сильного спрямления кривой течения.

В общем виде кривая течения описывается аналити­
ческим выражением:

\ 1 -  В ;  (т —  т„г)

"Гог <  "Г <

(1II.8)



оЬлйсть опреВмения 
М  ,  ,

участи аппроксимации

Рис. 33. Графическая интерпре­
тация процедуры аппроксима­
ции по участкам кривой тече­
ния рациональными функциями

На рис. 33 представлена 
кривая течения в координа­
тах 7 =  /(т), аппроксимиро­
ванная на трех участках. 
Пунктиром и штрихнункти- 
ром показаны функции за 
пределами их областей опре­
деления, к р у ж к а м и — экспе­
риментально полученные уз­
лы аппроксимации. При ап­
проксимации табличной 
функции y('t) специальной 
функцией процедура расче­
та параметров процесса пе­
рекачки разбивается на два 
этапа —  аппроксимацию 
каждого участка экспери­
ментальной кривой течения 
и интегрирования функции 
7 (т)т^ и расчет зависимости 
Ал от Q в заданном интер­
вале значений Q.

В рабочую информативу 
программы первого этапа 
процедуры записываются 
следующие параметры:

М — степень аппроксимации («п р о ги б а») функции v ( t ) ;
E P S  —  минимальное значение погрешности аппроксима­

ции, при котором прекращается счет;
± D M  — знак и шаг варьирования степени аппроксима­

ции;
N —  количество узлов аппроксимации на участке;
A[N] — места, бронируемые под значения минимизируе­

мой функции (по числу N);
ХО — начальное приближение значения аргумента то при 

пересечении функцией оси абсцисс ( у = 0);
ХЗ —  минимальное значение аргумента то в зоне аппрок­

симации;
Х 4  — максимальное значение аргумента то в зоне аппрок­

симации;
АЗ — минимальное значение функции y (t ) в зоне аппрок­

симации;
А4 —  максимальное значение функции у(т)  в  зоне ап­

проксимации;



X[N] —  массив значений т в зоне аппроксима­
ции;

Y[N] — массив значений у в зоне аппроксима­
ции.

П рограм м а № 3 аппроксимации кривой течения 
функциями специального вида

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

” ПУСТЬ”Ю.В= ( ( (А4 tM) X ( Х З ~ Х 0 ) ) -  ( ( Л З ! м )  X ( Х 4 - Х О )  ) ) / ( ( (Л4ТМ)

-  (АЗ t M ) ) X ( Х 4 - Х 0 )  X ( Х З - Х О ) ) ; К =  ( (А 4Тм )  X ( 1-  (ВХ ( Х 4 - Х 0 ) ) ) )  / (X
4 - Х О ) ; ”Д Л Я ” 1=1”ШЛГ” 1 ”AO” N” BbIIЮ Л ПИТЬ" (А[ I] =  ( (КХ ( Х [  I ] - Х О  
) ) / ( ! - ( В Х ( Х [ 1 ] - Х 0 ) ) ) ) ! ( 1 / М ) ; ” РЛЗРЯДН ОСТЬ” К 1 ; ” В Ы ВО Д ” 0 1 ,Х [1 ]  
,” П Р О Б Е Л ” ,А[ I] .’’СТРОКА” ; ”РАЗРЯД НОСТЬ”Е ) ; L = V ( 2  ( J  = 2 , N - 1, ( (  
( A [ J  ] - y [ j  ] ) / y [ j  ] ) X 1 0 0 )  Т 2 ) ) ; ” РАЗРЯДНОСТЬ” Е 1 ; ” В Ы В О Д ” 01,М,” П

• Р О Б Е Л ”,К ,’’ПРОБЕЛ”,В ,’’ПРОБЕЛ”, L , ’’СТРОКА” ; ”РАЗРЯД Н О С ТЬ” Е ; ”  
ЕСЛИ” Ь > Е Р 8 ”Т 0 ”” НА”Ц1” ИР1АЧЕ” ” С Т 0П  ” ;Ц 1 .М = М + 0 М ; ” ЫА” Ю” КО 
НЕЦ”0

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

” n y C T b ”M = 1 .8 ;E P S = 0 .5 ;D M = - 0 .2 ;A [ 1 4 ] ;N = 1 4 ;X O = 1 3 ;X 3 = 1 9 9 .5 ;X  
4 = 5 1 8 .5 ;  А 3=.708; А4=169.6 ;  Х[ 14] =  13,123.6 ,155.5 ,199.5,235.2,240,247. 
3 ,259.3,279.2 ,307.1 ,347,410.6,474.5,518.5; У [14]  =  1ю - 9 , .1968,.3936,.708,1 
.181,2 .13,3 .543,6 .38,10.467,18.84,31.4,56.52,94:2,169.6”КОНЕЦ”0

Минимизированные функции интегрируются по про­
грамме № 4 в соответствии с выражением ( I I I . 3 ) .  Р а б о ­
та программы с аппроксимирующей кривой ведется по 
участкам последовательно от значения y =  0 в соответст­
вии с алгоритмами ( I I I .3) и ( I I I .4 ) .  Помимо стандартного 
численного интегрирования при переходе на следующий 
участок программой предусмотрено автоматическое из­
менение значений т, К, В ,  то, а значения Q на границе 
(в конце каждого участка) запоминаются для суммиро­
вания с его текущим значением на следующем участке. 
При интегрировании и расчете Лд в рабочую информа- 
тиву задаются:
I — в числовой форме минимальное значение удельного 

расхода продукта, с которого целесообразно произво­
дить вывод значений Лд и соответствующих им Q; 

N — количество узлов аппроксимации;
Т1 [N] —  массив значений t i  в  начале каждого участка 

аппроксимации для всех минимизированных функций 
(по числу участков N );



X M l [N] — массив значений тг в конце каждого участка; 
TO[N] —  массив значений первых приближений то для 

всех функций;
K 1 [N]]
В1 [N] [ — массивы масштабных коэффициентов и сте- 

М1 [N] 1 пеней аппроксимации для всех функций;
DX — шаг интегрирования;
R — радиус трубопровода.

П рограм м а № 4 расчета потерь давления на трение 
по кривой течения, аппроксимированной по участкам 
функциями специального вида

С т а н д а р т н а я  +  р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в ы
”Г О С ГЬ ” Ю.” Р А ЗРЯ Д Н0С1Ь i,;j i ; i i  l i j - o . x i - r i  J ; Х С ^  Ш  [J J ;К== 
К1 [ J ] ; B = B 1  [J ] ;M = M 1 [ j ] ; X M = X M l  [ j ] ; X 2 = T l  [ j ]  ;Э 1 . ”РАЗРЯ ДН0СГ  
Ь ”Е ;  X 2 = X 2 +  DX; ”ЕСЛИ”Х 2  <  Х М ’Т О ” ”НА”Э 3 ”ИНАЧЕ” ”Н А ”Э6; ЭЗ.ОР 
= ( X 2 X 2 ) / R ; H = ( X 2 - X 1 )  / 1 0 ;  U=(7TXRt3) / X 2 t 3 ; M = ( 1 0 X H x 2 : ( n = l , l l , Q  
[л] X F  (X 1 +  ( Л - 1 )  X H ) ) /5 9 8 7 5 2 )  ; I = ( U X H )+ 2 ( N = 1 , J - 1 , I I  [n ] ) ; ”PA3  

РЯДНОСТЬ”Е 1 ; ”ЕСЛИ”1 < .ЗОООООю - 2 ’Т О ” ”НА”Э5 ’’ИНАЧЕ” ”НА’Э 4 ;  
Э 6 .”РАЗРЯДНОСТЬ”Е ;  Х 2 = Х М 1  [J ] ;  D P = (X 2X 2)  /R ;  Н = (Х 2  - X I )  /1 0 ;  Ш 
=  ( Я X R t З ) / X 2 t З ; И l = ( 1 0 X H X Б ( Л = l , l l , Q [ л ] x F ( X l + ( Л - l )  Х Н ) ) / 5 9 8  
7 5 2 ) ; 11 [J ] =U1 X И 1 ; ” НА’Э 2 ; Э 5 . ”ЕСЛИ”1 > .1 ОООООю -  3 ”Т 0 ” ”ВЫВОД”0  
1 , 1,”П РО Б ЕЛ ”,ОР,’’ПРОБЕЛ”, Х 2 ,  ’’СТРОКА” ; ”НА” Э 1 ; 3 2 . I = 2 ( N = 1 , J , II 
[ N ] ) ; J  =  J  + 1 ;X 2 = T 1  [ j ] ; X l = T l  [ j ] ; K = K l  [ J ] ; B = B 1  [ j ] ; M = M l  [ j ] ; X O  

= T 0  [ J ]  ;X M = X M 1  [ J ] ; ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е 1 ; ”ВЫВОД”0 1 ,Х 2 , ’’МАССИВ’ 
’I I ,  ’’СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е ; ’’ЕСЛИ”!  >  N’T 0 ” ”HA’3 4 ”H HA4E’ 
” ’НА”Э З ;Э 4 .”ВЫВОД”0 1 Д . ’’ПРОБЕЛ”,DX,’’ПРОБЕЛ”, Х 2 ’Т Д Е ”П [ 3 ] ; Т
1 [3] = 3 . .3 3 4 0 0 0 io 2 , .1 1 7 4 0 0 i o 3 ;  ТО [З] = 3 ,1 6 ,5 0 ;  К1 [З] = .1 7 9 8 0 0 ю 1 , .5 9 9 6 0  
O i o - 1 , . 1 0 4 4 0 0 , 0 0 ; B 1  [З] = - .  1 7 6 2 0 0 io , .7 1 1 3 0 0 ,o  -  2 , . 2 9 4 3 0 0 ю - 2 ;  Ml [З 
] = .  1 0 0 0 0 0 i o - l , . 1 0 5 0 0 0 i o l , . 7 4 0 0 0 0 i o O ; X M l  [3 ]= .3 3 4 0 0 0 i o 2 , .1 1 7 4 0 0 io 3  
, . 2 3 9 3 0 0 i o 3 ; D X =  6 2 0 0 0 0 i o l ; R = - 5 5 0 0 0 0 i o - l ; Q  [ и ]  = 1 6 0 6 7 ,1 0 6 3 0 0 , - 4 8  
5 2 5 , 2 7 2 4 0 0 , - 2 6 0 5 5 0 ,  4 2 7 3 6 8 , - 2 6 0 5 5 0 , 2 7 2 4 0 0 , - 4 8 5 2 5 , 1 0 6 3 0 0 , 1 6 0 6 7 ; F  ( 
Z )  =  ( ( ( К  X ( Z - Х О ) ) /  (1 -  (В X (Z - Х О ) ) ) )  t  (1 /M )) X (Z t 2 )  ■ N =3”K 0 H  
ЕЦ”0

Ha печать после счета выводятся следующие пара­
метры:
I —• значение расхода Q, подсчитанное для текущего зна­

чения т;
D P  —  соответствующее выведенному расходу Q значе­

ние перепада давления;
Х 2  —  текущее значение т;
R  —  радиус трубопровода;
D X  —  шаг интегрирования.

Полное машинное время, затрачиваемое на расчет



Трубопровода одного диаметра, порядка 30 мин. Несмот­
ря на увеличение процедуры и времени счета способ ана­
литического описания кривой течения рациональной 
функцией имеет дополнительные (помимо вышеизложен­
ных) преимущества перед полиномиальным, состоящие 
в том, что начальный участок кривой течения от у = 0 до 
первого экспериментального значения уэкс аппроксими­
руется нелинейной функцией, более вероятно приближа­
ющейся к реальной. Такая аппроксимация повышает точ­
ность расчета зависимости Лл от Q при больших (до 1 м) 
радиусах трубопровода, когда большинство ожидаемых 
в реальных условиях значений Q выявляются на на­
чальном участке. Способ расчета применим к любым 
вязким продуктам с известными реологическими свой­
ствами.

III.3. РАСЧЕТ ПОТЕРЬ ДАВЛЕНИЯ НА ТРЕНИЕ

Программное моделирование позволяет наращивать 
индекс мерности модели процесса. Экспериментальные 
данные по реологии продукта (являющиеся основой для 
расчета потерь давления на трение), используемые в пре­
дыдущих моделях, позволяют произвести указанный рас­
чет для фиксированного значения температуры продук­
та. Экспериментатора же зачастую интересует ход про­
цесса в широкой температурной области. Д ля рассмат­
риваемого процесса температура является третьим па­
раметром. Увеличение контрольных точек температур­
ного диапазона при измерении зависимости между ско­
ростью сдвига у и напряжением сдвига т ограничено тех­
ническими и экономическими факторами, а также не­
приемлемо для широкого динамического диапазона тем­
ператур, диаметров трубопровода, удельных расходов с 
точки зрения компактности представления результатов 
счета. Исследования показали, что для аналитического 
описания четырехмерной модели на ЭВМ в выбранном 
диапазоне параметров такого процесса с последующим 
восстановлением зависимости перепада давления от 
удельного расхода достаточно экспериментально изме­
рить зависимость т= [(у )  в 4—5 точках температурного 
диапазона.

Исходными данными для описания модели процесса 
являются семейства кривых течения в координа­
тах y = / ( t ) .  Значения у и х должны быть з а ­



даны в табличной форме для двух крайних значений 
температуры ^min и ^шах и двух промежуточных с опти­
мальными интервалами. Задача описания четырехмерной 
области значений перепадов давления в зависимости от 
удельного расхода, температуры и диаметра трубопро­
вода такж е разбивается на две последовательные части: 
описательную и расчетную.

В описательной части производится аналитическое 
описание трехмерной области кривых течения r=f{y,  t) 
в заданном экспериментом диапазоне температур. Эта 
часть состоит из следующих этапов:

все кривые течения в координатах y= f{x)  разбивают­
ся на несколько участков (зон), ограничиваемых значе­
ниями у, которые различаются на границах зон не более 
чем на порядок, или определяют точки излома на кри­
вой;

для двух крайних значений температуры ^тш и ^тах 
в каждой зоне производится аппроксимация кривых те­
чения функциями вида (III.7) по программе № 5.

Программа М  5 аппроксимации функции и поворота 
осей системы координат

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

” ПУСТЬ”Ю.”Д Л Я”1= 1 ”ШАГ” 1 ”Д 0 ”М” ВЫП0ЛНИТЬ” (а [ I] = { (Х[ I] tM) / 
(К+ (ВХ (Х[ 1] t M ) ) ) )  +У0; ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е1; ”ВЫВОД”01,Х[1] ,” ПРОБ 
ЕЛ” ,А [ I ] ,"СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е) ; L = \ / ( 2 У  = 2 , N - 1, ( (  (А[ J ] -  
У[ J ]) /У[ J ] )  XI00) t 2 ) ) ;  ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е 1 ; ” ВЫВОД”01 ,М,’’ПРОБЕЛ’ 

К,” ПРОБЕЛ”,В,’’ПРОБЕЛ”,L,’’СТРОКА” ; ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е; ” ЕСЛИ” Ь 
> Е Р5”ТО””НА” Щ ”ИНАЧЕ””СТОП”; Ц1.М=М+0М; ”НА”Ю” КОНЕЦ”0

В рабочую информативу программы записываются 
следующие параметры:
М — степень аппроксимации функции у (т ) ;
EPS — предельное минимальное значение относительной 

погрешности аппроксимации (в %), по достижении 
которого счет останавливается;

±DM — знак и щаг варьирования степени аппроксима­
ции;

N — количество узлов аппроксимации;
A[N] — места, бронируемые в памяти для значений ап­

проксимирующей функции (по числу N);
ХО — первое приближение значения аргумента при зна-



чёнии функции, равном нулю, т. е. то (точка пересй- 
чения функции Y(t) с осью абсцисс);

X[N] — экспериментальные значения напряжений сдви­
гов в узлах аппроксимации (по числу N);

Y[N] — экспериментальные значения скорости сдвига в 
узлах аппроксимации;

ХЗ, Х4 — минимальное и максимальное значения напря­
жения сдвига в зоне аппроксимации;

АЗ, А4 — минимальное и максимальное значения скоро­
сти сдвига в зоне аппроксимации.
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”М = .018ю 1; KPS=05 шО; ПМ = -  .02,о0; А [ 14 ] ;  Ы = 14 ;У 0= 13; X [14  
] = 1 ю - 9 , . 1 9 68 , .3 936 , .708 ,1 .1 8 1 ,2 .13 ,3 .543 ,6 .38 ,10 .4 67 ,18 .8 4 ,3 1 .4 ,56 .52 ,9 4  
. 2 , 1 6 9 .6 ;А З = 1 9 9 .5 ;А 4 = 5 1 8 .5 ;Х З = 0 .7 0 8 ;Х 4 = 1 6 9 .6 ;У  [14] = 13 ,123 .6 ,155 .5  
,199 .5 ,235 .2 ,240 ,247 .3 ,259 .3 ,279 .2 ,307 .1 ,347 ,410 .6 ,474 .5 ,518 .5 ;  К = .5071ю  
- 2 ;  В = - . 3 4 6 8 ю - : 1 4 ”КОМ”0

На печать выводятся данные:
М — значение степени аппроксимации минимизирован­

ной функции;
К, В — значения масштабных коэффициентов;
L — среднее квадратическое отклонение (в %) относи­

тельной погрешности аппроксимации;
А [ 1] — массив значений минимизированной функции в 

узлах аппроксимации;
Х [1] — массив значений аргумента т в узлах.

В результате минимизации аппроксимирующей функ­
ции определяются координаты у при фиксированных зна­
чениях т.

Так как  полученные значения минимизированной 
функции отличаются от экспериментальных, а кодирова­
ние координат кривых течения необходимо производить 
при фиксированных значениях у, для найденных аппрок­
симирующих функций также надо найти новые значе­
ния т, соответствующие фиксируемым для всей области 
значениям у.

Д ля этого надо «повернуть» оси координат на 90° 
и по известным М, К, В и 7 определить новые зна­
чения т. Операция поворота осей системы координат 
производится по программе № 5. В рабочей информати- 
ве программы № 5 необходимо поменять местами наиме­
нования символов XO-«-^-YO, X[I]-t-»-Y[I], АЗ-^-»-ХЗ, 
А4-<->Х4 и дополнить ее значениями К1, В1, M l ,  полу-



Ченными в peayflbtate мйнймизации функции ^ (т ) .  После 
счета на печать выводятся параметры во всех узлах ап­
проксимации:
Х [1] — значения у, равные исходным эксперименталь­

ным;
А [ 1] — значения т, полученные в результате минимиза­

ции и поворота осей.
Имея для двух крайних значений температуры новые 

зависимости г от у, следует произвести аппроксимацию 
функции зависимости значений т от t для каждого 
фиксированного значения у  от у = О до утах по програм­
ме № 6. Аппроксимирующая функция имеет вид

т  = ------^ -------- . (Ш.9)
+ В.,

Программа № 6 поворота осей координат 
для функции y ( t )

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”Ю.К= ( 1 - А4/АЗ)/ (А4Х ( (X4tM) -  ( Х 3 1 м ) ) ) ;  В= (1/АЗ) -  (КХ (X 
3 t M ) ) ;  ”ДЛЯ”1= 1” ШАГ” 1 ”Д 0 ”Н” ВЫП0ЛНИТЬ” (А[ I] = 1/ (КХ (Х[I] tM) 
+В ); ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е 1; ”ВЫВОД”01,Х[ I] ,”ПР0БЕЛ”,А[ I] .’’СТРОКА”
; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е) ; L = V ( 2  (J =  1,Н ( ( (А[ J  ] - У [ J ] )  /У[ J ] )  ХЮО) t 2 )
) ;  ”Р А З Р Я Д Н 0С Т Ь ” Е 1 ;  ” ВЫВОД” 01,М ,’’ПРОБЕЛ” ,К ,’’ПРОБЕЛ” ,В,’’ПРО 
Б Е Л ”,Е ,” СТРОКА” ; ” РАЗРЯДНОСТЬ” Е; ” ЕСЛИ” Е > Е Р 8 ” ТО”” НА”Щ ” И 
НАЧЕ” ”СТОП” ; Ц 1.М =М+ВМ; ” НА”Ю”КОНЕЦ”0

В рабочую информативу программы № 6 записыва­
ются параметры:
М — степень «прогиба» аппроксимирующей функции;
EPS — предельное минимальное значение относительной 

погрешности аппроксимации (в %), при котором 
прекращается счет;

±D M  — знак и щаг варьирования степени аппроксима­
ции;

N — количество узлов аппроксимации;
A[N] — места, бронируемые для значений аппроксимиру­

ющей функции;
X[N] — массив экспериментальных значений температу­

ры по нарастающей от /щш до W x ;
Y[N] — массив значений т, соответствующих массиву 

X[N];



;^3, Х4 — минимальное и максимальное значения темпе­
ратуры продукта;

АЗ, А4 — соответствующие им значения т.
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”М=+.59к,1; EPS = . l ;  DM=+.l; А [6]  ; N=6; А3 = 333.3 ;  А 4 = 8 1 .9 8 ;  
Х З = 2 8 3 ; Х 4 = 3 6 5 ; Х [ 6 ] = 2 8 3 , 293.306 ,323 ,345 ,365 ;  У [6]  = 33 3 .3,279.2 ,235.  
2 , 1 5 1 . 6 , 1 1 9 . 1 , 8 1 .9 8 ”КОН”0

После минимизации функции (III.9) на печать выво­
дятся параметры;
М. — степень аппроксимации минимизированной функ­

ции;
К, В —  масштабные коэффициенты;
L — среднее квадратическое отклонение относительной 

погрешности аппроксимации в узлах (в %)•
При восстановлении по минимизированной функции 

значения т для искомой температуры диапазона доста­
точно в рабочую информативу программы № 6 записать 
значение степени Мг, полученное при минимизации функ­
ции (I II.9), а в массиве Х[1] значением температуры, для 
которого производится расчет, заменить ближайшее из 
массива. После первого цикла счета в массиве выведен­
ных параметров будет находиться искомое значение т 
при соответствующей t. Д ля восстановления кривой те­
чения при любой температуре из заданного диапазона 
аналогичная процедура восстановления производится по 
всем рабочим информативам, соответствующим своему 
фиксированному в области значений температуры значе­
нию Y. Число рабочих информатив, в которых кодиру­
ются все  координаты т, соответственно равно числу зна­
чений у. На этом описательная процедура заканчивается. 
Дальнейший расчет зависимости Лл от Q и R произво­
дится по программе № 3.



Г л а в а  IV. МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ  
ПРОЦЕССА БЫСТРОГО ЗАМОРАЖИВАНИЯ ПРОДУКТОВ

IV.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИТИЧЕСКОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ 
В ЦЕНТРЕ ОБРАЗЦА

Экспериментальные исследования процесса замора­
живания калибровочного элемента продукта шаровой 
конфигурации показали, что при температуре продукта 
в зоне 0-:— 1 °С и при любой температуре хладагента 
происходит кристаллизация влаги [1]. В неравновесном 
режиме это явление выражается в появлении пологого 
участка на графике кривой зависимости относительной 
температуры 0 от нормированного времеии т (кри­
вые 1, 2, 3) или в смене знака производной (кривые 
4, 5) (рис. 34). Очевидно, в интервале температур хлад­
агента — 15ч— 120°С существует кривая, начиная с ко­
торой производная функции 0 =/(т) обращается в нуль 
(кривая 6). Д ля нахождения такой оптимальной кривой 
замораживания можно было бы экспериментально про­
изводить замораживание с регистрацией термограмм 
последовательно с шагом по температуре хладагента в 
интервале между —30 и —60°С. Однако т а к а я  операция 
весьма дорогостоящая, длительная и трудоемкая.

Если проанализировать графики производных dQldx 
(рис. 35) экспериментальных кривых замораживания, 
то уж е по трем кривым можно обнаружить нелинейность 
их изменения в зависимости от температуры хладагента. 
Нахождение равновесного режима сводится к нахожде­
нию кривой, расположенной между кривыми 1 2, при­
чем достаточно найти значения ординат этой кривой в 
интервале времени 0.2<т<^0.5. Для этого сначала необ­
ходимо найти аналитические выражения функций, опи­
сывающих кривые 1—3 в этом интервале. Мз рис. 35 
видно, что все кривые имеют три экстремума, поэтому 
следовало ожидать их наилучшей аппроксим ации поли­
номом 4-й степени, что и подтвердилось при анализе. 
Кривые 1—3, заданные табличными значения ми абсцисс
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Рис. 34. Зависимость относи­
тельной температуры в центре 
шара от нормированного вре­
мени при температуре х л а д а ­
гента;
1 -------5°; 2 ------ 15 °С; 3 -------30 °С;
4 ------ 60 °С; 5 -------120 °С; 6 —
—50,5 °С

Рис. 35. Зависимость скорости 
изменения относительной тем ­
пературы от нормированного  
времени при температуре  
хладагента:
t ------ 30°С; 2 ------ 60°; 3 -------120 ”С;
4 ------ 50,5 °С

н ординат, аппроксимировались по программе № 1 поли­
номами 4-й степени с фиксацией одного из корней (пра­
вого) в точке т= 1 , dQjdx = Q. Максимальная средняя 
квадратическая погрешность аппроксимации в интерва­
ле 0.227<т<0.556 составила не более 11 По­

следующий этап — нахождение координат точек, ле­
жащих на всех промежуточных (между 1 и 2) кривых 
с шагом по температуре хладагента 0.5 °С, ijo которым 
можно было бы после идентичной аппроксимации вос­
становить оптимальную кривую. Для этого выбираем ин­
тервал Ат, в котором наиболее характерно нелинейное 
изменение тенденции смещения участков кривых без из­
менения их вида. Первый интервал Дт ; 0.2-^0.3. В нем 
производятся три сечения при т = const, имеющие значе­
ния t i  =0.227; Т2 = 0.253; тз = 0.267. Если аналитически 
описать в этих сечениях изменение координат dQ/dx в 
зависимости от температуры хладагента полиномом 2 -й 
степени (предотвращая возможность «провалов» функ­
ций 3-го или 4-го порядка из-за малого количества узлов 
аппроксимации — трех), а затем восстановить их значе­
ния в интервале —30-=— 60 °С с шагом 0.5 °С, в резуль­
тате можно получить таблицу значений функции dQldx= 
= f{t) при т = 0.227; 0.253; 0.267.

Д алее производится аналогичная процедура аппрок­
симации в сечениях при c?0/dT = const и равных d0i/dT = 
= 0.5; d 02/c?T= 1; ^0з/йт= 1.5 в интервале 0 .3 < т< 0 .6  и



д л я  трех экстремумов (точки А, В, С). В результате по­
лучаются четыре таблицы значений x = f(t)  с шагом по 
температуре хладагента 0 ,5°С. Выбирая из полученных 
таблиц семь значений абсцисс и соответствующие им 
ординаты для любого фиксированного значения t, мож­
но произвести аппроксимацию кривой по восьми узлам 
(включая фиксированный корень при т = 1 ) .  Методом 
последовательных приближений программно находится 
температура, при которой значения ординат аппрокси­
мирующего полинома 4-й степени не заходят в положи­
тельную область dQldr. В данном конкретном случае эти 
условия выполняются при t = —50.5°С. Максимум функ­
ции

dB/dx =  3 • 33 — 56 • 6т -f  269x2 — 476т» +  260т^ (IV. I)

в области 0.227<т<0.556 имеет координаты: т=0.377; 
de/dT=—0.0306.

Восстановление кривой зависимости относительной 
температуры в центре щара от времени при t =  —50,5°С 
производится интегрированием выражения (IV.1).

0(т) =  Г - ^  dT-f С = 3-33т — 28х2 4-89-7х» — 119т^-Ь 
dx

+  52x\-f 0-7637. (IV.2)
Д ля восстановления константы интегрирования не­

обходимо определить положение точки С' на рис. 34, 
соответствующей левой границе интервала определения 
функции при аппроксимации. Эта операция выполняется 
такж е путем аналитического описания тенденции сдвига 
этой точки в зависимости от температуры хладагента по 
нелинейному закону в сечении при т = 0.227. В этом се­
чении фиксируются четыре ординаты 0 на кривых 2, 3, 
4, 5. По четырем точкам тенденция аппроксимируется 
полиномом 2-й степени. При восстановлении кривой 6  к 
получаемым ординатам необходимо прибавлять разницу 
между значениями 0 при t = —50.5 °С и 0 при х = 0.227, 
равную 0,7637. Восстановленная кривая 6 представлена 
на рис. 34 пунктиром, а ее производная 4 — на рис. 35.
IV.2. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕССА ПО ЭНЕРГЕТИЧЕСКИМ 
ЗАТРАТАМ

Предварительные исследования семейства нормиро­
ванных кривых замораживания калибровочного элемен­
та продукта шаровой конфигурации показали, что в
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Рис. 36. Термограммы, снятые в 
центре образца продукта (шар 
диаметром 40  мм) при темпера­
туре хладагента:
1 ------ 15 °С; 2 ------ 30 °С: 3 ------ 60 X ;
4 — 120 “С

центре шара неравновесная зона кристаллизации (с 
плоским участком), стремящаяся к нулю, достигается 
при температуре хладагента —50.5 °С. Исходные данные 
для оптимизации процесса в ступенчатом режиме пред­
ставлены семействами кривых зависимости температуры 
продукта t в центре образца от времени выдержки при 
различных значениях температуры хладагента х̂а (— 15, 
—30, —60 и —120°С) (рис. 36).

После выбора осей координат так, чтобы ось абсцисс 
проходила через максимальное значение (по модулю) 
температуры хладагента, исходные данные условно з а ­
писываются в табличном виде в первом квадранте коор­
динат —/ц=/(Г), где Т — время выдержки:

/ х а = - 1 5  °С
Т, мин 0 2 4 6 8 10 12 14
-^Ц , °С 1 3 7 .8 13 6 .64 134 1 3 0 .3 3  127 12 4 .6 7 12 2 .6 7 1 2 0 .7

< .х а = - 30  °С
Т, мин 0 2 4 6 8 10 12
-^Ц. °с 13 7 .8 136 13 0 .87  12 6 .2 1 2 3 ,6 12 2 .6 7 120

< х а = - 60  °С
Т, мин 0 2 4 6 8 10 13 14
- ^ ц .  °С 1 3 7 .8 13 5 .8 13 2 .8 128 .1 124 1 2 0 .3 1 1 7 .5 115

/ х а = - 120 °С
Т, мин 0 2 4 6 6 , 5

°С 1 3 7 .8 13 6 ,4 130 1 2 1 .7 120
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Рассмотрим последовательно режимы процесса.



Переходный режим
Границы участков процесса до момента перехода к 

равновесному режиму определяются спрямлением экспе­
риментальной кривой от начала процесса (Г = 0) до на­
чала перегиба кривой, т. е. до момента появления перво­
го положительного значения относительной погрешно­
сти аппроксимации ее отрезком прямой с фиксацией 
двух крайних на участке точек по следующей програм­
ме.
Программа № 7 спрямления кривых замораживания 

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”Ю.К= (Л 4 -Л З )  / ( Х 4 - Х З ) ; В=АЗ-ХЗХ (А 4 -А З )  / ( Х 4 -Х З )  ; ”ДЛ  
Я ”1 = 1 ”ШЛГ” 1 ”ДО'’К ’ВЫПОЛ11ИТЬ” (а [1]= Х [1]х К + В ;О Т Н [1]= ((А [1 ]  
- У [ I ]) /а [ I ]) X] 00; ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е1; ” ВЫВОД” 01,Х[ I] .’ ’ПРОБЕЛ”,У 
[ I ] ,”ПРОБЕЛ”.ОТН[ I ] .’’СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е ) ; L = V ( 2 : ( J  =2,N 
- 1 , ( ( ( A [ J  ] - y [ j  ] ) / y [ j  ] )X 10 0 )  1 2 ) / ( Ы - 1 ) ) ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е 1 ; ”ВЫ 
ВОД”01 ,Х 4 ,”ПРОБЕЛ”,К,’’ПРОБЕЛ”,В,” ПРОБЕЛ”,Ь,’’СТРОКА” ; ’’РАЗРЯ 
ДНОСТЬ”Е; ” ЕСЛИ”Ь > 4 ”Т 0 ” ”НА”Ц1” ИНАЧЕ’” ’СТ0П” ; m .X 4= X 4+ D X  
: ” НА”Ю”КОИЕЦ”0

В рабочую информативу заносятся данные:
ХЗ, Х4 — координаты аргумента левого и правого кон­

цов отрезка спрямляющей прямой;
N — число точек на участке спрямления;
АЗ, А4 — значения ординат крайних точек на участке 

спрямления;
A[N], OTH[N] — места для значений прямой в узлах и 

относительных погрешностей спрямления в узлах; 
DX — шаг приращения значения аргумента;
X[N], Y[N] — массивы исходных данных по эксперимен­

тальной кривой в узлах аппроксимации Т и tц.
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для ^ха=— 15°С

•’ПУСТЬ”Х З = р ;К = 5 ;А [ 5 ] ;Х 4 = 8 ;О Т Н [ 5 ] ;  A 3 = 1 3 7 ,8 ;A 4 = 1 2 7 .0 ;D X = - 2 ;  
Х [5 ]= 0 ,2 .4 ,6 ,8 ;У [5 ]= 13 7 .8 Д 3 6 .6 7 ,13 4 Д З О .З ,12 7 ”КОН”0

ОТН f l ] = 0  
ОТН [ 1 1 = - ! . 1 6  
ОТН [ 1 ] = — 1.2 08  
ОТН [ П = — 0 .4 6 2 6  
ОТН [ 1 ] = 0  

В = 1 3 7 . 8 ;  t = 0 . 8 5 9 8 % .

Р е з у л ь т а т с ч е т а
X f l ] = 0 А  [ 1 1 = 1 3 7 . 8
X  [ 1 ] = 2 А 11 =  1 3 5 .1
Х [ 1 ] = 4 А 11 = 1 3 2 .4
Х [ 1 ] = в А [ 1 ] = 1 2 9 . 7
X  [ 1 ] = 8 А [ 1 ]  =  127
Х 4 = 8 ; K = - i 1 . 3 5 ;

118



Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для х̂а = —3 0 °С

”ПУСТЬ”ХЗ= 0; N=5; а [ 5 ]  ; Х 4= 7 ;  0 Т Н [ 5 ] ; А З = 137 .8 ;А 4= 120 .5 ;  D X = - 2  
;X[5j = 0,2 ,4 ,6 ,7 ;  У[5] = 137 .8 ,13 6 ,13 0 .8 7 ,12 6 .2 ,123 .6”КОН”0

Р е з у л ь т а т е  ч е т а
X I = 0
X I = 2
X 1 = 4
X I = 6
X I = 7
Х 4 =7;

А I]1 =  13 7 .8 ОТН [ 11 = 0
А I] =  13 3 .7 ОТН 1 1 = — 1.6 8 7
А I =  12 9 .6 ОТН 1 1 = — 0 . 9 1 3
А 1] =  12 5 .6 ОТН 1 ] = — 0 . 4 5
А I]1 = 1 2 3 . 6 ОТН 1 1 = 0
028; В = 1 3 7 . 8 ; L = 0 . 9 7 %  .

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для /ха = —6 0 °С

” n y C T b ”X3 = 0 ;N = 6;  Л [ б 1 ; Х 4 = 1 0 ;  ОТН[б]; А 3= 137 .8 ;  А 4 = 12 3 ;  6; D X = - 2  
; Х [ 6 ]  =  0 ,2,4,6,8,1П;У[61 = 137 .8 ,13 6 ,13 2 .3 ,128 ,7 ,1 2 4 .3 ,1 2 0 .5 ” КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

X f l ] = 0  Л 1 1 = 1 3 7 . 8
Х [ 1 ] = 2  Л[1| =  1 3 4 .3
Х [ 1 ] = 4  А  [11 =  1 3 0 .8
Х [ 1 1 = 6  А [11  =  1 2 7 .4
X f l = 8  А [11 =  1 2 3 .9
X [I = 1 0  А [ 1 | = 1 2 0 . 5
-- - К = - 1 . 7 3 ;

0 Т Н [ 1  
ОТН [1 
ОТН [I 
ОТН [I 
ОТН [I 
ОТН [I

Х 4 = 1 0 ;  К = - 1 . 7 3 ;  В = 1 3 7 . 8 ;

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для /ха = — 120°С

= 0
= — 1.2 3 5
= — 1 .0 8

= — 0 . 2 7
= 0

L = 0 , 8 6 % .

”ПУСТЬ”ХЗ=0; N=5; Л[ 5 ] ; Х4=6.5; ОТН[ 5 1; А3= 137.8; А4= 120; 1Ж=+.5 
; X [ 5 j  =  0,2,4,6,6.5; У [5] = 137.8,136.4,130,121.7,120”КО!Г’С'

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
X I = 0 А I =  1 3 7 .8 ОТН I = 0
X I = 2 А I =  13 2 .3 ОТН 1 = — 3 . 0 8
X 1 =  4 А 1 =  12 6 .8 ОТН 1 1 = — 2 . 4 8 6
X I = 6 А 1 =  1 2 1 . 3 ОТН 1 1 = _ 0 , 2 7
X I = 6 . 5 А 1 =  120 ОТН 1 1 = 0
Х4 .6 . 5 ; К = - 2 . 7 3 8 ; В = 1 3 7 . 8 ; L, =  1 . 9 3 % .

Тангенс угла наклона К отрезка прямой для к а ж ­
дой температуры определяет интегральную скорость Уи 
замораживания в переходном режиме. Значения инте­
гральных скоростей процесса в зависимости от темпера­
туры хладагента приведены ниже.
<ха. ° с  — 15 — 30 — 60 — 120
у„, °С/мин — 1 .3 5  — 2 . 0 2 8  — 1 . 7 3  — 2 . 7 3 8



функция зависимости интегральной скорости процес­
са от температуры хладагента определяется по програм­
ме № 1 аппроксимацией полиномом 3-й степени.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”1)[ 1 4 ] ;  А [ 5 , 5 ] ; В [ 5 ] ; ЧМ=5; ЕР5 = 1 ю - 1 2 ;  Г = ] ; B l [  2 5 ] ;  ЧТ=4; N 
1 [ 1 ]  = 3 ; К 1 [ 1 ] = 4 ; Ч В [ 1 ] = 4 ; У [ 4 ] ; Х [ 4 | ;  Х 1 [ 4 ] = - 1 5 , - 3 0 , - 6 0 , - 1 2 0 ; У 1 [  
4]  =  1 .3 5 ,2 .0 8 ,1 .7 3 ,2 .74” КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  Rl  = 0,3-10-®; L2 = 0,2-1Q-®;
В [5] = —0,2708555; —0,14601; —0,00275; —0,Ы 0-<. 

Функция v „ = f ( t x a )  запишется в виде полинома

=  — 0.27 — 0.146^^^—0-00274 — 0 .000014-  (IV.3)
Функция зависимости времени существования пере­

ходного процесса от температуры хладагента определя­
ется по исходным данным, которые в свою очередь оп­
ределяются границами спрямленных участков Х4 экспе­
риментальных кривых t= f{T ) по времени:

/ха. °с —15 -3 0  —60 —120
Гц, мин 8 7 10 6.5

По стандартной программе № 1 производится ап­
проксимация этой зависимости полиномом 3-й степени.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для T a = f { t x & )

” ПУСТЬ” Е)[ 1 4 ] ;  A f  5 , 5 ] ;  В [ 5 ] ; Ч М =5; EPS =  1 k, - 1 2 ;  Г = 1 ; B l [  2 5 ] ;  Ч Т= 4; N 
1 [ 1 ]  =  3 ; К 1 [ 1 ] = 4 ; Ч В [ 1 ] = 4 ; Х [ 4 ] ; У [ 4 ] ; Х 1 [ 4 ] = - 1 5 , - 3 0 , - 6 0 , - 1 2 0 ; У 1 [  

4 ]  =  - 8 , - 7 . - 1 0 , - 6 . 5 ” КОН”0

Функция Та ОТ txsL представляется полиномом

Гп =  — 12.071 — 0.3974^ — 0.0091674 — 0 .0000524-
(IV.4)

Функция зависимости Э энергетической экономично­
сти процесса от t x a  определяется при условии, что з а ­
траты энергии на поддержание температуры хладагента 
зависят от нее линейно. Тогда на поддержание темпера­
туры — 120 °С необходимо затрачивать 120 условных 
энергетических единиц (узе) в единицу времени, темпе­
ратуры — 15°С— 15 уэе. Энергетическая экономичность 
есть величина, обратная затратам, и в нормированных 
единицах (по максимальному значению функции



Рис. 37. Переходный режим, s  iVfflTn 
Графики нормированных функ­
ций температуры хладагента:
Гц — времени сущ ествования пе­
реходного процесса; м о ду­
ля интегральной скорости о х л аж ­
ден и я; |[)„ I Гд — модуля макси ­
мально достижимой тем перату­
ры в центре образца; Э — энер­
гетической экономичности; ф — 
оптимизации

|̂ ’и|7'п) определится для /ха = — 120°С как  3 = 1 0 .9 4  уэе, 
соответственно для t̂ a = — 15°С 5  = 87.5 уэе.

Функция зависимости Э от х̂а определяется аппрок­
симацией полиномом 1 -й степени по исходным данным;

<ха. “С 
Э, уэе

—  15 
8 7 . 5

—  120 
1 0 . 9 4

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”1)[]41 ;  А [5 ,5 ] ;  В[5];Ч М =5;Г,Р8 = 1 к, - 12: Г= 1; HI [ 2 5 ] ;  ЧТ=2; N 
1 [ 1 ]  =  1 ;К 1 [  l ]  = 2 ; 4 B [ l | = 2 ; X [ 2 j ; y [ 2 ] ; X l [ 2 j = - J 5 , -  1 2 0 ; У 1 [ 2 ] = 8 7 . 5 ,  
1 0 .9 3 ” КОН”0

Нормированная функция 3= f(tx a )  имеет вид
Э =  98.63 0.73677^^а. (IV.5)

Нормирование функции Уи = /(^ха) в области опреде­
ления по оси ординат приводит ее значения в соответст­
вие с экстремальным значением функции Гп= 
=/(^ха) — 12.75. Нормирующий коэффициент Кя получа­
ется делением этого значения на максимальное по мо­
дулю значение функции VaT„=—2.738; /С„=4.657. Умно­
жив на /<н все значения коэффициентов полинома, опи­
сывающего эту функцию, получим нормированный поли­
ном ■

Уи(норм) I = 1.309 4- -j- 0 .0 1 3 4  -I- О.ООООбВ̂ х



функции ии(норм) И Тп воспроизводятся подстановкой 
в выражения полиномов значений аргумента в области 
определения от —15 до — 120°С с шагом через —5°С. 
Графики этих функций представлены на рис. 37. Точные 
значения функций рассчитываются по программам № 8 
и 9.

Программа М 8 воспроизведения функции «̂(порм)

”ПУСТЬ”Ю.Х=-15;Ж.У=ВО+В1ХХ+В2ХХ12+ВЗХХ!3;”ВЫВОД”01 ,Х ” ПР 
ОБЕЛ”,У,’-ПРОБЕЛ” ; D X= -5-  X=X+DX; ” НА”Ж’ТДЕ” ВО =.П 0932ю 1; В1 

I = .6 8 3 0 0 0 ю 0 ;  В2=. 1 2 9 2 0 0 ю -  1; В 3 = .6 8 3 0 0 0 ю - 4 ”КОНЕЦ”<С>

Р е 3 у  л ь т а т с ч е т а
X Y X Y X Y

— 15 - 6 . 2 5 9 45 — 9 . 4 9 — 75 — 6 . 0 7
— 20 — 7 . 7 3 — 50 — 9 .0 8 — 80 — 5 . 6
— 25 — 8 . 7 6 — 55 — 8 .5 4 — 85 — 5 . 4
— 30 — 9 .3 9 9 —60 — 7 .9 2 - 9 0 — 5 . 3
— 35 — 9 . 7 — 65 — 7 .2 7 —95 — 5 . 5 7
— 40 — 9 .7 1 — 70 - 6 . 6 — 100 — 6 . 1 3

Программа Л® 9 воспроизведения функции Тп

”ПУСТЬ” Ю . Х = - 1 5 ;  Ж .У =В0+ В1ХХ+ В2ХХ !2+ВЗХ Х13; ” ВЫВОД” 0 1 , Х ,” ПР 
О Б Е Л ” ,У,’ ’ПРОБЕЛ” ; и х = - 5 ;  X=X+DX; ”НА”Ж'ТДЕ” В О = - . 1 2 0 7 0 0 ш 2 ;  В 
1 = - . 3 9 7 0 0 0 ю 0 ; В 2  = - .9 2 0 0 0 0 ю  -  2 ;  ВЗ = - . 5 2 0 0 0 0 ю - 4 ” КОНЕЦ”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
X Y X Y X Y

—  15 — 7 . 9 9 - 5 0 — 8 .6 - 8 5 —  1 2 .7
— 20 — 7 .3 8 - 5 5 — 9 . 3 — 90 —  12 .6 4
— 25 — 7 .0 6 — 60 — 10 - 9 5 —  1 2 .5
— 30 — 7 . 0 — 65 — 10 .7 —  100 —  1 1 .9 9
— 35 - 7 . 1 7 — 70 — 1 1 . 4 — 105 — 1 1 . 2

40 — 7 . 5 2 — 75 — 1 1 .9 — ПО —  10
— 45 — 8 . 0 — 80 — 12 .5 - 1 1 5 — 8 . 6

— 120 — 6 . 5

Графическое воспроизведение функции Э (см. рис. 37) 
производится по двум точкам таблицы исходных дан­
ных. -'•/ 

Функция зависимости максимально достижимой тем­
пературы хладагента | Уц| 7’п=/(^ха) в переходном режи­
ме воспроизводится по программе № 10.



Программа М 10 воспроизведения функции максимально 
достижимой температуры хладагента

” ПУСТЬ” Ю .Х =-15 ;Ж .У = (В 0+ В 1Х Х + В 2Х Х 12+ В З Х Х Т З )Х (В 4+ В 5Х Х + В бХ Х  
t 2 + B 7 X X t 3 ) ; ”ВЫВОД” 0 1 , Х .” ПРОБЕЛ” ,У,’’ПРОБЕЛ” ; D X = - 5 ;  X=X+DX;  
"Н А”Ж ”ГДЕ”В О = - . 1 3 0 9 0 0 ю 1 ; В1 = -  . 6 8 3 0 0 0 ю 0 ;  В 2 = -  . 1 2 9 0 0 0 ю - 1 ;  В 3=  
-.бЬООООю- 4 ;  В4 = - . 1 2 0 7 0 0 ю 2 ;  В 5 = -  . 3 9 7 0 0 0 ю 0 ;  В6 = - . 9 2 0 0 0 0 jq - 2 ;  
В 7 = - . 5 2 0 0 0 0 ю - 4 ”КОНЕЦ” О

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

_ 1 5  _ 5 0  - 5 0  - 7 8  — 85 — 6 7 . 6
— 20 — 57 — 55 — 7 9 .5  — 90  — 6 7 . 4  
— 25 —6 1 . 8  — 60 —7 9 . 2  — 95 — 6 9 .4 '
— 30 — 6 5 .8  — 65 —7 7 . 7  — 100 — 7 3 . 5  
— 35 — 6 9 .5  — 70 — 7 5 . 2  — 105 — 8 2 . 2  
— 40 — 73 —75 — 7 2 .2  — 110  — 8 4 . 9  
— 45 — 76 — 80 —6 9 . 5  — 115  — 8 7 . 5

— 120 — 8 2 . 5

Произведение трех нормированных функций \va\, Тп 
и 5  (с нормирующим коэффициентом 1/5064, приводя­
щим значение функции ф к единице) имеет экстремум в 
области определения всех трех функций. Взяв производ­
ную ф' по txa. и приравняв ее нулю, можно найти то зна­
чение /ха, при котором энергетические затраты на до­
стижение максимального значения температуры продук­
та за минимальное время оптимальны, т. е. выигрыщ во 
времени за счет увеличения скорости течения процесса 
поглощается потерями в его энергетике. Д л я  построения 
графика функции ф в области определения сначала вос­
производят ее по программе № 11 с шагом —5°С, а з а ­
тем в зоне экстремума с шагом — 1 °С.

Программа № 11  воспроизведения функции ф

•’ПУCTЬ”Ю.X=-15;Ж.У=((B0+BlXX+B2XXt2+BЗXXtЗ)X(B4+B5XX+Bб^C 
X t2 + B 7 X X t3 ) ) X (В8+В9ХХ) /5064; ”ВЫВОД”01 ,Х ,’’ПРОБЕЛ”,У.” ПРОБЕЛ 

О Х = - 5 ; Х = Х + О Х ; ”НА”Ж”1 m ; ”B 0 = - . 1 3 U 9 0 0 i o l ; B l = - . 6 8 3 O 0 0 i o 0 ; B  
2 = - . 1 2 9 0 0 0 ю - 1 ; В З = - .680000,0- 4 ;  в 4 = - . 1 2 0 7 0 0 ю 2 ; в 5 = - . 3 9 7 0 0 0 ю 0 ;  
В 6 = - . 9 2 0 0 0 0 ю - 2 ;  В 7 = -  .520000ю  -  4 ;  В 8= .98 6300 ю 2;  B 9= .74 0000 io 0”K  
ОНЕЦ” ф



у л ь т а т  с ч е т а  с ш а г о м  DX = —5 “С
X Y л: Y X К

—  15 — 0 .8 6 6 —50 — 0 .9 5 - 8 5 — 0 . 4 8
- 2 0 — 0 .9 4 5 — 55 — 0 .9 1 — 90 — 0 . 4 3
— 25 — 0 .9 7 9 — 60 — 0 . 8 5 — 95 — 0 . 3 9
— 30 — 0 .9 9 - 6 5 — 0 . 7 8 — 100 — 0 . 3 6
— 35 — 1 — 70 — 0 . 7 — 105 — 0 . 3 3
— 40 — 0 .9 9 7 — 75 — 0 .6 2 — 110 — 0 . 2 9
— 45 — 0 .9 8 — 80 — 0 .5 4 — 115 — 0 . 2 4

— 120 — 0 . 1 7

Р е з у л ь т а т  с ч е т а  в зоне экстремума с шагом 
DX = — 1°С

X — 33  — 34 — 35 — 36 — 37  — 38
Y — 0 . 9 9 8  — 0 .9 9 9 5  — 1 .0 0 0 0 9  — 1.0 002 9  — 1 .0 0 0 2 1  — 0 .9 9 9 7  

•
Оптимальное значение температуры хладагента в пе­

реходном режиме, при котором достигается максималь­
ное значение температуры продукта за минимум време­
ни выдержки и оптимальных энергозатратах, составляет 
—3 6 °С. Границы участка переходного режима (начала 
участка кристаллизации) при температуре на первой 
ступени замораживания /ха = —36°С определяются сле­
дующим образом.

По полиному (1V.4) 7’ц=/(^ха) рассчитывается время 
переходного режима для х̂а = —36 °С:

Гп_зб=с= 12.07— 14.29 +  11.66 =  7.22 мин.

По полиному Vyi=f{txa) рассчитывается интегральная 
скорость процесса для х̂а = —36°С: ии-зб'’с =  2. Г  С/мин.

Зная скорость и время для х̂а = —36°С, определим 
значение перепада температуры в центре шара, до кото­
рой охладится образец: =  2,1-7.22 =  15.16°С.

Температура в центре образца при х̂а = —3 6 °С через 
7.22 мин примет значение + 2 ,64°С, т. е. ^=17.8—15.6.

Равновесный режим

Функция зависимости времени существования режи­
ма до критической точки от температуры хладагента оп­
ределяется так: из графиков кривых замораживания 
(для центра шара) в реальном масштабе времени (см. 
рис. 38) выводится зависимость от времени равновес­
ного режима—в интервале от точки перегиба до начала 
горизонтального участка;



/ха, — 15 — 3d — S o . 5
Трав. МИН 8 3 . 5  О

Эти исходные данные аппроксимируются полиномом 
2-й степени по программе № 1 .

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для 7’рав = /(  ̂ха)

”ПУСТЬ” 0 [ 1 4 ] ; А [ 5 , 5 ] ; В [ 5 ] ; Ч М = 5 ; Е Р 5  = 1 ^ - 1 2 ; Г = 1 ; В 1 [ 2 5 ] ; Ч Т = 3 ; Ы  
1 [ 1 ]  =  2 ; К 1 [ 1 ]  = 3 ;Ч В [1]  = 3 ; Х [ 3 ] ; У [ 3 ] ; Х 1 [ 3 1 = : . - 1 5 , - 3 0 . - 5 0 . 5 ; У [ 3 ] = 8
• 3.5 ,0” КОН”0

Функция 7'рав=/(^ха) ззпишется выражением 
5"рав ( х̂а) = 14.1386 +  0.46386^ха +  0.00364144. (IV.7)

Ввиду того, что для х̂а = —50.5°С горизонтальный 
участок кристаллизации «стягивается» в точку (7’рав = 
= 0), а в интервале температур — 15-=— 50.5 °С время 
равновесного режима достоверно определено только для 
двух значений /ха: — 15 и —30°С, то для аналитического 
описания постоянных времени процесса в исследуемом 
режиме необходимо в интервале температур от —30 до 
—50,5 °С восстановить Грав еще минимум для двух про­
межуточных значений /ха (—36 и —42 °С) и для /ха = 
= —49 °С, лежащей близко к /ха = —50 °С, но со време­
нем Грав, не обращающимся в нуль. Воспроизведением 
функции по полиному (IV.7) 7’рав=/(/ха) рассчитывнется 
время Трав для выбранных значений txa'.
<ха. °С - 3 6  — 42 - 4 9  - 1 5  - 3 0
Грав, МИН 2 . 1 6  1 . 0 8  0 , 1 5  8 3 . 5

Д л я  определения зависимости постоянных времени 
Трав от /ха В процессе охлаждения центра шара из се­
мейства кривых рис. 37 формируются исходные данные. 
Так как  постоянные времени определяются аппроксими­
рующей экспонентой, то для ее подбора вместо участка 
кривой замораживания в равновесном режиме необхо­
димо перенести оси координат так, чтобы ось абсцисс 
проходила для каждой кривой через максимальное (по 
модулю) значение температуры продукта, достигаемое 
при Г-^оо (практически равное ^ха)» 3 ОСЬ ординат 
через границу между участками переходного и равно- 
весного режимов. Исходя из этих условий исходные дан ­
ные запишутся так:

— =  / (Т’рав) для /ха =  — 15"С:



Т, umi 0  2  4 6  8
— /ц, °С 22  19 .6 7  1 7 .6 7  1 5 . 6 7  1 4 .3 3

- ^ ц  =  /(7’рав) ДЛЯ / ^ а = -3 0 ° С :
Т, мин О 1 3
— ^ц, “С 3 3 . 6  3 2 .6 7  30

Повторим порядок расчета начального значения 
продукта на участке равновесного режима (оно совпа­
дает  с конечным значением продукта на участке пе­
реходного режима) для /ха = —36°С:

по полиному 7’п=/(^ха): 7’п-зб°с =  7 . 2 2  мин; 
по полиному V „  =  f { t ^ a ) -  \ 1 'и -3 6 ’’С | =  2.ГС/МИН. 
Перепад температуры продукта А^ц=7.2 2 - 2 . 1  =

Температура ^рав-зб°с= 4  — =17.8— 15.16 =  2.64°С 

- ^ ц = / ( 7 ’рав) ДЛЯ / , , = - 3 6 ^ С :

Т, мин О 2 .1 6
— ^ц, °С  36.64 3 4 .5

Д Л Я  х̂а = —4 2 “С: 7’п-42^с=7.7 м и н ; | &и-42»с I = 
=2.08°С/мин; — 1.8°С.

— и̂ =  / ( 7 ’р а п )  для ^ха = —42°С:
Т, мин О 1 .08
— <ц, °С  4 3 .8  4 0 .5

Д Л Я  ^ха =  — 49°С: Г п - 4 9 '=с =  8.5 мин; | 1^ и -4 э '’с  | =  

=  1.99 С/мчн; /рав-49=с =  0 .9Х .
— t ц = f { T p a s )  Д Л Я  /ха =  —49“С;

Т, мин О 0 ,1 5
— ^ц, “С 4 9 .9  4 7 ,5

По ИСХОДНЫМ данным —/ = /(7рав) производится ап­
проксимация зависимости вида

=  (IV.8)

и по программе № 12 определяются постоянные време­
ни при минимуме погрешности аппроксимации.



Программа № 12 определения постоянных времени Трав 
С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

” ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДНОСТЬ”Е; DT=BXT; ”Д Л Я ” 1 = 1 ”ШАГ” 1 ”Д 0 ”№’ВЫ 
ПОЛНИТЬ” ( А [ I ] = А 2 -  ( А 2 - А 1 )  Xet ( -  ( (Х[ I] /Т) ) ) ;  ОУ[ I] =У[ I ] - А[ I ] ;  
ОТН[ I ] = (0У[ 1 ] /У[ I ]) ХЮО; ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е 1 ; ” ВЫВОД”01 ,Х[ I ] ,” ПР 
ОБ ЕЛ”,У[ I] .’’ПРОБЕЛ”, А[ 1 ] ,”ПРОБЕЛ”,ОТН[ I ] .’’СТРОКА” ; "РАЗРЯДИ 
OCTb”E ) ; L = V ( 2 C J = 2 , N , ( ( ( A [ J  ] - У [  J ] ) /У[ J ] )  ХЮО) t 2 ) /( N - 1 ) ) ; ”Р 
АЗРЯДНОСТЬ”Е1; ”ВЫВОД”01 ,Т,’’ПРОБЕЛ”,L,’’СТРОКА” ; ’ ’РАЗРЯДНО 
СТЬ” Е; ”ЕСЛИ” Е>ЕР5”Т 0 ””ПА”Ц”ИНАЧЕ””СТ0П” ; U.T=T+DT; ”НЛ” 
Ю”КОНЕЦ”0

В рабочую информативу записываются следующие
параметры:
± В  — знак и числовое значение доли, которую составля­

ет шаг вариации постоянной времени экспоненты, от 
значения этой постоянной;

EPS — числовое значение погрешности аппроксимации, 
по достижении которого прекращается счет;

N — количество узлов аппроксимации;
Т — первое приближение постоянной времени экспонен­

ты;
DY[N], ОТН [N]— места, бронируемые для значений аб­

солютной и относительной погрешности в узлах ап­
проксимации;

А2 — асимптотическое значение температуры продукта в 
выбранной системе координат, к которому стремится 
аппроксимирующая экспонента;

АЗ — значение температуры продукта в выбранной сис­
теме координат в узле, к которому жестко «привя­
зывается» экспонента;

А 1 — начальное значение температуры продукта в вы ­
бранной системе координат (при 7’ = 0) ;

ХЗ — координата аргумента в узле привязки;
X[N] — массив значений аргумента (исходные данные) — 

времени Т в узлах аппроксимации;
Y[N] — массив значений функции (исходные данные) — 

температуры продукта —tц в узлах.
На печать выводятся:

Т — значение времени экспоненты;
L — средняя квадратическая погрешность аппроксима­

ции.



Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  Для х̂а = — 15‘*С

"ПУСТЬ” В=-ОЛ; EPS=0.5; N=5; А[5] ; Т=19;У [5] ;0Т Н [5]; А3=14.33;  
А2=0; А 1= 2 2 ;Х З = 8 ;Х [5 ]  = 0,2,4,6,8; У [5] = 22,19.67,17.67,15.67,14.33”К 
ОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
0 2 4 6 8

22 19.72 17 .68  15 .85  14 .2
0Т Н [1]  О —0.27  —0.06  —5.9 5  0 .8435

Т =  18 .3  мин; L =  0 .7 3 % .
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для х̂а = —30°С

Х [1
All

”ПУСТЬ”В = -0 .1 ;  EPS = 0.5; N=3; А [ 3 ] ; Т=19;У  [З]; 0 Т Н [3]; А=30.00; А  
2= 0;  Х 3 = 3 ;х [ 3 ]  = 0,1 ,3 ;У  [3] = 33.6,32.67,30; Т= 26.2; А1 = 33.6”КОН”<>

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х [ 1 ]  О 1 3
А [ 1 ]  33 .6  32 .34  29 .96
0 Т Н [1]  О 1 .0  0 . 1 2

Т =  2 6 .5  мин; L =  0 .7 1 5 % .

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для^ха = —36°С

”ПУСТЬ”В = - 0 . 1 ; EPS=0.5; =2; А[ 2];  Т=19; У [2] ;  ОТН [2] ; Л2=0; У [2] 
=38.64,34.5; Т=17.6; А1 = 38.64; Х[ 2] =0,2.16; Х3=2.16; АЗ=34.5”КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х [1  о 2.16
Л[1 38.64 34.17
О ТН [1 ] О 0.94

Т =  19.1 мин; L =  0.94%.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для  /ха = —4 2 °С

"ПУСТЬ”В = -0 ,1 ;  EPS=0.5; N=2; А[2] ; Т=19; У [2]; ОТН [2 ] ;  А 2=0;У  [2 
]= 43 .80 ,40 .5 ;Т = 13 .8 ;  А 1= 43 .80 ;Х [2]  = 0,1.08;ХЗ=1.08;АЗ=40.5”КОН”О

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х [ 1 ]  О 1.08
А [ 1 ]  43 .8  40 .5
ОТН[1] О 0 .007

Т =  13 .8  мин; L =  0 .0 0 7 % .



Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для /ха = —49°С

”ПУСТЬ” В = 0 .1 ; EPS=0,5; N=2; А [ 2 ] ;  Т = 1 9 ;  У [ 2 ] ;  ОТН[ 2 ] ;  А 2 = 0 ;  Х 3 = 0  
;У  [2 ]= 49 .9 0 .47 .5 ;  Т=3.04; А 1= 4 9 .9 0 ;  Х [ 2] = 0 ,0 .15 ;  АЗ = 47 .5” КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

Х [ 1 ]  О 0 . 1 5
А ] 1 ]  4 9 . 9  4 7 .4 9
ОТН[1] О 0 .0 0 5

Т =  3 .0 4  мин; L =  0 . 0 0 5 % .

Результаты определения постоянных времени процес­
са в равновесном режиме (зависимость Трав от ^ха):

<ха. °с — 15 — 30 — 36 — 42  — 49
Трав, мин 1 8 .3  2 6 . 5  1 9 . 1  1 3 . 8  3 . 0 4

Определение функции зависимости постоянной вре­
мени от температуры хладагента в равновесном режиме 
проводится аппроксимацией полиномом 2 -й степени по 
программе Д'« 1 .

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  аппроксимации функ­
ции Трав = /( .̂ха)

”ПУСТЬ” 1)[ 1 4 ] ; А[5,5]; Б [5] ; ЧМ=5; ЕР5 = 1ю -12 ;  Г=1; B l[2 .5] ; ЧТ=5; N 
1 [ 1 1 = 2 ;К 1 [ 1 ] = 5 ;Ч Б [ 1 ] = 3 ;Х [ 5 ] ;У  [5 ] ;  Х 1 [ 5 ] = - 1 5  - 3 0 , - 3 6  - 4 2 , - 4 9 ;  
У1 [S] = 18.3,26.5,19.1,13.8.3.04"КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  L 2 = 1 .3 % ; Во=—7.3677; 
В 1 = —2.4134; В2 = —0,04518.

Функция Трав = /(  ̂ха) запишется полиномом

San =  — 7.3677 — 2.4134 ,̂^  ̂— 0 .0 45 18 4 . (IV.9)
Графики функций 7’рав=/(^ха) и Трав = /(^ха), В о с п р о ­

изведенных в области определения, представлены на 
рис. 38. Все функции нормированы по ординате к еди­
нице по аналогии с переходным режимом.

При определении функции оптимальности протека­
ния процесса в равновесном режиме находят нормиру­
ющие коэффициенты для функции Грав(^ха) /Сн1= 1/8 и 
для функции Трав (^ха) Д’п2= 1/25 (в соответствии с м ак­
симальными значениями функций в области определения 
и приведения их к 1). Общий /<’н= 1/200. Максимум 
функции находится дифференцированием ее и приравни-



Рис. 38. Равновесный режим. 
Графики нормированных функ­
ций температуры хладагента:
Г раз — времени сущ ествования р ав­
новесного р еж и м а ; T p jg  — посто­
янной времени процесса охлаж- 
дения; Э — энергетической эко ­
номичности; ^— оптимизации

ванием производной нулю. Для графического построения 
(см. рис. 38) функция 5 = 7’равТрав ВОСПРОИЗВОДИТСЯ по 
программе № 13 с шагом —1 °С.
^  . .. ■ ■ ' i ‘V 1.
Программа М 13 воспроизведения | = 7’равТрав

”ПУСТЬ"Ю.Х=-15;Ж.У= ((BO+BlXX-HB2XXt2)X(B3-bB4XX-bB5XXt2))/2. 
0 0 ; ” ВЫВОД”01 ,Х ,”ПРОБЕЛ”,У,”ПРОБЕЛ”; D X = - 1 ;  X=X+DX; ”НА”Ж’Т  
Д Е ”В О = .1414 00ю 2 ;  В1 = .4 6 0 0 0 0 ю 0 ;  В2=. ЗбООООю - 2 ;  В 3 = -  ,73 700 0ю 1 ;  
Ъ 4 = - . 2 4 1  OOO10I ; В 5 = -  . 4 5 0 0 0 0 , 0 -  1 ”КОНЕЦ” 0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х [ 1  — 15 — 16 — 17 — 18
Y [ I  0 . 7 4  0 .7 5 0 8  0 .7 5 0 7  0 .7 4 5

Максимум функции g достигается при х̂а = —16°С; 
Етах = 0.7508. Так как  этот максимум находится практи­
чески на границе области определения, то оптимум по 
энергетике остается там же, при х̂а = — 16°С.

Д ля определения времени выдержки в равновесном 
режиме необходимо рассчитать по полиному Трав = /(^ха) 
постоянную времени процесса при х̂а = — 16°С. Расчет 
производится по программе № 14.

Программа № 14 расчета Трав=/(^ха)

”I1УCTЬ”Ю.X=-16;Ж.У=(B0-^B1 X X + B 2 X X t2 ) ; ”ВЫВОД”01 ,Х , ’’ПРОБЕ 
Л ”,У.”ПРОБЕЛ” ; D X = - 5 ;  X=X + DX; ”НА”Ж”ГДЕ”В О = -  .7 3 7 0 0 0 ю 1 ; В1 = 
- . 2 4 1 0 0 0 j o l ; B 2 = - . 4 5 0 0 1 i o - l ”KOHEIi”0



Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  Х = —16, Y=  19,68. Постоян­
ная времени Трав—16°С= 19.68 мин.

Конечное значение температуры продукта в конце 
участка переходного режима составляет 2.64 °С. При 
определении времени протекания процесса по формуле, 
описывающей экспоненциальный закон изменения 
—tц=f{T) во времени (по программе № 12 ), начальное 
значение — ц̂н рассчитывается к ак  сумма: —^цн= 
= 16 + 2.64= 18.64 °С.

Конечное значение температуры на экспоненте рас­
считывается как  разность между — ц̂н и суммой темпе­
ратур, на которые должен охладиться продукт от 2.64 
до — 1.5°С (температура кристаллизации): 2.64+1.5= 
= 4.14°С, т. е. —^ц„= 18.64—4.14= 14.5°С.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  программы № 12 рас­
чета времени протекания процесса

”ПУСТЬ"В=+0.1; EPS = .5; N=2; А [2 ]  ; У [ 2 ] ;  ОТН[ 2 ] ;  А 3=  14.5; А 2 = 0 ;  А1  
= 18 .64 ;  Т= 19 .68; Х 3= 4 .9 ;  Х[ 2] =0,4 .9 ; У [2] = 1 8 .6 4 , 1 4 .5 ”КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а  
[1 
I

Х [1
Y ■
О'

О 4 . 9
18 .6 4  1 4 . 5 3

И [I] О — 0 . 2 2

Время выдержки продукта при температуре txsi — 
= — 16 °С составляет 4,9 мин. Конечное значение /рав.к= 
= —1,5 “С.

Режим вымораживания

Интегральная скорость вымораживания образца про­
дукта  (в центре) Увым при температурах —60 и —120 °С 
определяется спрямлением экспериментальных кривых 
на участках от t=  — 15°С по программе № 7. Исходные 
данные записываются по семейству кривых заморажи­
вания в системе координат, выбираемых аналогично

4 5 . 1
48  30

предыдущему режиму:
=  - 6 0 °  С

Т, мин 0 1 3
°С 5 8 .5 5 7 . 5 55

=  — 120° С
Т,  мин 0 0 . 5 1 . 2
-<Ц. “С 1 1 8 . 5 1 1 3 . 5 90



Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для функции ^̂ВЫМ — 
=f{T) при х̂а==—60°с

”ПУГТЬ”В = - .1 ;  EPS=.5; Х 3=0; N=5; А [ 5 ] ; у  [5] ;  ОТН [5]; А 3 = 58 .5 ;  А 4 =
30; X 4 - 5 . I ; D X = 0 . ! ; X [s] = 0.1 ,3 ,4 ,5 .1 ; У [s] =58.5 ,57 .5 ,55 ,48,30”КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

I] О 1 3  4 5 . 1
I 5 8 . 5  5 2 . 9  4 1 . 7 3  3 6 . 1 4  30
Н [1 ]  О —8 . 6  - 3 1 . 7  — 3 2 . 8  О

Х 4  =  5 . 1 ;  К =  — 5 .5 8 8 ;  В =  5 8 .5 ;  L = 1 7 . 7 % ;
I 1<вым-бо °с I =  5 .5 88°С ^ и н .

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  при = — 120°С

”ПУСГЬ”В = -  .1:  к PS =.5; Х3=̂ 0̂; N=3; Л [З] ; Dy [З]; ОТН [З] ; А 4 = 90 ;  Х4 
= 1 .2 :D X = 0 .1 ;X [ 3 ] = 0 ,0 .5 ,1 ,2 ;У [ 3 ] = 1 1 8 .5 , 113 .5 ,90 ;  А З = И 8 .5 ”КОИ”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

Х [ 1 ]  О 0 . 5  1 . 2
А  [I] 1 1 8 . 5  1 0 7 .2  90
0 Т Н [ 1 ]  О — 5 . 8 7  О

Х 4 = 1 . 2 ;  К =  — 2 4 .5 8 ;  В =  1 1 8 . 5 ;  L =  3 . 9 % ;
I V ,м-120 »с 1 =24.58°С/мин.

Зависимость модуля интегральной скорости вымора­
живания от температуры хладагента представлена в ви­
де следующих исходных данных:

“С — 60 - 1 2 0
I '̂вым I > °С/мин 5 .5 8 8  2 4 .5 8

Функция I '̂вым! =/(^ха) В интервале—50.6ч— 120°С 
определяется аппроксимацией исходных данных полино­
мом 1 -й степени по программе № 1 .

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для | ^вым ха)

”ПУСТЬ”0 [ 1 4 ] ; А  [5 ,5 ] ;  В [5] ;ЧМ=5; E P S = l,o -  12; Г=!;В1 [25] ;  4T=2;N  
1 [ 1 ] = 1 ; К 1  [ 1 ]= 2 ;Ч В  [l]  =2; X [2] ;У  [2] ;  XI [2] = - 6 0 ,  -  120 ;  У 1 [2] = 5.58  
8 ,2 4 .58”КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  | ивым| = — 13.51—0.3175 х̂а- 
Нормированная по максимальному значению при 

х̂а = — 120°С к единице функция запишется вы-



ражением
I 1н =  I 1/24.58 = -  0.5497 -  0.0129/„ (L2 =

=  0.01 о/о). (IV.IO)

Функция энергетической экономичности процесса 
5вым в интервале температур хладагента —50.5-1- 
— 120°С определяется аппроксимацией табличных ис­

ходных данных Полиномом 1-й степени по программе 
№ 1:

°С - 5 0 . 5  — 90 — 120
■ в̂ым > уэб 1 0 . 5  0 . 1 3

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для функции 5 в ы м  —
— f{ixa)

”ПУСГЬ”0 [ 1 4 ] : А [5,5];  В [5];  ЧМ=5; EPS = 1 ^  -  12 ;  Г=1 ;В1 [25 ] ;  ЧТ=3; N 
1 [ 1 ] - 2 ; К 1  [ 1]= 3 ;Ч В  [l]  =3; X [З]; У [З] ; X I  [З] = - 5 0 . 5 , - 9 0 , - 1 2 0 ; У 1  [З 
] = 1 , . 5 , . 1 3 ”КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
5вым= 1 -6 2 0 8 +  0.00124/^3 (L2 =  0.0018o/o). (IV .11)

Функция оптимальности процесса вымораживания 
7опт определяется по формуле

Yoirr — I ’̂вым I ‘̂ вым^вым- (IV. 12)
Время выдержки интегральной скорости |ивым| в з а ­

висимости от /ха выразится полиномом 1 -й степени.
Аппроксимация производится по результатам счета 

по программе № 1 .

/ха, °С - 5 0 . 5  — 60 ^ 1 2 0
7’вым> мин 5 .7 5  5 . 1  1 . 2

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для функции Твым =
=  / (^ х а )

” ПУСТЬ”Е)[14]; A [ 5 , 5 ] ;B [ 5 ]  ;4M = 5 ;E P S  = l j o - 1 2 ;  Г = 1 ;  B l[  2 5 ] ;  ЧТ=3; N 
1 [ 1 ]  = 2 ; К 1 [ 1 ]  = 3 ;Ч В [1 ]  = 3 ; Х [ 3 ] ; У  [ 3 ] ; Х 1 [ 3 ] = - 5 0 . 5 , - 6 0 , - 1 2 0 ; У 1 [ 3 ]  
= 5 .7 5 ,5 .1 , 1 .2 ” КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
9 .0 3 4 +  0.0653/^. (IV. 13)



4 ''’вым’ '̂̂ быа̂ Рис. 39. Режим выморажива­
ния. Графики нормированных  
функций температуры х л а д а ­
гента:
Гв ы м “  времени сущ ествования 
режима вы м ораж и ван и я; | « в ы м 1 “  
модуля интегральной скорости 
вы м ораж ивания; 1^вы м ® вы м | — 
модуля м аксим ально достижимой 
температуры в центре образца; 
Э — энергетической экономичности;

— оптимизации

Нормированная к  единице функция (IV.13) Гвым.н= 
=/(^ха) запишется выражением

Т’вым.н =  W 5 . 7 5  = 1.57 +  0.011/,,. (IV.14)

Функция 7н воспроизводится (рис. 39) по программе 
№ 15. Минимум Yh находится также по производной 
приравниваемой нулю.
Программа № 15 воспроизведения функции yh

” n yC T b ”l 6 . X = - 5 0 ;  Ж.У= (ВО + В1XX) X (В2+ВЗХХ) X (В4+В5ХХ); "ВЫВО 
Д ”01 ,Х , ’’ПРОБЕЛ”,У,’’ПРОБЕЛ” ; D X = -5 ;  X=X+DX; ”НА”Ж”ГДЕ”В О = - .  
5 4 9 0 0 0 ю 0 ;  В 1 = - . 1 2 9 0 0 0 ю  - 1 ;  B 2= .16 2 0 0 0 jo l ; В 3= .124000ю  - 1 ;  В4=.157  
ООО 101; В5 = .11300010  -  ”КОНЕЦ”0

Р е з у л ь т а т с ч е т а с шагом —-5°С
Х[1] Y[I] Х[1] Y[I] Х [1] Y[I]
— 50 0 . 0 9 7 — 75 0 ,2 4 — 100 0 , 1 8 9 9
— 55 0 . 1 4 7 — 80 0 ,2 4 1 9 — 105 0 , 1 6 7
— 60 0 . 1 8 4 — 85 0 ,2 3 7 — ПО 0 , 1 4 1 3
— 65 0 . 2 1 3 — 90 0 ,2 2 6 — 115 0 , 1 1 5
— 70 0 . 2 3 — 95 0 ,2 0 9 9 — 120 0 ,0 8 8

Р е з у л ь т а т с ч е т а с шагом - -1°С
I] — 72 — 73 — 74 — 75 — 76
I] 0 .2 0 7 8 0 .2 0 8 0 6 0 .2 0 7 9 0 .2 0 7 4 5 0 .2 0 6 6 7

Минимум функции ун=0.20806 при х̂а = —73 °С.
По полиному [Увым =f(^xa) определяется скорость 

вымораживания до t——30°С: |ивым|-зо с=9.66°С/мин.
Зная перепад температур от ц̂„== —1.5°С до ц̂к = 

= —30°С, найдем Д^ц=28.5°С, а затем определим время



Рис. 40. Оптимальный по энерго­
затратам режим быстрого замора­
живания образца продукта

выдержки при х̂а = —73°С: 
Т'вым—73°С ’̂в ы м  1 -3 0 ' ’С =
=: 28.5/9.66 = 2.95 мин.

Технология процесса 
быстрого замораживания 
(рис. 40) при чисто энерге­
тической оптимизации запи­
шется исходными данными:

В 113  i s  f  1tSi0iH213m5i$T,MuH

<ха. “С  
Г в ы м . мин

— 36
7 . 2 2

1 1 1 1 1 1 '1 1 1 1 )
-IS'-C

1 1 1 \ 1

-  - j y r
J

in -73>C

-10 
-20 
-30 
-40 
-50 
-00- 
-70

—  16 
4 . 9

— 73
2 . 9 5

2 7 ’пым =  1 5 .0 8  мин.

Сравнительный анализ неоптимального и оптималь­
ного процессов быстрого замораживания продуктов по 
энергетическим и временным затратам позволяет отме­
тить следующее.

Неоптимальный режим, исключающий появление го­
ризонтального участка на кривой замораживания во 
время кристаллизации влаги, имеет параметры:

°С
Гвым. мин

— 50-f— 18 
1 . 5

— 18
2 2 . 5

— 5 0 , 5
12

Если принять энергетические затраты в условных 
энергетических единицах (уэе), то за 1,5 мин израсходу­
ется:

на первом участке Ру =  1,5 =  51 уэе;

на втором участке Рг= 18-22.5 = 405 уэе;
на третьем участке Рз = 50 .5-12 = 606 уэе;

^^неопт =  1062_уэе.

Суммарное время процесса 2Гвым.неопт= 36 мин.
В оптимальном (по энергетике) режиме израсходу­

ется:
на первом участке Pi = 36-7.22 = 260 уэе;
на втором участке Рг = 16-4.9 = 78.4 уэе;
на третьем участке Рз = 73-2.95 = 215.4 уэе;



Суммарное время процесса ЗГвым.опт = 15.07 мин.
Экономия энергии Ьр =  (  jqq _  47 3 3 ^  _\ 1062 у
Экономия времени бг = — 58.3%.

IV.3. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕССА 
ПО КАЧЕСТВУ ГОТОВОГО ПРОДУКТА И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИМ 
ЗАТРАТАМ

При оптимизации процесса по энергетическим затра­
там воздействие температуры хладагента на качество 
продукта учитывалось только при исключении появле­
ния горизонтального участка на термограмме в режиме 
кристаллизации влаги. Под оптимизацией процесса по 
качеству понимается обеспечение его течения при таких 
условиях, когда термограмма в любой зоне имеет мини­
мальную нелинейность.

Оптимизация процесса по качеству продукта сводит­
ся к определению такого режима, при котором за мини­
мальное время достигался бы максимальный перепад 
температуры в центре образца при воздействии хл ада­
гента любой температуры в выбранном диапазоне с вы­
держкой процесса в пределах квазилинейной зоны. При­
чем при ступенчатом воздействии температуры хладаген­
та (для поддержания максимальной скорости замора­
живания) необходимо исключить попадание его в зону 
кристаллизации с горизонтальным участком на термо­
грамме.

Исходными данными при постановке задачи оптими­
зации являются термограммы зависимости температуры 
в центре образца продукта шаровой конфигурации от 
времени охлаждения при различных температурах хла­
дагента. На рис. 41 представлена термограмма в укруп­
ненном масштабе. Кривую замораживания (без учета 
зоны кристаллизации влаги) условно можно разбить на 
две зоны, характеризуемые качеством процесса охлаж­
дения:

зона переходного и квазилинейного режимов, от на­
чального значения температуры в центре (точка Н) 
до точки А. В этой зоне изменение температуры проис­
ходит сначала по экспоненциальному закону (до точек 
А', А", ...) с постоянной времени, определяемой видом 
продукта, перепадом температуры хладагента А^ха Я



Рис. 41. Термограммы  
центра образца продук­
та в зонах переходного, 
квазилинейного и нели­
нейного режимов зам о­
раживания

геометрией образца, затем на небольшом участке (от 
Л ' до Л) по квазилинейному закону;

зона нелинейного режима характеризуется замедле­
нием процесса охлаждения после точки А до точек 
Б", Б', ... и характеризуется либо энергетической недо­
статочностью воздействия хладагента на продукт, либо 
началом необратимых процессов при приближении к зо­
не кристаллизации.

Так как  при любом значении перепада температуры 
хладагента обойти переходный режим невозможно, поиск 
оптимальных параметров целесообразно вести в инте­
гральных величинах, характеризующих весь квазилиней­
ный режим (с переходным и квазилинейным участками 
до точки перегиба кривой замораживания).

Нахождение границы зоны квазилинейного 
интегрального режима охлаждения в области, 
опрб;;целяемой экспериментальными значениями А^ха

Процесс охлаждения от начала координат до точки Л 
характеризуется интегральной скоростью изменения 
температуры в центре образца за время охлаждения 
Т и перепадом температуры хладагента А/ха- В соответ­
ствии с рис. 41 на кривой замораживания по программе 
№ 14 производится спрямление участка этой кривой от­
резками прямой НА', НА", НА. Параметром, сигнали­
зирующим о попадания правого конца отрезка прямой в 
точку Л (конец квазилинейного и начало нелинейного 
режимов), является относительная погрешность аппрок­
симации. В программе № 14 шагом изменяются коорди­
наты правого конца отрезка аппроксимирующей прямой 
до тех пор, пока для всех промежуточных узлов (от А ' 
до S') не исчезнут положительные значения относитель-



ной погрешности аппроксимации. Узел, с которого на­
блюдаются только ее отрицательные значения, соответ­
ствует точке А. Угол наклона вектора ЯЛ к оси абсцисс 
есть интегральная скорость процесса в квазилинейном 
режиме при фиксированном значении А/ха-
Программа № 16 спрямления кривой замораживания 
в квазилинейном режиме ,

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”Ю.”ДЛЯ” Я=Ж”ШАГ” 1 ”ДO” Ĵ”BЫПOЛHИTЬ” (К[ я ]  = (А4[ я] -  
АЗ) / (Х 4[Я ] - Х З ) ; В[ Я] = ( (Х 4[Я ] ХАЗ) -  (А4[ Я] ХХЗ))/ (Х 4[Я ]  - Х З ) ; ”  
Д Л Я ”Г=1”ШАГ” 1”ДО”К” ВЫПОЛНИТЬ” (А[ I] = Х [1]  ХК[ Я] + В [Я ]; ОТН[
I] = ( ( А [ I ] - У [  I ] ) /А[I]) X100 ;  ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е 1; ” ВЫВОД”01 ,ОТН[I], 
’ ’СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”6 ) ; Ь = х / ( 2 а  = 2 ,N - 1 , ( ( ( A [ J  ]+V[J ])/У[
J  ] )Х 10 0 )  t 2 ) / ( N - l ) ) ; ”PAЗPЯДHOCTЬ”E l ; ” BЫBOД”01,Ж ,”ПPOБEЛ”,K  
[ я ] , ” ПР0БЕЛ”,Х4[ Я ] ,’’ПРОБЕЛ”,L,"СТРОКА”) ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”6 ; ”Е 
СЛИ”1 ? » 3 ”ТО””НА”Ю”ИНАЧЕ””СТОП”; ”НА”Ю” КОНЕЦ”0

Экспериментальные термограммы сняты для четырех 
значений температуры хладагента х̂а, что соответствует 
при начальном значении температуры в центре образца 
^цн=17.7°С следующим перепадам А^ха:

/ха, °с  — 15 —30 —60 — 120
Д̂ ха. °С 32.7 47.7 77.7 137.7

В рабочую информативу записываются следующие 
параметры:
N — количество узлов аппроксимации на кривой замо­

раживания;
ХЗ, АЗ — координаты начала спрямляющего отрезка пря­

мой и кривой замораживания по оси абсцисс (време­
ни) и ординат (температуры продукта);

Ж, N 1 — номера начального и конечного узлов спрям­
ления на правом конце отрезка прямой;

X4[N1] — массив координат узлов спрямления (от на­
чального Ж до конечного N1 ) по оси абсцисс;

A4[N1] — массив координат узлов спрямления по оси ор­
динат;

OTH[Nl] — места, бронируемые для значений относи­
тельной погрешности аппроксимации (по числу N); 

A[N], K[N], В [N] — места, бронируемые для параметров 
аппроксимирующего отрезка прямой;



X[N], Y[N1— массивы координат всех узлов аппроксима­
ции по осям абсцисс и ординат.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для Д^ха = 32.7°С

” I iyC Tb” N= 12; Х[ 121 = 1,2,3,4,5 ,6 ,7 ,8,9 ,10,11,12 ; У[ 1 2 ] = 17.7,16.8,15.8,14 
,12.4 ,10.7 ,8 .7 ,7 .3 ,6 ,5 .2 ,4 ,3 ; Х4[ 8] =5,6 ,7 ,8 ,9 ,10,11,12; А 4 [8 ]  = 12 .4 ,10.7,8.7, 
7.3 ,6,5.2,4,3; А3=17.7 ; Х3=0; ОТН[ 12 ] ;  л [  12 ] ;  К[ 12 ] ;  В[ 1 2 ] ;  N1 = 8; Ж=4 
”КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

0 Т Н [ 1 ] ,  — 7 . 9  — 1 1 .2 5  — 1 4 .4 9  — 12 — 1 0 . 7  — 8 . 0 8  — 1 . 1 6 2
%

Ж  =  4; К [ Я ] = — 1 , 3 ;  Х 4  [Я] =  8 ;  L =  8 . 7 %  .

На печать выводятся параметры:
Ж; К [Я] — интегральная скорость на отрезке спрямле­

ния;
Х4 [Я] — координаты по оси времени правого узла 

спрямления на отрезке;
L — средняя квадратическая погрешность аппроксима­

ции в узлах на отрезке спрямления;
А ^ х а  = 32.7°С; у„з2.7 = —1-3°С/мин; Тз2.г = 8 мин;
[оизг.?! =0.1625°С/мин2 — интегральное ускорение на 
участке.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для А^ха = 47.7°С

”ПУСТЬ”К = 10 ;  Х[ 1 0] = 1,2.3,4,5,6 ,7,8,9 ,1 0 ;  У[ 10] = 17 .7 ,17 .2 ,13 .3 ,10 .9 ,8 ,6 .  
26 ,4 ,2 .68 ,1 .35 ,0 ;  А 4 [8 ]  = 13 .3,10 .9 ,8 ,6 .26 ,4 ,2 .68,1 .35 ,0 ;  Х 4 [ 8] = 3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 
, 10 ;  А 3 = 17 .7 ;  Х 3 = 0 ;  ОТН[ 10 ] ;  а [ Ю]; Ж=5; N1=8; К[ 1 0 ] ;  В[ 1 0 ] ” КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а  
0 Т Н [ 1 ] ,  % — 1 2 .4  — 2 4 .7  — 1 2 . 4  — 1 0 . 4  — 1 0 . 8  — 5 О 

Ж  = 5 ;  К [Я] = - 1 . 9 5 7 ;  Х 4  [Я] =  7 ;  L =  33.27o/o;
Д^^а =  4 7 . 7 ° С ;  47 7 =  — 3 . 1 5 8 °  С/мин; ^ = 5  мин;

I а„ 47 7 1 = 0 , 2 7 9 5  °С/мин^

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для Д̂ ха = 77.7°С

’Ч 1У Ш г-М -'5гХ [5]  = 15 ,15 .5 , 16 , 16 .5 , 17 ;У [ 5 ]  = - 1 1 , - ^ 1 9 , 5 , - 2 8 . 7 , - 3 2 . ^ . - 3  
6 ;Х 4 [  3] = 16 ,16 .5 ,17 ;  A4 f  3] = - 2 8 . 7 , - 3 2 . 6 , - 3 6 ;  А3 = 17 .7; Х 3 = 0 ;  0 Т Н [ 5 1 ;  
A [ 5 j ; K f 3 ] ; B [ 3 ] ; X = l ; N  1=3"КОН” 0



Р е з у л ь т а т  с ч е т а  
0 Т Н [ 1 ] ,  % 6 2 . 9  3 7 .6  1 2 .6  5 . 2 9  О

Ж  =  3 ;  К [ Я ] = — 3 . 1 6 ;  Х 4[Я ]  =  17; L =  3 1 % ;  == 7 7 .7 °  С;
7 7 . 7  = — 3 . 1 5 8 ° С/мин; j  — M мин;

I J, I =  0 . 1 8 5 7 6 ° С/мин^.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для А^ха = 137.7°С

” n y C T b ” N;=12;X[ 1 2 ] = 6 .5,6 .75,7,7.25,7 .5,7.75,8*8.25,8-5,9,9 .5,Ю; У[ 12] = 
0 , - 3 , - 7 , - 1 2 , - 1 7 , - 3 0 , - 4 6 , - 6 0 . 5 , - 6 6 . 5 ,  7 5 , - 8 4 , - 8 9 ;  Х4[ 6] =8,8.25,8.5,9,  
9 .5 ,10 ;  А4( 6] = - 4 6 , - 6 0 . 5 , - 6 6 . 5 , - 7 5 . - 8 4 . - 8 9 ;  Л 3= 17.7; ХЗ = 0;ОТН[ 12 J;  
_А[ 12 J ; К[ 6 ] ;  В[ 6 ];  Ж =5; N1 = 6 ” КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
ОТН [1]. % ЮЭ 94 .5  8 7 .7  70 .97  72 .83  54 .0  3 2 .3  14 .3  9 . 2  4 .600  
Ж  = 5 ;  К [Я] = — 10 .7 ;  Х 4[Я ]  =  9 .5 ;  L =  5 8 % ;  Д<ха =  137.7°С;  
'̂и 1 3 7 . 7 ~ — 10.7^С/мин; T’ i 3 7 . 7 = 9 . 5  мин : | J 3 7  7  1 =1.12°С/мин^.

Определение функциональной зависимости 
интегрального ускорения |а„| =  |Оп/Гл^ха | 
в квазилинейном режиме от перепада температуры 
хладагента

В результате спрямления кривых замораживания 
найденные для квазилинейного режима значения модуля 
интегрального ускорения процесса охлаждения представ­
ляются в виде табличной зависимости от перепадов тем­
пературы:

Д/ха. °С 3 2 . 7  4 7 .7  7 7 . 7  13 7 .7
1 %  I , °С/мин2 0 . 1 6 2 5  0 .2 7 9 5  0 . 1 8 5 7 6  1 . 1 2

Критическая температура для исследуемого продукта, 
при которой обеспечивается равенство подводимого и 
отводимого тепла, имеет значение —50.5 °С, что соответ­
ствует перепаду температуры хладагента Д ^ х а = = 6 8 . 2 ° С .  

Так как  практика замораживания продуктов показала, 
что при оттаивании после глубокого охлаждения продукт 
значительно теряет свои вкусовые качества по сравне­
нию с идентичным менее глубоким замораживанием, то 
предпочтительнее выбрать максимум функции ускоре­
ния |аи|=/(Д^ха) (при наличии нескольких максимумов



в температурном диапазоне хладагента) в более высоко­
температурной докристаллизационной области. В связи 
с этим достаточно подобрать функцию |аи| =/(А^ха). 
хорошо совпадающую в зоне х̂а от О до —60 °С. Аппрок­
симирующая функция имеет вид

I «и I = ------------ ^ --------Г -  . (IV .I5 )
К Нг ВА/ха + 

где В, Л1 — константы аппроксимации.

Программа М 17 аппроксимации функции |а„| (А^ха) 
С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”Ю.К= (ХЗ/ ( 1 -Х З / Х 4 )) X (1/АЗ- 1/А4+МХ (Х4 Х З ) ) ; В= 1/А4-К/  
Х 4 - М Х Х 4 ; ”ДЛЯ”1= 1 ” ШАГ” 1”ДО”1^’ВЫПОЛНИТЬ” (Л[1]=Х[1]/(К+ВХ  
Х[ IJ+MX (Х[ I] t 2 ) ) ;  ” РАЗРЯДКОСТЬ” Е1; ” ВЬШОД”01,У[ I].’’ПРОБЕЛ”, 
А [ 1 ] ,” СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”6 ) ; Е = ^ ( 2 а  = 1 .N , ( ( ( A [ J  ] - У [ 1  ])/  
y [ j  ]) Х100) t 2 ) / ( N - D ) ; ” РАЗРЯДНОСТЬ” Е1; ” ВЫВОД” 01,М,”ПРОБЕЛ" 
,К,’’ПРОБЕЛ”,В,’’ПРОБЕЛ”,L,"СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”6; ”ЕСЛИ”Ь 

> Е Р 8” Т 0 ””НА”Щ ”ИНАЧЕ””СТ0П” ; Ц1.М=М+Ш ; ” НА”Ю” КОНЕЦ”0

В рабочую информативу программы № 17 заносятся 
параметры:
М — начальное приближение коэффициента аппроксима­

ции, определяющего «прогиб» функции |аи|;
E P S —-минимальное значение погрешности аппроксима­

ции, по достижении которого прекращается счет;
N — количество узлов аппроксимации;
A[N] — места, бронируемые для значений аппроксими­

рующей функции (по числу N) в узлах;
ХЗ, АЗ, Х4, А4 — координаты привязки (фиксации) ап­

проксимирующей функции к узлам;
X[N], Y[N] — массивы табличных значений аргумента и 

аппроксимируемой функции в узлах;
±DM — знак и шаг варьирования коэффициента М.

На печать выводятся данные:
Y [I ]— ̂табличные значения аппроксимируемой функции 

в узлах;
А [ 1] — значения аппроксимирующей функции в узлах; 
М, К, В — значения коэффициентов при аргументе в по­

линоме знаменателя функции |аи|;
L — средняя квадратическая погрешность аппроксима­

ции в узлах.



Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  программы аппрокси­
мации функции |аи1 =/(А^ха)

”ПУСТЬ”М -  0 .22;  EPS =0.5; А [4];  N=4; Х 3= 47.7 ;  .^3=0.2795; Х 4= 7 7 .7 ;  А 4
• = 0 .1 8 5 7 6 ;Х [ 4 ] = 3 2 .7 ,4 7 .7 ,7 7 .7 , 13 7 .7 ;У  [ 4 ] = 0 .1 6 2 5 ,0 .2 7 9 5 ,0 . ]8 5 7 6 ,1 .1 2 ”К 

ОН” 0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

0.1625
0.1673

0.2795
0.2795

0 . 1 8 5 7
0 . 1 8 5 7

М  =  22; К  =  592.3; В  =  — 19.33; L  =  54?6 . 

Аппроксимирующая функция имеет вид

592.3— 19.ЗЗА;, ,  + 0.22д4

0.112
0.0655

(IV. 16)

На рис. 4 2  представлена табличная и аналитическая 
функции |аи|- Приравнивая производную |«и|' нулю, 
можно получить значение аргумента Л ^ х а = 5 1 . 8 ° С ,  при 
котором функция |аи| имеет максимум |аи1тах= 
=  0 . 2 8 5 6 9 5 .  Перепад температуры А ^ х а  =  5 1 . 8 “ С  соответ­
ствует температуре хладагента на ступени х̂а =  —4 4 . 1  “ С .

Включение в процедуру оптимизации энергетического 
параметра

Расчет оптимальной температуры хладагента, обес­
печивающей в докристаллизационной зоне квазилиней­
ный режим охлаждения с максимальным ускорением из­
менения температуры в центре образца продукта, пока­
зал, что это значение составляет га—44.1 °С. Но чтобы

0.Ц, Э

Рис. 42. Графики норми­
рованных функций пере­
пада температуры з ам о ­
раживания;
J — табличной; 2 — анали­
тической; 3 — внергозатрат



учесть влияние на оптимальность прбцесса энергетичес­
ких затрат, необходимо определить удельные энергети­
ческие затраты на поддержание требуемого (по услови­
ям качественной оптимальности) ускорения |a„|. Д ля 
этого надо ввести характеристику энергетических затрат 
в виде функции условных энергозатрат в единицу време­
ни 5  = /(A^xa) и нормировать ее по координате А/ха, 
приведя к максимальному значению, равному макси­
мальному значению |аи| max = 0.285695 в учитываемой 
области определения. Если принять, что для обеспечения 
перепада температуры хладагента 137.7 °С необходимо 
затрачивать 0.285695 уэе в единицу времени, а при 
0°С — О уэе, то функция вида y = kx (см. рис. 42) примет 
вид

Э =  =  0.0020747А4. (IV. 17)
137 • 7

Отношение функции 5  к |а„| и есть функция удель­
ных затрат на формирование ускорения процесса, т. е.

Ф =  1.2288 — 0.0401039А/^а +  0.0004564А4. (IV.18)
Взяв производную от ф по А^ха

ф' =  — 0.0401 +0.00091 А4а (IV.19)

и приравняв ее нулю, найдем то значение перепада тем­
пературы А^ха, при котором ЭТИ затрзты минимальны, 
т. е. А/ха = 43.93 44 °С (^ха = —26.3°С).

Определение 1функции зависимости абсолютного 
значения температуры в центре образца от перепада 
температуры хладагента и времени охлаждения

Так как  переходный процесс при любом перепаде 
температуры хладагента протекает по экспоненциально­
му закону, а участок с квазилинейным режимом являет­
ся его продолжением, то с некоторой погрешностью (в 
пределах погрешности эксперимента) можно задаться 
видом функции, приближенно описывающей кривую з а ­
мораживания в квазилинейном режиме:

/ц = В +  К е^\  (IV.20)

где /ц —  текущее значение температуры в центре образца, °С; Т —  
время охлаждения, мин; В, К. М —  константы аппроксимации.



Программа М 18 аппроксимации кривой замораживания 
функцией tu,=f(T)

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

” ПУСТЬ”Ю.К= (А З-В )/  ( e t  (МХХЗ)) ;  ”ДЛЯ” 1= 1” ШАГ” 1”ДО”К”ВЫПОЛ 
НИТЬ” (А[1]=В+КХ ( e t  (МХХ[ I]) ) ;  ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е 1; ” ВЫВОД”01,У[1]  

 ̂/'ПРОБЕЛ”,А[ 1] /’СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”б) ; L = v / ( S ( J  =1,N, ( ( (А  
[ J  ] - y [ j  ] ) / y [ J  ] ) Х 1 0 0 )  1 2 ) / ( М - 1 ) ) ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е 1 ; ”ВЫВОД”01 ,  
М,"ПРОБЕЛ”,К,” ПРОБЕЛ”,В,” ПРОБЕЛ”,Т,"СТРОКА” ; "РАЗРЯДНОСТЬ” 
б; ” ЕСЛИ”Ь > Е Р8”ТО””НА”Ц1”ИНАЧЕ””СТОП” ; Ц1.М=М+ОМ; ”НА”Ю” 

КОНЕЦ”0  ''

В рабочую информативу записываются следующие 
параметры:
М — первое приближение значения показателя степени, 

определяющего «прогиб» функции tц{T);
EPS — минимальное значение погрешности аппроксима­

ции, по достижении которого прекращается счет;
N — число узлов аппроксимации;
A[N] — места, бронируемые для значений аппроксими­

рующей функции (по числу N узлов) ;
ХЗ, АЗ — координаты привязки правого конца аппрокси­

мирующей функции по осям абсцисс и ординат;
В — координата аппроксимируемой функции по оси ор­

динат на левом конце (при 7’ = 0);
ОТН [N] — места, бронируемые для значений относитель­

ной погрешности аппроксимации (по числу N );
X [N], Y [N] — массивы координат всех узлов аппрокси­

мации по осям абсцисс и ординат;
±DM — знак и шаг варьирования показателя степени М.

Исходные данные здесь те же, что и в программе 
№ 16 спрямления кривых замораживания.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  программы подбора 
функции tn{T) для Д ^ х а  = 32.7°С ( ^ х а  = — 15°С)

"ПУСТЬ”М=+.25; EPS = 5 ;  А [8] ;  N =8;X3=8; А 3= 7.3 ;  В=17.7 ;  X [З] =1.2 ,3  
. 4 ,5 .6 ,7 ,8 ;У  [8 ]= 17 .7 ,16 .8 ,15 .8 ,14 .0 ,12 .4 ,10 .7 ,8 .7 .7 .3 ;O T fl  fs l  • DM=+ Г ’К 
о н ” 0  ‘

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  М = 0.25; К = —1.407; В = 
= 17.7; L = 7.386 %.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для Л ^ х а  = 47.7°С .

’ПУСТЬ”М=+.24; EPS = .5; А[ 7 ] ;  N=7; Х 3= 7 ;  А 3 = 4 ;  В = 17.7 ;  Х[ 7] = 1,2 ,3,
4 ,5 .6 ,7 ;У .[7]  = 17 .7 ,17 .2 ,13 .3Д 0 .9 ,8 ,6 .26 ,4 ;О Т Н [7] ;О М = + .1”КОН”0  

144



Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  М=0.24; К = —2.553; В =
= 17.7; L=  13.95%.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для  А^ха = 77.7°С и 
при ожидаемом в процессе формирования режима замо­
раживания ступенчатом перепаде температуры хлада­
гента А^ха^16°С

” ПУСТЬ”М=+.36; EPS?=.5; А [ 4 ] ; N=4; В = 17 .7 ;  О Т Н [4] ; Ш=>.01; Х [ 4 ] » 1

5 ,1 5 .5 , 1 6 , 1 6 .5 ;  y [ 4 j  t = - l l - 1 9 . 5 , - 2 8 . 7 , - 3 2 . 6 ;  А З = - 3 2 . 6 ; Х З = 1 6 . 5 ”КОН”^

Р е з у л ь т а т  с ч е т а ;  М=0.36; К = —0.1323; В =
= 17.7; L= 11.27 %.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для Д^ха = 77.7°С и 
при ожидаемом ступенчатом перепаде температуры в 
центре образца А^ц^16°С

”ПУСТЬ”М=.22; EPS=.5; А [4];  N=4; Х 3= 8 ;  В = 17 .7 ;  У [4] - 1 7 , 1 2 , 8 . 4 ;  X [4] 
= 2,4 ,6 ,8 ;  0 Т Н [ 4 ] ; А 3 = 4 ;  Ш = . 0 1 ” КОН”О ,

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  М = 0.22; К = —2.357; В=17.7; 
L=  11.87 %.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для Д^ха= 137.7 °С

”ПУСГЬ”М = .832; EPS = 5; В=17.7 ; DM = 002 ;  Х 3 = 7 .7 5 ; А 3  = -  30; А [б] М==в 
:Х [б ]= 6 .5 ,6 .7 5 ,7 ,7 .25 ,7 ,5 ,7 .75 ;У  [ б ] = . 8 , - 3 , - 7 ,  1 2 . - 1 7 , - 3 0 ; О Т Н [ б ] ’'К 
О Н "0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  М=0.832; К = —0.07554; В = 
= 17.7; L=  13.68 %.

Зависимости коэффициентов 1К| и от А^ха выра­
жаются следующими данными: 

для ожидаемого А^„^16°С:
Л^ха. °с

I К|
1/М

3 2 . 7 4 7 . 7 7 7 . 7 1 3 7 .7
1 .4 0 7 2 .5 5 3 0 . 1 3 2 3 0 . 7 5 5
4 4 . 1 6 2 . 7 8 1 . 2

ГО А ^ ц < 1 6 ° С :

3 2 .7 4 7 . 7 7 7 . 7 1 3 7 . 7
1 .4 0 7 2 .5 5 3 2 . 3 5 7 0 .0 7 5 5
4 4 . 1 6 4 . 5 ! 5 1.2

Д^ха. °С
I К i

1/М

По виду приведенных зависимостей |К|=/(А^ха) и 
1/М = /(А^ха) для аппроксимации наиболее подходит 
функция вида (IV.15). Поскольку оптимальный процесс 
определен на первой ступени в докристаллизационной



зоне (А^ха —44°С), а вторая ступень должна быть реали­
зована (во избежание формирования горизонтального 
участка на кривой замораживания) при А^ха = —50.5 °С, 
то при аппроксимации по программе № 17 |К| и 1/М 
достаточно обеспечить их хорошее аналитическое описа­
ние в двух областях существования;

д л я  I К I 

д л я  1/м

0<Д<ха<47.7°С — 
47 .7°С < Д < ха< 137 .7°С  —

1(Д<ц>16°С)
2(А̂ ц<16°С)

0< Д < ха< 77.?°С  -(1/М )1(Д <ц>16°С)  
7 7 . 7 ° С < Д /ха< 137 .7°С  — (1/М)а (Д<ц<16°С)

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  к программе № 17 
аппроксимации функции |K|i (А^ха) в области 0-^47.7°С

” ПУСТЬ” М=.1; EPS = .5; а [4 ] ; N=4; Х3=32.7; А3=1.407; Х4=47.7; А4=2. 
553;X[4] = 32.7,47.7,77.7,137.7;y[4]=1.407,2.553,.1323,.0755;DM=. 1 ” К  
о н ” 0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

Y [ I ]  1 .407  2 .553  0 .1323  0 .0755  
А [1 ]  1 .406  2 .552  0 .5374 0 . 1 4 7

М, = 0.1; Ki =  189.1; Bi = -8 . 3 4 3 .
Выражение для расчета |K|i:

l K l i = ---------------(IV.21)
1 8 9 . 1  — 8.343Д<ха +  0.1Д^ха

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  к программе № 17 
аппроксимации функции |К|2(А^ха) в области 47.7-^- 
Ч-137.7°С

’’ПУСТЬ” М=.026; EPS = .5; Л [4 ] ; N=4; Х3=47.7; Л3 = 2.553; Х4=137.7; А4
=  0 ,0 755 ;  Х [ 4 ] = 3 2 . 7 ,4 7 . 7 , 7 7 . 7 , 1 3 7 .7 ;у [ 4 ]  = 1 .4 0 7 ,2 .5 5 3 , . 1 3 2 3 , .0 7 5 5 ;0 м = .

1 ”КОН”<>

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

Y[I
А [1

1 .4 0 7  2 .5 53  0 .1323  0 .075 5  
- 0 . 1 3 5 5  2 .552  0 .1354  0 .075 5
М =  0 . 0 2 6 ;  К =  - 7 8 9 , 4 ;  В = 1 5 . 7 .

Выражение для расчета |К|2:

1 К 1, = -------------------^ ------------------ . (IV.22)
-  7 8 9 ,4  +  15.7Д/ха +  0-026Д<2^



Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  к программе № 17 
аппроксимации функции (l/M)i(A^xa) в области 0 4 - 7 7  °С

” ПУСТЬ” М=.0 0 734 ;  EPS = .5; А[4]  ; N=4; Х3 = 32 .7 ;  А 3 = 4 ;  Х4='77.7; к А - 1 .
7 8 ; Х [ 4 ]  =  3 2 .7 ,4 7 .7 ,7 7 .7 , 1 3 7 .7 ;У [ 4 ] = 4 ,4 . 1 6 ,2 .7 8 , 1 . 2 ;Ш = .1 ” КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

Y f l ]  4 4 . 1 6  2 . 7 8  1 . 2
А [ 1 ]  4 4 . 1 6 1  2 . 7 8  1 .3 6 9

М =  0 .0 0 7 3 4 ;  К = 1 2 . 4 5 ;  В =  — 0 .3 7 0 9 .

Выражение для расчета (1/M)i:

(1/M)i -- -----------------------^ ---------------------- . (1V .23)
12 ^ 4 5 - 0 . 3 7 0 9 А < х а  +  0 . 0 0 7 3 4 Д 4

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  к  программе № 17 
аппроксимации функции ( 1/М)2 (А^ха) в области 77-^- 
- Ы 3 7 . 7 ° С

”ПУСТЬ”М - 009; EPS=.5; А [4]; N=4; Х 3= 32 .7 ;  А 3 = 4 ;  Х 4 - 7 7 . 7 ;  А 4 = 2 .7 8  
; X [4] =32 .7 ,47 .7 ,77 .7 ,137 .7 ;  У [4] = 4.4 .16 ,2 .78 ,1 .2 ;  D M - 1 ”КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Y [ l ]  4 4 .16  2 .7 8  1 .2
А[ 1 ]  4 4.51 2 .7 8  1 .24

М =  0 .009 ;  К =  16.67; В =  —0 .5 5 4 1 .

Выражение для расчета (1/М)г:

(1/М), = ------------------- ^ ---------------- ---  . (IV.24)
16 .67  — о, 5541 Д^ха +  0.009Д^2^

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  к программе № 17 
аппроксимации функции |К|2(А^ха) в области 0-f-77.7°C 
и ожидаемом перепаде А^ц<16°С

”ПУСТЬ”М = .0173 ;  EPS=.5; А [ 4 ] ; N=4; Х 3 = 3 2 .7 ;  Л 3 = 1 .4 0 7 ;  Х 4 = 7 7 .7 ;  А4  

= 2.3 57 ;  Х [ 4 ]  =32 .7 ,47 .7 ,77 .7 ,137 .7 ;  У[4]  = 1 .407 ,2 .553 ,2 .357 , .0755 ;  DM=.l  
”КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
1 . 4 0 7  ^
1 .4 0 6  S

М =  0 . 0 1 7 3 ;  К =  6 0 . 1 2 ;  В = - 1 . 6 9 3 .

Y [ l ]  1 . 4 0 7  2 .5 5 3  2 . 3 5 7  0 .0 7 5 5
А [ 1 ]  1 .4 0 6  2 .5 5 1  2 , 3 5 7  0 . 8 8 8 8



Выражение для расчета [ КЬ:
Â iaК 1. =

6 0 .12  — 1 . 693А/ха +  0 . 0 173 х а

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  к программе № 17 
аппроксимации функции ( 1/М)2 (А^ха) в области 04- 
-^77.7 °С и ожидаемом перепаде А^ц^16°С

”ПУСТЬ”М = -.0007 ;  EPS=.5; а [4] ; N=4; Х3=32.7; А3=4; Х4=77.7; А4=4  
.545; Х[4] = 32.7,47.7,77.7,137.7; У [4] =4,4.16,4.545,1.2; D M -.1”KOH”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
4 . 1 6
4 .1 6 1

4.545
4.545

М =  — 0.0007; К  =  -0.08582; В  = 

Выражение Д Л Я  расчета ( 1/М)2:

1.2
5 .6 0 2

с 0 . 2 7 5 5 .

( 1/М)2 = (IV.26)
— 0 .08582 +  0 .2755М^^ ~  0 .0007Д<̂ __

Функция зависимости температуры в центре образца 
от перепада температуры А̂ ха и времени охлаждения 

определяется подстановкой выражений для расчета |К| 
и 1/М в выражение В общем виде выраже­
ние для расчета примет вид

Ц̂К ц̂н
м .

X

X  exp
2 \

L \
(IV.27)

где (цк —  конечная температура на ступени; /цн —  начальная темпе­
ратура.

Из выражения (IV.27), задаваясь начальной и конеч­
ной температурами в центре образца, можно рассчитать 
время охлаждения при оптимальном перепаде

/ ( ( ц и  -  ^цк) (̂ 1̂ +  '
"̂ОПТ -- In

+  М М а).

+

(1V.28)

Двухступенчатый режим. Режим характеризуется пе­
репадом температуры на первой ступени А^ха = 44°С



= —26.3 °C) И на второй М^  ̂= 68.2°С  (^ха = 
=  — 5 0 . 5 ° С ) .= —50.5°С).
Программа № 19 расчета охлаждения образца до 
= 1°С при ^цн=17.7“С

”ПУСТЬ” Ю.Х=44; Ж,У= (LN( (( ГЦ1 -ТЦ2) X (К1+В1 ХХ+М1Х ( X l 2 ) ))  /X) X 
X)/(K2+B2XX+M2X(Xt2)) : ”1!ЫВОД”()! ,Х,” 11РОЫ:Л”,У,” 1И’ОЫ :Л” ; UX= 
5 ;X = X  + DX; ”НА”Ж”ГД1;'’ Пи =-1 77000 i„2 ;  ТЦ2 = 1 ; K l = . l 891 ООщЗ; В1 =  
- .83 4 3 0 O io l ;M l= .10 0 0 0 0 io 0 ;K 2 = .12 4 5 ( )O i„ 2 ;  1)2= -. 37 0 9 0 0 ,цО; М2=.734  
0 0 0 , о - 2 ” КОН1,Ц’'0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  X = 44; Y = 7.57; Гохл = 7 .57мин 
при х̂а = —26.3 °С.

Так как  функция 7’охл(А^ха) для перепадов Л^ц<16°С 
определена коэффициентами при |К| и 1/М, то в рабо­
чую информативу сначала надо заложить соответствую­
щие коэффициенты, просчитав время охлаждения Т до 
ц̂и = - 1 5 ° С .

Программа М 20 расчета Тохл при Д^ха = 68.2°С (^ха = 
= —50.5°С) и охлаждении образца до ^цк=—15°С 
от ^цн= 1 °С

”ПУСТЬ” Ю.Х=.682000ю2,-Ж.У= (LN( ( (ТЦ 1-ТЦ 2) Х:(К1+В1ХХ+М1Х ( X t 2  
)))/Х) XX)/(К 2+В2Х Х+М 2Х (Х12)) ;”ВЫВОД”01 ,Х , ’’ПРОБЕЛ”,у , ’’ПРОБ 
ЕЛ”; DX=5; X=X+D X ; ”ИА”Ж”ГДЕ”Т Щ = 1 ; Т Ц 2 = - 3 ;  К 1 = .6 0 1 2 0 0 ю 2 ;  В1
—  .16 9 3 0 0 ]о 1 ;  Ml = . 1 7 3 0 0 0 ю - 1 ; К 2 = - . 8 5 8 2 0 0 1 0 - 1 ;  B2=.275500jqO; М2  
= -  .7ООООО10 - 3 ”КОПЕЦ”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  Х=68.2; Y = 7.83; 7’охл = 
= 7.83 мин при х̂а = —50.5°С.

Затем определяется время охлаждения для А^ха при 
А^ц>16°С до ц̂н = —30“С от ^цн=-^ 1 °С.

Программа № 21 расчета Тохл при Afxa = 68.2°C
50.5°С) и охлаждении образца до /ц„ = —30°С 

от ^цн= 1 °С

”ПУСТЬ”Ю.Х.= .682000ю2;Ж.У= (LN( ( (ТЩ-ТЦ2) X (К1+В1ХХ+М1Х (ХТ
2) t )/Х) XX) / (К2+В2ХХ+М2Х (Xt2)); ”ВЫВОД”01,Х,”ПРОЫ:Л”,У,”ПРО 
БЕЛ”; DX=5; X=X + DX; ”НА”Ж”ГДЕ”ТЦ1 =1 ; ТЦ2=- 30; К1= .789400ш 
3; В1=.157000ш2; М1=.2б0000ю -1; K2=.124500,q2; В2=-.370900шО; М2 
=.734000jo-2”KOHELl”C>



Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  Х = 68.2; Y=16.68; 7'охл = 
= 16.68 мин при fxa = —50.5 °С.

Д ля второй ступени окончательно рассчитывается 
время охлаждения от ^цн=1°С до ^цк= — 15°С для 
А^ц>16°С.

Программа М  22 расчета Гохл при A^xa = 68.2°C
(^ха = —50.5°С) и охлаждении образца до (цк = —15°С
от /цн=1 °С

•ПУCTЪ”Ю.X=.682000ю2;Ж.У=(LN(((TЦl-TЦ2)X(Kl+BlXX+MlX(Xt2 
) ) /X) XX) / (К2+В2ХХ+М2Х ( X t 2 ) ) ;  ”ВЫВОД”01 ,Х,” ПРОБ ЕЛ” ,У,’’ПРОБ 

5Л ” ; DX=5; X=X+D X ; ”НА”Ж’ТДЕ”Т Ц 1= 1 ; Т Ц 2= - 15 ;  К1 = -  .789400юЗ  
B 1=  1 5 7 0 0 0 i o 2 ;M 1 = .2 6 0 0 0 0 i o - 1 ;K 2 = .1 2 4 5 0 0 i o 2 ;B 2 = - .3 7 0 9 0 0 i o O ;M 2  

= . 7 3 4 0 0 0 ю - 2 ”КОНЕЦ” 0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  Х = 68.2; Y=14.6; Тохл = 
= 14.6 мин при А^ха = 68.2°С.

Истинное время охлаждения на конечном участке 
второй ступени определяется при fxa = —50.5 °С как раз­
ность, т. е. 7’охл= 16.68—14.6 = 2.08 мин. Общее время ох­
лаждения образца при ^ха=—50.5°С есть сумма време­
ни на начальном и конечном участках: r-sQ.s^c =7.83^- 
-f 2.08=9.9 мин.

Двухступенчатый режим запишется в  табличной 
форме:

^ха. °С — 2 6 .3  — 5 0 .5  
Т,  мин 7 .5 7  9 . 9

Трехступенчатый режим. Для обеспечения прохожде­
ния зоны кристаллизации при повышенном абсолютном 
значении |̂ ха| >50.5°С , исключающем появление гори­
зонтального участка в зоне кристаллизации, до темпера­
туры —3°С и снижении энергозатрат в режиме вымора­
живания от —3 до —30 °С рассчитан трехступенчатый 
режим: —26.3-Ь—50.5-f-47 °С.
Программа № 23 расчета времени охлаждения при 
А^ха = 68.2°С (^ха = —50.5°С) от ^цн=1‘’С до

”ПУСТЬ”Ю .Х=.682000ю2;Ж .У=(ЬМ (((ТЦ 1-ТЦ 2)Х(К1+В1ХХ+М 1Х(Х+2  
)  ) ) /X) XX) / (К2+В2ХХ+М2Х (X t2 )  ) ;  ”ВЫВОД”01 ,Х,” ПРОБЕЛ”,У.” ПРОБ 
Е Л ”; D X = 5 ;X = X + D X ; ”НА”Ж’ТДЕ”Т Ц 1 = 1 ; Т Ц 2 = - 1 5 ; К 1 = . 6 0 1 2 0 0 ю 2 ; В  

l = - . 1 6 9 3 0 0 i o l ; M l =  1 7 3 0 0 0 j o - l ; K 2 = - . 8 5 8 2 0 0 i o - l ; B 2 = . 2 7 5 5 0 0 j o O j M i  
= ^ .7 0 0 0 0 0 ю  -  3 ”К0НЕЦ” 0  
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Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  Х = 68.2; Y = 1.7; Гохл=1-7мин 
при Л < х а  = 68.2°С.

Программа № 24 расчета времени охлаждения при
=  (fxa = —47°С) от /ц„=—3°С до ^ц„=—30°С

”ПУСТЬ”Ю.Х=.440000к,2; Ж.У= (LN( ( (ТЦ1-ТЦ2) X (К1+В1ХХ+М1Х (X t2  
) ) ) /X) XX)/{К2+В2ХХ+М2Х (Xt 2 ) ) ;  ” ВЫВОД”01 ,Х ,” ПРОБЕЛ” ,У.” ПРОБ 
ЕЛ” ; О Х = 5;Х = Х  + О Х ;”11Л”Ж”ГДЕ”Т Ц 1 = - 3 ; Т Ц 2 = - 3 0 ;  К1 = .18 910 0ю З  
; В 1 = -  .8 3 4 3 0 0 ю 1 ; М1=.1 ОООООюО; К 2 = .1 2 15 0 0 ю 2 ;  В 2 = -  . 3 7 0 9 0 0 ю 0 ;  М2 
=.734000io-2”KOHIU”C>

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  X = 4 4 ; Y = 9.61; Г о х л  =  9.61 мин 
при ^ха = —47 °С.

Трехступенчатый режим запишется в табличной фор­
ме:

Т, мии
— 2 6 . 3

7 . 5 7
— 5 0 .5

1 .7
— 47
9 .6 1

Сравнительный анализ оптимальных режимов 
и режима с чисто (Энергетической оптимизацией

Различные режимы характеризуются следующими 
параметрами:

неоптимальный режим: 2 Риеопт = Ю62 уэе; 27 ’неопт = 
= 36 мин;

режим с чисто энергетической оптимизацией: 2 Рэ = 
= 554 уэе, экономия энергии бр = 47 .8% ; 27 ’э= 
= 15.07 мин, экономия времени бг = 58.3 %;

Рис. 43. Оптимальные режимы быстрого замораживания продукта:  
а  — двухступенчаты й ; б — трехступенчатый



двухступенчатый режим: 2Р2о=26.3-7.57 + 50.5-9.9 = 
= 699 уэе, экономия энергии 6р = 34%;  27 ’2с=17.5 мин, 
экономия времени бт = 51 .5% ; трехступенчатый режим: 
2Рзс = 26 .2-7 .57+50.5-1.7+47-9.61=737 уэе, экономия 
энергии бр = 30.6% ; Б7’зс=19.06 мин, экономия времени 
бт = 47 % .

Из сравнения данных видно, что режимы, учитываю­
щие качественную оптимизацию, дают экономию энергии 
и времени значительно меньшую, чем режим с чисто 
энергетической оптимизацией, но достаточную, чтобы 
конкурировать с неоптимальным режимом. Выбор между 
двух- и трехступенчатым режимами должен основывать­
ся на оценке дополнительных затрат на техническую 
реализацию. На рис. 43 представлены графики двух- и 
трехступенчатого режимов (для сравнения пункти­
ром показан режим с чисто энергетической оптимиза­
цией).

Расчет ожидаемых термограмм центра образца

Д л я  значений K i.B i ,  Ml, К2,В г ,М 2, входящих в виде 
параметров в выражение для расчета времени охлаж­
дения на ступени, составим таблицу (табл. 4) соответст­
вия их различным областям существования и примене­
ния в температурном диапазоне и перепада А̂ ха-

По основной стандартной программе № 22 рассчиты­
ваются термограммы для обоих режимов (модификации 
программы № 22 — с № 25 по № 29).

Двухступенчатый режим. Первая ступень, рассчиты­
вается за время от О до 7.57 мин с шагом DX=1 мин.

Т а б л и ц а  4

Область 
сущ ествования 

в температурном 
диапазоне

А # ц> 16»С Д < ц< 16°С

0<Д< < 4 7 “'СХо
47» С<Д<^^< 

< 7 7 °  С
77° С < Д < ха<  

< 1 3 7 °  С
0 < Д / ^ ,< 7 7 °С

X d

K i 1 8 9 . 1 — 7 8 9 .4 - 7 8 9 . 4 6 0 . 1 2
Bi — 8 .3 4 3 15 .7 1 5 .7 — 1 .6 9 3
Ml 0.1 0 .0 2 6 0 . 0 2 6 — 0 .0 1 7 3
к . 1 2 . 4 5 12 .45 1 6 .6 7 — 0.0 858 2
в, — 0 . 3 7 0 9 — 0.3 709 — 0 .5 5 4 1 0 .2 7 5 5
м . 0 .0 0 7 3 4 0 .00734 0 .0 0 9 — 0 .0 0 0 7



Вторая ступень рассчитывается в два этапа; за время от 
О до 7.83 мин с шагом 1 мин и за время от 14.6 до 
16.68 мин с шагом 1 мин.

Программа М 25 расчета времени охлаждения 
на 1-й ступени

”ПУСТЪ”Ю.2 = 1; Ж .У=ТЦ1- ( (Z/ (К1+В1XZ+M1X (Z t 2 )  ) )  X ( e t  ( (  (К2+В2 
XZ+M2 X ( Z 1 2 ) ) /Z) X X )) ) ;  ” BbIBOfl”01 ,Z ,” nPO BE n” ,У,’’ПРОБЕЛ” ; DZ =  
1 ;Z = Z  + D Z ;”HA”Ж”ГДE”Z = 4 4 ; T Ц l = . 1 7 7 0 0 0 l o 2 ; K l =  1 8 9 1 0 0 i o 3 ; B l = -  
.8 З4 ЗОО101 ; M=. 1 ; K 2= .l  24500 io2 ;  B 2 = - .  37090ОюО; М 2= .734000ю  - 2 ”K  
ОНЕЦ” 0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

X 1 2 3 4 5 6  7 7 . 5 7
Y  1 4 . 1  1 3 . 1 9  1 1 . 9 9  10 .4 8  8 . 5 7  6 . 1 5  3 . 0 9  0 . 9 9 9

Программа № 26 расчета времени охлаждения 
на 2-й ступени (1-й этап)

”n y C T b ”ro.Z = 1; Ж.У=ТЦ1- ( (Z/ (K1+B1XZ+M1X (Z t 2 ) ) )  X (e1 ( ( (К2+В2 
XZ+M2X (Z t 2 ) ) /Z) XX)) ) ;  ”ВЫВ0Д” П1 ,Z,”ПРОБЕЛ”,У,’’ПРОБЕЛ” ; D 
Z = 1 ; Z = Z  + DZ; ”HA”Ж”rД E ”Z = .6 8 2 0 0 0 ш 2 ; ТЦ1 =1; K1 = .601200ю 2;  B l=  
- . 1 6 9 3 0 0 i o l ; Ml =. 17ЗООО10 - 1 ;  K 2 = -  .858200 ,0  - 1 ;  В 2= .27 5500 ю 0;  М2 = 
- . 7 0 0 0 0 0 , 0 - 3 ”КОН1-Ц” 0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

X 1 2 3 4
Т с учетом 1-й 8 .5 7 9 . 5 7 1 0 . 5 7 1 1 . 5 7
ступени
Y — 2 . 4 — 3 . 2 7 4 . 3 6 — 5 . 7 2

X 5 6 7 7 . 8 3
Т с учетом 1-й 1 2 .5 7 1 3 .5 7 1 4 .5 7 1 5 . 5
ступени
У — 7 . 4 2 — 9 . 5 7 —  1 2 .2 5 — 1 4 . 9

Программа № 27 расчета времени охлаждения 
на 2-й ступени (2-й этап)

”ПУCTЬ”Ю.Z = l;Ж.У=TЦl-((Z/(Kl+BlXZ+MlX(Zt2)))X(et(((K2+B2 
XZ+M2 X ( Z t 2 ) ) /Z) X X )) ) ;  ”ВЫВОД”0 1 , г , ” ПРОБЕЛ”,У,"ПРОБЕЛ” ; DZ=  
1 ; Z =Z +DZ; ”НА”Ж”ГДЕ”г  = .6 8 2 0 0 0 ю2; Т Ц 1= 1 ; К1 = - . 7 8 9 4 0 0 , o 3 ; В 1 -  
. 1 5 7 0 0 0 ,o 2 ;M l= .2 6 0 0 0 0 io - l ;K 2 = .1 2 4 5 0 0 io 2 ;B 2 = ~ .3 7 0 9 0 0 io O ;M 2 = . - 7 3 4  

ОООю- 2 ”КОНЕЦ”0



Р е з у л ь т а т  с ч е т а

X 1 4 .6  15 16 1 6 .6 8
Т с учетом 1-го 1 5 .5  1 5 .9  1 6 .9  1 7 . 5  
этапа
Y — 1 5 . 1 8  — 1 7 .3 4  — 2 4 .0 6  — 2 9 . 9 8

По результатам расчета строится график прогнози­
руемой термограммы в координатах X — время охлаж­
дения, Y — температура в центре образца.

Трехступенчатый режим. Первая ступень рассчиты­
вается аналогично таковой для двухступенчатого режи­
ма. Вторая ступень рассчитывается за время от О до 
1.7 мин с шагом 0.5 мин; третья ступень — з а  время от 
О до 9.6 мин с шагом 1 мин.

Программа № 28 расчета времени охлаждения 
на 2-й ступени

’’ПУCTЬ'’Ю.Z = .500000ю0;Ж.У=TЦl-((Z/(Kl+BlXZ+MlK(Zt2)))X(et( 
( (K2+D2XZ+M2X (Z t 2 ) ) /Z) XX))) ; ”ВЫВОД”0 1 , г , ” ПРОБ ЕЛ”,У,’’ПРОБЕ
Л ”; DZ = 5 0 0 0 0 0 lo 0 ;Z = Z  + D Z ;”HA” Ж”ГДE”Z = .6 8 2 0 0 0 l o 2 ; T Ц l = l ; K l = .  
6 0 1 2 0 0 , o 2 ; B l = - . 1 6 9 3 0 0 i o l ; M l = . 1 7 3 0 0 0 i o - l ; K 2 = -  . 8 5 8 2 0 0 ш ^  1; В2=. 
2 7 5 5 0 0 ю 0 ;  М2 = -  .700000ю  -  3 ”КОНЕЦ” 0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

X 0 . 5  1 1 . 5  1 .7 1
Y 1 — 2 . 4  — 2 .8 1  — 2 .9 9

Программа М  29 расчета времени охлаждения 
на 3-й ступени

”ПУСТЬ”Ю.г=.ДОООООю1; Ж.У=ТЦ! - ( (Z/(K1 + B1 XZ+M1 X CZ t 2 ) ) )  X (e t (  ( 
(K2+B2XZ+M2X (Z t 2 ) ) /Z) X X )) ) ;  ” BЫBOД”01 ,Z ,” ПPOБEЛ”,У,” ПPOБEЛ 

D Z = .1 0 0 0 0 0 i o l ; Z =Z + DZ ; ”HЛ”Ж’■ГДE•’Z = .440000ю 2;  Т Ц 1= -  3; К1 = 
. 18 9 10 0 io 3 ;  B I = - . 8 3 4 3 0 0 101; Ml = .1 0 0 0 0 0 1 0 0 ;K 2 = .1 2 4 5 0 0 1 0 2 ;B 2 = - .3 7 0  
9 0 0 i o O ;M 2 = .7 3 4 0 0 0 i o - 2 ”KOHEU” 0

'■Г'

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
X Y X Y

1 - 3 6 —  14 .5
2 — 7 .5 1 7 — 1 7 .6
3 — 8 . 7 8 — 2 1 . 5
4 — 1 0 .2 9 — 2 6 .4
5 - 1 2 . 1 9 .6 J — 30



Рис. 44. Прогнозируемые термограммы двухступенчатого (а) 
и трехступенчатого (б) режимов замораживания (для  цент­
ра образца)

На рис. 44 изображены прогнозируемые термограм­
мы двух- и трехступенчатого режимов замораживания 
образца.

Чтобы оценить качественную оптимизацию режимов 
по стандартной программе, необходимо аппроксимиро­
вать полученные термограммы полиномами 1 -й степени 
и сравнить величину отклонения кривых термограмм от 
линейного закона изменения температуры в центре об­
разца. Оценка производится по средней квадратической 
погрешности аппроксимации каждой кривой. Исходные 
данные записываются в координатах |—^ц|=/{7’) при 
смещении оси абсцисс на минимальное значение темпе­
ратуры в центре —30 °С.

Двухступенчатый режим в табличной форме запишет­
ся так :

г |-/ц| г 1 -^ ц 1 Г

0 12 0 .5 7 84 14 51
1 1 1 8 .5 8 7 6 .5 15 43
2 1 1 6 .5 9 6 9 . 5 16 33
3 112 10 67 17 16
4 106 11 65 1 7 .6 0
5 99 12 61
6 91 13 5 6 .5



Д ля трехступенчатого режима имеем:

1- ' ц 1  ̂ 1-<ц1 т 1-<ц1
0 120.5 7 84 14 48.5
1 118.5 8 76.5 15 43
2 116.5 9 69.5 16 36
3 112 10 67 17 27
4 106 11 60 17.6 20.8
5 99 12 55 18.9 О
6 91 13 fe, 52.5

Двухступенчатый режим описывается полиномом 
I— ц̂| =128.07—6.139 Т с погрешностью 6 = 6.6 %; трех­
ступенчатый— I—/ц| = 126.75—5.97 Т с погрешностью 
6 = 4 .39% . Очевидно, трехступенчатая термограмма бли­
же к  линейной в 1,5 раза.



Г л а в а  V. МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ 
ПРОЦЕССОВ/ТЕПЛОВОЙ СУШКИ ПРОДУКТОВ

V.I. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ КРИВЫХ СУШКИ

Задача оптимизации процесса тепловой сушки про­
дуктов в принудительном режиме сводится к определе­
нию соотношений между параметрами процесса: темпе­
ратурой сушильного агента на каждой ступени, временем 
выдержки, начальной температурой сушки и начальной 
и конечной влажностью продукта, позволяющими без 
снижения качества готового продукта провести процесс 
с минимальным суммарным временем сушки при мини­
муме энергозатрат.

На основе экспериментального высушивания продук­
тов до постоянной массы в условиях трехкратного по­
вторения опытов и совпадения их результатов в пределах 
погрешности эксперимента были получены кривые сушки 
и кривые скорости сушки коллоидных тел с капиллярно­
пористой структурой при варьировании температуры су­
шильного агента (воздуха) tea от 60 до 100 °С. Харак­
терной особенностью кривой сушки таких продуктов я в ­
ляется отсутствие начального периода постоянной ско­
рости, что делает невозможным применение известных 
методов расчета продолжительности сушки, поэтому для 
реализации расчета параметров процесса был применен 
метод аналитического моделирования.

Методика аналитического описания трехмерной 
модели процесса

Исходными данными для аналитического описания 
процесса является семейство кривых, выражаюш,их з а ­
висимость массы высушиваемого продукта G от времени 
Гс и заданных в табличной форме G = f{T c), для раз­
личных (пяти) значений температуры сушильного аген­
та: 60, 70, 80, 90 и 100 “С.



Графический анализ и физическая сущность процес­
са (наличие асимптотического значения: при Т-^оо 
G ^G min) обусловили выбор вида аппроксимирующей 
функции:

G =  G „ ,„ -  (Gr^in-Gm,,) (V.1)

где Gmin —  асимптотическое значение G, кгс; Gmax —  начальное 
значение G при Тс=0, кгс; т —  постоянная времени экспоненты, ч; 
Тс —  текущее значение аргумента — времени сушки, ч.

Значения Gmm и Стах для всех кривых сушки в ис­
ходных данных одинаковы, поэтому аналитические функ­
ции, аппроксимирующие экспериментальные кривые, 
будут отличаться только значениями постоянной време­
ни т.

Для вычисления первого приближения значения т 
функцию (V.1) в области определения:

G =  Gmax ^cmln “
G = Gmin При Тестах

следует привязать к конкретному экспериментальному 
значению (к координатам одной из точек таблицы дан­
ных)

As =  Gm,„ -  (Gmin -  С ш ах)/’ '^  (V-2)

Решая уравнение (V.2) относительно т, получим

т = -----------------------------------------------. (V.3)
In (Gmin — ^max ) — In (Omin — -^з)

Расчет значений аппроксимирующей функции в к а ж ­
дом узле А [ 1] аппроксимации осуществляется по про­
грамме № 30.

Программа М  30 нахождения первого приближения т 
С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

’ ’ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДНОСТЬ”Е ;Т = Х З / (Ь Ы (А 1-А 2 ) -Ь Ы { А З -А 2 ) ) ;У С =  
2 ( J  = 1 ,Н  y [ j  ])/N;roi.DT=BXT; ”ДЛЯ”1 = 1 ”ШАГ” 1 ”Д 0 ” №’ ВЫП0ЛНИТ 
Ь” (А[ I] = А 2 -  ( А 2 - А 1 )  Xet ( -  ( (Х[ 1]/Т)).); ) ;  L=-s/(2(J  = 2 ,Н  ( (  (А[ J ] -  
У[ J ] ) /У[ J  ] )  ХЮО) t2 )  / ( N - 1 ) ) ;  ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е1; ” ВЫВОД”01,Т,” ПР 
0 Б Е Л ”,Ь,”С Т Р0К А” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е; ”ЕСЛИ” Ь>ЕР5”ТО”” НА”Ц”И 
НАЧЕ””СТОП” ; Ц.Т=Т+ОТ; ”НА”Ю1”КОНЕЦ”0



На первом шаге в выражение (V .1 ) подставляют зна­
чения т в соответствии с формулой (V.3), затем варьи­
руют значение т с шагом 0.05 до тех пор, пока мера точ­
ности аппроксимации массива значений функции во всех 
узлах

не достигнет минимума.
В рабочую информативу записываются следующие па­

раметры:
Х [1] — массив значений аргумента (времени) в узлах 

аппроксимации;
Y [I ]— массив значений массы G в узлах;
А [ 1] — места, бронируемые для значений аппроксимиру­

ющей функции в узлах;
N — количество узлов аппроксимации;
В — шаг варьирования постоянной времени т;
К — коэффициент пропорциональности начального зна­

чения Кх, от которого начинается варьирование;
EPS — значение относительной погрешности аппрокси­

мации, по достижении которого счет прекращается; 
ХЗ — значение аргумента (Тс) в узле привязки;
АЗ — значение функции на экспериментальной кривой в 

узле привязки;
А 1 , А2 — максимальное и минимальное значения массы 

продукта.
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для /са = 60°С

” ПУСТЬ”В=+.01; EPS=.5k)0; Х 3= 1б ;  N = 17; А[ 1 7 ] ;  Т = 9.54 ;  0У[ 1 7 ] ;  ОТН 
[ 1 7 ] ;  А 3 = 4 0 .8 ;  А1 = 144 .5 ;  А 2= 21 .90 ;  Х[ 17] = 0 ,1 ,2 ,3 ,4 .5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,10 ,1 1 ,12 ,1  
3 ,1 4 , 1 5 , 1 6 ;  У [ 1 7 ]  = 14 4 .64 ,13 3 .9 2 ,12 4 .1 ,1 15 .17 ,10 5 .3 5 ,9 7 .3 2 ,9 0 .17 ,8 1 .2 5 ,7 6 .  
78 ,71 .42 ,66 .07 ,61 .6 ,58 .92 ,53 .8 ,49 .3 ,44 .95 ,40 .8 ;  V [ 1 7 ] ”K 0H ”0

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для с̂а = 70°С

”ПУСТЬ”В = - . 0 1 ; 1'Р5=.5юО; №=19; А[ 1 9 ] ;  Т=5 6 0 ;  DV[ 1 9 ] ;  ОТН[ 1 9 ] ;  А
3= 2 1 .95 ;  А 1  = 144 .5 ;  А2 = 2 1 .9 0 ;Х З = 1 8 .7 ;У [  19 ]  = 13 4 .4 ,1 2 1 .6 ,10 8 .8 ,9 7 .6 ,8
6 .4 ,75 .2 ,68 .8 ,62 .4 ,54 .4 ,49 .6 ,42 .8 ,38 .9 ,35 .1 ,29 .9 ,26 .6 ,25 .0 ,23 .5 ,22 ,21 .95 ;  V [ l  
9] ;Х [  1 9 ] = . 7 , 1.7 ,2.7,3 .7,4 .7 ,5 .7 ,6 .7 ,7 .7 ,8 .7 ,9 .7 ,10 .7 ,11 .7 ,12 .7 ,13 .7 ,14 .7 ,15 .7  
, 1 6 .7 ,1 7 .7 ,1 8 .7 ”КОН”0



Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для fca=80'’C 

' ”ПУСТЬ”В = - . 0 1 ; EPS = 5 юО; Х 3 = 2 1 ;  N=22; А[ 2 2 ] ;  Т = 6 .23 ;  0 У [ 2 2 ] ;  ОТН
[ 2 2 ] ;  А3=22.0; А1 = 320 .2 ;А 2  = 10.00;Х[22]=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10Д1,12,1  
3,14,15,16,17,18,19,20,21 ;  У[ 22] =320.2,285.71,247.9,206.8,185.71,157.98,1
36.97.118.48.102.52.86.55.73.11.61.34.53.78.47.05.39.49.36.13.34.45.29.9.2
6.6 .25.0 .23.5 .22.0 ;  V [ 2 2 ] ”KOH”0

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для с̂а = 90°С

” ПУСТЬ”В = - . 0 1 ;  EPS =.5ю0; Х 3 = 2 1; N=22; А[ 2 2 ] ;  Т = 6 .2 3 ;  ПУ[ 2 2 ] ;  ОТН 
[ 2 2 ] ;А З = 2 2 .0 ;  А1 = 3 2 0 .2 ;Л 2  = 1 0 .0 0 ;Х [2 2 ]= 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,1 0 ,1 1 Д 2 ,1  
3 ,1 4 ,1 5 ,16 ,17 ,1 8 ,1 9 ,2 0 ,2 1  ;У[  22] = 320 .2 ,285 .7 1 ,247 .9 ,209 .8 ,185 .71 ,157 .98 ,1
36 .97 .1 18 .4 8 .102 .52 .86 .55 .73 .11 .61 .34 .53 .78 .47 .05 .39 .49 .36 .13 .34 .45 .29 .9 .2
6.6 .25.0 .23 .5 .22 .0 ;  V [22] ”КОН” 0

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для^са=ЮО°С

/ ’ПУСТЬ”В = - . 0 1 ;  EPS=.5ioO; Х 3 = 1 4 ;  N=15; А[ 1 5 ] ;  Т = 2 .8 7 ;  ОУ[ 15 ] ;  ОТН 

[ 15 ]  ;А З = 2 3 .5 ;А 1  = 3 2 6 .3 ;А 2  = 2 1 . 9 5 ; Х [ 1 5 ] = 0 , 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,10 ,11 ,12 ,1  
3 ,14 ;У [15 ]= 326 .3 .26 4 .0 2 ,19 0 .7 ,13 5 .2 9 ,9 8 .6 4 ,7 3 .0 6 ,5 8 .5 7 ,4 9 .19 ,4 0 .6 6 ,3 5 .5 5  
,31 .55 ,28 .2 ,25 .0 .23 .5 ,23 .5 ;  V [  15] ”КОН”0

По получении т при L = Lmin для точного определения 
значения т в программу № 31 заносится полученное зна­
чение его вместо К  под символом Т. Остальные исход­
ные данные в рабочей информативе программы № 31 те 
же, что и в программе № 30. Варьирование т произво­
дится с десятикратным уменьшением шага Ат.

Программа № 31 нахождения точного значения х 
С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

’’ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДН0СТЬ” Е ;У С = Б (1  = l , N , y [ J  ] )/N;  Ю1.ОТ=ВХГ; ”Д 
Л Я ’Т= Г ’ШЛГ" 1 ”ДО”Н”ВЫПОЛНИТЬ” (А[ I] = А 2 - (А 2 - А 1 ) Xet ( - ( (Х[ I] 
/Т)) )  ; 0У[ I] = у [  1] -  А[ I ] ; ОТИ[ 1]= (0У[1]/,У[1])Х 10 0 ;V [ l]=  ( А 2 - А 1 )  X e t (
-  ( (Х[ I ]/Т)))  /Т; ”РАЗРЯДН0СТЬ"Е1; ”ВЫВОД”01 ,Х[ I ] , ’ ’ПРОБЕЛ”,У[ I] 
, ’ ’ПРОБЕЛ”,А[ I ] ,’’ПРОБЕЛ”,У[ I] ,’’ПРОБЕЛ”,ОТН[ 1] ,”СТРОКА” ; ’’РАЗ 
РЯДНОСТЬ”Е ) ; L = V ( S ( J  = 2,Н  ((  (А[ J ] - У [  J ]) /У[ J ] )  ХЮО) t 2 ) / (N-^1 
) ) ;  ” РАЗРЯДН0СТЬ” Е1; ”ВЫВОД”01,Т,” ПРОБЕЛ”,Е,” СТРОКА” ; ”РАЗР 
ЯДН0СТЬ”Е ; ”ЕСЛИ” Е > Е Р5”Т 0 ””НА”Ц”ИНАЧЕ””СТ0П ” ;Ц.Т=Т+Ш'; 
’ ’НА ”Ю1 "КОНЕЦ” 0

На печать выводятся следующие параметры:



X[I], Y[I] — значения аргумента и функции в узлах ап­
проксимации;

А [ 1] — значение аппроксимирующей функции в узле 
аппроксимации;

0ТН[1] — относительная погрешность в узле аппрокси­
мации;

V[I] — значение производной (скорости сушки) в узле; 
Г — значение постоянной времени т;
L — средняя квадратическая погрешность аппроксима­

ции по всем узлам (в %).
По описанной методике получены следующие мини­

мизированные значения т:

при tea 1 = 60°С Tj = 13.9 мин,
при ^са2 = 0̂°С Т2 = 9.46 мин,
при 3 =  80° С Тз =  6,9мин,
при tea 4 = 90°с  Т4 — 4,6 мин,
при /са 6 =  *00° С Tj  =  2 . 9 4 mhh.

Значения т формируются в табличную зависимость 
от значения температуры сушильного агента.

Следующий этап — аппроксимация по программе 
№ 32 сформированной табличной зависимости т=/(^са) 
функцией вида

У = В  +  К й .  (V.5)

Процедура аппроксимирования аналогична предыду­
щей. Функция (V.5) с первым приближением показателя 
степени М фиксируется в области определения;

У =  АЗ при <mln =  '’f 3 ,
Y =  A4  п р и /max =  ^ 4 ,

затем значение показателя степени варьируют до дости­
жения параметром L минимума.

rifozpuMMa М 32 аппроксимации функции т(^са) 
С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

” ПУСТЬ”Ю.В= ( ( ( АЗ tM) ХХ4) -  ( (А 4 tM) ХХЗ)) / ( (АЗ tM) X (Л4 tv l )  X (Х4_ 
- Х З ) ) ;  К =  (ХЗХ( 1 -  (ВХ ( A 3 tM ) ) ) ) /  (АЗt M ) ; ”ДЛЯ” 1= 1 ”ШАГ” 1 ” Д 0 ”К ’ 
ВЫПОЛНИТЬ” (А[ I] =В+КХ (Х[ I j t M ) ; ’’РАЗРЯДНОСТЬ” E l ; ” ВЫВОД” 0 1  
,Х[ 1 ] .’’ПРОБЕЛ”,А[ I] .’’СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е ) ; L = V ( 2 ^ (J =2.N  
- 1 ,  ( ( ( А[ J ] - У [ J ]) /У[ J ]) X100) t 2 ) ) ; ’’РАЗРЯДНОСТЬ” E l ; ” ВЫВОД”0 1
,М,”ПРОБЕЛ”,К,”ПРОБЕЛ”,В,” ПРОБЕЛ”,Ь,”СТРОКА” ; ’’РАЗРЯДНОСТЬ
”Е; ”1'СЛИ” Ь>ЕР5”Т 0 ”” НА”Ц1” ИНАЧЕ” ”СТ0П” ; U1.M=M+DM; ” НА” Ю 

”КОНЕЦ”0



в  рабочую информативу программы № 32 записыва­
ются параметры:
М — начальное приближение показателя степени;
N — количество узлов аппроксимации;
ХЗ, Х4 — минимальное и максимальное значения аргу­

мента в узлах;
АЗ, А4 — значения функции в узлах привязки соответст­

венно с индексами аргумента;
DM — шаг варьирования показателя степени;
0ТН[1] — места, бронируемые для значений относитель­

ной погрешности аппроксимации;
Х[1], Y[I] — массивы значений аргумента и табличной 

функции.
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  программы № 32 под­

бора функции (V.5)

’ПУСТЬ”М = - . 1  ООЗрООш!; EPS=.50; А [5]  ; N=5; Х 3= 6 0 ;  Х 4 = 1 0 0 ;  А 3= 13 .  
9 ;  А 4 = 2 .9 4 ;Х [ 5 ] = 6 0 ,7 0 ,8 0 ,9 0 . 1 0 0 ;У [ 5 ]  = 1 3.9 ,9 .46 .6 .9 ,4 .6 ,2 .94; D M = -.0 0  
0 5 ”КОН”О

Р е з у л ь т а т  с ч е т а ;  М = —1.003; К =1659; В =
= - 1 3 .6 4 ;  L = 3,545 %.

Общий вид функции, описывающей трехмерную мо­
дель процесса сушки,

G = е (V.6)
или с числовыми значениями параметров

_______ Z!c________
G - 2 1 . 9  — ( 2 1 . 9 — 1 4 4 . 5 ) е -  >з б4 + 1 б5 9 ^ - 1  ооз ^

Оценка точности аналитического описания трехмерной 
модели процесса сушки

Программа № 33 оценки точности моделирования 
процесса

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДН0СТЬ”Е ; ”ДЛЯ”1= 1”ШЛГ” 1 ”Д 0 ”К ’ВЫП0ЛНИТЬ’  
(А[ I] = Л 2 -  ( А 2 - А 1 )  X e t  ( -  ( ( Х [I ]/ (В+КХ ( т ! м ) ) ) ) ) ;  ВУ[ I] =У[ I] - А [ I  

] ;  ОТН[I] =  (ОУ[ I]/У[I]) XI00 ;  ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е1; ” ВЫВОД”01 ,Х[ I ] ,” 
ПРОБЕЛ”,ОТН[I],’’СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е ); L = V ( S ( J  = 1 , Н ( ( (  
A[J  ] - y [ j  ] )/y [J  ] ) Х 1 0 0 )  1 2 ) ) ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е 1 ; ” ВЫВОД”01 ,Ь ,”СТ 
РО К А””КОНЕЦ”0



По формуле (V.6 ) восстанавливаются все значения 
массы в узлах аппроксимации. Оценка точности описа­
ния всего массива данных производится по формуле

а  =
/ Ш

' ^ [ / - h z m ) i o o
Y[I] j

{ N - 2 ) (У.7)

(разность N — 2  учитывает наличие в выражении для 
расчета двух переменных).

В программе № 33 используются рабочие информа- 
тивы программы № 30. При этом для каждого значения 
tea выводятся значения дисперсий аппроксимации исход­
ного трехмерного континуума кривых функцией с двумя 
переменными.

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

tea, °С 60 70 80 90 100
D, % 231.4 903 97 151.78 267.65

Сумма дисперсий 2 D = 1 7 1 5 % ;  ст =  4.17 при N =  
=  101.

Анализ всего массива данных показал, что относи­
тельная погрешность, превышающая значение ст, коли­
чественно распределена по температурам:

tea, °С 60 70 80 90 100
т  (количество) Г ш т 3 4 0 4 4

Общее количество т = \Ъ .
Фактическая вероятность сохранения погрешности 

аппроксимации ниже ст =  4.17% составляет 0.85, что со­
гласуется с теоретическим значением доверительной ве­
роятности Р^О .67  (при одном о) для  нормального з а ­
кона распределения.

Максимальное значение относительной погрешности 
находится на уровне сгтах=8.44 %.

V.2. ВЫБОР ПО КРИВЫМ СУШКИ ОПТИМАЛЬНОГО 
ПО КАЧЕСТВУ РЕЖИМА

В табличной форме кривые сушки могут быть ап­
проксимированы функциями, описываемыми уравнением 
вида



где УГн — начальная влажность продукта, %; Wk — условное асим­
птотическое значение конечной влажности продукта, к  которому 
стремится функция (V.8) при неограниченном увеличении времени 
сушки, %; Т с — время сушки, ч; т — постоянная времени аппрокси­
мирующей экспоненты, зависящ ая от температуры сушильного аген­
та и вида продукта, ч.

Полученные уравнения вида (V.8 ) для каждого зна­
чения температуры позволяют рассчитать в интервале 
температур (например, от 60 до 100 °С) время сушки 
продукта при любом ее значении, но не выбрать по ним 
оптимальный режим, так как отсутствует критерий вы­
бора.

Нахождение критерия оптимальности состоит в сле­
дующем. По изменению массы продукта G в течение вре­
мени сушки строится графическая зависимость вида G =  

Затем, взяв значения массы продукта Gi+i и G{ 
за равные промежутки времени Td+i и Td,  можно 
построить зависимости скорости убыли массы от време­
ни для различных tea-

_ Qj +  0»+1 _
T c i - T ,

Такие зависимости для

=  / ( П .  и . (V.9)

Рис. 45. Семейство кривых 
скорости убыли влаги при 
различной температуре су­
шильного агента

c i + i

выбранных температурных 
режимов представлены на 
рис. 45. Анализ кривых 
(V.9) (для различных ^са) 
показывает, что для режи­
мов сушки с температурами 
сушильного агента с̂а =  
=  const на кривых (V.9) ха­
рактерны начальные участ­
ки с квазипостоянной ско­
ростью убыли влаги, протя­
женность которых увеличи­
вается по мере уменьше­
ния t. Протяженность уча­
стка квазипостоянной ско­
рости в режиме ^са=ЮО°С 
оценивается временем по­
рядка 2—2.2 ч, по истечении 
которого скорость убыли 
влаги резко снижается и 
становится меньше скоро­
сти при температуре tca =  
=  90°С в данный момент



времени и т. д. Причем за этот промежуток вре­
мени начинают происходить необратимые микропроцес­
сы на поверхности продукта (карамелизация, мелано- 
идинообразование и т. п.), ведущие к быстрому качест­
венному изменению структуры продукта, в свою очередь 
препятствующему интенсивному отбору влаги с началь­
ной квазипостоянной скоростью. Следовательно, протя­
женность участка квазипостояпной скорости убыли вла­
ги можно рассматривать как независимый параметр 
при определении функциональной зависимости времени 
сушки от температуры сушильного агента и выбрать его 
в качестве критерия оптимальности процесса сушки по 
качеству при данной температуре.

Из рассмотрения зависимостей dGldTc =  f ( Тс) , пред­
ставленных на рис. 45, следует, что целесообразно 
вести процесс сушки при ступенчатом изменении темпе­
ратуры сушильного агента через интервалы времени, не 
превышающие протяженности участка квазипостоянной 
скорости для соответствующих температур. Ограничивая 
в ступенчатом режиме время Гсюо-'С, Тс эо°с и т. д., 
можно выбрать оптимальный режим, соответствующий 
минимальному общему времени сушки "ЕТ с квазили­
нейной убылью влаги в течение всего процесса. При этом 
основным критерием выбора оптимального режима (и 
соответственно времени Гсюоос, Т с 90”с и т. д.) явля­
ется не минимальное время сушки вообще, а время, од­
новременно обеспечивающее сохранение высокого ка­
чества готового продукта.

V.3. ВКЛЮЧЕНИЕ В ПРОЦЕСС ОПТИМИЗАЦИИ КРИТЕРИЕВ 
ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ И ЭНЕРГОЗАТРАТ

Так как в эксперименте суммарный (ступенчатый по 
температуре сушильного агента) процесс показал по де­
густационной шкале наилучший балл 4,5, то для д аль­
нейшей оптимизации необходимо определить значения 
нелинейности процесса на каждой ступени за время ее 
воздействия. Для этого по программе № 34 производит­
ся спрямление отрезков экспериментальных кривых суш­
ки от начала ее до конца интервала, характеризующего­
ся максимальной относительной погрешностью спрям­
ления, которая задается для всех кривых одинако­
вой,



Уравнение спрямляющей (аппроксимирующей) кри­
вой

У ^ К Х Л - В  (V.10)

сравнивается в узлах аппроксимации по амплитуде со 
значениями влажности W  эксперимента.

Программа М  34 спрямления начального участка 
кривых сушки

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

’’ПУСТЬ”Ю.К= (А 4 -А З )/ (Х 4 -Х З ); В=АЗ-ХЗХ (А 4-Х З) / (Х 4 -Х З ); ” ДЛ 
Я ”1= 1”ШАГ” 1”ДО”К”ВЫПОЛНИТЬ” (А[ I] =Х [ I] ХК+В; ОТН[ I] =  ( (А[ I] 
-У [I ] ) /  А [I]) ХЮО; ”РЛЗРЯДНОСТЬ”Е1; ” ВЫВОД” 01,Х [I] . ’’ПРОБЕЛ”,А 
[ I ] ,’’ПРОБЕЛ”,ОТН[I ] , ’’СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е ) ; L = V '(2 (J  =2,N  
- 1 ,  ( ( (А[ J ] -У [ J ] ) /У[ J ] )  XI00) l2 ) /  (N -1 )) ;  ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е1; ”ВЫ 
ВОД”01,Х4,’’ПРОБЕЛ” ,К,”ПРОБЕЛ”,В,’’ПРОБЕЛ”,L ,’’СТРОКА” ; ’’РАЗРЯ 
ДНОСТЬ” Е; ” ЕСЛИ” Е > 4 ”ТО””НА”Ц1” ИНАЧЕ” ”СТОП”; Ц1.Х4=Х4+ОХ 
; ”НА” Ю”КОНЕЦ”0

В рабочую информативу записываются параметры: 
ХЗ, Х4 — координаты начала и конца интервала сутки 

по времени;
АЗ, А4 — координаты по оси влажности W, соответству­

ющие границам временного интервала;
N — количество узлов аппроксимации;
А[1], 0ТН[1] — места, бронируемые для значений ап­

проксимирующей функции и относительной погреш­
ности аппроксимации в узлах;

Х[1], Y[I] — массивы значений аргумента и табличной 
функции в интервале спрямления;

± D X  — знак и шаг наращивания правого конца отрезка 
аппроксимирующей прямой, равный интервалу между 
соседними значениями аргумента.
Р а б о ч и е  и н ф о р м а т и в ы
для  tcsL =  JOO°C

”ИУСТЬ”В = - .01; EPS = 5  юО; Х3=0; N=3; А [З ]; Х 4=1.7; ОУ [З ] ; ОТН [З]
; А 3=264.0; А 4=151; X [З] =0,1,1.7;У [З] =264.00,190.7,151; V [З] ”КОН' 
•О



дл я  tca. =  90°C

*’n y C T b ”B = - .0 1 ; E P S = .5 io O ; X 3 = 0 ; N = 5 ; / \ [ 5 ] ; X 4 - = 2 .9 ; D y [5 1 ; O T H [ 5 ] ;
Л 3=151 .5 ;  A 4= 72; X[5]=0,0 .6 ,1 .6 ,2 .6 ,2 .9 ;  У [5] =151 .5 ;  131.34,101.5,76.  

87,72; V [ 5 ] ” KOM”0

дл я  to^-=80°C

”ПУСТЬ”В = - .0 1 ;  Et>S=.5,oO; X 3=0; N=6; А [ б ] ; X 4=5.0;  0 У [ 6 ] ; 0 Т Н [ 6 ] ;  
A3--=73,l; A 4= 3 6 .1 3 ;X [6 ]= 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ;  У16] =73,1 ,61 .34,53.8 ,47 .05.39.49,  
36.13; V [ 6 ] ”KOH”0

Р е з у л ь т а т ы  с ч е т а  для исследованных значений 
температуры представлены ниже: 

дл я  tca =  1 0 0 °C

Т а ,  Ч о I 1 .7  Х 4 =  1 ,7
W,  % 264 190.7 151 К = - 6 6 , 4 7
б , о/д О 3 .46  0.0001 В =  264

для  fca =  90°C

Тс,  ч О 0 .6  1.6 2 .6  2 .9  Х4 =  2 .9
W, % 151.5 131.3 101.5 76.87 72 К =  — 27.41 
б , % О 2.748 5.702 4 .1 8  0.0004 В =  151.5

для  tca =  80°C

Т с, ч О 1 2 3 4 5 Х4 =  5
W, % 73.1 61.34 53.8  47.05 39.49 36.13 К =  — 7.39 
б , о/„ о 6 .64  7 .7  7 .6  9 .3  О 8  =  73.1

Зависимость максимальной относительной погрешно­
сти аппроксимации от температуры выражается следую­
щими данными:

fca, °с  80 90 100
б ,  % 9 .27 5 .7  3 .45

Нелинейность в заданном режимом интервале време­
ни аппроксимируется в интервале температур 80— 100 °С 
по программе № 35. По этой же программе производится 
и аппроксимация величины А = 100—б функцией вида

К  ==М —  Afe-'oa/o,

где К —  нелинейная функция, описывающая табличные значения Д; 
М  — асимптота значений К, изменяющаяся программно д о  тех пор, 
пока погрешность аппроксимации не достигнет минимума; 0 — по­
стоянная времени аппроксимирующей экспоненты.



”nyCTb”ro.K=X3/LN(M/ (М-АЗ)); ”ДЛЯ”1=Г’ШАГ”1’’ДО”1̂ ’ВЫПОЛН 
ИТЬ” (А[ I] = М - m i  ( e t  (Х[ 1] /К ) ) ) ;  ОТН[ I ] =  ( (А[ 1 ] - У [ 1 ]) /А [ I ] )  X100 
; ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е1; ”ВЫВОД” 01,Х[1 ] , ’’ПРОБЕЛ” ,А[ I] ,’’ПРОБЕЛ”,ОТ 
Н [1],”СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е); L = V (S ( J  =2,N ,( ( ( а [  J ] -У [ J ] ) /
У [ J ] )  X100) t2 )  /  ( N - 1) ) ;  ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е 1; ” ВЫВОД”0 1, ЛЗ,” ПРОБ ЕЛ 
”,К,” ПРОБЕЛ”,М,’’ПРОБЕЛ”,L,”CTPOKA” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е; ’’ЕСЛИ ’ 
Ь>П ГР”ТО””НА”Ц 1”ИНАЧЕ””СТОП” ; Ц1.М=М-ОМ; ”НА” Ю”КОНЕЦ”0

В рабочую информативу записываются параметры: 
М — первое приближение асимптотического значения К  

аппроксимирующей функции;
ХЗ — шаг варьирования асимптотического значения М 

в процессе поиска минимального значения среднего 
квадратического отклонения значений функции от 
табличных в узлах аппроксимации — ПГР;
N — количество узлов аппроксимации;

А [I], ОТН [1] — места, бронируемые для значений ап­
проксимирующей функции и относительной погреш­
ности в узлах.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСГЬ”М =+.1000000ю 1; EPS = 50; D M =-.10; А [З ]; N=3; Х3=80; А3=.2; 
П ГР=4; ОТН [3]; X [З] =80,90,100; У [З] = .2,.345,.588”К О Н "0

В результате расчета получены следующие мини­
мальные относительные погрешности аппроксимации:

°С 80 90 100 М =104
ОТНГ1], % 0 .69  - 0 .0 1  О 0 = 3 7 .9 5
Д [1], % 91.36 94.29 96.54 L = 0 .0 0 9

Общий вид функции зависимости А от температуры
/С =  1 0 4 — 104е“ 'са/з7.95_

Функция б соответственно имеет вид
б =  _4+104е^'са/37-95_ (V.12)

По формуле (V.12) воспроизводятся все значения 
функции б в интервале температур от 80 до 100 ®С по 
программе №  S6 .



Программа №  36 воспроизведения функции  б(^са)

” ПУСТЬ”Ю .Х = 80 ;Ж .У = -4+ (104 /(е1 (Х /К )));” ВЬ!ВОД"0),Х,” ПРОБЕЛ”, 
У,” ПРОБЕЛ” ; DX=1; X=X+DX; ' ’ПА-Ж’-РД!'”К=.379500ю 2; М = 104”КОН 
1-Ц'’0

При оптимизации процесса используются следующие 
значения 6 :

°С 6 .%  'с а ’ 'С б ." /„  %
80 8.633 87 6.505 94 4.736
81 8.305 88 6.232 95 4.509
82 7.985 89 5.966 96 4.288
83 7.673 90 5.707 97 4.072
84 7.369 91 5.455 98 3.862
85 7.074 92 5.209 99 3.658
86 6.786 93 4.969 100 3.450

Постоянные времени процессов сушки уточняют для 
всех экспериментальных температур в линейной части 
экспериментальных кривых. При уточнении асимптота, 
изменяющаяся из-за длительного воздействия высоких 
температур, при аппроксимации принимается W'min =  0 . 
Вначале определяют границы прямолинейных участков 
(в ступенчатом режиме), ограничивающие ввод исход­
ных данных при определении скорректированных посто­
янных времени процессов.

Зависимости времени существования квазилинейных 
процессов 7с и величины 1/Гс (обратной времени) от 
температуры могут быть представлены в табличном 
виде:

t c s ,  °с 80 90 100
Гс. ч 5 2.9 1.7
l / r c  Ч-1 0.2 0.35 0.588

Аппроксимация зависимости 1/7’с=/{^са) произво­
дится по программе № 37

Y^ =  K { X ^ B ) ,

где коэффициент В  показывает значение температуры, при которой



” ПУСТЬ” Ю.В= ( (ХЗХ (А4 ! м ) ) -  (Х4Х (АЗ tM )) )  /  (A S tM -А4 tM ) ; К =  (A 3 t 
М) / (Х З+В); ”ДОЯ”1 =  1 ”ШАГ” Г ’ДО” №’ВЫПОЛНИТЬ” (А[ I ] =  (КХ (Х[1 ] 
■т  ) t  (1 /М ); ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е1; ”ВЫВОД”01,Х[ 1 ] ,” ПРОБЕЛ”,А[ 1],”С 
ТРОКА” ; ” РАЗРЯДНОСТЬ”Е) ; L = V ( 2  (J =  1, Н ( ( ( А[ J ] - У [ J ] )  / у [ J ] ) 
ХЮО) t 2 ) ) ;  ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е1; ” ВЫВОД” 01,М,’’ПРОБЕЛ”,К ,’’ПРОБЕЛ* 

В,’’ПРОБЕЛ” ,L ,”CTPOKA” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е; ”ЕСЛИ” Ь > Е Р 8 ”Т 0 ””Н 
А”Щ ”ИНАЧЕ””СТОП” ; Ц1.М=М+0М; ” НА”Ю” КОНЕЦ”0

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

”n y C T b ”M = + .1000000 io l;E P S = .50 ;D M = -.10 ;A [3];N = 3;X 3= S 0;A 3= .2 ; 
П ГР=4;О ТН  [3 ];Х  [3] =80,90,100; У [3] =  2,.345,.588”К 0Н ” 0

Запись входных параметров в информативу осущест­
вляется аналогично предыдущей программе воспроизве­
дения функции.

Значения l /T^ для температур 60—80°С рассчитыва­
ются по результатам расчета, аналогичного комплексу 
расчетов в диапазоне 80— 100 °С: М =  0.13; К =  0.006104; 
В =  52.89; L = 1 .29  %.

Общее выражение для функции 1/Гс, в диапазоне 
температур 60—80°С запишется в виде следующего 
уравнения:

1/Ге =  [0.006104 (4з +  52.9)]7-б92. (V.13)

Д ля  упрощения расчета 1/Тс при температурах 60 и 
70 °С в рабочую информативу программы № 33 в массив 
Х[1] вместо Х =  80 и Х =  90 подставляются соответствен­
но 60 и 70 и производится ввод программы на счет. Пос­
ле счета получены следующие данные:

tea, °с 60 70 80 90 100
Г с, ч 17.5 9.1 5 2 .9  1.7

Затем осуществляется корректировка постоянных 
времени т процессов с ограничением ввода данных экспе­
риментов до границ, определяемых значениями Тс, по 
программе №  38,



"ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДНОСТЬ” Е ;У С = 5 :а  = l ,N ,y [ J  ]) /N ; Ю1.ОТ=ВХТ; ”Д  
Л Я”1=1”1ИАГ1”ДО”Ы”ВЫПОЛНИТЬ” (А [1 ]= А 2 -(А 2 -А 1 )Х е 1 (- ( (Х [1  
] /Т ) ) )  ; Dy[ I ] =У[ I ] -А [1 ] ; ОТН[I] =  (0У[ 1]/у[ I ] ) ХЮО; V[ I ] =  (А 2-А 1) 
X et ( -  ( (Х [I ] /Т ) ) )  /Т; ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е1; ” ВЫВОД” 01,Х[ 1]/ ’ПРОБЕЛ” , 
,У[ 1],” ПРОБЕЛ” ,А [I] ,” ПРОБЕЛ”,У[ 1 ] ,” ПРОБЕЛ”,ОТН[I] "СТРОКА” ; ” 
РАЗРЯДНОСТЬ”Е ) ; L = V (£ (J =2,N, ( (  (А[ J ] -У [  J ] )  /У[ J ] )  ХЮО) l2 ) /  ( 
N -1 ) ) ;  ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е1 ; ”ВЫВОД” 01,Т,’’ПРОБЕЛ”,L ,"СТРОКА” ; ” Р 
АЗРЯДНОСТЬ”Е; ” ЕСЛИ”Ь >Е Р8”Т 0 ”” НА”Ц” ИНАЧЕ” ”СТ0П” ; Ц .Т=Т+ 
1Я; ”НА”Ю1” КОНЕЦ”0

В рабочую информативу программы №  38 записыва­
ются параметры:

В — относительный шаг изменения постоянной времени 
от начального значения Тс’,

ХЗ — координата границы линейного участка, соответст­
вует найденному значению;

АЗ — значение влажности, соответствующее граничному 
значению ХЗ;

А1 — начальное значение влажности при Х =  0;
А2 — скорректированное для линейных процессов зн а­

чение асимптоты;
N — количество узлов аппроксимации в линейном интер­

вале;
А[1], DY[I], 0ТН[1], V[I] — места, бронируемые для зна^- 

чений в узлах аппроксимации, функции абсолютной 
разности между значением функции и табличным 
значением влажности, относительной погрешности 
аппроксимации и значений производной от функции;

Y[I] — массивы табличных значений аргумента и 
кривой эксперимента;

Т — начальное приближение искомой постоянной вре­
мени.
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

” ПУСТЬ” В = -.0 1 ; EPS =  .5; Х3=14; 1 ^ 1 5 ; А[ 15]; Т =14; 0У[ 15]; ОТН[ 15] 
;А З=23.5;А 1 =  3 2 6 .3 ;А 2= 21 .95 ;Х [15 ]= 0 ,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14 
;У1 15] =326.3,264.02,190.7,135.29,98.64,73.06,58.57,49.19,40.66,35.55,31. 
55,28.2,25,23.5,23.5; V[ 15 ]”КОН”0



Р е з у л ь т а т  с ч е т а
постоянная времени т в пределах времени сушки 17 ч 

при с̂а =  60°С: Тбо= 14.72 ч; L =  2.13 %;
функция, описывающая процесс, ^^60=349,1 ;
постоянная времени т в пределах времени сушки 9 ч 

при с̂а =  70°С: Т7о=11.6 ч; /. =  1.36 %; 
функция ^ 7̂0 =  300
постоянная времени т в пределах времени сушки 5 ч 

при о̂а =  80°С: Т8о=7.2 ч ; L=1.09 %; 
функция W'8o=320.17e~V^■^; 

постоянная времени т в пределах времени сушки 3 ч 
при с̂а =  90°С: Т9о=4.03 ч ; L=1.03 %; 

функция Ŵ90 =  273.3 е ;
постоянная времени т в пределах времени сушкн 

2 ч при ^са=100°С: тюо=3.88 ч; L =  3.54 %; 
функция \J7ioo =  326 .6e“ ^c/3-88 .
Далее осуществляется поиск закономерности, связы­

вающей постоянную времени процесса с температурой 
сушильного агента с̂а- Зависимость т от с̂а выражается 
следующими данными:

/са. °С 60 70 80 90 100
т , ч 14.72 11.66 7 .2  4 .03 3 .88

И ап п р ок си м и р уется  в интервале тем ператур  80— 100°С 
ф ункцией  в и да

=  'Гтш —  (Tmln — Tmax) (V. 1 4)

ПО программе №  38 со смещением значений аргумента 
на —80°С.

При этом в рабочую информативу записываются па­
раметры: Х3 =  20; А3 =  3.88; А 1 = 7 .2 ;  А2 =  3.873; N =  3; 
А[3]; DY[3]; 0 Т Н [3 ];  V[3]; X[3J =  0, 10, 20; Y [3] =  7.2,
4.03, 3.88; Т =  3.0.

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

X [ I ] —80° С У [I] А [I] L

0 7 .2 7 .2 0
10 4.03 4 .03 0 .02
20 3 .88 3 .88 0.01

Т =  3 .2 8 ; L =  0 .0164% .

Постоянная времени в диапазоне температур 80—



iOO°C описывается выражением вида
т =  3.873 — (3.873 — 7.2) е~('са-80)/з-28_

И з выражения (V.15) находятся все значения х в 
диапазоне 80— 100 °С по программе № 32. В рабочую ин- 
формативу программы заносятся данные, рассчитанные 
по формуле (V.15). Значения т, используемые при опти­
мизации процессов в интервале 80— 100°С, приведены 
ниже.

^са ^норр ^са ^корр
79 8.38596 90 4.03075
80 7.2 91 4.9893
81 6.3257 92 3.9587
82 5.6812 93 3 .9362
83 5.206 94 3.9196
F4 4.8557 95 3.9074
85 4.5975 96 3.8983
86 4.4071 97 3.8917
87 4.2667 98 3.8868
88 4.1633 99 3.8831
89 4.087 100 3 .880

Восстановление процесса сушки по ступеням произ­
водится в соответствии со скорректированными значе­
ниями т по исходным данным:

/са . “С 100 90 80
Те,  ч 1 .7  2 .9  5

путем спрямления экспоненты, описывающей процесс и 
имеющей вид

W (V.16)

где Ткорр— скорректированное значение постоянной времени; 
''^тах  — исходное начальное значение влажности продукта (в соот­
ветствии с верифицированным процессом U "̂u =  261,27 %).

Д ля ^са=100°С функция (IV.16) примет вид
1Г,'оо= 261.27е~^с/з-88. (V.17)

Спрямление функции производится по программе 
№ 39 до достижения величиной бщах значения, рассчи­
тываемого по формуле (V .12), т. е. бюо =  3.45% -



П рограм м а М  39 спрямления функции г 'цр (fg) 

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а
'^ПУСТЬ” Ю .А 4=А М И Н -(А М И Н -А М А К )/(е1(Х 4/Т ));В Х = С Х Х 4; К = ( 
А 4 -А 3 ) /(Х 4 -Х 3 )  ;В = А З-Х ЗХ  (А 4 -А 3 ) /( Х 4 - Х 3 ) ; ”Д Л Я ” 1=1”ШАГ”
1 ”ДО” Ы”ВЫПОЛНИТЬ” (А [I] =Х [I] XК+В;У [I] =АМИН - (ДМ ИН-АМА 
K )/( e 1 '(X [ I ] /T ) ) ;0 T H [l]  =  ((A [I] -У [1 ])/А [1 ])Х 1 0 0 ;’’РАЗРЯДНОСТЬ” 
Е1; ”ВЫВОД”01,Х[I] .’’ПРОБЕЛ” ,У[ I ] ,’’ПРОБЕЛ”,ОТН[ 1] ,” СТРОКА” ; ” Р 
АЗРЯДНОСТЬ” Е ) ;Е = \ / ( 2 и = 2 ,Ы - 1 , ( ( ( А [ ; ] - У [ 1  ])/y[J  ] )X l0 0 ) t2 ) )
; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е1; ” ВЫВОД” 01,Х4,” ПРОБЕЛ” ,К,” ПРОБЕЛ” ,В,” ПРО 
БЕЛ ”,L ,”CTPOKA” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е; ” ЕСЛИ” Е>ПГР”ТО”” НА”Щ ”И 
НАЧЕ””СТОП”; Ц 1.Х4=Х 4-ВХ; ” НА”Ю” КОНЕЦ”0

В рабочую информативу записываются параметры: 
ХЗ, АЗ — координаты начала процесса;
Х4 — первое приближение значения времени в конце ли­

нейного интервала, ожидаемого по достижении б =  
=  3 .45% ;

С — относительное приращение времени на шаге варьи­
рования;

Т — скорректированное значение постоянной времени 
процесса для

АМИН — асимптота, учитывающая нелинейность процес­
са;

АМАК — начальное значение абсолютной влажности 
продукта;

X [N] — координаты по времени узлов аппроксимации в 
интервале спрямления;

N — количество узлов спрямления.
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для ^са=ЮО°С

”ПУСТЬ”Х З = 0 ; N=9; А [9 ] ; 0 Т Н [8 ] ; А 3=261.3; Х 4=2.080; С = - .0 2 ;  Т =03  
.88; А М И Н =00.00; АМ АК =261.30; ПГР==4.00; y [N ];X [9 ]= 0 ,.7 ,.8 ,.9 ,1 .0 ,l ,  
2 ,1 .3 ,1 .4 ,2 .0 8 ”КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  при Х4=1 и ОТН =  3.459 % 
координата конца прямолинейного участка Х4 =  2.08 ч, 
скорость процесса К  =  —52.12 %/ч, конечное значение 
влажности У =152.8%  при Х4 =  2.08 ч. Через 2.08 ч 
надо снизить температуру сушильного агента до 90 °С. 

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для fca =  90°C
” ПУСТЬ”Х З = 0; N =9; А [9 ] ; 0 Т Н [3 ] ; А3=152.8; Х 4= 2.780; С = - .0 1 ;  Т =04  
.03; АМ И Н=00.00; АМАК= 152.80; ПГР=4.00; У[ N ]; Х [9] = 0 ,.7 ,.8 ,.9 ,1 .4 ,1 . 
5 ,1 .6 ,2 .2 ,2 .7 8 ”КОН”0

т



P e з y л ь t a t  с ч е т а :  при Х 4= 1.б  ч й ОТН =  
=  5.73% координатаХ4 =  2.78ч, скоростьК =  —27.93 %/ч, 
конеч;ное значение влажности Y =  76.65 %. Через 2.78 ч 
производится шаг на 80 °С.

Рабочая информатива для с̂а =  80°С.

"ПУСТЬ”ХЗ = 0; N=9; А( 9 ]; 0 Т Н [8 ]; А 3=80.15; Х 4=3.290; С=+.01; Т=5.1 
5; АМИИ=10.00; АМЛК=80.15; ПГР=4.00; У[Ы ]; Х [9]=0,.9,1.6,1.8,2.0,2.5 
,3.0,3.2,3.29”КОИ”О

Р е з у л ь т а т  с ч е т а ;  при Х4 =  3.4 и ОТН =  8.54 % 
координата Х4 =  6.12 ч, скорость К =  —7.17 %. конечное 
значение влажности Y =  32.76 %. Д л я  доведения продук­
та до W',t =  22 % необходимо досушить продукт при /ca =  
=  80 °С в течение 9 ч. Суммарное время сушки до W'k =  
=  32.76 % составит 10.98 ч, до W^ =  22 % — 13.86 ч.

V.4. РЛСЧЕТ РЕЖИМА, ОПТИМАЛЬНОГО ПО КАЧЕСТВУ, 
ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ И ЭНЕРГОЗАТРАТАМ

Процесс сушки характеризуется двумя функциями: 
функцией зависимости допустимой нелинейности от 

температуры сушильного агента (качественная характе­
ристика)

Ф1 =  1 0 4 -  104(е-'са/з7.98)_ (V.18)

которая характеризует скорость отбора влаги при раз­
личных температурах до допустимого уровня;

функцией зависимости постоянной времени процесса 
от температуры (энергетическая характеристика)

ср2 =  3.873 — (3.873 — 7.2) е  ̂ з.гз (у.19^

которая характеризует допустимое время поддержания  
скорости ф1.

Нормированные характеристики имеют вид:

Ф1„ =  1 -(1 /Л а /^ ^® ^ ) ;  (V.20)
Ф2„ =  0.5379 +(0.4621/е(^са-8о/з-28)^_ ^y_2i)

Очевидно, произведение этих функций, характеризу­
ющее оптимальное энергопотребление при заданном ка­
честве продукта, имеет минимум, т. е. минимальное зна­



чение абсблютной влажности, до которого допустим от­
бор влаги, при условии

^ (̂ф1нф2н)/^5^4а= О- (V.22)
Расчет значений функции (V.22) с шагом 1 "С дает 

следующие результаты:

<са, °С 90
^(ф1нф2н) 0 .507

91 92 93
0.503 0.501 0.499

95 96 97
0.498275 0.498277 0.4985

<са. ”С 94
^(ФшФгц) 0.4986

Минимум имеет место при с̂а =  95°С.
Контрольный вариант режима с начальной темпера­

турой 95 °С и шагом 2°С моделируется на каждой после­
дующей ступени. Спрямление экспоненциальных функ­
ций, описывающих процессы сушки, производится по 
стандартной программе № 39 для пяти значений исход­
ной влажности продукта: 350, 325, 300, 275, 250 % при 
^^0=350 %. В рабочую информативу программы № 39 
записываются параметры: постоянная времени при с̂а =  
=  9 5 °С; 7 с  =  3.907 ч, спрямление ведется по максималь­
ной относительной погрешности ОТН =  4.51 %. 

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

при Х 4=1.3  ч ОТН =  4.509 %, Х4 =  2.38 ч, Т =  190.3%,
1Г„ =  325 %;

при Х 4=  1.3 ч ОТН =  4.509 %, Х4 =  2.38 ч, Y =  176.7

при Х4 =  2.38 ч Y =  163,1 %, 1Г„=275 %;
при Х4 =  2.38 ч Y =  149.5 %, Г „  =  250 %; 
при Х4 =  2.38 ч У =  135.9 %.

1-й ш а г — до 93 °С.

при Х4 =  2.52 ч 
при Х4 =  2.52 ч 
при Х4 =  2.52 ч 
при Х4 =  2.52 ч 
при Х4 =  2.52 ч

Г , , =300 %;

=  3,.936 ч, ОТН =  4.97 7o.

У == 100.3 7о. Ц7„= 190.3 7o
У == 93.14 7о, 176.7 7o
Y == 85.98 7о, li^H= 163.1 7o
Y == 78.81 %, W7h = 149.5 7o
Y == 71.64 7о, 135.9 7o



Исходные данные: Т =  3.989 ч, ОТН =  5.46 %.

при
при
при
при
при

Х4 =  2.68 
Х4 =  2.68 
Х4 =  2.68 
Х4 =  2.68 
Х4 =  2.68

Y=51.22 %,
Y =  47.57 %,
Y =  43.92 %, 
У =  40.25 %, 
У =  36.59 %,

Ц7„= 100.3 % 
117̂  =  93.14 % 
W'h=85.98 % 
V17„=78.81 % 
U7b=71.64 %

3-й ш а г — до 89 °С.
Исходные данные: Т =  4.1633 ч, ОТН =  5.97 %.

при
при
при
при
при

Х4 =  2.878 ч 
Х4 =  2.878 ч 
Х4 =  2.86 ч 
Х4 =  2.66 ч 
Х4=2.28 ч

У =  25.34 %, 
У =  23.53 %,
Y =  22%,
Y =  22%,
Y =  2 2 %,

W'„ =  51.22 % 
Г н = 47.57 % 

43.92 % 
W'h =  40.25 % 
Г н = 36.59 %

Шаг на 2°С необходим только для двух значений W-a: 
350 и 325 %. Исходные данные: Т =  4.267 ч, ОТН =  6.51 %,

при Х4 =  0.63 ч 
при Х4 =  0.32 ч

У =  21.86 %, 
У=21.8 7о ,

W„ =  25.34 %: 
«7„=23.5 %.

Режимы для различных значений начальной вл аж ­
ности воздуха сведены в табл. 5.

В связи с тем что в производственных условиях з а ­
ранее неизвестно значение Wa, а следовательно, и число 
шагов по ступеням, определяется начальное значение 
абсолютной влажности продукта, при котором изменя­
ется количество ступеней по температуре. До границы 
свыше Wrp приращение времени сушки на следующей 
ступени составляет 0,0124 ч/%. После границы VFrp рас­
пределение времени сушки на предыдущей ступени со-

Т а б л и ц а  5

%

(в ч) При iса'
2  7-^, ч

95 93 91 89 87

350 2.38 2.52 2 .68 2.878 0 .63 11.088
325 2.38 2.52 2 .68 2.878 0.32 10.778
300 2.38 2.52 2.68 2.878 _ 10.44
275 2 .38 2.52 2.68 2.878 _ 10.24
250 2 .38 2.52 2.68 2.878 — 9 .8 6



ставляет 0,0152 ч/%. Тогда граница, определяющаяся 
временем 7'89=2.878 ч и Tsr =  0, может быть определена 
так: 1Ггр =  300 +  0.018/0.0152 =  301.18 %. Принимается 
Wrp==30l %.

Зависимость времени сушки (по обе стороны от гра­
ничного значения 1^гр =  301 %) от влажности W опреде­
ляется по функции зависимости при с̂а =  87°С от W, 
которая опишется полиномом 1-й степени с исходными 
данными:

W,  о/о 301 325 350
Тс,  ч О 0.32 0 .6 3

Расчет ведется по стандартной программе аппрокси­
мации полиномом.

Р е з у л ь т а т  р а с ч е т а
Tg, =  — 3.865 +  0 .0128 5 Г ; (V.23)

погрешность аппроксимации L =  0.54 %.
Функция Tsg =  f { W)  при W >W rp  опишется полино­

мом 1-й степени с исходными данными ( ^ с а  =  89°С):

W, % 250 275 300 301
Тс,  ч 2 .1  2 .48 2 .86 2.878

Р е з у л ь т а т  р а с ч е т а
Гее =  —  1.708 +  0 .0 1 5 2 3 Г . (V.24)

По формуле (V.23) определяется W'max, при которой 
окажется необходимым сделать еще один шаг на 85 °С. 
Д л я  этого надо получить зависимость времени сушки при 
температуре 87 °С от влажности.

Спрямление скорректированной функции Т к о р р = / ( ^ с а )  

по программе № 39 дает время 6.12 ч при температуре 
80 °С. Тогда зависимость 7 ’ с . = / ( ^ с а )  определится по 
стандартной программе № 38 (в интервале температур 
8 0 °С ^ 7 'с ^ 1 0 0 °С )  и опишется функцией

То =  T ^ i n  -  (Т’шш -  7’тах) (V.25)

Д л я  приведения начала функции к началу координат 
в нуле по оси tea ось системы координат смещается на 
80 °С. Тогда в исходном массиве данных температурам 
80, 89, 91, 93, 95, 100°С будут соответствовать координа­
ты аргумента О, 9, И , 13, 15, 20°С.

В рабочую информативу записываются параметры:



ХЗ — максимальное значение приведенной температуры 
(соответствует 100 “С);

А1 — время протекания процесса при минимальной тем­
пературе сушильного агента в исследуемом темпера­
турном диапазоне;

А2 — первое приближение асимптоты (по времени);
АЗ — время протекания процесса при максимальной тем­

пературе;
Х[1], Y[I] — координаты табличной зависимости Тс от

tea.-

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  программы № 38

” n yC T b” B=+.01;EPS = .5 ;X 3= 20 ;N = 6; А [6]; D y [6 1 ;O T H [6 ];V [6 ];T -=  
5.591; А1=6.12; А2 = 2.07; А3=2.08; Х [6] =0,9,11,13,15,20; У [61 =  6.12,2.8 
78,2.68,2.52,2.38,2.08”КОН”О

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х [1] Y [I]  Л [1 ] О ТН [1]

О 6.12 6.12 О
9 2.878 2.879 0.06

И 2.68 2.636 1.6
13 2,52 2.465 2.1
15 2.38 2.346 1.39
20 2.08 2.183 4 .9

Постоянная времени g =  5.591 ч; L =  2.6 %•
Д ля расчета значений времени сушки при различных 

температурах в рабочих информативах достаточно на 
первом цикле вместо поисковых значений X  поставить 
приведенные соответственно при смещении начала коор­
динат функции (V.25).

Р е з у л ь т а т  р а с ч е т а
/с1, °С 81 82 83 84 85 86 87 88 89 
Гс, ч 5.456 4.902 4.438 4.05 3.726 3.454 3.228 3.038 2.878

Значение \Fmax при шаге на 85 °С находится подста­
новкой значения Тс при 87 °С в уравнение (V.23): 3.228 =  
=  --3.865 +  0.01285 Wmax, отсюда lFmax =  552 %.

По формуле (V.24) определится W'min, при которой 
для полного завершения цикла сушки достаточно трех 
ступеней по 2°С до 91 °С включительно: 0 =  — 1.708 +  
+  0 01523 И '̂ш1п=112 %.

Область определения процесса сушки исследуемого 
продукта при начальном значении температуры сушки



95 °С и шаге 2°С запишется в виде 112 % -f-301 %-^ 
-f-552 %.

При ожидаемой начальной влажности продукта от 
112 до 301 % процесс опишется выражением

Тс =  Т,,  +  +  7,1 +  ( -1 .7 0 8  +  0.01523\Г„);
"  т ~

при ожидаемой начальной влажности от 301 до 
552 %

Го =  ГвБ +  -)- Tji +  +  (— 3.8 6 5  4- 0.012851F„),

FTT

где Гвб =  2.38 ч; Г^з =  2.52 ч; =  2.68 ч; =  2.878 ч-

V.5. УПРОЩЕННЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА РЕЖИМА СУШКИ 
ПРОДУКТА

Постоянная времени процесса в диапазоне темпера­
тур 80— 100 °С описывается выражением (V.15) или

Т(80ч-100) =  3.873 — (3.873 -  7.2)/е('са-80)/з-2з_ (у.26)

Д ля  диапазона температур 60—80 °С в соответствии 
с формулой (V.14) по программе № 15 со смеш,ением ар­
гумента на 60 °С аппроксимируется зависимость т от с̂а- 

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  аппроксимации функ­
ции T(60-i-80) = / ( ^ с а )  к программе № 38

” ПУСТЬ” В = + .0 !; EPS =  .5; DM=.2; А[ З] ; N=3; Л2 = 0; А1 =  14.2; Х[ 3] =  0; 1 
0,20; У(31 =  14 .22 ,И -66,7.2; ХЗ =20; АЗ = 7.2;Т = 29.4; 0У13) ;0 T H t3 ];V | 
3 ] ”КОН”С>

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
*с&—бО̂ С т А[1] ОТН [I]

0 14.22 14.22 0
10 11.66 10.11 13.2
20 7 .2 7.202 0 .029

0 =  29 .4  ч; 1 =  9.3%.

Выражение для расчета т (б0ч-80) (^са)
Х(бо^во) =  14.22/е('са-бО)/2^-\ (у.27)

Общее выражение для расчета допустимого времени 
сушки То при данной температуре (V.13) не скорректи-

180 ,



ровано по линейности процесса для диапазона 60—80 °С. 
Ранее получено выражение для расчета скорректирован­
ного Ткорр в диапазоне 80— 100 °С

(<са-8°)
Г(80-Ы00) =  2 .0 7 - ( 2 . 0 7 - 6 .1 2 ) / е  5-591 _ (у.28)

в связи с чем необходимо произвести корректировку вре­
мени сушки и для диапазона 60—80°С.

Выражение для расчета Tkovp в диапазоне 60—8 0°С 
находят по программе № 38 по аналогии с выражением 
(V. 15), но со смещением аргумента на 60 °С с помощью 
функции вида

(V.29)

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  расчета функции 
Т’(60^ 80) =f{ tca)  к программе № 38

” n y C T b ” B =.01 ;L P S = .6 ;X 3= 29 ;N = 3; а Г З ];О У [3 |;О Т И |3 1 ; V [3 ] ; А1= 
17.5; А 2= 4.5 ;Л З= 2.9 ; Х [3] =0,10,20; У [3]=1 7.5,9.1,6.12;Т = 9 .6 2 ”КОИ”
О

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
-  60° с А[1] OTII [ I ] .  %

0 17.5 17.5 0
10 9.1 9.097 0.031
20 6.12 6.125 0 .093

0 =  9 .62; L =  0 .0 6 9 % .

Выражение для расчета 7 0(60+80) =/(^са)
^(бО-вО) =  4.5 -  (4.5 -  17.5)/е('са-60)/9.62_

Если W'h — начальное, а Wk — конечное значение аб­
солютной влажности продукта, то общее выражение для 
расчета режима в зависимости от начальной температу­
ры сушки tu с шагом А̂ н запишется в виде

т



где Тс.к — время сушки на последнем температурном ш аге, соответ­
ствующем температуре ^са.к; п — число температурных ш агов (сту­
пеней) от t„.

Значения Гс и т подсчитываются в интервале темпе­
ратур 100—80 °С по формулам (V.28) и (V.15), а после 
/оа =  80 '’С — по формулам (V.30) и (V.27).

Расчет режима 95—80°С с шагом 5°С: ^н=95°С; 
Г н = 2 5 0  %; W,  =  22 %.

По формуле (V.31)
250 ^ 2 .3 8  , 2 .78  , 3 .

^С.К —
22 \3 .9 0 5  

Режим сушки:

2.78  3 .7 4 V 
4 .02 “' 4 .5 8 /

7.2 =  2,26 ч.

tea . °С  95 90 85 80
Тс,  ч 2 .28  2 .78  3 .74 2 .2 6

Энергозатраты режима 100^95-f-90°C составляют 
1178 уэе.

Энергозатраты оптимального режима:
Ропт =  95 • 2.38 -f 90 • 2.78 +  85 • 3.74 +  80 • 2.26 =  975 уэе.

По сравнению с неоптимальным режимом сушки эко­
номия энергии составит 17.2 %.

V.6. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕССА СУШКИ КОНЦЕНТРАТОВ 
В РЕЖИМЕ ТУРБОПОДДУВА

Аналитическое описание кривых сушки

Введение турбоподдува при сушке слоя пищеконцент- 
рата на сушилках с подвижной лентой позволяет значи­
тельно снизить продолжительность сушки. З ад ач а  опти­
мизации состоит в нахождении оптимальных температур 
сушки на ступенях и направления градиента темпера­
туры в сушилке от входа к выходу, обеспечивающих ми­
нимум времени сушки при минимуме энергозатрат без 
потери качества.

Исходные данные зависимости абсолютной влажно­
сти W  продукта от времени сушки Тс при различных 
поддувах продукта потоком сушильного агента приведе­
ны в табл. 6 .

Зависимость W=f { t c&)  аппроксимируется функцией 
вида



где W —  текущее значение абсолютной влаж ности продукта, %: 
—  асимптотическое значение к которому стремится экспо­

нента при Гс-»-оо, %; — начальное значение влажности, % ; Т с  —  
текущее значение аргумента — времени сушки, мин; т — постоян­
ная времени аппроксимирующей экспоненты, мин.

Т а б л и ц а  6 |

Слабый турбоподдув

И’'. %

Сильный турбоподдув

'с а  = '5»С

Vf'. %

1104-75° С

%

О
5

10
15
20
25
30
35
40
45
50
55
60
65

140.1
123.2 
114.7
106.2
94.9 
84 .7
75.1
65.5 
59.3
52.5
44.1
35.6
29.9
27.1

О
4
9

14
19
24
29
34
39
44

140.1
114.7
89.9
67.2
49.7
38.4
29.4
21.5  
18.1
15.8

О
5 .5

10.5
15.5
20 .5
2 5 .5
3 0 .5
35 .5
40 .5
45 .5
5 0 .5

140.1
100.6
89 .3  
80 .8  
75.1
69 .5
52.5
38 .4  
29.9  
24.3
18.6

По программе № 30, по минимуму средней квадрати­
ческой погрешности аппроксимации Lmin находится пер­
вое приближение значения т.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  аппроксимации кривой 
сушки при постоянной температуре /са =  75°С и сильном 
турбоподдуве (см. табл. 6 )

”ПУСТЬ”В=+.01; EPS=.5io0; N=10; а [ 1 0 ];Т = 16 .0 ; ПУ[10] ; О ТН [10]; АЗ
=  15.80; А1=140.1; А2=6.43; Х3=44.0; Х[ 10] =  0,4,9,14,19,20,29,34,39,44;
y [ l 0 ]  =  140.1,114.7,89.9,67.2,49.7,38.4,29.4,21.5,18.1,15.8;Vf 10]”КОИ”О

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  т=12.75; Lmin=12.89%.
По программе № 31 находится уточненное значение т 

для U7„>,„=15 %; т =  12.52; Lmm= 12.75 %•
Д л я  нахождения супремума sup Lmin в интервале 

^min от 15.5 до О необходимо произвести аппроксима­
цию кривой сушки для нескольких значений Wmm, а по 
полученным результатам найти минимум функции Lmin =



f
/

Г т ш . % 15.5 14.7 13 10 О '
Lmin, % 13.43 12.36 10.38 8 10.28

Зависимость Lmin(^min) аппроксимируется по стан­
дартной программе полиномом 2 -й степени

Lmln ”  1 0 .2 8 -  1 .0 i r ^ ,„  +  0,0785irLn. (V.33)

Приравнивая производную Lmin нулю, определя­
ем ITmin:— 1.01+2-0.0785 или Гш 1п =  6.43% , 
соответствующую sup L m l n .

Аппроксимация кривой сушки при с̂а =  75°С без 
турбоподдува (см. табл. 6 ) при асимптоте lV^min==6.43 7о 
дает т = 1 6 ,  supLmin =  7.39 %. Кривая сушки описывается 
функцией

Г  =  6.43 —  (6.43 —  140.1) 6. (V.34)

При дальнейшей аппроксимации исследуемых кри­
вых сушки асимптота для них выбирается равной W'min =
=  6.43%.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  аппроксимации кривой 
сушки с турбоподдувом в ступенчатом режиме при с̂а =
=  110-Ч-75°С через 10 °С по 10 мин (см. табл. 6 ) про­
граммы №  30

”ПУСГЬ” В =+.01; EPS=.5юО; N =11; А [ 11 ] ;Т =  16.0; ОУ1111 ;ОТН [ 11 ] ;  АЗ 
=  18.60; А1 =  140.1; А2 =06.43; Х3=50.5; Х[11 ] =0,5.5,10.5,15.5,20.5,25.5.3
0.5,35.5,40.5,45.5,50.5; У1111=140.1,100.6,89.3,80.8,75.1,69.5,52.5,38.4,29. 
9,27.3,18.6; V [1 1 ]” KOH”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а ;  supLmin= 13.5 %; W'min =
=  24 мин.

Кривая описывается функцией

W =  6.43 — (6.43 — 140.1) (V.35)

Время сушки до Т^к=15.8 % составляет Го =  63.8 мин. 
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  аппроксимации кривой 

сушки при ^са =  75°С и слабом турбоподдуве (см. табл. 6 ) 
программы №  30

”ПУСТЬ”В =+.01; EPS =.5ю0; N=14; А[ 14]; Т=24.0; 0У[ 1 4 ]; ОТН[ 14]; АЗ 
•2 7 .1 0 ; А1= 140.1; А2=06.43; Х3=65.0; V[ 14]; Х[ 14] =  0,5,10,15,20,25,30 
.35,40,45,50,55,60,65; У[14] =  140.1,123.2,114.7,106.2,94.9,84.7,75.1,65.5,» 
».3,52.5.44.:,35.6,?9.9,37.1”KOH”<>



Параметры Слабый
турбоподдув Сильный Т>’рбог1оддув

, °с 75 75 110-Н75
Тс. эксп . 101 44 64

Q, % 38,9 26.4 26.2
Тс до W '„=  10%, мин 127 54.5 80.5

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  sup Lmin=9.33 %; т =  38 мин. 
Кривая описывается функцией

=  6 .4 3 - (6 .4 3  — 140.1) (V.36)

Время сушки до Wmir, =  15.8 % 7с=101 мин. 
Результаты аналитического описания кривых сушки 

сведены в табл. 7.
В табл. 7 Q означает содержание комков, а значения 

Гс при 1̂ = 1 0 % соответствуют 117к=11.1 70-

Оптимизация процесса сушки по времени в зависимости 
от tea. при сильном турбоподдуве

Д л я  оптимизации производится аппроксимация кри­
вых сушки для с̂а =  60, 90 и 110°С. Исходные данные 
приведены в табл. 8 .

При аппроксимации по программам М?30,31 кривых 
сушки усреднение асимптоты недопустимо, поэтому про­
изводится их поиск для каждого значения с̂а-

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для ^са =  60°С 

” ПУСТЬ”В = - .0 1 ; I-PS=.5ioO; N=14; Л[ 14]; Г)У[ 14]; ОТН[ 14]; А 3=13.00;
А1= 140.1 ; А 2 = 0 5 .31 ;X 3=64.5 ;V [ 14] ; Т = 2 1 . 63; XI 141^0 ,4 .5 ,9 .5 ,14 .5 ,19 .

5,24.5,29.5,34.5,39.5,44.5,49.5,54.5,59.5,64.5; У[ 14i =  140 .1 ,l l  1.9,94.9,78,6  
3.8,49.7,35.6,32.8,27.1,24.3,18.6,15.8,13,13'’КОП"0

Данными для подбора асимптоты методом последова­
тельного приближения служат W'mm п Ьтщ:

W
Lml

mill > О
8 .5

3
6.1

5.5
5.34

6
5.41

6.43
5.6

7
5.8

Поиск W'niiii дает результат: Lmin =  8.52— 1.16 Û 'min +  
-f- О.ЮЭГшш: И?'ш1п =  5.31; sup Ьтщ =  5.33 %.



^ с , » 6 0 » С ^са — 90° С п о ^ с

Гр. мин W. % Гр, мин % Гд, мип %

0 140.1 0 140.1 0 140.1
4 .5 111.9 4.75 109 5.25 114.7
9 .5 94.9 9.75 86.4 10.25 92.1

14.5 78 14.75 69.5 15.25 75.1
19.5 63.8 19.75 52.5 20.25 58.2
24.5 49.7 24.75 38.4 25.25 35.6
29.5 35.6 29.75 27.1 30.25 29.9
34.5 32.8 34.75 21.5 35.25 24.3
39.5 27.1 39.75 13 40.25 21.5
44.5 24.3 44.75 10.2 45.25 13
49.5 18.6 49.75 7.3 50.25 7.3
54.5 15.8 55.25 7 .3
59.5 13
64.5 13

21
Процент комков Q 

23 31

Вид функции кривой для с̂а — 60 °С
W =  5.31 — (5.31 — 140.1) ’'с/2* 63_ (у.37)

Время сушки до W'k=H-1% (при относительной 
влажности 10%)  Тс = 68 мин, sup Lmm =  5.33 %.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для с̂а =  90°С

”ПУСТЬ”В = + .0 1 ; EPS =.5юО; N= 11; а [ 11 ];  DY[ 11 ];  ОТН[ 11 ] ;  А3= 7.3; А1 
=  140.1; A 2 = 0 0 .0 0 ; V [ l l ] ; T = 1 2 . 0 0 ; X 3 = 4 9 . 7 5 ; X r i l ]  =  0 ,4.75,9.75,14.75,l  
9.75,24.75,29.75,34.75,39.75,44.75,49.75; У [11]  =  140.1,109.0,86.4,69.5,52.5  
,38.4,27.1,21.5,13.0,10.2,7 .3”КОН”0

Для подбора асимптоты воспользуемся следующими 
данными:

^mln> % 
Lffllm %

О
9.69

0 5 
10.62

1.5
11.34

3
14.63

6
30.71

Асимптота W'min^O.
Вид функции кривой для ^са=90°С



Время сушки Гс ДО 1^к=И-1 % составляет 43.9 мин. 
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для fca=HO°C

’’nyC T b”B= + .0 1 ;i;P S = .5 io O ;N = 1 2 ;A [l2 ];n y [ l2 ];O T H [l2 ] ; А З=7.3;А 1 
=  140.1; A 2=00.00;V [ 12] ;Т =18 '.70;Х З=55.25;Х | 12]= 0 ,5 .25 ,10.25,15.25, 
20.25,25.25,30.25,35.25,40.25,45.25,50.25,55.25; У[ 12] =  140.1,114.7,92.1,7 
5.1,58.2,35.6,29.9,24.3,21.5,13.0,7.3,7.3”КОН”О

Данными для подбора асимптоты являются:

^m ln> % О 0 .5
Lmin. % 15.39 15.3

Вид функции кривой для ^са=110°С
г  =  1 4 0 . 1 б ^ ^ с / ' 8 (V.39)

Время сушки Тс до ^ '«=11.1 % составляет 47.4 мин.
Зависимость времени сушки от с̂а выражается дан ­

ными: ■
tea, °С 60 75 90 110
Г с , мин 68 54 .5  43.9  47.4

Оптимальная температура сушки Гс .О П Т  НЗХОДИТСЯ 
аппроксимацией функции 7’с =  /(^са) полиномом 2 -й сте­
пени. Вид полинома

Тс =  208.87 — 3.88/еа +  0.0173б4-
Приравнивая производную Т'с нулю, получим 

ĉa.oirr =  3.38/(2-0,01736) =  97.36°С.

Время сушки Гс.опт при ^са.опт =  97°С составит
44.3 мин.

При аппроксимации полином сместился на 1.37 °С от 
оси абсцисс, поэтому с учетом смещения окончательно 
имеем 7с.опт =  43.9°С.

Оптимизация процесса сушки концентратов 
по качеству и производительности

Экспериментальные значения индекса Р = 1 0 0 — Q 
{ Р  — процент кондиционного продукта) после цикла 
сушки при прочих равных условиях и разных температу­
рах с̂а представлены ниже.



/са . °С 60 75 90 110
Р, % 77 73,6 79 69

Из Приведенных данных видно, что в диапазоне ^ с а  от 
60 до 90 °С качество продукта — величина постоянная 
(в пределах математического ожидания Р м ± о  — сред­
няя квадратическая погрешность), а после с̂а =  90°С на­
чинает падать.

Так как минимум времени сушки выявлен при 
^ с а . о п т  =  97°С. необходимо определить, выходит ли Р 97 
при этой температуре и времени Гду за пределы Pmin±cr. 
Для этого производится аппроксимация функции Р =
- f i t  са), заданной таблично, в интервале температур 
60—90 °С, затем значение Р 97 на отрезке прямой Р =  
=  f { i c a )  в интервале температур 90-^110 °С в точке 97“С 
сравнивается с минимальным значением Ртш в узлах 
/ с а  =  60, 75 и 90°С. Аппроксимация полиномиальной 
функции P n o n  =  f { t c a )  ведется по стандартной программе 
и дает Рпол =  71.53-Ь0.067 с̂а при L =  2.074 %•

Значения Р„ол при различных / с а  приведены ниже.

t e a ,  °С 60 75 90
Рпол. % 75.55 76.55 77.56

Аппроксимация отрезка прямой в интервале t ca  =  
=  90-f-110°C дает Рпол =  141.1—0.706 tea при 1 = 1 . 2  %. 
При с̂а.опт =  97°С Рпол =  72.6%. Минимальное значение 
индекса качества Ртш =  73.6% при о̂а =  75°С. С учетом 
Pmin— 0  =  73.6—0.02074-76.55 Ртш—о =  72% . Значение 
Р 97 лежит в допустимых пределах, т. е. в интервале тем­
ператур 60—90 °С.

Оптимизация режима сушки концентратов

Нахождение квазилинейного участка экспоненты, ко­
торой описывается кривая сушки при любой температу­
ре сушильного агента, осуществляется в следующем по­
рядке;

производится аппроксимация начального участка 
экспоненты полиномом 1-й степени при фиксации левого 
[при Тс = 0 (рис. 46)] узла и варьировании координат 
правого до получения средней квадратической погреш­
ности аппроксимации Lmin порядка Vs погрешности ап­
проксимации экспериментальной кривой экспонентой: 
sup Lmin/2=5.31/5< 1 %;



Рис. 46. Графическая интерпрета­
ция процедуры поиска квазили­
нейного участка экспоненты

находятся координаты 
точки А пересечения пря­
мой, имеющей ту же про­
изводную, что и аппрок­
симирующий полином, и 
проходящей через начало 
экспоненты. Координаты 
этой точки определяют 
время существования ква- У̂асимт 
зилинейного участка Гд с 
заданной нелинейностью 
и значение убыли влаги 
Д1Гл за это время. Ука­
занные параметры (Тл и 

необходимы для 
расчета значений крите­
рия оптимальности квазилинейного режима участка.

Так как спрямляющий полином заведомо смещен в 
сторону больших значений ординат функции, то, учиты­
вая, что средняя квадратическая погрешность аппрокси­
мации экспонентой имеет наименьшее значение порядка 
5 % ,  максимальное относительное отклонение значения 
ординаты на прямой от значения на экспоненте не 
должно превышать половины, т. е. < 2 .5 % .  При этом 
аппроксимирующий полином 1-й степени должен иметь 
в 5 раз меньшую среднюю квадратическую погрешность 
аппроксимации, т. е. ~ 1  %.

Критерий оптимизации: удельные затраты энергии 
на единицу изъятой влаги (в кВ т-ч/% ). Эквивалентом 
работы (мощности) является произведение /са?’с- Экви­
валент удельных затрат

=  ( W / A W .

Величина А5 в оптимальном режиме должна иметь 
минимум.

Кривые сушки описываются следующими функциями: 
для с̂э =  6 0 °С — (V.37), для ^са =  75 -^70°С — (V.34), для 
fca =  9 0 4 - 8 0 ° C -  (V.38), для ^са=1Ю °С — (V.39).

В процессе спрямления экспонент путем аппроксима­
ции их по программе № 30 значения среднего квадра­
тического отклонения L2 ограничиваются для всех кри­
вых на одном уровне.



Программа №  40 аппроксимации полиномом функции, 
заданной аналитически

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ” Ю.”РАЗРЯДНОСТЬ”Е; ”ДЛЯ”1 =  Г ’ШАГ” 1”ДО” (3XN+2) ”ВЫПО 
ЛНИТЬ” 0[ I ] =  0; ’’ДЛЯ”J =  1 ”ШАГ” 1 ”ДО” К”ВЫПОЛНИТЬ” (I =  1; R 1 =  1; 
D [I] =  D [I]+R 1; F [J  ]= Ф (Х [1  ] ) ; 0 .  R 2=R 1X F[J ]; D[I+2X№-1 ] =  D[I+2X 
№ -l]+ R 2 ;P l.R l =  R lX X [J ] ;  D {I+l] =  lX l+ l]+ R l ;I= I+ 1 ; ”ЕСЛИ”К № -2 ’Т  
О” (”НA”Q ); ” ЕСЛИ”1 < 2Х№-1 ”Т 0 ” (”НА”Р1) ) ;  ”ДЛЯ”1 =  1 ” Ш АГ”1 ”Д 0 ” 
(Н +1)”ВЫПОЛНИТЬ” ”ДЛЯ”1 = 1 ”ШАГ” 1”ДО” (Ы+1)”ВЫПОЛНИТЬ”А[ 
I.J ] =  П [ 1 - 1 + ; ] ; ”ДЛЯ”1 =  1”ШАГ” 1”ДО” (№ -1)”ВЫПОЛНИТЬ” В[1]=Е)[ 
2Х№-1+1];”Д Л Я ”Ж =1”ШАГ” 1”Д 0 ” (Н+1)’’ВЫПОЛНИТЬ” (Т = 0 ;”ДЛЯ’Т 
=Ж ”Ш АГ” 1 ”ДО ” (N+1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” ( (D= S (P =  1,Ж - 1 ,А[ 1,Р] ХА[ Р,Ж]
) ;  А[ 1,Ж] =  А[ I, Ж] - D ) ; ” ЕСЛИ”АВ8 (А[ 1,Ж]) >Т ”Т 0 ” (Т= ABS (А[ 1,Ж ]); 
М = 1 )); ” ЕСЛИ”М=Ж”Т 0 ” (”НА”К 1 ); ”ДЛЯ”5 = 1 ”ШАГ” 1 ”Д 0 ” (N+1) ”В 
ЫП0ЛНИТЬ” (Т=А[Ж,1 ];А[Ж,Д ] =  А[М,1 ];A [M ,J ]= Т ) ; Т = В [Ж ]; В[Ж 
] =  В [М ];В [М ]= Т ;К 1 .”ЕСЛИ”АВ8 (А [Ж ,Ж ])<EPS”T 0 ” (S =  1; ”НА”М 1); 

^ ”ДЛ Я”1=Ж+1”ШАГ” 1”ДО” (Ы+1)”ВЫПОЛНИТЬ” а [ 1,Ж] =  А[1,Ж]/А[Ж,Ж 
] ;  ”ДЛЯ”1 =Ж+1 ”ШАГ” 1”ДО” (№-1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (D= 2 (Р =  1,Ж-1 ,А[ 
Ж,Р]ХЛ[Р,] ] ) ;  А[Ж,1] =  А [Ж ,1]-В );В = 1:(Р = 1 ,Ж -1 ,А [Ж .Р ]Х В [Р ]);В [Ж  
] =  В[Ж] -  D) ; ”ДЛЯ”Ж =N+l ’’ШАГ” ( -1 )  ”Д 0 ”1 ’’ВЫПОЛНИТЬ” (D= S  (Р= 
Ж +1,N +1,A [Ж ,P]X B [P]);B [Ж ]= (B [Ж ]-D )/A [Ж ,Ж ]);R З = 0 ;L 2 = 0 ; ”ДЛ 
Я ”1=1”ШАГ” 1”ДО”К”ВЫПОЛНИТЬ” (J=N ;R 1 =  B [J+ 1 ];L , R1 =  R1XX[I] 
+B[J ] ; J  = J  - 1 ; ” ЕСЛИ”1 > 0 ”ТО” (”HA”L ) ; R2= A B S (R 1-F  [I]);L2=L2+ 
R 2 t2 ;”ECЛИ”R 2>R З”TO” (R З = R 2 ;R 4 = F [I ] ) ) ;”ECЛ^r”R 4 = 0 ”TO” (R l =
0 ) ’’ИНАЧЕ” (R1 =  R З /R 4 );L 2 = ^ /(L 2 /K );”BЫBOД”01,RЗ,”ПPOБEЛ”,R1.’ 
’ПРОБЕЛ” ,L2; M l.”ВЫВОД”01,’’СТРОКА”,5 ; ”ВЫВОД’’01,” МАССИВ”В ;’‘ 
ВЫВОД”01,”МАССИВ”Г ”КОНЕЦ”0

Исходные данные, записываемые в рабочую информа- 
тиву, аналогичны исходным данным программы аппрок­
симации полиномом, за исключением числовых массивов 
значений аргумента, задаваемого произвольно, и функ­
ции.

Массивы аргумента и функции для с̂а =  60°С: Х[11] =  
=  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9, 10; Y [ll]=140.1 , 134, 128.2, 
122.6, 117.3, 112.3, 107.5, 102.8, 98.4, 94.2, 90.2. Значения 
Y[ l l ]  — значения функции на экспоненте.

Аппроксимирующий полином W'an= 138.3—4.377 Тс\ 
L2=1.01 %.

Параметры спрямляющей прямой между узлами 
экспоненты Х =  0 и Х = 10 : Х =  5; Y=112.3; А[1]=115.1; 
ОТН[1] =  2.475; К =  —4.99; Хап=Ю.



Условие адекватности функций в пределах заданной 
нелинейности выполнено. Значение Wan при Хап=Ю рас­
считывается по формуле (V.37). Влажность продукта на 
границе квазилинейного участка 1̂ л =  111.9; =
=  140.1 — 111.9 =  28.2.

Д л я  с̂а =  75°С по формуле (IV.34) находим Wa„ =  
=  138.5—6.72 Гс; L 2=  1.018 %.

Числовые значения массивов в рабочей информативе: 
Х[8] =  0, 1, 2. 3, 4, 5, 6 , 7.2; Y [8 ]=  140.1, 132, 124.4, 117.3, 
110.5, 104.2, 98.3, 91.7.

Результаты спрямления кривой сушки для ^са =  75°С: 
Х =  5; Y=110.5; А[1]=113.2; ОТН [1] =  2.394; К = —6.72; 
Хап=7.2; ^ 'л =  49.7; А1Гл= 140.1—49.7 =  90.4.

Д л я  с̂а =  90°С по формуле (V.38) имеем W'an= 
=  138.43—6.5 Тс; L 2=1.00% .

Числовые значения массивов в рабочей информативе: 
Х[9] =  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 7.6; Y [9]= 140.1, 132.3, 124.8, 
117.8, 111.2, 105, 99.1, 93.6, 90.4.

Результаты спрямления кривой сушки для темпера­
туры сушильного агента 9 0 °С: Х =  5; У=105; А[1]= 107.4; 
ОТН[1] =  2.4; К = —6.54; Xa„ =  7.6; W^ =  90.38; AW^ =  
=  140.1—90.38 =  49.72.

Д л я  ^са=110°С по формуле (V.39) имеем Wan =  
=  138.33—6 Гс; L2=1.01 %.

Числовые значения массивов в рабочей информативе: 
Х[10] =  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 8.2; У [10]= 140.1, 132.8, 125.9,
119.3, 113.1, 107.2, 101.6, 96.4, 91.3, 90.4.

Результаты спрямления кривой сушки для tca =  
=  110°С: Х =  5; Y =  113.1; А [1]= 109.7; ОТН [1] =  2.378; 
К =  —6.06; Хап=8.2; 1Гл =  90.36; Д Г д  =  140.1—90.36 =  
=  49.74.

Результаты поиска квазилинейных участков на кри­
вых сушки с максимальными значениями относительных

Т а б л и ц а  9

'с а -

Интегральная
скорость

%/мнн
Д и / ^ .  %

Время сушки 
Т'р, мин Д5, уэе

6 0 4 .9 9 2 8 .2 10 2 .1 3
75 6 .7 2 4 9 .7 7 .2 1 .509
90 6 .5 4 4 9 .7 2 7 .6 1 .81

110 6 .0 6 4 9 .7 4 8 .2 2 .2



50 - 60‘С7УС 30% W C

Рис. 47. Зависимость убыли влагй 
от времени сушки в квазилиней­
ном режиме
Рис. 48. Зависимость удельных 
энергозатрат от температуры су­
шильного агента

АЭ

2

В 10 Тс, мин SO 70 SO SO 100 110 
к а Л

отклонений экспоненты от прямой 2.5 % сведены в 
табл. 9.

На рис. 47 представлена зависимость убыли влаги по 
спрямленным экспонентам в квазилинейном режиме от 
времени сушки, на рис. 48 — удельных энергозатрат от 
температуры сушильного агента.

Из рис. 48 видно, что начиная с некоторого значения 
^са (лежащего около 75 °С), квазилинейный участок су- 
ш,ествует в интервале процента убыли влаги со 140.1 до 
49.7—49.74 %. Следовательно, при стабилизации огра­
ничения уровня абсолютной влажности W„, характери­
зующего квазилинейные участки сушки, на значении 
W ~ 4 9 . 7 %  время сушки до этого уровня при с̂а =  75°С 
минимально. Критерий оптимальности АЭ имеет мини­
мум в районе 75 °С.

Оптимизация процесса сушки на второй ступени 
двухступенчатого режима

Оптимизация процесса по энергозатратам начинается 
с аппроксимации второй ступени сушки экспонентой. Ис­
ходные данные: на первой ступени сушка производилась 
в квазилинейном режиме при с̂а =  75°С в течение 7 мин. 
Затем температура сушильного агента изменялась сту­
пенчато до значений 60, 90 и 100 °С. Значения зависимо­
сти абсолютной влажности W от приведены в табл. 10.



Гр, мин

W  (в %) при -С

60 90 ПО

0 109 109 109
5 92.1 7 2 .3 7 2 .3

10 75.1 5 5 .4 4 9 .7
15 6 1 .8 3 5 .6 3 5 .6
20 4 9 .7 30 2 4 .3
25 3 8 .4 2 1 .5 18 .6
30 3 2 .8 15 .8 13
35 27.1 13 10 .2
40 2 1 .5 10 .2
45 18 .6
50 16.8
55 13
60 10.2

Зависимость W= f ( T c )  аппроксимируется функцией 
(V.32). По программам № 7, 8 рассчитываются значе­
ния т для Тс.

Р е з у л ь т а т  с ч е т а  для 7с =  60°С: Тбо=21.63; 
sup Lmin =  6.44 %• Значение W'min взято таким же, как и 
в одноступенчатом режиме. Sup Lmin =  6.44 % сохраняет­
ся при Тбо =  21.63.

Процесс на второй ступени при с̂а =  60°С описыва­
ется функцией

W,o =  5.31 — (5.31 — 109) (у.40)
Время сушки Гсбо Д о  W'k=11-1 % составит 62.5 мин.
Результат расчета для /са =  90°С; тэо= 15.89; Lmin =  

=  9.94 %.
Вид функции

^^90= 109e~^c/^5•«^. (V.41)

Время сушки Тс9о ДО W'k=H.1 % составит 36.3 мин. 
Результат расчета для ^са=ПО°С: т ц о =  14.05; Lmm= 

=  6.73 %.
Вид функции

(V.42)

Время сушки Гспо до U^'„=ll.l  % составит 32 мин. 
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f’eзyльтat  расчета для с̂а =  75°С: время сушки 7’с?5 
до Ц7„=11.1 о/о составит 47.5 мин.

Получены следующие значения эквивалента удельных 
затрат ДЭ на второй ступени:

tea,  °С 60 75 90 ПО
Л Э ,  уэе 38 .2  36 .3  33.3  35 .9

Функция удельных затрат A3=f ( t c a )  аппроксимиру­
ется полиномом 2 -й степени, в результате получаем:

ДЭ = 7 1 .4 5  — 0.817/са +  0 ,00454: L2 =  0.67% . (V.43)

Производная АЭ' =  —0.817-f 0.009 tea при tca =  
=  90.8°С равна нулю.

Расчет оптимизированного по двум параметрам 
режима сушки на второй ступени

Зависимость постоянной времени сушки от tea ап­
проксимируется полиномом 2 -й степени:

t e a ,  °С 60 80 110
т ,  мин 21.63 15.89 14.05

В результате аппроксимации получим: 
т =  43.838 — 0.4893^еа +  0.001987/L; L2 =  1 • 10~<>%.

(V.44)

При ^са =  90.8°С постоянная времени экспоненты 
тэо.8=  15.79.

Так как оптимальное значение с̂а.опт лежит в интер­
вале температур 90— 110°С с асимптотами И^т1п =  0, то

Ц7эо.8 =  109e~^o/^5•7^. (V.45)

Если оптимальное значение с̂а.опт окажется в интер­
вале температур 60—90 °С, то необходимо будет 
пересчитать по аппроксимирующему полиному 2 -й степе­
ни с такими значениями:

(са. ”С 60 75 90
о/, 5.31 6.43 О

Время сушки для ^са =  90.8°С до W'k= 11.1 % рассчи­
тывается по выражению (V.45):

Т’с90.8 =  15.79In(109/11.1) =  36 мин.



Эквивалент удельных энергозатрат ДЭ9о.8 =  33.36 уэе. 
В результате расчета получим оптимизированный по 

двум параметрам режим сушки:
fpg. “С ^С.опт- мин 1ЛЭ, у»*

I ступень 75 ^ 1 44 50 28
II ступень 90 .8  36 /

Затраты энергии Р  =  75 -7+ 90 .8-36 =  3793.8 уэе.
Д л я  режима с максимальной производительностью 

зависимость времени сушки Тс от tea выражается сле- 
дуюш,ими данными:

/са . °С 60 75 90 110
Тс, мин 62.5  47 .5  36 .3  32

Минимум Тс находится при ^са=ИО°С.
Скоростной режим характеризуется следующими дан­

ными:

Jgg, “С Tj. опт- “**“ у*®
I ступень 75 7 \  „о со я
II ступень 110 32

Затраты энергии Р  =  7 5 - 7 + 110-32 =  4045 уэе. 
Выигрыш во времени б р = + 9 .3  %.
Проигрыш в энергозатратах 6t =  —6.75%- 
Удельные энергозатраты на единицу продукции на 

5 % больше, чем в оптимальном режиме.

Включение в ,процедуру оптимизации процесса 
индекса качества

Функция A9=f ( t c a )  описы ^ется выражением (V.43). 
Зависимость процента брака Р  от tea на второй ступени 
представлена ниже.

/са . °С 60 75 90 ПО
Р, %  50 57 .8  5 7 .8  50

Зависимость P=f { t c a )  аппроксимируется полиномом 
2-й степени:

Я =  _  40.09 +  2.328^са — 0.0137/са. (V.46)
Так как процент брака P(tca)  является эквивалентом 

энергозатрат на доработку партии продукта, то его зна­



чение можно считать допол­
нительными удельными за­
тратами. Поэтому сумма 
g(^ca) функций (V.43) и 
(V.46) также будет иметь 
минимум (уже с учетом до­
полнительных затрат на до­
работку продукта).

g ( U = A 5 ( U  +  ^ ( U ;

dlitca)
dU

0. (V.47)

Рис. 49. Оптимизированные ре­
жимы сушки по параметрам;
/  — одному; 2 — двум; 3 — трем

Определяем ^са.опт режи­
ма, оптимизируемого по 
трем параметрам:

(О.ООЭ̂ еа — 0.817) -f  К  (2.328 -  0.0274^J =  О,
где К  —  коэффициент, учитывающий долю затрат на доработку ком­
ков брака в энергозатратах на основную сушку.

УС=1/5 П ри ^са.опт =  99.8°С.
врем я  сушки Гсээ.з для ^са =  99.8°С до \Fk=11.1 % 

рассчитывается по формуле (V.46), постоянная време­
н и — по формуле (V.44): Т 99 8 =  14.79. Тогда Гсээв^ 
=  14.79 In (109/11.1) =33.8 мин.

Эквивалент удельных энергозатрат ДЭдд.з^ 34.42 уэе. 
Оптимальный режим характеризуется следующими 

значениями:

I ступень
I I  ступень

‘с а ’
75

9 9 .8
7

33.8 40.8

2ДЭ, уэе 

51 .3 5

Затраты  энергии Ропт =  75-7 +99.8-33.8 =  3789.2 уэе. 
На рис. 49 (штрихпунктир) изображен оптимальный 

по трем параметрам режим сушки.

Ко!1трольные двухступенчаты е режимы суш ки  
с неоптим альны м и энергетическим и затратЁМИ

Д л я  контроля расчета оптимальных по энергозатра­
там режимов была проведена сушка аналогичного исход­
ного материала в двухступенчатом режиме. Параметры



Гр, мин

W (в %) при °С

60 75 90 100

0 95 94.2 94 .2 140.1
5 75.1 75.4 75 .4 100

10 58.1 58.9 55 .4 86.4
15 46.8 49.2 44.1 69 .4
20 35.5 38.2 35 .6 52.5
25 32.8 32.7 27.1 38.5
30 27.2 24.9 21 .5 27.2
35 24.2 21 .7 18.6 18.6
40 18.6 15.2 13 13
45 15.9 13 10.2 10.2
50 15.9 12
55 13

режима на I ступени: 1Fk =  94 h- 95% ; fca=100°C; на 
II ступени: с̂а =  60, 75, 90 и 100°С.

Экспериментальные кривые сушки на II ступени ап­
проксимировались экспонентами по исходным данным 
табл. 11. Начало экспоненты для ^са =  60, 75, 90 °С пере- 
песено по времени на конец квазилинейного участка 
I ступени.

После математической обработки аппроксимирующие 
функции принимают вид, приведенный в табл. 12.

Параметры режимов на II ступени приведены в 
табл. 13.

Сравним режимы, оптимизированные по двум пара­
метрам: 7с =  43 мин; /* =  3794 уэе и по трем: 7’с =  
=  40.8 мин; Р  =  3789 уэе.

Т а б л и ц а  12

^са’
°С Вид функции ^ m ln ’

%

Гр до уровня 
1 .1 % , 

мин

60 5.31 — ( 5 . 3 1 - 9 5 ) / / с/2> -5 6 .9 59

75 6 .43 — ( 6 .4 3 —9 4 .2 ) / / с /  ‘ ® ® ® 6 .9 5 4 .7

90 Ŵ '90 = 9 4 . 2 / / с / 2 « - ^ ^ 3 .7 4 3 .7

100 “^100 -
= 1 4 0 .1 //о /'^ -® 2

9 .7 8 36 .3



<са- “С Я. уэе Брак, %

60
75
90

100

67
62.7
51.7  
44 .3

4340
5502.5
5453
4430

70
70
70
63

V.7. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕССА СУШКИ КОНЦЕНТРАТОВ 
С ДОБАВКАМИ ПОВЕРХНОСТНО-АКТИВНЫХ ВЕЩЕСТВ

Качество готового концентрата ухудшает наличие в 
нем комков. Снижение комков до минимума достигается 
добавлением в концентрат перед высушиванием поверх­
ностно-активных веществ (П А В ), что, однако, приводит 
к удорожанию готового продукта. Задача оптимизации 
процесса сушки с ПАВ сводится к нахождению таких 
доз добавок, которые обеспечивали бы получение про­
дукта с заданным содержанием комков без снижения 
качества и увеличения времени сушки. Решение задачи  
осуществляется в несколько этапов.

Аналитическое описание кривых зависимости 
качества готового продукта от дозы ПАВ 
и его начальной влажности

Экспериментальные кривые зависимости содержания  
комков в продукте от Wn и дозы ПАВ представлены в 
табл. 14.

Т а б л и ц а  14

Доза, ПАВ
Содержание комков 'Q (в %) при %

6- %
31 36 41 46 51 56

0 62 64 85 97 99 100
0 .2 25 40 51 — — —
0 .4 11 16 35 53 83 88
0 .6 8 11 27 — — —
1 .0 8 1C 20 58 64 73
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Зависимость Q =  f ( W„ , 6 ) 
представлена на рис. 50. 
Анализируя кривые, можно 
ввести ограничения на зна­
чения области существова­
ния, задавшись максималь­
но допустимым значением 
Q ^ 5 0 % .  Тогда значения 
аргумента лежат в пре­
делах от 30 до 53 %.

При этом аппроксимиру­
ющая функция Q(U '̂n) зна­
чительно упрощается и при­
нимает вид

Q =  — т In

(V.48)

Л/7

60

SO

40

JO

20

J
30 JS 40 4S SOW^^rt

где T — постоянная времени ап­
проксимирующей кривой; Wi — 
асимптотическое значение началь­
ной влаж ности продукта, к кото­
рому стремится аппроксимирую­
щ ая функция Q(U^'и), в рамках 
ограничиваемой области опреде­
ления, %; — начальное значение влаж ности продукта W„, %: 
Qo— остаточное содержание комков в продукте при минимальном 
значении начальной влажности продукта Û’h, %.

Рис. 50. Зависимость качества 
продукта от начальной в л а ж ­
ности его при различных дозах 
ПАВ

Программа М 4 1  расчета параметров аппроксимирующих  
функций для фиксированных значений Ь

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДНОСТЬ”Е; Ю1 .”ДЛ Я”1= 1 ”ШАГ’Ч ”ДО”№'ВЫПОЛН. 
ИТЬ’ЧА [1 ]= ( -  (T X L N ((W 2 -X [l]) /(W 2 -W l))))-Q O ;D y  [l] =У [l] - A [ I ] ;  
0ТН[1] =  (DV[ l] /y [  I]) XlOO; ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е1; ”ВЫВОД”01 ,X[ I] ,” ПР 
О БЕД",y [ I ] , ’’ПРОБЕЛ”,A [l] ,’’ПРОБЕЛ” ,O T H [I],’’СТРОКА” ; "РАЗРЯДИ 
ОСТЬ”Е) ; L = V (2 ;(J  =  1,N, ( ( (A[ J ] -У [ J ] ) /У[ J ])  XI00) t2 )  / ( N -1 ) ) ;  ”PA 
ЗРЯДНОСТЬ”Е 1 ;”ВЫВОД”01,Т,”ПРОБЕЛ” ,Е ,”СТРОКА” ; ’’РАЗРЯДНОС 
ТЬ”Е; ” ЕСЛИ”Ь > Е Р 8’Т 0 ””НА”Ц”ИНАЧЕ"”С Т0П ” : Ц.Т=Т-Ю Т; ”НА”Ю1 
”КОНЕЦ”0



Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для ft =  0.2%

”nyCTb' T=33;EPS =  .5;Wl =  31;W 2= 52;O T H [4];X [4] =  31 ,36,44,46 ;У [4 
1-=35,40,51,70; DT=+1; № -4; А [4 ] ; 0 У [4 ]; Q O --2 5 ”KOH”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х[1] Y[I] А[1] ОТН[1] . %

31 25 25 0
36 40 33 .97 +  15 .06
44 51 56 .84 — 1 1 .4 6
46 70 66 .34 + 5 .2 2 6

Т = 3 3 ; L = II.3 2 o /o .

Функция Qo.iiWu) примет вид

Qo.2 =  — 331п ^ 2 5 .  (V.49)
21

Соответствие символов алгоритма и программы еле- 
дующее: т—Т; Q—Y[I]; W -X[I]; Wi—W l; W2- W 2 ; 
Qo-QO.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для 6 =  0 .4%

”n yC T b ’’T=15;EPS=.5;\Vl=31;\V2=47;OTn[4];X[4]=31.36.44,46 • У[4  
] - l l ,1 6 ,3 5 ,5 3 ;D T = + l;N = 4 ;A [4 ] ;D y [4 ] ;Q 0 = -n ”KOll”O

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х[1] Y[I] А[1] ОТН[1], %

31 11 11 0
36 16 16.62 — 3 .877
44 35 36.1 - 3 . 1 7
46 53 52.58 + 0 .7 7 6

Т = 1 5 ; L= 2 .9 3 % .

Функция Q o.4(W^h) примет вид

Q o .4  = 151п
36

+  11 . (V.50)

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для 6 =  0.6 %

”n y C T b ”T = ll;E P S = .5 ;W i= 3 1 ;O T H [4 ] ;X [4 ]  =  31,36,44,46 ;У [4] =  8 ,и ,  
27,53; D T=+1;N =4; А[4] ;0У [4] ;Q 0 = - 8; W2=46.5 ”КОН” 0



Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х[1] Y [l] А[1] О Т Н [1], %

31 8 8 0
36 11 12.28 — 11.67
44 27 28.07 —3.96
46 53 45.77 + 1 3 .6 3

Т = 11 ; L=10,62o/o.

Функция Qo.6(^ h )  примет вид

Qo.6 =  -  11 In +  8 . (V.51)
оо.О

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для 6 =  1 %

”nyC T b’'T = 6 .5 ;E P S = .5 ;W l= 31 ;O T H [4 ];X [4 ]= 31 ,36 ,44 ,46  ;У [4 ] =  8Д0 
,2 0 .5 1 ;D T = + l;N = 4 ;A f4 ];D y f4 l;Q O = -8 ;W 2 = 4 6 .5 ”KOH”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х[11 Y [I] А[1] О Т Н [1], %

31 8 8 0
36 10 10.62 —6.246
44 20 20.95 4.79
46 51 45.09 +  11.57

Т = 6 .5 ; L=8.082% .

Функция Qi.o(W'n) примет вид

Q, . 0  =  -  6.5 In +  8 . (V.52)

Асимптоты W2 определяются методом последователь­
ного приближения по минимуму среднего квадратиче­
ского отклонения аппроксимирующей функции от экспе­
риментальной для каждого б.

Переход к качественной характеристике 
функции Q (r„ )

Содержание некомкового компонента в порции гото­
вого продукта является показателем (индексом) качест­
ва Ki- Пропорциональный переход к пятибалльной сис­
теме оценки этого индекса путем нормирования функ­
ции



дает функцию качества продукта, оцениваемого по со­
держанию комков.

Д ругая качественная характеристика выводится из 
степени восстанавливаемости готового продукта после 
варки и сушки при насыщении водой. Условно для рас­
сматриваемого продукта принимается следующая балль­
ная оценка индекса К 2 (по той же ш кале): при исходной 
влажности (перед сушкой) 2 0 % — О баллов, при 
50 % — 5 баллов.

Функция качества KiV^n) по восстанавливаемости
=  0.167Г„ — 3.4. (V.54)

Произведение функций /Ci ( ^'„)/С2 (^^н) имеет макси­
мум (соответствующий наилучшему соотношению индек­
сов качества), который можно принять за оптимальное 
значение и найти из условия

^[Ki(W7,)/C,(H7„)]/dr„ =  0 (V.55)

или

(0.167Г^ ■3.4) 5
т !п

1 + 100
d W^ Q .

(V.56)

Значение К\К 2 для всех б:
б К,К, Wопт’

0 .2 9 .2 7 40
0 .4 10.7 41
0 .6 12.4 43
1.0 14.41 44

Д ля графического построения функции ( К\ К2)ь =  
=  / ( ^ н )  (рис. 51) рассчитываются значения К\, К 2 по 
стандартной программе № 42. Соответствие индексов 
алгоритма и программы следующее: W\ —XI, 
{ K , K 2 ) - Y ,  Q o - X O .

П рограмма М  42 воспроизведения функции 
( ^ 1̂ 2) б (й^н) для  6 =  0.2 %

”ПУСТЬ”Ю.Х=30; W l= 31 ; W2=52; Х0=25; Т=33; Ж.У= ((.1 б7000ю0ХХ) -  
.340000101)Х5X (1 -  ( -  (TXLN( (W2-X) / (W2-W1) ) )  +Х0) /1 0 0 ); ’’ВЫВОД”
01,Х,” ПРОБЕЛ”,У,’’ПРОБЕЛ” ; DX=2;X=X+DX; ”НА”Ж”КОНЕЦ”0



Рис. 51. Зависимость суммар­
ного индекса качества от н а­
чальной влажности продукта 
при различных дозах ПАВ

В целях облегчения 
процедуры поиска макси­
мума функций (V.55) и 
исключения появления 
ошибок на промежуточ­
ных этапах расчета целе­
сообразно произвести 
расчет значений самих 
функций (а не их произ­
водных) в интервале оп­
ределения с переменным 
шагом. Сначала шаг вос­
произведения выбирается 
из расчета разбиения 
этого интервала на 7— 8 
частей, затем шаг мель­
чится пополам. При этом 
погрешность определения 
координаты максимума 
функции не превышает 
значения порядка 0.5 %.

Р е з у л ь т а т  с ч е т а  с шагом AW'„ =  2 %

X 30 32 34 36 38 40 42
У 6 .16  7 .13  7 .96  8.62 9 .08  9 .2 7  9 .13

Р е з у л ь т а т  с ч е т а  с шагом АИ̂ 'н =  2 %

X
У

39
9.248

42
9.128

43
8 .893

441
8.518

44
8,51

45
7 .9 7

Программа №  43 воспроизведения функции  
{КхК2)ь (Wn) для  б =  0.4_%

*’ПУСТЬ” Ю.Х= 30; W1= 11; W2=47; Х0= 11; Т =  15; Ж.У =  ((. 16700010о X X) -  
.340000101) Х5 X (1 -  ( -  ( (TXLN( (W2-X) /  (W 2-W 1) ) )  ) +Х0) /1 0 0 ); ”  ВЫВОД 
”0 1 Д .”ПРОБЕЛ”,У ,”ПРОБЕЛ” ; DX=2; X=X+DX; ”НА”Ж” КОНЕЦ” 0

Р е з у л ь т а т ы  с ч е т а  с шагом AWi, =  2  %

X 30 32 34 
У § .26  7 .37  8 .4

36 38 40 42 44 46
9 ,3  10.05 10.57 10.73 10,21 7 .55



Р е з у л ь т а т  с ч е т а  с шагом Д ^'н= 1 %:
X 41 42 43 44 45
У 10.7 10.73 10.59 10.21 9 .39

Программа №  44 воспроизведения функции ( Ki K 2 ) 6  ('^н) 
для  6 =  0.6 %
”ПУСТЬ”Ю.Х=30; W1 =8; \\'2=.465000ю 2; Х0=8; Т = 11; Ж.У=( (.167000ю0 ' 
Х Х )-.340000,о1)Х 5Х  (1 ~ ( -  ((T X L N ((W 2-X )/(V V 2-W 1)))) +Х 0)/100 
) ; ”ВЫВОД”0),Х ,’’ПРОБКЛ”,У,’’ПРОБЕЛ”,DX=2; X=X + DX: ”НА”Ж”КОИ 
ЕЦ” 0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а  с шагом A1F„=2%
X 30 32 34 36 38 40 42 44 46 

6 .66 7 .9  9 .07  10.15 11.1 11.88 12.36 12.22 9.46

Р е з у л ь т а т  с ч е т а  с шагом AW'„= 1 %
X 41 42 43 44 45
У 12.17 12.36 12.41 12.22 11.58

Программа М  45 воспроизведения функции 
{КхК2) ь { ^ . , )  д л я Ь  =  \ %

’'ПУСТЬ”Ю.Х=30; W1 =8; W2=.465000io2; Х 0^^8;Т=.650000ю 1; Ж ,У=((.1 
67000,оО X X) -  .340000,о 1) X5 X (1 -  ( ( (Т X L N ( ( W2 -  X) / (W2 - W1)) ) )
+ ХО/100; ”13Ы1ЮД”01 ,Х,”1И>0БЫ1”,У,”ИР0Б1;Л” ;1)Х=2; Х=Х + 1)Х; ”НА 
”Ж'’КО111:;Ц” 0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а  с шагом Д 1̂ „ =  2 %

X 30 32 34 36 38 40 42 44 46 
У 6 .95  8.31 9 .6 3  10.89 12.06 13.13 13.99 14.41 10.46

Р е з у л ь т а т  с ч е т а  с шагом А1Гн= 1 %

X 43 44 45 46
У 14.29 14.41 14.13 10.46

Из результатов счета видно, что среднее значение 
оптимума по составляет 4 2 ± 2  %, причем с повыше^ 
нием дозы ПАВ значение индекса качества (_К\К2) рас­
тет.

Оптимизация дозы ПАВ по стоимости

Значения индекса качества {К\К2) в зависимости от б 
приведены ниже



б, % 0 .2  0 .4  0 .6  l .d
(KiK2)i 9 .27  10.7 12.4 14.41

Функция {К\ К2 ) (б), нормированная по пятибалльной 
шкале, запишется так:

б, % 0 .2  0 .4  0 .6  1.0
1.854 2 .14  2 .48 2.885

Нормированная функция (/С1/С2) (S) аппроксимиру­
ется полиномом 1-й степени:

(АГДг) (б) =  1.596 +  1.2896. (V.57)

Д ля  исследуемого продукта стоимостью Спр =  
=  780 руб./т и ПАВ стоимостью С п а в  =26.5  руб./кг от­
носительные удельные затраты ДС =  СпАв/Спр в зависи­
мости от дозы б выразятся следующими данными:

6 , %  0 .2  0 .4  0 .6  1.0
А С ,  % 6 .79  13.59 20.37 33.97

Функция АС (6 ), приведенная к 1:

б. % 0 .2  0 .4  0 .6  1 .0
АСн 0.068 0 .14  0 .2  0 .34

Функция экономической эффективностп введения 
ПАВ

5 ( б ) =  1 - А С „ ( б )  (V.58)

запишется так:

б, % 0 .2  0 .4  0 .6  1.0
3(й) 0.832 0 .86  0 .8  0 .66

Функция (V.58) аппроксимируется полиномом 1-й 
степени

Э(б) =  0.875 — 0.2156. (V.59)

Функция индекса качества (/С1/С2) (б) эквивалентна 
функции товарной стоимости продукции и имеет раз­
мерность суммы Спр-ЬСпАв, т. е. рубли.

Функция экономической эффективности введения 
ПАВ 5 (6 )  эквивалентна рентабельности производства

руб. прибылии имеет размерность ------- —----- --------------- .
руб. сырья 4- руб. затрат



Произведение ( К 1К 2 ) (б) 5  (б) эквивалентно (в соот­
ветствии с размерностью) прибыли (в руб.) и имеет 
максимум, определяющий оптимум дозы ПАВ по качест­
ву и себестоимости при условии

d[(/Ci/C,)(6)5(6)]/d6=0 (V.60)

или
d  (— 0.5546* +  0.78496 +  1.397)/d6 = 0 ;  (V. 6 1) 

1.4160/0.

Полученное значение бопт показывает, что в принци­
пе дозу  ПАВ целесообразно увеличивать до 1.4% при 
условии сохранения вкусовых свойств продукта. В вы­
бранной области определения (О— 1 %) наилучшим зна­
чением является 6 =  1 %.



Г л а в а  VI. МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ 
ПРОЦЕССА СТАБИЛИЗАЦИИ ЖИРСОДЕРЖАЩИХ 
ПРОДУКТОВ ПРИ ДОБАВКАХ АНТИОКСИДАНТОВ

VI.1. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ КРИВЫХ ОКИСЛЕНИЯ i

Д ля увеличения срока хранения жирсодержащ их про­
дуктов в жир добавляют антиоксиданты, препятствую­
щие его окислению, следовательно, порче продукта, со­
держащего жир. Оптимизация процесса стабилизации 
уровня окисления продуктов состоит в подборе таких 
соотношений между значениями перекисных чисел, ха ­
рактеризующих качество продукта, при минимуме рас­
хода добавки и процентом добавки антиоксиданта, ко­
торые позволяли бы обеспечить требуемый срок хране­
ния продукта в реальных условиях [2].

Аналитическое описание кривых окисления 
в нормальных условиях

Исходными данными являются семейства кривых 
окисления (роста перекисного числа Пч)  продукта при 
добавках натуральных антиоксидантов различной кон­
центрации и без них в зависимости от времени хранения 
в форсированных условиях (при аэрации и повышенной 
до 4 0 °С температуре окружающей среды ). На рис. 52 
представлены кривые окисления жира с добавками гор­
чичного порошка.

Кривые окисления по характеру нелинейности, наи­
лучшим образом учитывающему лавинообразный рост 
Пч, с некоторого момента времени могут быть аппрок­
симированы функцией вида

П ч = т \ п (  +  Ячо, (VI.1)
\  <тах — t J

где т — постоянная времени аппроксимирующей кривой; Пч — пере- 
кисное число, % йода; Пчц — начальное значение Пч  (в момент н а ­
чала хранения или ввода добавки); t — текущ ее время хранения;



//, % йода 
0,6

(man — асимптотическое значе­
ние времени хранения, при ко­
тором развивается лавинооб­
разный процесс.

Для минимизации 
функции (VI. 1) фиксиру­
ется асимптотическое зна­
чение /max, а затем по­
стоянная времени т, опре­
деляющая «прогиб» функ­
ции в области определе­
ния 0 < t < t m a 7L, варьиру­
ется от первого прибли­
жения х =  Т с шагом DT  

120 iSO 200 2*0 2S0 ДО тех пор, пока среднее 
i,cym квадратическое отклоне­

ние L относительной по­
грешности аппроксима­
ции не достигнет мини­
мума:

Рис. 52. Кривые окисления ж и­
ра при различных добавках 
антиоксиданта

L =

У
( п - 2 ) ,  (VI.2)

где Ai  — значения аппроксимирующей функции в узлах аппроксима­
ции; IJVi — значения перекисного числа экспериментальной кривой 
окисления; п — количество узлов аппроксимации.

При ЭТОМ аналитическая функция I l 4 =f { t )  распола­
гается в границах интервала между экспериментальны­
ми значениями Пч{. Аппроксимация производится по 
программе № 46.

Программа М  46 аппроксимации кривых окисления 
С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

"ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДН0СТЬ” Е ;”ДЛЯ”1=1” ШАГ” 1”Д 0 ”1-Г’ВЫП0ЛНИТЬ 
” (А[ I] =TXLN(XM/ (Х М -Х [ I ] ) )  +В; ОТН[ I] =  ( (Л[ I] -У [ I ] ) /У[ I ] ) ХЮО; ’ 
’РАЗРЯДН0СТЬ” Е1; ” ВЫВОД”01,Х [I],” ПРОБЕЛ”,У [I],”П Р0БЕЛ”,А [I] ,’ 
’ПРОБЕЛ”,ОТН[ I] ,”СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е ) ; L = v ''(S (J  = 2 ,Н  ( ( ( 
У[ J ] - А[ J ] ) /А[ J ])  X I00) t 2 ) / (N -1 )) ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е1; ”ВЫВОД”01 
,Т ,’’ПРОБ ЕЛ”,ХМ,’’ПРОБ ЕЛ” ,В,”ПРОБЕЛ” ,Е ,’’СТРОКА” ; ’’РАЗРЯДНОСТ 
Ь ” Е; ” ЕСЛИ”Е EPS ”ТО””НА”Щ ”ИНАЧЕ””СТОП” ; Ц1 .Т=Т+ЮТ; ” НА”Ю 
” КОНЕЦ”0



Ё рабочую йнформативу Записываются следующие 
параметры:
Т — первое приближение варьируемой постоянной вре­

мени;
EPS — минимальное значение среднего квадратического 

отклонения погрешности аппроксимации, по достиже­
нии которого прекращается счет;

N — количество узлов аппроксимации;
A[N], ОТН [N] — места, бронируемые для значений ап­

проксимирующей функции и относительной погреш­
ности в каждом узле аппроксимации (по числу N); 

В — начальное значение перекисного числа Пчо (при 
^ = 0 );

Х М — асимптотическое значение аргумента, при котором 
функция Пч{1)-^оо\

X[N], Y[N] — массивы экспериментальных значений ар­
гумента и функции;

± D T  — знак и шаг варьирования постоянной времени 
функции.
Исходные данные по контрольной кривой в форсиро­

ванных условиях (40 °С, 1 =  0) приведены ниже.

t, сут О 40 75 95 105 130
Пч, % йода 0.04 0.1 0 .125 0 .24  0 .2 6  0.535

Р а б  0- ча я  и н ф о р м а т и в а  (40 °С; |  =  0)

” ПУСТЬ”Т=.148; EPS=0.5; N=6; Л [б ] ; 0 Т Н [6 ] ; В =0.04; ХМ =135; У [б 1 -  
0.04.0.1,,125.0.24.0.260,.535; Х [6] =0,40,75,95,105,130; Ш -=+.ОГ'КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х[1 
У[1 
А[1
0Т Н [1]
Т = 0 .1 4 8 ;  Х М =135; В = 0 .4 ; L=11.31o/o.

В рабочей информативе далее изменяется значение 
ХМ-асимптоты и производится повторный поиск функ­
ции по минимуму L. Методом последовательных прибли­
жений находится такое значение асимптоты, при кото­
ром величина L минимальна из всех минимальных для 
фиксированных ХМ, В результате расчетов при варьиро­
вании ХМ получены следующие значения:

0 40 75 95 105 130
0.04 0.1 0.125 0 .24 0 .2 6 0.535
0.04 0.092 0.16 0.22 0 .263 0.528

0 —7.99 + 2 8 .0 - 8 . 3 2 +  1 .0 — 1.35



х м  140 137 136 135 134 132
Т 0 .166  0.158 0.152 0.148 0 .142 0.136
Lmin 12.96 11.81 11.48 11.31 11.34 11.82

Д ля контрольной кривой минимизация функции 
П ч ( 1 ) при аппроксимации по двум параметрам даст: 
^ ш а х = 1 3 5 ;  т =  0,148; L m i n = 1 1 . 3 4 %  (/ и т в сутках).

Аналитическое выражение функции ( |  =  0 )

Пч =  0.148 In +  Пч,. (VI.3)

Кривую окисления при  ̂=  0 в нормальных условиях 
(при 20 °С) не удается идентифицировать в области оп­
ределения t  на уровне Пч =  0.535 (как в случае |  =  0 при 
40 °С) из-за недостатка экспериментальных данных. 
Поэтому предварительно перед минимизацией кривой 
окисления необходимо спрогнозировать ее поведение при 
криволинейной тенденции роста. С этой целью исследуе­
мая кривая сначала аппроксимируется степенной функ­
цией вида

+  (VI.4)
где М  — степень аппроксимации, определяющая «прогиб> функции; 
К  — масштабный коэффициент.

По получении числовых значений параметров из фор­
мулы (VI.4) для этой кривой окисления восстанавлива­
ется несколько точек на уровне значений Пч от 0.2 до 
0.535, которые условно принимаются за фактические. 
После этого производится аналогичная операция мини­
мизации при аппроксимации ее функцией вида (VI.1).

При аппроксимации степенной функцией выбирается 
ее правая ветвь, находящаяся в первом квадранте сис­
темы координат t, Пч. Д ля минимизации функция фикси­
руется в двух крайних точках кривой в начале коорди­
нат при / =  0 , Пч =  Пчо и в конце экспериментального 
срока хранения при / =  ^тах, Яч =  Ячтах- Затем про­
граммно показатель степени при аргументе варьирует 
от первого приближения М  с шагом DM до тех пор, пока 
среднее квадратическое отклонение (VI.2) не достигнет 
минимума. Д ля каждого значения М коэффициент К  в 
выражении (VI.4) определяется из соотношения

К  =  { П ч ^ , , -П ч о )1 С . ,  (VI.5)
где Пчт&х— значение перекисного числа в правой крайней точке 
кривой.



Аппроксймация ведется по программе № 47.
Программа №  47 аппроксимации кривой окисления 
в нормальных условиях без добавок

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДН0С1Ъ” Е; К= (А 4 -В )/ (X 4 tM ); ”ДЛЯ” 1=1”ЫАГ” Г  
’ДО”Ы” ВЫПОЛНИТЬ” (А [I) =КХ (Х[ I] tM ) +В; ОТН[ I] =  ( (А[ I ] -У [  I])/У [
I ] ) ХЮО; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е1; ”ВЫВОД” 01 ,Х( I] .’’ПРОБЕЛ” ,У[ I ] .’’ПРОБ 
ЕЛ”,а [ I ] , ’’ПРОБЕЛ”,0 Т Н [I],’’СТРОКА” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е ) ; L = V ( 2 (  
J =  2.N, ( ( (У[ J] - А[ J ] ) /А[ J ]) ХЮО) t2 ) / (N -2 ) ) ;  ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е1; ” В 
ЫВОД”01,М,” ПРОБЕЛ” ,К,”ПРОБЕЛ”.В.” ПРОБЕЛ” ,Е .”СТРОКА” ; ”РАЗР 
ЯДНОСТЬ”Е; ” ЕСЛИ” Ь >Е Р8”Т 0 ””НА”Ц1”ИНАЧЕ””СТ0П” ; Ц1.М=М+0 
М; ”НА”Ю”КОНЕЦ”0

В рабочую информативу записываются параметры; 
М. — первое приближение варьируемой степени, опреде­

ляющей «прогиб» функции;
Х4 — максимальное значение аргумента в области опре­

деления функции (конец срока хранения);
А4 — значение перекисного числа в конце срока хране­

ния;
В — начальное значение перекисного числа Пчо\
±  DM — знак и шаг варьирования показателя степе­

ни М.
Остальные параметры идентичны параметрам в ра­

бочей информативе к программе № 46. Исходными дан­
ными для аппроксимации кривой окисления в нормаль­
ных условиях являются следующие:

/, сут О 60 210 300 420
Пч, % йода 0 .02  0 .05  0 .09  0 .1 5  0 .2

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

” ПУСТЬ”М=1.26; EPS=0.5; N=5; a [ s ] ; O T H [s ]; В =0.02; Х 4=420; А4=0. 
200; Х [5 ]= 0 ,60,210,300,420; У[5] =0.02,0.05,0.09,0.15,0.200; DM=+.02Q” 
КОНЕЦ”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

X I 0 60 210 300 420
у I 0 .02 0.05 0 .09 0 .15 0 .2
А I 0 .02 0 .355 0.09515 0.1378 0.1999
0 ТН[1] 0 — 28.99 4 5 .7 3 1 - 8 .1 3 2 — 0 .5 -1 0 -»



Аналитическое выражение функции П ч { 1 )п-

0.8912 •10-V'^® + 0.02. (VI.6)

По формуле (VI.6 ) дополнительно определяются ко­
ординаты двух точек со значениями 0 .2 с Я ч н < 0 .5 3 ;  
Я ч н = 0 .3 6 2 6  при ^ = 700; Я ч н = 0.5233  при  ̂=  950.

Чтобы исключить погрешность, накапливающуюся 
при подсчете этих значений, достаточно в рабочую ин- 
формативу программы № 47 расчета функции (V I.4) 
записать вместо любых двух значений Х[1] значения 
700 и 950 (при минимизированных /С и М ).

Следующий щаг состоит в возврате к операции мини­
мизации функции, описывающей кривую окисления в 
нормальных условиях по программе № 46. Исходными 
данными для аппроксимации кривой будут следующие:

t, сут О 60 210 300 420 700 950
Пч^, % йода 0 .0 2  0 .05  0.09 0 .15  0 .2  0.3626 0.523

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для расчета функции 
Ячн ( 0  в нормальных условиях

"ПУСТЬ”Т=0.78; EPS=0.5; N=7; А[7] ; 0Т Н [7 ]; В=0.02; ХМ=2000; У[?1 
=0.02,0.05,0.09,0.15,0.200,.3626,.5233; Х [7]=0 ,60,210,300,420,700.950; D 
Т=+.01”КОН”0

Р е 3 у л ь т  а т сч  е т  а (20®С; g =  0)
Х[1] о 60 210 300 420 700 900
У I 0 .0 2  0 .0 5  0 .09 0 .15  I 0 .2  0.3626 0.5233
АЦ 0 .02  0.0438 0.1 0.1467 0.2038 0.3560 0.5225
ОТН[1] О — 12.5 + 1 8 .4  —2.16  + 1 .9 3  — 1.817 —0.13
Т = 0 ,7 8 ; Х М =2000; В = 0 .0 2 ; L m in= l-87% .

При варьировании асимптоты ХМ в пределах 
1800<Х М <2200 получены следующие результаты:

ХМ 1800 1900 1950 2000 2050 2100 2200
Т 0 .6 8  0 .7 4  0 .7 6  0 .78 0 .80  0 .83 0 .88
Lm in. % 8 .8 4  8 .77  8 .7 3  8.718 8 .72  8 .73  8 .77

Функция Я ч н (0  запишется выражением

Имея аналитические выражения кривых окисления в 
нормальных (VI.7) и форсированных (VI.3) условиях



при отсутствии добавок антиоксидантов, можно опреде­
лить функцию пересчета.

Функция пересчета между функциями (VI.3) и (VI.7) 
вычисляется как отношение времени протекания этих 
процессов. Чтобы получить функцию пересчета времени 
процесса в форсированных условиях на нормальные, не­
обходимо обе функции преобразовать поворотом осей 
системы координат на 90° так, чтобы аргумент и функ­
ция поменялись местами. При повороте осей имеем:

время в форсированных условиях как функция пере- 
кисного числа

ФР ^(Я ч - /7 ч „ ) /0 .1 4  8 ’ ( • /

^  время В нормальных условиях

^  , ( Я « - / 7 « . ) / 0 . 7 8  • ^

Отношение ф =  н̂/^фр и есть функция пересчета:
^  1 4 . 8 и 5 . 4 9 № - Я . , „ )  [ ( ^ ( Я . , - Я О / 0 . 7 8 )  _  1]

^  ^ < Л ч - Л Ч о ) / 0 . 148 _  1 • '

Функция пересчета ф позволяет рассчитать время 
протекания процесса окисления для любого конкретного 
продукта с любым процентом добавки антиоксиданта 
при одном ограничении — независимости функции пере­
счета от процента добавки. На уровне Яч =  0.3 % функ­
ция ф принимает значение 4.75.

Аналитическое описание кривых окисления 
с добавками при , температуре хранения 40 °С

Исходные данные для аппроксимации ( |  =  0 .2 % );

t, сут о 40 95 105 130 180
Пч, о/о йода 0 .04  0 .05  0 .1 3  0 .13  0.21 0 .2 9

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для g =  0.2 %

”ПУСТЬ”Т=.1О0ОООюО; EPS =.500000ю 0; N=6; А [б ]; ОТН [б ] ; В = .400000
10 - 1 ;  ХМ=220; X [6] =0,40,95,105,130,180;У [б] =.400000ю  -  1,.500000ю  
-l,.130000io0..130000ioO,.210000ioO,.290000ioO;DT=+.010000joO’'KOH 
”0



Р е з у л ь т а т  с ч е т а

X [1] 0 40 95 105 130 180
у [I 0 .04 0.05 0.13 0.13 0.21 0 .29
А 1 0.04 0.0696 0.124 0.137 0.175 0.3124
0 ТН[1] 0 + 3916 4 .4 + 5 .4 — 16.6 + 7 .7
т = 0.14; ХМ==210; В==0.04; L = d 6 .04% .

При варьировании асимптоты ХМ в пределах 
200< Х М < 2 4 0  получены следующие результаты:

ХМ 200 210 220 230 240
Т 0 .13  0 .1 4  0 .15  0 .17  0 .18
Ь ш ш . % 16.61 16.04 16.10 16.16 16.37

Функция Пч{1) (1 =  0.2) запишется выражением

П н = О . Ш п ( - £ ^ ' ^ + П ч , .  (VI.9)

На уровне Пч —0 . 3 %  время ^фр=177 сут. Пересчет 
времени на нормальные условия с помощью функции 
(VI.8) дает следующее значение времени по достижении 
перекисного числа Яч =  0.3 % с добавкой |  =  0.2% : 
н̂о.2 =  841 сут.

Исходные данные для аппроксимации ( |  =  0.8%)

t,  сут О 105 130 180 250
Пч, % йода 0 .04  0 .06  0 .09 0 .1  0.18

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для 1 =  0 . 8 %  

”ПУСТЬ”Т=.07О00ОюО; EPS=.SOOOOOioO; N=5; А [ s ] ; ОТН [ s ] ; В=.400000
10 - 1 ;ХМ=290; X [5] =0,105,130,180,250;У [5] = .4000001о=1, 060000ю0,. 
090000joO,.100000ioO,.180000ioO;DT=-.010000ioO”KOH”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
Х[1]
У[1

0 105 130 180 250
0 .04 0 .06 0.09 0.1 0.18
0 .04 0.07146 0.08162 0.1078 0.1786

0 + 1 9 .2 —9.3 + 7 .8 5 8 —0.788
А[1.
ОТН[1]
Т =О .О Г; Х М =290; В = 0 ,0 4 ; L=10,2o/o.

При варьировании асимптоты ХМ в пределах 260< 
j^X M O O O  получены следующие результаты;

ХМ 260 280 290 300
т 0.05  0 .06  0 .07  0 .07
Lm in, %  12.55 10.27 10.20 10.82



функция Пч{1)  (1 =  0.8 %) запишется выражением 

Пч =  0.07 In +  Пч,. (VI.IO)

На уровне Пч =  0.3 % время /фр =  283 сут. Пересчет 
времени на нормальные условия с помощью функции 
(VLB) дает следующее значение времени по достижении 
Пч =  0.3 % с добавкой антиоксиданта 1 =  0.8 %: t«o.s= 
-- 1344 сут.

Определение функциональной зависимости времени 
окисления продукта до П ч = 0 ,3  % от дозы |  
в нормальных условиях

Д ля контрольной кривой (VI.3) * функция (VI.4) на 
уровне Яч =  0.3 % имеет значение времени /фро=1И сут. 
Пересчет времени на нормальные условия с помощью 
функции (VI.8 ) дает значение времени по достижении 
/7ч =  0.3 % с добавкой |  =  0: /„о=531 сут.

Исходными данными для подбора аппроксимирующей 
функции fo.3 =  / ( l ) — время окисления до Пч =  0 . 3 %  в 
зависимости от g являются следующие:

5, 96 о 0 .2  0 .8
in, сут 531 841 1344

Характер изменения времени окисления до Пч =  
=  0 . 3 % — экспоненциальный. Вид аппроксимирующей 
функции

to.3 =  tmax +  (^mln —  ^max) ^ ( V I - 11)

где ^m ai — условное асимптотическое значение времени окисления 
до Пч = 0.3%,  к которому стремится функция (V I.11) при неогра­
ниченном увеличении процента добавки ^min — время окисления 
при отсутствии добавки ( |= 0 ) ;  т  — постоянная времени аппрокси­
мирующей экспоненты.

Минимизацию функции (VI.11) удобно произвести 
аналогично процедуре минимизации функции (VI.1). 
Так ж е  как и для (VI.I) фиксируется значение асимпто­
ты, затем варьируется постоянная времени до получения 
минимума среднего квадратического отклонения L в у з­
лах аппроксимации. Из серии вариаций асимптоты вы­
бирается функция с супремумом L. Аппроксимация 
ведется по программе № 48.



Программа М  48 аппроксимации функции L{tm&x) 
для супремума  L

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

’'0ГСТЬ*’Ю.”РАЗРЯДН0СТЬ”Е ;”ДЛЯ” 1-:1’'ШАГ” 1” Д 0 ”Ы”ВЫП0ЛНИТЬ
” (А[1] =ХМ+ (В-ХМ ) X (1 / (e t (Х[ 1] /Т )) ) ;  ОТН[ I] =  ( (Д[ I] -У [  1]) /У[ I]) 
Х100; ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е1; ”ВЫВОД”01,Х[ I ] ,’’ПРОБЕЛ”,У[ I ] .’’ПРОБЕЛ 
” ,А [1],”П Р0БЕЛ” ,0Т Н [1],”СТР0КА” ; ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е) ; L = V (2 { J =
2.N ,( ( (У[ J] - А[ J ] ) /А [ J ] ) ХЮО) t2 ) / (N -1 )) ; ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е1; ”ВЫВ 
ОД”01,Т,’’ПРОБЕЛ” ,ХМ,’’ПРОБЕЛ”,В,’’ПРОБЕЛ” ,L ,’’СТРОКА” ; ’’РАЗРЯ 
ДНОСТЬ” Е; ”ЕСЛИ”Ь > Е Р 8”Т 0 ””НА”Ц1”ИНАЧЕ””СТ0П” ; Ц1.Т=Т+Е)Т; 
”НА”Ю”КОНЕЦ”0

В рабочую информативу программы записываются 
параметры;
В — начальное значение времени окисления продукта без 

добавки (в нормальных условиях);
ХМ — асимптотическое значение времени окисления, к 

которому стремится функция (VI.11);
X[N], Y[N] — массивы значений процента добавки |  и 

расчетных значений времени окисления при этих до­
бавках, пересчитанные через функцию (VI.8 ) (на 
уровне П 4  =  0.3 %).
Остальные служебные константы такие же, как и в 

рабочих информативах предыдущих процедур (програм­
мы №  46, 47).

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  аппроксимации функ­
ции fo.3(i)

”ПУСТЬ”Т=.616800ю 0; EPS =.500000ю0; N=3; А [З ] ; ОТН [ З ] ; В=531; ХМ 
= 1650;Х  [3] = 0 ,.2 0 ,.8 ; У [З] =531,841,1344; D T = - .000100ю 0”КОН"О

Р е з у л ь т а т  с ч е т а
X I 0 0.2 0 .8
у I 531 841 1344
А г 531 840.8 1344
0 ТЩ1] 0 —0.013 + 0 .0094
Т =0.6168; ХМ=1650; В=531; L=0.0115% .

При варьировании асимптоты tmax получены следую* 
щие результаты:
х м  1640 1650
Т 0.608 0.6168
Lmin. %  0.108 0.011



Подбор функции (VI.11) с погрешностью L^O .O ll % 
можно считать вполне удовлетворительным д л я  дальней­
ших расчетов.

Ф ункция (VI.11) принимает вид
^0.3 (I) =  1650 — 1119е-^/о-б>б8. (VI.11)*

Наличие асимптоты для  этой функции ^тах= 1б50сут 
свидетельствует о том, что предельное время окисления 
при неограниченном увеличении процента вносимой в 
продукт добавки антиоксиданта составляет « 4 . 6  года.

VI.2. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕНТА ДОБАВКИ АНТИОКСИДАНТА  
ПО МАТЕРИАЛЬНЫМ ЗАТРАТАМ НА ЕЕ ВВОД В ПРОДУКТ

Предельное значение процента добавки | принимает­
ся из соображений сохранения органолептических 
свойств продукта im ax=l %• Если принять, что матери­
альные затраты  пропорциональны проценту добавки  и 
при | = |тах принимаются За 1, а при  ̂= 0 равны нулю, 
то функция Р (| ) этих затрат в условных единицах (н а­
пример, в условных рублях) в зависимости от I  пред­
ставится прямой линией в координатах | (рис. 53) с 
безразмерной ординатой. Уравнение прямой

Р ( 1 ) = 1 .  (VI. 12)

Эффективность протекания процесса вследствие роста 
продолжительности хранения при увеличении g х ар ак те ­
ризуется первой производной ^о.зЙ) — интенсивностью 
(или скоростью).

Функцию (V I.1 1 )*  следует привести к безразмерной 
ординате в системе координат (см. рис. 53).

/*0.3 (g )=  1 — (VI.13)

‘̂ 0̂-3 (S) ^  g-S/0.6168 J 44

График производной (VI. 14) представлен на рис. 53.
Произведение функции материальных з а тр а т  на ин­

тенсивность процесса [определяемую скоростью измене­
ния функции (V I.13)] имеет максимум, при отклонении 
от которого в обе стороны увеличение продолжительно­
сти хранения путем внесения добавок сопровождается



\OifU

Рис. 53. Графики нормированных 
функций процента добавки ан­
тиоксиданта:

Р — стоимости добавки ; j l  —

интенсивности окисления д о  Сч-О.Я % ;

I
&{ ' ■‘ 0 . 3

‘ 0 . 3

—  оптимизации;

кроиаводиой функции олтимнаацди

(VI. 15)

падением интенсивности самого процесса:

Р  (I) ■ 3 ^g-l/0.6168 _

Производная функции (V I.15) по I, приравненная 
нулю,

Л -------- |_ \ g -5 / 0 .6 I6 8 _ Q
\ 0 .6 1 6 8  У

определяет координату оптимальной добавки |ОПТ в  ТОЧ-
ке перегиба функции (V I .15): |опт = 0.6168 %.

По формуле (VI.11) * рассчитывается ожидаемое вре­
мя окисления продукта при |опт до значения Пн —0.3 %: 
о̂пт = 1238 сут= 3 .43  года.

Минимально допустимое значение |min, обеспечиваю­
щее срок хранения о̂.з = 3 года, определится по формуле 
(V I .1 1 )* :  1 0 8 0 = 1 6 5 0 - 1 119e-W «-6 '68^ откуда  U n =  
= 0.6168 In 1.963 = 0.416 %.

Все значения I  м еж ду  gmm = 0.416% и |опт = 0.617 % 
можно считать т а к ж е  приемлемыми для обеспечения з а ­
данного срока хранения ^о.з^З лет. Окончательный вы ­
бор долж ен  основываться на анализе потерь качества 
за  врем я хранения и изменении органолептических ха ­
рактеристик в зависимости от этого промежуточного 
значения |.

VI.3. РАСЧЕТ ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЦЕНТА ДОБАВКИ 
АНТИОКСИДАНТА

Т ак  к а к  с точки зрения технологии исследуемого про­
цесса предельное значение перекисного числа в конце 
хранения на уровне 0.3% йода выбрано в качестве од­



ного из оптимизационных параметров при определении 
функциональной зависимости продолжительности хране­
ния от процента добавки антиоксиданта то общее в ы ­
ражение для  определения требуемого значения | может 
быть получено подстановкой в формулу (VI.11) в ы р а ­
жения (VI.7) * при Яч = 0.3 %:

/  f  О . З - П ч ,  \  ^

^0.3 =  ^тах +

( 0 , 3  —Пч„ \

.  ^ - J —  tr.
о . 3 -  Яч„

где <0.3 —  требуемое время хранения продукта при его окислении  
до  Я ч = 0 .3  %, сут; Ячо — начальное значение Пч, % йода; А, В —  
константы процесса окисления в нормальны х условиях без добавки

После преобразования выражение ( V I .  16) примет 
вид

0 . 3  — ЯЧр

^ = т 1 п  f , ( V I . 17)
^ 0 , 3 - Л у о  '■ '

® ^  (^0 , 3 —  ^max)

В соответствии с выражением ( V I . 7 )  * для  р ассм ат ­
риваемой системы продукт — антиоксидант имеем кон­
станты Л  = 2 0 0 0 ;  В  =  0 . 7 8  и в соответствии с формулой 
( V I . 1 I )  *  — Т =  0 . 6 1 6 8 ;  f m a x = 1 6 5 0 .

Если принять Я ч о = 0 . 0 4  % и зад ать ся  сроком хране­
ния 3 года ( 1 0 8 0  сут) ,  то по формуле ( V I .  1 7 )  ?тш = 
= 0 .396% .

Погрешность расчета А по инженерной методике (по 
сравнению с обобщенной) А =  100 =  4 ,8 % .

Оптимальное ж е  значение g из-за специфики функ­
ции, описывающей процессы, всегда  будет равно т, 
т. е. для  рассматриваемой системы продукт — антиокси­
дант достаточно добавки 0 . 6 1 6 8  %.



Г л а в а  VII. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕССОВ 
СТЕРИЛИЗАЦИИ ПРОДУКТОВ В АВТОКЛАВАХ !

VII.1. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ 
РЕЖИМОВ СТЕРИЛИЗАЦИИ

Задача  оптимизации процесса стерилизации продук­
тов по производительности возникает при производстве 
консервов в цилиндрических банках. Эта задача  сводит­
ся к  определению таких соотношений м еж ду  парам етра­
ми процесса (начальной и конечной температурой про­
д укта  и среды, температурой стерилизации, временем 
выдержки на ступенях, геометрическими размерами т а ­
ры, физическими характеристиками продукта и т. д . ) ,  
изменение которых в границах, определяемых стабиль­
ностью качества готового продукта, позволило бы изме­
нить продолжительность выдержки на ступенях нагрева, 
стерилизации и охлаждения.

Исходными данными для оптимизации являются рас­
четные или адекватны е им экспериментальные парамет­
ры режима стерилизации, отработанного в реальных у с ­
ловиях. Расчет ведется по стандартной методике путем 
решения дифференциального уравнения теплопроводно­
сти для  ограниченного цилиндра при кондуктивном про­
греве [8]. Р езул ьтаты  расчета исходного режима:

Z т Z т Z т Z т
5 6 0 .1 2 35 12 0 .6 Г  65 1 1 9 .4 95 1 1 7 .2

10 6 3 .7 9 40 12 3 .2 \  70 1 1 8 .0 100 1 1 0 .4
15 12,.Ы 45 12 3 .5 '  75 1 1 7 .3 105 9 0 .9
20 8 7 .3 1 50 12 2 .8 80 1 1 7 .6 ПО 6 3 .4 3
25 10 2 .4 55 12 2 .1 85 1 1 7 .7 115 3 2 .1 5
30 1 1 4 .4 60 12 0 .6 90 1 1 7 .6 120 0 .6 5

32 .15 ; LET = 58 .97 ; Т А = 115 ; Z l = 20; Ш -= 70; Z 3 = ll£
B Z = 5 0 ,
где Z —  текущ ее время, мин; Т — температура в центре цилиндра, 
°С; LET — суммарны й фактор летальности; ТА — температура стери­
лизации, °С; Z 1 — время прогрева в 1-й зоне (зона подогрева), мин; 
H Z — время вы держ ки во 2-й зоне (зона стерилизации), мин; Z3 —  
полное время цикла, мин; BZ —  суммарное время в 1-й и 3-й зонах  
(зона о хлаж ден и я), мин.



Скорость прогрева теплоносителя в 1-й зоне V\ за  
врем я t\ до установления температуры стерилизации ТА 
выбирается максимально допустимой по ограничениям, 
наклады ваем ы м  видом тары и техническими возможно­
стями  системы автоклав — теплоноситель.

Скорость сброса температуры в 3-й зоне Уг ДО ус та ­
новленной конечной температуры продукта 7’к.пр (окру­
жаю щей среды или теплоносителя ТСО) т а к ж е  выбира­
ется максимально допустимой по ограничениям, н акла ­
д ы ваем ы м  техническими характеристиками авто клава  и 
системы противодавления.

В исходном режиме стерилизации определены время 
подъема t\ температуры до температуры стерилизации 
ТА, время выдержки при ТА = const и врем я о х л аж д е­
ния h  до конечной температуры продукта Тк.пр. Сумма 
времени обеспечивает требуемое по технологии сум м ар ­
ное значение фактора летальности L E T ^ 6 0 .

Д л я  расчета оптимального (по производственным 
затр атам  времени) режима выбирается температурный 
диапазон для значений ТА от TAmin, равного значению в 
исходном режиме, до ТАщах. — максимально допустимо­
го д л я  данного продукта (из условия обеспечения сохра­
нения на требуемом уровне его органолептических х а ­
рактеристик). В выбранном диапазоне температур  д л я  
пяти значений ТА (для д вух  граничных и трех  п ромеж у­
точных) производится расчет режимов стерилизации по 
стандартной методике при кондуктивном реж и м е по мо­
дифицированной программе № 49. Модифицированная 
программа обеспечивает итерационный пересчет реж и­
мов с  шагом изменения координаты Z2 конца 2-й и н а­
чала 3-й зон до тех пор, пока совокупность значений 
7’к.пр и LET не совпадет с требуемой по технологии. 
П рограмма № 49 итерационного расчета режимов  
стерилизации в автоклавах

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

” ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДНОСТЬ”6; Z l=  (Т А -Т С 0)/ В 1; Z 2 = Z 0 2 ;Z 3 = Z 0 3 ;L E  
Т = 0; Z = 0 ; ” НА”М; Ж 1.Z 2= Z 02;Z З= Z 03 ; LET=0; Z = 0 ; M.Z=Z+DZ; ” ЕС 
ЛИ”г  < Z  1 ”ТО"”НА”М1 ”ИHAЧE”” ECЛИ”Z <Z 2”ТО””НА”М 2” ИНАЧЕ” ” 
ЕСЛИ” 2«Й З ”ТО””НА”МЗ”ИИАЧЕ””НА”М4; M 1.F= A X Z /H t2; 1= 0 ; L 1 .I=  
I+ l; ” ЕСЛИ”Р> Х [ 1] ”ТО””ИДТИ”” НА” Ы ; J 0 = 1 - 1  ;J 1=1; J2= I+  1 ;C =W (F) 
;U = V (F ); ’EOTH”JO >1”TO” (J 0 = J 0 - 1; J 1= J  1 - 1 ;  J 2 = J 2 - 1 ; C 1= W (F ) ;Ц 
1= V  ( F ) ;  C=(C+C1) /2; Ц=(Ц+Ц1)/2); T=TO+ (TCO-TO) X C + B l XZ ХЦ; ”E



CЛИ”T<12Г^TO”LET=LET+(l/((IOt(121-T))t(l/Ж)))XDZ”ИПAЧE””E 
СЛИ”Т > 1 2 1 ”ТО”ЬЕТ=1ЕТ+( d o t  ( Т - 1 2 1 ) )  t  (1/Ж)) XDZ;” BbIBOfl”0 1 ,”C 
ТРОКА”,Z ,’’ПРОБЕЛ”, ! , ’’ПРОБЕЛ”,LET; ”ИДТИ””НА”М; M2.F=AXZ/Ht  
2 ;  1= 0 ;  Б 1 .1= 1 + 1;  ” ЕСЛИ”Р > Х [ 1 ] ”Т 0 ’” ’ИДТИ””НА”Б 1 ;  J 0 = I - 1 ;  J 1= I;J2  
= I+ 1 ;C = W (F ) ;U = V (F ) ;”ECTH”JO >1”TO” ( J O = J O - 1 ; J 1 = J 1 - - 1 ; J 2 = J 2 - 1  
;C 1 = W ( F )  ;U 1 = V ( F )  ;С =(С+С 1)/2;Ц =(Ц +Ц 1)/2);  3 1 = Z - Z 1 ; F = A X 3 1  
/Ht2; 1 = 0 ;  L2 .I= I+ 1; ” ЕСЛИ”Е>Х[ 1] ”Т 0 ’” ’ИДТИ””НА”Е2; J 0 = I - 1 ; J1=I  

,  ; J 2 = I+ 1 ; Ц 2= V  ( F ) ; ’’ЕСЛИ”;  0 > 1 ” TO” (J 0= J 0 - 1 ;  J 1 = J 1 - 1 ;  J  2 = J 2 - 1 ;  Ц 
3 = V  ( F ) ; Ц 2=  (Ц2+ЦЗ) /2); T=TO+ (TCO-TO) XC+Bl XZ Х Ц -В 1 X ( Z - Z 1) X 
Ц2; ” ЕСЛИ”Т < 121”ТО”ЬЕТ=ЬЕТ+ (1/ ( ( lO t ( 1 2 1 - T ) ) t (1/Ж) ) )  XDZ”HHA 
ЧЕ””ЕСЛИ”Т > 1 2 1 ”Т 0 ”ЬЕТ=ЬЕТ+( ( l o t ( T - 1 2 1) )  t  (1/Ж)) XDZ; ’’ВЫВОД 
” 0 1 , ”СТРОКА” 1 , 2 , ”ПРОБЕЛ”3,Т; ”ИДТИ””НА”М; M3.F=AXZ/Ht2; 1=0; 
Д 1 .1=1+1; ” ЕСЛH”F >Х[ I] ”Т 0 ’” ’ИДТИ””НА”Д 1 ; J 0 = 1 - 1 ;  J 1 = 1 ;  12=1+1; С 
= W ( F ) ; U = V ( F ) ; ” ECTH”JO > 1”TO” ( J O = J O - 1 ; J 1 = J 1 - 1 ; J  2 = J 2 - 1 ; C 1  = 
W (F) ; m  = V ( F ) ; C= (C+CD/2; Ц= (Ц+Ц1)/2); 3 1 = Z - Z 1  ;F = A X 3 1 / H t2 ;  
1= 0 ;  Ф 2.1=1+1 ;” ЕСЛИ”Е>Х[ I] ”Т 0 ””ИДТИ””НА”Ф2; J O = I - 1 ;J1 =1; J2=I+ 
1 ;Ц 2 = У ( Р ) ;”ЕСЛИ”1 0 > 1 ”ТО” ( J 0 = J 0 - 1 ;  J 1 = J 1 - 1 ;  J 2 = J2 - 1 ;H 3 = V ( F ) ; I 1  
2 =  (Ц2+ЦЗ) /2 ) ;  3 2 = Z -Z 2 ;  F=AX32/Ht2; 1=0; L3.1=I+1; ” ЕСЛИ”Г > X [ I j ” 
ТО” ”ИДТИ” ”НА”ЕЗ; J 0 = I - 1 ;  J1= I;  J2=I+1; Ц4=У(Р); ” ЕСЛИ” 1 0 > 1 ”ТО” ( 
JO = JO -1 ; J 1= J1 - 1 ; J 2 = J 2 - 1 , -U 5 = V (F ) ;U 4 = (U 4 + U 5 )/ 2 ) ;T = ^ 0 + (T C O -T O  
)XC+B1XZXЦ-B1X(Z-Z1)XЦ2-B2X(Z-Z2)XЦ4;”ECЛИ”T<121”T0”LET 
= Ь Е Т + ( 1 / ( ( 1 0 1 ( 1 2 1 - Т ) ) 1 ( 1 / Ж ) ) ) Х О г ”ИНАЧЕ””ЕСЛИ”Т > 1 2 1 ”ТО” ЬЕТ 
=LET+((10t(T-121))t(l/Ж))XDZ;”BЫBOД”01,”CTPOKA”,Z,”ПPOБEЛ 
” ,T ” ПРОБЕЛ”,ЬЕТ; ”ИДТИ””НА”М; M 4 .B Z = Z l+ Z 3 -Z 2 ;H Z = Z 2 -Z l ;”BbI 
ВОД”0 1 , ”СТРОКА”,Т,’’ПРОБЕЛ”,LET,’’ПРОБЕЛ”,ТА,"СТРОКА” ,Z l , ’’ПРО 
Б Е Л ”,Н г , ’’ПРОБЕЛ”,Z 3,”ПPOБEЛ”,BZ;Z02=Z02+ДZ;Z03=Z03 + Д Z ; ”H 
А ”Ж1” КОНЕЦ”<0 )

В рабочую информативу записываются параметры : 
В1 — скорость подъема температуры теплоносителя до 

температуры  стерилизации в 1-й зоне, °С/мин;
Z02 — начальное приближение значения суммарного вре­

мени подъема температуры и стерилизации до нача­
л а  охлаждения, мин;

Z03 — начальное приближение значения полного време­
ни термообработки, мин;

В2 — скорость измерения температуры теплоносителя 
при охлаждении, °С/мин;

DZ — интервал расчета летальности LET по времени, 
мин;

DZ — ш аг варьирования координаты границы 2-й и 3-й 
зон, мин;

X[N]; YIN]; GfN] — массивы чисел и функции Фурье; 
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Н — половина высоты цилиндра, см;
А — коэффициент температуропроводности продукта;
ТА —  температура стерилизации, °С;
Т С О — начальная температура теплоносителя, °С;
ТО —  начальная температура продукта, °С;
Ж —  количество градусов, соответствуюи^ее изменению 

«термического смертельного времени» в 10 раз, °С; 
Т — температура в центре цилиндра, °С.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  для  Т А = 120°С

”ПУСГЬ”Ш(Р)=У[J0]+ (У[Л 1 -У(Ю] )Х (F -X [J0 ]  )/(X[J 1 ] - Х [ JO] )+((У[J2 
l - y [ J l ] ) / ( X [ J 2 ] - X [ n i ) - ( y [ J l ] - y [ J 0 ] ) / ( X [ J l ] - X [ J 0 ] ) ) X ( r - X [ J 0 ] )  
X ( F - X  J 1 1 ) / ( X [ J 2 ] - ( X  [JO]);V(P)= G[JO] + (G [ J l ] - G  [JO] )X ( F - X [  
JO])/CX J 1 ] - X [ J 0 ] )  + ( ( G [ J 2 ] - G [ J 1 ] ) / ( X [ J 2 ] - X [ J 1 ] ) - ( G [ J 1 ] - G [ J 0  
] ) / { X [ J l ] - X [ J O ] ) ) X ( F - X [ J O ] ) X ( F - X [ J l ] ) / ( X [ J 2 ] - X [ J O ] ) ;B 2 = 5 ;D  
Z = 5;H = 3.15 ;  A=0.108;TA=120;TCO=75;T0--=60; Ж = 10;Х [32]  =0,0.04,
0.06,0.08,0.1,0.125,0.15,0.175,0.2.0.225,0.25,0.275.0.3,0.35,0.4,0.45,0.5,0.55 
,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0,1.2,1 .4,1.6,2.0,3.0.4.0,5.0.6.0.10.0 ; y [  32] =0.0,0.002.0.01,
0.024.0.053,0.086.0.122,0.164,0.2.0.245,0.28.0.313.0.38.0.44.0.488,0.53.0.56
9.0.607.0.652.0.605.0.729.0.755.0.796.0.824.0.846.0.878.0.919.0.939.0.951.0  
.959,0.975; G[32] = 0.0.0013.0.0153,0.054,0.113.0.209,0.305,0.401,0.491,0.5
62.0.63 2,0.688.0.738.0.807,0.862,0.905,0.933,0.951,0.964,0.982,0.99,0.994,0  
.997,0.999,1,1,1,1,1.1.1,1;  B l=2.25; Z03=120; Дг = - 5 ;  Z 02=90.0”KOH”O

Р е з у л ь т а т  р а с ч е т а
при TA = 120°C ; Г„.пр = 32°С; LET = 60; Z l= 2 0  мин; 

Z = 90 мин; Z3=115 мин;
при TA = 122°C : Гк.пр=32°С; LET = 60.5; Zl = 

= 20.8в мин; Z2 = 48.5 мин; Z3 = 74 мин;
при ТА = 125°С : Гк.пр = 32°С; LET = 60.7; Zl = 

= 22.22 мин; Z2 = 36,5 мин; Z3 = 62 мин;
при ТА = 130°С : Гк.пр = 32°С; LET = 60.0; Z l = 

= 24.44 мин; Z2 = 30.6 мин; Z3 = 57 мин;
при ТА=135°С: Гк.пр = 32°С; LET = 60.5; Zl = 

= 26.67 мин; Z2 = 28.45 мин; Z3 = 57 мин.

Анализ режимов показывает, что при повышении тем- 
перат^гры стерилизации время ti и растет, а время 
уменьшается. Обозначим суммарное врем я в 1-й и 3-й 
зонах ^ i - f 3̂ = BZ, а во 2-й зоне /2 = HZ. З а  время BZ про­
исходит расход энергии в 1-й зоне на прогрев системы 
авто клав  — продукт — теплоноситель, во 2-й — расход 
воды н а  охлаждение.



BZ HZ мин Графики функций темпё-
7/(-_' ратуры стерилизации:

•  I — времени выдержки в зоне стери­
лизации HZ(TA); 2 —суммарного вре­
мени выдержки в зонах нагрева и 
охлаждения BZ(TA)

т  т  i2i 12S т  т  т  т  n f
ГА,"С

За время HZ происходит только накопление фактора 
летальности без расхода энергии (потерями можно пре­
небречь). Очевидно, при некотором соотношении м еж ду  
HZ и BZ дальнейшее повышение температуры ТА, кото­
рое в основном приводит к снижению суммарного вре­
мени термообработки, нецелесообразно, поскольку; во- 
первых, отрицательный прирост AHZ/°C м ож ет стать 
равным или меньше положительного прироста ABZ/°C, 
т. е. достигнет значения

AHZ/^C/ABZ/T< I; (VII. 1)

во-вторых, увеличение энергозатрат за время прироста 
BZ повлияет на себестоимость продукции раньше, чем 
будет достигнуто соотношение (VII.1). Графики функ­
ций HZ и BZ представлены на рис. 54. Так к а к  стоимо­
сти единиц времени t\ (времени нагрева) и (времени 
охлаж дения) по энергозатратам не равнозначны, то при­
мем при охлаждении продукта водой энергозатраты  в 
10 раз меньше энергозатрат при нагревании.

Суммарное время тепловой обработки ILt = ti +  t2 +  h  
(/2 = HZ) при увеличении ТА снижается, а эн ергозатра­
ты растут. В условных единицах энергозатраты можно 
выразить  к а к  произведение температуры н а  длитель­
ность процесса:

=  „(ТА-ТСО)<, J

Первое слагаемое в выражении (VII.2) определяет 
энергозатраты  на нагрев, второе—на охлаждение.

В процессе моделирования режимов стерилизации 
при совпадении во всех режимах (в температурном д и а ­
пазоне от TAmin до Т А т а х )  фактора летальности LET и 
конечной температуры продукта регистрируется время



/, мин ТАщщ TAi TAa ТАз ТАщах

h 1̂ max <12 <13 <1 mln

h 2̂ max h i <22 <23 <a mln

h 3̂ max hi <32 <33 <3 mln

2/ 2  ^max It i 2^2 I t , 2  <mln

и, h- Зарегистрированные значения ti— ts и сум м ар ­
ного времени приведены в табл. 15.

По данным табл. 15 рассчитываются энергозатраты 
для каждого  значения ТА. Рассчитанные значения h P  
в зависимости от ТА показаны ниже.

ТА, “С TAniin TAi TA2 ТАз ТАщах

2 P ,  уел .  ед. ^ ^mln 2 Я , S P 2 2 ^ 3 S P m a x

Зависимость времени стерилизации г̂ = /(ТА) аппрок­
симируется функцией вида

(VII.3)

где Т2 —  постоянная времени аппроксимирующей кривой; Тшлх— к о ­
ордината пересечения аппроксимирующей кривой с осью абсцисс;  
7'min —  асимптота аппроксимирующей кривой.

Аппроксимация функции (VII.3) ведется по п рограм ­
ме № 50.



”ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДНОСТЬ”Е ; ”ДЛЯ” 1= 1”ШАГ” Г ’ДО” №’ВЫПОЛНИТЬ 
” (Л[ I] =TXLN( (ХМАК-ХМИН) / (Х[I] -ХМИН)) ;  V [  I] = ( -  ( (Т/ (Х[ 1 ] - X  
МИН)) ) ) ;  ОТН[ I] = ( (А[I] - У [  I])/У[ 1])Х100; ”РЛЗРЯДНОСТЬ”Е1; ”ВЫВ 
ОД”0 1 ,Х [1 ]”ПРОБЕЛ”,А [ 1 ] ,” ПРОБЕЛ” ,У [1 ] ,” ПРОБЕЛ” ,ОТН[1] ,”СТРО 
К А ” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ” Е ) ; L = V ( 2 ( J  = 1 ,N, ( ( (У[ J ] - Л [  J ]) /А[ J ]) XI00)  
t2 )  / ( N - 1 ) ) ;  ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е1; ”ВЫВОД”01 ,Т,” ПРОБЕЛ” ,ХМИН,” ПР 
ОБЕЛ” ,ХМАК,” ПРОБЕЛ” ,Е,’’СТРОКА” ; ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е; ” ЕСЛИ”Е>  
EPS”TO””HA”m ”HHA4E””CTOn”;m.T=T+DT;”HA”ro”KOHEIj;”0

В рабочую информативу записываются следующие 
параметры:
Т — первое приближение значения постоянной време­

ни т;
DT — шаг варьирования т;
N — количество узлов аппроксимации;
A[N], OTH[N], V[N] — места, бронируемые для  значений 

аналитической функции, относительной погрешности 
аппроксимации в узлах и значений производной: 
й^2/^ТА = - т/ (Т А -Т А ш1„);

X[N], Y[N] — массивы исходных координат аргумента и 
функции;

ХМИН — первое приближение ТАщш;
ХМАК — первое приближение ТА max-

Методом последовательных приближений изменяется 
ХМИН до получения значения Lmin — средней квадрати ­
ческой погрешности аппроксимации. Затем  варьировани­
ем ХМАК при фиксированном ХМИН с Lmin определя­
ется значение супремума sup Lmm.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

”ПУСГЬ”Т = .1 2 6 0 0 0 ,о 2 ;  EPS=.500000ю 0; N=5; А[ 5 ] ;  СТН[ 5 ] ;  V [  5 ] ;  У[ 5] 
=  70 ,27 .6 2 ,14 .28 ,6 .16 ,1 -78 ;  Х( 5] = 12 0 ,12 2 ,1 2 5 ,1 3 0 ,1 3 5 ;  X M AK = 137.20;D T  
= - 0 . 2 0 ;  ХМИН= 1 19 .9 0 ”КОН”0

На печать выводятся : массивы X[N], A[N], V[N], 
OTH[N], Т — оптимизированное значение т, ХМИН,
ХМАК, Lmin.



Т а б л и ц а  16 Т а б л и ц а  17

ХМАК, °С ХМИН, 'С ХМИН, '•с ХМАК, °С Lmin- %

137
119.85
119 .9
119.95
119.99

10.5
8 .8
8 .9

14 .9

119 .9
136.8
137.2
137 .4

7 .6
7 .53
7 .99

Р е з у л ь т а т  с ч е т а

Х[1]
А[!1
V[1J
0ТН [1]

120 
64.93  

— 126.0  
- 7 . 1

122
26.57
— 6.0
—3 .8

125
15 .39
—2.47

+ 7 . 8

130 
6 .7 8  

— 1.24  
410.08

135
1 .71

—0.8 3
— 3 .7

Т = 1 2 .6 ;  ХМИН=119,9; Х М А К = 137 .2 ;  Ь т щ = 7 .5 4 % .

В табл. 16 и 17 приведены сравнительные данные по 
поиску Lmin и sup Lmin при различных комбинациях 
ХМЛК и ХМИН.

Окончательное выражение д л я  функции (VII.3)
t ,  (ТА) =  12.6 In ( * 3 7 . 2 - 1 1 9 . 9)_ 4 ^

' ( Т А - 1 1 9 .9 )

Аппроксимация функции энергозатрат 2 Р ( Т А )  про­
изводится по лрограмме № 1 аппроксимации полиномом 
2-й степени.

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  программы аппрокси­
мации полиномом по числовым данным

•’ПУСТЬ” Е){ 1 4 ] ;  Л [5 ,5 ] ;В [5] ;Ч М = -5 ;  F .P S ,o -12 .  Г - 1 ;  В1[ 2 5 ] ;  ЧТ=5; N1
[ l ]  = 2 ; K l [ l ] = 5 ; 4 B [ l ]  = 3 ;X M P [ l]  = 1 3 5 ;X O P [ l ]  = 1 2 0 ;D X P [ l ]  =  1 .0000
; Х [ 5 ] ; У [ 5 ] ; Х 1 [ 5 ]  = > 2 0 ,1 2 2 , 1 2 5 Д 3 0 ,1 3 5 ;У 1 [5 ] - - 5 6 0 ,6 0 6 ,6 7 4 ,8 0 1 ” КОН” 
f>

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  Во=2652; Bi = —55.74; Вг = 
= 0.319.

Зависимость суммарного времени тепловой обработ­
ки продукта 2 f  = /(TA) аппроксимируют функцией вида

_  TA-TAmin
2^(ГА) =  0 - ( 0 - 2 / ^ , , ) е  , (VII.5)

где 0 — асимптота аппроксимирующей экспоненты; S^mai —  макси­
мальное значение суммарного времени тепловой обработки продукта



при минимальной температуре стерилизации; Ti —  постоянная време­
ни аппроксимирующей экспоненты.

П рограмма М  51 аппроксимации функции 2^ (ТА )
С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

'’11УСТЬ''Ю.”РАЗРЯДН0СТЬ”Е ; ”Д Л Я ” 1= П 11А Г ’Ч ”Д 0 ” Ы”ВЫП0ЛНИТ 
Ь ' Ч А [ 1 1 = 0 -  ( ( Q - T M A K )  X ( l / e t ( ( X [ I ]  -  ХМИН)/Т))) ; 0ТН[1] = ((А  
П1 - У [ 1 1 ) / У [ 1 ] ) Х 1 0 0 ;  ”РАЗРЯДН0СТЬ” Е1; ”ВЫВОД"01,Х[1], ’’ПРОБЕ 
Л ”,У[ I] ,"ПРОБЕЛ”,А[ I] ,”ПРОБЕЛ”.ОТН[ 1],’’СТРОКА” ; ’’РАЗРЯДНОСТ 
b ”E ) ; L = V ( S ( J  = 2 , H ( ( ( y [ j  ] A[J ])/A[J ]) ХЮО) t2 )  / (N - 2 ) )  ; ”PA3P 
ЯДН0СТЬ”Е1 ; ”ВЫВОД”01,Т,’ ’ПРОБЕЛ”,ХМИП,”ПРОБЕЛ”,ТМАК,’’ПРО 
БЕЛ”,Е.'’СТРОКЛ” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е; ”ЕСЛИ”1 > EPS ”Т 0 ” ”НА”Ц1”И 
ИАЧЕ’” ’СТОП”; Ц1.Т=Т+ОТ; ”ИЛ”Ю”К01П;Ц”С

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а

”n y C T b ”T - 0 2 i o 2 ; E P S  = . 5 ; N = 5 ; A [ 5 ] ; O T H [ 5 ] ; V [ 5 ] ; y [ 5 ]  = 115,74,62,S  
7 ,5 7 ;  Х [ 5 ]  = 1 2 0 , 1 2 2 , 1 2 5 , 1 3 0 , 1 3 5 ;  T M AK = 11 5 ; DT =- . 5 ; X MM H=  120;  Q=56  
,9”КОН”0

Р е з у л ь т а т  с ч е т а :  0  = 56.9; 2^тах= 115; TAmin = 
= + 120; т, = 1.7.

Ф ункция
Е Р ( Т А ) - 2 Я ^ ,„  (VII.6)

определяет зависимость прироста энергозатрат от тем­
пературы  стерилизации ( S P min — минимальное значение 
энергозатрат при температуре стерилизации ТЛ = ТЛ тах). 

Функция

--------- !---------  (VII.7)
S / ( T A ) - 2 < ^ i n

определяет зависимость прироста производительности 
процесса в условных единицах продукции от температу­
ры стерилизации ТА (S^min — минимальное значение 
суммарного времени тепловой обработки продукта при 
максимальном значении ТАтах).

Отношение функций (VII.6) и (VII.7) или произведе­
ние функций

(БР (ТА) -  (It (ТА) -  J  (VII.8)

определяет функцию удельного прироста энергозатрат 
на единицу прироста продукции.



функция (VII.8) имеет минимум при оптимальном 
значении температуры стерилизации ТА=ТАопт- Это 
значение выбирается из соотношения

d [(SP  (ТА) -  SP^in) (S< (ТА) -  2/min)] _  Q / у ц  дч 

dTA

путем приравнивания производной от функции (VII.8) 
по (П к  нулю и решения уравнения (VII.9) относительно 
ТА. После подстановки в выражение (VII.8) функций 
(VII.4) и (VII.5) и преобразования уравнение (VII.9) 
примет вид
/ - тАопт- та^1д\
I 0 -  (9 -  2/^,,) е {В, +  2 5 JA „ .„ )  +

[ (^0 “Ь ^ iTA(,j,t -|- ^гТАопт) щ Ini X

X =  0. (VII. 10)

Расчет ТАопт производится по программе № 52.

Программа № 52 расчета оптимальной температуры  
стерилизации

”ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДНОСТЬ”Е; Х= 120 ;  Ж.У= ( ( ( Q -  (Q-TM АК) X (1/ (ct ( 
(X - ХМИН) /Т)) ) )  -ТМИН) X (В1+ (2ХВ2ХХ)))  + ( ( (В0+ (В1 ХХ) + (В2Х ( X t  
2 ) ) )  -РМИН) X ( (Q- ТМАК) /Т) X (1/ (еГ ( (Х-ХМИН) /Т)) ) ) ;  ’’РАЗРЯДНО 
СТЬ”Е1; ”ВЫВОД”0 1 , ’’СТРОКА”,X,"ПРОБЕЛ”,У; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е; DX 
= .1 0 0 0 0 0 1о 1 ;Х = Х + О Х ;”НА”Ж”Г Д Е " 0= .569000 ,о2 ;Т М А К = 115 ;Х М И И =  
120; Т=. 1 7 0 0 0 0 1о1 ;Т М И И = 57 ;В 1= - .5 5 7 4 0 0 1 0 2 ;В 2 = .3 1 9 0 0 0 ш 0 ;В 0 = 2 6 5  
2;РМИН=560”КОНЕЦ” О

Р е з у л ь т а т  с ч е т а ;  ТАопт =  121,9°С.
По выбранному оптимальному значению ТАопт по 

формуле рассчитывается время нагрева  t\ продукта в 
оптимальном режиме до температуры  стерилизации
ТАопт-

_  (ТАопт — ТСО) (VII. 11)

здесь У1=2.25°С/мин; = 20.85 мин,



Время стерилизации рассчитывается по формуле 
(VII.3) с подстановкой в нее значения ТА =  ТАопт, т. е.

/ _ ^ (Ттах Tmin)
 ̂~  2 7 т --------- т — Г  ’ОПТ —  ̂min;

откуда 2̂ = 27.18 мин.
Время охлаждения

4  =  (ТАопт) — (̂ 1 +  4)
или

'̂^опт~ ‘̂'т1п

(VII. 12)

(VII. 13)

4  =  0 -  (0 -  2/^,^) е ^ - h - t , .  (VII. 14)

При выбранном ТАопт з̂ = 31.33 мин.

А-А

VII.2. ОПТИМИЗАЦИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ КОНФИГУРАЦИИ 
ТАРЫ ДЛЯ КОНДУКТИВНО ПР01ГРЕВАЕМЫХ ПРОДУКТОВ

Длительное прогревание, вызванное глубоким з ал е га ­
нием в объеме порции продукта термических центров, 
порождает з ад ач у  оптимизации геометрической конфи­
гурации тары  на стадии фасовки порции, подлежащей 
стерилизации. Путем выбора оптимальных соотношений 

геометрических размеров банки удает- 
. ся вытеснить ожидаемые термические 

центры к поверхности, контактирую­
щей с теплоносителем. Д л я  этого пор­
цию продукта формируют в виде осе­
симметричного тела, а в зонах, при­
мыкающих к точкам пересечения его 
поверхности с осью симметрии, допол- 

 ̂ нительно создают вогнутые в направ­
лении центра тяжести полости. Сущ­
ность эффекта вытеснения термичес­
ких центров к нагреваемой поверхно­
сти проиллюстрирована на рис. 55.

В объеме 1 порции продукта, сфор­
мированном в виде цилиндра, в на­
правлении центра тяжести 2  дополни­
тельно создают вогнутые полости 3. 
При этом, если бы без дополнитель­
ных полостей область термического 
центра совпадала с центром тяжести 
цилиндра высотой Я  и отстояла от по­

Рис. 55. Эффект  
вытеснения к стен­
кам тары терми­
ческих центров  
(показаны пункти­
ром)



верхности на расстояние R или Я/2, то с дополнитель­
ными полостями термические центры вытеснялись бы 
от внешних поверхностей тела на расстояние, пропор­
циональное отношению площадей, участвующих в пере­
даче тепла

L =  R — r —  , (VII.I5)
R +  r

где R — радиус тела, см; /- — радиус вогнутой цилиндрической по­
лости, см; L — расстояние от термического центра д о  внешней по­
верхности, см.

Если исходный объем тела (в см^)
V^nR-^H , (VII. 16)

а приращение объема AV за  счет создания полостей
\V =  — nr^{H — R +  r), (VII.17)

то относительный прирост объема перерабатываемого 
продукта в единицу времени

/С =

(VII. 18)

где 2 1̂ — время тепловой обработки исходного тела;  2^2 — время  
тепловой обработки тела с дополнительными полостями,

или
r^(H — R +  г)б = 1 —

R̂ H
К. (VII. 19)

Относительное сокращение времени тепловой обра­
ботки К  является сложной нелинейной функцией, з ави ­
сящей от многих параметров, т а к  к ак  суммарное время 
2^ склады вается  из времени подогрева t\, стерилизации 
t2 и охлаждения з̂. При изменении расстояния L время 
ti остается практически неизменным и при значительном 
изменении L определяется в основном техническими х а ­
рактеристиками стерилизатора. Время 2̂ и h  ум ен ьш а­
ется соответственно в ~ R jL  и -V(/?/L)® раз.

Более точную зависимость изменения К от г можно 
получить путем эксперимента или машинного моделиро­
вания процесса стерилизации в соответствии с методи­
кой, описанной в п. VII. 1. С ум м арн ая  глубина полостей 
(или одной полости) всегда выбирается такой, чтобы рас-



стояние от торцевых поверхностей до термических цент­
ров тела было равно расстоянию до них от боковой по­
верхности независимо от высоты Я.

При увеличении производительности процесса в 
б раз потери в стоимости готовой продукции з а  счет 
увеличения удельного расхода материала тары  могут 
быть покрыты переходом на больший типоразмер тары. 
Аналогичный эффект в повышении производительности 
процесса получается при формировании порции продук­
та , размещаемой в  мягкой таре, путем фиксации его 
м еж ду  пуансоном и матрицей, придающих ем у  форму 
вогнутых полостей. Поскольку потери полезного объема 
тела порции пропорциональны квадрату  приращения ра­
диуса г, то предпочтительным расположением полостей 
в теле является  локализация их вокруг оси симметрии 
с боковыми поверхностями, параллельными оси.

Т ак  к а к  критерии оптимальности формы и размеров 
тела могут быть разными, то возможны наиболее х ар ак ­
терные ситуации, которые определяются этими крите­
риями.

1. Критерием оптимальности формы тела  является 
производительность процесса без учета материальных 
потерь при развитии поверхности тела, определяющем 
увеличение расхода материала тары. Такой подход целе­
сообразен при стерилизации продукта в мягкой  или 
жестяной таре  с полостями, образованными штамповкой 
крышек.

По программе № 4 9  моделируется процесс сте­
рилизации и определяется суммарное время тепловой 
обработки продукта. По исходным данным, которыми 
с л у ж а т  размеры банки (Я  = 5.8 см; 7? = 3.2 с м ) ,  по про­
грам м е № 4 9  определяют время, затраченное на стери­
лизацию: 2f=/i-t-/2 + 3̂ =  2 0 - f 65+50 = 115 мин.

Фактор летальности L E T ^ l l . 3 ,  конечная температу­
ра продукта 7 ’ к . п р = 9 0 ° С .

Н а стадии фасовки порция продукта формируется в 
виде цилиндра высотой Я = 5 .8  см и радиусом R = 3.2 см 
и с цилиндрическими вогнутыми полостями, располо­
женными на оси симметрии. При этом возможны два 
варианта :

а )  вариант г = 0 ,3  R  и h =  {H—R + r) l2 . Значение h 
выбирается таким, чтобы расстояния от боковой и тор­
цевой поверхностей тела до термических центров были 
равны  м еж д у  собой. Тогда прогреваемость такого  телш



Нот =  „„„ н  =  я/2.5 =  2.32 см.

> будет эквивалентна прогреваемости исходного, но с вы- 
I сотой

Т. е. высота при расчете долж н а быть примерно вD
-------- — раз меньше исходной: Яопт = Я/1.5 = 3,87 см
R — О .oR
при прочих равных условиях.

Р езультат моделирования по программе № 49: 2^опт = 
= 20 + 33.5+18.5  = 72 мин; LET= 11.3 ; Тк.пр=91°С; К =

' =  =  115/72= 1.6; 6 = 0 ,9415-1 .6= 1.5  (при Я =
2̂ опт 

= 2/?);
б) вариант г = 0.6 R:

R — O.GR

Результат моделирования: 2^опт = 2 0 + 16.5 + 30.5 = 
= 47 мин.

2. Критерием оптимальности формы тела является  
повышение производительности процесса с сохранением 
удельного расхода материала тары  на единицу выпус­
каемой продукции (объем готового продукта) .

Д л я  реализации задачи, поставленной по двум  кри­
териям, необходим переход к следующему, большему 
типоразмеру тары, определяющему формируемый объем 
тела, в  ряду типоразмеров до тех  пор, пока удельный 
расход материала тары с учетом повышения производи­
тельности путем увеличения этого объема не достигнет 
исходного значения (к ак  у  цилиндра с исходным типо­
размером без дополнительных полостей).

Зная исходные параметры тела : Я  = 5.8 см ; /? = Я/2; 
2^l = 115 мин, находим полную площадь поверхности 
исходного тела

S„ =  2nR  (Я  +  R)

и объем
=  nR^H.

Удельный расход материала в условных единицах на 
одну банку

AS^ =  SJV ^  =  2{H  +  R)/HR.



Полная площадь поверхности тела оптимизируемой 
формы

=  2nR* (Н* 1- R* +  пН* — tiR* +  n^R*),

а объем
Копт =  (Я* -  п^Н f  ti^R* — n^R*),

где п выбирается из соотношения r= nR ; R*, Н* — размеры тела  
следующего в р я д у  ГОСТа типоразмера.

Удельный расход материала тары в оптимизируемом 
теле

_  ^ОПТ _  2(Н* +  Я* +  п Н * - п Я * + п Щ * )
^опт Я*{Н* — п‘̂ Н*+пЩ*—пЩ*)

Условие Д5опт = А5и примет вид
H ^ R  H* +  R * +  пН* — nR* -Ь n- R̂*

HR R* (Н* — п^Н* +  n'^R* — n^R*}
(VII.20)

Переход в р яду  типоразмеров от исходного к следу­
ющему строго фиксирует соотношение м еж ду  R и R*, 
Н и Н* и значение К, зависящее от нового расстояния 
до термических центров L. Типоразмер по ГОСТ 5717—81 
имеет Я *  = 9.3 см и R* = 3.5 см.

Подставив размеры в выражение (VI 1.20), получаем 
уравнение

л » +  225п2 +  0.98/г — 0.497 =  0. (VII.21)

Уравнение (УП.21) имеет решение в области ар гу­
мента 0 < л < 1 ,  т. е. левая  часть его обращается в нуль 
при г* =  0.29 R*. Соотношение м еж ду  радиусами тела и 
полости д л я  нового типоразмера на границе изменения 
удельного расхода материала тары при варьировании п 
имеет вид r* =  nR*.

По формуле {VII.15) рассчитывается новое расстоя­
ние L* до термических центров: L* = 1.93 см.

По стандартной методике моделируется процесс сте­
рилизации эквивалентного исходного тела с Н от = 
= 3.85 см. Р езул ьтат  моделирования соответствует в а ­
рианту а, т. е. Е^опт = 72 мин; / C = 2 ^ i / 2 И5/72= 1.6.

По значению Я о п т  = 3.85 см восстанавливается экви­
валентное значение величины Гопт для  тела с дополни­
тельными полостями: Го1гг = 0.3 см; г = 0,96 см.



> По формуле (VII.19) подсчитывается повышение про- 
1 изводительности

б = J _  0.96^ ( 5 .8  — 3 . 2  +  0 .9 6 )

3 . 2 2 . 5 . 8
1.6 =  1.51,

Т. е. производительность долж на повыситься в 1.51 раза , 
или «  на 50 % при неизменном удельном расходе м ате­
риала тары.

Из изложенного следует, что формирование допол­
нительных полостей с радиусами г порядка (0 .3 ^  0.6) i? 
позволяет повысить производительность в 1.5— 1.1 раза , 
но при этом наблюдаются потери в удельном расходе 
жести (для стеклянных и жестяных банок). Поэтому 
критерий оптимальности формы порции продукта по про­
изводительности приемлем только для  продуктов, стери­
лизуемых в мягкой таре, для  которых требуемую форму 
тела можно создать во время стерилизации, а т а к ж е  в 
жестяной таре, которая изготовляется штамповкой при 
уменьшении толщины стенок крышек.

Д л я  двухфакторного критерия (по производительно­
сти и удельному расходу жести) оптимальности при пе­
реходе к  следующему в ряду  типоразмеру целесообразен 
выбор радиуса полостей г порядка 0.3/?, причем при 
таком  соотношении удельный расход жести  неизменен 
по сравнению с исходным, а производительность увели­
чивается «  на 50 %. В пределах ж е  изменения г от 0.3 У? 
до 0 . 0 3 положительный эффект получается для  обоих 
параметров: снижения удельного расхода жести  и повы­
шения производительности процесса. Оптимальное ж е  
значение соотношения м еж ду  ними зависит от специфи­
ки конкретного производства и выбирается с учетом до ­
полнительных экономических факторов.



Г л а в а  VIII. ЭКСТРАПОЛЯЦИОННОЕ 
ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ЗАГОТОВОК СЫРЬЯ 
И ПРОИЗВОДСТВА КОНСЕРВОВ

VIII.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Основой управления социалистическим хозяйством 
является  план. От того, насколько обоснованно он со­
ставлен, зависит эффективность управления. Сущ еству­
ющий в перерабатывающей промышленности порядок 
планирования может быть значительно улучшен за  счет 
предплановой разработки прогнозов количественных по­
казателей  заготовок сырья и выработки консервной про­
дукции, т а к  к ак  д л я  успешного развития производства 
необходимо правильно и своевременно вы являть  тенден­
ции и перспективы его будущего развития. И планы, и 
прогнозы явно или неявно базируются на предположени­
ях относительно будущего.

Существуют д ва  основных вида прогнозирования 
объемов производства продукции: генетическое (или 
поисковое) и целевое (или нормативное). Генетическое 
прогнозирование опирается на изучение тенденций раз­
вития, оценку их сохранения или изменения в будущем; 
целевое — базируется на определении общественных по­
требностей в продукции отрасли.

При первом виде на основе опыта прошлого развития 
определяются вероятные возможности, на основе второ­
г о — потребности и ж елаем ы е цели. К ак  правило, ре­
зул ьтаты  прогноза, полученные при генетическом и це­
левом видах , не совпадают. Возникающие количествен­
ные различия определяют разницу м еж ду  желаемой 
целью развития и его ожидаемым уровнем.

Вся  совокупность методов генетического прогнозиро­
вания, основанных на математическом моделировании, 
может быть разбита на две  группы, различающиеся х а ­
рактером используемых моделей и применяемого мате­
матического аппарата ;



1) методы экстраполяции тенденций по различного 
рода кривым;

2) методы экономико-статистического моделирования, 
основанные на принципах факторного анализа.

Экстраполяционные методы наиболее разработаны. 
Экстраполяция (проекция в будущ ее) основана на ис­
пользовании различных типов зависимостей важнейших 
параметров от данных за прошлый период. При этом 
предполагается, что существующая тенденция (тренд), 
достаточно устойчивая в прошлом, сохранится и в б уд у ­
щем, возможно с некоторыми изменениями. Это пред- 
положениие основано на том, что д л я  радикальных тех ­
нических и технологических изменений требуется опре­
деленное время.

Экстраполяционные методы широко применяются в 
практических разработках из-за сравнительной простоты 
и возможности осуществления прогнозных расчетов на 
основе небольшого объема исходной информации.

Прогнозирование методами экстраполяции оп равда­
но, если не предвидятся существенные качественные из­
менения (скачки) и предполагается, что уровень техники 
и технологии останется неизменным, т. е. область его ис­
пользования ограничена прогнозированием эволюцион­
ных ситуаций и процессов, медленно изменяющихся во 
времени.

Методы экономико-статистического моделирования 
предполагают применение корреляционного и регресси­
онного анализа. При этом модель прогноза строится в 
виде некоторого уравнения множественной регрессии, в 
котором учтено индивидуальное воздействие на прогно­
зируемые показатели сразу нескольких факторов. В мо­
дели в математической форме отраж аю тся взаимосвязи  
и зависимости, складывающиеся в реальной экономиче­
ской жизни.

При построении взаимозависимых моделей возникают 
довольно сложные вопросы спецификации и идентифи­
кации составляющих их уравнений. Д ал еко  не всегда  
имеющаяся информация по многим существенным аспек­
там прогностики настолько полна, надеж на и точна, 
чтобы оправдывать применение этих сложных и тр уд о ­
емких методов. Опыт показывает, что прогнозы, получае­
мые на основе многофакторных моделей, не обязательно 
точнее прогнозов, получаемых более простыми способа­
ми, например путем экстраполяции тенденций.



в  области планирования и организации заготовок 
сырья для  консервной промышленности имеется ряд про­
блем, требующих специального исследования. Среди них 
анализ и прогноз поставок на переработку плодоовощ­
ного сырья на основе современных экономико-математи- 
ческих методов.

Необходимость прогнозирования объемов поставок 
плодов и овощей на переработку постоянно ощущается 
в процессе управления консервным производством, по­
скольку многие предприятия из года в год сталкиваются 
с отклонениями фактического поступления сырья от 
требуемого количества.

Учитывая, что в консервной промышленности нет до ­
статочного опыта ' прогнозирования количественных по­
казателей  производства с помощью экономико-математи­
ческих методов, авторы в течение нескольких лет апро­
бировали различные методы экстраполяционного прогно­
зирования и разрабатывали их модификации с учетом 
особенностей отрасли. При этом были подобраны анали­
тические функции, наиболее пригодные для  описания 
изучаемых процессов. В частности, было установлено, 
что динамика заготовок сырья и, следовательно, произ­
водства плодоовощных консервов достаточно хорошо 
описывается и прогнозируется различными экстраполя­
ционными методами, поскольку в последнее десятилетие 
в консервной отрасли не наблюдалось каких-либо скач­
кообразных изменений. Рост производственных фондов 
носил постепенный характер. Так ж е  именялись объемы 
заготовок сырья и производства консервов, за  исключе­
нием отдельных лет, когда отмечались существенные от­
клонения от основной тенденции развития, вызванные 
случайными факторами, в основном неблагоприятными 
погодными условиями.

VIII.2. ОБЩАЯ СХЕМА РАЗРАБОТКИ ПРОГНОЗОВ

Различают три вида прогнозов: краткосрочные на 
1 год, среднесрочные на 3—5 лет и долгосрочные на 
15—20 лет.

Общая схема разработки прогноза включает следую­
щие основные этапы:

выбор объекта прогнозирования и его характеристи­
ки;

сбор исходной информации, ее оценка и упорядочение;



выбор методов прогноза;
проведение прогностического расчета;
оценка результатов прогноза;
разработка конкретных рекомендаций и принятие ре­

шений по результатам прогноза.
В качестве конкретных объектов прогнозирования мо­

гут быть выбраны количественные показатели, хар акте ­
ризующие объемы заготовок сырья и производства кон­
сервной продукции к ак  в целом, т а к  и по отдельным ви­
дам  и ассортиментным группам на предприятиях, в объе­
динениях и отрасли.

Источником исходной информации сл уж ат  данные 
официальной статистической и оперативной отчетности 
за прошлые годы.

При подготовке краткосрочных прогнозов, предназна­
ченных в первую очередь д л я  количественной оценки се­
зонности производства, данные берут с квартальным, 
месячным, декадным или другим интервалом за  период 
5— 10 лет. При подготовке среднесрочных прогнозов до ­
статочно иметь данные годовых объемов производства, 
однако глубина ретроспективы долж на составлять не 
менее 15 лет.

На сбор данных в процессе получения прогнозов ухо­
дит довольно много времени, и этим нельзя пренебре­
гать. В некоторых случаях не существует в явной форме 
достоверных данных и их нужно извлекать из архивов 
и предварительно обрабатывать, прежде чем они станут 
пригодны для прогнозирования.

Субъективный подход исключается как  при сборе 
данных за прошедший период, т а к  и при составлении 
прогнозов.

При выборе метода прогноза следует исходить из 
положения, что прогноз должен носить многовариантный 
характер. Единственно точным критерием оценки досто­
верности прогноза является сопоставление оценок про­
гноза с фактически достигнутым уровнем. Однако у ж е н а  
стадии составления прогноза возможна частичная оцен­
ка его достоверности, например, путем сопоставления 
результатов прогнозов одного и того ж е  объекта, полу­
ченных разными методами. Расхождение результатов не 
более чем на 10— 15 % можно признать удовлетворитель­
ным. Однако результаты прогноза нельзя считать окон­
чательными, их нужно пересматривать систематически 
по мере получения новых данных.



Данные, характеризующие объемы заготовок сырья й 
производства плодоовощных консервов, в зяты е за  ряд 
прошлых лет с каким-либо интервалом (квартал , месяц, 
д ек ад у  и т. д . ) ,  образуют динамические или временные 
ряды. В общем случае временной ряд представляется в 
виде суммы нескольких составляющих — детерминиро­
ванных и случайной компонент. В этом ряду  детермини­
рованные компоненты выражаю тся некоторой аппрокси­
мирующей функцией, а случайная — оценивается с неко­
торой вероятностью.

Д л я  временных рядов, характеризующих поставки 
плодоовощного сырья и производство консервов, наибо­
лее типичными являю тся три составляющие компоненты: 
тенденция (тренд), сезонные колебания и случайные ко­
лебания.

Т р е н д  отраж ает  общее изменение ряда  (постоянный 
подъем или постоянное снижение) за  длительный про­
м еж уток  времени. Д л я  расчета тренда наиболее часто 
применяют метод скользящих средних или одну из функ­
ций— линейную, полиномы, различного рода экспонен­
ты и S -образные кривые.

При разработке прогноза экстраполяционными мето­
дами очень важно определить, какого рода зависимость 
наиболее точно характеризует линию тенденции. Эконо­
мисты обычно используют следующие зависимости: 

арифметический тренд, когда рассматриваемый пара­
метр изменяется на постоянную величину в течение к а ж ­
дого периода;

логарифмический тренд, когда рассматриваемый п а ­
раметр изменяется на фиксированное число процентов 
в течение каждого  периода;

модифицированный экспоненциальный тренд, когда 
рассматриваемый параметр изменяется на постоянный 
процент от величины изменения, происшедшего в прош­
лый период. При этой зависимости кривая приближается 
к своему верхнему пределу (асимптоте);

логистический тренд, когда рассматриваемый п ар а ­
метр изменяется по S -образной кривой, имеющей верх­
нюю и нижнюю асимптоты.

С е з о н н ы е  к о л е б а н и я  — это более или менее 
регулярные изменения временного ряда, обусловленные 
климатическими факторами и определяемые к а к  откло­
нения эмпирического ряда  от общей тенденции, рассчи­
танной тем или иным способом.



С л у ч а й н ы е  к о л е б а н и я  обусловлены воздей­
ствием на процесс производства большого числа факто­
ров, действующих в разных направлениях, и к а к  прави­
ло, не поддающихся учету. Случайные колебания сказы ­
ваются на отдельных значениях ряда ,  и скаж ая  тенден­
цию, а т а к ж е  сезонные колебания. Оценки колебаний 
необходимы для  дальнейшего определения характерис­
тик точности прогноза.

Значения детерминированных компонент (тренда и 
сезонных колебаний) можно оценить на основании рет­
роспективного анализа фактических данных. Случайные 
колебания оцениваются вероятностно-статистическими 
методами.

Помимо методов прогноза, основанных на разлож е­
нии временного ряда на составляющие компоненты (ите­
рационный метод), существуют методы, не требующие 
выделения и исключения сезонных колебаний, например 
гармонический анализ и эволюционный метод.

В п. VIII.7 даны программы расчетов прогнозов р аз ­
личными методами и инструкции по составлению рабо­
чих информатив.

VIII.3. ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД

Итерационный метод основан на разложении изучае­
мого временного ряда на составляющие компоненты [6]. 
Если обозначим фактические данные поступления сырья 
или производства консервов за  период t (^= 1, 2, ..., т )  
через t/(, тренд — через Xt, сезонную компоненту — через 
St и случайную — через Г/, то получим следующую мо­
дель временного ряда:

У г--= х̂  + S t + (VIII.1)

Тренд рассчитывается способом скользящей средней, 
а его функция — методом наименьших квадратов . При­
менение скользящей средней позволяет сгладить перио­
дические и случайные колебания и тем самы м  выявить 
имеющуюся тенденцию в развитии. Например, если д ан ­
ные представлены за  несколько лет с месячным интер­
валом, то первоначальный тренд рассчитывают как^ряд  
скользящих средних из 13 первоначальных значений по 
формуле

^ _  yt-e +  y t-6 +  ' • •+У< +  У<+1 + -  • - +  У<+6 (VIII.2)
13



Где Ht —  фактические данные; xt —  значения тренда временного  
ряда за период t  (/ = 1 ,  2 ....... т ) .

Чтобы оценить интенсивность сезонных колебаний в 
динамическом ряду, для каждого периода методом наи­
меньших квадратов  рассчитывают линейные функции 
м еж ду  ежегодными фактическими данными и соответст­
вующими значениями тренда по формуле

Uik — bfiXjk +  cih’ (VIII.3)
где — сезонный показатель /-го года и к-то периода, представ­
ляющий су м м у  значений тренда и сезонной компоненты 
{Sjh+Xjh); bk, ак —  коэффициенты регрессии.

П одставляя  в уравнение (VIII.3) значения тренда, 
получаем сезонные показатели для отдельных периодов.

Тренд, полученный с помощью скользящей средней, 
может частично включать показатели сезонности, т а к  
к а к  сезонные колебания непостоянны во времени из-за 
влияния случайных факторов. Чтобы выяснить, нет ли их 
во временном тренде, определим случайные величи­
ны rjk'.

r jh ^ y jk  — ylk (VIII.4)

и стандартные отклонения о:

где п —  число пар значений фактических данных и тренда по к аж ­
д о м у  периоду.

С помощью случайных отклонений проверяем нали­
чие экстремальных величин, вызванное внешними несе­
зонными факторами. В качестве критерия используем 
удвоенное стандартное отклонение.

В случаях , когда хотя бы одно значение случайной 
компоненты {rjk) превышает величину удвоенного стан­
дартного отклонения (2аь),  проводим еще одну итера­
цию. Вторая  итерация (и при необходимости последую­
щие) вклю чает корректировку тренда, расчет уравнений 
регрессии, сезонных показателей и случайных откло­
нений.

Корректировку тренда, к ак  и первоначальный расчет, 
выполняем методом скользящей средней. Поступление 
сырья и производство консервов без учета сезонной ком­



поненты определяем по формулё

y'lk =  yjh — 'Sjk, (VIII.6)

где y'ji^—  показатель /-го года и й-го периода без сезонной компо­
ненты.

Этот показатель содержит только тренд и случайную 
компоненту, но трудность его расчета состоит в том, что 
Sjh неизвестна.

Подставив выражение (VIII. 1) в формулу (V III .6 ) ,  
получим

y'lk =  xjk +  Oft. (VIII.7)

Скорректированный тренд находим, вычисляя сколь­
зящую среднюю из показателей t/%.

При вычислении первоначального тренда в начале и 
конце временного ряда выпадает несколько значений, а 
следовательно, и величины y'jk, что существенно д л я  
прогноза. Во избежание дальнейшего сокращения р яд а  
при корректировке тренда недостающие величины вос­
станавливают по формуле

(Ул — +  Oft =  y'jk. (VIII.8)

После этого повторяют расчет тренда, уравнений рег­
рессии, сезонных показателей и случайных отклонений.

Применение этого метода показывает, что если го­
довые амплитуды поступления сырья и производства 
консервов сильно не различаются, он дает  приемлемые 
результаты уж е  после первой или второй итерации.

Убедившись, что необходимости в повторении итера­
ции нет, вычисляем сезонную компоненту из соотноше­
ния

^ih — У Ik  — (V1II.9)
а для  первых и последних значений исходного времен­
ного ряда  — из уравнения

S jk = y jh  — y'ik- (VIII. 10)
Д ля  составления прогноза поступления сырья или 

производства консервов по периодам сезона необходимо 
рассчитать линейную функцию тренда из его откоррек­
тированных значений



где  t=\,  2, 3, п, т. е. порядковые номера значений временного 
ряда.

Если в уравнение (VI 11.11) подставить t, т. е. поряд­
ковые номера прогнозируемых значений, и полученные 
значения тренда использовать для расчета сезонных по­
казателей  по формуле (VIII.3), получим искомый про­
гноз. Область рассеяния тренда и сезонных показателей 
в зависимости от требуемой степени вероятности ограни­
чивается значениями ±Oh или ±2oh-

На результаты прогноза значительно влияет значение 
временного ряда , от которого производится расчет ли­
нейного тренда, т. е. глубина ретроспективы. Отмечено, 
что чем глубж е ретроспектива, тем круче линейный 
тренд, а следовательно, повышенные значения прогноза. 
Поэтому прогнозисту всякий раз приходится интуитивно 
или по второстепенным показателям определять, с како ­
го года начинать расчет линейного тренда, а потом 
опять-таки дел ать  интуитивный выбор м еж д у  варианта­
ми. Это является  недостатком метода, однако в отдель­
ных случаях метод бывает удобным, позволяя прогнозис­
т у  учитывать интуитивные ожидания свои и экспертов.

VIII.4. МЕТОД ГАРМОНИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

Поскольку сезонные колебания заготовок сырья и 
производства консервов представляют собой периодиче­
ски изменяющийся процесс, для анализа и прогнозиро­
вания показателей можно применять гармонический ан а­
лиз [7].

Сущность метода состоит в том, что временной ряд, 
являющийся сложной периодической функцией, р а зл а га ­
ется на сумму конечного числа простейших синусоидаль­
ных и косинусоидальных функций, к а ж д а я  из которых 
имеет свой период. Синусоидальная или косинусоидаль­
ная функция с определенным периодом представляет со­
бой гармонику. Из теории гармонического анализа из­
вестно, что любой временной ряд можно с заданной 
степенью точности аппроксимировать тригонометриче­
ским рядом с конечным числом гармоник.

П ервая гармоника имеет период, равный длине ис­
следуемого ряда ,  вторая — половине, третья — одной 
трети и т. д. Если число членов временного ряда р ав ­
но п, то число гармоник не будет превышать я/2. Сезон­



ная составляющая часто хорошо описывается нескольки­
ми первыми гармониками.

В общем случае модель прогноза может быть запи­
сана в следующем виде;

[ п / 2 ]

y{t) =  a +  b t + ' ^  Ai sin it^ +  S j  cos

( V I I I .  1 2 )

где y ( t ) — прогнозируемое значение; a, b — параметры линейного 
тренда; t — независимая переменная; п — число членов временного 
ряда ; [п/2] —  целая часть числа л/2; t —  номер гармоники; Л ; ,  Bi —  
коэффициенты гармоник.

Параметры а и Ь определяются методом наименьших 
квадратов  с использованием исходного временного ряда 
при решении системы уравнений:

( V I I I .  1 3 )

па +  Ь'^ y j =  'Z,yj;
/=1

a j ;^ t j  +  b ±
/=1 /=1

где y j — значения исходного ряда (/=1,  2, ..., п).

Коэффициенты A i и Bi оцениваются тем ж е  методом 
по формулам Бесселя:

( V I I I .  1 4 )

( V I I I .  1 5 )

где S (t )  — сезонная составляющая, полученная после исключения из 
исходного временного ряда линейного тренда.

Амплитуда i-й гармоники вычисляется по формуле 

=  (VIII. 16)

К ак  отмечалось, число гармоник не м ож ет превышать 
п/2, т. е. i^n/2. Поэтому по формулам (VIII. 14) и 
(VIII. 15) следует рассчитывать коэффициенты д л я



(га/2— 1) гармоник, т а к  к а к  д л я  последней гармоники 
всегда Л{ = 0.

Предложенный метод достаточно удобен д л я  анали­
за сравнительно коротких временных рядов (до 40—
50 членов). Однако прогнозирование поставок сырья по 
таким коротким рядам  не всегда обоснованно, т а к  к ак  
во многих случаях наблюдаются очень большие колеба­
ния исходных значений, что ведет к  снижению точности 
оценок параметров прогноза. Кроме того, использование 
более длинных временных рядов позволяет учитывать 
долговременные тенденции, сложившиеся в период, пред- 
шествуюш,ей прогнозу.

При прогнозировании по временным рядам , состоя-' 
щим из большого числа членов (100 и более), метод ме­
нее эффективен из-за необходимости расчета большого 
числа гармоник, из которых только некоторые сущест­
венно влияют на результаты прогноза.

В целях  сокращения объема вычислительной работы 
и обоснования адекватной модели сезонных колебаний 
целесообразно использовать специальные методы вы яв ­
ления скрытых периодичностей, из которых наиболее 
эффективна вычислительная схема Бюй— Балло, осно­
ванн ая  на линейном преобразовании периодического 
процесса.

З ад ач а  вскрытия периодичностей принципиально от­
личается от задачи разложения в ряд Фурье. В методах 
вскрытия периодичностей период искомой компоненты 
не н авязы вается  заранее, а определяется в процессе с а ­
мого исследования.

По схеме Бюй—Балло интервал наблюдения иссле­
дуемого процесса x { t) , заданного в виде непрерывной 
кривой или таблицы значений, делится на отрезки дли­
ной Т. З атем  вычисляется среднее арифметическое зна­
чение функций на всех отрезках. В суммарной кривой 
оказы ваю тся более четко выраженными гармонические 
компоненты с определенным периодом.

Преобразование по схеме Бюй—Балло осуществляет 
селективное действие по отношению к гармоническим 
компонентам с периодами, равными 2я/Г и кратными 
им, т. е. вы деляет  периодическую функцию с периодом, 
равным пробному периоду Т.

Эффективность селекции увеличивается пропорцио­
нально отношению длительности анализируемого отри - 
к а  к  пробному периоду.



Селективное действие преобразования Бюй—Балло 
объясняется следующим образом: если пробный период 
Т совпадает с периодом некоторой компоненты ан али ­
зируемого процесса, то, составляя среднее арифметиче­
ское его отрезков длиной Т, мы фактически оставляем  
эту компоненту неизменной, в то время к ак  компоненты 
иных периодов сглаживаются (суммируются ординаты 
разных знаков и т. п.). Диапазон возможных значе­
ний периодов компонент, входящих в анализируемый 
процесс, должен быть задан заранее или приближенно 
оценен по виду процесса.

Если пробный период выбран неудачно, т. е. не 
совпадает с периодом ни одной из гармоник, со д ер ж а­
щихся в анализируемом процессе, то в силу селективно­
сти преобразования в результате получится функция, 
мало отличающаяся от нуля.

При периодограмманализе по схеме Бюй—Балло в ы ­
числяется зависимость меры р азм ах а  волны пробного 
периода от длины этого периода. Обычно в качестве т а ­
кой меры используют среднеквадратическое отклонение 
а{Т ). При этом зависимость будет выглядеть следующим 
образом:

где Т —  длина пробного периода; r=[N!T] — целая  часть числа N!T\
г1 ^

N —  число членов исходного временного ряда ;  S j  =  —  ^
fc=i

( t = l ,  2, Г ) ;  S i  — значения амплитуды колебания с перио­
дом, получаемые усреднением значений сезонной составляющей ис­
ходного ряда  через интервалы, кратные пробному периоду; k — по­
рядковый номер, соответствующий пробному периоду.

Зависимость средних квадратических отклонений от 
пробного периода называется п е р и о д о г р а м м о й .  
Пики периодограммы указы ваю т на наличие в исследуе­
мом процессе тех или иных периодичностей, что позво­
ляет построить математическую модель, состоящую из 
суммы гармоник, соответствующих выявленным перио­
дам .

М одель прогноза, полученная на основе периодограм-



манализа, может быть записана в следующем виде:

(/) -  о +  Ы +  V  \Aj sin —  cos —  t] .(VIII. 18)
Tj Tj

где y ( t ) — прогнозируемое значение; a,  6 — параметры линейного 
тренда; t —  независимая переменная; т  — число гармоник, соответ­
ствующих выявленным периодам; Tj — длина выявленных периодов 
(/= 1, 2, т ) ;  А}, Bj  —  коэффициенты гармоник.

Применение периодограмманализа позволило суще­
ственно упростить модель прогноза и обеспечить возмож­
ность использования временных рядов любой длины при 
незначительных затр атах  машинного времени.

VIII.5. ЭВОЛЮЦИОННЫЙ МЕТОД

В основе метода лежит эволюционная модель, учи­
тываю щ ая предысторию процесса заготовок, связанную 
с развитием отрасли за  годы Советской власти [3].

Ретроспективная оценка статистических данных за  
указанный период показала , что исходным пунктом для 
построения модели можно считать 1930 г., в котором 
объемы заготовок сырья и производства консервной про­
дукции в промышленных масштабах близки к нулю. 
Естественно, что к  настоящему времени тенденцию роста 
объема заготовок по максимальному числу известных 
данных за  предыдущие годы можно описать математи­
чески в виде нелинейной зависимости количества заго ­
тавливаемого сырья или произведенных консервов Q 
(тыс. т, муб) от времени t (годы).

Исходные данные д л я  нахождения функции тенден­
ции роста записывакуг в виде таблицы количественных 
значений за  отчетные периоды (дни, д екады , месяцы 
и т. д .)  в течение каж дого  года. ЭВМ  позволяет по 
стандартным программам найти аппроксимирующую 
функцию

Q , = f ( t ) .  (VIII.19)
где Q , —  объем производства, выраженный функционально; f(t)  —  
некоторая функция времени, выраженная полиномом вида

m
(VIII.20)

n = 0

где Pm (t) — математическое обозначение функции в виде полином»;  
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Bn —  постоянные коэффициенты при аргументе f; т  —  максимальное  
значение п.

Прогнозом считается значение аппроксимирующей 
функции, экстраполируемое на один ш аг (при опреде­
лении тенденции роста по годам — на 1 г о д ) .

Критериями точности при таком методе прогнозиро­
вания являются погрешность экстраполяции функции по 
сравнению с известным значением Q для  предшествую- 
шего прогнозируемому году и точность приближения 
функции Qf к  узлам  аппроксимации.

Д л я  предотвращения влияния на результат  прогнозов 
резких перепадов м еж ду соседними значениями Q за  
отчетные периоды в течение сезона, вы зы ваем ы х  нерав­
номерностью поставок сырья, прослеживали тенденцию 
роста заготовок и производства консервов по соответст­
вующим периодам от года к  году, фиксируя корень по­
линома на оси времени в 1930 г. Затем  суммировали 
экстраполируемые на один шаг значения функций по пе­
риодам, что и принимали за  общий годовой прогноз.

Исследования показали, что наилучшим приближени­
ем (по минимальной погрешности аппроксимации в у з ­
лах) является полином 2-й степени вида

=  +  +  (VIII.21)
где Во, Bi, Вг —  коэффициенты полинома.

На рис. 56 на примере заготовок томатов представле­
на процедура аппроксимации функций тенденции роста 
этих заготовок по годам за  восемь отчетных периодов 
(по 15 дней).

Эволюционный метод в отличие от итерационного 
предусматривает не только учет тенденции роста этих 
заготовок во времени от начала развития отрасли, но и 
возможность применения логистической модели. Д л я  
этого в программу вводят экстраполяцию функций в 
прогнозируемый год не по полиному, имеющему в об­
ласти ожидаемых значений отрицательный радиус кри­
визны, а по экспоненте или параболе с положительным 
радиусом кривизны вида

Л :(/ _  1930), (VIII.22)
где К  —  прогноз на последний год, д л я  которого известны факти­
ческие значения.

П арабола мало отличается от экспоненты в экстра- 
■олируемой точке при шаге, не превышающем 0,5 %•



Рис. 56. Трехмерная графическая модель процедуры аппроксимации 
функций объемов заготовок сырья по внутрисезонным периодам

Такой прогноз соответствует результатам расчета по 
логистической модели и лучше совпадает с естественным 
ростом показателей. При этом на плоскость прогнози­
руемого года проектируется интервал, ограничиваемый 
оптимистическими и логистическими значениями прогно­
за.

В процессе работы с итерационным методом было 
выявлено, что результаты  прогноза иногда существенно 
зависят  от выбора начальной точки отсчета для  расчета 
тренда на прогнозируемый период. Так, при большей 
глубине ретроспективы нередко получаются большие 
значения тренда, что ведет к  завышению прогноза.

Анализ эволюционного метода с этой точки зрения 
показывает , что глубина ретроспективы не влияет на 
прогнозируемые значения и исключает необходимость 
субъективного вмеш ательства в процедуру расчета.

П роверка эволюционного метода на устойчивость 
прогноза при применении длины ряда исходных данных 
(с 9 до 18 лет) показала , что значения прогноза изменя­
ются незначительно (в пределах 1 ,5% ).

В табл . 18 приведены условные плановые и фактиче­
ские объемы производства плодоовощных консервов (с 
месячным интервалом) в 1980 г. в сравнении с прогно­
зами , рассчитанными различными методами и их моди­
фикациями.
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о  точности каж дого  прогноза в отдельности судили 
по относительной ошибке, т. е. отношению абсолютной 
погрешности к фактическому объему производства. По­
лученные результаты  показали, что при удовлетвори­
тельной точности итоговых (годовых) прогнозов отдель­
ные промежуточные прогнозы имели довольно большую 
погрешность.

В качестве обобщенного критерия оценки всей сово­
купности прогнозов (т. е. 12-месячных прогнозов) был 
использован коэффициент расхождения, рассчитываемый 
по формуле Г. Тейла:

V =  _  V 2 (P t-A ,)^
/ ■  (Щ )/ п

где Р( и Л( — предсказанные и фактические значения за период t.

Коэффициент v = 0, когда все Pt =  At (случай совер­
шенного прогнозирования); v = l ,  когда применяемый 
метод прогнозирования приводит к той ж е  ошибке, что 
и «наивная»  экстраполяция неизменности абсолютных 
приростов; v > l ,  когда прогноз дает худшие результаты, 
чем предположение о неизменности исследуемого явле­
ния. Верхней границы коэффициент не имеет.

Анализ коэффициентов расхождения показывает, что 
все примененные методы и их модификации дают удов­
летворительные прогнозы, расположенные к фактическим 
показателям  ближе, чем плановые цифры. Однако д е ­
тальное рассмотрение результатов прогнозов, не только 
приведенных в табл. 18, но и многих других, выявило 
определенные недостатки некоторых из методов. Так, 
метод гармонического анализа дает  неоправданное з а ­
вышение прогнозных значений в начале и конце сезона. 
Итерационный метод требует вмешательства прогнозис­
та  в процедуру расчета, что не исключает субъективного 
подхода к  составлению прогноза.

Наиболее ровные результаты показал логистический 
вариант эволюционного метода. Анализ показывает, 
что на данном этапе развития изменение объемов загото­
вок сырья и производства плодоовощных консервов луч­
ше всего описывает логистическая или близкая к  ней 
кривая . Эта модель принята для  работы к а к  ос­
новная.



Стандартная процедура аппроксимации функции 
f { t ) ,  заданной значениями этой функции (в тыс. т, млн. 
условных банок и т. п.) и соответствующими им значе­
ниями аргумента t (в годах ) ,  составляет основную часть 
программы [4].

В каж ды й  временной ряд  вводятся фиктивные зн а­
чения начала ряда [̂ о = 30 лет, /(^о)=0], означающие 
начало развития отрасли и «привязывающие» один из 
корней полинома к оси t. Полином имеет вид

=  (Vlli.24)

где Во, Bi, В2 — коэффициенты полинома; t — независимая пере­
менная.

В процессе аппроксимации находится среднее к в а д ­
ратическое отклонение а значений полинома в узл ах  ап­
проксимации от значений f{ t) .

Д л я  развития отрасли на данном временном отрезке 
принята логистическая модель с S -образной кривой. При 
этом на каж дом  шаге (на год) экстраполяции предусмот­
рена коррекция значения полинома в соответствии с вы ­
ражением

/ (О =  V P  ( tm - l )  ( i m - l  -  Щ /itm ~  Щ  , (VHI.25)
где f ( tm -i)  — значение полинома в последнем узле аппроксимации, 
предшествующем шагу экстраполяции (объем производства);  
tm-i  —  значение аргумента в последнем узле аппроксимации (го д ы ) ; 
tm — значение аргумента на шаге экстраполяции.

Н а рис. 57 представлены кривые экстраполяции при 
условии роста и снижения объема производства. В обо­
их случаях  замедляется интенсивность роста и падения 
объемов производства в экстраполируемой точке tm, что 
соответствует S -образной характеристике прогноза.

Следую щая процедура заклю чается в коррекции най­
денного на первом шаге прогнозируемого значения f(tm) 
с учетом скрытого периода колебаний. Очевидно, что 
скрытый период колебаний — величина условная , т а к  
как  функция Q = f( t) , описывающая дискретное измене­
ние Q по годам, не является  периодической. При этом 
можно говорить только о преобладании коэффициентов 
при членах разложения ее в ряд  Фурье у  гармоники, пе­
риод которой принимается з а  скрытый для  всего времен­
ного ряда .



Классическая методика гармонического анализа в 
применении к поставленной задаче имеет ряд  недостат­
ков. При сравнении различных периодов колебаний 
функции f{ t)  число гармоник, учитываемых в каждом 
периоде, ограничено. Ресурс машинного времени, з атра­
чиваемый на разложение в ряд Фурье, с увеличением 
числа гармоник п резко возрастает и выходит за  разум ­
ные пределы при л > 5 .  Поэтому была разработана дру ­
г а я  методика поиска совпадения повторений в колеба­
ниях функции /(/), охватываю щ ая все составляющие 
период гармоники без неоправданных затрат  времени.

По этой методике в начале известного массива Q = 
=  f{ t)  выбирается интервал условного скрытого перио­
да . Значения объемов Q, соответствующие границам 
выбранного интервала (периода), соединяются прямой 
линией, фактически определяющей прямолинейную тен­
денцию роста Q в этом интервале. Затем в остальной 
части массива эволюционным методом производим про­
гнозирование ож идаемы х объемов f (tm) с экстраполяци­
ей во времени по ш агам  (годам) до конца массива.

Н а к аж до м  ш аге экстраполяции к полученным про­
гнозируемым значениям объемов f(tm) прибавляем от­
клонения AQ от значения прямолинейного тренда в вы­
бранном интервале в соответствующем узле  (на первом 
ш аге в у зле  tn+u на втором — tn+ 2 и т. д., где tn — начало 
и нтервала ) .  Д ал ее  границы интервала сдвигаются на 
один ш аг (год) вправо (в направлении увеличения t) и 
описанная операция повторяется до тех пор, пока не ис­
черпается весь массив Q.



Полученная серия экстраполяционных прогнозов ан а­
лизируется следующим образом. К аж д ая  последующая 
годовая тенденция изменения Q от года к году (к ак  у 
фактической кривой, так  и у  прогнозируемых) располо­
ж ена в координатах t. Q под углом к предыдущей годо­
вой тенденции. Угол может быть к ак  положительным, 
т а к  и отрицательным независимо от прироста или паде­
ния Q и определяет знак производной f'{t)  в узле, пред- 
ществующем прогнозируемому.

Д л я  всей серии контрольных прогнозов с выбранным 
скрытым периодом подсчитывается число совпадений 
знаков производных f'{t) в каждой точке перегиба функ­
ции f{ t)  у  фактических объемов и у  контрольных прогно­
зов. Отношение числа совпадений к  общему числу про­
гнозов принимается за  условную вероятность Рс сущест­
вования данного скрытого периода колебаний у  иссле­
дуемого массива Q.

Изложенная процедура поиска последовательно 
повторяется для  нескольких ожидаемых скрытых перио­
дов (7, 8, 9, 10 или 11 лет),  после чего их значения срав ­
ниваются. Критерием положительной оценки существо­
вания скрытого периода колебаний является  наибольшее
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Рис. 58 .  Графическая интерпретация процедуры поиска скрытого 
периода колебаний объемов производства:
а  — 8 л ет ; 6 — 9 лет ; —
------------------ прямолинейная
тервале скрытого периода

—  ф актических; —  прогнозируемых;
тенденция роста объем ов производства в ин-



Значение Рс из всех полученных, а так ж е  его макси­
мальное приближение к  1.

Графическая интерпретация описанной процедуры 
поиска Рс для  двух  значений скрытого периода представ­
лена на рис. 58. Основная кривая (жирная линия) х а ­
рактеризует фактические объемы заготовок сырья с 1 9 6 1  

по 1 9 7 7  г. Условная вероятность для  периода в 8 лет 
Р с8 = 0,83, д л я  периода в 9  лет Р с э  = 0,38. (Д л я  того ж е  
временного р яд а  Р с 7 = 0 , 1 6 ;  Р с ю = 0 , 4 2 ;  Р с и  = 0 , 1 6 . )  При 
сравнении рис. 58, а  и б видно, что в периоде с высо­
ким значением вероятности тенденции колебаний 
прогнозов находятся в фазе с тенденциями колебаний 
фактических объемов и не зависят от положения интер­
вала  в массиве данных. Эта независимость и определя­
ет высокую вероятность совпадения тенденций в б уду­
щем. ^

После нахождения скрытого периода коррекция про­
гнозируемого значения /(^т) осуществляется путем до­
бавления к нему отклонения AQ от прямолинейной тен­
денции за  предшествующий период.

Величину f{tm )+ A Q  принимаем при повторении про­
цедур аппроксимации на каж дом  последующем шаге 
экстраполяции за  фактическое значение временного ря­
да .  Описанные операции затем повторяем столько раз, 
на сколько лет производим экстраполяцию.

Т ак  к ак  разработанная программа предусматривает 
расчет прогнозов на 5 лет, необходимо учитывать тен­
денцию роста или падения суммарного объема производ­
ства в отрасли з а  предыдущие пятилетки. В соответствии 
с этим условием минимальное количество лет ретроспек­
тивного ряда  не должно быть менее 15. В программе 
была принята экстенсивная модель изменения объемов 
производства от пятилетки к пятилетке, в которой учте­
но, что абсолютный объем растет по экспоненциально­
му закону. При этом возможно несколько вариантов из­
менения объемов производства в прошлом.

Тенденция роста в предшествующей пятилетке и в 
прогнозируемой — отрицательная, тогда прогнозируемую 
сум м у объемов сохраняем на достигнутом в предшест­
вующей пятилетке уровне (с нулевым приростом). Про­
гноз рассчитываем по формуле

fitm ) =  C y ij5  - f  I (С у2~ С уЗ )  1/10 +  СуЗ/5, ( V I I I . 2 6 )  

где Су4  —  су м м а  в прогнозируемой пятилетке без коррекции; Су2 —  

256



сумма фактических данных в предпредшествующей пятилетке; С(/3 —  
сумма фактических данных в предшествующей пятилетке. -

Тенденция роста в предшествующей и предпредшест­
вующей пятилетках положительная, относительный не­
скорректированный прирост в прогнозируемой пятилетке 
меньше относительного прироста в предшествующей. 
В этом случае за прогноз принимаем значение t{tm)-

Тенденция роста в предшествующей и предпредшест­
вующей пятилетках положительная, относительный ожи­
даемый прирост в прогнозируемой пятилетке больше от­
носительного прироста в предшествующей (т. е. с экспо­
ненциальным абсолютным приростом объема за  пятилет­
к у ) .  Прогнозное значение объема рассчитывают по фор­
муле

{[/ {trn) — Сг/3/5] ехр [2 In 0,66 — In (1 — Су 2/3 ОД]/1Ю0 X
X (Сг/ 4 — Су 3)/Сг/ 3 Ц +  Сг/ 3/5. (VIII.27)

Д л я  первого прогнозируемого года доверительный 
интервал отклонений от прогнозируемого значения б 
выбран равным ± L , что соответствует 67 % доверитель­
ной вероятности. Д ля  последующих лет в программе 
предусмотрен учет «веерообразного» расхождения зн а ­
чений доверительного интервала в соответствии с вы р а­
жением

б =
\  У  0̂ V0 —

где to —  динамический р яд  в ретроспективе; t —  число прогнозируе­
мых лет, начиная со 2-го года.

В целях проверки разработанной методики средне­
срочного прогнозирования рассчитан ретроспективный 
прогноз объемов производства плодоовощных консервов 
в 1976— 1980 гг., котрый представлен в табл. 19 в срав ­
нении с плановыми и фактическими показателями.

Из данных табл. 19 видно, что относительная погреш­
ность годовых и суммарного прогнозов была невысокой, 
за исключением 1980 г., крайне неблагоприятного по по­
годным условиям. Во всех случаях погрешность прогно­
зов была существенно меньше погрешности планов. По­
лученные относительные ошибки прогноза характеризую т 
предложенную методику среднесрочного прогнозирова­
ния к а к  удовлетворительную.



Показатели

Объем производства консервов, 
млн. условных банок

1976 г. 1977 г. 1978  г.

Фактические 
Плановые 
Ретроспективн! 
(Я = 0 ,6 7 )  
Относительная 
планов, % 
Относительная 
прогнозов, %

7457 7673 7673
8260 8436 8636

прогноз 7 7 3 9 ± 2 5 8 8 0 6 4 + 3 7 4 8231 ± 3 9 0

погрешность 10 ,8 9 ,9 1 2 ,6

погрешность 0 ,3 0 ,2 2 ,2

Продолжение табл. 19

Показатели

Объем производства консер­
вов, млн. условных банок

Всего за

1979 г. 1980 г.
1976—1980 гг.

Фактические 8218 7715 38736
Плановые 9676 10860 45868
Ретроспективный прогноз 
(Р = 0 ,6 7 )

8 6 7 8 + 4 0 4 8 8 7 1+ 4 0 4 4 1 5 8 3 + 8 3 6

Относительная погрешность 
планов, %
Относительная погрешность

1 7 ,7 4 0 ,8 1 8 ,4

0 .7 9 .7 5 ,2
прогнозов, %

V III. 7. ПРОГРАММЫ И ИНСТРУКЦИИ ПО ИХ ИСПОЛЬЗОВАНИЮ

П рограмма № 53 расчета прогнозов итерационным 
методом

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а

”Г1УСТ1>"Ь."ВВОД”33; "СТОП"; ’'ВВОЛ"02; "1>ЛЗРЯДНОСТЬ”5; "ДРОБИ 
””11К” ”ДЕЛИТЬ” ; Z =  ( Р - 1 ) /2+1; J = 1; Ж=ЛХК Z + 1 ; ”ДРОБИ””ДЕЛИТ 
Ь ”; ”Д Л Я ”\' = г"Ш ЛГ”1 ’’ВЫПОЛНИТЬ" ( 5 [ У ] = 0 ; ”ДЛЯ”1 = : ”ШЛГ” 1 ”Д 
0 ” (J+1> 1 ) ”ВЫ110ЛНИТЬ"51у 1 = 5[ V ] + ® [ l ] ; S [ V l = S [ V ] / P ; J  =J + 1 ; ” 
1:ГЛИ’'У = Ж”ТО ""Н Л ’Ч Л ) ;  Ы . ”ДЛЯ”;  = 1 ”ШЛГ” Г ’Д 0 ”К"ВЫП0ЛНМТЬ 
” (СХ=0; С У=0; С Х 2= 0;  СХУ=0; ”ДЛЯ”!= ;  ”ШАГ”К "Д 0” ( (Л * 1) XK+J ) ” 
ВЫПОЛНИТЬ” ( ’Т;СЛИ”1> 2 ”И”1<Ж’Т 0 ” (CX=CX+S[ 1]; СУ=( У+Ф[ I ] ; С 
X2 = CX2+S| 1|12;СХУ=ГХУ+Ф[1|Х8|1|;Е2.));  КВ [J 1 =(СУ Х С Х 2-С Х У  X 
С Х )/((Л  1)ХСХ2 (■ХТ2);Ка [ .)]=((Л- 1)ХСХУ С'ХХСУ)/((Л - 1 )  ХСХ2



- C X t 2 ) ) : ”ДЛЯ”1  = 1 ”ШАГ”1 ’' Д 0 ”К ”БЫП0ЛШТЬ” (’'ДЛЯ”У = 1  ”ШАГ”  
К”Д О ” ( ( Л - 1) XK+J ) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (”ЕСЛИ”У > Z ”И”У<Ж”ТО”У [ V ] =  
КА[ J  ] XS [ V ]  +КВ[ J ] ) ) ;  ”Д Л Я”1= 1 ”ШАГ” 1 ”Д 0 ” (ЛХК) ’ ’ВЫПОЛНИТЬ” 
(”ЕСЛИ”1> Z ”И”1 <Ж”ТО” (R [I] = Ф [I] : -У [1] ; R 2 [ l ] = R [ l ] t 2 ) ) ;  ”Д Л Я”1=
] ”ШАГ”1 ”ДО”К”ВЫПОЛНИТЬ” (CR=0; ”Д Л Я”У = Г ’ШАГ”К ”ДО” ( ( Л - 1  
)ХК+1) "ВЫПОЛНИТЬ” (”ЕСЛИ”У > / ”И”У<Ж”Т 0 ”С К = С К + Н 2 [У ]) ;С [  
1 ] = \ / ( С К / ( Л - 2 ) ) Х 2 ) ; ”ДЛЯ”1 = 1 ”ШАГ”1 ”ДО”К ”ВЫПОЛНИТЬ” ("ДЛЯ” 
У := Г ’Ш АГ”К.’.’ДО” ( ( Л - 1 )  XK+I) "ВЫПОЛНИТЬ” (”ЕСЛИ”У > Z ”И”У<Ж” 
Т 0 ’” ’ЕСЛИ”АВ8 ( R [ V ] ) > G [ I ] ”TO””HA”n T ) ) ; ”HA”L 3 ;  ПТ.”ФОРМАТ” 
2 ; ”BЫBOД”3 4 ”ЗAГOЛOBOK””TAБЛИЦA”4,R l,R2,RЗ,R4,R5,R6,R7,R8;I  
= 1 - К ;  J = ГОД+Л; ПТ1.1=1+К; ”BbIBOfl”3 4 ”TAbnH H A”4,R[ I] ,R [ l+ 1 ],R[l 
+ 2],R[^+3],RlI+4],R[I + 5] ,R [I+ 6],R [l+ 7];Г O Д = ГO Д + l;”ECЛИ”ГOД<J ” 
Т 0 ””НА"ПТ1; ”ВЫВОД”34”ТАБЛИЦА”4,С[ 1 ] ,G[ 2] ,G[ 3] ,G[4]  ,G[ 5] ,Gf 
6 1 ,G[ 7 J ,G( 8 1 ;  L 3.”ДР0БИ””НЕ””ДЕЛИТЬ” ; T =ЛХ К - N l + l ;  N2=Л х К -  (P 
- D / 2 + 1 ;  ”ДР0ВИ'”'ДЕЛИТЬ” ;СЫ 5=Е(1=№ ,Ы 2-1,(8[1]Х ( I - N l  + 1)));CN 
= 2 ( 1 = 1 ,  (N2-N1),I);CN2=S(I=1, (N 2-N 1), l t 2 ) ;C S = S ( I = N l ,N 2 - l ,S [ l ] ) ;  
K A T = ((N 2-N l)X C N S -C N X C S )/ ((N 2-N l)X C N 2-C N t2) ;K B T =  (CSXCN2 
-C N S ХГЫ) / ( (N 2-N 1) XC N 2-CN t2); ”Д Л Я ”1 = 1 ”ШАГ” 1 ”ДО”К ”ВЫПОЛt{ 
ИТЬ”ТР| 11 = KATX (T+1) +KBT; ”Д Л Я ”1= 1 ”ШАГ”1 ”ДО” К”ВЫПОЛ НИТЬ” 
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ТАБЛИЦА”5,ПЕРИОД,ТРЕНД,nP0r,G,2G,H /n0K,H/G; 1= 1 ;Н И .Н У = 2 (V 
= 1 ,1,1Н>Г[ V I) ;  H ( i= 2 x V (2 (V =  1 ,1, (Gf V]/2) t 2 ) /1); ”ВЫВОД”3 4 ”ТАБЛ  
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”ПУСТЬ"Д=ЛХК; У[ Д|; S[ Д ] ; Ка [ К] ; R[ Д] ; С[ К ] ; R2[ Д ] ; ТР[ К ] ; НРГ[ | 
К]; ПРО] I | ;К В 1К ]”КОН"0

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  II

"ПУСТ1>”Л = 1 0 ;  К=8; Р - 9 ;  N1 = 7; Г О Д - 1; Ф[ 80] = 1 6 3 ,14 9 ,28 9 ,45 0 ,36 3 ,22  
2 ,1 7 1 , 1 4 1 .19 9 ,2 3 9 ,3 5 1 ,6 0 2 ,2 7 8 ,2 18 ,15 1 ,9 8 ,2 2 1 ,18 2 ,3 1  1 ,620 ,4 48 .3 67 ,2 46 ,2 4  
1 ,207 ,208 ,334 ,7 36 ,5 73 ,4 68 ,2 73 ,179 ,2 45 ,2 51 ,4 32 ,5 70 ,4 54 ,4 29 .2 45 ,100 ,2 34 ,2
27 ,342 ,713 ,563 ,443 ,356 ,235 ,317 ,272 ,413 ,61б ,438 . .500 ,230 .181 ,2 2 2 , 18 4 .3 1 7 .  
58 6 ,62 7 ,64 8 .42 5 ,35 9 .22 2 ,244 ,421 ,78 2 ,684 ,639 ,358 ,221 .18 8 ,26 4 ,35 1 ,53 9 .47 8  
.5 4 5 ,3 1 9 .3 3 4 ”КО1Г'0 ,

В рабочую информативу записываются параметры ;
Л — число лет во временном ряду ;
К — число прогнозируемых периодов в году;



Р “  число членов для расчета скользящей средней; 
Ф [Л Х К ]  — массив значений заготовок по К периодам 

за  Л  лет;
ГОД — последняя цифра прогнозируемого года ;
№ 1 — номер периода, начиная с которого вычисляется 

линейная функция тренда.
На печать выводятся данные:

R — массив средних квадратических отклонений по го­
д ам ;

Период — массив значений прогнозируемого периода; 
Тренд-— массив значений прогнозируемого тренда;
ПРОГ — массив значений прогнозируемых сезонных 

показателей;
G — массив средних квадратических отклонений по пе­

риодам;
2G — интервал отклонений;
Н/ПОК — массив прогнозируемых значений по нараста­

ющей;
H/G — массив отклонений по нарастающей.

П рограмма  Л® 54 расчета прогнозов методом  
гармонического анализа

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а  р а с ч е т а  
п р о г н о з о в

”ПУСТЬ”Ю.”РАЗРЯДНОСТЬ”4 ; Т1=Т/2; А 0 = 2  X ( ( 2 X R +1) X Z (1=1 ,К,У [l] 
) - 3 x S ( I = l , R , y [ l ] X I ) ) / ( R X ( R - l ) ) ; B T = 6 X ( 2 x S ( I = l , R , y [ l ] X l ) - ( R + l )  
X E ( I = l , R , y [ I ] ) ) / (RX ( R t 2 - 1 ) ) ;  ”ВЫВОД”34,АО,”ПРОБЕЛ”5,ВТ,”СТРО 
K A ”3 ; ”Д Л Я ”1= 1 ”ШАГ” 1 ”ДО”Н”ВЫПОЛНИТЬ”8 [ I ] = У [ I ] -A O -B T X I;  Д 
2 = S ( I = l , R , S [ l ] t 2 ) / R - ( S ( I = l , R , S [ l ] ) / R )  t 2 ;  D S = V ( f l2 )  ; ’’ВЫВОД”34, 
D S; ”Д Л Я ”Ы= 1 ”ШАГ” 1 ”ДО”Ь”ВЫПОЛНИТЬ” (A[ N] = S  (K = 1,R,S [ K] XC 
0S(2X7TXKXN/T))/T1;B[N] = S (K = 1 ,R ,S [K ]X S IN  (2X7rXKXN/T) )/T1; C[ 
N] = V ( A [  N] t2+B[N] t 2 ) ; ”ВЫВОД”34,Н ”ПРОБЕЛ”3,A [N ],”ПР0БЕЛ”3, 
B[ N] ,” ПРОБЕЛ”3,С[ N] .’’СТРОКА”) ; ”ДЛЯ”К= 1 ”ШАГ” 1 ” flO ”Rl ”ВЫПО 
ЛНИТЬ”8 1 [ К] = АО+ВТХК+2(N= 1 ,L,A[ N] XCOS (2X rrxKXN/T) +B[N]XSI 
N(2X7rXKXN/T)) ; ”ВЫВОД”34 ,”МАССИВ”5 1 , ’’СТРОКА” ; Д1 = Б (1= 1 ,Я ,(  
У [ 1 ] - 8 1 [ 1 ] ) 1 2 ) / К ; Д = \ / ( Д 1 ) ; ”ВЫВОД”34,Д,”СТРОКА” ; ”ДЛЯ”К = 1 ”Ш 
А Г ” 1 ”ДО”Н”ВЫПОЛНИТЬ” (Dl= 2  (1= 1 ,Л, (У[ К+ ( I - 1) ХН] - S 1 [ К+ ( 1 - 1 )  
ХН]) 12 )/ Л ;  I>=\/(D1) ; ” ВЫВОД”3 4 ,Д ”ПРОБЕЛ”3) ”ГДЕ”У [Н ] ; S [ R ] ;  А 
[ L ] ; B [ L ] ; C 1 ; l ] ; S 1 [ R 1 ] ”KOHEU”0



С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а  п е р и о д о -
г р а м м а н а л и з а

"ПУС ТЬ"Ю.” 1‘Л31>ЯЛИ0(1 Ь 'Н;'Ми1Я"'1'=3"111ЛГ” 1 ” Д0” 1 ОП"ВЫПОЛИИ 
Tb” (R  = ̂ =(N/T) ;СИГМО=\/< f Гх!^ (1= 1 ,Т, (1/КХ2 (К=0,Н- 1,0[ 1+КХТ]) 
)t2)- 2(1= 1,T,1/RXS(K = 0.K 1,0| l f K X T l ) ) l 2 ) / ( T X (T  1 ) ) ) ; ’’ВЫВОД’ 
•34,Т,"П1'.0Ы',Л".('ИГ\!(},'111’01.Г.Л'’3,"С Г1Ч)КЛ'')” ГД1 "Q l N l” KOIli:H” 0

в  рабочую информативу записываются параметры: 
R — количество значений исходного временного ряда (го­
д ы ) ;  T = R;
L — число исследуемых гармоник;
Y[R] — массив значений исходного ряда ;
R1 — количество значений временного ряда  с учетом ко­

личества прогнозируемых значений;
Н — число столбцов исходной таблицы данных;
Л — число строк исходной таблицы данных;

На печать выводятся параметры:
АО, ВТ — параметры тренда;
N — номер гармоники;
А [N — коэффициент при косинусе;
В [N — коэффициент при синусе;
C[N — амплитуда N-й гармоники;
S1 [R1] — массив значений прогнозируемой функции;
Д  — среднее квадратическое отклонение от тенденций по 

сумме значений;
D — массив средних квадратических отклонений для  

каж дого  прогнозируемого значения.
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  д л я  расчета по стан ­

дартным программам
V

”ПУСТЬ’'К = 1 6 0 ;У [ 1 6 0 ]  = 7,2 4 8 5 ,7 8 5 5 , 1 9 1 1 5 , 1 9 4 9 2 , 1 9 6 8 1 , 1 4 5 5 1 ,7 1 0 8 ,2  
9 3 5 ,1 9 0 ,8 9 9 ,5 1 7 1 ,7 2 8 6 , 1 3 2 5 2 , 1 7 6 6 8 ,2 1 2 7 9 , 1 1 2 8 5 ,9 2 0 9 ,2 1 9 4 , 1 1 8 0 , 1 0 ,8!:<J, 
3 8 3 4 ,8 2 4 6 ,1 6 2 7 7 ,2 2 6 6 6 ,1 5 8 17 ,7 14 3 ,8 4 3 ,7 0 ,2 6 5 ,3 7 2 0 ,12 10 6 ,12 0 6 0 ,1 4 2 3 7 ,
16 5 8 1 ,137 89 ,3 625 ,165 7 ,29 ,12 89 ,4 124 ,1  1 4 0 1 ,2 0 1 8 9 , 1 8 8 0 6 , 1 4 9 8 1 , 1 1 1 2 5 ,3 4  
9 4 ,2 1 1 7 ,2 7 9 ,4 1 6 9 ,1 2 3 6 7 ,2 0 4 1 8 ,2 2 6 5 2 ,2 2 4 2 2 ,10 9 8 5 ,4 2 5 5 ,14 2 2 ,3 8 1 ,6 4 ,2 2 7 ,
2 2 6 3 .4 3 2 3 .17 9 7 1 .2 2 0 8 2 .2 0 3 3 2 .9 9 7 5 .3 2 3 7 .3 6 9 .0 .1 1 .1 6 9 0 .6 7 5 6 .2 4 8 9 3 .2 6 4 0  
1 ,2 854 6 ,18 7 4 2 ,12 4 13 ,2 5 4 .6 ,4 2 2 ,3 4 3 2 ,8 6 6 9 ,1 7 8 7 2 ,2 1 3 4 9 ,2 3 8 17 ,2 2 2 9 2 ,14 0 1
4 .6 154 .147 6 .0 .0 .50 .2 12 0 .7 0 4 7 .2 2 4 5 1 .2 6 7 9 2 .2 4 6 3 3 .18 9 4 9 .5 5 3 4 .0 .2 2 .4 2 5 .3 3
9 0 .9 8 5 4 .2 3 8 9 5 .19 4 15 .1 2 9 9 4 .17 8 3 .2 2 7 .0 .0 .1 1 .2 1 7 7 .1 4 0 9 2 .2 7 2 2 2 .2 6 8 9 6 .2 6 6
3 2 .19 2 5 9 .6 6 5 2 .10 6 1 .0 .2 16 9 . 1 1 13 5 .2 5 2 9 5 .3 0 7 0 9 .2 8 6 8 0 .2 6 2 1  1 ,1585 3 ,46 88 ,
2 4 4 .0 .0 .8 6 0 .9 6 2 4 .17 4 5 4 .17 6 9 5 .2 3 4 7 0 .15 5 0 2 .12 7 5 3 .2 8 6 7 .0 .7 1 .2 9 9 1 .5 7 3 0 .2
3 2 9 1 .2 2 3 6 9 .2 0 2 8 9 .1 3 1 1 6 .5 1 1 6 . 1 1 8 7 .0 .0 Д 7 5 0 ,7 5 2 0 ,2 7 6 9 1 ,3 0 5 8 0 ,2 3 8 8 4 Д 4  
6 8 1 ,6 3 2 1 Д 2 0 0 ;Т = 1 6 0 ;  L = 20; R l = 1 7 0 ;  1 1= 10 ;  Л = 1 6 ”КОН”0



програм ма № 55  расчета прогнозов эволюционным 
методом

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а
■XT'

” ПУСТЬ"Н."ДЛЯ''1-1 "ШАГ’ЧЛн-!) "ДО” (ЛХК-ГГ+К') '’ВЫПОЛНИТЬ"У' 
1 [ 1 ] “ 0 : У = 2 ; 1 = 1 ; Н 1 . ”Д Л Я ”2 = 0 ”111АГ” 1 ”ДО” ( Л - 1 )  "ВЫПОЛНИТЬ”/
1 [ V  +Z ] = Ф[ Z XK + I ] ; V  = V+ Z+1; 1=1+1; ”ЕСЛИ”К К ”Т 0 ””НА”Н 1; ”ВЬГ 
В 0 Д ”34,’’СТРОКА”1,РЕСП; Щ=0; Ш1 = 0; ПП=0; ПП1 = 0; ”ФОРМАТ"2; ” 
ВЫВ0Д"34”З А Г 0 Л 0 В 0 К ””ТАБЛИЦА” 1,Ы,Л0Г.ПР0Г.Л2.Н/Л0Г.,Н/Ь  
2 ;  ”ДЛЯ”У =  Г ’ШАГ”1 ”Д 0 ” (ЧМХГ) ”ВЫП0ЛНИТЬ”В1 [ V ] =  0; ”Д Л Я ”У  
=  1 ”ШАГ” 1 ”Д 0 ”ЧМ”ВЫП0ЛНИТЬ”В[ V ] = 0 ;  ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е; и = 0 :  
и1 = 0 ; ”ДЛЯ”Ш=1”ШАГ” 1 ”ДО’Т ”ВЫПОЛНИТЬ” (М =Ш [Ш ];К=К1[Ш ]
; ”Д Л Я ”1= 1 ”ШАГ”1 ”ДО”ЧМ”ВЫПОЛНИТЬ” (Х[I] = 0 ;  У [ I] =  0 ) ;  "ДЛЯ” 
У = 1 ”ШАГ”1 ”Д 0 ”К ”ВЫП0ЛНИТЬ” (Х [У ]  = Х 1 [ У + и ] ; У [ У ] = У 1 [  V+U] 
) ; S  = 0; ”Д Л Я’Т = 1 ” ШАГ”1 ”ДО” (ЗХ№2) ”ВЫП0ЛНИТЬ”0[  1 ] = 0 ; ’’ДЛЯ’ 
’;= 1" Ш А Г ”1 ”ДО”ЧМ”ВЫПОЛНИТЬ””ДЛЯ” 1 = 1 ”ШАГ”1 ”ДО”ЧМ” ВЫП 
ОЛНИТЬ”А[ J.I] = 0 ; ’’Д Л Я ”:  = 1 ”ШАГ”1 ”ДО”К ”ВЫПОЛНИТЬ” (1= 1; R 
l = l ; D [ l ]  = D [ l ] + R l ;b I .R 2 = R lx y [ J  ] ; D[I + 2XN + 1 ]=D[I + 2X N + 1 ]+ R2; 
P l .R l= R lX X [ J j ;D [ l  + j ] = D [ l+ l ] + R l ; I = I + l ;”ECTH”K N + 2 ”T 0 ” (” HA”bl 
) ; ”ECЛИ”I<2X№-l”TO” (”HA”P l ) ) ; ”ДЛЯ”I = l ”ШAГ” Г ’ДO” (N + l)”B 
ЫП0ЛНИТЬ” ”Д Л Я ”1 = 1 ”ШАГ” 1 ”Д 0 ” (М+1)”ВЫП0ЛНИТЬ”А [1 ,1 ]= и [  
1 - 1 + : ] ; ”ДЛ Я”1 = 1 ”ШАГ” 1 ”ДО” (№-1)”ВЫПОЛНИТЬ”В[1] =  13[2Х№-1+1 
] ;  ”ДЛЯ”Ж= 1 ”ШАГ”1 ”Д 0 ” (N+1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (Т=0; ”Д Л Я ”1=Ж”Ш 
А Г ”1 ”Д 0 ” (N+1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” ( (Д= 2 (Р= 1 ,Ж -1,А[ 1,Р] ХА[Р,Ж] ) ;  А[
1,Ж] = А[ 1,Ж] - Д ) ; ” ЕСЛИ”АВ5 (А[ 1,Ж]) >Т”Т 0 ” (Т= ABS (А[ 1,Ж]) ;  М= 
D ) ; ”ЕСЛИ”М=Ж”ТО” ( ”НА”Э 1 ) ; ”ДЛЯ”1 = 1 ”ШАГ” 1 ”ДО” (N+1) ” ВЫП 
ОЛНИТЬ” (Т= А[Ж,Л ] ;  А[ЖД ] = А [ M,J] ; А[ МД ] =Т) ; Т=В[ Ж] ; В[Ж] = 
В [ м ] ; В [ М ] = Т ; Э 1.”ЕСЛИ”АВ8(А[Ж ,Ж ])<ЕР5”ТО” (8 = 1; ”HA” L 1 ) ; ” 
Д Л Я”1=Ж+1”ШАГ” 1 ”Д 0 ” (Ы+1)”ВЫП0ЛНИТЬ”А[1,Ж] = А[1,Ж]/А[Ж, 
ж ] ; ”Д Л Я ”1 =Ж+1 ’*ШАГ”1 ”ДО” (№-1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (Д= S (Р= 1 ,Ж -1, 
А[Ж,Р] Х А [P ,J] ) ;  А[ЖД ] = А[ЖД ] - Д ) ; Д= S (Р= 1 , Ж - 1 ,А[Ж,Р] ХВ[ Р]) ;  
В [ Ж ] = В [ Ж ] - Д ) ;”Д Л Я ”Ж=№-1”ШАГ” ( - 1 ) ”Д 0 ” 1 ”ВЫП0ЛНИТЬ” (Д= 
2(Р=Ж+1,№-1,а [Ж ,Р ]Х В [Р ]) ;В [Ж ]= (В [Ж ]-Д )/ А [Ж ,Ж ]) ;К З = 0 ;Е 2 =
0; ”ДЛЯ”1= 1 ”ШЛГ”1 ”ДО” К ”ВЫПОЛНИТЬ” (J = N; R 1 =В[ J +1 ] ;  L .К 1 = 
R 1 X X [ I ] + B [ J ] ; J  = J - 1 ; ”ECTH”J > 0”TO” (”HA” L ) ; R 2 = A B S ( R l - y [ l ]  
) ; L 2 = L 2 + R 2 t 2 ; . ”ECTH”R 2> R 3”TO” ( R 3 = R 2 ; R 4 = y [ l ] ) ) ;  ”ЕСЛИ”Н4 
-=0”ТО” (R 1= 0 )  ’’ИНАЧЕ” (R 1= R 3/ R 4); L 2 = V ( L 2 / K ) ; L 1 ,Ш= UI+1; LB[ 
Щ] = L 2 ;V = 0 ;  Ю2.У=У + 1 ; В1 [ V + U l] =B [ V ] ; В [V] =0; ”ЕСЛИ”У  < ЧМ” Т  
0 ””НА”Ю2; U=U+K; U 1= U 1+ 4M ); W=0; ”ДЛЯ”У = 1 ”ШАГ”1 ”ДО” Г ”ВЫ 
ПОЛНИТЬ” (ХО=ХОР[ V ] ;  ХМ=ХМР[ V  ];  DX= DXP[ V ] ;  Х 2 = Х 0 - DX; ЧМ 
= Ч В [ У ] ; Б . ”ЕСЛИ”Х2<ХМ”Т 0 " ”НА”Б 1 ”ИНАЧЕ” ”НА”Б 2 ;Б 1 .Х 2= Х 2+  
DX; (ЛГ*В1 [1+W] + B1 [2+W] XX2+B1 [3+W]xX2t2+Bl [4+W] XX2t3+Bl [i



+ W] X X 2 t 4 ; ’'1-.СЛИ”Х 2 = 8 Г ’ТО'’ПРОПЮ382 = ( Л Г 1 2 Х 5 2 / 5 1 )  t.500000K >
0 ”ИПАЧ1:;””НЛ”Б) ; ”ИА’Ъ ; Б2Л1П=т1+П1>0ГН0382: ПП1 = П111+АГ;
иП = Ш1 + 1 ;Н Ь 2 ^ (2 ;(Ш = 1 ,Ш 1,(Ь В [1 1 1| )Т 2 ) ) ; ’'РА31>ЯДНОСТЬ”Е 1 ; ”В ,
ЫВ0Д” 3 4 ”ТАБЛИЦА”1,1и1Л1Р0ГИ 0382,ЬВ[т1],П П ,Н Ь2; ’’РАЗРЯДНО
СТЬ"Е; W=W+5)'’КОННЦ”0

В рабочую информативу записываются параметры:
D [3N + 2 ]— одномерный массив элементов по стандарт­

ной программе № 0417, где N = 2 — ̂степень аппрокси­
мации полинома;

A [N + 1 , N+1] — двумерный массив элементов матрицы;
B [N + 1 ]  — одномерный массив элементов матрицы;
E P S — 10-'2— величина для определения вырожденно- 

сти матрицы;
Ч М — максимальное число коэффициентов аппроксима­

ции на участке;
Г — число аппроксимирующих полиномов (по числу от­

четных периодов);
В Ц Ч М Х Г ] — максимальное число коэффициентов ап­

проксимации (суммарно по всем периодам);
ЧТ — общее число точек (узлов аппроксимации) по от­

четным данным с учетом нулевых значений 1930 г.;
N N f n  — степени аппроксимации на каж дом  периоде;
К1 [Г] — количество узлов аппроксимации на каж дом  от­

четном периоде по числу лет, предпгествующих про­
гнозу, включительно 1930 г.;

ЧВ [Г ]— ̂число коэффициентов аппроксимации в полино­
ме на каждом периоде;

ХМР [Г] — год прогнозирования для  каж дого  периода;
ХОР [Г] — год, предшествующий прогнозируемому, с ко­

торого производится экстраполяция логистического 
прогноза;

DXP [Г] — экстраполяции для  каждого периода;
Х[ЧТ] — максимальное суммарное число лет, принимае­

мых для  расчета прогноза, для  всех периодов;
Y [ЧТ] — максимальное суммарное число значений в у з ­

лах  аппроксимации;
XI [ЧТ] — массив координат лет в последовательности по 

отчетным периодам;
Y1 [ЧТ] — объемы во всех узлах  аппроксимации;
Ь В[Г ] — рабочий массив;
РЕСП — признак отношения прогноза к ассортименту. 

Н а печать последовательно выдаю тся:
N — порядковый номер сезонного периода (республики);



ЛО Г.П РОГ — массив значений прогнозов по периодам; 
L2 — массив доверительных интервалов;
Н/ЛОГ — массив значений прогнозов по нарастающей; 
H/L2 — массив доверительных интервалов по нарастаю ­

щей.
Вторая  рабочая информатива та же, что и рабочая 

информатива для  расчета прогнозов итерационным ме­
тодом (см. программу № 53).

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  I
Л

”ПУСТЬ” 0 [ 1 4 ] ;  A [ 5 , 5 ] ; B [ 5 ] ; E P S = l , o - 9 ; 4 M = 5 ; r = 4 ; 4 T = 4 0 ; N N [ 4  | = 
2 ,2 ,2 ,2 ;К 1 [ 4 ]  = 10 .10 Д 0 ,10 ;Ч В [4 ]  = 3,3,3,3;ХМР[4] = 8 1 ,8 1 ,8 1 ,8 1 ;Х О Р [
4]  = 73 ,73 ,73 ,73 ;О Х Р[4]  = 1 , 1 , 1 , 1 ; Х [ 4 0 ] ; У [ 4 0 ] ; Х 1 [ 4 0 ]  = 30,73,74,75,7б,
77 ,78 ,79 ,80 ,81 ,30 ,73 ,74 ,75 ,76 ,77 ,78 ,79 ,80 ,81 ,30 ,73 ,74 ,75 ,76 ,77 ,78 ,79 ,80 ,8  
1 ,3 0 ,73 ,74 ,75 ,76 ,77 ,78 ,79 ,80 ,8 1 ;  У1 [ 4 0 ] ;  L B [Г ] ; В1 [ 2 0 ] ;  РЕСП=3АВОС 
Ы Р 8 2 - 7 3 ”КОН”0

Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  II

” ПУСТЬ”Л = 1 2; К = 4 ;Ф [ 4 8 ]  = 4 1 4 ,2 4 8 ,10 4 0 ,7 2 1 ,3 3 0 ,1 9 8 ,1 0 5 1 ,6 2 4 ,3 1 2 ,2 1  
2 ,1 126 ,783 ,4 10 ,234 ,9 5 9 ,7 7 6 ,4 3 4 ,2 5 2 ,10 8 8 ,6 4 9 ,4 0 8 ,2 3 4 ,10 0 7 ,10 5 5 ,5 7 0 ,3 12  
, 12 29 ,1090 ,5 6 2 ,3 0 0 ,9 5 0 ,7 9 1 ,4 7 8 ,3 3 1 ,10 17 ,9 9 7 ,5 9 5 ,3 5 7 ,1 0 3 9 ,9 6 5 ,6 4 0 , 18 9 ,  
3 4 8 ,1 1 3 9 ,6 5 1 , 3 7 2 , 1 2 7 4 , 1 3 8 3 ”КОН”0

П рограмма М  56 расчета среднесрочных прогнозов 
(на 5 лет)

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а  поиска скрыто­
го пеоиода

”11УСТЬ” Ю.”РЯЗРЯДНОСТЬ” Е ; и = 0 ; ! ’ДЛЯ”Ш=Г'ШАГ” Г ’Д О 'Т” ВЫПОЛ 
НИТЬ” (”Д Л Я ” У = 1 ”1ИАГ”1 ”Д 0 ”А Л ”ВЫ1ЮЛНИТЬ” (Х 2 [У ]= Х 1[ У + и | ;  
У2[ V ]  =У 1 [ V+U]) ;  Ц4.”ДЛЯ”Я = 1 ”1ИАГ”1 ”Д 0 ’Т ”ВЫП0ЛПИТЬ” (К2=К  
1 [ Я ] ; К 3 = 0 ;  ЦЗ.”ДЛ Я ”Ю=1”ШАГ”1 ”Д 0 ” (А А-К З) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (У[ Ю 
]=У2[К>+К3]; Х[Ю ]=Х2[Ю +КЗ]); ”ДЛЯ”Г1 = 1 ”ШАГ”1 ”ДО” А А ” ВЫПОЛ 
НИТЬ” (Т Ф [Г 1]= 0 ;  T n [ r i ] = 0 ; Z [ r i ] = 0 ; Z l [ r i ] = 0 ; Z 2 [ r i ]  = 0 ; y i l [ r i  
] = 0 ) ;  ”Д Л Я ”Г1 = 1 ”ШАГ” 1 ”ДО” ( А А - К 2 - К З ) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (К=К2+Г  
1 - 1 ;  ”Д Л Я ”1 = 1 ”ШАГ”1 ”ДО”3” ВЫПОЛНИТЬ” ( В [ 1 ] = 0 ) ; 5 = 0; ”ДЛЯ”1=  
1 ”ШАГ”1 ”ДО ” (ЗХК+2)”ВЫПОЛНИТЬ” О [1]=0;”ДЛЯ”: = 1 ”ЫАГ” Г ’ДО’1  
3 ”ВЫПОЛНИТЬ” ”Д Л Я ”1 = 1 ”ШАГ”1 ”ДО"3”ВЫПОЛПИТЬ” А [1 ,1 ]= 0 ;  ”ДЛ  
Я ”.Т=Г’ШАГ”1 ”Д 0 ”К ”ВЫП0ЛНИТЬ” (1 = 1 ;К 1  = 1 ; 0 [ 1 ]  = 0 [1]+ 1< 1 ;д .К 2=  
RlXy[j ];D[l+2XNfl]=D[l+2X№-l]+R2;Pl.Rl = RlXX[J];l)[l+l]=D[I+l 
1 + В 1 ; 1 = 1 + 1 ; ”ЕСЛИ”1 < К + 2 ”ТО” (.”НА”(^);”ЕСЛИ”1 < 2 х Н + 1 ’Т О '’( ”ИЛ”Р



1 ) ) ; ”ДЛЯ”1=1”ШАГ”1 ”ДО” (М+1)”ВЫПОЛНИТЬ” ”ДЛЯ”1 =1”ШАГ”1 ”Д 
О” (№-1) ”ВЫП0ЛНИТЬ”А[1,:] = 0[ I-1+J ]; ”ДЛЯ”1=1”ШАГ” 1”Д 0 ” (N+1 
) ”ВЫП0ЛНИТЬ”В[1] = 0[2Х№-1+1];”ДЛЯ”Ж=1”ШАГ” 1”Д 0 ” (№-1)”ВЫ 
ПОЛНИТЬ” (Т=0; ”ДЛЯ”1=Ж”ШАГ”1”ДО” (N+1)’’ВЫПОЛНИТЬ” ( (Д= S  
(Р=1,Ж-1,А[ 1,Р] ХА[Р,Ж]);  А[ 1,Ж] = А[ 1,Ж] -Д )  ; ”ЕСЛИ”АВ5 (А[ I ^ J  >Т 
”Т 0 ” (Т=ABS (А[ 1,Ж]) ;  М=1)) ;  ”ЕСЛИ”М=Ж”ТО” (”НА”Ц1); ’’ДЛЯ”!  =  
1 ”ШАГ”1”Д 0 ” (№-1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (Т= А[ Ж,] ] ;  А[ЖД ] = А[ M.J ];  А[ М,‘ 
J ] = Т ) ; Т=В[ Ж]; В[Ж] =В[ М]; В[ М] =Т; Ц1 .”ЕСЛИ”АВ8 (А[Ж,Ж] ) <EPS 
”ТО” ( 8 = 0 ; ”НА”Ь 1 ) ; ”ДЛЯ”1=Ж+1”ШАГ”1 ”ДО” (№-1)’’ВЫПОЛНИТЬ” А  
[1,Ж]=А[1,Ж]/А[Ж,Ж];”ДЛЯ”1 =Ж+1”ШАГ” 1 ”Д 0 ” (N+1) ”ВЫП0ЛНИТЬ 
” (Д= 2 (Р= 1 ,Ж -1 ,А[Ж,Р] ХА[P,J ] ) ;  А[Ж,] ] = А[Ж,J ] - Д ) ; Д= 2 (Р= 1,Ж-
1,А[Ж ,Р]ХВ[Р]);В[Ж ]=В[Ж ]-Д);”ДЛЯ”Ж=Ы+1”ШАГ” ( - 1 ) ”Д 0 ”1 ’’ВЫ 
ПОЛНИТЬ” (Д= Е (P=Ж+1,N+1,A[Ж,Р] ХВ[Р]) ;  В[Ж] = (В[Ж] -Д)/А[Ж,Ж 
] ) ;  R3=0; L2=0; ”ДЛЯ”1=1”ШАГ” 1”ДО”К”ВЫПОЛНИТЬ” (J = N; R1=B[  
1+ 1] ;Ь .Я 1  = К 1 Х Х [ 1 ] + В [ 1 ] ; 1 = 1 - ] ; ”ЕСЛИ”1> 0 ”ТО” (”НА”Ь );К 2= А В  
S ( R l - y [ l ] ) ;  L2=L2+R2t2; ”ECЛИ”R2>RЗ”TO” (R3=R2; R 4 = y [ I ] ) ) ;  ”E 
CTH”R 4= 0”TO” (R1=0) ’’ИНАЧЕ” (R1 = R3/R4); L2=\/(L2/K); LI ”ВЫВ 
ОД”01 , ’’ПРОБЕЛ”; Ц6.ПР[Г1]=В[1 ]+B[2]x (X [K 2+ n])+ B [3]  X(X[K2+  
Г 1])12 ;У П [П ]= П Р [Г 1]+ У [Г 1+ 1]-У [Я ] + ( (У [К 2+ К З ]-У [я])Х Х [Я ])/  
( К 2 - 1 ) - ( ( У ^ ‘к 2+ К З ]-У [Я ])Х Х [Г 1+ 1])/ (К 2 -1 )  ; Z [ r i ]  = ( y [ K 2 + n ]  
- У [ К 2 + Г 1 - 1 ] ) / ( Х [ К 2 + Г 1 ] - Х [ К 2 + Г 1 - 1 ] )  ; Z l [ n ] =  ( У [ К 2 + Г 1 - 1 ]  
- y [ K 2 + r i - 2 ] ) / ( X [ K 2 + r i - l ] - X [ K 2 + n - 2 ] ) ; T ® [ r i ] = ( Z [ n ] - Z l [ n ]  
) / (1+Z 1 [ Г1 ] XZ[ Г1 ] ) ;  ”ЕСЛИ”Г1 = Г ’ТО””НА”Ц7; ”ЕСЛИ”Г1 = 2”ТО”” Н 
А ”Ц8;г2[Г1]=(УП[Г1]-УП[Г1 - 1 ] )  /(Х[К2+ГI ] -Х ( К 2  + Г1 - 1 1 ) ;  Z3 [ 
Г1]=(УП[Г1 - 1 ] -У П ( Г 1 -2 ] )/ (Х [ К 2  + Г 1 - 1 ]  -  Х[К2 + Г 1 - 2 ) ) ;  1 П[Г11 = 
( Z 2 [ r i ] - Z 3 ( r i | ) / ( l  + Z 2 [ r i ] X Z 3 [ r i | ) ; ”HA”U 9 ; U 7 . Z 2 [ n i = ( y n [ r i  
] -У2[К 2])/(Х [К 2+  Г1| - X [ K 2 ] ) ; T n ( r i | = ( Z 2 i n i  - Z 1 [П ])/(1 +Z1 [ 
Г1] X Z 2 [ r i J ) ; ”HA”U9; U 8 .Z 2 [r i ] =(УП [П] -УП [Г1 - 1  j )/ (Х[К2+Г1] -  
X[K2 + n - l l ) ; T n [ r i ] = ( Z 2 [ r i ] - Z 2 [ r i - l | ) / ( l + Z 2 [ r i ]  X Z 2 [ r i - l ] )
; ”НА”Ц9;Ц9. ”ВЫВОД”01, "ПРОБЕЛ”) ; ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е 1; "ВЫВОД 
”34, К1 [Я] /’ПРОБЕЛ”,’’МАССИВ’ТФ,"ПРОБЕЛ”,”МАССИВ”ТП; ”ВЫВО 
Д”34,”СГРОКА”2 ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е;КЗ=КЗ + 1 ; ”ЕСЛИ” (А А --К З -К 2)  
> 2 ”ТО” ”НА”ЦЗ); ”ВЫВОД”34,”СТРОКА” 4; U = U+АА) ''КОНЕЦ”0

В рабочую ннформативу записываю тся параметры : 
D[8]; В[3]; А [3, 3,]; EPS = 1 ю— 12 — константы аппрокси­

мации полиномом 2-й степени;
N — степень полинома;
АА — число лет во временном ряду ;
Х[АА]; У[АА]; — массивы значений аргумента и функ-VOF AAT *  — iviacv.ni3Di о п а ч с и п п  n vp^iixv
У2[АА]' j (места бронируются для числа АА);



Г — число исследуемых ожидаемых скрытых периодов; 
Ч — число лет прогнозирования;
К1 [Ч] — массив исследуемых периодов в годах;
XI [АА] — массив значений лет (без сотен л ет ) ;
Y1[AA] — массив объемов по соответствующим годам; 
Z1[AA] — массив тангенсов угла наклона прямой факти­

ческого прироста объемов на первом шаге от начала 
исследуемого периода;

Z[AA] — массив тангенсов угла наклона прямой факти­
ческого прироста на втором шаге от начала исследуе­
мого периода;

Z2[AA] — массив тангенсов угла наклона прямой прогно­
зируемого прироста объемов на первом шаге от нача­
ла периода;

Z3[AA] — массив тангенсов угла наклона прямой прогно­
зируемого прироста объемов на втором шаге от на­
чала периода;

УП [АА] — массив прогнозируемых значений объемов с 
учетом колебаний в периоде;

ПР [АА] — массив прогнозируемых полиномиальных 
значений объемов (без учета колебаний);

ТФ[АА] — массив производных фактического прираще­
ния объемов вдоль периода;

ТП[АА] — массив производных прогнозируемого прира­
щения объемов вдоль периода.
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  поиска скрытого пе- 

оиода

’'ПУСТЬ'’Х [ 2 3 ] ; У [ 2 3 ] ; Ч = 5 ;  В[ 3 ] ;  1)( 8 ] ;  а [ 3 ,3 ] ;  HPS =1,о - 9 ;К = 2 ;Г = 1 ;  
A A - 2 3 ; T l l [ 2 3 ] ; T ® [ 2 3 | ; Z [ 2 3 ] - . Z l [ 2 3 | ; Z 2 [ 2 3 ] ; y n [ 2 3 ] ; X 2 [ 2 3 ] ; Z 3 [ 2  
3|; У 2 [2 3 ] ;  П Р [23] ;1Ш [23| ;  К1 [ 6] = 6 ,7 ,8 ,9 ,10 ,1 1 ;  XI [ 2 3 1 =59 ,60 ,61 ,62 ,6  
3 ,64 .65 ,66 ,67 ,68 ,69 ,70 ,71 ,72 ,73 ,74 ,75 ,76 ,77 ,78 ,79 ,80 ,81 ;  У 1 [2 3 ]  = 63 11 ,7 38
3 .7 8 9 4 ,8 6 0 4 ,8 6 2 2 ,9 3 7 8 ,8 7 9 9 ,9 8 2 1 ,1 0 5 1 2 .1 1 9 0 4 ,12 8 2 0 ,1 3 1 9 0 ,1 3 4 2 1 ,13 2 9 7 ,1  
4 4 9 5 ,1 5 9 1 4 , 1 7 4 1 6 , 1 6 7 1 9 , 1 7 2 0 0 , 1 6 4 5 0 , 1 7 3 9 3 , 1 7 9 3 0 , 16 564” КОИ”0

С т а н д а р т н а я  и н ф о р м а т и в а  расчета 5-летне- 
го прогноза

” ПУСТЬ”Ю.”РЛЗРЯДНОСТЬ” 1;; и = 0 ; ”ДЛЯ’'111=1” ШЛГ” 1”ДО” Г” НЫПОЛ 
НИТЬ” Г ’ДЛЯ”У = Г ’ШАГ” Г ’ДО” (Ч+ЛЛ)’’ВЫПОЛНИТЬ" (Х| V I =Х1 [ V + 
и ] ; У[ V ] =У 1 [ V  + U]) ;  ”Д Л Я ” Я= 1” ШЛГ” Г ’ДО -Ч” ПЫНО;П1И ГЬ” (К=Я+ 
А А - 1 ; ”Д Л Я ”1 = 1 ”ШАГ” 1”ДО” 3"13ЫПОЛНИТЬ” ( В [ 1 ] = 0 ) ; 8  = 0 ," Д Л Я ” 1 
= 1 ”ШАГ” 1 ”ДО” (ЗХН+2) ”ВЫ1ЮЛНИТЬ'’и [1 ]= -0 ;”Д Л Я ”.1 = 1 ”ШАГ”Г ’Д



O”3 ”BЫПOЛHИTЬ” ”ДЛЯ” I = l ”ШAГ”l ”ДO”3 ”BЫПOЛHИTЬ” A [ J , l ] = 0 ;  ’

’Д Л Я ”) = 1 ”ШАГ” 1”Д 0 " К ”ВЫП0ЛНИТЬ” ( 1 = 1 ;  R l = l ;  D[ = Ч +R 
1 ;  Q .R 2  = R l x y [ j  ]; I)[I+2XN+1] = IJ[I+2X№-1] + R2; P1.R1 = R1XX[ J ] ; D[ 
I+1] = I)[ I+1]+R1; 1=1+1; ” ЕСЛИ” К№ -2”Т 0 ” (”HA” Q ) ; ” ЕСЛИ” 1<2ХЫ+1 
”T 0 ” (” HA”P 1)) ; ”ДЛЯ” 1= 1”ШАГ” 1 ”Д 0 ” (№-1) ” ВЫПОЛНИТЬ””ДЛЯ”;
= l ”ШAГ” Г ’ДO” ( N + l ) ”BЫПOЛHИTЬ” A [ l , J ] = D [ I - l  + J ] ; ”ДЛЯ” I = l ’■Ш 
АГ” 1” Д 0 ” (№-1)”ВЫП0ЛНИТЬ”В[1] = 0[2ХМ+1+1];”Д Л Я ”Ж = 1”ШАГ” 1” 
ДО” (N+1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (Т=0; ”ДЛЯ” 1=Ж”ШАГ” 1 ”ДО” (№-1) ’’ВЫПОЛ 
НИТЬ” ( (Д= 2  (Р= 1 ,Ж -1 ,А[ 1,Р] XА[ Р,Ж]) ; А[ 1,Ж]= А[ 1,Ж] - Д ) ; ’’ЕСЛИ” 
ABS (А[1,Ж|) >T”TO” (T=ABS (А[1,Ж|) ;  М = 1)) ; ”ЕСЛИ” М=Ж’Т О ” (’ ИА” 
Ц 1 ) ; ”ДЛЯ”1 = 1 ”ШАГ” 1 ”ДО” (№■ 1) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (Т= А[ Ж,1 ] ;  А[Ж,1 ]
=  А[ M,J ]; А[ M,J ] = Т ) ; Т=В1 Ж]; В[ Ж] = В[ М ]; В[ М] =Т; Ц1 .” ЕСЛИ” АВ8 
(А[Ж,Ж])<ЕР5"Т0"(8 = 1 ; ” НА”Е 1 ) ; ”ДЛЯ” 1=Ж+1” ШАГ” 1 ”Д 0 ” (№-1)” 
ВЫПОЛНИТЬ”А[ 1,Ж] = А[ 1,Ж] / А[ ж ,ж ] ; ”ДЛЯ”1=Ж +1” ШАГ” 1 ”Д 0 ” (N+)
) ’’ВЫПОЛНИТЬ” (Д= 2 ( Р =  1 ,Ж-1 ,А[ Ж,р] х а [ P,J ] ) ;  а [Ж,; ] =А[Ж,1 ] - Д
) ;  Д = 1:(Р= 1,Ж -1,А [Ж ,Р)Х В [Р]) ;  B[Ж] = B [ Ж ] - Д ) ; ”Д Л Я ”Ж=N+1” ШAГ’
’ ( - 1 )  ”ДО” Г ’ВЫПОЛНИТЬ” (Д= 2 (Р=Ж+1 ,№-1,А[Ж,Р] ХВ1 Р ]) ;  в [ ж ] = ( 
В[Ж ]-Д)/А[Ж ,Ж 1);КЗ = 0 ;Ь 2  = 0 ; ”ДЛЯ” 1 = 1 ” ШАГ” 1 ”ДО” К ”ВЫПОЛНИ 
Tb” (J=N; R 1= B [J + 1] ;L .R 1  = R1XX[1]+B[J ] ; J  = J - l ; ” E a i H ”J >0”т 0 ” ( 
”HA” L ) ; R2=ABS ( К 1 - У [ 1 | ) ; L 2 = L 2 + R 2 t2 ;  ” ECnH” R 2> R 3”T 0 ” (R 3=R  
2 ;  R 4= y(  1])) ; ”ЕСЛИ” К 4 = 0 ”ТО” (R1 = 0 ) ” HHA4E” (R1 = R3/R4) ; L 2 = V  
(Ь 2 / К ) ;” ЕСЛИ”Я < 2”ТО”ПЕ = Е2” ИНАЧЕ” ПЕ=Е2Х\/(1 + 1/ А А + ((2 Х (Я -  
D + A A - l )  t 2 ) / ( A A t 2 - D ) ;  КВП[я]=ПЕ1'2; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е1; ” ВЫВО 
Д” 34,"СТРОКА”,HL; L I .” ВЫВОД”34 , ’’ПРОБЕЛ” ; ”РАЗРЯДНОСТЬ”Е; Ц6 
.Z [ Я 1 = В[ 1 ] +В[ 2] X (Х[ Я + А А - 11)  +В[ 3] X (Х[ Я + А А - 1 ]) t 2 ;  ” ЕСЛИ”Ш = 
1 ”Т 0 ”5 1  = АА-\¥1+1” ИНАЧЕ’”’ЕСЛИ”Ш=2”Т 0 ” 51 = А А - Ш + 1 ”ИНЛЧК’” ’ 
ECЛИ” lIl=3"TO”S l= A Л -^ V З + l” ИHAЧE”” ECЛИ”Ш=4”TO” S l  = A A -W 4+ l  
”ИНАЧЕ” ”1 CЛИ”Ш=5”TO” S l = A A - W 5 + l ” ИHAЧE”” ECЛИ”Ш=6”TO”S l  
=  АА-\У6+1”И11АЧЕ”” ЕСЛИ”Ш=7”ТО”5 1 = А А - ^ 7 + 1 ” ИНАЧЕ” ” ЕСЛИ”Ш 
= 8 ”ТО”51 = АА-\\'8+1” ИНАЧК”” ЕСЛИ”Ш=9”ТО”5 1  = АА-\У9+1”ИР1АЧЕ 
””ЕСЛ И”Ш= 10 ”TO”S 1 = А А - W10+1 ” ИНАЧЕ””ЕСЛИ” Ш= 1 l ”TO”S 1 = А А -  
W11+1”ИНАЧЕ”” ЕСЛИ”Ш= 12 ”TO”S 1 = AA -W 12+ 1 ” ИНАЧЕ” ” ЕСЛИ”Ш=1 
3 ”TO” S l  = AA \\'13+1” ИНАЧЕ”” ЕСЛИ” Ш=14”ТО” 5 1  = А А -\У14+ Г ’ИНА 
ЧЕ” ” ЕСЛИ”Ш = 1 5 ”ТО”51 = АА-\У15+1” ИНАЧЕ” ” ЕСЛИ” Ш =16”ТО”5 1 = А  
A - W 1 6+1; Ы[ Я] = (У 1 АА] - У [  S 1 ]) X (Х[ Я+ S 1 ] - Х [  S 1 ]) / (Х[ АА] - Х [  S 1 ]
) +У[ S 1 ];  Па [ Я] =\/( (Z I Я] t2 )  X (Х[ Я + А А -1  ] - 2 9 )  / (Х[ Я + А А - 1 ] - 3 0 )  ) ; 
Х [Я + А А ]= Х [Я + А А  Г | + 1 ;У [ Я + А А ] = У [ Я + 5 1 ] - Ы [ я ] + П А [ я ] ) ;” ДЛЯ” 
Я = 1 ”ШАГ” 1”Д 0 ”Ч” ВЫП0ЛНИТЬ” (С У 1 = У [ А А -14 ] + У [  А А - 1 3 ] + У [ А А  
- 1 2 ] + У 1 а а - И 1+У1 АА 1 0 ] ; С У 2 = У [ А А - 9 ] + У [ А А - 8 ] + У [ А Л - 7 ] + У [ А  
А б]+ У [АА 5 ] ;С У З = У [ А А -4 ] + У [  АА 3 ] + У [ А А - 2 ] + У [ А А - 1 ] + У [  АА]
; СУ4 = У[ ДА+1 J+y[ АА+2]+У[ АА+3]+У[ АА+4]+У[ А А + 5 ] ; ОТД1 = ЮОХ ( 
СУ2 СУ 1) /СУ 1; 0ТД2 = ЮОХ (СУЗ-СУ2) /СУ2; ОТД4= ЮОХ (СУ4-СУЗ) / С 
УЗ; ”ЕСЛИ”0ТД2 < 0 ’'ИЛИ”О ГД 4<0’Т О ” ”НА”Ф1 ”ИПАЧЕ” ”ИЛ”Ф2; Ф 1. (



ПРОГН[я]=У [Я+АА]-СУ4/5+АВ5 (С У 2-С У З )/10+СУЗ/5; иТДП = 10 0Х А  
BS ( (С У 2-С У З )/2) /СУЗ; ”НА”ФЗ); Ф2. (Д1 = 1-СУ2/ (ЗХСУЗ); Д2=2/3; Д 
3 = e t  (2ХЬЫ(Д2) - Ь Ы ( Д 1 ) ) ; ОТДЗ=100Х ( 2 -  (ЗХДЗ)) ;  ” ЕСЛИ”0 Т Д 4 О  
ТДЗ”Т 0 ””НА” Ф4”ИНАЧЕ”” НА”Ф 5;Ф 4.П Р 0Г Н [Я ]= У [Я + А А ];0Т Д П = 0  
Т Д 4 ;” НА”ФЗ;Ф5.0ТДП=0ТДЗ;ПР0ГН[ Я ]= ((У [Я + Л А ]-С У З / 5)  ХОТДЗ 
/ABS (ОТД4)) +СУЗ/5); ФЗ.ГОД=Х[ Я+АА] ; "РАЗРЯДНОСТЬ”! ; ! ; ”ВЫВО 
Д” 34 ,”СТРОКА”,ГОД,’’ПРОБЕЛ”,ПРОГН[ Я] ,” !1Р0БЕЛ”,’’СТРОКА” ; ”Р 
АЗРЯДНОСТЬ” Е ); ПР[ Ш] = 2 ( Я = ! ,Ч,ПРОГН[ Я ] ) ;  СКВ[ 111] = V ( 2 (Я= 1,
Ч,КВП[ Я ] ) ) ;  ”РАЗРЯДН0СТЬ”Е1; ” ВЫВОД”34,ОТД1,”ПРОБЕЛ”,ОТД2, 
” ПРОБЕЛ”,ОТДП,” ПРОБЕЛ”,ПР[Ш];” РАЗРЯД1ЮСТЬ” Е ;и = и + Ч + А А ;” 
ДЛ Я ”Я = ! ”ШАГ” ! ”ДО”Ч”ВЫПОЛИИТЬ” ( г [ Я ]  = 0 ; П А [ Я ] = 0 ) ) ; П С = 1 :  
(Ш =1,Г,ПР[Ш ]);”РАЗРЯДПОСТЬ'Е1;”ВЫВОД”3 4 ”СТРОКЛ” ,11С,” СТР 
ОКА’” ’ КОИЕЦ”0

В рабочую информативу 5-летнего прогноза записы­
ваю тся параметры:
N — степень аппроксимации полинома;
D [3N + 2]; A [N + 1 , N - f l j ;  B [N - f l ] ;  EPS — служебные 

константы по стандартной программе;
Ч — число лет прогнозирования;
Г — число аппроксимируемых полиномов;
W — массив значений скрытых периодов;
АА — порядковый номер последнего в ряду узл а  аппрок­

симации;
S 1 — порядковый номер последнего во временном ряду 

у зл а  аппроксимации (S 1 = A A —W - f l ) ;
ПА[Ч]; Ы [Ч]; L [Ч] — константы скрытого периода;
Х[АА + Ч]; Y [A A - f4 ]  — максимальные значения количе­

ства лет и объемов в прогнозируемом периоде с уче­
том прогнозов;

XI [(A A -f  Ч) Х Г] — массив аргументов (лет) исходных 
данных плюс прогнозируемые годы;

У1 [ (А А  + Ч ) Х Г ]  — массив объемов исходных данных с 
учетом мест под прогнозируемые;

П РО ГН [Ч ] — прогнозируемые значения объемов;
П Р [Г ] — суммарное значение прогнозируемого объема 

по одному ряду  за  весь прогнозируемый период;
СКВ [Г] — средние квадратические отклонения от сум ­

марного значения прогноза за  прогнозируемый пери­
од;

К ВП [Ч ] — квадр ат  половины доверительного интервала.
На печать выводятся параметры:

ГОД — год прогнозирования (без сотен л ет ) ;



ПРОГН [Я] — прогнозируемое значение объема;
УКВП[Я] — половина доверительного интервала прогно­

зируемой зоны;
ОТД 1 — относительный прирост фактического объема в 

предпредшествующей пятилетке;
ОТД 2 — относительный прирост фактического объема в 

предшествующей пятилетке;
ОТДП — относительный прирост объема производства в 

прогнозируемой пятилетке;
П Р[Г]; СКВ [Г]; ПС — суммарное значение прогнозов по 

всем периодам за все годы прогноза.
Р а б о ч а я  и н ф о р м а т и в а  расчета 5-летнего 

прогноза

” ПУСТЬ”Х1 20 ] ;  У[ 2 0 ] ; 4 = 5 ;  В[ 3 ] :  I)f 8 ] ;  а [ З.З] ; l-1'S =1,о - 9 ;  N=2; ПА [5 
] ; b l [ 5 ] ; Z [  5] ;Х 1 [  1201= 66 ,67 ,68 ,69 ,70 ,71 ,72 ,73 ,74 ,75 ,76 ,77 ,78 ,79 ,80 ,0 ,0 ,
0,0 ,0,66,67,68,69 ,70,71,72 ,73,74,75 ,76,77.78 ,79,80,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,66,67,68 ,69,70,
71 .72 .73 .74 .75.76.77 .78.79.80 .0 .0 .0 .0 .0 .66.67 .68.69.70 .71.72 .73.74.75.76.77,
78.79.80.0.0 .0.0.0 .66 .67.68 .69.70.71 .72.73.74 .75.76.77 .78.79.80 .0 .0 .0 .0 .0 .66,
67 .68.69.70 .71.72 .73 .74.75.76 .77.78.79 .80.0 .0 .0 .0 .0 ;  У l[  120] = 9 8 2 1 ,1 0 5 1  2,1 
19 0 4 ,1 2 8 2 0 ,13 19 0 ,13 4 2 1 , 1 3 2 9 7 , 1 4 4 9 5 , 1 5 9 1 4 , 1 7 4 1 6 , 1 6 7 1 9 , 1 7 2 0 0 , 1 6 4 5 0 ,1 7 3
93 .179 30 .0 .0 .0 .0 .0 .37363 .39768 .43557 .46561 .49564 .53248 .53889 .57518 .603
48 .63362 .63922 .67875 .66400 .67929 .67913 .0 .0 .0 .0 .0 .26509 .25922 .32904 .371  
0 8 ,3 8 2 6 7 ,4 039 4 ,4 1060 ,4256 2 ,45 775 ,488 21 ,5 314 3 ,55 351 ,548 31 ,5674 6 ,63 435  
,0,0,0,0,0,1 1 5 1 , 1 1 1 2 , 1 0 7 0 ,10 9 9 ,1 0 2 0 ,10 1 1 ,9 8 1 ,9 6 3 ,9 7 0 ,9 8 6 ,9 5 9 ,9 7 7 ,9 8 6 ,9 3 7  
,93 8 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 1 2 0 ,1 15 7 ,12 8 3 ,13 9 2 ,1 3 4 8 ,13 9 6 ,1 4 0 0 ,14 1 5 ,14 6 8 ,1 6 0 7 ,16 0 9 ,1
64 5 .16 78 .1682 .168 3 .0 .0 .0 .0 .0 .03250 .3 119 .3248 .3355 .3492 .3564 .3848 .4470 .4
658 .5291.6176 .6576 .6597 .6463 .6470 .0 .0 .0 .0 .0 ;  Г = 6 ;  П1’ОГН[ 5 ] ;  П1’ [ 6 ] ; КВ 
I l [ 5 ] ; C K l i l 6 j ;  Wl = 8; W2 = 8; W3 = 8; W4 = 8; W5 = 8; W6 = 8"KOH” : А Л = 1 5 ” К
o ir ’O ,
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