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В учебном пособии рассматриваются основные вопросы общ его курса гид­

равлики: физические свойства жидкостей, гидростатика, общ ие законы и 
уравнения гидродинамики, гидравлические сопротивления, истечение жидкости 
через отверстия, движение жидкости в напорных трубопроводах, безнапорное 
движение. Излагаются отдельные задачи гидравлики неньютоновских ж идко­
стей, теории подобия и моделирования.

Основные положения иллюстрируются примерами из различных областей
нефтяной техники.Учебное пособие предназначено для студентов нефтяных специальностей 
высших учебных заведений. Его содержание соответствует утвержденным про­
граммам. Книга мож ет быть использована такж е инженерно-техническими ра­
ботниками предприятий нефтяной промышленности.

Табл. 24, ил. 192, список лит.—  19 назв.

Р е ц е н з е н т ы :  1) кафедра М осковского инженерно-строительного ин­
ститута;

2 ) проф. Н екрасов Б. Б. (М осковский автомеханический 
институт)

Н астоящ ая книга является учебным пособием  по курсу о б ­
щей гидравлики для нефтяных специальностей^ высших учебных 
заведений, и ее содерж ание соответствует действую щ им в на­
стоящ ее время учебны м программам.

В след за общ им курсом гидравлики учебными планами 
больш инства нефтяных специальностей предусмотрено изучение 
ряда специальных «гидравлических» дисциплин, таких, напри­
мер, как подземная гидравлика, гидроаэромеханика в бурении 
и др. В о многих профилирующ их технологических дисциплинах 
имеются разделы, посвящ енные исследованию отдельных гид­
равлических процессов и явлений.

В связи с этим, а такж е учитывая сравнительно небольш ой 
объем  книги, автор полагал излишним перегруж ать ее матери­
алами, не имеющ ими прямого, непосредственного отношения 
к кругу вопросов, предусмотренны х программами для изучения 
в общ ем курсе гидравлики. О днако автор считал нужным дать 
в книге самы е общ ие понятия по таким сущ ественно важным 
вопросам , как гидравлические расчеты магистральных нефте­
проводов, газопроводов, безнапорны х трубопроводов , откры ты х 
каналов. А втор нашел необходимы м такж е более подробно, чем 
это предусм отрено программами, рассм отреть основы  гидрав­
лики ненью тоновских ж идкостей  и теории подобия и м оделиро­
вания, получившие в последнее время весьма ш ирокое развитие 
в науке.

Значительное внимание при изложении материала книги 
уделено раскры тию физической сущ ности  изучаемых гидравли­
ческих явлений и иллюстрации их примерами из различных о б ­
ластей нефтяной техники.

В книге помещен основной справочный материал, н еобходи ­
мый для выполнения инженерных расчетов. П оэтом у автор по­
лагает, что она окаж ется полезной и для инж енерно-техниче­
ских работников нефтяной промыш ленности. Они см огут поль­
зоваться ею  в своей повседневной практической деятельности.

А втор вы раж ает искреннюю благодарность основном у ре­
цензенту книги проф., д -ру техн. наук Б. Б. Н екрасову за боль- 
шую  работу, проделанную им при п росм отре рукописи, а такж е 
проф. Д -ру техн. наук А. Д . А льтш улю  и проф., д -ру техн. наук 
В. А. Архангельскому, сделавш им ряд ценных указаний.

А втор будет признателен всем приславшим свои замечания 
по книге. П исьма с пожеланиями и замечаниями следует на­
правлять по адресу: 103633, М осква, К-12, Третьяковский пр., 
J /iy , издательство «Н едра ».
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ГЛАВА ПЕРВАЯ 

ВВЕДЕНИЕ В ГИДРАВЛИКУ

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И КРАТКАЯ ИСТОРИЯ 
РАЗВИТИЯ ГИДРАВЛИКИ

Гидравликой называют прикладную науку о законах движе­
ния и равновесия жидкостей и о способах применения этих за­
конов к решению конкретных технических задач. Практическое 
значение гидравлики весьма велико, так как она является осно­
вой ряда специальных дисциплин.

Знание законов гидравлики совершенно необходимо для спе- 
циалистов-нефтяников, поскольку все основные производствен­
ные процессы в нефтяной промышленности в той или иной 
форме связаны с использованием и перемещением жидкостей 
(нефть, нефтепродукты, химические реагенты, вода, глинистый 
раствор) по различным гидравлическим системам.

Человек с первых шагов своего исторического развития 
практически занимался решением различных вопросов гидрав­
лики. Так, археологические исследования показывают, что еще 
за пять тысячелетий до нашей эры в ряде стран древнего мира 
уже существовали оросительные каналы и были известны про­
стейшие устройства для подъема воды. Во многих местах сохра­
нились остатки водонапорных и гидротехнических сооружений 
(водоводы, плотины, акведуки). Однако никаких сведений
о гидравлических расчетах этих сооружений не имеется, и, надо 
полагать, все они были построены на основании чисто практи­
ческих навыков и правил.

Первые свидетельства о научном подходе к решению гидрав­
лических задач относятся к 250 году до нашей эры, когда Архи­
медом был открыт закон о равновесии тела, погруженного 
в жидкость.

В дальнейшем, однако, на протяжении более чем полутора 
тысячелетий гидравлика не получила сколько-нибудь заметного 
развития. В эту эпоху, характеризовавшуюся общим застоем 
в науке и культуре, были преданы забвению не только первые 
элементы знания, но и в значительной степени практические 
навыки инженерного искусства. И только в X V I— XVII вв., 
в эпоху Возрождения, когда появились работы Стевина, Л ео­
нардо да Винчи, Галилея, Паскаля, Ньютона, касающиеся, в ча­
стности, весьма важных гидравлических явлений, получила 
дальнейшее развитие гидравлика как наука.

Изучением покоя и движения жидкостей занималась также 
теоретическая гидромеханика, развивавшаяся как самостоятель­
ный раздел теоретической механики.

В X V II— XVIII вв. крупнейшими учеными-математиками и 
механиками (Эйлер, Бернулли, Лагранж) — были установлены 
основные законы и получены исходные уравнения гидромеха­
ники. Исследования этих ученых носили главным образом тео­
ретический характер и, включая ряд допущений в отношении 
физических свойств жидкости, давали скорее качественную, не­
жели количественную оценку явлений, значительно расходясь 
иногда с данными опыта, который до недавнего времени не 
играл в гидромеханике значительной роли. Естественно, гидро­
механика не могла удовлетворить многочисленные запросы 
практики, особенно возросшие в X IX  в. в связи с бурным ростом 
техники, требовавшей немедленного, конкретного решения раз­
личных чисто инженерных задач. Это и явилось причиной раз­
вития особой  прикладной науки, называемой гидравликой. В раз­
витии гидравлики большую роль сыграли труды Шези, Дарси, 
Буссинеска, Вейсбаха, Н. Е. Ж уковского и многих других уче­
ных и инженеров.

В отличие от гидромеханики в гидравлике выводы строи­
лись на основе упрощенных схем различных явлений и в тео­
ретические уравнения вводились эмпирические коэффициенты, 
получаемые в результате обработки опытных данных (опыт 
в гидравлике имеет весьма большое значение). Так, при ис­
следовании движения потока жидкости в гидравлике обычно 
ограничиваются определением средних скоростей движения 
и средних давлений в потоке, в то время как в гидромеха­
нике в большинстве случаев рассматривают изменение этих 
величин в потоке при переходе от одной точки к дру­
гой.

В течение долгого времени гидравлика и гидромеханика 
развивались обособленно. И если вначале методы исследова­
ния, применяемые в гидравлике и гидромеханике, отличались 
довольно четко, то с течением времени это отличие постепенно 
стиралось. Сближение между этими двумя направлениями 
в науке, наметившееся в начале XX в. в связи с работами вы­
дающегося ученого Л. Прандтля, в значительной мере устра­
нило существенные недостатки, свойственные как гидравлике 
прошлого, представлявшей собой  сугубо эмпирическую науку, 
науку опытных формул и коэффициентов, так и классической 
гидромеханике, имевшей преимущественно теоретический ха­
рактер.

Современная гидравлика —  это наука, в которой теория и 
опыт взаимно обогащаются и дополняются. Гидравлика 
широко использует методы и результаты теоретической гид­
ромеханики, поэтому в настоящее время различие в поня­
тиях «гидравлика» и «гидромеханика» исчезло. По существу, 

то два направления одной и той же науки —  «гидромеха- 
лик11) гидРомеханика теоретическая и техническая (гидрав-
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Большую роль в развитии гидравлики и гидромеханики сы­
грали основоположники гидромеханики Даниил Бернулли и 
Леонард Эйлер. Они жили и работали в России и были членами 
Петербургской академии наук. Ш ироко известны работы 
Н. П. Петрова, создавшего гидродинамическую теорию смазки,
Н. Е. Ж уковского, выполнившего ряд замечательных исследо­
ваний в различных областях гидромеханики, А. Н. Крылова, 
разработавшего теорию плавания корабля, Н. Н. Павловского 
в области теории неравномерного движения и фильтрации 
жидкости.

В нефтяной гидравлике фундаментальное значение имеют 
исследования В. Г. Ш ухова по гидравлическому расчету маги­
стральных нефтепроводов, Л. С. Лейбензона, положившего на­
чало подземной гидромеханике, И. Г. Есьмана, И. А. Чарного, 
В. И. Черникина, Р. И. Шищенко, В. С. Яблонского.

§ 2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Жидкими телами, или жидкостями, называют физические 
тела, легко изменяющие свою форму под действием самых не­
значительных сил. В отличие от твердых тел жидкости харак­
теризуются весьма большой подвижностью своих частиц и по­
этому обладают свойством текучести и способностью принимать 
форму сосуда, в которой они налиты.

Различают жидкости капельные и газообразные. Капель­
ные —  это жидкости, встречающиеся в природе и применяемые 
в технике: вода, нефть, бензин и т. д. Все капельные жидко­
сти оказывают большое сопротивление изменению объема и 
трудно поддаются сжатию. При изменении давления и темпе­
ратуры их объем изменяется весьма незначительно. Газообраз­
ные жидкости (газы) изменяют свой объем под влиянием ука­
занных факторов в значительной степени. В гидравлике обычно 
изучают капельные жидкости. В дальнейшем для краткости бу­
дем называть их просто жидкостями. Газообразные жидкости, 
их свойства и применение рассматриваются в термодинамике и 
аэромеханике.

Капельные жидкости практически не оказывают заметного 
сопротивления растягивающим усилиям. Силы сцепления, су­
ществующие между молекулами этих жидкостей, проявляются 
только на их поверхности в виде так называемых сил поверхно­
стного натяжения, где и обнаруживается известная сопротив­
ляемость жидкости разрыву. Эти объясняется, например, суще­
ствование тонкой пленки мыльного пузыря, образование капли, 
удерживаемой от падения и т. д. Силы сопротивления разрыву 
у  жидкости ничтожно малы. Так, для разрыва воды достаточна 
сила, примерно в десять миллионов раз меньшая силы, необхо­
димой для разрыва стали (ж елеза). П оэтому при решении

обычных задач гидравлики считают-, что растягивающие усилий 
в жидкости отсутствую т*.

Наряду с этим следует особо  подчеркнуть, что капельные 
жидкости оказывают существенное сопротивление сдвигающим 
силам, которое проявляется при движении жидкости в виде сил 
внутреннего трения. Правильный учет сил внутреннего трения 
при движении жидкости —  одна из основных задач гидравлики.

В гидравлике жидкость рассматривается как совокупность 
материальных точек (частиц) в ограниченном объеме. Размеры 
этих частиц принимаются бесконечно малыми, однако они йи- 
как не сопоставимы с размерами молекул во много раз мень­
ших, из которых в действительности состоит жидкость. Физиче* 
ски подобные частицы представляют собой  как бы некоторую 
достаточно большую их совокупность. При этом предполага­
ется, что жидкость заполняет рассматриваемый объем сплошь, 
без каких бы то ни было пустот и, таким образом, представляет 
собой  сплошную среду —  континуум.

Различают твердые поверхности, ограничивающие объем 
жидкости (например, стенки и дно сосудов, заключающих жид­
кость), и свободные поверхности, по которым жидкость грани­
чит с другими жидкостями или газами (например, поверхность 
соприкасания жидкости с воздухом в открытом со су д е ).

Силы, действующие на ограниченный объем жидкости, в гид­
равлике, как и в теоретической механике, принято делить на 
внутренние и внешние. Внутренние — это силы взаимодействия 
между отдельными частицами рассматриваемого объема жид­
кости. Внешние силы делятся на поверхностные, приложенные 
к поверхностям, ограничивающим объем жидкости (например, 
силы, действующие на свободную поверхность, силы реакции 
стенок и дна сосудов), и на массовые, или объемные, непре­
рывно распределенные по всему объему жидкости (например, 
силы тяжести, силы инерции).

В гидравлике как массовые, так и поверхностные силы 
обычно рассматривают в виде единичных сил: массовые силы 
относят к единице массы, а поверхностные —  к единице пло­
щади. Единичная массовая сила численно равна соответствую­
щему ускорению. Единичная поверхностная сила представляет 
собой напряжение этой силы и в общем случае раскладывается 
на составляющие: нормальное напряжение (его называют гид­
ромеханическим давлением) и напряжение касательное.

Для облегчения и упрощения ряда теоретических выводов и 
исследований в гидравлике иногда используют понятие идеаль­
ной, или совершенной, жидкости, обладающей абсолютной не­
сжимаемостью, полным отсутствием температурного расшире-

w » n ^ ? T*eTHM’ 0Днак0, чт0’ как показывают новейшие работы по физике 
прни ’ В 11екотоРЬ1х особых случаях и в жидкости ВОЗМОЖНО возникно- 
в т т я т » еСЬМа больших кратковременных растягивающих усилий (например,
в тщ ательно отфильтрованны х и дегазированны х ж и д к остя х ).

6 7



ния и не оказывающей сопротивления растягивающим и Сдвй" 
гающим усилиям. Конечно, идеальная жидкость жидкость 
фиктивная, не существующая в действительности. Все реальные 
жидкости в той или иной степени характеризуются всеми пе­
речисленными выше свойствами. Однако, как отмечено выше, 
сжимаемость, температурное расширение и сопротивление рас­
тяжению у реальных жидкостей ничтожно малы и обычно не 
учитываются. Таким образом, основной и, по существу, единст­
венной особенностей, отличающей реальную жидкость от иде­
альной, является наличие у первой сил сопротивления сдвигу, 
определяемых особым свойством жидкости — вязкостью. Ввиду 
этого реальную жидкость иногда называют вязкой, а идеаль­
ную —  невязкой.

Следует иметь в виду, что помимо общепринятого в гидрав­
лике понятия идеальной жидкости в гидромеханике используют 
также понятие идеальной сжимаемой жидкости. Сжимаемость, 
однако, проявляется и становится ощутимой лишь при весьма 
больших скоростях движения жидкости, близких к скорости 
звука. Поэтому в гидравлике, имеющей дело со скоростями, зна­
чительно меньшими, фактор сжимаемости обычно не учиты­
вают (исключение —  гидравлический удар) и оперируют поня­
тием идеальной несжимаемой жидкости, опуская слово «несжи­
маемая».

§ 3. ФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ЖИДКОСТЕЙ

Состояние и поведение встречающихся в природе в приме­
няемых в технике жидкостей находятся в непосредственной за­
висимости от их физических свойств. П оэтому первая задача, 
предшествующая изучению гидравлики,—  определение физиче­
ских свойств жидкостей, выявление факторов, влияющих на 
них, и установление единиц их измерения.

В настоящее время в СССР в качестве основной принята 
Международная система единиц (С И ). Основными в этой си­
стеме являются следующие единицы: длины —  метр (м ), вре­
мени—  секунда (с ) , массы —  килограмм (кг), термодинамиче­
ской температуры —  кельвин (К ) . В инженерной практике до 
сих пор известное применение находят единицы технической си­
стемы (М КГСС) и физической (С Г С ). Они пока используются 
в измерительных приборах, выпускаемых промышленностью, 
встречаются в изданных ранее нормативных и литературных ма­
териалах (справочниках, каталогах, монографиях).

Единицей с и л ы  в СИ служит сила, сообщающая массе 
в 1 кг ускорение, равное 1 м /с2; ее называют ньютоном 
(обозначают буквой Н ); 1 Н —к г -м /с 2.

Применяют также укрупненные единицы: килоньютон (кН) 
и меганьютон (М Н ); 1 к Н - Ы О 3 Н; 1 М Н = 1 -1 0 6 Н.

Для измерения г и д р о м е х а н и ч е с к о г о  д а в л е н и я  
( н а п р я ж е н и я ) ,  представляющего собой силу, отнесенную

к площади, принят ньютон на квадратный метр (Н /м2). Эту 
единицу давления называют паскалем (П а). Укрупненные еди­
ницы 1 • 103 Па и 1 • 106 Па называют соответственно килопаска­
лем (кПа) и мегапаскалем (М П а).

Единица давления, равная 1 • 105 Н /м2= 1 0 5 Па, носит назва­
ние бара (бар ).

Рассмотрим основные физические свойства жидкостей, с ко­
торыми приходится иметь дело при гидравлических расчетах.

П л о т н о с т ь .  Плотностью называют количество массы (т ) 
жидкости, содержащееся в единице объема (V) ;  ее обозначают 
греческой буквой р и определяют из отношения

р =  m/V. (11)
Единицей плотности является килограмм на кубический 

метр (кг/м3).
Плотности обычных капельных жидкостей (за исключением 

ртути) близки к плотности воды (табл. 1.1) и весьма слабо из­
меняются с изменением давления и температуры.

Т а б л и ц а  1.1
Плотность некоторых жидкостей

Жидкость
Темпе­

ратура t.
Плот­

ность р,
кг/м3

Жидкость
Темпе­

ратура t.
Плот­

ность р, 
кг/м3

Вода пресная 15 999 Ацетон 20 790
Вода морская 15 1 020 Древесный спирт 0 800
Ртуть 15 13 560 Алкоголь 15 790
Касторовое масло 15 970 Глицерин безвод­ 0 1260
Керосин 15 790—820 ный
Бензин 15 680— 780 Нефть 20 760—900
Бензол 0 900

Т а б л и ц а  1.2
Плотность воды при атмосферном давлении

Температура 
t. °С Плотность 

р. кг/м3
Температура 

t. °С
Плотность 
р, кг/м3

Температура 
t. °С

Плотность 
р, кг/м3

0 999,82 30 995,67 70 977,814 1000.00 40 992,24 80 971,8310 999,73 50 988,07 90 965,3420 998,23 60 983,24 100 958,38

С повышением температуры плотность жидкостей, как пра­
вило, уменьшается. Некоторым исключением из этого общего 

равила является вода при температуре от 0 до 4° С. В этом 
4?^еРва^е температур наибольшую плотность вода имеет при
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Для определения плотности нефтепродуктов при любой тем­
пературе и атмосферном давлении применяют формулу М енде­
леева:

Р1 =
P l5

1 +  Р, (Г  - 1 5 )
(1.2)

где р(, pis — плотность нефтепродуктов при температуре соот­
ветственно t и 15° С; Рг —  температурный коэффициент объем ­
ного расширения нефтепродукта (см. стр. 13).

Если ж идкость неоднородна, формула (1.1) позволяет найти 
лишь среднее значение плотности. Чтобы определить истинное 

ее значение в данной точке, необходимо рассмотреть 
бесконечно малый объем ж идкости AV и найти пре­
дел соответствую щ его отношения:

р — lim (1.3)

Иногда в гидравлике используют понятие относи­
тельной плотности —  безразмерного числа, представля­
ющ его собой  отношение плотности данной ж идкости к 
наибольшей плотности дистиллированной воды, взятой 
при 4°С.

Плотность ж идкости определяют различными сп осо­
бами. В производственных условиях плотность обычно 
измеряют специальным прибором, называемым арео­
метром (рис. 1.1). Ареометр представляет собой  удли- 

Рис. 1.1 ненный пустотелый стеклянный цилиндр. Он градуиро­
ван и имеет две шкалы: ареометрическую шкалу А, 

показывающ ую плотность ж идкости, и термометрическую 
шкалу В, показывающ ую температуру ж идкости во время опыта. 
Для измерения плотности ареометр погруж ают в сосуд с иссле-' 
дуемой ж идкостью. Благодаря грузу, находящемуся в нижней 
его части (обычно ртуть или д р об ь ), ареометр плавает, сохраняя 
вертикальное положение. Деление на ареометрической шкале, до 
которого он погружается, показывает значение плотности (от ­
счет ведут по верхнему краю мениска ж идкости).

Сущ ествуют ареометры, показывающие плотность в услов­
ных градусах (например, в градусах Б ом е). В системные еди­
ницы эти градусы могут быть пересчитаны по специальным 
формулам.

Плотность ж идкости весьма просто определить также при 
помощи сообщ аю щ ихся сосудов.

Газообразные ж идкости по сравнению с капельными обл а­
дают значительно меньшей плотностью, которая подвержена 
большим изменениям в зависимости от давления и темпера­
туры.

Для совершенных (идеальных) газов, подчиняющихся зако­
н а м  Б о й л я — М ариотта и Гей-Люссака, сущ ествует следующая 
з а в и с и м о с т ь  между давлением р, плотностью р и температу­
рой t\

p/p =  Rt, (U >
известная под названием уравнения состояния совершенных га­
зов. Здесь R —  удельная газовая постоянная, она равна работе 
расширения 1 кг газа при его нагревании на 1 К при постоян­
ном давлении. И змеряется газовая постоянная в дж оулях на 
килограмм и кельвин [Д ж /(к г  • К.) ]•

Плотность (при t =  0°С , р =  101 325 Па) и газовая постоян­
ная для некоторых газов приведены в табл. 1.3.

Т а б л и ц а  1.3 

Плотность и газовая постоянная некоторых газов

Г аз р, кг/м3 R,
Дж/(кг-К) Газ р, кг/м3 R.

Дж/(кг-К)

Воздух
Кислород
Азот
Водород
Углекислота

1,293
1,429
1,251
0,090
1,977

287,0
259.8
296.8 

4124,0
188.9

Аргон
Гелий
Метан
Этилен
Аммиак

1,783
0,179
0,717
1,251
0,771

208,2
2078,0

518,8
296,6
488,3

Реальные газы не подчиняются уравнению состояния (1 .4). 
Отклонения их свойств от этого уравнения возрастаю т с повы­
шением давления и понижением температуры и при больших 
давлениях учитываются введением поправочных коэффициентов 
сжимаемости, устанавливаемых опытным путем.

У д е л ь н ы й  в е с .  Удельным (или объемным) весом ж идко­
сти (удельной силой тяж ести) у называют вес G единицы ее 
объема V:

y =  GIV. (1.5)

Удельный вес и плотность ж идкости связаны между собой 
весьма важной зависимостью, которую широко используют при 
гидравлических расчетах. Умножив обе части выражения (1.1) 
на g, получим:

Рg  =  m g lV = * G I V .

Но так как G/V есть удельный вес у, то, очевидно,
Y =  Pg- (1.6)

^Следует подчеркнуть, что удельный вес не является величи­
ной постоянной (справочной), так как он зависит от ускорения 
силы тяжести, изменяющегося в зависимости от места измере-
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ния. Но при решении ряда гидравлических задач использование 
удельного веса оказывается весьма удобным и целесообразным. 
В таких случаях его рекомендуется определять по уравнению
(1.6), умножая плотность жидкости р (постоянная величина) 
на ускорение силы тяжести g  в пункте измерения.

Отметим также, что в обычных условиях изменение g  не­
значительно, поэтому им часто пренебрегают, принимая g =  
=  9,81 м /с2= const, и используют при расчетах среднее значение 
удельного веса, соответствующ ее этому ускорению.

Изменение удельного веса капельных жидкостей в зависимо­
сти от температуры тождественно изменению их плотности: 
с  повышением температуры удельный вес уменьшается (за ис­
ключением воды, у которой наибольший удельный вес при / =  
=  4° С ). Удельный вес нефтепродуктов (при атмосферном дав­
лении) можно пересчитать на любую температуру по формуле, 
аналогичной (1 .2).

У д е л ь н ы й  о б ъ е м .  Объем жидкости V, занимаемый еди­
ницей массы т, называют удельным и обозначают v :

v =  Vlm. (1-7)

Удельный объем есть величина, обратная плотности:
v =  1/р.

Следовательно, единицей его измерения является кубический 
метр на килограмм (м3/к г).

С ж и м а е м о с т ь  жидкостей характеризуется коэффициен­
том сжимаемости (или объемного сжатия) р^, представляю­
щим относительное изменение объема AV жидкости на единицу 
изменения давления Др.

Г " 5 Г -  (18)
Знак минус здесь означает, что положительному приращению ( 

(т. е. увеличению) давления р соответствует отрицательное при­
ращение (уменьшение) объема V.

Коэффициент сжимаемости измеряется в квадратных метрах 
на ньютон (м2/Н ), т. е. обратен единице гидромеханического 
давления.

Т а б л и ц а  1.4 
Коэффициент сжимаемости некоторых жидкостей

Жидкость ру .:о>°, Па-1 Жидкость Э у  10'°, Па-1

Вода 4,75 Ртуть 0,30
Нефть 7,40 Бензин 9,20
Эфир 11,00 Глицерин 2,50

Величина, обратная коэффициенту сжимаемости (1 /Р у), на­
з ы в а е т ся  модулем объемной упругости жидкости и обозначается 
символом К. Единицей измерения модуля объемной упругости 
является ньютон на квадратный метр (Н /м 2). Модуль объемной 
упругости, как и коэффициент сжимаемости, непостоянен. Он 
изменяется в зависимости от давления и температуры. Средние 
значения коэффициента сжимаемости некоторых жидкостей при 
давлениях до 5 0 00 -104 Па приведены в табл. 1.4.

Значения модуля объемной упругости К  для воды в зависи­
мости от давления и температуры приведены в табл. 1.5.

Для нефтепродуктов модуль объемной упругости в среднем 
можно принимать равным 1,35 • 109 Па, для глинистых раство­
р о в —  2,5 • 109 Па.

Т а  б л и ц а 1.5
Модуль объемной упругости К  для воды 

(10» Па1)

Темпе­
ратура,

Давление, МПа

0.5 1 2 4 8

0 1,89 1,90 1,92 1,95 1,98
5 1,93 1,95 1,97 2,01 2,07

10 1,95 1,97 2,01 2,05 2,12
15 1,97 2,00 2,03 2,09 2,17
20 1,98 2,02 2,06 2,12 2,22

Как уже отмечалось, 
из-за малой сжимаемости 
капельных жидкостей и 
ничтожного ее влияния 
на рассматриваемые в 
гидравлике явления при 
расчетах сжимаемостью 
жидкостей обычно прене­
брегают и считают их 
практически несжимае­
мыми за исключением 
отдельных случаев (на­
пример, гидравлический 
удар), которые всегда 
особо оговаривают.

Т е м п е р а т у р н о е  р а с ш и р е н и е .  Изменение объема 
жидкости в зависимости от температуры (температурное рас­
ширение) характеризуется температурным коэффициентом объ ­
емного расширения р(, выражающим относительное изменение 
объема жидкости (АУ) при повышении ее температуры (Д^)

(..9 ,

Здесь V —  первоначальный объем жидкости.
Единицей температурного коэффициента объемного расши­

рения является кельвин в минус первой степени (К -1 ) или гра­
дус Цельсия в минус первой степени (°С-1 ) .

1емпературный коэффициент объемного расширения для не­
сжимаемых жидкостей ничтожно мал (например, для воды при 
температуре от 0 до 10° С и давлении 0,1 М Па pt =  0,000014 °С -').

Средние значения pt для нефтепродуктов при f= 1 5 °C
Р. кг/м» ($,, °с—1 р, кг/мз 3(, о с -1

700 0,00082
800 0,00077
850 0,00072

900
920

рг 
0,00064 
0,00060
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При обычных гидравлических расчетах температурное рас­
ширение жидкостей, как правило, не учитывают.

Д а в л е н и е м  н а с ы щ е н н ы х  п а р о в  жидкости, или упру­
гостью паров, называют давление, при котором пары жидкости 
находятся в равновесии с жидкостью и число молекул, перехо­
дящих из жидкости в пар, равно числу молекул, совершающих 
обратный переход.

Давление насыщенных паров различных жидкостей в значи­
тельной степени зависит от температуры и, как правило, увели­
чивается с ее повышением (табл. 1.6).

Т а б л и ц а  1.6
Давление насыщенных паров (Па)

Жидкость

Температура жидкости t, °С

0 5 10 20 30 40

Вода
Легкая нефть 
Бензин
Глинистый рас­
твор

613
3430
6468

872 1225

7938
1764

П|

2 332 
7 840

10 682
3 136

р о  д о  л ж

4 214

16 562
5 390

: е н и е т

7 350 
13 720 
22 538

8 320

а б л. 1.6

ЖИДКОСТЬ

Температура жидкости t, °С

50 60 70 80 90 100

Вода
Легкая нефть 
Бензин
Глинистый рас­
твор

12 348

31 948
13 720

19 894 
37 240

31 164 47 334 
85 260

70 070 101 325

Давление насыщенных паров можно определить так же как 
давление, соответствующ ее точке кипения жидкости при дан­
ной температуре. Поэтому, например, если жидкость находится 
в каком-либо сосуде (резервуар, трубопровод), абсолютное дав­
ление рабе в котором равно давлению насыщенных паров р„. п 
(/>абс=Р н . п ) , жидкость будет кипеть, а сосуд заполняться ее 
парами.

П о в е р х н о с т н о е  н а т я ж е н и е  ( к а п и л л я р н о с т ь ) .  
Это свойство жидкости обусловлено силами взаимного притя­
жения, возникающими между частицами поверхностного слоя и 
вызывающими напряженное его состояние. Под действием ука­
занных сил поверхность жидкости оказывается как бы покры­
14

Вода
Спирт
Бензол

той павном ерно натянутой тонкой пленкой, которая стремится 
ппияать объему жидкости форму с наименьшей поверхностью.

Силы поверхностного натяжения оказывают на жидкость до­
полнительное давление, нормальное к ее поверхности Это дав­
ление измеряется в ньютонах на квадратный метр (Н /м2) и мо- 
ж еть быть определено по формуле Лапласа:

р =  <т[1/г1 +  1/га], (1Л0>
где а — коэффициент поверхностного натяжения; п  и г2 —  ра­
диусы кривизны кривых, получаемых при пересечении поверх­
ности жидкости любыми двумя взаимно перпендикулярными 
плоскостями, проведенными через нормаль к этой поверхности 
в какой-либо точке. Средние значения а (Н /м ) для некоторых 
жидкостей на границе раздела с воздухом следующие.

.................  0,073 Нефть ..........................£025

.................  0,0225 j Глицерин ......................0,065

.................  0,029 Р т у т ь .............................. 0,490

Обычно с повышением температуры поверхностное натяже­
ние жидкостей уменьшается.

Особенно сильно поверхностное натяжение проявляется 
в трубках весьма малого диаметра (капиллярных), где благо­
даря' действию дополнительного давления, вызываемого этим 
натяжением, положение поверхности жидкости изменяется по 
сравнению с нормальным ее уровнем (капиллярность).

Для капиллярных трубок формула (1.10) принимает вид 
р =  2а/г, (1-11)

где г —  радиус трубки.
Возможны два случая изменения уровня: поднятие, если 

жидкость смачивает стенки (например, вода), и опускание, если 
жидкость не смачивает стенки (ртуть).

Для воды при /= 2 0 °  С высота капиллярного поднятия 
(в миллиметрах) в стеклянной трубке определяется формулой 

h =  29,8/d,

где d — внутренний диаметр трубки.
Для ртути при тех же условиях опускание уровня (в мм) 
h =  10,15/d.

Силы поверхностного натяжения приходится учитывать при 
исследовании таких гидравлических явлений, как, например, 
движение жидкости в капиллярных трубках измерительных при­
боров, где явление капиллярности может значительно исказить 
результаты измерений, при решении отдельных задач подземной 
фильтрации жидкости и т. п. При обычных гидравлических рас- 

влияиием этих сил из-за их незначительности, как пра­
вило, пренебрегают.



жидкостей зависимость вязкости от температуры различна. Для 
воды она имеет вид

_____________0,0178__________
V _  1 +  0 ,0 3 3 7 /+  0,00022 ’ 

где v — кинематическая вязкость в Ст; t — температура, °С. Вы­
численные по этой формуле значения вязкости воды при различ­
ной температуре приведены в табл. 1.7. Средние значения вяз­
кости для некоторых жидкостей приведены в табл. 1.8, а для 
нефтей различных месторождений Советского Союза — 
в табл. 1.9.

Т а б л и ц а  1.7
Кинематическая вязкость воды

t. °с V-10S м2/с t, °е V-10S м'/о t. °с V-10*. м2/с

0 0,0178 12 0,0124 30 0,0080
5 0,0152 15 0,0114 50 0,0055

10 0,0131 20 0,0101 100 0,0028

Т а б л и ц а  1.8 
Кинематическая вязкость некоторых жидкостей

Жидкость и °с v.lOS ms/ c Жидкость t, °с v-Ю*. м*/0

Бензин 18 0,0065 Ртуть 0 0,00125
Спирт винный 18 0,0133 Сталь жидкая 1550 0,00370
Керосин 18 0,0250 (0,3% С)
Глицерин 2 0 8,7000

Т а б л и ц а  1.S 
Кинематическая вязкость нефтей некоторых месторождений

Месторождение t, °С V-10*, м2/с Месторождение t, °С V-10*. М!/с

Ромашкинское, Т а- 20 0,0857 Осинское, Пермская 20 0,1532
тарская АССР (де­
вонская нефть)

область 
То же 50 0,0710

То же 50 0,0377 Малгобекское, Чече­
Туймазинское, Баш­ 20 0,0976 но-Ингушская

кирская АССР (де­
вонская нефть)

АССР: 
тяжелая нефть 20 1,2030

То же 50 0,0446 То же 50 0,1700
Мегионское, Тюмен­ 20 0,0760 легкая нефть 20 0,4080

ская область То же 50 0,0940
То же 50 0,0378
Хадыженское, Крас­ 20 0,0854

нодарский край
50 0,0364То же

О, roV /c
30

Зависимость вязкости от температуры для некоторых жидко­
стей изображена на рис. 1.3 и 1.4. Кривая на рис. 1.3 пока­
зывает значения кинематической вязкости машинного масла, 
а кривые на рис. 1.4 — значения динамической вязкости расти­
тельных масел (У — спермацетового; 2 —  оливкового; 3 — суреп­
ного). Как видно из приведенных 
данных, вязкость жидкости сильно 
зависит от температуры.

Вязкость различных сортов жидко­
сти одного названия, например, нефти, 
в зависимости от химического 
состава и молекулярного строения 
может иметь различные значения.

Температурная зависимость вяз­
кости нефти хорошо описывается 
формулой П. А. Филонова:

25

20

1

Д г

Z0 40 ВО 
t,°C

Рис. 1.3

v, =  v0e - “ , (1.16)
где v<, Vo — кинематическая вязкость 
нефти при температуре, соответ­
ственно, t и 0° С; е — основание на­
туральных логарифмов (е =  2,71); 
и — коэффициент, устанавливаемый 
по экспериментальным данным.

Для определения коэффициента 
и необходимо знать вязкость нефти
vi и v2 при температуре t\ и t2:

и _  In (Vi/V2) 
t i - h

Для вязких нефтей средние зна­
чения ы=0,05-=-0,1 на Г С . С увели­
чением вязкости значение и обычно 
увеличивается.

Подчеркнем, что при практиче­
ских расчетах к выбору значений 
вязкости следует подходить весьма 
осторожно. В каждом отдельном слу­
чае целесообразно основываться на 
Данных специальных лабораторных 
исследований.

Вязкость жидкостей, как показывают опыты, зависит также 
°т  давления. При возрастании давления она обычно увеличива­
ется. Исключением является вода, для которой при температуре 
До 32° С с повышением давления вязкость уменьшается. При 
Давлениях, встречающихся в практике (до 20 М П а), изменение 
вязкости жидкостей весьма мало и при обычных гидравличе­
ских расчетах не учитывается.

А 10 П ас

1,2 \\
1,0 Vi

\
\0,8 \

0,6

о,ь VVч \\

0,2
ч
г

0 20 40 60 sot,

Рис. 1.4



При турбулентном режиме для «гидравлически гладких» 
труб (закон сопротивления Блазиуса)

Я =  0,3165/Re0,25 =  Oa/Re0,25. (6.2)

При турбулентном режиме в автомодельной области «вполне 
шероховатых» труб (квадратичный закон сопротивления) коэф­
фициент К не зависит от числа Рейнольдса, поэтому показатель 
степени у Re здесь следует положить равным нулю. Если исхо­
дить, например, из формулы Шифринсона (4.88), будем иметь

I  =  0 ,U (V d )° '25 =  a3/Re° =  а3. (6.3)
Задача осложняется в случае турбулентного режима в до- 

квадратичной области смешанного трения, в которой Я одновре­
менно является функцией и числа Рейнольдса, и шероховатости 
стенок. Сохраняя и здесь для X принятую выше форму записи, 
приближенно, по В. Д. Белоусову, можно принять

я =  100.,27 lgkl!d -  0,627/Re0..23 =  а4/Ке0Л23 _ (g 4)

Формула (6.4) получена спрямлением кривой l g l = f ( l g  Re) 
в области смешанного трения на графике Никурадзе, т. е. ее 
заменой на этом участке прямой линией, начальная точка кото­
рой на границе с областью «гидравлически гладких» труб на­
ходится по формуле Блазиуса, а на границе с автомодельной 
областью — по формуле Шифринсона.

Таким образом, имеем общ ую зависимость

А, =  a/Re" =  avnfvndn, (6.5)

справедливую, как видим, для любых режимов движения жид­
кости. В ней коэффициент а и показатель степени п в зависи­
мости от характера режима имеют различные значения, опре­
деляемые из формул (6.1) —  (6.4).

Подставив это выражение в формулу (4.14), будем иметь:
. __ av" L v2

тр~  М 1 ~d~2g'

С учетом того, что 
v =  Q/(nd2/ 4),

получим следующее общее выражение для потерь напора на 
трение (формула Л. С. Л ейбензона):

^ nL= A(^ f L’ <6-6)
где

А =  12Г ПяП~2а. ; т — 2 — п; к =  Ъ -п .
Ч
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Значения коэффициента А и показателей степени т, п и k 
в формуле (6.6) для различных режимов движения жидкости 
йриведены в табл. 6.1.

Т а б л и ц а  6.1
Значения коэффициента А и показателей степени т, п и k 

в формуле (6.6)

Характер режима А, с*/м т п k

Ламинарный 4,15 1,00 1,00 4,00
Турбулентный, область 

«гидравлически гладких» 
труб (формула Блазиуса)

0,0246 1,75 0,25 4,75

Турбулентный, автомо­
дельная область, «вполне ше­
роховатые» трубы (квадра­
тичный закон сопротивления)

0,0826 \ или 
0,0091 (fei/d)0,25*

2,00 0 5,00

Турбулентный, область 
смешанного трения **

0,0804- Ю0'127 **./<*-0.627 1,877 0,123 4,877

* При X по формуле Шифринсона (4,88).
** При к на границе автомодельной области по формуле Шифринсона

Для определения расхода, если не учитывать местные по­
тери, из выражения (6.6) получим:

I  (Q =  =  В —  j / ^ 2 .  , (6.60V A\nL У L

где
В =  \lyrА ; r — k/m; p =  nlm.

Значения коэффициента В и показателей г и р в формуле 
(6.6') при различных режимах течения жидкости приведены 
в табл. 6.2.

Из общей формулы Лейбензона (6.6) путем несложных пре­
образований может быть получен ряд упрощенных зависимо­
стей, весьма удобных и целесообразных для выполнения прак­
тических расчетов.

Рассмотрим некоторые из этих зависимостей. При их выводе 
будем исходить из формулы (6.6) и обозначим в ней A/dk через 
Kd (коэффициент сечения), vn через Kv (вязкостный коэффи­
циент), Qm через Kq (расходный коэффициент). Получим сле­
дующую запись формулы для гидравлического уклона:

. i =  hn.J L  =  K dKyK Q- (6.7)
2Q1



Т а б л и ц а  6.2 
Значение коэффициента В и показателей степени г и р 

в формуле (6.6 ')

Характер режима в г р

Ламинарный 0,241 4 1
Турбулентный, область 

«гидравлически гладких» 
труб (формула Блазиуса)

8,340 2,71 0,143

Турбулентный, автомо­
дельная область, «вполне 
шероховатые» трубы (квадра­
тичный закон сопротивления)

3,478 \~ 0'5, или * 10,476 ( ^ / d ) - 0,125 2,50 0

Турбулентный, область 
смешанного трения **

(0,0804-10°-127'8 Vd-o.627)-0.533 2,60 0,065

* При X по формуле Шифринсона (4.88).
** При Я на границе автомодельной области по формуле Шифринсона.

Л а м и н а р н ы й  р е ж и м .  Для этого случая (см. табл. 6.1) 
= 4; п =  1; т =  1, следовательно,

(6 .8)

где /Cd =  4,15/d4.
Т у р б у л е н т н ы й  р е ж и м .  О б л а с т ь  г и д р а в л и ч е ­

с к и  г л а д к и х  т р у б .  Здесь (в области применимости фор­
мулы Блазиуса, при Resg: 100 ООО)

i =  0,0146v°’25Q1,75/d4,75( (6.9)

т. е. /Cd =  0,0146/flf4'75; tfv = v 0-25; K q =  Q '’75.
А в т о м о д е л ь н а я  о б л а с т ь  (квадратичный закон со­

противления). Для этой области имеем Kd =  8‘K/n2gd5; /(V= v ° = l ;  
K q =  Q 2, и формула (6.7) принимает вид

i =  8X Q W g d 6.

Введем далее обозначение

У  л2gd6/8l  = К .  

Тогда получим

(6.10)

(6.П)

(6 .12)

У =  КЧ.
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(6.13)

Коэффициент К в формуле (6.13) называют модулем расхода. 
Если величину, обратную К2,

1//С2 =  81/n2gd5 (614)
обозначить через S (ее называют удельным сопротивлением 
трубопровода), то вместо формулы (6.13) можно записать

W =Q >S . ( б ’ 15)

Формула (6.13) очень проста, поэтому ее часто применяют 
для практических расчетов в области турбулентного режима 
при квадратичном законе сопротивления. Последний соответст­
вует движению жидкости при больших значениях числа Рей­
нольдса, что на практике происходит в водопроводах. Поэтому 
указанную формулу часто называют «водопроводной». При 
i=  1 из формулы (6.13) следует Q =  K, т. е. модуль расхода пред­
ставляет собой расход жидкости при уклоне, равном единице.

Д о к в а д р а т и ч н а я  о б л а с т ь  с м е ш а н н о г о  т р е н и я .  
Если при движении жидкости в трубопроводе имеет место тур­
булентный режим в доквадратичной области шероховатых труб 
(весьма часто встречающийся на практике случай), когда Я,= 
=  Де, R e), для расчета могут быть использованы установлен­
ные выше зависимости для квадратичного закона сопротивле­
ния с введением в них поправочного коэффициента р (на «не- 
квадратичность»).

По-прежнему будем исходить из основной формулы Дарси— 
Вейсбаха (4.14). Произведем в ней замену v =  4Q/nd2, умножим 
и разделим правую часть на ЯКв- Получим

ft™ A, 8Q2 „ (6 16)
Kb

где х  —  действительный коэффициент гидравлического сопро­
тивления трубопровода; Якв — коэффициент сопротивления того 
же трубопровода при квадратичном законе сопротивления.

Учитывая далее выражение (6.11) и обозначая АДкв через р 
(поправочный коэффициент на «неквадратичность»), вместо 
формулы (6.16) будем иметь общее соотношение:

t =  pQ2//C2, (6-17)
удобное для расчета трубопроводов в доквадратичной области 
турбулентного режима.

Чтобы определить поправочный коэффициент на «неквадра- 
тичность», воспользуемся известными формулами для коэффи­
циента гидравлического сопротивления, например формулой 
Альтшуля (4.85) для доквадратичной области шероховатых 
труб и формулой Шифринсона (4.88) для квадратичной обла­
сти турбулентного режима. При этом найдем

(6.18)о 0,11 (fet/d  +  68/Re)0-25 Л 68у \°'25

О .П  (V < * )0,25 \ v k i  )
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Основной смысл выполненных преобразований состоит в том, 
что входящие в полученные зависимости расчетные коэффи­
циенты, являющиеся функцией диаметра трубы, шероховатости 
стенок и вязкости жидкости, легко табулируются, т. е. могут 
быть заранее подсчитаны и сведены в таблицы. Подобные таб­
лицы имеются, например, в руководствах по гидравлике автора 
настоящей книги.

Подчеркнем, что в настоящее время широкое развитие вы­
числительной техники (применение ЭВМ и функциональных 
ручных компьютеров) позволяет легко и быстро производить 
все необходимые при гидравлическом расчете трубопроводов 
вычисления непосредственно по формуле Лейбензона.

§ 66. ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ ПРИ РАСЧЕТЕ 
И ПРОЕКТИРОВАНИИ ТРУБОПРОВОДОВ

В первоначальной и наиболее общей постановке задачи при 
проектировании трубопроводов обычно задаются расход жидко­
сти и положения начального и конечного пунктов трубопровода. 
В случае сложного трубопровода задача соответственно услож ­
няется. В результате проведения топографических изысканий и 
сопоставления отдельных вариантов на плане местности нано­
сят трассу и строят продольный профиль трубопровода. Таким 
образом, при гидравлическом расчете оказываются известными 
также длина трубопровода и все его высотные отметки. Опре­
делению подлежат диаметр трубопровода и напор в его началь­
ном сечении.

Рассматриваемая задача допускает множество решений, так 
как при прочих условиях диаметр одновременно определяет и 
потери напора: чем меньше диаметр, тем больше потери и, 
наоборот, чем больше диаметр, тем меньше потери. Поэтому 
при решении исходят из требований оптимальности и техниче­
ской целесообразности сооружения и эксплуатации трубопро­
вода.

При меньших диаметрах требуются значительно меньшие 
капитальные затраты на сооружение трубопровода, чем при 
больших. Стоимость труб, объем земляных работ и работ по 
укладке труб тем ниже, чем меньше диаметр. Однако уменьше­
ние диаметра трубопровода приводит к увеличению потерь на­
пора и, следовательно, к увеличению мощности насосов и дви­
гателей. Экономически наиболее выгодный диаметр должен со- 
ответство'вать наименьшей полной стоимости трубопровода, за­
висящей от капитальных затрат на сооружение и прокладку 
самого трубопровода, а также от расходов на сооружение на­
сосных станций и эксплуатационных расходов.

По В. С. Яблонскому, приближенно можно принять, что 
экономически наивыгоднейший диаметр обычно соответствует 
скорости течения жидкости 1 м/с, т. е. диаметру, определяемому

по формуле d9= \ ,\ i V Q, где при расходе жидкости Q выражен 
в кубических метрах в секунду, диаметр d3 — в метрах.

Для более точного определения экономически наивыгодней­
шего диаметра существует ряд методов, изучаемых в специаль­
ных курсах по проектированию и сооружению трубопроводов. 
В основе этих методов лежит следующий прием. Составляют вы­
ражение для полной годовой стоимости трубопровода, включая 
как капитальные затраты на его сооружение и прокладку, так 
и эксплуатационные расходы, выраженные в функции от диа­
метра трубопровода. Затем находят минимум этой функции, 
т. е. берут первую производную от стоимости по диаметру и 
приравнивают ее к нулю. Из получаемого таким образом урав­
нения определяют диаметр трубопро­
вода, соответствующий минимуму его 
полной стоимости.

Искомое значение диаметра мо­
жет быть определено также графиче­
ским способом. При этом по одной 
координатной оси (рис. 6.5), напри­
мер оси абсцисс, откладывают диа­
метры трубопроводов d, а по другой 
оси, ординат,—  соответствующие этим 
диаметрам стоимости 5  —  кайиталь- 
ные затраты (кривая 1) и эксплуата­
ционные расходы (кривая 2). Сумми­
рованием ординат этих кривых нахо­
дят полную стоимость трубопровода (кривая 3 ), имеющую ми­
нимум в некоторой точке а, которая определяет экономически 
наивыгоднейший диаметр d3.

Помимо основной задачи, рассмотренной в общей поста­
новке при гидравлическом расчете трубопроводов, могут встре­
титься следующие частные задачи:

1) определение перепада напора, необходимого для про­
пуска заданного расхода жидкости по данному трубопроводу;

2) определение расхода жидкости по данному трубопроводу 
при заданном перепаде напора;

3) определение необходимого диаметра трубопровода для 
пропуска данного расхода при известном перепаде напора.

Затруднения при решении некоторых задач могут встре­
титься в случае, если число Рейнольдса невелико, т. е. коэффи­
циент К зависит от Re. Последнее же становится известным 
лишь по окончании расчета.

Решения указанных задач рассматриваются ниже.
§ 67. РАСЧЕТ ПРОСТОГО ТРУБОПРОВОДА

Пусть (рис. 6.6) имеются два резервуара: питающий А и 
расходующий В с установившейся разностью уровней Az =  
=  zA __Zb, соединенные между собой простым трубопроводом

Рис. 6.5
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длиной L  и постоянным диаметром d  (в других случаях роль 
верхнего резервуара может выполнять насос, установленный 
в начале трубопровода и создающий там давление pgzA; ниж­
ний резервуар также может отсутствовать, и жидкость будет 
вытекать в атмосферу через отверстие в конце трубопровода) 

Пусть резервуары открыты и давление на свободной по­
верхности жидкости в них равно атмосферному. Средние скоро­

сти в сечениях на поверхности жид­
кости в резервуарах обозначим vA 
и vB.

Составим для указанных сече­
ний уравнение Бернулли

+  Рл/Рё +  v2Al2g  =  zB +  pB/pg +

+  о|/2^ +  2 ^ - в .
Пренебрегая в этом уравнении 

значениями скоростных напоров 
i&/2g и v2B/2g  вследствие их мало­
сти по сравнению с остальными ве­
личинами, а также учитывая, что 
Р а=Р в, получаем Д Я = А г= 2 Л А-в. 

Полная потеря напора определяется как сумма потерь на 
трение по длине трубопровода hTp=h(L/d) (v2/2g) и местных 
потерь* й„.п =  2 ^ 2/2 g- ДЯ=£с„ста2/2£, где &Ист =  U /d + Z £ , 
как уже указывалось, называют коэффициентом сопротивления 
трубопровода (системы).

Из последнего уравнения по заданному АН  легко опреде­
лить скорость и расход жидкости:

v =  - V lg A H  , (6.19)
V ?сист

) =  f v = f
У  £сист

V~2gAH . (6.20)

При большой длине трубопровода, когда местными потерями 
по сравнению с потерями на трение по длине можно пренебречь, 
расход определяется непосредственно по формуле Лейбензона
(6.6). В частном случае квадратичного закона сопротивления 
его можно найти также из более простого выражения (6.13):

Q =  K V i  = К У л Ш - (6.21)

Указанные уравнения позволяют определить также ди ам етр  
трубопровода (в том случае, когда перепад напора, длина тру­
бопровода, расход жидкости и ее вязкость известны). Н а и б ол ее  
просто эта задача решается при квадратичном законе со п р о -

* Их можно также учесть введением эквивалентных длин.
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вления — из формулы (6.21) находят модуль расхода и по 
соответствующим таблицам устанавливают стандартный диа­
метр трубопровода, отвечающий ближайшему (к полученному 
расчетом) большему значению этого модуля. В такой поста­
новке, однако, задача о гидравлическом расчете трубопровода 
встречается сравнительно редко, так как обычно диаметр трубы 
выбирают исходя из технико-экономических соображений.

Если трубопровод состоит из участков 1, 2, 3, п различ­
ной длины Li, L2, . . . ,  Ln и разного диаметра du d2, . . . ,  dn, по­
следовательно соединенных между собой (рис. 6.7), задача ре­
шается аналогично предыдущей.

При таком последовательном соединении полная^потеря на­
пора на всем протяжении трубопровода от начальной его точки 
А до конечной В определяется как 
сумма потерь на отдельных участ­
ках

АН =  Az =  2  Ьл-в йтр1 Ч- ̂ тра +
+  . . . + А т р п  +  ^М П1 +  Лм . П2 +

+  • • • +Л„. п „ (6.22)
и может быть выражена через ко­
эффициент сопротивлёния системы 
следующим образом:

AH =  ^ crvi/2g, (6.22') рис. 6.7

т

Ltdt Lzd,г l 3d3
_ _ _ _ _

f  rfle — скорость в каком-нибудь произвольно выбираемом се­
чении трубопровода, а коэффициент сопротивления системы

и , - ^ + * > ^ ( ^ )  +  - - - ч А ^ ( ^ ) Ч ь + Ц ^ )  +

(6.23)+

Если не учитывать местные потери и по-прежнему исходить 
из общей формулы Лейбензона (6.6), уравнение (6.22) можно 
представить в следующем виде*:

Qmv„QI”vn Q£V
АН =  Л i — -— Lx +  Л2 — —

4  4
•La+  . . . + A r

откуда, принимая во внимание, что в простом трубопроводе 
Qi — Q2= Q n  =  Q,  находим:

( A tLx

\ *

Здесь, как и далее, предполагается, что на всех участках трубопровода 
один и тот же режим движения жидкости. Правильность этого предположе­
ния в дальнейшем должна быть проверена — для всех участков должны быть 
Определены числа Рейнольдса и полученные результаты уточнены.
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и легко определяем искомый расход жидкости

Q  = (6.24)

В случае квадратичного закона сопротивления, выполнив 
аналогичные преобразования, получим:

\ / Г L, /  К\ +  12
АН

/ К \ +  . . . + L n /K*  ' (6.25)

§ 68. СЛОЖНЫЕ ТРУБОПРОВОДЫ

Ж . ~7с

Расчет сложных трубопроводов обычно изучается в специ­
альных курсах. Поэтому здесь рассматриваются только про­
стейшие примеры сложных трубопроводов и приводятся основы 

их гидравлического расчета. Мест- 
I ные сопротивления при этом, как и

ранее, не принимаются во внима­
ние или могут быть учтены введе­
нием эквивалентных длин.

Рассмотрим параллельное со­
единение трубопроводов (рис. 6 .8 ). 
В этом случае магистральный тру- 

) бопровод в некоторой точке В раз-
^ ^ ветвляется на несколько парал-

Рис 6 g лельных линий 2, 3 ,4 ,  . . . ,  сходя­
щихся затем вместе в одной общей 
точке магистрали С.

Пусть длины и диаметры отдельных участков подобного 
трубопровода, в том числе параллельно включенных линий, бу­
дут L U . . . ,  LS и du . . . ,  d5. Расходы соответственно обозначим: 
в магистрали Qi =  Q5= Q , в параллельных линиях — Q2, Q3, Q4-

Для параллельных трубопроводов всегда можно составить 
систему уравнений, число которых равно числу п а р а л л ел ьн ы х  
линий. Так, для расхода в магистрали можно записать

Q =  Qa +  Qs +  Q4- (6- 26)
Имея в виду, что значения напора в точках разветвления В 

и С одинаковы для всех параллельно включенных линий, при­
ходим к выводу, что потери напора в них должны быть оди­
наковы, независимо от того, для какой линии их подсчитывают.

Таким образом,
Лтра =  Атрв =  ̂ тр4 (6.27)

или в общем случае

Q1=  л .1Л1 
d

■ L3 =  А (6.28)

Решая совместно уравнения (6.26) и (6.28), можно найти 
искомые расходы. Из уравнения (6.28) имеем

Ш  ( \11т л л /  A2L A \ 1,m
q 3 = q 2 Н - 4 - : •\ л 4l A )

Подставив затем эти значения в уравнение (6.26), получим:

, _ - й + й Ш Г + й Ш Г  (6.29)
’ ЛМ )

откуда находим 

Qa =
i + / a^ Y "

\ a 3l 3 \
+

(6.30)

А

Аналогично определяем остальные расходы.
Изображенный на рис. 6.8 трубопровод представляет собой 

последовательное соединение отдельных участков: участка ма­
гистрали 1, участка включенных 
в магистраль параллельных линий 
2, 3, 4 и участка магистрали 5.
Полная потеря напора в этом слу­
чае определяется так же, как при 
обычном последовательном соеди­
нении, т. е. как сумма потерь на 
отдельных участках. При этом не­
обходимо иметь в виду, что потери 
напора в параллельных линиях не 
складываются и в уравнение потерь 
вследствие равенства (6.27) вводится только потеря в одной 
из этих линий, безразлично в какой, например в линии 2. По­
этому

1 V

Рис. 6.9

-О

А Н =  Az =  2  ̂ тр =  ̂ тр1 +  ̂ тр2 +  ̂ трб> (6.31)

или
0mvn ^ f ;£- Q«vn Ofvrt

А г=  А г— —— Lx +  j42— —  1-2-\-Аь— —  ^5- 
df 4 4
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Изложенное позволяет наметить схемы гидравлического рас­
чета и для других видов сложных трубопроводов.

Для простейшего разветвленного трубопровода (рис. 6.9), 
в котором участки 1 и 2 (также /  и 3 ) соединены между собой 
Последовательно, а участки 2 и 3 включены параллельно и 
Истечение жидкости в точках С и D, расположенных в одной
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горизонтальной плоскости, происходит в атмосферу, по анало­
гии с предыдущим имеем *:

Q {V  Q«v"
АН =  Z =  2  ^тр =  ^тр1 “Ь ̂ тр2 =  &1 ---- -— L i  +  Л2 ----- i-2

или

4
Qmvn

АН =  z = ’2 lhTV =  hTVl +  hTp3=  А г — —  Lj +  Лз
df 4

L3.

Причем вследствие того, что
ЛТр2 =  ЛтрЗ,

L» — As ■ La.

.̂Ч̂ Ч'̂ 'чЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧ'-'

Рис. 6.10

система уравнений получает вид:
0 !”vn

zA— zc =  hTPl +  hTV2=  A i-

Кроме того, Qi =  Q2 +  Q3- 
Если точки С и D рас­

положены в разных гори­
зонтальных плоскостях 
(рис. 6.10) с различными 
высотами концевых сечений 
(или различными давлени­
ями в них), аналогичная

0т\п 
^  +  A 2-^ — L2 ;

Qmvri Qmvn
ZA— Z/J =  /lTp1 +  ATp3 =  Л г ---- --—  ^-1 +  A s ----- ;—  L8 ,

откуда 

zc +  A
Q fv "

L2 =  zD-\- A s

4

Qfv"

4
L3.

4
Имеем также

Qi =  Q2 +  Qs и (zA- z B) - h B =  hTn =  A 1 {Q?vn/dki)L 1,

где hB — пьезометрический напор, соответствующий давлению 
в точке В, определяемый из выражения

Q fv "
hB =  Кр2 +  (zc — гв) =  А 2 — —  L2 -f- (zc — zB)

4

* Здесь, как и ранее, индексы 1, 2, 3 указывают номера участков трубо­
провода.
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I

h-в — т̂рз +  (zd — zB) =  А <
Q«vn

^3 +  (ZD —  Zb )-

Как видим, в данном случае число расчетных уравнений 
на единицу превышает число параллельно включенных участков 
(ветвей) трубопровода. Совместное решение этих уравнений поз­
воляет найти искомые расходы Q2, Q3 и Qb

Кольцевые трубопроводы рассчитывают принципиально по 
такой же схеме, что и при параллельном соединении. Так, 
в случае параллельного соединения, когда 
расходный пункт С питается с двух сторон 
(рис. 6.11), как и ранее, имеем

=  2  ̂ тр =  т̂р1 “Ь^трг =  т̂р1 “Ь^трз!

1  ^ т п й  = =

г а2

у а.

! =  Qi =  Q2 +  Qa- Рис. 6.11

1 с
в

D

1 *
Рис. 6.12

Задача усложняется, если в трубопроводе имеется несколько 
расходных пунктов, например, в простейшем случае кольцевого 
трубопровода, изображенного на рис. 6.12. При этом задаются 
значениями расходов Q2, Q3 и Q4 и направлением движения 
жидкости в отдельных участках 2, 3, 4 кольца и вычисляют 
потери напора от общей точки разветвления В до расходных 

пунктов С и D. Если в первом предпо- 
? ложении принять, например, что точка С

питается только с одной стороны, а точ- 
3 ка D  — с двух, то, как это следует из 
Qj свойств параллельного соединения, необ­

ходимо, чтобы потеря напора на уча­
стке, 4 равнялась сумме потерь на уча­
стках 2  и 3.' fiTp4 = hTp2 h Tp3.

Расчет производят до тех.пор, пока 
путем изменения значений расхода и на­

правления движения жидкости не будет достигнуто указанное 
равенство потерь.

На практике кольцевые трубопроводы (их обычно называют 
кольцевыми сетями) — весьма сложные трубопроводные си­
стемы, состоящие из нескольких (иногда многих) трубопровод­
ных колец, по которым в различные расходные пункты (узлы) 
подаются разные расходы.

Большим достоинством подобных сетей является возмож­
ность в случае необходимости (авария, ремонт) выключать от­
дельные участки сети без нарушения подачи жидкости в осталь­
ную ее часть.
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горизонтальной плоскости, происходит в атмосферу, по анало­
гии с предыдущим имеем*:

O fv "  QS*vn „
АН  =  z =  2  т̂р =  ^тр! +  К п  =  A i — т—

Q?V*
А Я =  г =  2Л тР =  Лтр1 +  /гтРз =  Li +  Л з -^ г -  L ,.

d? d*

Причем вследствие того, что 
ЛТр2 =  ЛтрЗ)

d*
■ La .

Рис. 6.10

система уравнений получает вид:
gmvn

Кроме того, Qi =  Q2 +  Q3- 
Если точки С и D  рас­

положены в разных гори­
зонтальных плоскостях 
(рис. 6.10) с различными 
высотами концевых сечений 
(или различными давлени­
ями в них), аналогичная

Za  Zq  — ^тР1 “Ь ̂ тр2 — A i -
От\п

k L x +  A z - l — L ,- ,
df 4

Q fv " Q fv "
ZA—  zO = /1tp1 +  ̂ tpS==-^1----1— ^1 +  ̂ 3"— —  L3,

откуда 

zc +  ^ 2
04}\n
— -— L2 =  zD +  A 3

4
Имеем также

Q i=  Q2 ”bQs и (z/ i — zb ) — h B =  ЛТР1 =  Ai (Q fW d f) Llt

где hB —  пьезометрический напор, соответствующий давлению 
в точке В, определяемый из выражения

Q fv n
hB =  Кр2 +  (zc — zb) =  А а — —  L2 - f  (zc — zB)

4

* Здесь, как и ранее, индексы 1, 2, 3 указывают номера участков трубо­
провода.
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— Лтрз +  (zD — zB) =  А<
o g v

4
U  +  (zp— zB).

Как видим, в данном случае число расчетных уравнений 
на единицу превышает число параллельно включенных участков 
(ветвей) трубопровода. Совместное решение этих уравнений поз­
воляет найти искомые расходы Q2, Q3 и Q b

Кольцевые трубопроводы рассчитывают принципиально по 
такой же схеме, что и при параллельном соединении. Так, 
в случае параллельного соединения, когда 
расходный пункт С питается с двух сторон 
(рис. 6.11), как и ранее, имеем

2  ̂ тр =  т̂рХ “Ь ̂ тр2 ~  ̂ тР1 “Ь ̂ трЗ)
h T Р2 =  Лхрз;

Q =  Qi =  Qt +  Qs-

J И*

Рис. 6.11

2?

к

Задача усложняется, если в трубопроводе имеется несколько 
расходны х пунктов, например, в простейшем случае кольцевого 
трубопровода, изображенного на рис. 6.12. При этом задаются 
значениями расходов Q2, Q3 и Q4 и направлением движения 
жидкости в отдельных участках 2, 3, 4 кольца и вычисляют 
потери напора от общей точки разветвления В до расходных 

пунктов С и D. Если в первом предпо- 
. 1^2 ложении принять, например, что точка С

питается только с одной стороны, а точ- 
3 ка D  —  с двух, то, как это следует из 
Qj свойств параллельного соединения, необ­

ходимо, чтобы потеря напора на уча­
стке. 4 равнялась сумме потерь на уча­
стках 2 И 3'. /1тр4 =  ^тР2 “1“ ̂ трЗ*

Расчет производят до тех пор, пока 
путем изменения значений расхода и на­

правления движения жидкости не будет достигнуто указанное 
равенство потерь.

На практике кольцевые трубопроводы (их обычно называют 
кольцевыми сетями) — весьма сложные трубопроводные си­
стемы, состоящие из нескольких (иногда многих) трубопровод­
ных колец, по которым в различные расходные пункты (узлы) 
подаются разные расходы.

Большим достоинством подобных сетей является возмож­
ность в случае необходимости (авария, ремонт) выключать от­
дельные участки сети без нарушения подачи жидкости в осталь­
ную ее часть.

Рис. 6.12
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Сложные кольцевые сети рассчитывают путем последова­
тельных приближений на основе изложенных выше принципов, 
сводящихся к выполнению двух основных условий:

1) баланса расходов, т. е. равенства притока и оттока жид­
кости (с учетом отбора) в каждом узле

2 Q  =  0; (6.32)

2) баланса потерь напора, заключающегося в равенстве 
нулю алгебраической суммы потерь напора для каж дого кольца

2 Л хр =  о. (6.32')

Рис. 6.13

Рассмотрим также приближенное решение задачи об опре­
делении потерь напора в трубопроводе, на участке АВ  кото­
рого имеется непрерывный путевой расход (рис. 6.13). Длину 
этого участка обозначим L, проходящий по нему транзитный

расход —  Qт, путевой расход — 
Qn. При этом примем, что Qn 
по всей длине L распределя­
ется равномерно, т. е. на еди­
нице длины участка АВ

q ~ Q j L .
Расход в некотором произ­

вольном сечении этого уча­
стка С, расположенном на расстоянии х  от начального сече­
ния А, будет меньше расхода в сечении А, равного QT +  Qn, на 
величину отбора на длине х — qx  и составит

Qx = (Qt+ Qn) — Qnxl L .
Ограничимся случаем, когда движение жидкости происхо­

дит в квадратичной области турбулентного режима. Тогда для 
потери напора на трение на элементарном участке трубопро­
вода длиной dx  у сечения С получим

. .  в ;  ( « , + « „ - < г п« / 1 . ) г л  
---------------- -

Интегрируя затем это выражение в пределах от 0 до L, по­
лучаем расчетную формулу для определения потери напора на 
всем участке трубопровода длиной L при непрерывном путевом 
расходе:

к  =  j- (QT +  Qn — Qnx lL fdx_ =  J _  j  |-(Qt +  Qn)2 _

О о

__2 (QT +  Qn) Qn* | Qn*2 j  дх

или окончательно 

I /tTP =  ^ ( Q 2T + Q TQ n + Q 2n/3).

В частном случае, когда на участке L отбирается весь рас­
ход, т. е. транзитный расход QT =  0, потеря напора

h
* *  3 к ч
Это выражение известно под названием формулы Дюпюи. 

Из него следует, что потери напора в трубопроводе при непре­
рывном путевом расходе оказываются в 3 раза меньше той по­
тери напора, которая была бы в отсутствие путевой раздачи и 
при таком же расходе, полностью сосредоточенном в конце тру­
бопровода.
I Аналогичная зависимость может быть получена и для лами­
нарного режима. В этом случае потеря напора при непрерыв­
ном путевом расходе будет в 2 раза меньше, чем при равном 
ему расходе, сосредоточенном в конце трубопровода.

§ 69. ГИДРАВЛИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТРУБОПРОВОДОВ

При гидравлическом расчете трубопроводов весьма широко 
чнспользуют графические методы расчета. Применение графиче­
ских методов значительно облегчает и упрощ ает решение неко­
торых сложных задач, а в отдельных случаях (например, при 
исследовании совместной работы нескольких центробежных на­
сосов на один общий трубопровод) является практически един­
ственно возможным приемом, позволяющим получить искомое 
решение.
р . Предположим, что в простейшем случае имеется трубопро­
вод диаметром d и длиной L и по нему перекачивается жид­
кость, кинематическая вязкость v которой (при заданной тем­
пературе перекачки) известна. Для определения потери напора 
в этом трубопроводе будем исходить из обобщ енной формулы 
Лейбензона (6 .6). В § 65 было установлено, что входящие 
в эту формулу коэффициент А и показатели степени т, п и 
k зависят от режимов движения жидкости в трубопроводе, уста­
навливаемых по значениям числа Рейнольдса. В условиях рас­
сматриваемой задачи ( d = const; L = const; v =  const) Re полно­
стью определяется подаваемым по трубопроводу расходом.

Таким образом, можно считать, что потеря напора в данном 
трубопроводе представляет собой функцию только расхода ж ид­
кости Д # = f ( Q ) .

Изобразим эту зависимость графически. Для этого, произ­
вольно задаваясь рядом значений Q, вычислим соответствую­
щие им значения напора АН  и отложим (в масш табе) по оси 
абсцисс значения Q, а по оси ординат —  вычисленные значе-
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ния А # . Соединив полученные точки плавной линией, построим 
кривую (рис. 6.14) изменения потери напора в трубопроводе 
в зависимости от пропускаемого расхода. Эта кривая называ­
ется характеристической кривой, или гидравлической характе­
ристикой трубопровода.

В общем случае характеристическая кривая трубопровода 
состоит из отдельных участков разной формы — некоторого не­

большого прямолинейного участка для 
ламинарного режима (при малых Q) и 
параболической кривой для турбулент­
ного режима (в области больших Q ), 
в свою очередь состоящей из участков 
различной крутизны (т. е. парабол с раз­
личными показателями степени) в раз­
ных зонах этого режима.

Практически, однако за исключением 
особы х случаев, рабочий участок харак­
теристики находится в области турбу­
лентного режима. П оэтому обычно ха­

рактеристики принято изображать в виде параболических кри­
вых.

Рассмотрим построение характеристик для некоторых слож ­
ных трубопроводов. Для простоты будем считать их лежащими 
в одной горизонтальной плоскости.

В случае последовательного соединения трубопроводов (см. 
рис. 6.7) предварительно строят характеристики отдельных по­

следовательно включенных участков 
трубопровода. На рис. 6.15 изобра­
жены такие характеристики: I  —  ха­
рактеристика участка 1; II  —  участка

П+Ш+Ш

Рис. 6.14

Рис. 6.16

2; III  — участка 3. Поскольку при последовательном соедине­
нии потери напора суммируются, сложим кривые I, II, III  по 
вертикали. Для этого проведем ряд прямых, параллельных оси 
ординат, каждая из которых пересечет все три кривые, и сложим 
ординаты точек пересечений этих прямых с кривыми. Получим 
ряд точек а, Ь, с, принадлежащих новой кривой / + / /  +  / / / ,  ко­
торая представляет собой искомую суммарную характеристику 
всего рассматриваемого трубопровода.

тЯЕт1-
Рис. 6.17

При параллельном соединении (см. рис. 6.8, участки 2, 3, 4) 
также прежде всего следует построить характеристики отдель­
ных параллельно включенных участков. Пусть на рис. 6.16 кри­
вые II, III  и IV — такие характеристики участков 2, 3 и 4. Как 
уже указывалось, при параллельном соединении общий расход 
определяется как сумма расходов в отдельных параллельно 
включенных участках. Потери напора в этих участках одинаковы, 
и полная потеря напора определяется как потеря в одном 
из них. П оэтому для построения суммарной характеристики не­
обходимо провести ряд горизонтальных прямых, параллельных 
оси абсцисс, и сложить при постоянных ординатах абсциссы то ­
чек их пересечения с характеристиками отдельных участков. 
В результате получим ряд точек а, Ь, с, определяющих суммар­
ную характеристику I I + I I I + I V  тру­
бопровода при параллельном соедине­
нии. 2

Таким образом, для построения 
суммарной характеристики сложного 
трубопровода необходим о сложить 
характеристики отдельных участков 
при параллельном соединении по го ­
ризонтали, а при последовательном  —  
по вертикали.

В общем случае, когда трубопровод состоит из ряда участ­
ков, соединенных между собой как последовательно, так и па­
раллельно (рис. 6.17), суммарную характеристику всего трубо­
провода находят, как указано выше, последовательным слож е­
нием предварительно построенных характеристик всех отдель­
ных участков. При этом сначала по горизонтали суммируют ха­
рактеристики параллельно включенных участков 2, 3, 4, затем 
их суммарную характеристику складывают по вертикали с ха­
рактеристиками участков 1 и 5, включенных последовательно.

В тех случаях, когда отдельные участки трубопроводов ле­
жат в разных плоскостях, при построении и суммировании ха­
рактеристик необходимо учитывать также разность высот Az  
между начальной и конечной точками указанных участков. Х а­
рактеристики этих участков следует строить не от начала ко­
ординат, а из точек, отстоящих от него на величину Az. Ее 
нужно откладывать вверх, если конечная точка участка распо­
лагается выше начальной (подъем ж идкости), и вниз, если ко­
нечная точка находится ниже начальной (опускание ж идкости). 
Так следует поступать и в тех случаях, когда подача жидкости 
происходит в полости с повышенным или пониженным давле­
нием, в первом случае откладывая вверх, а во втором —  вниз 
высоту Az' =  p/pg, соответствующ ую этому давлению. П ерестро­
енные таким образом характеристики иногда называют кри­
выми «потребного напора».
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§ 4. ВЯЗКОСТЬ ЖИДКОСТИ И ЗАКОНЫ ВНУТРЕННЕГО ТРЕНИЯ

Вязкостью называют свойство реальных жидкостей оказы­
вать сопротивление сдвигающим касательным усилиям. Это 
свойство не может быть обнаружено при покое жидкости, так 
как оно проявляется лишь при ее движении.

Чтобы выяснить физическую сущность понятия вязкости, 
рассмотрим следующую схему. Пусть имеются две параллель­
ные пластинки А и В (рис. 1.2). В пространстве между ними 
заключена жидкость. Нижняя пластинка пусть будет непо­
движна, а верхняя движется поступательно с некоторой по­
стоянной скоростью V\. При этом, как показывает опыт, слои 
жидкости, прилегающие непосредственно к пластинкам (при­

липшие), будут иметь одинаковые 
с ними скорости, т. е. слой, прилегаю­
щий к верхней пластинке, будет дви­
гаться со скоростью i>i, а слой, приле­
гающий к нижней пластинке, будет 
находиться в покое. Промежуточные 
слои будут скользить один по другому 
со скоростью, пропорциональной их 

Рис. 1.2 расстоянию до нижней пластинки. Если
расстояние между пластинками обозна­

чить п, то скорость vy слоя жидкости, находящегося на рас­
стоянии у  от этой пластинки, будет равна Vi (y in ).

Еще Ньютон высказал предположение (впоследствии под­
твержденное опытом), что силы сопротивления, возникающие 
при таком скольжении слоев, пропорциональны площади сопри­
косновения слоев и скорости скольжения. Тогда, приняв пло­
щадь соприкосновения равной единице, можно записать

т =  p. (dv/dy), (1*12)
где т —  сила сопротивления, отнесенная к единице площади, 
или напряжение трения; р,—  коэффициент пропорциональности, 
зависящий от рода жидкости, или динамическая вязкость жид- . 
кости.

Таким образом, вязкость есть физическое свойство жидко­
сти, характеризующее ее сопротивляемость скольжению или 
сдвигу.

Величину dv/dy изменения скорости в направлении, нор­
мальном к направлению самой скорости, называют градиентом 
скорости, или скоростью сдвига  (в схеме, представленной на 
рис. 1.2, очевидно d v / d y = v jn ). В дальнейшем скорость сдвига 
будем обозначать также у. Тогда вместо уравнения (1.12) по­
лучим:

т =  (1.13)
или

V =  T/fi. (1.14)

Существуют жидкости, для которых зависимость (1.12) не­
применима. В отличие от обычных ньютоновских эти жидкости 
называют неньютоновскими, или аномальными. Поэтому в бо ­
лее общем виде уравнение (1.14) следует записать в виде

у — dv/dy =  /  (т). (1.15)

Выражение (1.15) справедливо как для ньютоновских, так 
и для неньютоновских жидкостей.

Очевидно, что для ньютоновских жидкостей f ( т) = т /р , а для 
неньютоновских функция f(x )  может иметь различный вид в за­
висимости от рода жидкости.

В общих курсах гидравлики обычно изучают лишь ньюто­
новские жидкости; неньютоновские, как правило, здесь не рас­
сматриваются, этим занимается реология —  специальная наука, 
выделившаяся в самостоятельный раздел механики. Некоторые 
понятия и положения реологии, являющиеся необходимой тео­
ретической предпосылкой для решения отдельных инженерных 
задач, связанных с применением неньютоновских жидкостей 
в нефтяном деле, рассматриваются в гл. 7.

Практически вязкость определяют опытным путем при по­
мощи специальных приборов, называемых вискозиметрами. 
Конструкции вискозиметров, принцип их действия и методика 
измерений описываются в § 39.

Единицей измерения динамической вязкости является пас­
каль на секунду (Па • с ) , ее называют пуазейлем.

На практике динамическую вязкость часто измеряют в пуазах (П ); так 
называют единицу динамической вязкости в физической системе единиц. Вяз­
кость маловязких жидкостей и газов обычно измеряют в сотых долях пуаза, 
называемых сантипуазами (сП ).

М ежду пуазейлем и пуазом существует следующее соотно­
шение: 1 Па - с = 1 0  П.

В гидравлике часто пользуются также величиной, получае­
мой в результате деления динамической вязкости на плотность. 
Ее называют кинематической вязкостью и обозначают буквой v. 
В соответствии с определением кинематическая вязкость

v =  n/p.

Единицей кинематической вязкости является квадратный 
метр на секунду (м2/с ) .

В физической системе кинематическую вязкость измеряют в стоксах (Ст). 
Сотую часть стокса называют сантистоксом (сС т).

Указанные единицы связаны между собой  простым соотно­
шением: 1 м2/с = 1  • 10< Ст.

Величину, обратную динамической вязкости £=1/р., назы­
вают т е к у ч е с т ь ю .

Как показывают многочисленные наблюдения, вязкость 
Жидкости уменьшается с повышением температуры. Для разных
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Для газов зависимость вязкости от давления и темпера­
туры весьма существенна: с повышением давления кинематиче­
ская вязкость газов уменьшается, а с увеличением температуры 
возрастает и наоборот (табл. 1.10).

Т а б л и ц а  1.10 
Кинематическая вязкость некоторых газов

Газ и °с р-0 1, МПа v-IO'.mVc

Воздух 0 1 0,133
То же 100 1 0,245

» 0 0,01 13,3
» 0 100 0,00133

Кислород 0 1 0,014
Водород 0 1 0,945
Гелий 0 1 1,060
Окись|углерода 0 1 0,130

Большие значения кинематической вязкости газов и отме­
ченные выше особенности ее изменения на первый взгляд мо­
гут показаться парадоксальными. Однако это легко объяснить, 
если учесть, что в знаменатель выражения для кинематической 
вязкости (1.14) входит плотность, подверженная для газов 
очень большим изменениям в зависимости от температуры и 
давления и имеющая для них весьма малые, по сравнению с ка­
пельными жидкостями, значения.

ГЛАВА ВТОРАЯ 

ГИДРОСТАТИКА

§ 5. ГИДРОСТАТИЧЕСКОЕ ДАВЛЕНИЕ

Гидростатикой называют раздел гидравлики, в котором рас­
сматриваются законы равновесия жидкостей и практические 
приложения этих законов.

Прежде чем перейти к непосредственному изучению гидро­
статики, введем ряд новых понятий и определений. Выделим 
в жидкости, находящейся в равновесии, некоторый объем 
(рис. 2.1), рассечем его произвольной плоскостью АВ  на две 
части и мысленно отбросим одну из них, например, верхнюю. 
При этом к плоскости АВ  мы должны приложить силы^ дейст­
вие которых будет эквивалентно действию отброшенной верх­
ней части объема на оставшуюся нижнюю его часть.

Рассмотрим в плоскости сечения АВ  замкнутый контур пло­
щадью AF, включающий в себя некоторую произвольную точку 
а. Пусть на эту площадь из названных сил взаимодействия при­
ходится сила А Р. Отношение

рср =  AP/AF, (2.1)

представляющее собой силу, действующую на единицу пло­
щади, будем называть средним гидростатическим давлением, 
или средним напряжением гидростатического давления по пло­
щади A F.

Истинное давление в различных точках этой площади может 
быть разным; в одних точках оно больше, а в других — меньше 
среднего гидростатического давления. Очевидно, что в общем 
случае среднее давление рср будет тем меньше отличаться от 
истинного в точке а, чем меньшей будет площадь AF, и в пре­
деле (при стремлении ее к нулю) среднее гидростатическое дав­
ление совпадает в этой точке с истинным.

Таким образом, истинное гидростатическое давление р 
(обычно называемое просто гидростатическим) будет

Р =  lim (2.2)

Для жидкостей, находящихся в равновесии, оно аналогично 
напряжению сжатия в твердых телах.

На практике гидростатическое давление определяют различ­
ными способами. Если при этом учитывают атмосферное давле­
ние, действующее на свободную поверхность жидкости, его на­
зывают полным или абсолютным.
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Часто атмосферное давление на свободную поверхность не 
принимают во внимание, определяя так называемое избыточное, 
или манометрическое (сверх атмосферного), давление. Мано­
метрическое давление есть разность между абсолютным давле­
нием в жидкости и атмосферным давлением:

Рман =  Рабе Р атм •

Встречаются случаи, когда гидростатическое давление 
в жидкости оказывается меньше атмосферного. В таких слу­
чаях говорят о вакууме (разрежении). Вакуум определяется 
разностью между атмосферным, и абсолютным давлением

в ЖИДКОСТИ (рвак =  ратм —  Рабе) И ИЗМеНЯвТСЯ
в пределах от нуля до 0,1 МПа.

Вакуум можно также характеризовать абсо­
лютным давлением.

Атмосферное давление зависит от высоты 
над уровнем моря (табл. 2.1).

Гидростатическое давление обладает следую­
щими двумя основными свойствами; оно на­
правлено по внутренней нормали к площадке, 
на которую действует, и его значение в данной 

точке не зависит от направления (т. е. от ориентировки в про­
странстве площадки, включающей эту точку).

Первое свойство является простым следствием того положе­
ния, что в покоящейся жидкости отсутствуют касательные и 
растягивающие усилия. Предположим, что гидростатическое 
давление направлено не по нормали, т. е. не перпендикулярно, 
а под некоторым углом к площадке. Тогда его можно разло­
жить на нормальную и касательную составляющие. Наличие 
последней ввиду отсутствия в покоящейся жидкости сил сопро­
тивления сдвигающим усилиям неизбежно привело бы к дви­
жению вдоль площадки, т. е. нарушило бы ее равновесие. 
Следовательно, единственно возможным направлением гидро­
статического давления является его направление по нормали 
к площадке.

Т а б л и ц а  2.1 
Атмосферное давление в зависимости от высоты 

над уровнем моря

Рис. 2.1

Высота над уровнем 
моря,м

Атмосферное 
давление, кПа

Высота над уровнем 
моря,м Атмосферное 

давление, кПа

0 101,0 500 95,0
100 100,0 800 92,0
200 99,0 1000 90,0
300 97,5 1500 84,5
400 96,5 2000 80,0

Предположим далее, что гидростатическое давление будет 
направлено по внешней, а не по внутренней нормали, т. е. не 
внутрь рассматриваемого объема, а наружу. Так как жидкость 
не оказывает сопротивления растягивающим усилиям, то и 
в этом случае частицы жидкости придут в движение и ее равно­
весие будет нарушено. Значит, гидростатическое давление 
всегда направлено по внутренней нормали и представляет со­
бой сжимающее давление.

Для доказательства второго свойства выделим в покоящейся 
жидкости призму (рис. 2.2) сечением AF. Один торец призмы 
пусть будет перпендикулярен к образующей, а второй —  накло­
нен к ней под некоторым углом а. Длину призмы обозначим L. 
Мысленно отбросив жидкость, ок­
ружающую выделенную в ней 
призму, заменим действие отбро­
шенной жидкости силами давления 
на грани призмы. В соответствии 
со сказанным выше, это будут силы, 
нормальные к граням.

Обозначим далее через р0 и pi 
среднее давление соответственно на 
торце, перпендикулярном к обра­
зующей, и на скошенном торце; со­
ставим выражение для суммы про­
екций всех сил, действующих на 
призму и на ось, совпадающую 
с осью призмы. Поскольку призма
находится в равновесии, указанная сумма проекций сил должна 
равняться нулю. Пусть Q —  проекция на эту ось единичной 
объемной силы, т. е. силы, приложенной к единице объема 
(в частном случае, когда из объемных сил действует только 
сила тяжести, Q =  — pg). Тогда проекция объемных сил, прило­
женных к призме, будет QAFL-, проекция силы давления на 
торец A poAF, а силы давления на скошенный торец — 
P i(A f/sin a) s in a = — piAF.

Силы давления на боковые грани призмы проекций на ее 
ось не дадут. Поэтому сумма проекций всех сил составит

p0AF— pxAF +  QAFL =  0, 

откуда

Pi =  Po +  Q£- (2.3)

Следовательно, величина р\ оказывается не зависящей от 
угла а. В пределе (при AF, стремящемся к нулю) р0 и рх пред­
ставляют собой истинные значения давления в точках Л и В и 
в соответствии с уравнением (2.3) определяются положением 
этих точек в пространстве.

Рис. 2.2
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Таким образом, гидростатическое давление во всякой точке 
имеет одно и то же значение по всем направлениям и является 
функцией только ее координат:

p =  f (x , у, г). (2.4)

Из уравнения (2.3) следует также, что если давление, на­
пример в точке А, изменится на величину Др0, то на такую же 
величину изменится оно и в любой точке жидкости. В этом за­
ключается известный из физики закон Паскаля, формулируе­
мый обычно следующим образом: давление, производимое на 
жидкость, передается внутри жидкости во все стороны с оди­
наковой силой. На применении этого закона основываются рас­
четы машин, работающих под гидростатическим давлением.

Рис. 2.3

§ 6. ГИДРОСТАТИЧЕСКИЕ МАШИНЫ

Рассмотрим принцип действия и основные схемы некото­
рых, наиболее часто применяемых гидростатических машин, ра­
бота которых основана на использовании закона Паскаля.

Г и д р а в л и ч е с к и й  
п р е с с .  Г идравлический 
пресс применяют для полу­
чения больших сжимающих 
усилий, что необходимо, на­
пример, для деформации 
металлов при обработке дав­
лением (прессование, ковка, 
штамповка), при испытании 
различных материалов, уп­
лотнении рыхлых материа­
лов и т. д. Принципиальная 
схема пресса показана на 

рис. 2.3. Пресс состоит из двух цилиндров А и В (малого и боль­
шого диаметра), соединенных трубкой С. В малом цилиндре на­
ходится поршень D, соединенный с рычагом ОКМ, имеющим 
неподвижную шарнирную опору в точке О, а в большом ци­
линдре— поршень (плунжер) Е, составляющий одно целое со 
столом (платформой) F, на котором помещается прессуемое 
тело G. Рычаг ОКМ  приводится в действие вручную или при по­
мощи специального двигателя. При этом поршень D начинает 
двигаться вниз и оказывать на находящуюся под ним жидкость 
давление, которое передается на поршень Е и заставляет его 
вместе со столом двигаться вверх до тех пор, пока тело G 
не войдет в соприкосновение с неподвижной плитой Н. При 
дальнейшем подъеме стола начинается процесс прессования 
(сжатия) тела G.

Если рассматриваемое устройство служит не для прессова­
ния, а только для поднятия груза, т. е. представляет собой гид­

равлический подъемник, неподвижная плита Я  оказывается 
лиш ней и из конструкции исключается.

Помимо указанных основных частей гидравлический пресс 
всегда снабжается всасывающими и нагнетательными клапа­
нами, регулирующими работу пресса, и клапаном, предохра­
н яю щ и м  его от разрыва при чрезмерном возрастании давления 
(на схеме клапаны не показаны).

Установим основные соотношения, определяющие работу 
пресса. Пусть усилие, действующее на конец М  рычага ОКМ, 
будет Q, а плечи рычага О К = а , КМ =  Ь. Тогда, рассматривая 
равновесие рычага, составим уравнение моментов относительно 
его центра вращения О:

Q (а+ b) =  Р jа, 

из которого легко найдем силу

P i “ Q  ( а +  &)/<*,

передаваемую на поршень D  малого цилиндра и создающую 
в жидкости добавочное гидростатическое давление:

Р =
Pi

п&!4

Это давление передается на поршень Е большого цилиндра, 
в результате чего полная сила давления на этот поршень, обу­
словливаемая силой Q, будет

nd\Р2 =  р _ 2 _  =  | а +  Ь

где di и d2 — диаметры поршней, соответственно малого и 
большого.

Из последнего выражения видно, что силу Р 2 можно полу­
чить сколь угодно большой путем выбора соответствующих 
размеров цилиндров и плеч движущего рычага. Действительная 
сила Р2, передаваемая на стол и осуществляющая процесс 
прессования, оказывается несколько меньше силы Р2 из-за не­
избежных потерь энергии на преодоление сил трения в движу­
щихся частях пресса и утечек жидкости через различные не­
плотности и зазоры. Это учитывается введением в последнюю 
Формулу коэффициента полезного действия пресса г| *:

< k \ * a  +  b 

<h ) а
Р  2 =  Q

Кроме того, в величину р '2 следовало бы вносить поправку, учиты­
вающую различие в высотном положении нижних поверхностей поршней Е 
не Учитываю °НЗ °®ычн0 столь незначительна, что в практических расчетах ее
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Практически г) =  0,75-Ь-О,85. Ё современных гидравлических 
прессах можно получить весьма большие усилия. В этих кон­
струкциях малый цилиндр выполняют обычно в виде поршне­
вого насоса высокого давления, подающего рабочую жидкость 
(воду или масло) в большой цилиндр (собственно пресс), ча­
сто с включением специального устройства —  гидравлического 
аккумулятора, выравнивающего работу насоса.

Г и д р а в л и ч е с к и й  а к к у м у л я т о р  служит для акку­
мулирования, т. е. накапливания, собирания энергии, и приме­
няется в тех случаях, когда необходимо выполнить кратковре­
менную работу, требующ ую значительных механических уси­

лий, например поднять 
с ^  большую тяжесть, открыть 

и закрыть ворота шлюзов
&ЁЕЁ и т- п - Д F E 3  Наиболее широкое при­

менение гидравлические ак­
кумуляторы получили при 
работе гидравлических прес­
сов. Их используют здесь 
как установки, накапливаю­
щие энергию (жидкость) 
в период холостого хода 

Рис 24 пресса и отдающие ее при
рабочем ходе, когда подача 
насосов оказывается недо­

статочной. Различают грузовые и пневматические аккумуля­
торы. Грузовой аккумулятор (рис. 2.4, а) состоит из цилиндра Л, 
в котором помещен плунжер В, соединенный своей верхней 
частью с платформой С, несущей большой груз. В аккумулятор 
по трубе D насосом нагнетается жидкость (вода или масло), 
которая поднимает вверх плунжер с грузом. При достижении 
крайнего верхнего положения насос автоматически выключается.

Обозначим через G вес плунжера с грузом, а Н  —  полную 
высоту его подъема. Тогда энергия, накопленная аккумулято­
ром при полном подъеме плунжера, будет GH, а создаваемое 
им в жидкости гидростатическое давление p=G /F , где F —  пло­
щадь сечения плунжера. Так как вес груза —  величина постоян­
ная, давление жидкости в аккумуляторе не зависит от степени 
его разрядки, т. е. от количества жидкости, находящейся в ци­
линдре. Под этим постоянным давлением жидкость подводится 
по трубе Е к гидравлическим машинам-орудиям, например 
к прессовым насосам, обеспечивая тем самым их работу с по­
стоянной нагрузкой.

Полная работа, совершаемая аккумулятором, определяется 
выражением A =  pFHi\.

Гидростатическое давление, создаваемое аккумулятором, 
будет тем больше, чем меньше площадь сечения плунжера. Од-
26

ко при чрезмерном уменьшении сечения плунжер может ока­
заться недостаточно прочным. Поэтому в тех случаях, когда не­
обходим о получить очень большое давление, применяют так 
называемые дифференциальные аккумуляторы со ступенчатым 
поршнем (рис. 2 .4 ,6 ), в которых давление на жидкость переда­
ется через небольшую площадь кольцевого уступа ступенчатого 
поршня, пропущенного сквозь обе крышки цилиндра (верхнюю 
и н и ж н ю ю ). Следовательно, сечение поршня мо­
жет быть выбрано такого размера, при котором 
обеспечивается необходимая прочность.

В машиностроении (особенно, когда необхо­
димо получить большие давления) применяют 
в основном п н е в м а т и ч е с к и е  а к к у м у л я ­
т о р ы ,  представляющие собой закрытый сосуд, 
заполненный сжатым газом. При подаче в этот 
сосуд жидкости объем газовой камеры уменьша­
ется, вследствие чего давление газа повышается 
и достигает к концу зарядки (заполнения ж идко­
стью) своего наибольшего значения. Чтобы пред­
отвратить возможность растворения газа в жидко- рИС- 2.5 
сти, в таких аккумуляторах применяют специаль­
ные разделители (обычно поршневые или диафрагменные). 
На рис. 2.5 представлена принципиальная схема газового ак­
кумулятора баллонного типа с диафрагменным разделите­
лем (мембраной) А.

5§ 7. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ЖИДКОСТИ

Выделим в жидкости, находящейся в покое, бесконечно ма­
лый ее объем в форме параллелепипеда со сторонами, парал­
лельными осям координат и равными соответственно dx, dy, dz 

(рис. 2.6), и рассмотрим равнове­
сие действующих на этот паралле­
лепипед внешних сил.

Такими силами являются: 1) по­
верхностные силы . гидростатиче­
ского давления на грани паралле­
лепипеда со стороны окружающей 
его жидкости; 2) объемные (мас­
совые) силы.

Составим уравнения проекций 
этих сил на координатные оси.

___________  При этом ограничимся подробным
екпий ^ 6М Л̂ ь одного из них, например уравнения про- 
в ппнпй ™ Ь“Х  ^ бозначим через р гидростатическое давление 
ним л л я  “ °-И-ЛИб°  т^чке гРани abed и будем считать его сред- 
с точностью £оНИ’ Да полная сила давления на эту грань 
выражением д/рбеск° н®?но малых высшего порядка определится 
выражением dPx = pd yd z, где dydz -  площадь грани.
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Давление на противоположную грань a'b'c'd' будет отли­
чаться от этого давления. Здесь необходимо учесть, что гидро­
статическое давление в покоящейся жидкости зависит от коор­
динат и изменяется непрерывно по линейному закону. По­
скольку при переходе от грани abed к грани a'b'c'd' изменилась 
только одна координата х  (на величину dx), среднее гидроста­
тическое давление на этой грани будет p+(dp/dx)dx, где 
др/дх — частный дифференциал, взятый по координате х.

При этом полная сила давления на грань a'b'c'd'

dPx =  [ р +  {др/дх) dx] dydz.

Указанные силы dPx и dPx проектируются на ось х  в на­
туральную величину. Направление первой из них совпадает 
с ее положительным направлением, а вторая направлена в про­
тивоположную сторону.

Найдем далее проекцию объемных (массовых) сил dQ на 
ось х. Определим ее как произведение элементарной массы 
рассматриваемого параллелепипеда dm =  pdxdydz на проекцию 
ускорения X  * этих сил на ту же ось:

dQx =  dmX =  р dxdydzX.

Просуммировав и приравняв к нулю установленные таким 
образом выражения для проекций всех действующих на рас­
сматриваемый параллелепипед сил, получим первое уравнение 
равновесия:

dPx— dPx— dQx =  pdydz— [p - f  (др/дх) dx] dydz— pdxdydzX =  0. 

После ряда несложных преобразований найдем 
(др/дх) dx dy dz— р dxdydzX =  0.

Разделив затем это уравнение на рdxdydz (т. е. отнеся все 
силы к единице массы), будем иметь:

(1/р) (др/дх) — X  =  0. (2.5)

Аналогичные уравнения получим для проекций на оси I/ иг:
(1/р) (др/ду) — К =  0; (2.5')

(1 /р) Фр/dz) — Z =  0. (2.5")

Эти уравнения можно представить также в виде
др/дх =  рХ;

др/ду =  рУ; (2.6)
dp/dz =  р Z.

Их называют дифференциальными уравнениями равновесия 
жидкости. Впервые они были выведены в 1775 г. Л. Эйлером 
и выраж ают в дифференциальной форме закон распределения 
гидростатического давления.

§ 8. ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ ГИДРОСТАТИКИ

Б удем  исходить из дифференциальных уравнений равнове­
сия (2.6). Умножим каждое из них соответственно на dx, dy, dz 
и сложим. Получим

(др/дх) dx +  (др/ду)'dy +  (<dp/dz)’dz =  p (Xdx + Y d y  +  Zdz). (2.7)

Так как в случае равновесия гидростатическое давление яв­
ляется функцией только координат p = f  (х, у, z ) ,  левая часть 
этого уравнения представляет собой полный дифференциал dp. 
Следовательно,

dp — р (Xdx -\-Ydy-\- Zdz) . (а)

Соблюдение условий равновесия требует при этом, чтобы 
и правая часть уравнения (2.7) была полным дифференциалом 
некоторой другой функции U координат t / = f  (х, у, z ) ,  част­
ные производные которой по координатам равны проекциям 
ускорений объемных сил:

dU/dx^X; dU/dy=Y\ dU/dz^Z. (б)
Такая функция называется силовой, или потенциальной, 

а силы, удовлетворяющие условиям (б ), силами, имеющими по­
тенциал.

Таким образом,

X d x+ Y dy+ Zdz =  (dU/dx) d x+ (dU/dy) dy +  (dU/dz) d z= d U . (в)

При этом уравнение (2.7) принимает вид
dp^pdU  (2.8)

и может быть проинтегрировано.
Рассмотрим наиболее часто встречающийся на практике 

случай равновесия тяжелой (т. е. находящейся под воздей­
ствием одной только силы тяжести), однородной (р =  const) 
капельной жидкости. При этом проекции ускорения объемных 
сил будут равны: Х = 0 ; У = 0 ; Z =  — g, и уравнение (2.8) полу­
чит следующую форму записи:

dP = — pgdz 
или, что то же самое,

Проекции ускорения на другие оси обозначим Y и Z.

dp +  рgdz =  0.
Проинтегрировав последнее уравнение, найдем: 
P +  pgz =  C.
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Постоянная интегрирования С может быть определена 
здесь, например, из условий на свободной поверхности жидко­
сти. Обозначив через ро давление в какой-нибудь точке этой по­
верхности, а через z0 ее ординату, будем иметь:

Ро +  т о  =  С-
После подстановки последнего выражения в уравнение (2.9) 

получим
p +  pgz =  p0 +  pgz0, 

или
P =  Po +  Pg(Zo— z) =  p0 +  pgh, (2.10)

где h —z0— z  —  глубина погружения рассматриваемой точки под 
свободной поверхностью.

Уравнение (2.10) является фундаментальным. Оно называ­
ется основным уравнением гидростатики и показывает, что гид­
ростатическое давление в любой точке покоящейся тяжелой 

капельной жидкости полностью определяется 
глубиной ее погружения под свободной по­
верхностью жидкости или под какой-либо 
другой поверхностью с известным на ней дав­
лением, говоря иначе, изменяется в зависи­
мости только от вертикальной координаты 
этой точки.

Уравнение (2.10) можно получить и более 
простым путем. Для этого выделим в жидко­
сти вертикальную призму сечением AF  и вы­
сотой h (рис. 2.7) и спроектируем все прило­
женные к ней силы на вертикальную ось. По­
скольку проекции сил давления на боковые 
грани призмы равны нулю, уравнение равно­
весия получит вид

р AF  =  p^AF +  pghAF,

где pi, р — среднее давление, соответственно, на верхний и ниж­
ний торец призмы; pghAF —  сила тяжести (вес) призмы.

Отсюда
p =  pi +  pgh. (2.11)

Если верхний торец призмы совпадает со свободной поверх­
ностью жидкости, давление на которой равно р0, будем иметь 
P = P o+ p gK  т. е. уравнение, тождественное (2.10).

Подчеркнем также, что если бы при выводе уравнения (2.3) 
мы рассматривали вертикальную призму и в качестве объем­
ных сил учитывали только силу тяжести (для этого следует по­
ложить Q =  — p g), то вместо (2.3) получили бы уравнение 
( 2 . 11) .
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Применив такие рассуждения к призме с горизонтальной 
осью, мы получим для суммы проекций всех сил на эту ось 
выражение psA F = p 4AF, т. е. р з = р ь  где р3, р4 — давления на 
торцовые площадки призмы.

Таким образом, в случае покоящейся тяжелой жидкости дав­
ление во всех точках одной и той же горизонтальной плоско­
сти будет одинаковым и, следовательно, в формулах (2.10) 
и (2.11) значения р совпадут с истинным значением давления. 
Вследствие этого и гидростатическое давление полностью оп­
ределяется глубиной погружения рассматриваемой точки под 
свободной поверхностью жидкости или под поверхностью с из­
вестным на ней давлением, говоря иначе, изменяется в зависи­
мости только от вертикальной координаты точки.

Особенно простым получается выражение для манометриче­
ского (избыточного) давления в жидкости со свободной по­
верхностью: p =  pgh, т. е. давление пропорционально глубине 
погружения.

Рассмотрим также равновесие тяжелой газообразной жидко­
сти. При этом ограничимся случаем, когда газ во всех точ­
ках имеет одинаковую температуру и находится далеко отточки 
сжижения, т. е. когда (по Мариотту)

ply =  p/pg =  К  =  const.

Поскольку из объемных сил здесь по-прежнему действует 
только сила тяжести, будет справедливо уравнение (2 .8 '). В та­
ком случае его можно записать следующим образом:

dp +  рgdz =  dp +  (р!К) dz =  0, 
или

dp/p +  (l/ K )d z = 0.

Проинтегрировав последнее выражение, получим
K\np +  z =  C.

Постоянную С найдем, если известно давление газа в не­
которой точке, ордината которой равна z0:

C ^ K \ n p 0 +  z„.
Тогда

K \ n p + z = K \ n p 0+ z 0 

и. следовательно,

*Cln(p/p0) = Z0— z = h ,  (2.12)

где h глубина погружения точки с давлением р под точкой 
с Давлением р0.

Л J
Р

Рис. 2.7
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Формулу (2.12) применяют при так называемом барометр», 
ческом нивелировании, заключающемся в определении разно­
сти высот двух точек земной поверхности по соответственным 
показателям барометров.

§ 9. ПОВЕРХНОСТИ РАВНОГО ДАВЛЕНИЯ

Поверхность, проведенную в покоящейся жидкости таким 
образом, что давление во всех ее точках будет одинаковым, на­
зывают поверхностью равного давления.

Поскольку для такой поверхности р = const, то, очевидно, 
dp —0, а так как при этом р # 0 ,  то, как это следует из урав­
нения (2 .8 ):

d ll =  Xdx  -+- Ydy +  Zdz =  0. (2.13)

Выражение (2.13) представляет собой дифференциальное 
уравнение поверхности равного давления, которая, как видим, 
одновременно является поверхностью равного потенциала, или 
поверхностью уровня.

Поверхности равного давления обладают следующими ос­
новными свойствами: построенные для различных гидростати­
ческих давлений, они не имеют общих точек, т. е. не пересека­
ются одна с другой, и всегда нормальны к направлению равно­
действующей внешних объемных сил, приложенных к жидкости.

Исследуем формы поверхностей равного давления и свободной 
поверхности жидкости. Сначала рассмотрим случай однород­
ной тяжелой капельной жидкости. Будем считать, что размеры 
сосуда, который заполняет эта жидкость, весьма незначительны 
по сравнению с размерами Земли и поэтому изменением 
силы тяжести (по значению и направлению) в пределах 
сосуда вполне возможно пренебречь. При этом проекции уско­
рения объемных сил будут равны: Х = 0 ;  У = 0 ; Z = — g  и урав­
нение (2.13) примет вид —  gdz =  0 или после интегрирования

z =  const. (2.14)

Это^ и есть уравнение горизонтальной плоскости, форму 
которой имеют все поверхности равного давления в т я ж е л о й  
жидкости. Частным случаем таких поверхностей является от­
крытая (свободная) поверхность, на которой давление равно 
атмосферному.

Рассмотрим далее примеры определения форм поверхностей 
равного давления в случаях так называемого относительного 
покоя, т. е. покоя жидкости относительно содержащ его ее со­
суда, в то^ время как сам сосуд находится в движении. Из тео­
ретической механики известно, что в подобных случаях при со­
ставлении уравнений равновесия относительно системы коор* 
динат, движущейся вместе с телом, к силам тяжести должны
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добавлены и силы инерции, направление которых, как
- Тестно, всегда противоположно направлению ускорения. 

ИЗВСначала определим поверхности уровня в тяжелой жидкости, 
дящейся в цистерне, движущейся по горизонтальному пути 

^направлении оси х с постоянным ускорением а (рис. 2.8). 
В этом  случае Х = — а\ Y—0; Z = — g  и дифференциальное урав­
нение поверхности равного дав­
ления записывается так:

— adx— gdz =  0, 

или
a x + g z  =  const

и представляет собой  уравнение 
наклонной плоскости b— b, со ­
ставляющей с 
угол а:

t g a  — dx/dz =  alg. р Ис. 2.8

Поскольку значение этого угла определяется только уско­
рениями, приходим к выводу, что положение свободной поверх­
ности не будет зависеть от рода находящейся в цистерне ж ид­
кости. Л юбая другая поверхность уровня в жидкости также бу­

дет плоскостью, наклоненной к горизонту 
под углом а. Если бы движение цис­
терны было не равноускоренным, а рав­
нозамедленным, направление ускорения 
изменилось бы на обратное и наклон 
свободной поверхности также обра­
тился бы в другую сторону (см. рис. 2.8, 
пунктир).

Теперь рассмотрим часто встречаю­
щийся на практике случай относитель­
ного покоя жидкости во вращающихся 
сосудах (например, в сепараторах и 
центрифугах, применяемых для разде­
ления ж идкостей). Здесь (рис. 2.9) на 
любую частицу ж идкости при ее отно­
сительном равновесии действуют объ ­
емные силы: тяжести G =  m g  и инерции 

и =  тсоУ, где г —  расстояние частицы от оси вращения (г =  
со — частота вращения сосуда, 

проекции ускорений этих сил на оси координат будут 
равны:
п0, / =<|)2;(; 2 = — g , что приводит к следующему диффе­
ренциальному уравнению:

с
Z
JCV
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'l J & i

/

— - л

А  I

Рис. 2.9

<*2xdx+u>*ydy— gdz =  0.
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Интегрирование этого уравнения дает 

ш2х2/2 +  со V / 2 — gdz =  const 
или

((оа/2) (х2+ У2) — gdz =  coV2/2 — gdz =  const. (2.16)

Поверхности равного давления, в том числе и свободная по­
верхность жидкости, описываемые уравнением (2.16), представ­
ляют собой параболоиды вращения относительно оси z, кото­
рые в сечении вертикальными плоскостями дают параболы, 
а в горизонтальных плоскостях — окружности.

Распределение давления в жидкости может быть получено 
при этом из основного уравнения равновесия (2 .8). Для дан­
ного случая имеем

dp =  р (u>2xdx  +  со 2ydy— gdz),

откуда после интегрирования находим

р =  (рсо2/2) (х2+ у2) — рgdz +  С =  p(a2r2/2— pgdz +  С.

Если затем давление в некоторой точке на оси вращения 
(* = 0 ;  у  =  0, z=Zq) обозначить р0 и составить для нее уравне­
ние, аналогичное предыдущему: р0= —  pgz0+ C ,  определим по­
стоянную интегрирования

C =  p0 +  pgz0-
Тогда

р  =  р(о2г72— pgz +  р0 +  рgz0 =  р0 +  pcoV2/2 +  pg (z0— z). (2.17)

Отсюда видно, что при вращении сосуда давление в жидко­
сти оказывается больше обычного гидростатического давления 
в неподвижном сосуде и будет тем больше, чем больше радиус 
и угловая скорость.

§ 10. СООБЩАЮЩИЕСЯ СОСУДЫ

Предположим, что имеются два сообщающихся сосуда А 
и В (рис. 2.10), заполненных жидкостями различной плотности 
(pi и р2). Будем считать, что в общем случае сосуды закрыты 
и давления на свободных поверхностях жидкости в них соот­
ветственно равны р  1 и р2. Пусть поверхностью раздела ж идко­
стей в сосуде А является поверхность ab и слой жидкости 
в нем равен h\. Определим в этих условиях положение уровня 
жидкости в сосуде В.

Гидростатическое давление в плоскости ab в с о о т в е т с т в и й  

с уравнением (2.10) будет p = p i+ p ig h u если определять его 
исходя из известного давления р х на поверхности ж и д к о с т и  
в сосуде А.
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Это давление можно также определить следующим образом: 

р =  P*-t-Pigh 2>
где Л2 — искомая глубина погружения поверхности ab п одуров­
нем жидкости в сосуде В. Отсюда получим условие для опре­
деления h2:

P1 +  Plgfl2 =  P2 +  Pigh2-

Рис. 2.10

В частном случае, когда сосуды открыты (давление на сво­
бодных поверхностях равно атмосферному) и, следовательно, 
Р1 =  Р2=Ратм, имеем 

рА = рА ,  
откуда

Р М ± Ы К  (2-18)
т. е. в сообщающихся сосудах при одинаковом давлении на сво­
бодных поверхностях высота жидкостей, отсчитываемая от по­
верхности раздела, обратно пропорциональна их плотности.

На принципе сообщающихся сосудов осно­
вано устройство прибора для определения плот­
ности жидкости (рис. 2.11). Сообщающиеся со ­
суды в нем — вертикальные стеклянные трубки А 
и В соединены изогнутым коленом С. Одну из 
трубок заполняют исследуемой жидкостью, дру­
гую —  жидкостью известной плотности pi (на­
пример, водой), причем в таких количествах, 
чтобы уровни жидкостей в колене С находились 
на одной и той же отметке прибора О. Затем из­
меряют высоту стояния жидкостей в трубках (hi 
и « 2) и, зная, что высота обратно пропорциональ- Рис 2.i2 
на плотности, легко находят плотность иссле- 
Дуемой жидкости: p2= p i( /ii //t2).

Если оба сообщающихся сосуда будут заполнены одной 
и той же жидкостью, то pi =  p2 и h i= h 2, т. е. высота стояния 
жидкости в этих сосудах будет одинакова. На этом основано 
Устройство так называемых водомерных стекол А (рис. 2.12), 
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применяемых для определения уровня жидкости h в закрытых 
сосудах (например, в резервуарах, паровых котлах и др .).

Принцип сообщающихся сосудов лежит в основе ряда дру­
гих приборов, служащих для измерения давления и имеющих 
весьма широкое применение на практике.

§ 11. ПРИБОРЫ ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЯ ДАВЛЕНИЯ

Приборы для измерения гидростатического давления можно 
подразделить на две основные группы: жидкостные и механи­
ческие.

Простейшим прибором жидкостного типа является пьезо­
метр, измеряющий давление в жидкости высотой столба той 
ж е жидкости.

П ь е з о м е т р  (рис. 2.13) представляет собой стеклянную 
трубку небольшого диаметра обычно не менее 5 мм, открытую 

с одного конца. Второй конец трубки присо­
единен к сосуду, в котором измеряют давле­
ние.

Пусть давление р на поверхности жидко­
сти в сосуде будет выше атмосферного. Тогда 
жидкость в трубке пьезометра поднимется 
выше уровня жидкости в сосуде на некоторую 
высоту /гп- Гидростатическое давление жидко­
сти в точке А, взятой у основания пьезометри­
ческой трубки на глубине h от свободной по­
верхности жидкости в сосуде, определяется по 
основному уравнению гидростатики:

PA=PaTM +  P g(hn+h),

Рис. 2.13

следовательно,
hn +  h =  (pA — parH)/pg.

Кроме того, имеем p A = p  +  pgh. Находим р — Ратм + p g h n.
Как видно, высота поднятия жидкости в пьезометрической 

трубке, так называемая пьезометрическая высота, характери­
зует избыточное давление в сосуде и может служить мерой для 
определения его значения.

Измерение давления высотой столба жидкости весьма 
удобно и часто применяется в технике.

Давление, равное 1 Па, соответствует ртутному столбу вы­
сотой 0,0075 мм или водяному столбу высотой 0,102 мм.

Полезно запомнить также, что физическая атмосфера 
(1,033 кгс/см2) определяется ртутным столбом высотой 760 мм. 
Для нефтей и нефтепродуктов, имеющих меньшую плотность, 
высота столба жидкости в пьезометре, естественно, будет 
больше.

П ь е з о м е т р  —  очень чувствительный и точный прибор, од- 
он удобен только при измерении небольших давлений. 

Яля значительных давлений трубка пьезометра должна быть 
о е з м е р н о  длинной, что осложняет его применение. В этом 
лучае используют так называемые жидкостные манометры, 

в  к о т о р ы х  давление уравновешивается не жидкостью, находя­
щ е й с я  в сосуде, а жидкостью большей плотности. Обычно такой 
ж и д к о с т ь ю  является ртуть. Так как плотность ртути больше 
п л о т н о с т и  воды в 13,6 раза, то трубка ртутного манометра ока­
з ы в а е т с я  значительно короче пьезометрической и сам прибор 
к о м п а к т н е е .

Р т у т н ы й  м а н о м е т р  (рис. 2.14) представляет собой 
U-образную стеклянную трубку, изогнутое колено которой за­
полняется ртутью. Под действием давления « 
р в сосуде уровень ртути в левом колене ма­
нометра понижается, а в правом — повыша­
ется. При этом гидростатическое давление 
в точке А, взятой на поверхности ртути в ле­
вом колене, определяется по аналогии с ука­
занным выше:

Р а  —  Р + f h S h 1 =  Рати ~Ь Ррт£̂ рт> 
где pi, рРт— плотность, соответственно, жидко­
сти в сосуде и ртути. Отсюда

Р==Ратм +  Р р ^ р т —  PlShl- Рис. 2.14
Для измерения высоких давлений применяют поршневой ма­

нометр, представляющий собой обращенный гидравлический 
пресс.

П о р ш н е в о й  м а н о м е т р  (рис. 2.15) состоит из трубки
А, через которую измеряемое давление р передается на пор­
шень В, оканчивающийся широкой металлической пластин­
кой С. Под пластинкой находится резиновая диафрагма D, со ­
прикасающаяся с водой, заполняющей короткое колено мано­
метра Е. Нижнюю часть этого колена и открытую трубку G 
заполняют ртутью.

Если^ обозначить f  —  площадь поршня, F —  площадь метал­
лической пластинки, h —  высоту ртути в манометрической 
трубке, то согласно уравнению равновесия

Р =  (F/f) рprgh.

с этого выражения видно, что поршневой манометр при 
Rppt .HHTejIbH0 малой высоте ртутного столба позволяет измерять 
с^ьма высокие давления.

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й  м а н о м е т р  (рис. 2.16) приме- 
в cnrv Тех слУчаях> когДа необходимо измерить не давление 
в arvy 6’ 3 Разность давлений в двух сосудах (А и В) или 

У точках жидкости в одном и том же сосуде.
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Здесь, как и раньше, для давления р на уровне поверхности 
ртути в левом колене (точка С) имеем

Р =  Ра +  PigK =  рв +  Pighi +  РРтgh, 

откуда

Ра Рв — Pi g  (Л*— hr) +  ppTgh 

или, поскольку hi— /ii =  — h,

Pa — Pb =  (Ppt— Pi)gh-

Таким образом, разность давлений определяется разностью 
уровней в двух коленах дифференциального манометра.

М и к р о м а н о м е т р ы  
используют при измерениях 
незначительных давлений и 
измерениях повышенной 
точности. Одна из конструк­
ций микроманометра, так 
называемый наклонный мик­
романометр, показана на 
рис. 2.17. Манометр вклю­
чает в себя резервуар А, 
присоединяемый к сосуду,

в котором измеряют давление, и манометрическую трубку В, 
угол наклона которой к горизонту а можно менять.

Давление у основания трубки, измеряемое микроманомет­
ром, определяется выражением p =  pgl sin а.

По сравнению с обычным манометром микроманометр об­
ладает значительно большей точностью измерений, так как он 
позволяет вместо малой высоты ft (см. рис. 2.17) отсчитывать 
длину I тем большую, чем меньше угол а.
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Для измерения давления ниже атмосферного (в сосуде име­
ется вакуум) служат приборы, называемые вакуумметрами.

В а к у у м м е т р ы  обычно измеряют не непосредственно 
д а в л е н и е ,  а вакуум, т. е. давление, не достающее до атмосфер­
ного. Принципиально они ничем не отличаются от ртутных ма­
нометров и представляют собой заполненную ртутью изогнутую 
трубку (рис. 2.18), один конец которой А соединяется с сосу­
дом В , где измеряется давление р, а дру­
гой С открыт. Например, нужно измерить 
давление газа в сосуде В .  В этом случае 
имеем Ратм= Р +  Рртё'Лрт, откуда р  =  /?атм— 
рРт#Лрт-

Рис. 2.17 Рис. 2.18

Высоту Лрт=  (Ратм— p)lpprg, соответствующую вакууму в со ­
суде (р Вак =  Ратм— р ), обычно называют вакуумметрической вы­
сотой и обозначают Нвяк.

Не всегда манометры и вакуумметры заполняют ртутью. В от­
дельных случаях (в зависимости от назначения и условий ра­
боты) для этой цели используют и другие жидкости. При этом,
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однако, следует иметь в виду, что для заполнения вакууммет­
ров нельзя применять летучие жидкости (спирт, эфир), так как 
при пониженном давлении они будут интенсивно испаряться 
и могут закипеть.

Применение рассмотренных приборов жидкостного типа, 
в том числе ртутных, ограничивается областью сравнительно 
невысоких давлений. В основном их используют в лаборатор­
ной практике.

Если необходимо измерять высокие давления, применяют 
приборы второго типа — механические.

П р у ж и н н ы й  м а н о м е т р  (рис. 2.19) является наиболее 
распространенным из механических манометров. Он состоит из 
полой тонкостенной изогнутой латунной трубки (пружины Л), 
один конец которой запаян и соединен посредством цепи В 
с зубчатым механизмом С. Второй, открытый конец трубки со­
общается с сосудом, в котором замеряется давление. Через 
этот конец в трубку А поступает жидкость. Под действием дав­
ления пружина частично распрямляется и через зубчатый ме­
ханизм приводит в движение стрелку, по отклонению которой 
определяют значение давления. Такие манометры обычно снаб­
жаются градуированной шкалой, показывающей давление в ат­
мосферах, а иногда и самописцами.

Кроме того, существуют так называемые м е м б р а н н ы е  
м а н о м е т р ы ,  в которых жидкость воздействует на тонкую 
металлическую (или из прорезиненной материи) пластинку — 
мембрану. Деформация мембраны посредством системы рыча­
гов передается стрелке, указывающей значение давления. Схема 
такого манометра изображена на рис. 2.20.

§ 12. ДАВЛЕНИЕ НА ПЛОСКИЕ СТЕНКИ

Зная закон распределения гидростатического давления 
в жидкости, можно найти полную силу давления на ограничи­
вающие жидкость поверхности — стенки и дно сосуда. Эта за­
дача сводится к определению силы давления (по значению 
и направлению) и нахождению точки ее приложения.

Рассмотрим сначала п л оски епо- 
„  верхности — плоские стенки.

| 10 I Предположим, что имеется плос-
^ f  j, у — у ------— кая стенка площадью F, наклонен-

,с ная к горизонту под некоторым уг­
лом а (рис. 2.21). Разделим ее по 
высоте на ряд элементарных гори­
зонтальных (весьма узких) поло­
сок dF и определим давление на 
одну из них. Гидростатическое дав- 

Рис. 2.21 ление в любой точке на оси по­
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лоски определяется формулой

p =  Po +  P§h’
„  _  давление на свободной поверхности жидкости; fc- г л у -  

д̂е плгпужения рассматриваемой точки.
бИНт яК S  ширина выделенной полоски мала, гидростатическое 

1?ние во всех точках ее можно считать одинаковым и рав_ 
Д31  Явлению в точках на оси полоски. Поэтому давление dR 
Ия всю полоску получим умножением значения указанного гид­
ростатического давления на величину dF

dR =  p d F = (p 0 +  pgh)dF.

Пнп будет направлено нормально к стенке. Но, поскольку 
гтрнка состоит из ряда таких элементарных полосок, сила дав­
ления на всю стенку определится суммированием сил давления 
на отдельные полоски

R =  S d R = fi jb + P & )d F  =  p9Srd F + p g  ]p hdF.

Интеграл SdF—F, а величина JM F  может быть представ­

лена в виде

\ hdF =  J /sin a dF =  sin а f IdF,
F F F

где I — расстояние до любой полоски от поверхности жидко­
сти, отсчитываемое в плоскости стенки.

Величина $ldF — статический момент площади F относи-
F

тельно линии пересечения поверхности жидкости с плоскостью 
стенки, она равняется Flc, где 1С — расстояние от плоскости 
стенки до центра тяжести С этой площади. Следовательно,

I hdF =  Ftc sin а  =  Fhc.
F

Здесь ftc= / c sin а — глубина погружения центра тяжести стенки. 
Тогда

Я =  PoF +  рghcF =  (ро +  PgK) F-
Замечая, что величина, стоящая в скобках, представляет 

собой гидростатическое давление в центре тяжести стенки, по­
лучаем окончательно:

R = p cF, (2-19)

т- е. давление жидкости на плоскую стенку равно произведе-
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нию величины смоченной площади стенки на гидростатическое 
давление в ее центре тяжести.

Если давление на свободную поверхность жидкости в сосуде 
и на внешнюю поверхность стенки равно атмосферному, пол­
ное избыточное давление на стенку

R =  рghcF. (2.20)
В случае, когда стенка расположена горизонтально (угол 

а =  0 ), т. е. представляет собой не боковую стенку, а горизон­
тальное дно сосуда, суммарное давление определяется по тем 
же формулам и составляет R = p F = p g H F , где Н  — высота 
столба жидкости в сосуде.

□
Рис. 2.22

Следовательно, давление на дно зависит не от формы и объ­
ема сосуда, а только от площади дна- и высоты столба жидко­
сти в сосуде. Поэтому для сосудов разной формы (рис. 2.22), 
заполненных одной и той же жидкостью до одного и того же 
уровня Н  и имеющих одинаковую площадь дна, сила полного 
давления на дно будет одинакова.

•Это свойство жидкости, на первый взгляд противоречащее 
обычным представлениям, известно под названием гидростати­
ческого парадокса.

В ряде случаев (например, для прямоугольных стенок) пол­
ное давление на плоскую стенку можно определить графиче­
ским способом. Для этого отложим у основания стенки нор­
мально к ее поверхности отрезок, равный рgH  (рис. 2.23), и сое­
диним его конец прямой линией с точкой стенки, взятой на 
свободной поверхности жидкости. Будет получена так называе­
мая эпюра давления (см. § 16), представляющая собой в данном 
случае прямоугольный треугольник. Выделим далее на стенке 
элементарную площадку dF, высотой dh и шириной В, равной 
ширине стенки, и найдем силу давления на эту площадку 

dR =  pdF =  pghBdh.

Нетрудно видеть, что величина dR —  объем элементарного па­
раллелепипеда, высота которого равна dh, а площадь основа-

Рис. 2.24

ния р ghB  (где pgh — гидростатическое 
давление в центре тяжести площадки

dF)-О п р е д е л я я  таким же образом силы 
давления на другие, аналогичные эле­
м е н т а р н ы е  площадки и суммируя их, 
приходим к выводу, что полное давле­
ние на всю стенку определяется объе­
мом трехгранной призмы с площадью 
основания, равной pgHH/2, и высо­
той В.Действительно, объем такой приз­
мы V =pgH 2B/2, что совпадает с вели­
чиной полного давления R на рассматриваемую плоскую стенку.

Аналогично можно найти полное давление и на другие типы 
плоских стенок. Так, для наклонной прямоугольной стенки пол­
ное давление определяется объемом наклонной трехгранной 
призмы (рис. 2.24).

§ 13. ЦЕНТР ДАВЛЕНИЯ

Сила давления жидкости на стенку кроме значения и на­
правления характеризуется также точкой ее приложения. Эта 
точка называется центром давления.

Рассмотрим весьма часто встречающийся на практике слу­
чай, когда стенка имеет ось симметрии, лежащую в вертикаль­

ной плоскости. Центр давления в этом случае лежит на оси сим­
метрии и для его определения остается найти только одну вер­
тикальную координату. Для этого рассмотрим плоскую стежку 
(рис. 2.25), аналогичную изображенной на рис. 2.21, сохранив 
прежние обозначения.

Используя теорему теоретической механики о моменте равно­
действующей (момент равнодействующей силы относительно не­
которой оси равняется сумме моментов составляющих сил отно­
сительно той же оси), приравниваем сумму моментов сил дав-
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ления на элементарные площадки dF относительно оси х, совпа- I  
дающей с линией пересечения поверхности жидкости с плос­
костью стенки, к моменту равнодействующей силы давления на 
всю стенку F  относительно той ж е оси:

J PghdFl =  pghcFl0.
F

Здесь I —  расстояние в плоскости стенки от оси до центра 
тяжести элементарной площадки *, а / о  —  расстояние от оси до 
центра давления 0 всей площади F.

Далее, имея в виду, что h = l  sin а и hc =  lc sin а, где /с— рас­
стояние в плоскости стенки от оси до центра тяжести с пло­
щади F, получаем:

J pg sin adFl2 =  pglc sin aFl0

или

pg sin a  J dFl2 =  pg sin a Flcl0
F

| dFl2 =  FlJ.a.
f

Как известно, выражение \dFl2 представляет собой момент 
инерции /  площади стенки F  относительно оси х. Следова­
тельно, Fl0lc =  I, откуда

l0 =  UFlc. (2.21) о
Полученное выражение часто оказывается более удобным 

представлять в другом виде, заменяя момент инерции площади 
относительно оси, совпадающей с урезом жидкости, моментом 
инерции / с относительно оси, проходящей через центр тяжести.
В теоретической механике между этими величинами устанав­
ливается следующая зависимость:

I  =  I c +  F l l
Подставив приведенное значение в выражение (2 .21), по-  ̂

лучим окончательно:
l0 =  lc +  I cIFlc.

Из последнего выражения видно, что центр давления нахо­
дится всегда ниже центра тяжести стенки (например, в случае 
прямоугольной стенки, одна из сторон которой совпадает с по­
верхностью жидкости, центр давления находится на '/з. а центр 
тяжести на '/г ее высоты от основания, т. е. от низа стенки).

Полное давление, а также глубина погружения центра тя­
жести и центра давления для некоторых плоских стенок раз­
личной формы приведены в табл. 2.2.

* В пределе (при стремлении ширины элементарней полоски к нулю) 
это расстояние практически совпадает с расстоянием до центра давления 
элементарной полоски.

§ 14. ДАВЛЕНИЕ НА ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ

Весьма широкое применение на практике имеют различного 
рода цилиндрические поверхности, подверженные давлению 
жидкости (например, стенки труб, резервуаров и всевозможных 
цилиндрических сосудов, секторные затворы плотин и др .).

Для определения полной силы давления в этом случае рас­
смотрим некоторую цилиндрическую поверхность А ВСД  
(рис. 2.26, а ),  подверженную давлению жидкости. Исследуем 
условия равновесия объема жидкости A A XB C C XD, ограничен­
ного справа самой цилиндрической поверхностью, слева верти­
кальной плоскостью А\ВСС\ и снизу плоскостью AA\C\D.

На этот объем действуют следующие силы:
1) со стороны жидкости — горизонтальная сила давления 

на вертикальную плоскость А\ВСС\, определяемая как сила 
давления на плоскую стенку R\ =  pg (Н12) FА Ж С ',

2) снизу на плоскость AA\C\D — сила, направленная по вер­
тикали снизу вверх: R 2 =  pgFAAlC,D'>

3) сила тяжести (вес) G рассматриваемого объема жидко­
сти, направленная по вертикали вниз и приложенная к центру 
тяжести этого объема;

4) со стороны цилиндрической поверхности — сила реакции 
этой поверхности R, равная по значению, но обратная по на­
правлению искомой силе давления жидкости на поверхность.

Следует иметь в виду, что все указанные силы лежат в од ­
ной плоскости, нормальной к образующей цилиндрической по­
верхности и проходящей через ее плоскость симметрии.

Под действием этой системы сил выделенный объем жидко­
сти находится в равновесии. Составим обычные уравнения рав­
новесия, проектируя силы на координатные оси у  и г:

=  ^  =  0 ;

2 z  =  / ? 2_ g — / ? ,  =  о .
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откуда находим составляющие силы R по координатным осям

=  R 1, (2.22)
Rz =  R i— G. (2.23)

Из полученных выражений следует, что горизонтальная со- 
ставляющая Ry равна силе давления жидкости на плоскость 
А\ВССи представляющую собой проекцию поверхности на вер­
тикальную плоскость. Вертикальная составляющая Rz опреде­
ляется разностью двух сил, из которых первая R2 равна весу 
жидкости в объеме прямоугольной призмы сечением АА\ВВи 
а вторая G есть вес выделенного объема жидкости А А хВССф . 
Их разность представляет собой, очевидно, вес жидкости, взя­
той в объеме ABB\DXCD, над цилиндрической поверхностью.

Рис. 2.27

Этот объем носит название тела давления и для наглядности 
изображен на рис. 2.26, б  (штриховкой показано сечение тела 
давления плоскостью, нормальной к оси тела).

Сечения тела давления для некоторых случаев представлены 
на рис. 2.27. Необходимо иметь в виду, что вертикальная со­
ставляющая может иметь различное направление в зависимо-. 
сти от положения ограничивающей поверхности по отношению 
к жидкости. В тех случаях, когда жидкость находится над ог­
раничивающей поверхностью (рис. 2.27, а, б ) , эта сила Rz на­
правлена сверху вниз и тело давления определяется действи­
тельным объемом жидкости над этой поверхностью. Если жид­
кость располагается под ограничивающей поверхностью 
(рис. 2.27, в ), вертикальная составляющая Rz направлена снизу 
вверх; тело давления в этом случае соответствует фиктивному 
объему жидкости над поверхностью.

Зная составляющие, легко найти равнодействующую силу 
давления

= V rl + R l (2.24)

и установить ее направление, определяемое по углам наклона 
силы к осям координат:

cos (R , y) =  R u/R;
cos (R, z) =  Rz/R.

Рис. 2.28

^ Положение центра давления на цилиндрическую поверх- 
сТЬ находят обычно графическим путем. Для этого на чер- 

еже (Рис- 2-28) ПР0В°ДЯ? направления горизонтальной и вер­
ти кальной составляющих Ry и Rz (первое на ’/з расстояния от 

жней кромки поверхности, второе — через центр тяжести 
тела давления) и находят точку их пересечения. Затем через 

эТу точку под углом (R, у )  к горизонтали проводят известное 
направление равнодействующей R, пересечение которой с ци­
линдрической поверхностью и опреде­
ляет положение центра давления 0.

В частном случае, когда цилиндри­
ческая поверхность является поверх­
ностью кругового цилиндра, положение 
центра давления определяют проще.

Так как силы гидростатического 
давления нормальны к площадкам, на 
которые они действуют, то сила давле­
ния на элементарные площадки и рав­
нодействующая сила давления на всю 
поверхность проходят через центр кру­
гового цилиндра. Поэтому для нахож­
дения центра давления достаточно провести через геометри­
ческий центр с цилиндрической поверхности линию действия 
равнодействующей силы R до ее пересечения с поверхностью.

§ 15. ДАВЛЕНИЕ НА КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ПОВЕРХНОСТИ

Определение давления на цилиндрическую поверхность пред­
ставляет собой частный случай общей задачи о давлении на 
криволинейные поверхности. Чтобы получить общее решение, 
возьмем сосуд произвольной формы и выделим на его стенке 
какую-либо криволинейную поверхность S, ограниченную кон­
туром AMBN  (рис. 2.29).

Будем искать составляющие полного давления на эту по­
верхность по координатным осям, выбрав, например, начало 
координат на свободной поверхности жидкости и расположив 
оси так, как это показано на чертеже. При этом ограничимся 
определением лишь одной составляющей Rx, параллельной 
оси х> поскольку остальные составляющие можно найти анало­
гичным образом.
Л/л/^а” дем пРоекНию поверхности S на некоторую плоскость 

нормальную к оси х  и расположенную между этой поверх- 
остью и координатной плоскостью гОу. Отметим, что указан- 
ую плоскость проекций NN, как и направление самой оси х, 

«ож но выбирать по-разному.
^ На жидкость, заключенную в объеме между поверхностью 
0g Плоскостью NN  и поверхностью проектирующего цилиндра, 

Разующие которого параллельны оси х, действуют следую-
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щие силы: тяжести (вес) Gx выделенного объема жидкости; 
давления жидкости R Fx на проекцию поверхности S на плос­
кость NN] давления на боковую поверхность указанного объ­
ема (их проекция на ось х  равна нулю ); реакции R со стороны 
поверхности S, равная по значению, но обратная по направле­
нию искомой силе давления жидкости.

Проектируя эти силы на ось х, имеем:

2  X  =  R fx +  Gx cos а*— Rx =  0, 

откуда для проекции силы реакции получаем
R x = R fx +  Gx[cosa ,. (2.25)

Аналогично находят выражения для проекции силы реак­
ции и на другие координатные оси:

R y— R Fu +  Gycos ау, (2.25')

R z =  R fz +  Gz cos az- (2.25")
где a*, av, az — углы между направлением линии действия силы 
тяжести и осями координат х, у, z.

Таким образом, получаем следующую общ ую теорему о дав­
лении на криволинейную поверхность: проекция силы давления 
на криволинейную поверхность S на заданную ось х равна 
сумме проекций на эту ось веса жидкости, находящейся между 
поверхностью S, поверхностью проектирующего цилиндра и пло­
скостью проекций, нормальной к оси х, и силы давления жидко­
сти на проекцию поверхности S на ту же плоскость проекции.

Применение этой теоремы к частному случаю горизонталь­
ности оси х  приводит к выводам, изложенным в предыдущем 
параграфе.

§ 16. ЭПЮРЫ ГИДРОСТАТИЧЕСКОГО ДАВЛЕНИЯ

Изменения гидростатического давления на поверхность, ог­
раничивающую жидкость, изображают очень наглядно при по­
мощи графиков, или эпюр, давления. При этом давление, воз-
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растающее с глубиной погружения точки его приложения по 
линейному закону, откладывают в определенном масштабе 
в виде отрезков, нормальных к поверхности.
I ’ Предположим, требуется построить эпюру абсолютного дав­
ления на вертикальную стенку АВ  сосуда, наполненного жид­
костью, имеющей плотность р, до уровня h (рис. 2.30, а). Д ав­
ление на свободной поверхности жидкости равно атмосфер­
ному. Изменение гидростатического давления по высоте стенки 
в этом случае определяется выражением

Р =  Рати +  Pgh,

представляющим уравнение прямой линии. Поэтому для по­
строения эпюры давления необходимо отложить от точки А на

а

свободной поверхности жидкости (h =  0) отрезок аА соответ­
ствующий в масштабе построения атмосферному давлению, а от 
точки В у дна сосуда — отрезок ЬВ, соответствующий давле­
нию в этой точке p = p aTM+pgh, и соединить концы этих отрез­
ков прямой ab. Полученная фигура — трапеция АаЬВ и будет 
эпюрой гидростатического давления.

Эпюра избыточного (манометрического) давления p =  pgh 
для той же стенки, очевидно, будет иметь вид прямоугольного 
треугольника АЬВ (рис. 2.30, б ).

В том случае, когда сосуд имеет наклонную стенку, состав­
ляющую с горизонтальной плоскостью некоторый угол а, эпюра 
избыточного гидростатического давления представляет собой 
также прямоугольный треугольник АЬВ (рис. 2.30, в ), в кото­
ром отрезки, изображающие давление, наклонены к горизон­
тальной плоскости под углом 90° — а.

Если стенка состоит из ряда отдельных плоских граней, на­
клоненных под различными углами к горизонту (рис. 2.31, а) 
в виде некоторой ломаной линии ABCD, эпюра гидростатиче­
ского давления может быть построена так же, как и для обыч­
ной плоской стенки. Для этого отложим сначала от точки В нор­
мально к грани АВ  отрезок ВЬ, изображающий гидростатиче- 
ское давление в этой точке. Затем соединим точки А  и Ь пря- 
м°й и получим эпюру давления на указанную грань в виде 
прямоугольного треугольника АЬВ. Затем перейдем к построению
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Рис. 2.31

эпюры давления на грань ВС. Отложим от точек В и С 
этой грани нормально к ней отрезки, соответствующие гидро­
статическим давлениям: от точки В — отрезок ВЬ', равный ВЬ, 
и от точки С — отрезок Сс. В результате получим трапецию 
ВЬ'сС, представляющую собой эпюру давления на грань ВС.

Аналогичным путем 
6 построим эпюру дав̂ -

ления и для последней 
грани CD (трапеция 
Cc'dD).

Отметим также 
случай, когда стенка 
имеет криволинейную 
форму. Гидростати­
ческое давление в от­
дельных точках такой 
стенки также изобра­

жается отрезками прямых, нормальных к стенке в соответст­
вующих точках, а эпюра давления в этом случае представляет 
криволинейный треугольник (рис. 2.31, б).

§ 17. РАВНОВЕСИЕ ТЕЛА В ПОКОЯЩЕЙСЯ ЖИДКОСТИ

Определим силу полного давления со стороны жидкости на 
погруженное в нее тело. Для этого рассмотрим некоторое тело 
произвольной формы объемом V и плотностью рь погруженное 
в жидкость плотностью р 
(рис. 2.32), и найдем составляю­
щие силы давления по координат­
ным осям (оси х  и у  расположим 
в горизонтальной плоскости, ось z 
направим по вертикали).

Найдем сначала составляющую 
давления по оси х, для чего разо­
бьем тело на ряд весьма тонких 
горизонтальных призм с осями, па­
раллельными этой оси. Нетрудно 
видеть, что, так как глубины по­
гружений обоих оснований подоб­
ных элементарных призм под сво­
бодной поверхностью жидкости оди­
наковы и проекции площадей этих 
оснований равны между собой, 
будут равны и проекции давлений 
dR\ и dR2 на ось х, а поскольку при этом проекции давления 
на концевые площадки каждой призмы противоположны по на­
правлению, то их сумма будет равна нулю. Это относится и 
к горизонтальной составляющей давления по оси у.

Для определения вертикальной составляющей разобьем тело 
на ряд элементарных вертикальных призм. Гидростатическое 
давление в центрах тяжести торцовых площадок таких призм 
обозначим р\ и р2, а давление на свободной поверхности жид-

| КОСТИ — р0.
Заменив эти давления их значениями в зависимости от глу­

бины погружения площадок P\=p0+pgH\\ P2= p o+ p g H 2 и обо­
значив нормальные к оси сечения призмы dFi и dF2 (dF i =  
=  dF2= d F )  для вертикальных составляющих давления на ука­
занные площадки, получим:

" d R z^ fP o +  pgHJdFi,

k dR2l - (р0 pgH2) dF2.

р  Эти две силы различны по значению и противоположны по 
направлению. Первая направлена по вертикали вниз, вторая — 
вверх. Их равнодействующая будет

dRz =  dRt',— dRZi =  (ро +  pgH2) dF— (р0 +  pgHJ dF =

=  pg  (H t - H J  dF =  pgHdF =  pgdV,

где H — высота рассматриваемой элементарной призмы; d V =  
*=HdF — объем этой призмы.

Из полученного выражения видно, что вертикальная состав­
ляющая давления будет направлена вверх (в сторону большей 
силы) и равна силе тяжести (весу) жидкости в объеме указан­
ной призмы.

Сложив давления на все элементарные призмы, на которое 
разбито тело, получим:

Я dRt =  $ pgdF =  p g j dV =  pgV.
F F F

(2.26)

Таким образом, вертикальная составляющая давления со
стороны жидкости на погруженное в нее тело направлена вверх 
и равна силе тяжести (весу) жидкости в объеме тела.

Этот закон впервые был установлен за 250 лет до нашей 
эры Архимедом и известен под названием закона Архимеда. Он 
имеет большое значение при решении задач, связанных с пла­
ванием тел; на нем, в частности, основана теория плавания ко­
рабля. Силу давления R при этом часто называют архимедовой 
подъемной силой.

Из закона Архимеда следует, что на тело, погруженное 
в жидкость, в конечном счете действуют две силы: сила тяже­
сти (вес тела) G и архимедова подъемная сила R (рис. 2.33).

При этом могут иметь место следующие основные случаи.
1. Плотность тела и жидкости одинакова (pi =  p).
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Тогда
G =  PigV; R --pgV.

Равнодействующая этих сил G— R — 0. Следовательно, тело 
будет находиться в состоянии безразличного равновесия, т. е., 
помещенное на любую глубину, оно не будет ни всплывать, ни 
тонуть.

2. Плотность тела больше плотности жидкости (p i> p ) . Сле­
довательно, вес тела больше подъемной силы ( G > R ) и их рав­
нодействующая G— R направлена вниз. Тело будет тонуть.

3. Плотность тела меньше плотности жидкости (p i< p ) . Зна­
чит, вес тела меньше подъемной силы ( G < / ? )  и их равнодей­
ствующая G— R направлена врерх. Погруженное в жидкость

Рис. 2.33 Рис. 2.34

тело будет всплывать до тех пор, пока вследствие выхода части 
его над поверхностью жидкости подъемная сила не уменьшится 
настолько, что станет равной весу тела. После этого тело будет 
плавать на поверхности жидкости. Подъемная сила в этом 
случае называется поддерживающей.

Кроме условия R =  G для равновесия тела, погруженного 
в жидкость, необходимо также, чтобы точки приложения этих 
сил лежали на одной вертикали.

Если тело однородно, точки приложения указанных сил со ­
впадают (рис. 2.34, а ) ; если тело неоднородно, эти точки не со ­
впадают и для равновесия, кроме равенства сил G и R, необхо­
димо, чтобы их линии действия были направлены по одной 
прямой. В противном случае (рис. 2.34, б, в) силы G и I! о б ­
разуют пару сил, под действием которой тело повернется и при­
дет в положение равновесия лишь тогда, когда точки приложе­
ния обеих сил будут расположены на одной вертикали.

Наибольший практический интерес представляют условия 
равновесия при плавании тел (т. е. равновесия тел, погружен­
ных в жидкость частично).

Теория плавающего тела подробно изучается в специальных 
дисциплинах, например в теории корабля. Здесь мы ограни­
чимся рассмотрением лишь гидравлической сущности этой 
теории.

Способность плавающего тела, выведенного из состояния 
равновесия, вновь возвращаться в это состояние называется 
остойчивостью.

В теории корабля различают два вида остойчивости: попе­
речную (при крене судна), когда один борт превышает другой 
(рис. 2.35), и продольную, когда один конец судна (нос или 
корма) находится выше другого (рис. 2.36). Практически более 
важны исследования поперечной остойчивости, так как про­
дольная остойчивость обычно весьма значительна.

Силу тяжести (вес) жидкости, взятой в объеме погружен­
ной части судна, называют водоизмещением, а точку приложе-

' - А - / '

Рис. 2.35

Рис. 2.36

ния равнодействующей давления (т. е. центр давления) — цен­
тром водоизмещения. При нормальном положении судна центр 
тяжести его с (рис. 2.37) и центр водоизмещения d лежат на 
одной вертикальной прямой 0 0 ', представляющей ось симмет­
рии судна и называемой осью  плавания.
I Пусть под влиянием внешних сил судно наклонилось на не­
который угол а (см. рис. 2.37), часть судна K.LM вышла из жид­
кости, а часть K'L'M  погрузилась в нее. При таком повороте 
положение центра тяжести с в теле судна останется неизмен­
ным. Не изменится и водоизмещение, но положение центра во­
доизмещения d станет иным. Пусть оно теперь будет d'. При­
ложим в точке d' подъемную силу R и линию ее действия 
продолжим до пересечения с осью симметрии судна 0 0 ' .  Получен­
ная точка m называется метацентром, а расстояние между ме­
тацентром и центром тяжести по оси плавания — метацентри- 
ческой высотой. Обозначим это расстояние h и будем считать 
его положительным, если точка m лежит выше точки с, и отри­
цательным —  в противном случае.

Таким образом, плавающее судно имеет три характерные 
точки: центр тяжести, не меняющий своего положения по
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отношению к судну при любом его положении; центр водоизме­
щения, перемещающийся при крене судна; метацентр, также 
изменяющий свое положение в зависимости от крена *.

Рассмотрим теперь условия равновесия судна. Здесь могут 
представиться следующие основные случаи в зависимости от 
относительного расположения метацентра и центра тяжести;

1) остойчивое равновесие — метацентр лежит выше центра 
тяжести (ft>  0 ); пара сил, поворачивая судно, возвращает его 
в первоначальное положение;

2) безразличное равновесие — метацентр и центр тяжести 
совпадают ( h = 0);

3) неостойчивое равновесие — метацентр лежит ниже цен­
тра тяжести ( h < 0 ); пара сил вызывает дальнейшее опроки­
дывание судна.

Значит, чем ниже центр тяжести и чем больше метацентри- 
ческая высота, тем больше остойчивость судна. Поэтому мета- 
центрическая высота может быть принята за меру остойчивости. 
Практически ее нормальное значение для торговых судов на­
ходится в пределах 0,3— 0,8 м.

* При небольшом крене <ot< 15") положение метацентра можно считать 
постоянным.

ГЛАВА ТРЕТЬЯ 

ОСНОВЫ ГИДРОДИНАМ ИКИ

§ 18. ЗАДАЧИ И МЕТОДЫ ГИДРОДИНАМИКИ

| Гидродинамикой (точнее, технической гидродинамикой) на­
зывают раздел гидравлики, в котором изучаются законы дви­
жения жидкости. Так же называют раздел теоретической гидро­
механики, в котором рассматриваются аналогичные воп­
росы.

Движение жидкости по сравнению с движением твердого 
тела отличается значительно большей сложностью. Если состоя­
ние жидкости в покое определяется лишь гидростатическим дав­
лением, то ее состояние в движении характеризуется еще и 
скоростью движения ее частиц. В общем случае значения дав­
ления и скорости, различные в разных точках пространства, мо­
гут изменяться и в зависимости от времени.

В реальных жидкостях взаимодействие между частицами оп­
ределяется не только силами давления, но и касательными 
силами, обусловленными вязкостью жидкости.

Поэтому в гидродинамике, как указывалось, для упрощения 
исследований жидкость часто полагают идеальной —  лишенной 
вязкости и однородной, т. е. имеющей постоянную во всех 
точках плотность.

Из-за большого числа переменных величин, характеризую­
щих движение жидкости, сложности наблюдаемых при этом 
явлений и трудности математического исследования действи­
тельное движение жидкости обычно заменяют некоторой услов­
ной, упрощенной схемой. Такой схемой, лежащей в основе гид­
равлики и логически наиболее удачно отвечающей естественным 
представлениям о движении жидкости, является схема, рассмат­
ривающая поток жидкости состоящим из отдельных элементар­
ных струек. В гидравлике эту схему часто называют струйчатой 
моделью движения.

Если при исследовании исходить из этой упрощенной модели 
и пользоваться понятием средней скорости потока, то для мате­
матического описания движения достаточно проследить за из­
менением скорости, давления и других величин в зависимости 
только от одной переменной —  расстояния рассматриваемого 
поперечного сечения потока от некоторого начального его сече­
ния. Подобное движение называют одномерным (или однораз­
мерным). Указанный метод исследования весьма широко при­
меняется в практической гидравлике. Получаемые при этих 
Допущениях уравнения движения идеальной жидкости затем 
исправляют, вводя соответствующие поправки и коэффициенты,
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переносят на реальные жидкости и применяют для решения 
конкретных практических задач.

Если полностью учитывают изменение скоростей, давлений 
и т. д. по двум или трем координатным осям, движение соответ­
ственно называют двухмерным  (двухразмерным), или плоским, 
и трехмерным (трехразмерным), или пространственным.

Двухмерные и трехмерные движения рассматриваются в ос ­
новном в теоретической гидродинамике. При этом движение 
жидкости представляется как непрерывная и последовательная 
деформация сплошной материальной среды. Его изучение имеет 
цель —  выразить математически, в форме дифференциальных 
уравнений, основные кинематические и динамические характе­
ристики как непрерывные функции координат и времени и может 
быть выполнено двумя методами: Лагранжа и Эйлера.

Метод Лагранжа заключается в наблюдении за движением 
одних и тех же, мысленно отмеченных, частиц жидкости, прохо­
дящих через различные точки пространства, и, по существу, 
сводится к изучению траекторий этих частиц и прослеживанию 
во времени за изменением их кинематических характеристик.

По методу Эйлера объектом наблюдения являются кинема­
тические характеристики различных частиц жидкости, непре­
рывно следующих одна за другой через определенные, зафикси­
рованные точки пространства. М етод Эйлера оказывается более 
простым и удобным. Задавая внешние объемные (массовые) 
силы проекциями их ускорений X, Y, Z, а скорости проекциями 
скоростей vx, vy, vz на координатные оси и присоединяя гидро­
динамическое давление р и плотность жидкости р, для каждой 
частицы такой идеальной однородной жидкости получаем всего 
восемь величин, определение зависимости которых от времени t 
и координат х, у, г  и составляет содержание основных задач 
гидродинамики.

Для решения этих задач можно составить пять уравнений, 
дающих зависимости между указанными восемью величинами; 
три из них при этом предполагаются заданными.

Условие однородности жидкости (р =  const) представляет со­
бой в данном случае простейшую форму первого из этих урав­
нений— так называемого характеристического уравнения (или 
уравнения состояния).

Остальные уравнения этой системы — дифференциальные 
уравнения движения и уравнение неразрывности будут рас­
смотрены ниже.

§ 19. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Прежде чем приступить к изучению струйчатой модели дви­
жения жидкости, необходимо установить ряд новых понятий 
и определений. С этой целью рассмотрим некоторое простран­
ство, сплошь заполненное движущейся жидкостью, состоящей
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из отдельных элементарных частиц бесконечно малых размеров. 
Напомним, что размеры этих частиц несоизмеримы с размерами 
молекул и атомов и жидкость заполняет пространство без каких 
бы то ни было пустот, т. е. представляет собой сплошную ма­
териальную среду.

Каждая из указанных жидких частиц, находясь в данный 
момент времени в какой-то определенной точке пространства, 
обладает вполне определенными скоростью и давлением. При 
переходе этой частицы в другую точку пространства, отстоящую 
от первой на весьма малом расстоянии, ее скорость и давление 
изменяются также весьма незначительно. Таким образом, можно 
считать, что скорость и давление будут непрерывно меняться 
в зависимости от положения рассматриваемой частицы в про­
странстве, т. е. будут являться непрерывными функциями ко­
ординат.

Картина скоростей в каждый данный момент времени в про­
странстве, заполненном движущейся жидкостью, называется 
полем скоростей, а картина давлений — полем давлений. При 
этом следует иметь в виду, что здесь и далее речь идет о так 
называемом гидродинамическом давлении. Последнее опреде­
ляется как поверхностная сила взаимодействия между части­
цами жидкости, отнесенная к единице площади. Для идеальной 
жидкости оно обладает теми же свойствами, что и гидростати­
ческое давление, т. е. по значению также не зависит от направ­
ления площадки, на которую действует, и нормально к ней,

Выделим в указанной массе жидкости произвольную частицу 
и проследим за ее движением в пространстве. С течением вре­
мени эта частица пройдет через ряд точек пространства 1, 2,
3,   п с различными скоростью и давлением. Геометрическое
место таких точек, являющихся последовательным положением 
движущейся частицы жидкости, представляет траекторию жид­
кой частицы.

Если скорость и давление в каждой данной точке простран­
ства, заполненного движущейся жидкостью, остаются все время 
постоянными (но могут меняться при переходе от одной точки 
пространства к другой), движение называют установившимся. 
Говоря иначе, при установившемся движении поле скоростей 
и поле давлений с течением времени остаются неизменными. 
Это есть движение, постоянное во времени и изменяющееся 
в пространстве; при нем скорость и давление зависят от коор­
динат движущейся жидкой частицы, т. е. от ее положения 
в пространстве, и не зависят от времени. Таким образом, при 
установившемся движении

0 = Ы * ,  У, 2);

P =  h (x , у, г). (3.1)
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При иеустаиовившемся движении жидкости поля скоростей 
и давлений будут непрерывно меняться. В этом случае скорость 
и давление в каждой точке пространства зависят как от коор­
динат движущейся частицы, так и от времени:

v =  h (x , у, г, 0 ; 

Р =  Ы *. У. z. 0- (3.2)

Примером установившегося движения является истечение 
жидкости из отверстия в стенке или дне сосуда, когда уровень 
жидкости в этом сосуде все время поддерживается постоянным

(Hi =  const), т. е. коли­
чество поступающей в со­
суд и вытекающей из 
него жидкости одина­
ково. В этом случае 
(рис. 3.1, а) форма выте­
кающей струи 1, скорость 
и давление в любом ее 
сечении остаются неиз­
менными. Если же уро­
вень жидкости в сосуде 
с течением времени бу­
дет меняться (Н гФ  con st), 
например понижаться по 

мере вытекания жидкости из отверстия, движение станет не- 
установившимся, будут меняться скорость истечения жидкости 
и форма струи 2 (рис. 3 .1 ,6 ).

Другим примером установившегося движения является дви­
жение жидкости в трубопроводе при ее перекачке центробеж­
ными насосами. Так как рабочее колесо центробежного насоса 
практически вращается равномерно с постоянной угловой ско­
ростью, подача жидкости в трубопровод будет происходить также 
непрерывно и равномерно, все время в одинаковых количествах, 
с постоянными скоростью и давлением.

Наоборот, при перекачке поршневыми насосами, когда пор­
шень движется с переменной скоростью, имеет место неустано- 
вившееся движение, при котором скорость и давление в трубо­
проводе меняются во времени.

§ 20. СХЕМА ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ

В основе указанной в § 18 схемы движения жидкости лежат 
понятия о линии тока и элементарной струйке.

Рассмотрим, как и ранее, некоторую часть пространства, 
заполненного движущейся жидкостью. В некоторой произволь­
ной точке построим вектор скорости vB (рис. 3.2), изображаю­

Рис. 3.2

щий (по значению и направлению) скорость частицы жидкости
В, находящейся в данный момент времени в этой точке. На 
этом векторе, на весьма малом расстоянии от точки В, возьмем 
точку С и построим вектор Vc, соответствующий скорости ча­
стицы в этой точке в тот же момент времени. На векторе vc 
возьмем точку D, отложим от нее вектор скорости Vd  и т . д . 
В результате получим ломаную линию BCDEFGH, стороны ко­
торой совпадают с направлениями векторов скоростей частиц 
жидкости В, С, D, Е, F, G, Н  в данный момент времени.

Если безгранично уменьшать длину отрезков ВС, CD , DE, 
EF, FG, GH, то в пределе ломаная линия превратится в неко­
торую кривую, называемую линией тока.

Итак, линией тока называется кривая, проведенная через 
ряд точек в движущейся жидкости таким образом, что векторы 
скоростей частиц жидкости, 
находящихся в данный момент 
в этих точках, являются к ней 
касательными.

Необходимо иметь в виду 
различие между траекторией 
частицы жидкости и линией 
тока. В то время как траекто­
рия относится лишь к одной 
определенной частице жидко­
сти и показывает путь, прохо­
димый этой частицей в пространстве за некоторый промежуток 
времени, линия тока связывает между собой различные, лежа­
щие на ней частицы и характеризует направление их движения 
в данный момент времени.

Линии тока соответствуют состоянию поля скоростей в дви­
жущейся жидкости в данный момент времени. Если в следую­
щий момент поле скоростей изменится, изменится и положение 
линий тока.
\ Однако в случае установившегося движения, характеризу­
емого неизменностью поля скоростей во времени, частицы жид­
кости будут следовать вдоль неизменных линий тока. Таким об ­
разом, линии тока и траектории жидкости совпадают между 
собой только при установившемся движении.

Линии тока и траектории можно сделать видимыми, чем 
широко пользуются в лабораторной практике при эксперимен­
тальных исследованиях и наблюдениях над движением жид­
кости. Для этого на поверхности жидкости рассеивают, напри- 
МеР, мелкие частицы какого-нибудь вещества, не растворимого 
^Ж идкости, и фотоаппаратом производят съемку *. При съемке

пп * с Уи*ествУют и более совершенные методы исследования, основанные на 
РИменении особых равновесомых с жидкостью эмульсий, специальных прибо- 

высокочастотного кино и др. Эти методы описаны в специальной ли­
тературе.
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Рис. 3.3

с малой выдержкой эти частицы дают на пластинке короткие 
черточки (штрихи), которые при достаточно большом количе­
стве частиц сливаются и показывают общ ую картину линий 
тока.

При съемке с большой выдержкой и малым числом частиц 
последние оставляют на пластинке длинные следы в виде 
кривых линий, представляющих собой траектории. На рис. 3.3 
показано положение линий тока при обтекании жидкостью пла­
стинки (а) и крыла (б) .

Выделим в жидкости элементарную площадку dF и через все 
ее точки, находящиеся как внутри площадки, так и на контуре, 
проведем линии тока (рис. 3.4). Совокупность этих 
линий образует некоторый объемный пучок, называ­
емый элементарной струйкой жидкости.

При установившемся движении элементарная 
струйка обладает следующими свойствами:

1) поскольку линии токов, из которых состоит 
струйка, с течением времени не меняют своей формы, 
то и форма всей струйки остается неизменной во 
времени;

2) ввиду того, что линии тока в данном случае 
являются и траекториями частиц жидкости, перете­
кание последней через боковую поверхность из од ­
ной струйки в другую невозможно; струйка как бы 
оказывается заключенной в жесткие стенки, образу­
ющие некоторую трубчатую поверхность, называе­
мую трубкой тока. Рис. 3.4

Вследствие весьма малого поперечного сечения 
элементарной струйки скорости в различных точках 
ее сечения будут незначительно отличаться одна от другой и 
их можно считать одинаковыми. Вдоль струйки по ее длине 
как поперечное сечение, так и скорость могут изменяться. 
Если взять ряд таких «ж естких» элементарных струек, то их 
совокупность образует поток жидкости.

Скорости движения отдельных струек, из которых складыва­
ется поток, различны. Как показывает опыт, наибольшие ско­
рости имеют частицы жидкости, находящиеся у оси потока, 
наименьшие —  у стенок. Таким образом, поток жидкости рас­
сматривается состоящим из отдельных элементарных струек, дви­
жущихся с различными скоростями.

Рассматривая перемещение элементарного объема жидкости 
в реальных условиях, можно установить, что в общем случае 
наряду с поступательным движением происходят вращение вок­
руг некоторой мгновенной оси и одновременно деформация 
(изменение формы) рассматриваемого объема. Поэтому можно 
считать, что скорость перемещения любой точки жидкой ча­
стицы складывается из трех скоростей; поступательной, дефор­
мационной и вращательной. Такой общий случай движения
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жидкости называется вихревым. Частный случай движения, при 
котором частицы не испытывают вращения вокруг мгновенных 
осей, называют безвихревым, или потенциальным.

Вращательные движения (они всегда наблюдаются при тече­
нии реальных жидкостей) в гидродинамике связывают с поня­
тием о вихре. Для выяснения этого понятия рассмотрим в массе 
движущейся жидкости некоторую элементарную частицу А, вра­
щающуюся в данный момент времени вокруг оси 1-2 с угловой 
скоростью со* (рис. 3 .5 ,а). Далее на весьма малом расстоянии 
от центра частицы А через точку 2 проведем ось вращения 2-3 
другой частицы В для того же момента времени. Аналогичные по­
строения выполним и для ряда других частиц С, D, Е и т. д.

В результате таких построе­
ний получим некоторую ло­
маную линию 1-2-3-4-5, ко­
торая в пределе при умень­
шении отдельных состав­
ляющих ее отрезков до бес­
конечно малого значения 
превращается в кривую, на­
зываемую вихревой линией. 
Как это следует из построе­
ния, каждый элементарный 
отрезок вихревой линии 
представляет собой мгновен­
ную ось вращения соответ­
ствующей жидкой частицы.

Если взять в жидкости элементарную площадку dF 
(рис. 3.5,6) и через все ее точки провести вихревые линии, то 
совокупность совместно вращающихся вокруг этих линий жид­
ких частиц образует так называемую вихревую трубку.

Из приведенных построений очевидна аналогия между по­
нятиями вихревой линии и вихревой трубки, с одной стороны, 
и линией тока и элементарной струйкой, с другой.

Появление вихрей можно объяснить следующим образом. 
При движении жидкости у стенок, ограничивающих поток, 
всегда образуется некоторый неподвижный, прилипший слой. 
Между отдельными неподвижными жидкими частицами этого 
слоя и какой-нибудь ближайшей к ним движущейся частицей 
(на нижней ее поверхности) возникает сила трения, направлен­
ная в сторону, обратную движению. Подобная, но противопо­
ложно направленная сила трения появляется и на верхней 
поверхности этой частицы, между нею и другой движущейся 
частицей. Следовательно, на каждую частицу жидкости дей­
ствуют две равные по значению и обратные по направлению

Рис. 3.5

* В общем случае неустановившегося движения жидкости положение этой 
оси, как и частота вращения частицы с течением времени изменяется.
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Сйлы, образующие пару сил и вызывающие вращение этой ча­
стицы вокруг некоторой мгновенной оси. Из сказанного видно, 
что причиной появления вихрей является наличие в жидкости 
обтекаемых ею тел (в данном случае стенок), у которых за­
рождаются вращательные движения отдельных жидких частиц, 
передающиеся от одной частицы к другой и ведущие к обра­
зованию вихрей.

Вихревые движения отличаются сравнительно большой слож ­
ностью и исследуются в теоретической гидромеханике. В общих 
же курсах гидравлики обычно ограничиваются рассмотрением 
упрощенной «струйчатой» модели движения жидкости.

§ 21. ГИДРАВЛИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ ПОТОКА

При изучении потоков жидкости вводят ряд понятий, харак­
теризующих потоки с гидравлической и геометрической точек 
зрения. Такими понятиями являются: площадь живого сечения, 
периметр смачивания и гидравличе­
ский радиус.

Площадью живого сечения, или 
живым сечением потока, называют 
площадь сечения потока, проведен­
ную нормально к направлению ли­
ний тока, т. е. нормально к направ­
лению скоростей элементарных 
струек*. Обозначим эту площадь F.
В ряде случаев живые сечения по­
тока, строго говоря, являются кри­
волинейными. Так, при движении 
жидкости в конически расходящейся трубе (рис. 3.6), когда 
поток состоит из ряда расходящихся элементарных струек, жи­
вое сечение представляет собой криволинейную поверхность 
АВ. Но, если расхождение струек невелико (движение 
жидкости в этом случае называют медленно изменяющимся), 
под живым сечением обычно понимают плоское сечение потока, 
нормальное к общему направлению движения жидкости, т. е. 
сечение A iB x, нормальное к оси трубы.

Живое сечение может быть ограничено твердыми стенками 
полностью или частично (во втором случае часть живого сече­
ния ограничивается открытой поверхностью жидкости). Если 
стенки ограничивают поток полностью, движение жидкости 
называют напорным; в случае частичного ограничения потока 
Движение называют безнапорным. Напорные потоки иногда назы­
вают также сплошь заполненными, а безнапорные — незаполнен­
ными.

нием ^ дальнейшем живое сечение будем называть просто поперечным сече- 
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Напорное дбижение характеризуется тем, что гидродинами­
ческое давление в любой точке потока отлично от атмосферного 
и может быть как больше, так и меньше последнего. Безнапор­
ное же движение определяется постоянным давлением на сво­
бодную поверхность, обычно равным атмосферному.

Примером напорного движения может служить движение 
жидкости в трубопроводе при ее перекачке насосами, истечении 
из резервуара или водонапорного бака, а примером безнапор­
ного — движение жидкости в открытых каналах и реках.

Часть периметра живого сечения, по которому поток соприка­
сается с ограничивающими его стенками называют периметром 
смачивания. Обозначим его А. При напорном движении жидко­
сти геометрический периметр и периметр смачивания совпадают 

по значению, а при безнапорном периметр 
смачивания будет отличен от геометриче­
ского, так как линия, по которой жидкость 
соприкасается с воздухом, в длину пери­
метра смачивания не входит. Так, для ка­
нала, изображенного на рис. 3.7, периметр 
смачивания A =  b +  2h, а геометрический ра­
вен 2b + 2h.

Отношение площади живого сечения 
к периметру смачивания (R =  F/A) назы­
вают гидравлическим радиусом сечения.

Подчеркнем, что гидравлический и геометрический радиусы — 
два совершенно различных понятия. Например, при напорном 
движении жидкости в круглой трубе диаметром d геометриче­
ский радиус r= d !2 , а гидравлический радиус R =  F/A — 
= n d 2/4:nd=d/4. При движении жидкости в открытом канале 
(см. рис. 3.7) R =  bhl (b +  2h), а понятие геометрического радиуса 
этому сечению вообще не Нрисуще.

§ 22. РАСХОД И СРЕДНЯЯ СКОРОСТЬ

Расходом  потока называют количество жидкости, протекаю­
щей через поперечное сечение потока в единицу времени. Ко­
личество протекающей жидкости, измеренное в объемных еди­
ницах, носит название объемного расхода  и обозначется Q- 
Соответствующую объемному расходу массу жидкости m назы­
вают массовым расходом. В гидравлике приходится иметь дело 
главным образом с объемным расходом жидкости. В дальней­
шем будем называть его просто расходом.

Между объемным и массовым расходом существует следую­
щая зависимость:

m =  pQ. (3.3)
Наиболее часто применяемые на практике единицы измерения 

объемного расхода: кубический метр в секунду (м3/с ) , кубиче­
ский метр в час (м3/ч ), литр в секунду (л /с), литр в минуту
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{л/мин); единицы измерения массового расхода: килограмм 
в секунду (кг/с), килограмм в минуту (кг/мин), килограмм 
в час (кг/ч), тонна в секунду (т /с ), тонна в час (т /ч).

Наряду с этим в гидравлике широко используют понятие 
весового расхода G и равнозначные ему понятия производитель­
ность, дебит, пропускная способность.

Расход элементарной струйки жидкости dQ может быть оп­
ределен следующим образом. Обозначим dFa площадь некото­
рого поперечного сечения струйки а-а (рис. 3.8). Тогда объем 
жидкости dQadt, прошедшей через это сечение за весьма малое 
время dt, будет составлять dL • dFcp, где dL —  расстояние вдоль 
оси струйки, на которое перемещаются в течение указанного 
времени частицы жидкости, находившиеся в начальный момент 
времени в сечении а-а; dFcv — средняя на рас­
стоянии dL площадь поперечного сечения 
'етруйки.

Отсюда имеем
dQa =  dFcp (dLldt).

Здесь dL/dt — средняя на участке dL скорость 
течения жидкости, составляющей элементар­
ную струйку.

Будем неограниченно уменьшать промежуток времени dt. 
Тогда в пределе, при dt->-0, получим dQa =  vadFa.

Поскольку сечение элементарной струйки было выбрано 
нами произвольно, то, очевидно,

dQ =  vdF, (3.4)
т. е. расход жидкости, проходящей через поперечное сечение 
элементарной струйки, равняется произведению площади по­
перечного сечения струйки на скорость в этом сечении. Уравне­
ние (3.4) называют уравнением расхода для элементарной 
струйки.

Если рассматривать поток жидкости как совокупность боль­
шого числа элементарных струек, то, очевидно, общий расход 
жидкости Q для всего потока в целом можно определить как 
сумму элементарных расходов всех отдельных струек, из кото­
рых состоит поток.

Q ^ $ d Q  =  5'vdF. (3.5)
Чтобы найти эту сумму, необходимо знать закон распределе­

ния скоростей в поперечном сечении потока. Поскольку во мно­
гих случаях такой закон неизвестен, в общем случае суммиро­
вание оказывается невозможным. Поэтому сделаем предполо­
жение, что частицы жидкости по всему поперечному сечению 
потока движутся с одинаковой скоростью. Эту воображаемую 
фиктивную скорость (с которой должны двигаться через сечение 
потока все частицы для того, чтобы расход жидкости 

ыл равен расходу, получаемому при движении жидкости 
3»
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с действительными, неодинаковыми для различных частиц ско­
ростями) называют средней скоростью потока (Уср).

Таким образом, получаем уравнение расхода для потока 
в следующем виде:

Q =  vcvF. (3-6)

Из этого уравнения находим
1>ср =  Q/F =  J vdF/F. (3-7)
Расход жидкости, подсчитанный по средней скорости, можно 

представить как объем цилиндра с площадью основания F и 
высотой иСр (рис. 3.9,а ). Если расход определяется по действи­
тельным скоростям, закон распределения которых в поперечном 

сечении потока задан некоторой 
кривой, например параболой, зна­
чение его определяется объемом 
соответствующего параболоида вра­
щения с той же площадью основа­
ния F, как это и показано на 

рис. з.9 рис. 3.9, б. Очевидно, объемы ци­
линдра и параболоида, определяю­
щие этот расход, должны быть 

равными (так как независимо от методов подсчета расход дол­
жен быть одним и тем ж е ).

Если движение жидкости установившееся и при этом раз­
меры и форма сечений вдоль потока не изменяются, следова­
тельно, и средние скорости во всех поперечных сечениях потока 
одинаковы, движение называется равномерным.

Неравномерным называют такое установившееся движение 
жидкости, при котором по длине потока изменяются его попе­
речное сечение и, следовательно, средняя скорость.

Равномерным, например, является движение жидкости 
в трубе постоянного диаметра с постоянным расходом жидкости, 
а неравномерным — движение жидкости в трубе переменного 
сечения.

Уточним также определение медленно изменяющегося дви­
жения. При таком движении кривизна элементарных струек, 
из которых состоит поток жидкости, весьма незначительна и 
также мал угол расхождения между осями отдельных струек. 
В связи с этим поперечные сечения потока можно рассматри­
вать как плоские сечения, нормальные к оси потока (это и 
было принято нами ранее). Распределение давления по сечению 
при медленно изменяющемся движении подчиняется закону 
гидростатики. Этому понятию часто соответствует, например, 
движение в естественных руслах, когда живое сечение изменя­
ется непрерывно, но достаточно плавно вдоль потока.

Выделим далее сечениями а-а и b-b, отстоящими одно от 
другого на расстоянии dL, некоторый отсек той ж е  элементарной

струйки (см. рис. 3.8). В этот отсек в единицу времени через 
сечение а-а втекает объем жидкости dQa= v adFa, а через сечение 
b-b из него вытекает объем dQb =  VbdFb.
I Примем затем, что движение жидкости носит характер уста­
новившегося движения, жидкость несжимаема и в ней невоз­
можно образование незаполненных пространств — пустот, т. е. 
.будем считать, что соблюдается условие сплошности или не- 
разрывности движения. Учитывая, что форма элементарной 
струйки с течением времени не изменяется и поперечный приток 
в струйку как и отток из нее отсутствуют, приходим к выводу, 
что элементарные расходы жидкости, проходящие через сечения 
а-а и b-b, должны быть одинаковы.

Таким образом, dQa= d Q b, или vadFa=VbdFb.
J Подобные соотношения можно составить для любых двух 
сечений струйки. Поэтому в более общем виде получаем, что 
всюду вдоль струйки
L  dQ =  vdF =  const. (3.8)

S, Уравнение (3.8) представляет собой математическое выра­
жение условия неразрывности. Оно называется уравнением по­
стоянства расхода. Иногда его называют также уравнением не­
разрывности.
I Перейдя к потоку в целом и используя понятие средней ско­
рости, получим путем аналогичных рассуждений уравнение по­
стоянства расхода для потока:
I Q =  ycpF =  const. (3.9)

Из уравнения (3.9) следует
| К рМ ср =  Fz/Fi, (ЗЛО)
т. е. средние скорости в поперечных сечениях потока при нераз­
рывности движения обратно пропорциональны площадям этих 
сечений.

§ 23. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ 
ДЛЯ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ СТРУЙКИ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

Уравнение Бернулли является основным в технической гид­
ромеханике. Оно устанавливает зависимость между скоростью 
и давлением в различных сечениях одной и той же элементар­
ной струйки.

При выводе этого уравнения ограничимся случаем устано­
вившегося медленно изменяющегося движения.

Выделим в пространственной элементарной струйке объем, 
ограниченный в некоторый момент времени t сечениями 1— 1 и 
2—-2, нормальными к оси струйки 0\ 02 (рис. 3.10). Первона­
чально будем считать жидкость идеальной, т. е. лишенной вяз­
кости. Силы внутреннего трения в такой жидкости отсутствуют 
и к выделенному объему струйки приложены только силы
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тяжести и силы гидродинамического давления. Пусть за некото­
рый малый промежуток времени dt указанный объем переме­
стится в положение 1'-1' и 2'-2'. Применим к его движению 
теорему кинетической энергии, согласно которой приращение 
кинетической энергии движущейся системы материальных час­
тиц равно сумме работ всех сил, действующих на систему. Эта 
теорема может быть выражена следующим простым урав­
нением:

=  (3.11)

где A W — приращение кинетической энергии; 2/4 — сумма работ 
действующих сил.

В рассматриваемом случае приращение кинетической энергии 
определяется как разность значений кинетической энергии 
в двух положениях перемещающегося объема, т. е. как раз­
ность кинетической энергии объема V у.2- и объема V 1-2- Заме­
чая, что объем W -2 входит как составная часть в выражения 
для объемов Vi-2 и V y-r:

Vi-2 =  V i - , ' + V i ' - 2;

W -2 ’ =  VY-2 +  V W .

и имея в виду, что кинетическая энергия объема V y .2 при уста­
новившемся движении жидкости одинакова как в момент вре­
мени t, так и в момент t+ d t , приходим к выводу: искомое при­
ращение кинетической энергии в конечном счете определяется 
разностью кинетической энергии объемов V2.r  и V\.y- На­
званные объемы есть результат перемещения за время dt торцо­
вых сечений выделенного участка элементарной струйки. О боз­
начив Vi и v2 скорости в сечениях 1-1 и 2-2 найдем, что соответ­

* Вместо ASi и AS2 должно быть rfSi и dS2.
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ствующие перемещения будут равны v{dt и v2dt, а рассматри­
ваемые объемы:

Vi-i ’ =*dF1vldt =  dQ1dt\ 
V2.2' =  dF2v2dt =  dQ2dt,

где dQi и dQ2 —  значения расхода в сечениях 1-1 и 2-2.
Но по условию неразрывности расход во всех сечениях эле­

ментарной струйки одинаков (dQi=dQ2=dQ )  и, следовательно, 
Vky — V2.2' =dQdt. Масса же рассматриваемых объемов dm =
=  р dQdt.
1 Таким образом, выражение для приращения кинетической 
энергии можно записать в виде

I  AW  =  ? dQdt v22- PdQdt у?
2 2 2

или
Л m  dm 9 dm у , ( vl — v\\
AW  =  - v l -  —  vl =  d m [J -Y ± y

Перейдем теперь к определению работы сил, действующих на 
рассматриваемый объем жидкости. Работа силы тяжести равна 
произведению этой силы на путь, пройденный точкой ее при­
ложения, т. е. центром массы (тяжести) движущегося объема 
жидкости по вертикали. Рассматривая, как и ранее, выделен­
ный объем струйки в двух его положениях состоящим из объема 
У г -2 и равных между собой объемов Vi-y  и V2-r , легко прийти 
к заключению, что работа Лт сил тяжести будет равна произ­
ведению силы тяжести объема Vi-v на расстояние по вертикали 
между центрами масс объемов Vi-v и V2-2' т. е.

Ат =  dmgzl— dmgz2 =  dmg f o — z2),
где Zi и z2 —  расстояния по вертикали от произвольной гори­
зонтальной плоскости, называемой плоскостью сравнения, до 
центров масс объемов V j.r  и V2-2', иначе говоря, вертикаль­
ные координаты центров масс этих объемов.

Силы давления, действующие на объем жидкости, складыва­
ются из сил давления на его боковую поверхность и на конце­
вые поперечные сечения. Работа сил давления на боковую по­
верхность равна нулю, так как эти силы во все время движения 
нормальны к перемещению их точек приложения. Сумма работ 
сил давления 2Л Д на торцовые сечения составляет

2 М Д =  p^F^S^— p2dF2dS2,
где pidFi, p2dF2— силы давления на торцы 1-1 и 2-2; dS\, dS2—  
элементарные перемещения точек приложения этих сил за время 
dt (работа сил давления на торец 2 отрицательна, так как на­
правление силы p2dF2 противоположно перемещению dS2).
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Но величины dFxdS\ n,dFzdS2 есть равные между собой объ­
емы Vi-v и У2-2' массы dm. Поэтому с учетом того, что 
dm — pVi-i' =  pV2-2' , выражение для суммы 2Л Д можно предста­
вить в виде

1 tA K =  (dm/p){p1 —  р2).

Подставив найденные выражения для работ сил и для при­
ращения кинетической энергии в уравнение (3.11), получим:

dm —2 2 ^  =  dmg (zx— z2) +  (рх— р2).

Разделим затем это уравнение на dm =  pdQdt, т. е. отнесем 
его к единице массы протекающей жидкости, и перегруппируем 
члены. Будем иметь

ёЧ  +  Pi/P +  v\!2 =  gz2 +  р2/р + i|/2. (3.12)

Учитывая, что сечения 1-1 и 2-2 взяты нами произвольно, это 
уравнение можно распространить на всю струйку, применив его 
для любых поперечных сечений, взятых по ее длине, и предста­
вить в более общем виде:

gz +  р/р +  и2/2 =  const. (3.13)

Уравнения (3.12) и (3.13) представляют собой разную за­
пись уравнения Бернулли для элементарной струйки идеальной 
жидкости. Сумму трех слагаемых, входящих в уравнение (3.13), 
называют полной удельной энергией жидкости в данном сечении 
струйки и обозначают э. Различают удельную энергию положе­
ния gz, удельную энергию давления р/р и кинетическую удель­
ную энергию v2/2.

В соответствии с этим уравнение Бернулли можно сформули­
ровать следующим образом: для элементарной струйки идеаль­
ной жидкости полная удельная энергия, т. е. сумма удельной 
энергии положения, удельной энергии давления и кинетической 
удельной энергии есть величина постоянная во всех сечениях 
струйки.

В дальнейшем (см. § 32) это уравнение будет получено иным 
путем — в результате интегрирования дифференциальных урав­
нений движения идеальной жидкости.

§ 24. ФИЗИЧЕСКАЯ СУЩНОСТЬ
И ГРАФИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИЯ БЕРНУЛЛИ

Уравнение Бернулли для струйки идеальной жидкости по 
существу представляет собой закон сохранения механической 
энергии, составленный применительно к единице массового рас­
хода жидкости. Это следует из того, что в процессе его вывода 
значения работы сил, приложенных к выделенному объему

струйки, и значения кинетической энергии этого объема были 
разделены на величину рdQdt.
в Отсюда становится ясным, что, поскольку член v2/2 есть 
мера кинетической энергии единицы массы движущейся жидко­
сти, сумма членов dz+(p/p) будет мерилом ее потенциальной 
энергии.
I  В отношении величины gz  это очевидно. Действительно, если 
частица жидкости массы dm расположена на высоте z  относи­
тельно некоторой плоскости и находится под действием сил 
тяжести, то способность ее совершать работу, т. е. ее потен­
циальная энергия относительно этой плоскости, равна dm gz. 
Будучи поделена на массу частиц dm, эта часть потенциальной 
энергии, называемая удельной потенциальной энергией поло­
жения, даст величину gz.
I Для получения более ясного физического представления 
/о том, что потенциальная энергия измеряется и величиной р/р, 
рассмотрим следующую схему. Пусть к трубе, заполненной 
жидкостью с избыточным давлением р, присоединен пьезометр, 
снабженный на входе краном. Кран сначала закрыт, т. е. пье­
зометр свободен от жидкости, и элементарный кольцевой объем 
жидкости dV  массой pdV перед краном находится под давле­
нием р. Если затем открыть кран, жидкость в пьезометре под­
нимется на некоторую высоту. Как было установлено ранее, 
эта высота hn=p/pg.

Работа сил тяжести при этом перемещении объема dV 
будет Лт= — pgdVha. Настолько же возрастет его потенциаль­
ная энергия.

Потенциальная же энергия единицы массы жидкости уве­
личится на величину 
> AJpdV  =  pgdVhJpgV =  ghn =  pi p.
- Таким образом, единица массы, находящейся под давле­
нием р, как бы несет в себе еще «заряд» потенциальной энер­
гии, определяемый удельной энергией давления р/р.

В гидравлике для характеристики удельной энергии часто 
используют понятие напора. Под напором понимают энергию 
Жидкости, отнесенную к единице силы тяжести, а не массы, 
как это было сделано ранее при выводе уравнения Бернулли.

В соответствии с этим вместо уравнения (3.13) получаем
2 +  p/pg +  v2/2g — const (3-14)

— уравнение Бернулли для элементарной струйки идеальной 
жидкости в другой форме, весьма удобной для гидравлических 
расчетов.

Аналогично будем различать напоры: полный H = z+ p / p g  +  
+  v2/2g, геометрический z, пьезометрический p/pg, скоростной 
v2/2g. При этом уравнение Бернулли (3.14) можно сформули­
ровать так: для элементарной струйки идеальной жидкости
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полный напор, т. е. сумма геометрического, пьезометрического 
и скоростного напоров, есть величина постоянная во всех ее 
сечениях.

Нетрудно показать, что между напором и удельной энергией 
существует следующая простая зависимость:

H =  a/g. (3.15)

Напор измеряется единицами длины. Действительно, вели­
чиной z  измеряется вертикальная координата центра тяжести 
сечения струйки. Единица измерения p / p g = h  и v2/2g  — линей­
ная (метр). Это дает возможность строить графики уравнения 
Бернулли. По оси абсцисс откладывают расстояния по оси 
струйки от некоторого сечения, принимаемого за начальное, а 
по оси ординат — значения составляющих напора для ряда се­
чений струйки.

В дальнейшем будем обозначать полный напор буквой Н. 
В соответствии с уравнением (3.14) изменение полного напора 
вдоль струйки при движении идеальной жидкости изображают 
горизонтальной прямой (Я = const).

Предположим, что элементарная струйка, произвольно рас­
положенная в пространстве, несет расход жидкости dQ. Тогда 
скоростной напор в любом сечении струйки

vV2g =  dQ2/2g(dF )\

где d ¥  — площадь сечения струйки.
Пусть напор относительно некоторой плоскости сравнения 

есть Н\ и ордината z  оси струйки задана положением плос­
кости сравнения. Тогда можно вычислить значения пьезомет­
рического напора в любом сечении струйки.

p/pg =  H1—z — dQ2/2g (dF)2. (3.16)
Аналогично, если заданы положения плоскости сравнения, 

напор Н\ и значения пьезометрического напора для ряда сече­
ний струйки, можно найти скоростной напор в этих сечениях:

H i—z —p/pg  (3.17)
и, следовательно, определить скорость v.

Подчеркнем, что в выражениях (3.16) и (3.17) положение 
плоскости сравнения не оказывает влияния на значения ве­
личин p /p g  и v2/2g, поскольку изменение положения этой плос­
кости в равной мере изменяет значение как Н ь  так и г.

Разность Н 1—z  при этом не изменяется (сказанное под­
тверждает, что плоскость сравнения может назначаться про­
извольно) .

Вычислив в одном случае по уравнению (3.16) значения 
p /pg  или в другом по уравнению (3.17) v2/2g, можно предста­
вить н а  одном графике изменения по длине струйки з н а ч е н и й  
всех составляющих (z, p/pg, v2/2g) полного напора Н. Т а к о й
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график (рис. 3.11) в дальнейшем будем Называть графиком  
уравнения Бернулли. Кривая аа  на этом графике называется 

!'пьезометрической линией. Она изображает изменение суммы 
геометрического и пьезометрического напоров ( z + p/pg)  по 
длине струйки и является, таким образом, характеристикой 
изменения ее удельной потенциальной энергии.
К Изменение этой энергии, отнесенное к единице длины, носит 
название пьезометрического уклона  и обозначается i„. Значе­
ние пьезометрического 
уклона для некоторого 
сечения струйки опреде­
ляется выражением

in =  d (z+ p /p g )/d L

при dL->0, где dL  — 
длина элементарного уча­
стка струйки, включаю­
щего рассматриваемое 
сечение.

Выражение

К  '“1-2 ~
— fa +  Pl/Pg) — (za+ Ра/РЯ)

Ll-2

определяет среднее значение пьезометрического уклона на 
участке между сечениями 1-1 и 2-2 длиною L v 2, а выражение —

п1-3 :
— fa +

L2-3

— среднее значение пьезометрического уклона на участке между 
сечениями 2-2 и 3-3 длиной L2-3.

§ 25. УРАВНЕНИЕ БЕРН УЛЛИ  
ДЛЯ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ СТРУЙКИ РЕАЛЬНОЙ Ж ИДКОСТИ

Если вместо идеальной жидкости рассматривать реальную 
(в которой при движении возникают касательные напряже­
ния), то уравнение Бернулли должно будет существенным 
образом измениться. Действительно, если при движении иде­
альной жидкости ее полная удельная энергия или напор Н  
сохраняет постоянное значение по длине струйки, то при дви­
жении реальной жидкости эта энергия будет убывать по на­
правлению движения. Причина этому — неизбежные затраты 
энергии на преодоление сопротивлений движению, обусловлен­
ные внутренним трением в вязкой жидкости. Значит, для
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струйки реальной жидкости полная удельная энергия в сечении 
1-1

*i = eVhPi/p4-o?/2
будет всегда больше, чем полная удельная энергия в следую­
щем за ним на некотором расстоянии сечении 2-2

Э2 =  g'Za +  р2/р +  vt/2 ,

на величину указанных потерь энергии, и уравнение Бернулли 
вследствие этого принимает вид

ЁЧ +  p j  р +  v\/2 =  gz2 +  р2/р +  vt/2 +  3i-2. (3.18)

Подобно тому, как три члена левой части этого уравнения 
и три первых члена правой его части представляют собой пол- 

ь ную удельную энергию жидко­
сти соответственно в сечениях
1-1 и 2-2, так и величина 
3i-2 является мерой энергии, по­
терянной единицей массы жидко­
сти на преодоление сопротив­
лений при ее движении между 
указанными сечениями.

Соответствующий этой по­
тере удельной энергии напор 
называют потерей напора между 
сечениями 1-1 и 2-2 и обозна­
чают Ai-2.

Следовательно, уравнение Бернулли для элементарной 
струйки реальной жидкости можно представить и в виде
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Рис. 3.12

+  Pi/Pg +  vi/2g  =  z2 +  p j p g + of/2g + h i ,2. (3.19)

В соответствии с этим график уравнения Бернулли для 
струйки реальной жидкости будет отличаться от аналогичного 
графика для идеальной жидкости (см. рис. 3.11). Поскольку 
в случае реальной жидкости полный напор вдоль струйки не 
постоянен, а убывает по направлению движения, изменения 
его значений по длине струйки изображают не горизонтальной 
прямой, как в предыдущем случае, а некоторой кривой bb 
(рис. 3.12). В частном случае, когда струйка имеет постоянное 
сечение, потеря напора по ее длине будет пропорциональна 
расстоянию от начального сечения и изменение полного напора 
изобразится как наклонная прямая.

Для характеристики относительного изменения полного на­
пора на единицу длины струйки вводится понятие гидравличе­
ский уклон. Аналитически гидравлический уклон i представ­
ляет собой производную от потери напора по соответствующему
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расстоянию, отсчитанному от начального сечения по оси
струйки.
; i =  dhi.2/dL. (3.20)

Гидравлический уклон — отвлеченная, безразмерная величина.
Среднее значение гидравлического уклона на участке эле­

ментарной струйки между сечениями 1-1 и 2-2  определяется 
как потеря напора на единицу длины струйки:

Щ  h l-2 (г1 +  P l/P g  +  Vl/2g) — (г2 +  p2/pg +  vj/Ч )  
tcP L\-2 hl-2

где Z-i-2  — расстояние между сечениями 1-1 и 2 -2 .

(3.21)

§ 26. УРАВНЕНИЕ БЕРН У Л Л И  
Д Л Я  ПОТОКА РЕАЛЬНОЙ Ж ИДКО СТИ

При решении различных практических вопросов о движе­
нии жидкостей приходится иметь дело не с элементарными 
струйками, а с потоками конечных размеров. Уравнение Бер­
нулли в этом случае может быть получено при рассмотрении 
потока как совокупности множества элементарных струек.

Будем исходить из уравнения (3.18). Умножив все члены 
этого уравнения на pdQ  (массовый расход жидкости), получим:

■! ■' МY + p d Q  ( g ^  +  y j - p d Q y  +  i gz2- t - y j  +pdQai.2.

Подобные выражения можно составить для всех отдельных 
струек. Сложив их, будем иметь:

vf

I  pdQ (gz2 +  у ) + 1  pdQai-2- (3.22)

Рассмотрим каждый из членов этого уравнения отдельно. 
Выражения

pdQ — =  —^ 4  2 2
представляют, очевидно, значения кинетической энергии всей 
массы жидкости, протекающей в единицу времени через попе­
речные сечения потока 1-1 и 2-2.
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Для практических целей оказывается удобным эти выраже­
ния заменить выражениями кинетической энергии потока, под­
считываемыми по средней для всего потока скорости vcp , т. е. 
представить в виде pQvlv\!2 и pQwcp2/2.

Однако

( p /2 ) J d < y # PQ (4,/2)-

Объясняется это тем, что §dQ v2 есть арифметическая сумма 
произведений расходов отдельных элементарных струек (dQ) 
на квадраты их действительных скоростей (и2), в то время как 

QUcp — произведение суммарного расхода потока (Q =  J dQ) 
на квадрат средней скорости потока (и?р), представляющей 
среднее арифметическое величин v в первой степени (оСр= 
=  J v/n, где п — число струек).

Поэтому, чтобы произведенная замена не изменила значе­
ние кинетической энергии потока, в выражение (p/2)Q»cP необ­
ходимо ввести некоторый поправочный коэффициент а, называ­
емый коэффициентом Кориолиса. Этот коэффициент представ­
ляет собой отношение действительной кинетической энергии 
жидкости, протекающей через поперечное сечение потока в еди­
ницу времени, к кинетической энергии, которая имела бы место 
при том же расходе, если бы все частицы жидкости обладали 
одинаковыми скоростями, равными средней скорости, т. е.

а  — § dQv2/Qi£p.

С учетом того, что dQ =  vdF  и Q — vcvF, последнее выраже­
ние можно представить в виде

а  =  J v3dF/vlvF.

Обычно коэффициент Кориолиса определяется опытным пу­
тем на основании измерений скорости в различных точках 
исследуемого потока. Он зависит от степени неравномерности рас­
пределения скоростей в его поперечном сечении и всегда боль­
ше единицы. Для так называемого ламинарного режима в ци­
линдрической трубе а = 2 , а для турбулентного а =  1,045-М,10.

Рассмотрим теперь выражение второго члена урайнения
(3.22), представляющего собой потенциальную энергию потока.

При медленно изменяющемся движении, которое в основном 
и рассматривается в гидравлике, распределение давлений в жи­
вых сечениях потока подчиняется основному закону гидроста­
тики (см. § 22). Поэтому можно принять, что величина 
g z + p /p  во всех точках сечения такого потока будет одинакова 
и, следовательно,

I pdQ (gz +  pip) =  Р (gz +  pip) \d Q  =  pQ(gz +  pip).
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Третий член уравнения (3.22), выражающий сумму работ 
сил сопротивления, можно представить (подразумевая под >i.2 
осредненное значение потерь удельной энергии) в виде

jpdQai.2 — pQ3u2.
I  Подставляя полученные выражения в уравнение (3.22), бу­
дем иметь:

PQ +  РQ +  y )  =  pQ +  РQ (gz2 +  у )  +  Р<М-2

или после сокращения на pQ и перегруппировки слагаемых

g h  +  Pi/P +  «1 f^pi/2), =  g% +  p jp  +  oa (i>cp2/2) +  9 i -2- (3.23)

Это и есть уравнение Бернулли для потока реальной жидкости.
При практических расчетах часто принимают а = 1 , тем са­

мым пренебрегая неравномерностью распределения скоростей и 
полагая, что все струйки как бы движутся с одной и той же 
средней скоростью. Это и будет приниматься нами дальше (за 
исключением отдельных, особо оговариваемых случаев). Кроме 
того, мы будем опускать индексы «ср» при vcp, подразумевая 
везде, что речь идет о средних значениях этой величины. Тогда 
форма записи уравнения Бернулли для целого потока стано­
вится идентичной его записи для элементарной струйки:

gZ i +  pi/p  +  of/2 =  gz2 +  p2/p + t |/2  +  91-2 (3.24)
или

И к  +  Pi/Pg +  -  z» +  p jp g + ^ g + Л1-2. (3.25)
В таком виде уравнение Бернулли обычно и применяют при 

решении практических задач для потоков однородной несжима­
емой капельной жидкости при установившемся движении, про­
исходящем под действием одной (из объемных) силы тяжести.

Ввиду особой важности этого уравнения подчеркнем, что 
его составляют для различных живых сечений потока, вблизи 
которых движение жидкости должно удовлетворять условиям 
медленно изменяющегося движения, хотя на пути между этими 
сечениями движение может не отвечать указанным условиям.

Как уже отмечалось, член h\.i в уравнении (3.25) учиты­
вает потери напора на преодоление сопротивлений движению 
жидкости. При этом в гидравлике различают два основных ви­
да сопротивлений:

сопротивления, проявляющиеся по всей длине потока, обус­
ловленные силами трения частиц жидкости друг о друга и о 
стенки, ограничивающие поток; соответствующие им потери на­
пора будем называть потерями на трение по длине и обозна­
чать ftTp;
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местные сопротивления, обусловленные различного рода 
препятствиями, устанавливаемыми в потоке (задвижка, кран, 
колено), приводящими к изменениям значения или направле­
ния скорости течения жидкости; соответствующие им потери 
напора (местные потери) будем обозначать Лм. п-

Полная потеря напора между двумя сечениями потока при 
наличии сопротивлений обоих видов

h\-2 =  йтр -f-hM. (3.26)
Определение потерь напора при движении реальных жидкос­

тей составляет одну из основных задач практической гидрав­
лики. Подробно эта задача рассматривается ниже.

§ 27. ГРА Ф И К У РА В Н ЕН И Я Б Е Р Н У Л Л И  
Д Л Я  ПОТОКА РЕА Л Ь Н О Й  Ж И Д К О С Т И

График уравнения Бернулли для потока реальной жидкости 
может быть построен на основании данных, изложенных в § 25, 
с учетом дополнительного члена h\.2 в правой части этого урав­
нения.

Я]
В качестве примера построим такой график для случая ис­

течения жидкости из сосуда с постоянным уровнем по горизон­
тальной трубе переменного сечения*. Посмотрим, какой вид 
имел бы этот график в случае идеальной жидкости. В этом 
случае полный напор по всей длине трубы сохраняет постоян­
ное значение и напорная линия изображается в виде горизон­
тальной прямой аа (рис. 3.13).

Пусть известная по условиям истечения средняя скорость 
жидкости в начальном сечении трубы 1-1 равна V \. Вычислим 
скоростной напор v{l2g  и, отложив в масштабе графика его 
значение вниз от напорной линии (отрезок ab), получим пьезо- i

* Ввиду того, что труба горизонтальна, геометрический напор г  для всех 
сечений одинаков и поэтому не принимается во внимание. Рассуждая иначе, 
мы можем принять за плоскость сравнения горизонтальную плоскость, про­
ходящую через ось трубы; тогда по всей длине трубы г = 0.

метрический напор в этом сечении pi/pg. При постоянном диа­
метре на участке трубы между сечениями 1-1 и 2-2 величины 
v2/2g  и, следовательно, p/pg  сохраняют постоянное значение, 
чему на рис. 3.13 будет соответствовать участок пьезометриче­
ской линии в виде отрезка горизонтальной прямой Ьс. В сече­
нии 2-2 в связи с резким увеличением диаметра трубы скорость 
резко уменьшается, а давление, как это следует из' уравнения 
Бернулли p jp g  Jrv \/2 g  =  p jp g  -\-v\l2g, наоборот, резко увеличи­
вается до р2. Поэтому пьезометрическая линия здесь круто воз­
растает (участок cd), затем до сечения 3-3, ввиду постоянства 
диаметра трубы, по-прежнему изображается горизонтальной

прямой de. В сечении 3-3 происходит обратное явление: диа­
метр трубы резко уменьшается, скорость возрастает, давление 
падает и пьезометрическая линия круто опускается вниз (уча­
сток ef). Между сечениями 3-3 и 4-4 из-за указанных выше при­
чин пьезометрическая линия изображается также горизонталь­
ной прямой fg. На последнем участке трубопровода его диа­
метр постепенно уменьшается. Давление здесь постепенно 
снижается до атмосферного в выходном сечении. Следова­
тельно, пьезометрическая линия представится в виде наклон­
ной прямой gh.

Построим аналогичный график для случая движения в тру­
бе реальной жидкости. Прежде всего, построим напорную ли­
нию. Для этого в сечении 1-1 (рис. 3.14) отложим от уровня 
Жидкости по вертикали вниз отрезок ab, равный потере напора 
при входе в трубу (эта потеря в соответствии с данной выше 
классификацией является местной — /гм. nJ  о способе ее опреде­
ления будет сказано ниже). На участке трубы между сече­
ниями 1-1 и 2-2  наблюдается потеря напора на трение по длине. 
Пусть эта потеря напора равна /гтр. j. Тогда для получения точ­
ки, принадлежащей напорной линии в конце данного участка, 
т. е. в сечении 2 -2, необходимо из полного напора в сечении 1-1
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вычесть указанную потерю напора. В результате будет полу­
чена точка с. Так как диаметр трубы на участке между сечени­
ями 1-1 и 2-2  постоянен, будет одинаков и гидравлический ук­
лон, представляющий собой потерю напора на единицу длины, 
и поэтому напорная линия изобразится в виде наклонной пря­
мой Ьс.

В сечении 2-2 при внезапном расширении трубы происхо­
дит местная потеря напора hM. п , на участке трубы между се­
чениями 2-2 и 3 -3 — потеря напора на трение по длине /tTp. 2, 
в сечении 3-3 при сужении трубы — местная потеря напора 
Лм.па, на участке между сечениями 3-3 и 4-4 — потеря напора 
по длине Лтр. з-

. Напорная линия для этих участков строится аналогично 
предыдущему и представляет собой ломаную линию bcdefg, 
состоящую из отдельных прямолинейных отрезков, показыва­
ющих изменение полного напора. На последнем участке трубы 
переменного диаметра между сечениями 4-4 и 5-5 гидравличе­
ский уклон увеличивается с уменьшением диаметра (так как 
потери возрастают с увеличением скорости). Напорная линия 
здесь изобразится в виде кривой gh.

Из построения очевидно, что отрезки между горизонтальной 
прямой аа, соответствующей напорной линии при движении 
идеальной жидкости, и полученной напорной линией представ­
ляют собой потери напора на отдельных участках трубопровода.

Для построения пьезометрической линии необходимо из ор­
динат напорной линии вычесть отрезки, соответствующие зна­
чениям скоростных напоров, которые могут быть определены 
по уравнению Бернулли и уравнению постоянства расхода. 
В данном случае пьезометрическая линия представляет собой 
ломаную линию b'c'd'e'f'g'h'.

§ 28. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ИЛЛЮ СТРАЦИЯ 
УРАВНЕНИЯ БЕРНУЛЛИ

Уравнение Бернулли можно проиллюстрировать весьма про­
стыми опытами. Рассмотрим установку, показанную на рис. 3.15. 
Установка состоит из бака А, к которому присоединена гори­
зонтальная труба В постоянного сечения, снабженная на вы­
ходном конце краном С для регулировки расхода жидкости. 
К трубе присоединены пьезометрические трубки 1-5.

Бак заполняют жидкостью, обычно водой, из водопроводной 
трубы D при закрытом кране С на трубе В. При этом уровни 
жидкости во всех пьезометрических трубках и баке будут оди­
наковы. Затем кран С открывают и наблюдают за положением 
уровней в пьезометрах при установившемся движении * воды 
в трубе В.

Так как при движении жидкости по трубе происходит по­
теря напора, уровни жидкости постепенно понижаются от на­
чала трубы к ее концу. Наивысший уровень будет в пьезомет­
рической трубке 1, установленной в начале трубы, а наинизший 
(близкий к нулю) — в трубке 5. При этом очевидно, что раз-

Что достигается регулированием постоянного положения уровня в баке-
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ность уровней в пьезометрических трубках представит собой 
потери напора на соответствующих участках горизонтальной 
трубы. Например, разность уровней в трубках 1 и 2 представ­
ляет потерю напора на участке между этими трубками, раз­
ность уровней в трубках 1 и 5  — потерю напора на участке 
между трубками 1 и 5  
и т. д. Прямая ab, соеди­
няющая уровни в труб­
ках, представляет собой 

? 'пьезометрическую ли­
нию.

1 Е с л и  труба перемен­
ного сечения (например, 
сначала плавно расширя­
ется, затем сужается, 
рис. 3.16), то вследствие 
значительных скоростей 
течения в суженных сечениях величина v2/ 2g  будет большой, 
а пьезометрический напор p /pg  малым. В расширенных сече­
ниях, наоборот, скоростной напор будет малым, а пьезометри­
ческий— большим. В результате пьезометрическая линия бу­
дет иметь вид кривой ab.

§ 29. ИЗМ ЕРЕНИЕ РАСХОДОВ И СКОРОСТЕЙ 
ДВИ Ж ЕН И Я жидкости

'  Наиболее простыми и вместе с тем точными способами из­
мерения расхода жидкости являются объемный и весовой (мас­
совый).

При объемном способе измерения протекающая в исследуе­
мом потоке (например, в трубе) жидкость поступает в особый,
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тщательно проградуированный сосуд (мерный бак), время на­
полнения которого точно фиксируется по секундомеру. Если 
объем этого бака V, а измеренное время его наполнения t, объ­
емный расход будет Q =  V/t.

При весовом способе взвешивают жидкость, поступившую 
в бак за время t, определяют ее массу т у, находят массовый 
расход m =  m v lt и по нему, зная плотность жидкости вычисляют 
объемный расход:

Q =  т/р.

Однако объемный и весовой способы пригодны лишь при 
сравнительно небольших значениях расхода жидкости (иначе 
размеры мерных баков были бы громоздкими, а замеры — за ­

труднительными). Кроме 
того, этими способами не­
возможно замерить расход 
в произвольном сечении, на­
пример длинного трубопро­
вода или канала, без нару­
шения их целостности.

В связи с этим объем­
ный и весовой способы, как 
правило, не применяют, за 
исключением случаев изме­
рений сравнительно неболь­

ших расходов жидкостей в коротких трубах и каналах. На прак­
тике используют специальные приборы, предварительно отгра­
дуированные объемным или весовым способом.

Одним из таких приборов является р а с х о д о м е р  В е н ­
т у р и .  Большим преимуществом этого прибора являются прос­
тота конструкции и отсутствие каких-либо движущихся частей. 
Расходомеры Вентури могут быть расположены горизонтально, 
вертикально и под любым углом, что принципиального значения 
не имеет. Рассмотрим расходомер с горизонтальной осью (рис.
3.17). Он состоит из двух цилидрических труб Л и Б диаметром 
d u соединенных посредством двух конических участков (пат­
рубков) С и D с цилиндрической вставкой Е  меньшего диаметра 
d2. В сечениях 1-1 и 2-2 к расходомеру присоединены пьезомет­
рические трубки а и Ь, разность уровней жидкости h в которых 
показывает разность давлений в этих сечениях.

Составляя уравнение Бернулли для сечений 1-1 и 2-2 и п р е­
небрегая очень небольшим на малой длине между этими с е ч е ­
ниями потерями, получаем P i/pg-\-V \/2g=pJpg-\-v\/2g , откуда 
Pi/Pg— Рг/Рё =  v22/2g— v2i/2g. Но p i/pg—p 2/p g = h  и, с л е д о в а ­
тельно,

h — uil2g —u?/2g.

Рис. 3.17

Кроме того, из уравнения Постоянства расхода имеем V\F\ =  
= v2F2.

Выразим отсюда v { через v2: v t =  v2 (F2/F \).
Подставив это значение в предыдущее уравнение

I . h=[x$/2g)  [1— . ( а д ) 2],.

определим среднюю скорость в сечении 2 -2 :

: , v  1 ' ' " -
2gh

- ( W ) a '

Тогда искомый расход жидкости будет

h= =v2F ^ F 2 J /  — 2gh
( W ) 2

; Однако вследствие неравномерности распределения скорос­
тей в поперечных сечениях потока, а также неизбежных потерь 
напора между рассматриваемыми сечениями действительный 
расход жидкости будет несколько отличаться от вычисленного 
по этой формуле, что учитывают, вводя в нее поправочный ко­
эффициент р. В результате

Q
2 gh

1 - < а д ) »

- Коэффициент р для каждого расходомера устанавливают 
опытным путем на основании ряда предварительных измерений 
расходов при различных скоростях движения жидкости. В этом 
заключается градуирование расходомера.

Практически для определения расхода пользуются форму­
лой

Q =  c!h, 

где коэффициент

-

называют постоянной расходомера (для данного расходомера 
°н имеет вполне определенное значение).

В большинстве случаев разность давлений в сечениях 1-1 и
2-2 трубчатого расходомера измеряют при помощи дифферен­
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циального манометра, обычно ртутного. Тогда, как это следует 
из описания дифференциального манометра,

Поэтому в полученные выше формулы вместо h необходимо 
ввести величину

[pi/p— l]fti,

где pi — плотность ртути манометра; h\ — разность уровней 
ртути в обоих коленах дифференциального манометра. При этом 

для определения расхода соответственно
Н,ммВоЗ.ст. t получаем следующие формулы:

Q = P f 2 l / . . W Pl l i l^ ;4 V 1 -  (Вд)2
Q = c 1V lh ,

где постоянная расходомера

Cl =  pF2 \ /  2g[pl/p- 1) .
1 Н X 1 -  (FJFtf

На практике вместо вычисления по 
формулам расход жидкости часто оп­
ределяют по так называемым градуи­
ровочным кривым, получаемым опыт­
ным путем и дающим для данного рас­
ходомера прямую зависимость между 1 

показаниями манометра Я  и измеряемыми расходами жидко­
сти Q. Одна из таких кривых приведена на рис. 3.18.

Другим широко распространенным прибором для измерения 
расхода является расходомерная шайба (или диафрагма), 
обычно выполняемая в виде пластины с круглым отверстием 
в центре, устанавливаемой между фланцами трубопровода 
(рис. 3.19). Края отверстия чаще всего имеют острые в х о д н ы е  
кромки (под углом 45°) или закругляются по форме втекающей 
в отверстие струи жидкости (сопло). Два пьезометра а и b 
(или дифференциальный манометр) служат для измерения пе­
репада давления до и после диафрагмы.

Расход определяют по замеренной разности уровней в труб- , 
ках пьезометров по формуле, аналогичной формуле Q=cVh.

Коэффициент с находят опытным путем для каждого типа 
диафрагмы в отдельности.

Расходы могут быть вычислены также в результате измере- 1 
ний скоростей течения жидкости и живых сечений потока. Од­

11
/ —/

/

/
i/

/
✓

20 40 II,л/с 

Рис. 3.18

ним из широко применяемых для этой цели приборов является 
гидрометрическая вертушка. Ее используют для измерений 
в естественных потоках (реках) и открытых каналах.

Вертушка (рис. 3.20) состоит из крыльчатки А, представля­
ющей собой колесо с винтовыми лопастями, насаженное на го­
ризонтальный вал С. Установленная в потоке крыльчатка под 
действием протекающей жидкости вращается, причем частота 
ее вращения прямо пропорциональна скорости течения. От вер­
тушки вверх выводятся провода В, идущие к электрическому 
звонку, подающему сигнал при каждом замыкании электриче­
ской цепи (замыкание осуществляется через определенное чис­

а

-X

JИ ъ

1 > i
/

Г 1
I%

ло оборотов особым контактным механизмом, помещенным 
в камере вертушки), или к специальному счетчику, автоматиче­
ски записывающему число оборотов и время *.

Расход жидкости определяют следующим образом: вычерчи­
вают в масштабе живое сечение потока (рис. 3.21) и разбивают 
его на ряд элементарных сечений AFU AF2, . . .  Затем вертуш­
кой измеряют скорости v lf v2, . . .  в центрах тяжести этих се­
чений си с2, . . .  Элементарные расходы через эти сечения

qx =  A /w , q2 =  AF2v2 l . . .

* На принципе вертушки основан крыльчатый расходомер, применяемый 
Для измерения расхода жидкости в напорных трубопроводах. Расходомер 
состоит из крыльчатки с винтовыми лопастями, обычно изготовляемой из цел­
лулоида, помещаемой внутри корпуса и приводимой во вращение протекаю­
щей через расходомер жидкостью. Ось крыльчатки соединена со счетчиком, 
записывающим частоту ее вращения, по которой судят о расходе.

Существуют два типа крыльчатых расходомеров, в одних ось крыльчатки 
параллельна оси трубы, на которой установлен расходомер, в других ось 
крыльчатки перпендикулярна к оси трубы. Расходомеры первого типа поЛу- 

или наиболее широкое применение, особенно в водопроводном деле.
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Рис. 3.21

Полный расход жидкости находят сложением элементарных 
расходов по всему сечению:

Q =  'LQi =  ^Fiv1 +  AFtvi +  . . .

Для замеров скорости в некоторой точке потока (как в не­
больших открытых потоках, главным образом, при лаборатор­

ных исследованиях, так и в трубах) 
применяют трубку Пито. В простей­
шем виде трубка Пито (рис. 3.22, а) 
представляет собой изогнутую под 
прямым углом трубку небольшого 
диаметра, устанавливаемую в потоке 
открытым нижним концом навстречу 
течению жидкости; второй, верхний, 
конец трубки выводят из потока на­
ружу.

Если такую трубку установить в открытом потоке, например 
в канале, где давление на свободной поверхности жидкости 
равно атмосферному, то, как было указано ранее, высота h под­
нятия жидкости в трубке над поверхностью потока представит 
собой величину скорост­
ного напора v2/2g  вточ- а 5  
ке установки трубки.

Таким образом, h =
=  v2/2g, откуда скорость 
движения жидкости

v =  V 2g h .

Действительная ско­
рость вследствие неиз­
бежных потерь напора 
в самой трубке и некото­
рого нарушения потока, 
вызываемого введением
в него инородного тела, оказывается несколько больше и опре­
деляется по формуле

v  =  a V 2g h ,

где а — поправочный коэффициент, определяемый для каждой 
трубки опытным путем.

Дальнейшим развитием и усовершенствованием трубки Пито 
является устройство, применяемое для измерения скорости те­
чения жидкости в напорных трубопроводах, состоящее из двух 
трубок (рис. 3.22,б ), одна из которых а — обычный пьезометр, 
показывающий пьезометрический напор p/pg, а другая b по-

т

Рис. 3.22

добна трубке Пито и измеряет полный напор p /p g + v 2/2 g  Р аз­
ность уровней жидкости в обеих трубках h дает значение ско­
ростного напора v2/2g, по которому определяют скорость.

Обычно обе трубки совмещаются в одном приборе, называ­
емом трубкой Прандтля. Трубки расположены концентрически, 
концы их присоединены к дифференциальному манометру. По 
внутренней трубке передается в манометр полный напор, а по 
внешней, имеющей по боко­
вой поверхности вырез или 

, отверстия, — пьезометриче­
ский напор. Чтобы умень­
шить нарушения потока 
жидкости возле трубки, ее 
оголовку придают удобо- 
обтекаемую сферическую 
форму. Размеры трубки мо­
гут быть очень малыми — 
до 0,5 мм в диаметре (шпри- 
цевая игла), так что изме­
ряемая ею скорость может 
быть принята за скорость 
в данной точке.

Скорость движения жид­
кости в точке установки 
трубки Прандтля опреде­
ляется по формуле

* v = a V  2gh  [рх/р— 1] •

Помещая трубку Пранд­
тля в различных точках по­
перечного сечения потока, 
можно найти распределение 
скоростей в этом сечении и Рис 3 2 3
вычислить затем значение 
расхода жидкости.

Для измерения скоростей в действующих трубопроводах 
в процессе их эксплуатации весьма удобна модификация труб­
ки Прандтля, выполненная в виде цилиндрического зонда. По­
добный зонд (рис. 3.23) представляет собой цилиндрическую 
трубку, в нижней части которой имеются три приемных отверс­
тия: центральное (среднее) и два крайних.

При измерениях зонд вводится в трубопровод через сальни­
ковое устройство в верхней части трубы. Значения скорости на­
ходят по перепаду давлений между полным давлением в цент­
ральном отверстии и давлениями в крайних отверстиях, 
Равными сумме статического и некоторой (определяемой тари­
ровкой) части динамического давления.



§ 30. ДИФФЕРЕН ЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
ИДЕАЛЬНОИ ж и д к о с т и

В предыдущих параграфах за основу была принята струйча­
тая модель движения жидкости и движение рассматривалось 
в основном как одноразмерное и установившееся.

Здесь и в последующих параграфах движение жидкости ис­
следуется с помощью иных методов и приемов — с позиций тео­
ретической гидродинамики.

Как известно, движение идеальной жидкости характеризу­
ется отсутствием в ней сил внутреннего трения, вызывающих 
появление касательных напряжений. Поэтому силы гидродина­
мического давления в потоке подобной жидкости, как и в слу­
чае покоя, имеют только нормальную составляющую. Это по­
зволяет при выводе дифференциальных уравнений движения 
воспользоваться полученными ранее (см. § 7) дифференциаль­
ными уравнениями гидростатики (2.5) — (2.5") :Х— (1/р) (др/ 
/dx) =  0; У - ( 1/р) (др/ду) =  0; Z— (1/р) (др/дг) =  0.

Подчеркнем, что рассматриваемая жидкость несжимаема и 
однородна и в ней выделен некоторый элементарный объем 
в форме параллелепипеда со сторонами dx, dy, dz, перемещаю­
щийся со скоростью V. Составляющие скорости по осям коор­
динат обозначим vXt vy, vz.

Уравнения равновесия для системы сил, действующих на 
этот находящийся в движении объем жидкости, могут быть лег­
ко получены, если на основании известного из теоретической 
механики принципа Даламбера к реально действующим, учиты­
ваемым уравнениям (2.5) — (2.5") силам (давления, объемным 
и массовым) присоединить силу инерции. Последняя определя­
ется как произведение массы параллелепипеда dm =  pdxdydz на 
ускорение его движения a = d v /d t:

Р я =  — dma =  — р dxdydz (dv/dt).

Здесь знак минус указывает, что направление силы инерции 
противоположно направлению ускорения.

Напомним, что в уравнениях (2.5) — (2.5") все силы были 
представлены в виде проекций на координатные оси и отне­
сены к единице массы рассматриваемого объема жидкости.

Поступая так и в отношении силы инерции, для с о с т а в л я ю ­
щих этой силы по осям координат, отнесенным к единице мас­
сы, найдем: Р ях= —dvx/dt; Puy= —d vvldt; Pnz= —d v jd t .

Следовательно,

X — (1/р) (др/дх)— d v jd t  =  0; 

У— (1/р) (др/ду)— dVy/dt =  0; 

Z — (1/р) (dp/dz)— d v jd t  =  0.

(3.27)

I f  ;Подчеркнем, что в общем случае величины vx, vv и vz явля­
ются функцией координат х , у , z  и времени t, поэтому их пол­
ный дифференциал, например dvx, будет

dVx = ̂ Ldx + ̂ d l/+ ^ + '^ L  
х дх ду дг dt dt.

Аналогичные выражения могут быть записаны для d vv и 
dvz-

Внесем их в систему уравнений (3.27), имея в виду соот­
ношения: d x /d t—vx; d y /d t= v y; d z /d t =  vz. Получим

у 1 др А—- Г —р дх
I dvx 

V X +  ~ V y
ду у

дУх
дг

I дихН— —;

Y — +ZEM-V ■р ду л* х д.. у

р дг дх

dvy
ду

ду2
ду

(3.28)

Уравнения (3 .28)— это дифференциальные уравнения дви­
жения идеальной (невязкой) жидкости. Они устанавливают 
связь между проекциями объемных, массовых сил и скоростей, 
давлением и плотностью жидкости и являются основой для 
изучения многих основных вопросов гидродинамики. Их назы­
вают уравнениями Эйлера.

§ 31. ДИФФЕРЕН ЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ НЕРАЗРЫВНОСТИ

Выделим мысленно в пространстве некоторый неподвижный 
элементарный объем в форме параллелепипеда со сторонами 
dx, dy, d z  (рис. 3.24) и исследуем условия протекания жидкости 
через его боковые грани. Будем считать, например, что через 
вертикальную грань abed жидкость втекает в параллелепипед, 
а через грань a'b'c'd' вытекает из него. Примем также, что по- 
прежнему жидкость несжимаема и однородна, сплошь (без 
разрывов и пустот) заполняет все пространство и скорость ее 
меняется непрерывно при переходе от одной точки простран­
ства к другой.

Предположим, что скорость в точке е взятой на грани abed, 
равна V. Ее проекцию на ось х  обозначим vx. Учитывая непре­
рывность изменения скорости, для ее составляющей по этой же 
0СИ в точке е' на грани a'b'c'd', отстоящей от грани abed  на 
Расстоянии dx, получим

vx +  (dvjdx) dx.

*  этих условиях масса жидкости, втекающая в параллеле-
ед через грань abed в единицу времени (массовый расход), 

может быть определена как
dmx =  pvxd y d z .
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Для массы жидкости, вытекающей из параллелепипеда че­
рез грань a'b'c'd', соответственно найдем

dmx =  р ̂ vx +  dx̂ j dydz.

Таким образом, изменение массы жидкости в параллелепи­
педе за единицу времени в направлении оси х, равное разности 
указанных величин, составит

dvx 
Ихdmx -  dmx =  р (vx +  - ^ - d x )  dydz-  pvxdydz =  P ^  dxdydz.

dx j

Аналогичные выраже­
ния можно получить и 
для изменения массы 
жидкости по осям у  и г :

р (dVyldy) dxdydz-,
р (d v jd z) dxdydz.
Полное изменение 

массы жидкости в объе­
ме параллелепипеда в 
единицу времени будет

р (dvjdx  +  dvyldy +
+  dvjdz) dxdydz.

Однако, имея в виду принятое условие несжимаемости и 
сплошности жидкости, заполняющей исследуемое пространство, 
следует считать, что масса жидкости внутри рассматриваемого 
параллелепипеда все время должна сохраняться постоянной. 
Значит, полное изменение массы жидкости в параллелепипеде 
должно равняться нулю.

Следовательно,

р (dvjdx  -f dvyldy +  dvjdz) dxdydz =  0,

что после ряда сокращений приводит к уравнению

d v jd x  +  d V y /d y  +  d v jd z  =  0, (32.9)

называемому дифференциальным уравнением неразрывности. 
Это уравнение является пятым в системе дифференциальных 
уравнений гидродинамики. Нетрудно видеть, что оно имеет тот 
же физический смысл, что и установленное ранее уравнение по­
стоянства расхода (3.8) и также представляет собой матема­
тическое выражение закона сохранения массы.
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§ 32. ИНТЕГРАЛ БЕРНУЛЛИ

Дифференциальные уравнения движения Эйлера (3.27) при 
известных условиях могут быть проинтегрированы. Условия эти 
следующие:

рассматривается установившееся движение элементарной 
струйки идеальной жидкости;

жидкость несжимаема и однородна;
силы, действующие на жидкость, имеют потенциал (см. § 8).
Тогда поступим следующим образом. Умножим первое из 

уравнений (3.27) на dx, второе на d y  и третье на d z  и полу­
ченную систему уравнений сложим почленно:

X dx +  Y dy +  Zdz — — [— [dx +  —  dy-\- —  d z) =  ^ jL dx +  
p \ dx dy dz J dt

(3.30)

При сформулированных выше условиях многочлен X d x +  
+  Y d y + Z d z  представляет собой полный дифференциал потенци­
альной силовой функции U :

X d x + Y d y  +  Zdz =  —  dx +  ^ - d y + ^ - d z ^ d U .
dx dy dz

Кроме того, поскольку рассматривается установившееся 
движение, при котором гидродинамическое давление является 
только функцией координат и не зависит от времени, то трех­
член в скобках в левой части уравнения (3.30) также является 
полным дифференциалом давления

(dp/dx) dx +  (др/ду) dy  +  (dp/dz) dz =  dp.

Приняв затем во внимание, что d x /d t =  vx; d y /d t= v y-, d z /d t=  
=  vz, представим правую часть уравнения (3.30) в виде:

(dvjdt) dx +  (d v jd t) d y +  (dvjdt)'dz =  vxdvx +  vydvy -f  v2dvz —

=  ^ d { v 2x+ v j,  +  vl) = j d v 2.

После ряда преобразований это уравнение можно перепи­
сать следующим образом:

dU  — (1/р) dp =  -^ dv2

или
d [U — р /р — vV2 ] =  0 . 

Проинтегрировав его, найдем: 
U —р/р — v2/2  =  const. (3.31)
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Если из внешних объемных сил на жидкость действует толь­
ко сила тяжести, то Х = 0, У=0, Z = —g  и, следовательно,

U — — gz-
При этом выражение (3.31) превращается в уравнение (ин­

теграл) Бернулли
gz  +  pip  + 1»*/2 =  const (3-32)

для установившегося движения элементарной струйки идеаль­
ной жидкости, идентичное уравнению (3.13), полученному иным 
путем.

§ 33. ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц ИА ЛЬН Ы Е УРАВНЕНИЯ Д ВИЖ ЕНИЯ 
РЕАЛЬНОЙ Ж ИДКОСТИ

Дифференциальные уравнения движения реальной (вязкой) 
жидкости можно получить, дополнив уравнения Эйлера (3.27), 
выведенные для идеальной (невязкой) жидкости, составляю­

щими сил внутреннего 
трения, обусловленными 
вязкостью.

Подчеркнем, что вхо­
дящие в уравнения Эйле­
ра объемные (массовые) 
силы, отнесенные к еди­
нице массы жидкости и 
определяемые поэтому 
через проекции соответ­
ствующих ускорений X, 
Y, Z и d v xldt, dvy/d t, 
dvz/d t, останутся при 

этом неизменными, а силы поверхностные будут иными и кроме 
нормальных сил давления, выражаемых через нормальные на­
пряжения, будут иметь место касательные (вязкостные) силы 
сопротивления, выражающиеся через соответствующие каса­
тельные напряжения.

Подробный вывод уравнений для нахождения составляю­
щих касательных сил сопротивления по координатным осям ока­
зывается весьма громоздким и трудоемким и обычно излагается 
в фундаментальных пособиях по гидромеханике.

Рассмотрим упрощенное решение этой задачи, приводящее 
к тем же конечным результатам, что и точный вывод, и о дн о­
временно дающее достаточно четкое представление о физиче­
ской сущности явлений, происходящих в вязкой жидкости при 
ее движении. С этой целью выделим в движущейся ж идкости  
объем в форме элементарного параллелепипеда (рис. 3.25) 
с гранями, параллельными координатным плоскостям, и сто р о ­

нами dx, dy, dz. Сначала для простоты исследуем одноразмер- 
|  ное движение этого объема. Будем считать, что оно происхо­

дит вдоль оси х и скорость движения vx изменяется только 
в направлении оси z.

Представим себе далее, что твердая, неподвижная поверх­
ность, совпадающая с плоскостью хОу, тормозит движение 
жидкости и значение скорости vx от нуля на этой поверхности 
возрастает по некоторой кривой.

При положительном градиенте скорости вдоль оси Oz на 
горизонтальных гранях, ограничивающих выделенный парал­
лелепипед, возникнут элементарные силы трения:

на нижней грани dTH= xdxdy, направленная против движе­
ния,

на верхней грани, где касательное напряжение получило 
приращение (dx /dz)dz, dTB= [x + (d x /d z)d z]d x d y , направленная 
в сторону движения.

Таким образом, равнодействующая указанных сил трения 
в направлении оси х будет

dTx =  dTB— dT H =  (dx/dz) dxdydz.

Подставим сюда значение напряжения внутреннего трения, 
определяемое уравнением х =  \i(d v x/d z ) , (где, напомним, ц, — ди­
намическая вязкость, которая для данной жидкости, находя­
щейся в определенных условиях, может считаться постоянной). 
Тогда будем иметь

dTx =  —  (ц dxdydz =  ц — -  dxdydz. 
dz \  dz J dz2

Отнесем затем это выражение к единице массы, т. е. разделим 
на dm  =  pdxdydz. Обозначим также ц/р через v (кинематиче­
ская вязкость жидкости). В результате получим

dT X _  Ц ' сРух __ d2Vx 
dm р dz2 dz2 ' (3.33)

Перейдем теперь к общему случаю трехмерного движения 
жидкости в пространстве, при котором существуют составляю­
щие скорости в направлении всех трех координатах осей. 
Имея в виду, что эти составляющие vx, v y, vz являются функ­
циями трех координат х, у, z, по аналогии с выражением (3.33), 
полученным для частного случая одномерного движения, при 
котором скорость определялась как функция одной лишь коор­
динаты z, придем к следующему выводу: в рассматриваемом 
случае трехмерного движения проекция, например, касательной 
силы сопротивления на ось х (как и ранее отнесенная к еди­
нице массы) должна быть представлена в виде

<3 -3 4 >
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Аналогичные выражения могут быть записаны для проек­
ций единичной силы сопротивления на оси у и г. К таким же 
результатам приводит подробный вывод, обычно выполняемый 
в полном объеме в теоретической гидромеханике.

Дополняя полученными выражениями вида (3.34) диффе­
ренциальные уравнения Эйлера (3.27), получаем дифференци­
альные уравнения движения реальной (вязкой) жидкости:

X — 1 др
'+ * (

' dhjx d*vx д*ух \ I-— + --- + ,
р дх . дх2 ду2 дг2 ) dt

У — 1 др +  v(' dh>y
+

d2vy д*Уу\
1= ^р ду дх2 ~дуГ dz1 )1 dt

Z — 1 др +  v(
(д*у2 -4- дгу2

+
d2vz 'X dvг

р дг , дх2 . ду2 dz2 .I dt

Впервые эти уравнения были получены в 1822 г. французс­
ким гидромехаником Навье, затем в 1845 г. их вывод был усо­
вершенствован англичанином Стоксом. Поэтому их называют 
уравнениями Навье — Стокса.

ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 

Г И Д Р А В Л И Ч Е С К И Е  С О П Р О Т И В Л Е Н И Я

§ 34. РЕЖИМЫ дви ж ен и я  ж идкости
Одна из основных задач практической гидравлики — оценка 

потерь напора на преодоление гидравлических сопротивлений, 
возникающих при движении реальных жидкостей в различных 
гидравлических системах. Точный учет этих потерь во многом 
•пределяет надежность технических расчетов, степень совер­
шенства и экономическую целесообразность инженерных реше­
ний, принимаемых при проектировании.

Чтобы правильно определить эти сопротивления, прежде 
всего необходимо составить ясное представление о механизме 
самого движения жидкости. При исследовании вопроса прихо­
дим к заключению о существовании двух различных, резко от­
личающихся режимов движения. Это было известно еще в пер­
вой половине XIX в., но со всей очевидностью наличие двух 
режимов движения было подтверждено только в 1883 г. из­
вестным физиком Рейнольдсом на основе весьма простых и на­
глядных опытов.

Сущность этих опытов сводится к следующему. Имеется бак
A, к которому присоединена горизонтальная стеклянная труба
B, снабженная краном С (рис. 4.1). Над баком устанавлива­
ется сосуд D с окрашенной жидкостью, подаваемой в трубу В 
по тонкой трубке Е. Перед проведением опытов бак заполняют 
водой (например, из водопровода через трубу F ), и ее уровень 
поддерживают постоянным при помощи сливной линии Н. З а ­
тем, открывая кран С, в трубе В создают поток жидкости, а от­
крывая кран К  на трубе Е, в этот поток подают тонкую струю 
окрашенной жидкости.

Постепенно все более открывая кран С, можно повышать 
расход, и, следовательно, скорость течения жидкости в трубе В. 
При этом можно наблюдать следующую картину: при неболь­
ших скоростях течения в трубе В окрашенная жидкость дви­
жется в виде отчетливо выраженной тонкой струйки (рис. 4.2, а), 
не смешиваясь с потоком неокрашенной воды; при повыше­
нии скорости течения окрашенная струйка начинает колебаться 
и принимает волнообразные очертания. Затем на отдельных ее 
Участках начинают появляться разрывы, она теряет отчетли- 
Ую форму и, наконец, при каком-то определенном значении 
корости полностью разрывается, целиком размываясь жидко- 

„.ыо (рис. 4.2, б ) . При этом отдельные частицы красящего ве- 
окрацГ смешиваются с0 все® массой жидкости, равномерно ее
4

а«каз № 1363 9 7



Если в этом случае подмешать в поток жидкости мелкие 
твердые частицы такой же плотности, что и сама жидкость, пе­
ремещение этих частиц будет происходить по весьма сложным 
криволинейным траекториям.

При проведении опыта в обратном порядке, т. е. при посте­
пенном закрытии крана, наблюдаемые явления повторяются

в обратном порядке, но обыч­
но при несколько других зна­
чениях скоростей.

Движение жидкости при 
малых скоростях, когда от­
дельные струйки жидкости 
движутся параллельно оси по­
тока, называют ламинарным 
(от латинского слова «ла- 
мина» — слой), или струйча­
тым. Ламинарное движение 
можно рассматривать как дви­
жение отдельных слоев жидко- 

' сти, происходящее без переме­
шивания частиц.

Второй вид движения жидкости, наблюдаемый при больших 
скоростях, называют турбулентным («турбулентус» по-латин­
ски— вихревой). В этом случае в движении жидкости нет ви­
димой закономерности. Отдельные частицы перемешиваются 
между собой и движутся по самым причудливым, все время из-

а 6.

Рис. 4.2

меняющимся траекториям. Такое движение также н а з ы в а ю т  
беспорядочным. В действительности, однако, и при турбулент­
ном режиме имеют место определенные закономерности.

§ 35. ЧИСЛО РЕЙНОЛЬДСА

Обобщив результаты своих опытов, проведенных на круг­
лых трубах, а также исходя из некоторых теоретических со­
ображений, которые будут рассмотрены в гл. 8, Рейнольдс на­
шел общие условия, при которых возможны существование то­
го или иного режима и переход от одного режима к другому- 
Он установил, что основными факторами, о п р е д е л я ю щ и м и  ха­
рактер режима, являются: средняя скорость движения жйД-
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сти V, диаметр трубопровода d, плотность жидкости р, ее 
' Кб со л ю тн ая  вязкость ц. При этом чем больше размеры 

а п ер еч н о го  сечения и плотность жидкости и чем меньше 
ее в я зк о с ть , тем легче, увеличивая скорость, осуществить тур­
бул ен тн ы й  режим.

Для характеристики режима движения жидкости Рейнольдс 
ввел безразмерный параметр Re, учитывающий влияние пере­
чи сл ен н ы х  выше факторов, н а з ы в а е м ы й  числом (или крите­
рием) Рейнольдса.

Re =  tidp/ii. (4.1)
Так как (i/p =  v, формулу (4.1) можно записать в виде 
Re =  t)dh. (4.2)
Границы существования того или иного режима движения 

жидкости определяются двумя критическими значениями числа 
Рейнольдса: нижним ReKp.н и верхним ReKp. в- Значения ско­
рости, соответствующие этим значениям числа Рейнольдса, 
также называют критическими. При R e<R eKp.н возможен толь­
ко ламинарный режим, а при R e>R eKp. в — только турбулент­
ный; при ReKp.H <R e<R eKp. в наблюдается неустойчивое состоя­
ние потока. Таким образом, для определения характера 
режима движения жидкости необходимо в каждом отдельном 
случае вычислить по формуле (4.2) число Рейнольдса и сопос­
тавить результат с критическими значениями.

В опытах самого Рейнольдса были получены следующие зна­
чения: ReKp.H=2000, ReKp. в=12 000. Многочисленные экспери­
менты, проведенные в более позднее время, показали, что кри­
тические числа Рейнольдса не являются вполне постоянными 
и в действительности при известных условиях неустойчивая 
зона может оказаться значительно шире.

В настоящее время при расчетах принято исходить только 
из одного критического значения числа Рейнольдса — ReKp= 
= 2300. При Re<2300 режим всегда считается ламинарным, 
а при Re>2300 — всегда турбулентным. При этом движение 
жидкости в неустойчивой зоне исключается из рассмотрения, 
что приводит к некоторому запасу и большей надежности в гид­
равлических расчетах.

Без особого труда могут быть получены значения Re также 
Для сечения любой формы, не только круговой. Имея в виду, 
то при круговом сечении гидравлический радиус R = d /4, под­
авим в формулу (4.2) вместо d  его значение, равное AR. Тог- 

получим формулу для числа Рейнольдса, выраженного через 
гидравлический радиус:

Re ==4 vR/v, (4.3)
°ткуда

Re/4 =  vR/v.
4*
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Принимая по-прежнему для критического значения числя 
Рейнольдса независимо от формы живого сечения ReKp =  230() 
находим, что для сечения любой формы критерием для сужде- 
ния о характере режима движения является величина, равная 
2300/4 =  575. Таким образом, если v R / \ < 575, режим ламинар­
ный, если v R /v >  575, режим турбулентный.

В гл. 8 будет показано, что число Рейнольдса является од­
ним из основных критериев гидродинамического подобия на­
порных потоков. Оно является как бы мерой отношения кине­
тической энергии жидкости к работе сил вязкого трения и от 
него в общем случае зависят все безразмерные коэффициенты 
входящие в расчетные зависимости, которые применяют в прак­
тике гидравлических расчетов.

§ 36. ОБЩ ИЕ ВЫ РАЖ ЕНИЯ Д Л Я  ПОТЕРИ НАПОРА 
ПРИ РАВНОМЕРНОМ ДВИ Ж ЕН И И

Исследуем равномерное движение потока жидкости — напор­
ное (движение в трубопроводах) или безнапорное (движение 
в открытых каналах). Поскольку в этом случае средние скоро­
сти во всех поперечных сечениях одинаковы, местные сопротив­
ления отсутствуют и существуют только сопротивления, прояв­
ляющиеся по длине потока, вызывающие соответствующие по­
тери напора на трение.

Чтобы получить общее выражение для этих потерь, рас­
смотрим поток жидкости с равномерным движением, ось ко­
торого наклонена к горизонту под углом а (рис. 4.3).

Выделим в этом потоке двумя сечениями 1-1 и 2-2 некото­
рый объем малой длины L и применим к его движению теорему 
теоретической механики о движении центра масс. Так как дви­
жение жидкости равномерное, ускорение центра масс выделен­
ного объема равно нулю. Следовательно, сумма проекций всех 
внешних сил, приложенных к указанному объему, на любую 
ось также должна быть равна нулю.

Такими внешними силами являются:
силы давления Р\ и Р2 в сечениях 1-1 и 2 -2, н о р м а л ь н ы е  

к этим сечениям и направленные: первая — в  сторону д в и ж е ­
ния, вторая — в сторону, обратную движению; эти силы р ав н ы  
произведению средних гидродинамических давлений в этих се­
чениях pi и рг на площадь сечения потока F, а именно: Р i = 
= P\F \ P2= P 2F\

силы гидродинамического давления на боковую п о в е р х н о с т ь  
рассматриваемого объема со стороны окружающей его жидко­
сти р п, направленные нормально к этой поверхности;

сила тяжести (вес объема, ограниченного сечениями 1-1 и
2 -2 ) , направленная по вертикали вниз и определяемая в ы р а ж е ­
нием G = pgF L ;

сила сопротивления движению Т.

1 Сделаем допущение, что все частицы жидкости движутся 
одинаковыми скоростями, равными средней скорости потока. 

Т гда сила сопротивления будет равна силе трения, возникаю- 
ей на боковой поверхности выделенного объема. Для ее оп- 

®деления обозначим силу трения, приходящуюся на единицу 
п о в ер х н о с ти  (т . е. касательное напряжение), т.

При этом полная сила трения

T  =  i A L ,

где А — смоченный периметр того же объема, между сечениями
1-1 и 2-2. Эта сила направлена параллельно оси потока в сто­
рону, обратную течению.

Составим сумму проекций всех перечисленных сил на ось 
хх, параллельную оси потока. С учетом того, что силы р п не 
дают проекции на указан­
ную ось, получим

Рг—P2 +  6 s i n a — Т  =  0.
Подставив в это урав­

нение установленные выше 
выражения отдельных сил 
и приняв во внимание, что 
s in a =  (zi—22)/L, будем 
иметь

PlF - p 2F +  p g F L h = h -

— x A L = 0 .

Разделив затем полу­
ченное уравнение на pgF
с учетом того, что A /F = R  (где R — гидравлический радиус се­
чения), преобразуем его следующим образом:

zi+ p i /p g  =  z2 +  p jp g  +  (т/рg)](L/R). (4.4)

Сравнивая уравнение (4.4) и уравнение Бернулли в его 
обычной форме (3.25), составленное также для равномерного 
Движения (v l =  v2), приходим к следующему общему выраже­
нию для потери напора по длине потока:

ЛтР~ (т /р £ )(Ш ), (4.5)

движ°е называют также основным уравнением равномерного

ДвиРаССМ0ТрИМ наи^олее интересный и важный для нас случай
жения жидкости в напорном трубопроводе круглого сечения. 

ний ЭТ° М П0СТУПИМ следующим образом. Обозначим г  внутрен- 
Пев РаДиУс трубы и выберем начало координат в центре ее по- 
вйп^ЧНого сечения О, направив ось х по оси трубы, а ось г  по 
ВеРтикали (рис. 4.4) .
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Выделим затем внутри трубы объем жидкости в виде ци_ 
линдра, радиус которого у, длина L, и применим к нему основ­
ное уравнение (4.5).

Поскольку гидравлический радиус круглого сечения R —yfe 
это уравнение получит здесь следующую форму записи:

hTp^ (x /pg )(2L ly). (4 .6)
В частном случае, когда труба горизонтальна ( z i= z 2) 

уравнение (4.6) можно записать также в виде
К  =  ДР/Р£ =  ZxLlpgy, (4.7)

где А р — падение (перепад) давления на участке L.
Отсюда для единичной силы трения (касательного напряже­

ния) на радиусе у  имеем
x = A p y /2 L . (4.8)

f - ■ и Ш : 4
^ ---- / —--

Рис. 4.4

Полученное выражение позволяет установить закон распре­
деления касательных напряжений в поперечном сечении трубы. 
Из него видно, что т изменяется по линейному закону: наимень­
шее его значение То =  0  будет на оси трубы (при у = 0 ) ,  а наи­
большее — у ее стенок (при у = г ):

xr =  Apr/2L. (4.9)

График изменения т по сечению трубы представлен на 
рис. 4.4 (справа).

Здесь уместно подчеркнуть, что основное уравнение равно­
мерного движения (4.5), равно как и общие выражения для 
определения потери напора (4.6) и перепада давления (4.7) 
в круглой трубе, а также закон распределения касательных на­
пряжений по сечению трубы, выражаемый зависимостью (4.8), 
в одинаковой степени применимы как для ламинарного, так и 
для турбулентного режима.

Если принять далее, как это было предложено Шези на 
основе опытов 1775 г., величину т/рg  пропорциональной квадрату  
скорости, а коэффициент пропорциональности обозначить 
(1/С )2, т. е. принять, что x /p g =  (1/С2)и2, то из уравнения (4.6) 
получим

hi-2 =  v2L/C2R . (4.1°)

J  g  уЧетом того, что hTP/L =  i (где i — гидравлический уклон),
в ы р а ж е н и я  (4.10) получается следующая формула для ско­

р о с т и  при равномерном движении жидкости:

Р v ^ c V R l -  <4Л1)
Р обычно называют формулой Шези.

Значения коэффициента С в формуле (4.11) определяют 
опытным путем

Величина С2 имеет размерность ускорения. Для практиче­
ского применения, однако, эмпирические коэффициенты удобнее 
иметь безразмерными. Поэтому коэффициент Шези С впослед­
ствии был заменен

С =  V 8g fc , (4-12)
где Я — безразмерная величина, обычно называемая коэффи­
циентом гидравлического трения или гидравлического сопротив­
ления. Такая замена позволяет привести формулу (4.10) к очень 
удобному для практического пользования виду:

ft,.2 =  X(L/4tf)(t;V2g). (4.13)

Поскольку для круглых труб 4R = d ,  то из уравнения (4.13) 
получаем так называемую формулу Дарси—Вейсбаха для опре­
деления потерь напора при равномерном движении жидкости 
в круглых трубах:

hU2 =  K (Lld)(v2/2g). (4.14)

Формулы (4.11) и (4.14) являются наиболее распространен­
ными для определения потерь напора. Первую из них приме­
няют главным образом при расчетах открытых потоков, а вто­
рую— напорных (в круглых трубах).

Выполним еще одно преобразование.
Сопоставим значения гидравлического уклона, получаемые 

из формулы Дарси—Вейсбаха (4.14): i= h Tp/L =  (X/2r) (v2/2g) 
и из выражений (4.7) и (4.9): i= h ? p/L  =  A p /p g L = 2 L x rlp g L r=  
~ 2xr/pgr.
Получаем

Я, (o2/4gr) =  2xrlpgr

или

(4.15)h )2 =  8тг/р.

Обозначим здесь

V p  =  i£  (4.16)

кас ° * ~~ Так называемая Динамическая скорость (или скорость 
зтельного напряжения на стенке трубы).
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Тогда получим
( v j v )2 =  m ,  (4-17)

т. е. квадрат отношения динамической скорости к средней ско­
рости прямо пропорционален коэффициенту гидравлического со­
противления X. Полученный результат, его можно записать 
также следующим образом:

v l v * = V 8 /X, (4Л7')
будет использован нами в дальнейшем (см. §  43).

Нетрудно видеть, что формулы (4.10) и (4.14) принци­
пиально ничем не отличаются, потеря напора в них выражается, 

по существу, в одной и той же форме — 
пропорционально квадрату средней ско­
рости. Поэтому закон сопротивления, 
устанавливаемый этими формулами, при­
нято называть законом квадратичного со­
противления, а сами формулы — квадра­
тичными.

Более поздние исследования показали, 
что на потерю напора помимо скорости 
оказывает существенное влияние ряд фак­
торов (характер режима, форма и раз­
меры сечения, вязкость жидкости, мате­
риал и состояние стенок), не учитывае­
мых в явном виде формулами Шези и 
Дарси—Вейсбаха.

Исследования выявили также, что в действительности квад­
ратичный закон сопротивления подтверждается далеко не во 
всех случаях движения жидкости и касательное напряжение 
пропорционально квадрату скорости в случае турбулентного ре­
жима только при достаточно больших числах Рейнольдса.

В остальных случаях турбулентного режима т будет пропор­
ционально скорости в степени, несколько меньше второй, а при 
ламинарном режиме — пропорционально скорости лишь в пер­
вой степени. Поэтому в общем случае следовало бы принять 

т/рg  =  bvn, (4.18)
где b — некоторый коэффициент пропорциональности; п — пока- 
за?ель степени, при ламинарном режиме п = 1 , а при турбулент­
ном всегда n >  1 и зависит от числа Рейнольдса.

На рис. 4.5 представлена графическая интерпретация урав­
нения (4.18). График построен на основании опытов Рейнольдса 
в координатных осях и и т/р£. Прямая А В  на графике соответ­
ствует ламинарному режиму, а кривая CD — турбулентному. 
Участок кривой между точками В и С характеризует переход­
ную зону.

Однако квадратичные формулы Шези и Дарси—Вейсбаха 
очень удобны для практических целей, целесообразны с точки

зрения единообразия расчета и обычно применяются как для 
турбулентного, так и для ламинарного режима. Отклонения же 
от квадратичного закона учитываются тем, что коэффициенты 
Я и С ставятся в косвенную зависимость от скорости. Таким об­
разом, эти формулы устанавливают только общую форму закона 
сопротивлений. Для определения численного значения потери 
напора необходимо в каждом отдельном случае учесть еще и 
влияние всех указанных выше факторов. Этой цели служат спе­
циальные формулы для коэффициентов X и С, которые рассмат­
риваются ниже ( см. § 45).

§ 37. ЛАМИНАРНЫЙ РЕЖ ИМ  
В КРУГЛОЙ ЦИЛ ИН Д РИЧЕС КОЙ  ТРУБЕ

[■. Определим основные закономерности ламинарного режима 
при равномерном движении в круглых трубах, ограничиваясь 
(для упрощения вывода) случаями, когда ось трубы горизон­
тальна. При этом будем рассмат­
ривать уже сформировавшийся по 
ток, т. е. поток на участке 
начало которого находится от вход 
ного сечения трубы на расстоя 
нии, обеспечивающем стабилизи­
рованный вид распределения ско- Рис. 4.6 
ростей по сечению потока.

Имея в виду сделанное ранее определение ламинарного ре­
жима, при котором движение имеет слоистый (струйный) харак­
тер и происходит без перемешивания частиц, следует считать, 
что при этом будут иметь место только скорости, параллельные 
оси трубы, поперечные же скорости отсутствуют. Можно пред­
ставить себе, что в таком случае движущаяся жидкость как бы 
разделяется на бесконечно большое число бесконечно тонких, 

.концентрично расположенных цилиндрических слоев, параллель­
ных оси трубопровода и движущихся один внутри другого с раз­
личными скоростями, увеличивающимися в направлении от сте­
нок к оси трубы (рис. 4.6). При этом скорость в слое, непосред­
ственно соприкасающемся со стенками, вследствие прилипания 
равна нулю, а максимального значения она достигает в слое, 
движущемся по оси трубы.

Принятая схема движения и введенные выше упрощающие 
предположения позволяют установить закон распределения ско­
ростей в поперечном сечении потока и получить расчетные за ­
висимости для определения расхода жидкости и потери напора 
на трение по длине потока.

Будем исходить из установленного ранее общего выражения 
для градиента скорости (1.15), которое для течения в трубах 
Нужно записывать следующим образом:

— dy/dy =  f(x ). (4.19)

У?э
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Знак минус здесь берется потому, что с увеличением у, ско­
рость v убывает, т. е. dvldy  отрицательно, а напряжение т — ве­
личина существенно положительная.

Примем затем, что имеет место прилипание жидкости 
к стенке (отсутствие скольжения) и поэтому скорость у стенки 
уг=0. Тогда вместо выражения (4.19) будем иметь

— J dv =  ] f(x )d y . (4.20)

Учтем также (это следует из закона распределения напря­
жений), что

у  =  гх/хг. (4.21)
Найдем

d y  =  (rlxr) d т. (4.22)
Сделав соответствующую подстановку в выражение (4.20), по­
лучим:

Следовательно,
Г

(4.23)

(4.24)

Выражения (4.23) и (4.24) являются общими. Их интегриро­
вание позволяет установить закон распределения скоростей при 
любом виде функции / ( т).

Решим эту задачу для течения в трубах ньютоновской жид­
кости *. В этом случае / ( т) = т /ц  и выражение (4.24) принимает 
вид

т<-
Vy =  rlxr J x d x /ц.

X
Интегрируя его, находим 
Vy =  (rl2xfll)  (Т2-Т2),

что после ряда подстановок и несложных преобразований при­
водит к уравнению

tv =  (A p /4 ^ ) ( /-2- * / 2), (4.25)
выражающему закон распределения скоростей в поперечном се­
чении круглой трубы при ламинарном режиме, известный под

* Решения аналогичных задач для жидкостей неньютоновских рассмат­
риваются в гл. 7

J06

названием закона Стокса. Его можно получить также непосред­
ственно интегрированием уравнений движения вязкой жидкости 
Навье—Стокса (3.35).

Задаваясь различными значениями координаты у, по этому 
уравнению можно вычислить скорости в любой точке сечения. 
Максимальная скорость, очевидно, будет при у = 0, т. е. на оси 

ь трубы
у0 =  (А p/4 \iL )r2=  (А р/16 ц L) d \  (4.26)

I. Попутно отметим, что средняя скорость потока при этом ока­
зы вается равной половине максимальной осевой скорости:

иср =  0,51>„. (4.27)

Изобразим уравнение (4.25) графически. Для этого вычис­
ленные значения скорости отложим в определенном масштабе 
от некоторой произвольной прямой АА  в виде 

ротрезков, направленных по течению жидко- 
i сти, и концы отрезков соединим плавной 

кривой (рис. 4.7). Полученная кривая пред­
ставляет собой кривую распределения ско­

ростей  в поперечном сечении потока и, как 
это следует из уравнения (4.25), является 
параболой второй степени с осью, совпадаю­
щей с осью трубы.

Таким образом, при ламинарном режиме в цилиндрической 
трубе скорости в поперечном сечении потока изменяются по па­
раболическому закону, а касательные напряжения — по линей­
ному закону.

Полученные результаты справедливы для участков трубы 
с вполне развившимся ламинарным течением. В действитель­
ности жидкость, которая поступает в трубу, должна пройти от 

; входного сечения определенный участок, прежде чем в трубе 
установится соответствующий ламинарному режиму параболиче­
ский закон распределения скоростей.

Развитие ламинарного режима в трубе можно представить 
Следующим образом. Пусть, например, жидкость входит в трубу 

из резервуара большого размера и кромки входного отверстия 
хорошо закруглены. В этом случае скорости во всех точках вход­
ного поперечного сечения будут почти одинаковы, за исключе­
нием весьма тонкого так называемого пограничного (или при­
стенного) слоя вблизи стенок, в котором вследствие прилипания 
жидкости к стенкам происходит почти внезапное падение ско­
рости до нуля. Поэтому кривая скоростей во входном сечении 
может быть представлена достаточно точно в виде отрезка пря­
мой (рис. 4.8).

По мере удаления от входа слои жидкости, соседние с погра­
ничным слоем, вследствие трения у стенок начинают заторма­
живаться, толщина этого слоя постепенно увеличивается, а дви-
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женйе в нем, наоборот, замедляется. Центральная же часть по­
тока (ядро течения), еще не захваченная трением, продолжает 
двигаться как одно целое с примерно одинаковой для всех слоев 
скоростью, причем (вследствие того, что количество протекаю­
щей жидкости остается неизменным) замедление движения в по­
граничном слое неизбежно вызывает увеличение скорости 
в ядре.

Таким образом, в середине трубы, в ядре, скорость течения 
все время возрастает, а у стенок, в растущем пограничном слое, 
уменьшается. Это происходит до тех пор, пока пограничный слой 
не захватит всего сечения потока и ядро не будет сведено 
к нулю. На этом формирование потока заканчивается и кривая 
скоростей принимает обычную для ламинарного режима парабо­
лическую форму (рис. 4.9).

Рис. 4.8 Рис. 4.9

Входной участок трубы, на котором складывается постоянная 
параболическая картина распределения скоростей, носит назва­
ние начального участка ламинарного режима. Длина этого уча­
стка определяется по формуле

LHa,/d =  0,28Re. (4.28)

§ 38. ПОТЕРИ НАПОРА ПРИ ЛАМИНАРНОМ РЕЖИМЕ

Зная закон распределения скоростей в поперечном сечении, 
можно без труда вывести теоретические формулы для определе­
ния расхода жидкости и потери напора на трение по длине по­
тока при ламинарном режиме.

Для этого выделим в трубе (рис. 4.10) элементарное сечение 
в виде кольца внутренним радиусом у, толщиной dy  и, следова­
тельно, площадью сечения dFy =  2nydy. Так как толщина кольца 
взята нами бесконечно малой, примем, что во всех его точках 
скорость частиц жидкости vy одинакова и может быть опреде­
лена по уравнению (4.25).

Элементарный расход жидкости, проходящей через это коль­
цевое сечение, dQy — vydFy = v y2nydy.

Полный расход жидкости через все поперечное сечение трубы 
определяется как сумма таких элементарных расходов или, что
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то же самое, как интеграл, взятый по всему сечению, т. е. в пре­
делах от у =*0 до у = г .  Таким образом,

Q =  |  dQ =  J vy 2 я  ydy  =  я  |  Vyd (у2). (4.29)

- Интегрируя выражение (4.29) по частям, находим: 

f  Q =  n | j  vyy2 \r— y*dvyj  . (4.30)

Первый член в правой части уравнения (4.30) равен нулю, 
так как при у —г (у стенок) vr—0, а на оси трубы у — 0. Следо­
вательно,

I Q = - n \ y 4 v v. (4.31)

Введем сюда новую переменную т. Из 
выражения (4.21) имеем

«/2 =  Т2Г2/Т2_ (4 .32) Рис. 4.10

Примем во внимание также (4.22). Тогда, поскольку 
—dvy/d y = f(x ) ,  то

- d v y =  f(x )d y  =  f (x )^ -d x .  (4.33)

Подставив в выражение (4.31) вместо у 2 и dvv их значения
(4.32) и (4.33), получим окончательно:

|  Q — / (т) т2^т.  (4.34)

Г Интегрирование этого выражения дает возможность получить 
необходимые для выполнения практических расчетов соотноше­
ния между расходом и перепадом давления при любом виде 
функции /(т). Рассмотрим здесь (как и § 37) решение этой за­
дачи для случая течения ньютоновской жидкости, когда / ( т) =  
=т/(1.
г Подставив это значение в уравнение (4.34), будем иметь:

откуда после интегрирования найдем
Q r’/п г3 =  (1/р) (ту4) (4.35)
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или, 4fo to  же 6 а моё,
Q =  (я rs/4 ц) т,. (4.36)
Произведя здесь замену [см. выражение (4.9)] xr=rA p/2L , 

а также г —d /2  (где d  — диаметр трубы), получим окончательно 
формулу для определения расхода при ламинарном режиме:

Л  1 п Д  р  ^4

128 nL

называемую формулой Гагена—П уазейля.
При этом средняя скорость для всего сечения трубы

*£Р =  — 5 -  =  - L - ^ d 2
р n d 2k  32 ilL

(4.37)

(4.38)

и, как это видно при сравнении с установленным ранее значе­
нием максимальной осевой скорости v0 (4.26), будет равна по­
ловине этой скорости (оСр=0,5 1>о).

Из формулы (4.38) легко найти искомую потерю напора
К р  =  А р/р ёГ == 32 (х vL/p gd2. (4.39)

Последнее выражение несколько преобразуем, умножив чис­
литель и знаменатель правой части на и/2. Выполнив затем пе­
регруппировку величин, получим:

йтр =  (64 \ilvd р) (L/d) (v2/2g).

Так как здесь ji/p =  v, a v /v d =  1/Re, то
K v — (64/Re) (L/d) (v2/2g). (4.40)

Сопоставление выражения (4.40) с основной формулой 
Дарси—Вейсбаха (4.14) для определения потерь напора на тре­
ние по длине, приводит к следующей формуле для коэффи­
циента гидравлического сопротивления:

Я,= 64/Re. (4 .4 1)
Эту формулу обычно и применяют для практических расче­

тов при ламинарном режиме в круглых трубах.

§ 39. ПРИ БО РЫ  Д ЛЯ ИЗМЕРЕНИЯ ВЯЗКОСТИ Ж ИДКОСТИ

Вязкость жидкостей определяют при помощи приборов, назы­
ваемых вискозиметрами. Имеется несколько типов вискозимет­
ров, различных по своей конструкции и принципу действия. 
Основными из них являются вискозиметры капиллярные, истече­
ния и ротационные.

В капиллярных вискозиметрах, часто применяемых в л а б о р а ­
торных условиях для точных измерений, вязкость жидкости оп­
ределяют путем наблюдений над движением исследуемой жид­
кости по капиллярной трубке, т. е. трубке малого д и а м е т р а ,

Ь  к о т о р о й  вследствие этого устанавливается ламинарный режим.
^В язкость находят в результате пересчета из формулы расхода 
при ламинарном режиме (4.37):

pi =  (1/128) (Ap/QL) п d4, (4.42)
где Q — расход жидкости, протекающей по капиллярной трубке; 
d — диаметр трубки; L - - длина трубки; Ар — перепад давления 
на длине L.

На практике, вязкость обычно определяют путем сравнения 
расходов или времен истечения одинаковых объемов двух жидко­
стей исследуемой и некоторой стандартной, на­
пример дистиллированной воды, вязкость которой 
известна,— по двум одинаковым капиллярным 
трубкам при всех прочих равных условиях. На 
самом деле, как это следует из формулы (4.37), 
расходы двух различных жидкостей, протекаю­
щих по двум капиллярным трубкам одинаковых 
диаметра и длины при постоянном перепаде дав­
ления, обратно пропорциональны их вязкости; 
время же истечения одинаковых объемов этих 
жидкостей, наоборот, прямо пропорционально 
вязкости. На этом принципе основано устройство 
капиллярного вискозиметра Н. Е. Жуковского.

В настоящее время наиболее широкое при­
менение получил к а п и л л я р н ы й  в и с к о ­
з и м е т р  П и н к е в и ч а  — О с т в а л ь д а  (рис.
4.11). Он представляет собой стеклянную U-об- 
разную трубку, в одно из колен которой (Л) 
с двумя расширениями в виде полых шариков 
(В и С) впаян капилляр D, открывающийся 
в нижней своей части в резервуар Е  второго, ле­
вого колена F.

После заполнения вискозиметра исследуемой жидкостью 
(с помощью резиновой груши или водоструйного насоса), его 
устанавливают в термостате так, чтобы расширение В  находи­
лось ниже уровня термостатирующей жидкости. Время вы­
держки в термостате должно быть не менее 15 мин при задан­
ной температуре. Затем жидкость в колене А поднимают при­
мерно до ‘/з высоты расширения В, сообщают его с атмосферой 
(при этом жидкость по капилляру начнет перетекать в резер­
вуар Е) и измеряют время tn опускания мениска жидкости от 
метки b до а.
[- Определив аналогичным образом время tc истечения стан­
дартной жидкости, кинематическая вязкость которой vc при тем­
пературе испытания известна, по формуле

VH =  ( W v c, (4-43)
находят кинематическую вязкость исследуемой жидкости.

Рис. 4.11
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Для вискозиметров заводского изготовления кинематическую 
вязкость можно определить и из более простого выражения v„ =  
= k tn, где k — постоянная вискозиметра (она дается в паспорте), 
зависящая от стандартной жидкости, по которой градуировался 
прибор, и от размеров его капилляра.

В вискозиметрах истечения вязкость жидкости определяют 
путем наблюдения за временем истечения исследуемой и стан­
дартной жидкости из отверстия в дне сосуда. Одним из наиболее 
распространенных в технике типов вискозиметров истечения яв­
ляется вискозиметр Энглера.

Следует отметить, что еще в 1752 г. великий русский ученый 
М. В. Ломоносов изобрел «инструмент для исследования вязко­

сти жидких материй по числу капель». В ос­
нове вискозиметра Энглера, как будет видно 
из дальнейшего, по существу лежит та же 
идея, что и в приборе, предложенном Ломоно­
совым.

В и с к о з и м е т р  Э н г л е р а  (рис. 4.12) 
состоит из латунного цилиндрического ре­
зервуара А, помещенного в водяную ван­
ну В. К сферическому дну резервуара при­
паяна латунная цилиндрическая трубка С, 
в которую вставлена платиновая трубочка — 
насадок Д .

Перед проведением опыта отверстие на­
садка закрывают стопорным стержнем Е и 

в резервуар А наливают 200 см3 исследуемой жидкости. Путем 
подогрева или охлаждения водяной ванны жидкости сообщают 
температуру (измеряемую термометром F), при которой необхо­
димо определить вязкость. Эта температура во время опыта 
поддерживается постоянной. Затем, подняв стопорный стержень, 
открывают отверстие насадка и по секундомеру отмечают время 
ТИ истечения всего объема исследуемой жидкости. Так же оп­
ределяют время Тс истечения 200 см3 стандартной жидкости — 
дистиллированной воды при температуре 20° С (часто эта вели­
чина указывается в паспорте вискозиметра).

Отношение t j t c характеризует вязкость жидкости и назы­
вается относительной вязкостью. Эта величина выражается в так 
называемых условных градусах Энглера (°Е). Вязкость, изме­
ренная в градусах Энглера, может быть переведена в кинема­
тическую по формуле Убеллоде:

v =  0,0731° £ — 0,0631/° Е, (4.44)

где v — кинематическая вязкость, Ст.
По стандарту единица измерения относительной вязкости на­

зывается градусом условной вязкости (обозначается °ВУ), чис­
ленно она равна градусу Энглера. Для перевода условной вяз’ 
кости в кинематическую применяют специальные таблицы.

т

? Ротационные вискозиметры, или вискозиметры с коаксиаль­
ными цилиндрами, состоят из двух соосных вертикальных ци­
линдров — вращающегося и неподвижного. Между цилиндрами 
заливается испытуемая жидкость, которая оказывает сопротив­
ление вращению первого цилиндра и передает его второму. Вяз­
кость жидкости в этих вискозиметрах определяют по частоте 
вращения подвижного цилиндра при заданном крутящем мо­
менте или, наоборот, по крутящему моменту, 
вызывающему заданную частоту вращения.

Для измерения частоты вращения приме­
няют счетчики, для измерения крутящего 
момента — различного рода механические 
динамометры, электродинамические измери­
тельные устройства и др. Сч

В настоящее время ротационные виско­
зиметры выполняются по двум принципи­
альным схемам — с вращающимся наруж­
ным цилиндром и вращающимся внутрен­
ним цилиндром. Наиболее широкое примене- 
ние имеют вискозиметры первого типа.

В и с к о з и м е т р ы  т о р с и о н н ы е
(рис. 4.13) являются разновидностью рота­
ционных*. В них внутренний цилиндр А 
подвешивается на торсионе (упругая нить, 
стальная проволока) В и помещается в дру­
гой вращающийся цилиндр С, заполняемый 
исследуемой жидкостью. Движение жидко­
сти вызывает закручивание внутреннего ци­
линдра и торсиона на некоторый угол, при котором момент 
возникающих упругих сил уравновешивается моментом сил 
внутреннего трения вращающейся жидкости. Вязкость жидко­
сти определяют здесь по частоте вращения (угловой скоро­
сти) внешнего цилиндра п и углу <р закручивания тор­
сиона.

Угол закручивания торсиона измеряют механическим спосо­
бом, заключающимся в регистрации перемещения связанной 
с^торсионом стрелки или шкалы с делениями, относительно 
неподвижных деталей прибора либо оптическим способом — по 
отклонению луча света, падающего на закрепленное на торсионе 
зеркальце. Широко используют для этой цели также индуктив­
ные датчики.

Из уравнения (1.13) имеем

Рис. 4.13

1* =  т/'у, (4.45)

схема Условии неподвижного закрепления внутреннего цилиндра эта 
в°го т и п Г НЦИПИаЛЬН° Т0ЖЯеСТВеиНа схеме ротационного вискозиметра пер-
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где напряжение сдвига
________2С ф

я h (RH +  Rb)а 
скорость сдвига 

яп Rh
Y =

(4.46)

(4.47)
30 Ян —

здесь С — постоянная прибора; h — высота слоя жидкости в нем; 
RH — внутренний радиус наружного цилиндра; RB — наружный 
радиус внутреннего цилиндра.

Известное применение на практике получили также вискози­
метры других типов, в том числе основанные на затухании коле­
баний диска, подвешенного на тонкой нити и помещенного в со­
суд с жидкостью, и такие, в которых вязкость определяют по 
времени равномерного падения шарика (обычно стального) 
в вертикальной прозрачной трубке, заполненной исследуемой 
жидкостью.

§ 40. МЕХАНИЗМ ТУРБУЛЕНТНОГО ПОТОКА

Многочисленные попытки подойти к исследованию турбулент­
ного режима методами математического анализа в течение д о л ­
гого времени оканчивались неудачей из-за невозможности охва­
тить с помощью стройной законченной теории наблюдаемое при 
этом многообразие и сложность явлений. В турбулентном п о­
токе каждая отдельно взятая частица жидкости движется по 
весьма сложной криволинейной траектории, отличной от траек­
торий соседних с ней частиц, и, как это видно из рассмотренных 
выше опытов Рейнольдса, перемещается не только в направле­
нии оси потока, как при ламинарном режиме, но и участвует 
в беспорядочных поперечных движениях. Поэтому, если бы мы 
хотели проследить за движением такой отдельной частицы и п о­
пытались бы найти уравнения, описывающие ее движение, по­
добная задача оказалась бы практически неразрешимой.

Современная гидродинамика при изучении турбулентного ре­
жима идет по иному пути и использует в основном статистиче­
ский метод исследования, рассматривающий не истинные, 
а «сглаженные» — средние по времени характеристики потока. 
На основании всестороннего теоретического и эксперименталь­
ного исследования с помощью этого метода можно не только 
установить основные качественные закономерности, объясняю­
щие механизм движения, но и получить (что особенно важно для 
практических целей) определенную их количественную оценку.

Рассмотрим некоторый поток жидкости при турбулентном ре­
жиме. Несмотря на то что каждая частица в этом потоке уча­
ствует как в продольных, так и в поперечных движениях, все ж е  
всегда можно установить главное направление движения. Таким

главным направлением, определяющим общее направление Дви­
жения всего потока, очевидно, следует считать движение частиц 
вдоль оси потока, так как каждая из них, в конце концов, пере­
мещается в этом направлении.

Отметим в пространстве, заполненном движущейся жидко­
стью, некоторую точку О (рис 4 .14). Через нее будут проходить

Рис. 4.14

различные частицы жидкости (например, частицы а и Ь), причем 
скорости этих частиц va и Vb будут различны не только по вели­
чине, но и по направлению. Скорости движущихся частиц 
жидкости в данной точке в данный момент времени называют 

гмгновенными местными скоростями в данной точке, или просто 
мгновенными скоростями.

К: Если из точки О в каждый данный момент времени отложить 
^соответствующий ему вектор мгновенной скорости и провести 

через концы таких векто­
ров поверхность, можно по­
лучить векторную диаграм­
му скорости — так назы­
ваемый годограф скорости.

В зависимости от фор­
мы этой поверхности раз­
личают однородный (изо­
тропный) турбулентный по­
ток, при котором поверх­
ность шаровая, и неоднородный (анизотропный) поток, когда 
конец вектора скорости описывает более сложную замкнутую 
поверхность.
Ц  Любую мгновенную скорость v можно разложить на три со­
ставляющие: продольную (по оси х) vx, направленную парал­
лельно оси потока, и две поперечные, лежащие в плоскости жи­
вого сечения потока — горизонтальную составляющую vy по 
°си у  и вертикальную vz по оси z  (рис. 4 .15).

Изобразим графически изменения этих составляющих в за­
висимости от времени. Для этого по оси ординат отложим зна­
чения составляющей мгновенной скорости в данной точке, а по 
°си абсцисс — соответствующее этим значениям время наблю­
дения t. На рис. 4.16 приведен график для осевой составляющей

t- л J \ А  гГ  ^Г w
1

—__f ___ _̂_ 1 л ( 1__ *
Рис. 4.16
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мгновенной скорости (соответствующей направлению главного 
движения всего потока), имеющей наибольшее значение для 
практических целей. Аналогичные графики могут быть по­
строены и для поперечных составляющих. Эти графики носят 
название графиков пульсаций, само же изменение какой-либо 
составляющей мгновенной скорости во времени называется 
пульсацией скоростей. Явление пульсации может быть обнару­
жено в потоке при непосредственном наблюдении с помощью 
приборов, применяемых для измерения скоростей, рассмотренных 
в § 29, например по колебаниям уровня жидкости в трубке Пито, 
гидрометрической вертушкой и др.

Поскольку мгновенная скорость в данной точке не постоянна, ! 
а изменяется во времени, в гидродинамике для удобства иссле­
дования потока вводится понятие усредненной скорости — сред­
ней скорости в данной точке за достаточно большой промежуток J 
времени. Будем обозначать ее v. Черта над буквой обозначает 
операцию усреднения.

Для выяснения сущности этого понятия обратимся к графику, 
изображенному на рис. 4.16, и обозначим AF элемент попереч-  ̂
ного сечения потока у точки О (см. рис. 4.15), a vx — соответ­
ствующую ей продольную составляющую местной скорости. 
Тогда объемное количество жидкости, прошедшее через это сече­
ние в течение бесконечно малого времени dt, будет равно vxAFdt. 
Объемное количество жидкости, прошедшее за некоторое конеч­
ное время t, определится выражением 

t
V =  J vxA Fdt,

о
чему отвечает элементарный расход жидкости 

t
Д F  J vxdt

dQ =  V/t =  — ----  (4.48)

Этот расход может быть подсчитан также по некоторой сред­
ней во времени продольной мгновенной скорости vx:

dQ =  vxAF. (4.49)

Приравнивая оба выражения для расхода, находим: 
t
J vxdt (4.50)

Полученная таким образом величина vx представляет собой  
продольную составляющую усредненной по времени или сред­
ней местной скорости.

Аналогичные выражения можно получить и для составляю­
щих усредненной скорости по осям у  и z — vy и vz .

Тогда вектор полной усредненной скорости будет опреде­
ляться выражением

v =  V 4 + ^ y +~v*- (4-51)

г; Введем еще одно понятие, которое понадобится в даль­
нейшем.

Разность между истинным и усредненным значениями мгно­
венной местной скорости называют пульсационной составляю­
щей скорости (или просто пульсационной скоростью либо пуль­
сационной добавкой). Ее обычно обозначают той же буквой, что 
и скорость, но со штрихом — v'.

Сумма пульсационных скоростей в рассматриваемой точке О 
за время t, как и среднее значение пульсационной скорости 
в этой точке, равна нулю.

Пульсационная скорость также может быть разложена на 
^составляющие: продольную v‘x, совпадающую с направлением 
продольной составляющей усредненной скорости vx, равную vx =  
=  V;— vx, и поперечные составляющие v'y и и'г в плоскости, 
перпендикулярной к vx.
; Из сказанного выше следует, что усредненная скорость есть 

такая постоянная фиктивная скорость, с которой в течение неко­
торого времени через данное элементарное сечение должны 
были бы двигаться частицы жидкости для того, чтобы расход 
жидкости был равен действительному расходу, прошедшему 
через это элементарное сечение за то же время, но при истин­
ных изменяющихся во времени скоростях.
4 Усредненную скорость можно определить графически в ре­

зультате соответствующей обработки графика пульсации. Для

этого, имея в виду, что интеграл J vxdt в числителе формулы
(4.50) представляет собой площадь, заключенную между пуль- 

рационной кривой, осью абсцисс и ординатами, соответствую­
щими начальному и конечному моментам времени, необходимо 

‘ измерить эту площадь и заменить ее равновеликим прямоуголь­
ником с тем же основанием t. Высота этого прямоугольника 
представляет собой усредненную скорость. При этом очевидно, 
что чем больше будет рассматриваемый промежуток времени t 
(период усреднения), тем точнее будет полученное значение ус­
редненной скорости.
t Само собой разумеется, что понятие усредненной скорости, 

/. Конечно, никоим образом не следует смешивать с установлен­
ным ранее понятием средней скорости, представляющей собой
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Не среднюю по времени скорость в данной точке, а среднюю ско­
рость для всего поперечного сечения. Эта последняя скорость

wcP=  llF  jiV,dF. (4.52)

Введение понятия усредненной скорости имело существенное 
значение для изучения механизма турбулентного режима. Как 
показывает обработка графиков пульсации, несмотря на кажу­
щуюся беспорядочность изменения скорости, усредненная ско­
рость достаточно большое время остается постоянной. Поэтому 
в турбулентном потоке вместо поля мгновенных скоростей можно 
рассматривать поле усредненных скоростей и в дальнейшем, го­
воря о скоростях элементарных струек в турбулентном потоке, 
мы всегда будем иметь в виду именно эти усредненные по вре­
мени скорости. Поступая подобным образом, можно также рас­
сматривать турбулентное движение как движение установив­
шееся, хотя, строго говоря, оно является неустановившимся, по­
скольку линии тока в каждый данный момент времени изменяют 
свою форму.

Как было установлено, в турбулентном потоке всегда наблю­
дается пульсация скоростей. Под действием пульсации частицы 
жидкости, движущиеся в главном (осевом) направлении потока, 
получают, кроме того, и поперечные перемещения, вследствие 
чего между соседними слоями жидкости возникает обмен части­
цами, вызывающий непрерывное перемешивание жидкости.

Однако у стенок, ограничивающих поток, создаются особые 
условия для движения жидкости.

В теориях, господствовавших в гидравлике до начала XX в., 
принималось, что здесь образуется некоторый неподвижный, 
«мертвый» слой, по которому со значительными скоростями дви­
жется вся остальная масса жидкости. Наличие этого неподвиж­
ного слоя с неизбежностью приводило к неправдоподобным вы- |  
водам о «разрыве» скоростей, т. е. к такому закону распределе­
ния скоростей * в поперечном сечении, при котором происходит 
внезапное, скачкообразное изменение скорости от нуля в непо­
движном слое до некоторого конечного значения в остальной 
части потока.

Многочисленные экспериментальные данные, полученные раз­
личными исследователями по изучению турбулентных потоков 
(в основном в первой трети XX в), доказали очевидную несо­
стоятельность этих теорий. Было установлено, что скорости тече­
ния жидкости непосредственно на самой поверхности стенок 
вследствие прилипания к ним смачивающей жидкости, равны 
нулю; на весьма малом расстоянии от стенок скорости достигают 
значительной величины; в остальных, более удаленных от стенок 
точках поперечного сечения происходит дальнейшее (но уже зна­
чительно более медленное) увеличение скорости.

* Имеются в виду осредненные скорости.

Все это явилось основанием для установления схематизиро­
ванной модели турбулентного потока, обычно принимаемой за 
основную рабочую схему при исследованиях турбулентного ре­
жима. По этой схеме (рис. 4.17), предложенной в 30-х годах 
XX в. немецким физиком Л. Прандтлем, у стенок образуется 
весьма тонкий слой, в котором скорость изменяется не скачко­
образно, а непрерывно и движение жидкости происходит по за­
конам ламинарного режима. Основная же центральная часть 
потока (ядро), связанная с этим слоем, называемым вязким 
(или ламинарным) подслоем, короткой переходной зоной, дви­
жется турбулентно с почти одинаковой для всех частиц жидкости 
осредненной скоростью *.

Наличие у стенок твердых границ делает невозможным здесь 
поперечное движение частиц жидкости. Поэтому в ламинарном 
подслое перемешивание жидко­
сти не происходит, ее частицы 
движутся тут по слегка извили­
стым траекториям, почти пря­
молинейным и параллельным 
стенкам.

Равномерное распределение 
скоростей наблюдаемое в ядре ' e L a  подслой
потока, объясняется интенсив­
ным перемешиванием основной Рис 4 ]7 
массы жидкости в этой цент­
ральной части потока.
'/ Наличие вязкого (ламинарного) подслоя доказано экспери­
ментально в результате весьма тщательных и точных измерений. 
Толщина этого слоя весьма мала и обычно определяется долями 
миллиметра. Она зависит от числа Рейнольдса и тем меньше, 
чем больше это число, т. е. больше турбулентность потока, 
л Толщина отдельных зон турбулентного потока может быть 

установлена из следующих соотношений:
вязкий (ламинарный) подслой — 0 < y ,a /v < 7 ; 

щ переходная зона — 7 < v „ a /v < 7 0 ;
■j турбулентное ядро — v * a /v > 70.

Здесь, как и ранее, у* — динамическая скорость, а — расстоя­
ние от стенки.

При значениях Re<100 000 толщина вязкого подслоя 6„. с 
в трубе круглого сечения может быть определена также по эмпи­
рической формуле:

6 ,.|U 62 ,8dR e-°-876( (4.53)
гДе d  — диаметр трубы.

няти* Понятие 0 вязком подслое не следует смешивать с более широким по­
чи ем  пограничного слоя, под которым обычно понимают совокупность вяз-

о подслоя и переходной зоны.

Переходная зона
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§ 41. К А СА ТЕЛ ЬН Ы Е Н А П РЯ Ж Е Н И Я  
В ТУ РБУ Л ЕН ТН О М  ПОТОКЕ

Рассмотрим вопрос о касательных напряжениях в турбулент­
ном потоке.

Из указанного выше следует, что движение жидкости при 
турбулентном режиме всегда должно происходить со значи­
тельно большей затратой энергии, чем при ламинарном. При ла­
минарном режиме энергия расходуется только на преодоление 
сил внутреннего трения между движущимися с различной ско­
ростью соседними слоями жидкости, а при турбулентном, кроме 
того, значительная энергия затрачивается на процесс переме­
шивания, вызывающий в жидкости дополнительные касательные 
напряжения.

Поэтому полное суммарное касательное напряжение, возни­
кающее в турбулентном потоке, обычно определяют как сумму 
двух напряжений, вязкостного тв, вызываемого внутренним тре­
нием жидкости, и дополнительного, так называемого инерцион­
ного ти, обусловленного турбулентным перемешиванием:

т =  тв+ т и. (4.54)

Первое из них находится по уравнению (1.12), выражающему 
ньютоновские законы внутреннего трения вязкой жидкости.

Значительно сложнее оказывается определение второго сла­
гаемого в уравнении (4.54). По сути дела оно обусловливается 
пульсационными добавками скорости, зависимость которых от 
осредненных характеристик турбулентного потока весьма сложна 
и до сих пор полностью не установлена.

Буссинеск одним из первых (в 1897 г.) предложил выражать 
это напряжение в виде уравнения, аналогичного уравнению 
Ньютона (1.12):

ти =  Advldy, (4.55)

где коэффициент пропорциональности А имеет размерность вяз­
кости и называется турбулентной (или виртуальной) вязкостью. 
Численное значение А обычно во много раз превышает значение 
вязкости jx. Необходимо также иметь в виду, что турбулентная 
вязкость не является физическим свойством жидкости, а пред­
ставляет собой определенную характеристику турбулентного по­
тока, зависящую в основном от интенсивности турбулентного пе­
ремешивания и изменяющуюся при переходе от одной точки 
потока к другой. В частности, при приближении к стенке она 
стремится к нулю.

Наибольшее распространение получило предлож ение 
Прандтля, установленное им на основании рассмотренной вы ш е 
модели турбулентного потока. По Прандтлю

ти =  р I2 (dv/dy)2, (4.56)
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Рис. 4.18
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Новым является здесь величина /, которая называется дли­
ной пути перемешивания и представляет собой некоторую длину, 
определяемую пульсационными добавками скорости.

Физически длину пути перемешивания можно представить 
как путь, который должна пройти в поперечном направлении 
частица жидкости относительно остальной ее массы, чтобы в ре­
зультате смешивания с окружающим турбулентным потоком (по 
выражению Прандтля) «потерять свою индивидуальность» или, 
говоря иными словами, потерять свою поперечную пульсацион- 
ную составляющую скорости.

Выражение (4.56) для инерционного напряжения может быть 
установлено следующим образом. Выделим в движущейся жид­
кости два слоя а и b (рис. 4.18), на­

ходящ иеся один от другого на рас­
стоянии /. Как уже указывалось, при 
турбулентном режиме, кроме переме­
щения жидкости в направлении глав­
ного движения потока будет происхо­
дить также и поперечное движение 
частиц, например в рассматривае­
мом случае от слоя а к слою Ь. Обо­
значим v' скорость этого поперечного движения (пульсацион- 
ную скорость).

За время At из одного слоя жидкости в другой через пло­
щадку AF, нормальную к направлению v', протекает масса 

„жидкости
Am =  pA Fv' A t.

-  Переместившись на расстояние I, указанная масса жидкости 
получит приращение количества движения:

Am (dv/dy) I =  рД Fv' A t (dv/dy) I,
равное импульсу касательной силы Т, параллельной оси по­
тока TAt.

Таким образом, будем иметь
Т A t =  pAFv' A t  (dv/dy) I.
Отнеся эту силу к единице площади и приняв, что v' — вели­

чина того же порядка, что и (d v /d y )I, получим следующее выра­
жение для касательного (инерционного) напряжения:

ти =  T/AF  =  р v' (dv/dy) I =  р /2 (dv/dy)2.
При ламинарном режиме, когда перемешивания не происхо­

ди^ длина пути перемешивания 1 = 0  и уравнение (4.54) обра­
щается в обычное для этого случая уравнение (1.12), выражаю­
щее касательное напряжение пропорционально вязкости и ско­
рости в первой степени.

При турбулентном же режиме, который (особенно при боль- 
щих значениях числа Рейнольдса) характеризуется весьма
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интенсивным перемешиванием, значение второго члена в урайне- 
нии (4.54) резко возрастает. В этом случае вязкостным напря­
жением можно пренебрегать и определять полное напряжение 
как

т — ти =  р J2 (dvldyf. (4.57)
Таким образом, при большой турбулентности потока, т. е. при 

больших числах Рейнольдса, можно считать, что касательное 
напряжение будет пропорционально плотности жидкости и квад­
рату градиента скорости. Если турбулентный режим характери­
зуется небольшими значениями числа Рейнольдса, вязкостное 
напряжение соизмеримо с инерционным и полное напряжение 
будет пропорционально скорости в степени, несколько меньше 
второй.

§ 42. ШЕРОХОВАТОСТЬ СТЕНОК

На механизм турбулентного потока большое влияние оказы­
вает состояние ограничивающих его твердых стенок, всегда в той 
или иной степени обладающих известной шероховатостью.

Рис. 4.19

Шероховатость характеризуется величиной и формой раз­
личных, порой самых незначительных по размерам, выступов 
и неровностей, имеющихся на стенках, и зависит от материала 
стенок и их обработки. Обычно с течением времени шерохова­
тость изменяется от появления ржавчины, коррозии, отложения 
осадков и др.

В качестве основной характеристики шероховатости с л у ж и т  
так называемая абсолютная шероховатость k, представляющая 
собой среднюю величину указанных выступов и неровностей, 
измеренную в линейных единицах (рис. 4.19, а).

Абсолютная шероховатость труб, мм:
Чистых цельнотянутых из латуни, меди, свинца . . . 0,01
Новых цельнотянутых стальных ..................................0,05—0,15
Стальных с незначительной коррозией ..................... 0,20—0,30
Новых чугунных ...............................................................  0,30
А сбоцементных....................................................................... 0,03—0,80
Старых стальных ............................................................... 0,50—2,00

Рис. 4.20

Пусть (рис. 4.19, б) выступы шероховатости будут меньше, 
чем толщина вязкого (ламинарного) подслоя (&<6В.с)- Тогда 

i неровности стенки будут полностью погружены в этот слой, тур­
булентная часть потока не будет входить в непосредственное 
соприкосновение со стенками и движение жидкости, а следо­
вательно, и потери энергии, не будут зависеть от шерохова­
тости стенок, а будут обусловлены лишь свойствами самой 
жидкости.

Если (рис. 4.19, в) высота выступов такова, что они превы­
шают толщину вязкого подслоя ( k > 6B.c ), неровности стенок бу­
дут выступать в турбулентную область, увеличивать тем самым 
беспорядочность движения и существенным образом влиять на 
потерю энергии. В этом случае каждый отдельный выступ 
м о ж н о  уподобить плохо обтекаемому телу, находящемуся 
в'.окружающем его потоке жидкости и яв­
ляющемуся источником образования вихрей 
(рис. 4.20).

В соответствии со сказанным в гидравлике 
различают поверхности гидравлически глад­
кие (£<6в.с) и шероховатые (&>6В.с).

К ,  Конечно, такое деление является услов­
ным. На самом деле, как уже указывалось, 
толщина вязкого подслоя непостоянна и 
уменьшается с увеличением числа Рейнольдса. У гидравли­
чески гладких стенок с возрастанием числа Рейнольдса начи­
нает проявляться их шероховатость, так как вязкий подслой 
становится тоньше и выступы шероховатости, которые первона­
чально полностью располагались в этом слое, начинают выхо­
дить из него, выступая в турбулентную зону. Следовательно, 
одна и та же стенка в зависимости от числа Рейнольдса 
может вести себя по-разному: в одном случае — как гладкая, 
а в другом — как шероховатая. Поэтому абсолютная шерохова­
тость не может полностью характеризовать влияние стенок 
на движение жидкости. Естественно, что стенки с одной и 
той же абсолютной шероховатостью в потоках небольших 
поперечных размеров должны будут вносить большие возму­
щения в поток жидкости и оказывать большее сопротивление 
движению, чем в потоках большого сечения.

Для характеристики влияния шероховатости на гидравличе­
ские сопротивления с учетом условий соблюдения подобия в гид­
равлике вводится понятие относительной шероховатости г, под 
которой понимается безразмерное отношение абсолютной шеро­
ховатости к некоторому линейному размеру, характеризующему 
сечение потока (например, к радиусу трубы г, глубине жидкости 
в открытом потоке h и др.).

Таким образом,

е == kit. (4.58)
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В некоторых случаях вводится также понятие *относительной 
гладкости» г' — величины, обратной относительной шерохова­
тости:

г' ==rlk. (4.59)
В действительности, однако, как показали исследования, на 

гидравлические сопротивления влияет не только абсолютное зна­
чение шероховатости (высоты выступов), но в значительной 
степени и форма выступов, густота и характер их расположе­
ния. Следует различать стенки с равномерной и неравномерной 
шероховатостью. Равномерная шероховатость обычно создается 
искусственно при различного рода лабораторных исследова­
ниях. Стенки же промышленных трубопроводов, как правило, 
характеризуются неравномерной шероховатостью с большим 
разбросом величин выступов относительно их среднего зна­
чения.

Трубы с равномерной шероховатостью можно считать гид­
равлически гладкими, если

e < 3 3 ,7 R e " 0'875. (4.60)
Для труб с неравномерной шероховатостью для этого необхо­
димо, чтобы

е <  10 Re-0,876. (4.61)
Поскольку учесть влияние всех перечисленных выше факто­

ров непосредственными измерениями невозможно, в настоящее 
время для характеристики шероховатости стенок промышлен­
ных труб при гидравлических расчетах обычно используют поня­
тие так называемой эквивалентной шероховатости kx. Эта шеро­
ховатость представляет собой такую величину выступов однород­
ной абсолютной шероховатости, которая дает при подсчетах 
одинаковую с действительной шероховатостью величину потери 
напора. Значения эквивалентной шероховатости определяют на 
основании гидравлических испытаний трубопроводов и пересчета 
их результатов по соответствующим формулам (см. § 45).

§ 43. ПОЛУЭМПИРИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ ТУРБУЛЕНТНОСТИ

До сих пор, как на это неоднократно указывалось, н е с м о т р я  
на большое число теоретических и экспериментальных работ, 
выполненных различными исследователями, нет еще строгой тео­
рии турбулентного перемешивания. Не установлены и необходи­
мые для выполнения инженерных расчетов строго обоснованные 
расчетные зависимости для количественного описания явлений, 
происходящих в турбулентных потоках.

В связи с этим широкое применение получили полуэмпи- 
рические теории турбулентности, основанные на схематизирован­
ных физических моделях турбулентного потока. Наибольшую из-
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Местность из них получила полуэмпирическая теория, разрабо­
танная Прандтлем. В ее основу положена рассмотренная выше 
прандтлевская модель турбулентного потока, предполагающая 
его разделение на две части: турбулентное ядро и ламинарный 
подслой.
|  При этом были приняты следующие основные допущения*: 

касательное напряжение по всему поперечному сечению по­
тока одинаково и равно напряжению на стенке
1 Т =  ̂  (4.62)
I длина пути перемешивания пропорциональна расстоянию от 
стенки

j f c - /  =  x a *  (4.63)
где х — так называемая универсальная постоянная.
|  С учетом сделанных допущений выражение (4.57) для каса­
тельного напряжения в случае трубы круглого сечения прини­
мает вид

тг =  рхаа2 (dvlda)2. (4.64)

Вспоминая далее, что т/р =  и? (где к* — динамическая ско­
рость), выражение (4.57) можно переписать также следующим 
образом:

и2, =  тг/р =  х V  (dv/daf

или

v jx  а =  dvlda. (4.65)

Интегрирование этого уравнения дает
»/», =  (1 /х )Ъ а +  С (4.66)

— так называемый логарифмический закон распределения ско­
ростей, справедливый для всего ядра турбулентного потока.

Для определения постоянной интегрирования С запишем 
Уравнение (4.66) для границы ядра с ламинарным подслоем

°вЧ  =  (1/к)> '6  +  С, (4.67)
где б — толщина этого подслоя.

Отсюда находим
С =  v6lvt —(1/х) In б

и. следовательно,
vlvt =  (1/и) In а +  v6/vt — ( l /х) In б. (4.68)

Рассматривается течение в трубе круглого сечения радиусом г.
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В ламинарном подслое (по Прандтлю) турбулентное переме­
шивание полностью отсутствует. Поэтому здесь для определения 
напряжения следует исходить из выражения (1.12) и в  пределах 
этого подслоя принимать т = т г= м vla-

Тогда для напряжения на границе ламинарного подслоя 
с турбулентным ядром будем иметь тr=iiV 6/8 . Это выражение 
можно представить также в виде

т,/р =  (ц/р) (уб/6) =  v у6/6 =  v\

и определить отсюда толщину подслоя
b — w j v \  (4.69)
Подставив это значение в уравнение (4.68), получим оконча­

тельно:
vlvt =  (1/х) In а +  v6/vt — (1/х) In (v v6!v̂ )

vlvt =  (1/x) In (vtah) +  Cv (4.70)

где Cx =  v t)lv i, — 1/xlnuj/y*.
Сотрудник Прандтля И. Никурадзе путем обработки полу­

ченных им опытных данных* установил следующие значения 
коэффициентов х и С\\ для гладких труб х =  0,4; Ci =  5,5; для ше­
роховатых труб х =  0,4; Ci =  8,48.

Внеся эти значения в уравнение (4.70) и перейдя одновре­
менно от натуральных логарифмов к десятичным (Inлг—2,3 lg*), 
получим следующие, удобные для практического использования 
формулы для распределения скоростей в круглой трубе при тур­
булентном режиме:

в случае гладких труб
v = v x $ ,7 b \g v j i l \  +  5,5); (4.71)

в случае шероховатых труб
v — v, (5,75 lg alk +  8,5). (4.72)
Приближенно распределение скоростей при турбулентном ре­

жиме можно получить также из уравнения
v/v0 =  (а/г)т, (4.73)

где (по Прандтлю) показатель степени m = f ( Re, е). А. Д. А льт- 
шуль показал, что т =  0,9 У'К и изменяется от 0,25 для ш е р о х о ­
ватых труб до 0,1 для гладких.

Принимая в среднем т = 1 /7 , получаем:
vlv0 — (a/r)I/7. (4.74)

* Более подробно результаты этих опытов рассматриваются в § 44.

. Это так называемый закон «одной седьмой» Кармана.
!  Для того, чтобы в трубе установить распределение скоростей, 
соответствующее приведенным выше формулам, жидкость дол­
жна пройти от входного сечения трубы некоторый участок, назы­
ваемый (по аналогии со случаем ламинарного потока) началь­
ным участком турбулентного режима. Длина этого участка, где 
заканчивается формирование турбулентного потока, определя­
ется по формуле Лацко

С ,  / d  =  0,693 Re0’25. (4.75)
P Для этой цели может быть использована также зависимость, 
полученная Г. В. Филипповым:

Z/нач / d =  2,451 j/'X , (4.76)

косвенно учитывающая как число Рейнольдса, так и влияние ше­
роховатости стенок.
, Высказанные выше соображения о механизме движения и 
установленные закономерности распределения скоростей в тур­
булентном потоке подтверждается 
большим числом опытных данных. При 
турбулентном режиме, как и нужно 
было ожидать, скорости распределя­
ются по сечению значительно более 
равномерно, чем при ламинарном.

Для иллюстрации этого положе­
ния на рис. 4.21 показаны кривые 
распределения скоростей для потока
жидкости в круглой цилиндрической трубе при турбулентном 
режиме (сплошная линия) и при ламинарном (пунктирная ли­
ния) при одном и том же расходе (при турбулентном режиме 
Vcp/v0 равно 0,75-7-0,9, а при ламинарном 0,5).

При этом следует иметь в виду, что чем больше число Рей­
нольдса, т. е. чем интенсивнее происходит процесс перемешива­
ния, тем, естественно, больше это отношение и в пределе при 
бесконечно больших числах Re оно стремится к единице.

Законы распределения скоростей имеют большое теоретиче­
ское и практическое значение, позволяют установить весьма 
важную для практических целей роль связи между распределе­
нием скоростей и коэффициентом гидравлического сопротивле­
ния Я.

Рассмотрим, например, случай гидравлически гладких труб. 
Ьудем исходить из выражения (4.71). Запишем его для сред­
н и  скорости потока. Заменив отношение v /v , его значением из 
формулы (4.17'). Заменим также =

Тогда будем иметь

r_ J и

Рис. 4.21

V №  =  5,75 lg acp v j A / 8  /  v +  5,5. (4.77)
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Учтем, что расстояние от стенки трубы до слоя, движуще­
гося со средней скоростью («ордината точки средней скоро­
сти»), полученное расчетным путем, затем подтвержденное 
экспериментально, для гидравлически гладких труб

аср =  0,223г. (4-78)

Таким образом, после ряда несложных преобразований 
уравнения (4.77) можно получить следующую теоретическую 
формулу для определения коэффициента гидравлического со­
противления:

(4.79)

Теория Прандтля сыграла большую роль в развитии уче­
ния о турбулентности. И в настоящее время она может рас­
сматриваться как основополагающая.

Вместе с тем, однако, более поздние исследования не под­
твердили (и это естественно) некоторых положений, из которых 
исходил Прандтль при построении своей модели турбулентного 
потока, в частности положения о наличии у стенок подслоя со 
строго ламинарным течением. Исследования показали, что 
в действительности турбулентные пульсации в какой-то мере 
существуют и в непосредственной близости от стенок, поэтому 
находящаяся в этой области жидкость периодически также об­
менивается и смешивается с жидкостью других областей тур­
булентного потока.

Это явилось основанием для внесения некоторых уточнений 
в модель Прандтля и позволило советскому исследователю 
А. Д. Альтшулю разработать новую полуэмпирическую теорию1 
турбулентности, рассматривающую турбулентный поток как 
единое целое, без его разделения на ядро и ламинарный под­
слой.

Для распределения скоростей в поперечном сечении трубы 
Альтшуль получил следующую формулу:

v  =  v  [7 ,8  + 5 ,7 5  lg ..1. +  °’4 (р« ^ ) 1, •L 1 +  0 ,4 (t;,* /v ) J (4.80)

При больших числах Рейнольдса она упрощается и п р и н и м а е т  
вид

v  — vt {7,8— 5,75 lg [(2,5v/o,a) +  (ft/a)]}. (4-81)

Формула (4.80) учитывает влияние на профиль скоростей од­
новременно и вязкости жидкости, и шероховатости стенок и, как 
показывают результаты экспериментов, справедлива для всей 
области турбулентного режима как в гидравлически гладких, 
так и в шероховатых трубах.
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§ 44. ВЛИЯНИЕ РАЗЛИЧНЫ Х ФАКТОРОВ 
НА КОЭФФИЦИЕНТ I

Вопросу влияния различных факторов на значение коэффи­
ц и е н т а  гидравлического трения % посвящено большое число 
экспериментальных и теоретических работ. Не останавливаясь 
на истории вопроса, обратимся к опытам по изучению гидрав­
л и ч е с к и х  сопротивлений в шероховатых трубах, произведенным 
Никурадзе в 1932 г.

Указанные опыты были поставлены весьма тщательно и 
проводились в трубах с искусственной однородной шерохова­
тостью, которая создавалась наклеиванием зерен песка опреде­
ленного размера на внутреннюю поверхность труб. В трубах 
с такой шероховатостью при различных расходах определялась 
потеря напора, и по формуле (4.14) вычислялся коэффициент X, 
значения которого наносились на график в функции числа Рей­
нольдса.

Результаты опытов Никурадзе представлены на графике 
рис. 4.22. Рассматривая указанный график, можно сделать 
следующие важные выводы.

В области ламинарного режима (т. е. при Re<2300, чему 
соответствует lgR e =  3,36) все опытные точки независимо от ше­
роховатости стенок уложились на одну прямую I в левой части 
графика. Следовательно, здесь К зависит только от числа Рей­
нольдса и не зависит от шероховатости.
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При значениях числа Рейнольдса от 2300 до 3000 (переход­
ная область от ламинарного режима к турбулентному) коэф­
фициент А быстро возрастает с увеличением числа Re, остава­
ясь по-прежнему одинаковым для различных шероховатостей.

В области турбулентного режима (т. е. при Re>3000, чему 
соответствует lgR e>3,48) начинает сказываться влияние шеро­
ховатости стенок. При этом чем больше шероховатость, тем 
выше значение А для одних и тех же чисел Рейнольдса.

Для труб с большой относительной шероховатостью А по­
степенно возрастает с увеличением Re, достигая некоторого 
значения, сохраняющегося потом постоянным.

Для труб с малой шероховатостью опытные точки в неко­
тором интервале значений числа Рейнольдса располагаются 
вдоль наклонной прямой II, известной под названием прямой 
Блазиуса для  «гладких труб». Отклонение от этой прямой на­
ступает тем раньше, чем больше шероховатость стенок. При 
этом коэффициент А тоже стремится к некоторому определен­
ному пределу, разному для труб с различной шероховатостью, 
затем при дальнейшем увеличении числа Рейнольдса также со­
храняет свое значение постоянным. Это так называемая об­
ласть «вполне шероховатых труб», отвечающая квадратичному 
закону сопротивлений.

Подытоживая, приходим к выводу, что всю область чисел 
Рейнольдса на рассмотренном графике Никурадзе можно раз­
делить на пять зон:

1-я зона— ламинарный режим [А=ДRe)];
2-я зона — переходная из ламинарного режима в турбулент­

ный;
3-я зона — область «гидравлически гладких» труб при тур­

булентном режиме [Л,=/(Re)];
4-я зона — область шероховатых труб (доквадратичная об­

ласть «смешанного трения») при турбулентном режиме [А= 
=  f(e, Re)];

5-я зона — область «вполне шероховатых труб» (квадратич­
ная или автомодельная область) при турбулентном режиме 
[W (e ) ] .

Примерные границы отдельных зон турбулентного режима 
определяются следующими соотношениями:

3-я зона 400< Re<80 r/k\
4-я зона 80 r/&<Re<1000 г/&;
5-я зона Re>1000 r/k.
Полученным результатам можно дать следующее истолко­

вание, находящееся в полном соответствии с установленной 
выше схемой турбулентного режима. До тех пор пока выступы 
шероховатости полностью погружены в ламинарный погранич­
ный слой, т. е. когда /г<бл.п, они не создают различий в ше­
роховатости, понимаемой в гидравлическом смысле. В этом 
случае для структуры потока нет разницы между гладкими и
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шероховатыми поверхностями стенок и коэффициент А зависит 
т о л ь к о  от числа Рейнольдса и определяется как для гладких 
тр у б  (1 — 3-я зоны).

Если выступы шероховатости выходят за пределы погранич­
ного слоя (&>6Л. п), ламинарное течение нарушается и выступы 
шероховатости приводят к отрыву жидкости от стенок и об­
разованию в ней вихрей.

Как указывалось выше, толщина пограничного слоя умень­
шается с увеличением числа Рейнольдса. Поэтому в случае от­
носительно небольших значений -'этого числа, когда k имеет 
тот же порядок, что и бл.п, коэффициент А должен зависеть не 
только от шероховатости стенок, но и от числа Рейнольдса 
(4-я зона). Если число Рейнольдса весьма велико и k значи­
тельно превышает бл. ш А зависит только от шероховатости (5-я 
зона).

Основные закономерности, установленные Никурадзе, были 
в дальнейшем подтверждены рядом исследователей для раз­
личных случаев однородной шероховатости.

А. П. Зегжда установил, что данные, полученные Никурадзе 
для круглых труб, оказываются справедливыми и для откры­
тых безнапорных потоков.

Е. 3. Рабинович показал, что выводы Никурадзе подтвер­
ждаются при изотермическом течении в песчаных цилиндриче­
ских каналах литниковых систем таких необычных жидкостей, 
как расплавленные металлы (сталь, чугун).

Как уже указывалось, опыты Никурадзе проводились в тру­
бах с однородной искусственной шероховатостью. Трубы же, 
применяемые на практике, имеют шероховатость неоднородную 
и неравномерную. Поэтому долгое время оставалось неясным, 
насколько правильными будут выводы, сделанные Никурадзе 
для труб с искусственной шероховатостью, в применении 
к обычным промышленным трубам с естественной шерохова­
тостью и каковы численные значения шероховатости для подоб­
ных труб.

Выяснению этих вопросов были посвящены проведенные 
в дальнейшем фундаментальные экспериментальные исследова­
ния (работы Кольбрука, И. А. Исаева, Г. А. Мурина, Ф. А. Ше­
велева). Из них наибольший интерес представляют весьма 
обстоятельные опыты Г. А. Мурина по исследованию гидравли­
ческих сопротивлений в обычных промышленных стальных тру­
бах. Результаты этих опытов представлены на графике рис. 4.23,

Подтвердив основные закономерности, установленные Нику­
радзе, эти опыты позволили сделать ряд важных, существенно 
новых выводов. Они показали, что для труб с естественной ше­
роховатостью коэффициент А в переходной области оказыва­
ется всегда больше, чем в квадратичной (а не меньше, как 
У Никурадзе для искусственной шероховатости), и при переходе 
Из пеРвой области во вторую непрерывно снижается. Поэтому



кривые, полученные Г. А. Муриным, не имеют впадины, харак­
терной для кривых Никурадзе.

Аналогичные результаты были получены и другими иссле­
дователями.

А

0,07 
OftB
005

0.03

OJJZ

0,01

Рис. 4.23

§ 45. ФОРМУЛЫ Д ЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА X

Выводы, сделанные в § 44, позволяют критически оценить 
формулы для определения коэффициента Я и являются основа­
нием для рассмотрения лишь тех из них, которые, с одной 
стороны, достаточно хорошо обоснованы теоретически, с дру­
гой— подтверждены экспериментально. Формулы, применяемые 
в настоящее время в практических расчетах, рассматриваются 
ниже.

П р и  л а м и н а р н о м  р е ж и м е  в круглых трубах для оп­
ределения коэффициента Я применяют формулу Пуазейля 
(4.41), полученную ранее (см. стр. 110) из сопоставления фор­
мулы Д арси— Вейсбаха (4.14) с выражением (4.40) для потери 
напора при ламинарном режиме; на графике Никурадзе 
(см. рис. 4.22) она соответствует прямой I.

Справедливость формулы Паузейля хорошо подтверждается 
многочисленными опытами, проводившимися с целью и зу ч ен и я  
движения различных жидкостей в трубах разных д и а м е т р о в  
при ламинарном режиме. Из ее рассмотрения следует, что ко­
эффициент Я (следовательно, и потери напора) при л а м и н а р ­
ном режиме не зависит от состояния внутренней поверхности 
стенок труб, характеризуемого их шероховатостью. По-види­
мому, это объясняется наличием у стенок пристенного «прилип­
шего» слоя жидкости, по которому скользит жидкость, движу­
щаяся в трубе.

П р и  т у р б у л е н т н о м  р е ж и м е  для определения коэф­
фициента Я в разное время было предложено большое число 
расчетных формул.

Первоначально этот коэффициент принимался постоянным 
(н а п р и м е р , по Дюпюи, Я=0,03). В дальнейшем для определе­
ния Я был предложен ряд формул, полученных на основании 
о б р а б о т к и  опытных данных, учитывающих зависимость Я от 
р я д а  факторов: средней скорости (формулы Прони, Этель- 
в е й н а ) , размеров поперечного сечения (формула Д арси), раз­
м еров  и формы поперечного сечения, а также шероховатости 
ст ен о к  (формулы Куттера, Базена, Маннинга).

Недостатки этих чисто эмпирических формул, заклю чаю ­
щиеся в ограниченной возможности их применения (лишь в ус­
ловиях, сходных с условиями эксперимента), в дальнейшем 
были в значительной мере устранены благодаря применению 
теории подобия.

Теория подобия и метод анализа размерностей (см. гл. 8) 
на основе большого экспериментального материала позволили 
получить ряд обобщенных зависимостей, достаточно полно от­
ражающих действительные условия в трубах и каналах при 
движении жидкостей. Таковы, например, формулы Блазиуса, 
Мизеса, Ланга, в которых Я — функция числа Рейнольдса. Еще 
более совершенными являются формулы, предложенные в бо­
лее позднее время (Прандтлем и Никурадзе, Кольбруком и 
Уайтом, Альтшулем). Они основаны на существенно важных ре­
зультатах, полученных гидродинамикой в области исследования 
турбулентного режима.

Однако некоторые из этих формул (например, Пранд- 
тля — Никурадзе) имеют ограниченную область применения и 
пригодны лишь для отдельных зон турбулентного режима. 
В связи с этим возникла задача об установлении единой уни­
версальной формулы, справедливой для всей области турбу­
лентного режима. На возможность получения такой формулы 
указывал еще Д. И. Менделеев. В 1883 г. он писал: «Должно 
думать, что все дело трения в трубах сведется к одному об­
щему закону, в котором при больших скоростях окажут влия­
ние те члены, которые почти исчезают при малых, и обратно».

Из таких универсальных формул прежде всего следует на­
звать формулу Кольбрука и Уайта, применимую для всей об­
ласти турбулентного течения в шероховатых трубах с естест­
венной шероховатостью*:

1 /  V ^ =  —2 lg(&j/3,7d-f 2,51 /  R e j/ я ) .  (4.82)

онвя* ®пеРвые она была получена в 1939 г. как эмпирическая интерполяци- 
обпги зависимость И лишь значительно позже в 1970 г. была теоретически 
новленВаН"аА Ид Х°АЯ И3 ^ ° рмулы (4-81) для распределения скоростей, уста-
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Из этой формулы как частные случаи легко получаются 
формулы Прандтля — Никурадзе: 

для гладких труб (при Ai/rf=0)

l / V ^  =  2 1 g ( R e y 1 t / 2 , 5 l ) ;  (4-83)

для вполне шероховатых труб (при Re =  oo)

[1 >74 +  2 lg (1/е)]2 *

Формула Кольбрука и Уайта принята в настоящее время 
за рубежом в качестве основной для гидравлического расчета 
трубопроводов. В ней и в формулах (4.83) и (4.84) k\ — экви­
валентная шероховатость (см. § 42).

Эквивалентная шероховатость труб, мм
Стальных цельнотянутых, н о в ы х ................................ 0,02—0,07
То же, находившихся в э к с п л у а т а ц и и .................... 0 ,20—0,50

» после продолжительной эксплуатации, силь­
но зарж авленны х................................................................. До 1,00
Железных оцин кованны х.................................................0 ,15—0,18

Чугунных н о в ы х ................................................................. 0,25
То же, находившихся в э к с п л у а т а ц и и ....................  1,40

» асфальтированных н о в ы х ................................. 0,13

Для облегчения расчетов на рис. 4.24 приведена номо­
грамма, соответствующая формуле (4.82). Для определения А 
по номограмме следует отметить на левой шкале значение Re, 
а на правой d/ki и соединить полученные точки прямой. Точка 
пересечения этой прямой и средней шкалы определяет искомое 
значение коэффициента Я.

Приведем формулу А. Д. Альтшуля

l / V I = l , 8 1 g ------- ^ -------  (4.85)
1 ¥ 6 R e(V 10d) +  7 V

и предложенную им же более простую по своей конструкции 
приближенную формулу

Я =  0,11 [k jd  +  68/Re]0'25, (4.86)

Указанные формулы наиболее полно и правильно у ч и ты в а ю т  
влияние различных факторов на гидравлические сопротивления 
и в настоящее время получили широкое применение в п р а к ти к е  
гидравлических расчетов. Известными недостатками их явля­
ются некоторая громоздкость, осложняющая вычисления и от­
сутствие полных данных об эквивалентной шероховатости.

(4.84)

Для о т д е л ь н ы х  зон турбулентного режима применимы сле­

дую щ и е и <<ГИДравличесКи гладких труб» (3-я зона на 
жЬике Никурадзе) — формула Блазиуса, устанавливающая 

за ви си м о ст ь  коэффициента Я только о т  числа Рейнольдса:

Ь =  0,3165 /  y f  Re =  0,3165 R e-025; (4.87)

Рис. 4.24

°на может быть легко получена как частный случай (при ki/d =  
==0) из формулы (4.86); значения Я, вычисленные по формуле, 
хорошо отвечают действительности для области «гладких 
тРУб» (прямая II на графике Никурадзе), т. е. практически
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при небольшой относительной шероховатости стенок и ма­
лых числах Рейнольдса (до 100 000); при Re>100 000 фор­
мула Блазиуса оказывается неверной, дает приуменьшенные 
значения Я; на практике формула Блазиуса получила широкое 
применение при расчетах трубопроводов для вязких жидкостей 
(нефтепроводов), где ввиду большой вязкости движение обычно 
характеризуется относительно небольшими значениями числа 
Рейнольдса; для этой области может быть также рекомендо­
вана приведенная выше формула Прандтля — Никурадзе 
(4.83);

— в доквадратичной области шероховатых труб — универ­
сальные формулы;

— в квадратичной области вполне шероховатых труб — фор­
мула Б. J1. Шифринсона

Я, =  0,11 (М*)0,25. (4-88)

С п е ц и а л ь н ы е  ф о р м у л ы  используют для определения 
потерь напора в трубопроводах специального назначения, изго­
товляемых из особых материалов (деревянные и асбоцемент­
ные трубы, гибкие рукава, прорезиненные шланги и др.). Эти 
формулы установлены на основании обработки опытных дан­
ных и могут быть использованы для расчетов лишь в условиях, 
близких к опытным.

Деревянные трубы обычно собирают на месте сооружения 
трубопровода из отдельных досок небольшой ширины — клепок, 
стягиваемых железной проволокой или хомутами из круглого 
железа.

Коэффициент сопротивления для воды при ее движении 
в деревянных трубопроводах определяется по формуле

Я =  0,264 Re-0,2.

Для случаев резко выраженной шероховатости труб коэф­
фициент Я, вычисленный по этой формуле, рекомендуется уве­
личивать на 20%.

Асбоцементные трубы изготовляют из массы, в которую 
входят быстросхватывающийся цемент, чистый, тщательно раз­
деленный на волокна асбест и значительное количество воды .

При расчетах асбоцементных трубопроводов принимают

Я =  0,206 Re-0’21.

Для пожарных рукавов и в ряде других случаев ш и р о к о е  
применение нашли гибкие шланги. Для них

Я =  0,01113 +  0,9170 Re-0,41-
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I Коэффициент сопротивления гибких рукавов можно опре­
д е л и т ь  и по формуле

Я = 19,62/С,
где % __коэффициент, зависящ ий От м атерйала рукава.

Коэффициент К, принимаемый для гибких рукавов
Очень гладких резиновых ......................................................  0,00086
Обыкновенных резиновых ......................................................  0,000899
Очень гладких прорезиненных .............................................. 0,000884
Очень шероховатых, внутри п рорези н ен н ы х .....................0,00163
Обыкновенных пеньковых, непрорезиненных ................. 0,00213
Кожаных лучшего к а ч ест в а ......................................................0,00137

. Прорезиненные шланги, армированные внутри проволокой, 
рассчитывают по формуле В. И. Черникина:

X =  A*16.62/d/, (4.89)

где Яо — коэффициент сопротивления, вычисляемый по обыч­
ным формулам; 6 — высота выступов проволочной спирали над 
внутренней поверхностью шланга; d  — диаметр шланга; I — 
шаг проволочной спирали.

§ 46. ПОТЕРИ НАПОРА В НЕКРУГЛЫХ ТРУБАХ

Для определения потерь напора в некруглых трубах также 
применяют формулу Дарси — Вейсбаха, но расчет здесь ведут 
не по диаметру трубы, а по гидравлическому радиусу сечения. 
Заменив диаметр трубы его значением, выраженным через 
гидравлический радиус (d = 4 R ), эту формулу можно привести 
к виду (4.13), в котором она и применяется при расчете не­
круглых труб.

Характер режима движения жидкости в некруглых трубах 
определяется по числу Рейнольдса, выраженному также через 
гидравлический радиус:

Re =  4 R v /\

или, как примем далее (что, по существу, одно и то же), по 
числу

R e '=  Re/4 =  vR/v, 

критическое значение которого

ReKP =  ReKP/4 =  575-
Ламинарное течение в трубах прямоугольного и квадрат­

ного сечения было исследовано Сен-Венаном, а в трубах, по­
перечное сечение которых представляет собой эллипс, равно­
сторонний треугольник и кольцевое пространство между двумя
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Т а б л и ц а  4.1
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Основные формулы для ламинарного

Форма по­
перечного 

сечения

Кольцевое 
простран­

ство 
(труба в 
трубе)

Гидравлический
радиус

а — Ь

Число
Рейнольдса

Re'
у (а — Ь) 

2v

Эллипс

Равносто­
ронний

треуголь­
ник

R =

— (a+fe)— У ab

4 / 3 "

R e' = vb
2vA 

где Д =

- u - ( i ) V

1 -3 \»  е4
2 - 4 ) з

± щ ш>2-4-6 )

x f

- / ‘- 7

R e' =
4 / 3  v

г режима в некруглых трубах

Коэффициент
сопротивления

ь =  - ^ х
Re'

1+  -  +

+  -

Re'

,  а2+ Ь г

ТЛ ,  vbгде R e '=  —  
4v

отнесено к малой, 
оси эллипса

Средняя
скорость

Расход
жидкости

Потеря
напора

p i—Pi
8L|x

X [a2 +  6* +  

(a2 — 62)2

X

+

4L(x 

a2ft2 
a*+ 6

Q — Pi — Рг
8L(i

X [e » -6 4
(a2-

n X

+
In

a J

Q = 4Ln 
яа3&3 

a2 +  b2
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8Lvu X 

g[a2 +  b2 +

X 1

+
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P #a 
, a2+ b 2
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Pi — Ps 
8L(i
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П р о д о л ж е н и е  т а б л .  4.1

JL
-2  а— * -!

Форма по­
перечного 

сечения

Квадрат

Г ндр авлический 
радиус

2

Число
Рейнольдса

Re' =  —  
2v

Прямо­
угольник

R = R e' =  ,•
vab

! + 6 ) V

П р и м е ч а н и  е. Для прямоугольника k зависит от отношения а/Ь и имеет
к а/Ь

2,249
2,198
1,830

1,00
1,25
2,00

концентрическими окружностями — Буссинеском. В табл. 4.1 
приведены результаты этих исследований.

Приближенное решение для ламинарного течения в приз­
матических трубах произвольного сечения с достаточной для 
практических расчетов точностью можно получить на основа­
нии рассматриваемой в теории упругости так называемой 
гидродинамической аналогии при кручении. Эта аналогия впер­
вые была установлена Буссинеском, показавшим, что диффе­
ренциальные уравнения, а также условия на контуре, служа­
щие для определения функции напряжений <р при кручении 
призматических стержней, и уравнения для определения скорос­
тей различных слоев вязкой жидкости при ее движении по 
трубе того же поперечного сечения, что и скручиваемый стер­
жень, тождественны.

Поэтому, если, по Сен-Венану, для жесткости при кручении 
принять приближенно C=G-F4/40/0, где G — модуль сдвига; 
/о — полярный момент инерции поперечного сечения, F — пло­
щадь поперечного сечения, и вследствие указанной выше ана­
логии положить С=Др/4ц, где Ар =  (p \—p 2)/L  — падение дав­
ления на единицу длины, то жесткость будет соответствовать 
расходу жидкости. При этом для расхода получим

Q — A pF4/160 (1 / 0-

Коэффициент
сопротивления

Средняя
скорость

Расход
жидкости

Потеря
напора

. 14,225 
Re'

V =

_  0,562 (Pl—р г) az 
4L(x

Q =  0,562 X

X р1~ Рг a* 
[iL

^  4 L\v  
Tp~~ 0,562gaa

R e'

i х 8(fi

К )

<

1
2 
1 k

l> =  P l ~ P2 k 
64L(x

Q pi ~ p* abk 
16Lji

64 L \v

следующие значения:
к а/Ь

1,123 4,00 
0,500 10,00 0 оо

Средняя скорость, как обычно,

и =  Q/F =  Д pFVl60 ц I0 =  A A pF/щ

здесь A =  F2/160Iq — некоторый коэффициент, зависящий от 
формы поперечного сечения (коэффициент формы сечения).

В качестве примера исследуем ламинарное течение жид­
кости в трубе, сечение которой представляет равносторонний 
треугольник со сторонами а. В этом случае

F =  (аЩ) |/"3 ; / 0 =  (аЧЩ  ] / з ;

Л =  9/160 } / з .

Тогда, имея в виду, что Д р= (pi—p2)IL, приходим к сле­
дующим значениям:

для средней скорости v = [ (рх—р2) /71 \iL]a?\
для расхода жидкости Q =  [(рг—ра)/283 |х L] а* У 3.
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Сопоставляя полученные результаты с данными точного ре­
шения, приведенными в табл. 4.1, видим, что погрешности при­
ближенного решения составляют примерно 10— 11%.

При турбулентном режиме в некруглых трубах коэффици­
ент гидравлического сопротивления Я определяют по обычным 
формулам, рассмотренным в § 46. При этом в формулы для ко­
эффициента Я для круглых труб вместо Re вводят равное ему 
значение 4Re', а вместо относительной шероховатости e = k /r -~  
ее значение, выраженное через гидравлический радиус сечения 
е=£/2  R.

Необходимо, однако, отметить, что подобный метод рас­
чета следует рассматривать как приближенный, так как для 
некоторых форм поперечных сечений (например, прямоуголь­
ного) вычисленные таким образом значения Я существенно 
(в отдельных случаях до 20%). отличаются от истинных. По- 
видимому, это объясняется возникновением в трубах, в плос­
кости их поперечного сечения, так называемых вторичных те­
чений, идущих в направлении от центральной части трубы 
к периферии и требующих дополнительных затрат энергии.

§ 47. О НЕКОТОРЫХ СПОСОБАХ СНИЖЕНИЯ 
ГИДРАВЛИЧЕСКИХ СОПРОТИВЛЕНИИ 

ПРИ ТУРБУЛЕНТНОМ РЕЖ ИМ Е

Установлено, что небольшие количества таких веществ, как, 
например, высокомолекулярные полимеры (полиокс, полиак­
риламид— ПАА), гуаровая смола, поливиниловый спирт — 
ПВС, будучи растворенными в жидкости, обладают способно­
стью значительно снижать гидравлические сопротивления при 
турбулентном режиме.

Механизм происходящих при этом явлений полностью пока 
не выяснен, но есть основания полагать, что частицы этих ве­
ществ (их длинные и гибкие молекулы), внесенные в поток 
жидкости, тесно взаимодействуют с ее пульсирующими части­
цами, существенно изменяя характер турбулентного течения.

Указанные изменения проявляются прежде всего в близкой 
к стенкам, ограничивающим поток, весьма малой по толщине 
области пограничного слоя. Здесь снижаются пристеночные по­
перечные пульсации скоростей и давлений, и это оказывает ре­
шающее влияние на общий уровень турбулентности и поведе­
ние всего потока в целом. Причем достаточно нескольких мил­
лионных долей полимера по отношению к растворителю, 
чтобы достигалось значительное уменьшение гидравлического 
сопротивления.

Отмеченное явление, известное под названием эффекта 
Томса, оказывается необычно большим и легко осуществимым. 
Его можно использовать в практике для снижения потерь на­
пора при движении жидкости в трубопроводах.

При движении в трубопроводах воды с добавками полиме­
ров по данным Ю. А. Войтинской, коэффициент гидравличе­
ского  сопротивления может быть получен по формуле

<М0)
где — Так называемая «пороговая» динамическая ско­
рость (зависящая от вида полимера), при достижении которой 
н а ч и н а е т с я  снижение потерь напора; {} — коэффициент, также 
за в и с я щ и й  от вида полимера и его концентрации. Например, 
для полиакриламида принимают wnOp =  0>05 м/с> а Р находят 
по эмпирической формуле (при 0,005% < С < 0,012%), j5=1000C, 
где С — объемная концентрация полимера.

Отметим, что в некоторых случаях при концентрациях по­
лиакриламида порядка 0,01% потери напора могут быть сни­
жены почти на 70%.

При нулевой концентрации полимера (С  =  0, Р =  0) выра­
жение (4.90) переходит в формулу Кольбрука и Уайта (4.82).

В магистральных нефтепроводах снижение потерь напора 
с помощью полимерных добавок ограничивается трудностью 
производства большого количества искусственных нефтераст­
воримых полимеров и их быстрой деградацией в потоке.

А. X. Мирзаджанзаде и другие ученые в лабораторных усло­
виях доказали возможность применения для этой цели добавок 
асфальтенов и смол — продуктов, содержащихся в нефтяных 
остатках после переработки нефти.

Хорошие результаты были получены также и при добавках 
гудрона, представляющего собой естественную смесь назван­
ных выше веществ.

Заслуживает также внимания явление (так называемый па­
радокс Грея), установленное в результате наблюдений за дви­
жением некоторых морских животных (в основном дельфинов). 
Изучение гидродинамики этих животных показало, что специ­
фические особенности строения их кожи оказывают сущест­
венное влияние на возникающие при движении гидравлические 
сопротивления.

Практическая значимость парадокса Грея заключается 
в возможности снижения потерь напора в реальных гидравли­
ческих системах путем использования в них искусственных 
демпфирующих покрытий, моделирующих кожу дельфина. 
В применении к трубопроводам такое покрытие может быть 
выполнено, например, в виде специальной резиновой «под­
кладки», зазор между которой и внутренней поверхностью 
трубопровода заполняется воздухом, различными маловязкими 
Жидкостями (спирт, вода) или мягкой пористой резиной.
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При движении реальной жидкости, как было указано в § 26 
помимо потерь на трение по длине потока могут возникать й 
так называемые местные потери напора. Причиной последних, 
например в трубопроводах, являются разного рода конструк­
тивные вставки (колена, тройники, сужения и расширения тру­
бопровода, задвижки, вентили и др.), необходимость которых 
вызывается условиями сооружения и эксплуатации трубо­
провода.

Местные сопротивлёния вызывают изменение скорости дви­
жения жидкости по значению (сужение и расширение), направ­
лению (колено) или значению и направлению одновременно 
(тройник).

Поэтому часто указывают на некоторую аналогию между 
явлениями, наблюдаемыми в местных сопротивлениях, и уда­
ром в твердых телах, который с механической точки зрения 
также характеризуется внезапным изменением скорости.

В практических расчетах местные потери определяют по 
формуле, выражающей потерю пропорционально скоростному 
напору.

§ 48. МЕСТНЫЕ СОПРОТИВЛЕНИЯ

K .u  =  W g , (4.91)

где v — средняя скорость движения жидкости в сечении по­
тока за местным сопротивлением; £ — безразмерный коэффи­
циент, называемый коэффициентом местного сопротивления. 
Значение £ устанавливают опытным путем.

Если по каким-либо соображениям потерю напора жела­
тельно выразить через скорость перед местным сопротивлением, 
необходимо выполнить пересчет коэффициента местного сопро­
тивления. Для этой цели можно воспользоваться соотношением

(4.92)

где £2 — коэффициенты местных сопротивлений, соответст­
вующие сечениям Ft и F2.

В некоторых случаях оказывается удобным о п р е д е л я т ь  
местные сопротивления по так называемой эквивалентной дли­
н е— такой длине прямого участка трубопровода данного диа­
метра, на которой потеря напора на трение по длине hrp равна 
(эквивалентна) потере напора К .  вызываемой соответствую­
щим местным сопротивлением. Эквивалентная длина Ьэ м о ж ет  
быть найдена из р а в е н с т в а  потери напора по длине, о п р е д е л я е ­
мой по формуле Дарси — Вейсбаха hTp = ‘k (L 3/d) (v2/2 g ), и мест­
ной потери напора, учитываемой формулой hu. n =  t v2l^g-

L 3 = m d .  (4.93)

Если рассмотреть наиболее характерный случай местного 
сопротивления в виде внезапного расширения трубопровода, 
когда поперечное сечение рез­
ко увеличивается от F { до F2 
(рис. 4.25), можно наблюдать 
сл ед у ю щ у ю  картину. Частицы 
жидкости, пройдя сечение 1-1 
с некоторой скоростью, стре­
мятся двигаться дальше в том 
же направлении с той же ско­
ростью.

Однако они задерживаются 
частицами, находящимися впе­
реди и обладающими (ввиду 
увеличения сечения) мень­
шими скоростями, как бы на­
талкиваются и ударяются
о них и поэтому получают
смещения в поперечном направлении, что вызывает расшире­
ние струи. В некотором сечении 2-2, отстоящем на небольшом 
расстоянии от первого, поток жидкости заполняет все сечение 
трубы. При этом в начале трубы большего диаметра, в углах 
образуется вихревая область, представляющая собой кольце­
вое пространство А, заполненное жидкостью не участвующей 

в основном поступательном движении 
в направлении оси трубопровода. Вслед­
ствие трения на граничных поверхно­
стях эта жидкость находится здесь во 
вращательном, вихревом движении, вы­
зывающем значительные потери энер­
гии.

Аналогичные явления имеют место 
при движении жидкости в колене, где 
также образуются вихревые области А 

и В (рис. 4.26), и во всех других случаях местных сопротив­
лений.

Теоретическое определение местных потерь напора пред­
ставляет значительные трудности ввиду большой сложности 
происходящих при этом процессов и может быть выполнено 
лишь для немногих случаев, в частности для внезапного рас­
ширения трубопровода. Рассмотрим решение этой задачи. Для 

того в горизонтальном потоке жидкости выделим объем меж- 
ДУ сечениями 1-1 и 2-2 (см. рис. 4.25) и применим к нему тео- 
рему о приращении количества движения, согласно которой

П р и р а в н и в а я  правые части этих формул, находим:
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приращение количества движения равняется импульсу проек­
ций всех действующих сил на направление движения.

Указанный объем за некоторое время переместится в но­
вое положение, ограниченное сечениями 1'-1' и 2 '-2 \  Чтобы 
определить приращение количества движения, достаточно рас­
смотреть массу жидкости т объемов между сечениями 1-1t 
1'-1' и 2 -2, 2 '-2 ', поскольку количество движения объема меж­
ду сечениями 1-1 и 2-2  остается неизменным.

При этом для искомого приращения количества движе­
ния получим

т (a'2v2— a'iух) =  рQdt (v2— t>i), (а)
где Q — расход жидкости; р —ее плотность; cti и а 2—коэффи­
циенты Буссинеска, представляющие собой поправки к коли­
чествам движения за счет неравномерности распределения 
скоростей в поперечных сечениях потока; в дальнейшем будем 
считать, что эти коэффициенты в обоих сечениях одинаковы и 
равны единице.

При определении суммы проекций импульсов действующих 
сил следует учесть, что такими силами являются здесь лишь 
силы давления на концевые сечения, ограничивающие рас­
сматриваемый объем.

Имея в виду, что гидродинамические давления pi и р2 
в указанных сечениях равномерно распределены по всей пло­
щади F2, д л я  этих сил получим:

Р \ — PxP2, Р ‘1 =  Ргр2-
Силами трения ввиду малой длины участка растекания / 

можно пренебречь.
Таким образом, сумма проекций импульсов сил на направ­

ление движения (т. е. на ось потока) будет равна
(P l- p 2)F 2dt. (б)
Приравняв затем выражения (а) и (б) на основании тео­

ремы о приращении количества движения, получим pQ dt(v2— 
—vi) — (pi—p 2)F 2dt. Последнее выражение после деления на 
pg и замены Q =  v2F2 примет вид:

v2F2 (vz— v j /g  =  F2 (pi— p^/pg,
или

(Pi— Pi) Ipg =  vUg— Ш  lg- (
Составим далее для тех же двух сечений, имея в виду сде_- 

ланные выше допущения, уравнение Бернулли в его о б ы ч н о й  
форме (3.25), из которого легко найдем следующее в ы р а ж е н и е  
для потери напора при внезапном расширении:

А.н. р =  { р М  +  е?/2g) — {Pi/Pg +  v22/2 g) =  (P l— p2)/pg +
+  {v2i — v22)/2g.

I  П реобразуем  это выражение и подставим в него вместо 
 p2)/p g  установленное ранее его значение (в). Получим
ЛвН. р =  i|/2g — v ^ J g  + v \! 2g — vj/2g  =  v1/2g — 2v1vJ2g  +  v\l2g

иЛи окончательно

K n -  p =  (wi  v i ) 2l2 g i  (4 .9 4 )

т e. потеря напора при внезапном расширении равна скорост­
ному напору, соответствующему потерянной скорости (v i—v2). 
Э тот результат известен под названием теоремы, или фор­
мулы, Борда и хорошо подтверждается опытными данными 
при турбулентном режиме.

§ 49. КОЭФФИЦИЕНТЫ МЕСТНЫХ СОПРОТИВЛЕНИЙ

Исследованию местных сопротивлений посвящено большое 
число работ, в основном экспериментальных. Установлено, 
что коэффициент местного сопротивления £ зависит не только 
от вида самого местного со­
противления, но и от харак­
тера режима движения жидко­
сти, т. е. от числа Рейнольдса.

Зависимость £ от Re для 
некоторых местных сопротив­
лений показана на рис. 4.27 
(1 — шарового клапана, 2 — 
вентиля, 3 —задвижки, 4  — 
тройника).

Как показали работы 
А. Д. Альтшуля, В. Н. Карева,
Н. В. Левкоевой, Н. 3. Френ­
келя и других исследователей, 
наибольшие изменения в за­
висимости от Re коэффициент
£ претерпевает в области ламинарного режима. При весьма 
малых значениях числа Рейнольдса (Re<10) этот коэффициент 
обратно пропорционален Re:

(4.95)
При больших значениях числа Рейнольдса в области ла­

минарного режима зависимость коэффициента местного сопро­
тивления от числа Рейнольдса имеет вид:

-В /Re". (4.96)
В формулах (4.95), (4.96) А и В — числовые коэффици­

енты, зависящие от вида местного сопротивления.
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А. Д. Альтшуль рекомендует определять £ по следующей 
обобщенной формуле, применимой как при ламинарном, так 
и при турбулентном режиме:

С =  С/ Re +  Ск (4.97)

где С — коэффициент, зависящий от вида местного сопротив­
ления (табл. 4.2); ^  — коэффициент местного сопротивления 
в квадратичной области турбулентного режима.

Для арматуры, при полном открытии (в случае отсутствия 
необходимых данных) можно приближенно принимать С =  500£к.

До настоящего времени, однако, вопрос о местных сопротив­
лениях при ламинарном режиме исследован еще недостаточно 

полно. Имеющиеся данные, как и приве­
денные выше формулы, требуют проверки 
и дальнейшего уточнения.

Значительно более обстоятельно иссле­
дован вопрос о местных сопротивлениях 
при турбулентном режиме. Установлено, 
что в этом случае изменения коэффициента 

Рис. 4.28 местного сопротивления £ в зависимости от
числа Рейнольдса настолько незначи­

тельны, что ими можно пренебречь, и при практических расче­
тах £ считают зависимым только от характера и конструктив­
ного оформления местного сопротивления.

Т а б л и ц а  4.2

Значения коэффициента С в формуле (4.97) 
для некоторых местных сопротивлений

Вид сопротивления с Вид сопротивления с

Внезапное расширение 30 Пробковый кран 150
Угольник, 90° 400 Обыкновенный вентиль 3000
Угольник, 135° 600 Угловой вентиль 400
Колено с углом 90° 130 Шаровой клапан 5000
Тройник 150 Задвижка (полное открытие) 75

Ниже приводятся значения коэффициентов £ для н е к о т о р ы х  
основных видов местных сопротивлений. Все приведенные зна­
чения, за исключением особо оговариваемых случаев, о т н о ­
сятся к турбулентному режиму (квадратичная зона), п о л у ч е н ы  
на основе опытов с водой и даны применительно к с к о р о с т и  
потока за местным сопротивлением.

В н е з а п н о е  р а с ш и р е н и е  (см. рис. 4.25). В этом случае 
потеря напора может быть определена, как указывалось выше,
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из формулы (4 .94). Вынеся в ней за скобку величину v2, по­
лучим

" —  П  —  =  £ — , (4.98)' J _ = * S L  
2g  2 g '

т. е.
(4.99)

где F1, F2 — сечения трубы до и после расширения.
Таким образом, формула (4.94) приведена к общему виду 

для выражения потерь на местные сопротивления. Значения 
коэффициента £ могут быть в этом случае легко вычислены 
исходя из размеров трубы.

\ F1 Р  Fi  1-----—_____ £

L  |— ^  - j

f l j _ j

.  — г

1— 1 1

Рис. 4.29 Рис. 4.30

П о с т е п е н н о е  р а с ш и р е н и е  (переходные расширяю­
щиеся конусы, или диффузоры, рис. 4.28). Коэффициент сопро­
тивления

(4.100)
где k — зависит от угла конусности 0 (см. табл. 4.3).

Т а б л и ц а  4.3 

Значение коэффициента k для переходных расширяющихся конусов

б. градусы ft 0, градусы к 0, градусы ft

5 0,13 40 0,90 90 1,07
10 0,17 50 1,03 100 1,06

Ш 15 0,26 60 1,12 120 1,05
20 0,41 70 1,13 160 1,02
30 0,71 80 1,10

Коэффициент £ для диффузоров может быть определен  
также по формуле

^ Т - \ /  " ' Т 1 f s i n  9,  '  (4.101)8 sin (0/2) я2 \  п )

где х — коэффициент, учитывающий потери напора по длине;
— степень расширения диффузора.
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В н е з а п н о е  с у ж е н и е  (рис. 4.29). Коэффициент сопро­
тивления зависит от отношения F JF \. Найденные опытным пу­
тем значения этого коэффициента приведены ниже.

Значения коэффициента сопротивления £ при 
внезапном сужении

F jF i  0,01 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1 
Б 0,45 0,39 0,35 0,28 0,20 0,09 0

П о с т е п е н н о е  с у ж е н и е  (конфузоры, рис. 4.30). Коэф­
фициент сопротивления определяют по формуле

С = ----- ------ —  ; (4.102)
8 sin (0/2) пг 

здесь n = F i/F 2 — степень сужения конфузора.

.Я

Fn и

Рис. 4.31 Рис. 4.32

Д и а ф р а г м а  (рис. 4 .3 1 )— это пластинка с отверстием 
в центре, устанавливаемая в трубопроводе для измерения рас­
хода жидкости. Коэффициент сопротивления диафрагмы зави­
сит от отношения площади сечения ее отверстия F0 к площади 
сечения трубы F и может быть определен по формуле 
И. Е. Идельчика:

С - ( 1 + .  °-707— ' (4.103)
V \  - F J F )  \  F0 

Значения коэффициента сопротивления £ для диафрагмы
FJF ,  0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 
С 226 47,8 17,5 7,8 3,75 1,8 0,8 0,29 0,06 0

Если диафрагма установлена в трубе переменного сечения 
(рис. 4.32), следует различать «совершенное» сжатие при 
F i> 2 0 F 0 и «несовершенное» при F i< 2 0 F o.

Значения коэффициента сопротивления £ для диафрагмы 
в трубе переменного сечения при «совершенном» сжатии
F<jF3 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

£ 232 51 19,8 9,61 5,26 3,08 1,88 1,17 0,73 0,48

С т ы к и  т р у б  (с подкладными кольцами, электродуговой 
и контактной сварки), подобно диафрагмам, можно рассмат­
ривать как местные сопротивления, уменьшающие п р о х о д н о е
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сечение трубопровода. Поскольку этот вопрос имеет большое 
практическое значение и сравнительно мало освещен в литера­
туре, рассмотрим его более подробно.

А. Д. Альтшуль и В. М. Калицун рекомендуют учитывать 
увеличение сопротивления, вызываемое стыками, путем введе­
ния в расчетные формулы для коэффициента гидравлического 
сопротивления трубопровода поправочного коэффициента К 

=  К К  (4.104)
где Я0, А, — коэффициент сопротивления трубопровода, соответ­
ственно, со стыками и без стыков.

Для определения К  предлагается следующая формула:
K = \  +  ̂ dlXl. (4.105)

Здесь £0 — коэффициент сопротивления стыков; I — расстояние 
между стыками (длина труб); d  — диаметр труб.

Значения коэффициента £с в этой формуле можно прини­
мать в зависимости от технологии сварки по данным табл. 4.4.

Т а б л и ц а  4.4 
Значения коэффициента сопротивления £с сварных стыков

Диаметр труб, мм

Вид стыка
200 300 400 500 600 700 800 900

С подкладными 
кольцами 

( 6 = 5  мм)

0,060 0,0300 0,0180 0,013 0,009 0,0070 0,0060 0,005

Электродуговой 
и контактной 

сварки

0,026 0,0135 0,009 0,006 0,004 0,0028 0,0023 0,002

Влияние подкладных колец на гидравлические сопротивле­
ния в условиях действующих магистральных нефтепроводов ис­
следовали Е. 3. Рабинович и П. Б. Кузнецов. В результате об­
работки большого числа экспериментальных данных ими полу­
чена следующая формула для определения коэффициента К  
в уравнении (4.104):

К  =  1 +  0,395R е0,25 /d0’6/ . (4.106)

Эта формула справедлива для всей области гидравлически 
гладких труб турбулентного режима. При пользовании ею рас­
стояние между стыками I и диаметр труб d  следует выражать 
в метрах.

Исследования показали также, что сварные стыки без под­
кладных колец в трубопроводах больших диаметров при совре- 
Менном уровне выполнения сварочных работ практически не
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Т а б л и ц а  4,5 

Значения коэффициента сопротивления £ для тройника
Т а б л и ц а  4.6

Коэффи­
циент

Отношение расходов QOXB/QcyM

£отв
?м

0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

Д ля входа в магистраль

I — 1,20 * —0,40 * 0,08 0,47 0,72 0,01
0,04 0,17 0,30 0,41 0,51 0,60

Д ля выхода из магистрали

0,95 0,83 0,89 0,95 1,10 1,28
0,04 - 0 ,0 8  * —0,05 * 0,07 0,21 0,35

* Отрицательные значения объясняются увеличением напора в соответствующих 
направлениях вследствие всасывающего действия сходящихся или расходящихся пото­
ков жидкости.

З а с л о н к а  ( д и с к о в ы й  з а т в о р )  (рис. 4.42) и п р о б ­
к о в ы й  к р а н  (рис. 4 .4 3 ). Коэффициенты  сопротивления £ 
в этих случаях зависят от угла открытия а  (табл . 4 .6 ).

З а д в и ж к а  (рис. 4 .4 4 ). Коэффициент сопротивления £ из­
м еняется в зависим ости от степени открытия задвиж ки h/d 
(табл . 4 .7 ).

Рис. 4.42

L _

Л - i -— Тз----- -3-==
* ■*= 1

Рис. 4.44 Рис. 4.45

В с а с ы в а ю щ а я  к о р о б к а .  Е е  устанавливают в н а ч а л е  
всасывающего трубопровода насосных установок.

Значения коэффициента сопротивления £ 
для всасывающей коробки с обратным клапаном (рис. 4.45)

а м . ........................... 0,04 0,07 0,10 0,15 0,20 0,30 0,50 0,75
f  . . .................  12 8,5 7 6 5,2 3,7 2,5 1,6
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Значения коэффициента сопротивления £ 
для заслонки (дискового затвора) и пробкового крана

•----------------- 1 >

о, градусы пробковый
кран заслонка

а . градусы пробковый
кран заслонка

5 0,24 0,05 40 10,8 17,3
10 0,52 0,29 45 18,7 31,2
15 0,90 0,75 50 32,6 52,6
20 1,54 1,56 55 58,8 106,0
25 2,51 3,10 60 118,0 206,0
30 3,91 5,47 65 256,0 486,0
35 6,22 9,68 82,5 — о о

Т а б л и ц а  4.7 
Значения коэффициента сопротивления £ для задвижки

Степень
открытия

ft/d

Е для задвижки на трубах
Степень

открытия
hid

5 для задвижки на трубах

малых 
(d<0,5 м)

больших 
{d>0,5 м)

малых 
(d<0,5 м)

больших 
(</>0,5 м)

13/72 43,0 41,0 5/12 4,0 6,3
7/36 35,0 35,0 11/24 2,9 4,6
5/24 28,0 31,0 1/2 2,0 3,3
1/4 17,0 23,0 7/12 1,1 1,5
1/3 7,9 12,0 2/3 0,87 0,77
3/8 5,5 8,6 1 0,5 0,05

Если всасывающая коробка не имеет обратного клапана, ко­
эффициент £ определяют по формуле

£ =  (0,675 ч -  1,575) (F/Fc)2, (4.115)

где F — площадь сечения трубы; Fc — суммарная площадь се­
чений отверстий сетки.

При приближенных расчетах можно принимать как средние 
следующие значения £:

Вход в трубу без закругления входных к р о м о к ................. 0,5
То же, при хорошо закругленных к р о м к а х .....................  ОД
Выход из трубы в сосуд больших р а з м е р о в .........................  1,0
Резкий поворот трубы без переходного закругления при

угле поворота примерно 90° .......................................... 1,25—1,5
Колено (плавное закругление) на трубе с углом S =  90°

при R 3 ^ 2 d ...................................... . ..............................  0,5
То же, при R 3 яг (Зч-7) d ..................................................  0,3
Задвижка, открытая наполовину ......................................  2,0
Задвижка полностью открытая . . 0 1
^Ран ...........................................................................  5— 7
вход во всасывающую коробку с обратным клапаном 5—10
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Данные о коэффициентах местных сопротивлений для дру­
гих случаев могут быть взяты из более подробных курсов гид­
равлики или специальных гидравлических справочников.

§ 50. СЛОЖЕНИЕ ПОТЕРЬ НАПОРА

Во многих случаях при движении жидкостей в различных 
гидравлических системах (например, трубопроводах) имеют 
место одновременно потери напора на трение по длине и мест­
ные потери. Полная потеря напора в подобных случаях опре­
деляется как арифметическая сумма потерь всех видов. Н а­
пример, полная потеря напора в трубопроводе длиной L, диа­
метром d, имеющем п местных сопротивлений, будет 
составлять

i—n

hi-2 =  Kp +

т. е.

2 &

Выражение, стоящее в скобках, называют коэффициентом 
сопротивления системы и обозначают £Сист. Таким образом,

Ai-2 =  SchctO*/^- (4.116)
Можно также заменить местные сопротивления эквива­

лентными им длинами. В рассматриваемом случае эквива­
лентная длина, соответствующая всем п местным сопротивле­
ниям, будет

i , . — f S b .  (4-117)
К l=\

Тогда, обозначив L-\-L3n =  L„, можно определить сумму 
потерь по формуле Дарси — Вейсбаха, вводя в нее вместо 
действительной длины трубопровода L так называемую при­
веденную длину L„. Таким образом,

/t,.2 =  MLn/d)(a2/2g). (4.118)

Если трубопровод состоит из нескольких участков длиной 
L\, L2, . . . ,  Lk различного диаметра d2, . . . ,  dh с n местными 
сопротивлениями, полную потерю напора находят аналогично 
предыдущему:

i—k i=n
*1-2 =  2  *тр l n ^

Здесь 
i=k

di 2g 

*м. П t =  t l  +  £2

dk 2g (6)

(в)

Ai, fa, ■ ■ •, A*; £i, I2, ■ ■ ■, SnJ Vi, v2, . . . ,  vn — коэффициенты 
сопротивлений и средние скорости для отдельных участков.

Д л я  упрощения подсчетов часто оказывается целесообраз­
ным выразить все скорости через какую-либо одну скорость 
на некотором основном участке трубопровода, который выби­
рают произвольно в зависимости от удобства решений и ус­
ловий задачи. Предположим, что таким участком является 
первый. Тогда из уравнения постоянства расхода V iF ^ V sF i— 
=  . . .  =  V hF k  получаем

v2 =  v1F1/F2-, . . . ; vh =  v1F1/Fh.

Подставляя эти значения в выражения (б) и (в), а после­
дую щ и е— в общее уравнение для полной потери напора (а), 
после преобразований находим

( Fi V , ( Fl VI
hd + • ■или

*1-2= £ с и с Л ,
где £сист (коэффициент сопротивления системы) — выражение, 
стоящее в квадратных скобках.

§ 51. ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ МЕСТНЫХ СОПРОТИВЛЕНИЙ

Необходимо иметь в виду, что рассмотренный в § 50 ме­
тод суммирования потерь напора (его обычно называют ме­
тодом наложения потерь, или суперпозиции) имеет ограничен­
ную область применения. Он дает правильные результаты 
лишь в тех случаях, когда длины прямолинейных участков 
трубопровода между отдельными местными сопротивлениями 
таковы, что в их пределах прекращается возмущающее влия­
ние сопротивлений и поток жидкости стабилизируется.

Вместе с тем на практике часто встречаются такие гид­
равлические системы, которые включают большое число раз­
личных местных сопротивлений, устанавливаемых на весьма 
малых расстояниях друг от друга. Это наблюдается, напри- 
МеР, в обвязках устьев нефтяных и газовых скважин, манн-
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фольдах нефтепроводных насосных станций и некоторых слож­
ных фасонных частях трубопроводов.

При этом, как отмечалось, начинает сказываться влияние 
одного сопротивления на другое, нарушается режим течения 
потока с установившимся полем скоростей и изменяются ус­
ловия подхода жидкости к каждому последующему местному 
сопротивлению. Суммарный коэффициент сопротивлений та­
ких систем может существенно отличаться от арифметической 
суммы значений коэффициентов отдельных «изолированных» 
сопротивлений и в зависимости от расстояния между ними 
может быть значительно больше или меньше этой суммы.

В подобных случаях говорят об интерференции, т. е. вза­
имном влиянии местных сопротивлений.

Явление интерференции сопротивлений до сих пор иссле­
довано недостаточно полно. По существу, лишь в последнее 
время появились работы, посвященные этому вопросу. Основ­
ные результаты некоторых из них приводятся ниже.

В качестве основной характеристики интерференции при­
нимают так называемую длину влияния, под которой пони­
мают длину прямого участка трубопровода после местного со­
противления, в пределах которого прекращается возмущающее 
влияние сопротивления на поток. Установлено, что в общем 
случае длина влияния зависит от вида (геометрии) местного 
сопротивления, числа Рейнольдса, диаметра и относительной 
шероховатости трубопровода.

По А. Д. Альтшулю, длина влияния для всей области тур­
булентного режима может быть определена по формуле

Ьъп =  0 , ы и к  (4.119)
где d  — диаметр трубопровода; £к — коэффициент рассматри­
ваемого местного сопротивления в квадратичной области; 
Я — коэффициент гидравлического сопротивления трубопро­
вода.

При больших числах Рейнольдса для ориентировочной 
оценки длины влияния приближенно можно принимать

LBn =  (20 +  50)d. (4.120)

В тех же случаях, когда расстояния между местными со­
противлениями меньше длины влияния, интерференция с о п р о ­
тивлений, как указывалось, может быть весьма з н а ч и т е л ь н о й  
и существенно сказаться на точности гидравлических р а с ч е ­
тов. Это обстоятельство необходимо учитывать, используя ма­
териалы соответствующих исследований.

Ю. А. Скобельцын и П. В. Хомутов изучали интерферен­
цию различных видов запорных устройств (вентили, проход­
ные пробковые краны, дроссельные и обратные клапаны). В ре­
зультате обработки экспериментальных данных ими п р е д л о ­
жены следующие формулы для определения суммарного

(4.121)

(4.122)

коэффициента местных сопротивлений пары этих устройств при 
их взаимном влиянии: 

при Re<160

£1+2 =  (31,2/Re0’785) (£1к +  к) ( 2 -  Р); 
при 160^: Re ̂ 5 0 0  

c1+2= (l,3 1 /R e0'159) (£1К +  £2К) ( 2 - Р ) ;  
при Re>500*
£1+2 =  0,5 (£1к +  £2к) (2— Р), (4.123)

где £ио £гк — единичные коэффициенты сопротивлений запор­
ных устройств, составляющих пару, в квадратичной области 
сопротивлений; р — коэффициент, завися­
щий от относительного расстояния между &,!&, rf* 
запорными устройствами;

для прямоточной запорной арматуры 
р =  22,2 • 10-5 (l/d)2— 26,7 • Ю-3 (l/d) +  0,8;

(4.124)
для остальных видов запорных устройств 

р =  4,17-10-5 (l/d)2— 5 -10_3 (//d) +  0,15.
(4.125)

Исследования интерференции диаф­
рагм проводились Н. В. Левкоевой. Резуль­
таты исследований представлены на 
рис. 4.46, где изображены кривые измене­
ния коэффициента интерференции, пред­
ставляющего собой отношение приращения 
суммарного коэффициента сопротивления 
двух «интерферирующих» диафрагм 
к арифметической сумме коэффициентов 
сопротивления тех же, но «изолированных» диафрагм:

К  _  А? _  S1+2 — (Si +  £2)
2S  k  +  S2

в зависимости от относительного расстояния l/d  между диаф­
рагмами при разных значениях числа Рейнольдса ( / — при 
Re=100, 2  — Re =  500, 3 — Re =  2000, 4  — Re =  8000).

Как видим, суммарный коэффициент сопротивления £1+2 
при очень малом расстоянии между диафрагмами значительно

чески И1°ЖН0 С4итать’ ЧТ° ПРИ Re> 500 суммарный коэффициент Sl+2 практи­к и  не зависит от числа Рейнольдса. р
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меньше арифметической суммы единичных коэффициентов со­
противления обеих диафрагм (£1 +  £г)- При увеличении этого 
расстояния коэффициент интерференции резко возрастает 
и достигает наибольшего значения при /=  (5-^7) d, когда сум­
марный коэффициент £1+2 на 3—7% превышает (£1 +  £г)- З а ­
тем кривые плавно снижаются, и коэффициент интерференции 
становится равным нулю. Суммарный коэффициент £i+2 при 
этом равен сумме единичных коэффициентов сопротивления 
диафрагм (£i +  £2)-

На графике видно также, что коэффициент интерференции 
зависит от числа Рейнольдса. При малых значениях Re сум­
марный коэффициент сопротивления £1+2 меньше отличается 
от суммы единичных коэффициентов сопротивления, чем при 
больших. Одновременно с уменьшением Re сокращается 
и длина влияния.

Аналогичные результаты были получены И. А. Ждановым, 
изучавшим интерференцию стандартных фланцевых отводов. 
Анализ полученных им зависимостей коэффициента интерфе­
ренции К  от относительного расстояния между отводами l/d  
показывает, что во всех случаях (при Re=20-b5000) мини­
мальное значение К  соответствует 1= 0 , когда суммарный ко­
эффициент сопротивления £1+2 значительно меньше суммы 
(Si +  вг), а максимальное — относительному расстоянию между 
отводами l / d = 5, когда £1+2 существенно превышает сумму 
(Ci +  Ы - При дальнейшем увеличении l/d  коэффициент К  по­
степенно приближается к своему нулевому значению, соответ­
ствующему равенству £i+2= £i +  £2.

Опытами Ж данова также подтверждена определенная за ­
висимость коэффициента интерференции К  от числа Рей­
нольдса. Показано, что во всех случаях (при Re=2000) коэф­
фициент К  достигает максимума. Затем с увеличением числа 
Re К  уменьшается и принимает постоянное значение при 
Re =  7000.

§ 52. СО ПРОТИВЛЕНИЯ ПРИ ОБТЕКАНИИ ТЕЛ

Пусть некоторое тело движется в покоящейся жидкости 
в горизонтальной плоскости прямолинейно с постоянной ско­
ростью V. Д ля осуществления подобного движения к телу не­
обходимо приложить некоторую постоянную силу, так как 
жидкость оказывает сопротивление его движению. Такую же 
силу нужно приложить к телу и для того, чтобы оно осталось 
в покое, если будет помещено в поток той же жидкости, движу­
щейся с такой скоростью v, с какой в первом елучае переме­
щалось само тело. В первом случае названная сила представ­
ляет собой сопротивление среды  (жидкости), во втором—со­
противление тела. Обобщая, можно назвать эту силу сопро­
тивлением при обтекании тела жидкостью.
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Рис. 4.47

Согласно современным воззрениям, сопротивление при об­
текании тела жидкостью обусловливается двумя причинами: 
разностью давлений на передней и задней поверхностях тела 
при обтекании (сопротивление давления) и трением между те­
лом и жидкостью ( сопротивление трения) *. Причем в общем 
случае преобладающее значение имеет первая из них. И ос­
новной причиной сопротивлений являются главным образом 
процессы, происходящие сзади движущегося тела, в кормовой 
его части. Сопротивление трения оказывается существенным 
лишь при обтекании тонких тел.

Рассмотрим некоторое неподвижное тело (например, ци­
линдр), симметрично обтекаемое потоком идеальной жидкости 
(рис. 4.47). В таком случае, 
как установлено в гидродина­
мике, скорости отдельных ча­
стиц жидкости, находящихся 
на горизонтальной оси хх и 
движущихся на значительном 
расстоянии от цилиндра с не­
которой скоростью Vo, с при­
ближением к цилиндру посте­
пенно уменьшаются и в точке 
А оказываются равными 
нулю. Затем эти частицы про­
должают свое движение по
окружности цилиндра со все возрастающей скоростью, дости­
гающей наибольшего значения в точках В к В\. При дальней­
шем движении частиц жидкости по поверхности цилиндра ско­
рости убывают до нуля в точке А\, после чего частицы продол­
жают свое движение в направлении оси хх  с увеличивающейся 
до v 0 (в бесконечности) скоростью.

Как следует из уравнения Бернулли, увеличению скорости 
соответствует понижение давления и наоборот. Поэтому давле­
ния в точках А и А\ будут всегда больше, чем в точках В  и В\.

При этом распределение скоростей и давлений по поверхно­
сти цилиндра оказывается симметричным по отношению к его 
вертикальной оси, перпендикулярной к общему направлению 
движения потока. Давления в точках А  и А\ получаются рав­
ными между собой. Таким образом, наличие тела в потоке иде­
альной жидкости не ведет к появлению сопротивлений при дви­
жении.

Если то же тело поместить в поток реальной жидкости, то 
вследствие трения около тела образуется тонкий пограничный 
слой, в котором скорости жидкости быстро увеличиваются от

* При движении тела по свободной поверхности жидкости или движении 
тела, не вполне погруженного в жидкость, помимо этого возникает еще так 
называемое волновое сопротивление, причиной которого является образова­
ние волн, вызванных движением тела.
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нуля у стенок тела до общей скорости течения (пограничный 
слой является как бы некоторой прослойкой между телом 
и всей остальной частью потока). В этом случае наблюдается 
так называемое отрывное обтекание цилиндра жидкостью (рис. 
4.48). Сущность его заключается в том, что набегающий поток,

разветвившись в точке А 
(см. рис. 4.47), омывает ци­
линдр неполностью, а лишь 
до некоторых точек на его 
поверхности, которые могут 
находиться (в зависимости 
от разных причин) как пе­
ред сечением В —В и так и 
сзади него. После этого 
набегающая жидкость от­
рывается от цилиндра, ус­
тупая место жидкости, под­
сасываемой из области по- 
зади цилиндра. При этом 
давление в точке А\ оказы­

вается меньше, чем в точке А. Следует отметить, что аналогич­
ный результат получится и в том случае, когда тело будет дви­
гаться в неподвижной жидкости.

Указанная разность давлений создает некоторую равнодей­
ствующую силу, препятствующую движению тела, и является 
основной составляющей силы со­
противления при обтекании тел.

На силу сопротивления очень 
большое влияние оказывает форма 
тела, особенно задней (кормовой) 
его части. Чтобы уменьшить эту 
силу, необходимо снизить вихреоб- 
разование потока около тела, что 
может быть достигнуто приданием 
ему соответствующей формы.

Наибольшее значение для прак- ;
тики имеют такие формы тел, кото- 2 510 2 5 10̂ 2 5 10 2 5 Re 
рые при прочих равных условиях 
имеют наименьшее сопротивление. Рис- 449
Подобные тела называют хорошо
обтекаемыми. Обтекаемую форму стараются придать к о р а б ­
лям, автомобилям, самолетам.

Сила сопротивления W при обтекании определяется фор­
мулой

W =  CxFpvV 2, (4.126)

где р —̂ плотность жидкости; Сх — безразмерный к о э ф ф и ц и е н т  
лобового сопротивления; F — площадь проекции тела на плос-
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СТь нормальную к направлению движения; v — скорость 
идкости относительно тела (или, что то же самое, тела отно­

сительно жидкости) .■
Коэффициент лобового сопротивления Сх зависит от струк- 
ы потока, обтекающего тело, т. е. от числа Рейнольдса, 

rhoDMbi тела и его положения в потоке (этот коэффициент ча- 
т о  называют также аэродинамической характеристикой тела). 

р го определяют в каждом отдельном случае опытным путем. 
Значения этого коэффициента для некото­
рых тел приведены в табл. 4.8.

На рис. 4.49 представлены кривые изме­
нения коэффициента сопротивления в зави­
симости от числа Рейнольдса для различ­
ных случаев обтекания: 1 — цилиндра;
2 _пластинки; 3 — сплюснутого эллип­
соида; 4 — шара; 5 — удлиненного эллип­
соида.

Под площадью F, характеризующей раз­
меры тел в случае их симметричности, 
обычно понимают так называемую пло­
щадь миделевого сечения (или площадь 
миделя), т. е. наибольшую площадь сече- 
ния тела плоскостью, перпендикулярной 
к направлению течения жидкости. Миде- 
левое сечение цилиндрического тела пока­
зано, например, на рис. 4.50. Если тело 
имеет сложную форму, вместо миделевого 
сечения (которое в этих случаях определить трудно) вводят так 
называемую лобовую  проектированную площадь, равную про­
екции тела на Плоскость, перпендикулярную к направлению

Т а б л и ц а  4.8
Значения коэффициента лобового сопротивления Сх при обтекании

Форма тела Re с*

Шар 4 - 106 0,09
М О 6 0,13

Эллипсоид с большой осью, напра­ > 5 ,5 -1 0 » 0,2
вленной перпендикулярно к потоку (от­ < 4 ,5 -1 0 » 0,6
ношение осей 1,35)

То же, направленной по потоку (от­ М 0 « 0 ,0 5 -0 ,1
ношение осей 1,8)

Плоская квадратная пластинка, по­ — 1,28
ставленная перпендикулярно к потоку 

Плоская круглая пластинка, поста­ 1,12—
вленная так же

Круговой цилиндр с осью, напра­ 8,8-10* 0,63— 1,20
вленной перпендикулярно к потоку
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движения. Ее можно определить так же, как площадь тени, от­
брасываемой на экран, установленный перпендикулярно к ос­
вещающему тело параллельному пучку лучей (рис. 4.51).

§ 53. Д ВИ Ж ЕН И Е ТЕЛ В ВОСХОДЯЩЕМ ПОТОКЕ Ж ИДКОСТИ

Задача о движении тел в восходящем потоке жидкости пред­
ставляет значительный практический интерес и возникает, на­
пример, при бурении нефтяных и газовых скважин, при выносе 
разбуренной породы на поверхность земли.

Подчеркнем, что все современные промышленные способы 
бурения как одну из обязательных технологических операций 

предусматривают промывку забоя. На прак­
тике для этой цели применяют специальные про­
мывочные жидкости (обычно глинистые растворы), 
которые Подают буровыми насосами в циркуля­
ционную систему буровой скважины. Жидкости 
проходят по колонне бурильных труб (вращая вал 
турбобура при турбинном способе бурения), выхо­
дят через промывочные отверстия долот к забою 
и поднимаются далее по кольцевому межтрубному 

Рис. 4.52 пространству к устью скважины. При этом поток 
промывочной жидкости подхватывает с забоя 

разбуренную породу, увлекает с собой твердые частицы и пере­
мещает их в том же направлении — по вертикали снизу вверх.

Основной величиной, подлежащей при этом определению, 
обычно является критическая скорость восходящего потока 
(или так называемая скорость витания)  — скорость течения 
жидкости, при которой твердые частицы остаются во взвешен­
ном состоянии, т. е. не увлекаются вверх и не падают вниз.

Определим эту скорость. Для этого рассмотрим твердое 
тело А объемом V, которое находится в потоке жидкости, под­
нимающейся вертикально вверх (рис. 4.52). Пусть плотность 
тела будет рт, плотность жидкости рж, средняя скорость ее те­
чения иж. На рассматриваемое тело действуют следующие 
силы: сила тяжести (вес) G =  pTgV, подъемная «архимедова» 
сила /? =  ржgV, направленная по вертикали снизу вверх, и сила 
сопротивления, определяемая по общей формуле сопротивле­
ния при обтекании тел W =  CxFpxv%! 2, и направленная вер­
тикально вверх.

Так как тело по условию задачи должно находиться в по­
кое, приравняем к нулю проекции действующих на него сил на 
направление движения жидкости:

R — G + W = О

Vg (рт— рж) — CxFpж<&/2 =  О,

откуда
2Ув (Рт--  Рж)

CxPm F
(4.127)

Эта скорость и будет критической.
Анализ формулы (4.139) показывает, что с уменьшением 

разности плотностей тела и жидкости (например, при утяже­
лении глинистого раствора) критическая скорость будет 
меньше и, следовательно, при одном и том же значении кри­
тической скорости во взвешенном состоянии будут удержи­
ваться тела большего «критического» размера.

В действительности выносимые жидкостью тела (например, 
частицы разбуренной породы) имеют неправильную форму, что 
делает невозможным точное решение задачи. Поэтому при 
практических расчетах тело обычно заменяют некоторым «эк­
вивалентным» шаром, имеющим одинаковый с ним объем. При 
этом следует учесть, что из всех тел, за исключением удлинен­
ного эллипсоида, шар обладает наименьшим коэффициентом 
сопротивления (см. табл. 4.8), ввиду чего вычисленная указан­
ным методом критическая скорость будет больше, а критиче­
ские размеры тела меньше действительных.

В рассматриваемом частном случае обтекания шара крити­
ческая скорость может быть представлена формулой

d  (Рт — Рж) 
Сх  Рж

(4.128)

которая легко получается из общего выражения (4.127) после 
замены в нем объема V и площади миделевого сечения F их 
значениями для шара: V = n d 3/Q и F = n d 2/4, где d — диаметр 
шара.

Необходимо подчеркнуть, что на процесс выноса разбурен­
ной породы определенным образом влияет неравномерность 
распределения скоростей по сечению потока. Основная масса 
частиц обычно выносится центральными струями потока, имею­
щими наибольшие скорости. Часть частиц, попавших в зону 
малых скоростей (у стенок), может вообще не выноситься.По­
этому наиболее совершенная промывка скважины происходит 
при турбулентном режиме, когда вследствие турбулентного пе­
ремешивания неравномерность распределения скоростей су­
щественно сглаживается.
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Г Л А В А  ПЯ ТАЯ

ИСТЕЧЕНИЕ ЖИДКОСТИ ИЗ ОТВЕРСТИЙ И НАСАДКОВ

П о д став и в  это значение в предыдущее уравнение, получим: 

Н +  р М  +  № 2s )  (f /Ff  =  PIPS +  v*,28

§ 54. ИСТЕЧЕНИЕ ИЗ ДОННОГО ОТВЕРСТИЯ 
В ТОНКОЙ СТЕНКЕ

Истечение жидкости из отверстий — одна из основных задач 
гидравлики, отправная точка ее научного развития. Над реше­
нием этой задачи издавна, с XVII в., работали выдающиеся уче­
ные и инженеры. Следует отметить, что основное уравнение 
гидравлики — уравнение Бернулли — было получено именно 
в результате одного из подобных решений.

Задача об истечении сводится к определению скорости ис­
течения и расхода вытекающей жидкости. Наиболее просто 
и точно она решается в случае, когда напор одинаков по всему 
поперечному сечению отверстия.

Рассмотрим удовлетворяющий этому требованию случай ис­
течения жидкости из горизонтального отверстия в дне сосуда 
(так называемое донное отверстие, рис. 5.1). Пусть в общем 
случае давление на свободной поверхности жидкости в сосуде 
и давление в среде, в которую происходит истечение, отличны 
от атмосферного и равны р i и р. Будем считать также, что 
в сосуд все время поступает такое количество жидкости, какое 
из него вытекает через отверстие, т. е. примем, что уровень 
жидкости в сосуде поддерживается постоянным и, следова­
тельно, движение жидкости будет установившимся. Одновре­
менно сделаем предположение, что отверстие достаточно глу­
боко погружено под свободной поверхностью, которая вслед­
ствие этого может считаться горизонтальной, и значительно уда­
лено от боковых стенок, не оказывающих ввиду этого никакого 
влияния на условия истечения.

Рассматривая сначала истечение идеальной жидкости, со­
ставим уравнение Бернулли для двух сечений: сечения 1-1 на 
свободной поверхности жидкости в сосуде и сечения 2-2  по от­
верстию. Площади сечений соответственно обозначим F и /• 
Имеем

U  +  p jp g  +  v\/2g  =  p/pg  +  v\!2g,
где V\ и v -х — средние скорости движения жидкости в указан­
ных сечениях. Уравнение постоянства расхода для тех же се­
чений дает

Q =  v1F =  v2f, 
откуда

Vi =  v 2f iF .

или
H +  p M - p f P S = { v l / 2 g )  [l if IF)2].

О тсю да

1)

Здесь и далее v2 обозначена vr — скорость теоретическая. 
Практически площадь F бывает значительно больше пло­
щади /, поэтому в большинстве случаев величи­
ной (f/F ) 2 можно пренебречь (что равносильно 
пренебрежению скоростью Vi — так называемой 
скоростью подхода, меньшей по сравнению со 
скоростью истечения ит)- Тогда

ут =  V Z g W  +  p J p g — plpg). (5.2)

В частном случае, когда pi =  p =  p aTM (сосуд 
открыт и истечение происходит в атмосферу),

vT =  V W i -  (5.3)

Выражение (5.3) носит название ф ормулы Торичелли  по 
имени выдающегося итальянского физика, установившего эту 
зависимость. Формула Торичелли и известная из теоретической 
механики формула для определения скорости падения тела 
в пустоте с высоты Н тождественны.

Таким образом, при истечении идеальной жидкости в ат­
мосферу из отверстия в сосуде с постоянным уровнем и ат­
мосферным давлением на свободной поверхности скорость ис­
течения равна скорости падения твердого тела в пустоте при 
начальной скорости, равной нулю, с высоты, соответствующей 
напору жидкости над отверстием.

Зная скорость истечения, легко определить расход 
жидкости:

Q, =  vTf. . (5.4)

Действительные явления, наблюдаемые при истечении 
жидкости из отверстия, однако, существенным образом отли­
чаются от рассмотренной здесь упрощенной схемы как вслед­
ствие неизбежных потерь напора на преодоление сопротивле­
ний, возникающих при движении реальной жидкости, так и в ре­
зультате явления сжатия струи (см. § 55). Поэтому формулы 
(5-1) — (5 .4 ) могут быть использованы только для определения

_  ,  /  2g [H  + l(P i/p g )  — (P/Pg)] /с
U r - y 2 j /  1 —  ( / / F )2
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теоретической скорости истечения и теоретического расхода 
жидкости. Д ля решения практических задач требуется введе- 
ние соответствующих корректирующих коэффициентов.

§ 55. КО ЭФ ФИЦИЕНТЫ СКОРОСТИ, СЖАТИЯ И РАСХОДА

В обычных условиях истечения при большой площади по­
перечного сечения сосуда и малом отверстии скорости дви­
жения жидкости в самом сосуде, по сравнению со скоростью 
истечения из отверстия, будут весьма малы. Поэтому при ис­
течении реальной (вязкой) жидкости будут незначительными 
и потери напора при ее движении по сосуду. Эти потери на­
пора будут возрастать лишь с приближением к отверстию, 
в непосредственной близости от него и, особенно, в самом от­
верстии. Значит, в рассматриваемом случае потери напора 
могут быть отнесены к категории местных потерь.

Особенностью этих потерь является то, что они обуслов­
ливаются торможением скорости вследствие трения жидкости 
о стенки и образованием пограничного слоя на поверхности 
струи, что в действительности приводит к неравномерности 
распределения скоростей.

Имея это в виду, примем ai =  ct2= l  и составим аналогично 
указанному выше уравнение Бернулли для тех же сечений 
1-1 и 2-2 (см. рис. 5.1). Получим

Н +  p j p g  +  v\!2g  =  p/pg  +  v l /2 g  +  tp\!2g,

где vA действительная скорость истечения; £ — коэффициент со­
противления при истечении. Отсюда находим

v =  1 f 28 {Н +  Pl/Pg ~  q/pg) (5 5)д V 1 -K -tf/i7)2
или, если по-прежнему пренебречь величиной (ffF ) 2,

=  — = г  V 2 g ( H +  p jp g  — p/pg). (5.6)

В частном случае, когда р\ =  р =  р л™,

o , = y = ^ V 2 i H -  (5-7)

Формулы (5.6), (5.7) для действительной скорости и сте­
чения показывают, что эта скорость, как и следовало ож и д ать , 
оказывается всегда несколько меньше теоретической, о п р ед е ­
ляемой по одной из формул, полученных в § 54. О б ъ ясн яе тся  
это тем, что, как указывалось, некоторая часть энергии, которой 
обладает находящаяся в сосуде жидкость, затрачивается на пре­
одоление возникающих при ее движении гидравлических со­

лен и й  и на создание скорости идет меньший напор, чем
Г  было принято ранее.

О тн ош ен и е  действительной скорости истечения к теорети- 
ой называется коэффициентом скорости и обозначается 

буквой ф. Следовательно,

ф==Удч = 1 / / г а  (5-8)
откуда коэффициент сопротивления £ выражается через ко­
эффициент скорости £ = 1 /< р 2—  1.

До сих пор мы считали, что при истечении жидкость выте­
кает полным сечением, т. е. поперечное сечение струи по вы­
ходе из отверстия равно сечению самого отверстия, а скорости

1-1

3~3

О

Рис. 5.2 Рис. 5.3

отдельных элементарных струек в плоскости отверстия па­
раллельны между собой. В действительности, однако, это на­
блюдается лишь тогда, когда стенки сосуда имеют при под­
ходе к отверстию плавные очертания.

Во всех других случаях струя жидкости при истечении пре­
терпевает значительные изменения. Частицы жидкости в плос­
кости отверстия движутся по непараллельным траекториям, что 
обусловливает уменьшение площади поперечного сечения струи 
по выходе из отверстия.

Поэтому, например, при истечении из отверстия в тонкой 
стенке с острыми кромками (рис. 5.2) струя жидкости испы­
тывает сжатие и площадь ее сечения на некотором неболь­
шом расстоянии от отверстия оказывается меньше площади 
отверстия. При этом в случае истечения через некруглые от­
верстия наблюдается также изменение формы струи (явление 
инверсии струи), вызываемое в основном действием сил по­
верхностного натяжения. Так, если струя вытекает из квад­
ратного отверстия (рис. 5.3), то в сечении 1-1 она принимает 
Форму восьмиугольника, затем в сечении 2-2  получает кресто­
образную форму и т. д. В случае круглого отверстия, распо­
ложенного в дне сосуда симметрично по отношению к его
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стенкам, струя жидкости со всех сторон подвергается одина­
ковому сжатию и в сжатом сечении также имеет форму к р у Га 
Опыт показывает, что в таком случае длина участка," на ко­
тором происходит сжатие струи, равна примерно 0,5 диаметра 
отверстия.

Указанное явление характеризуется коэффициентом сж а­
тия е, представляющим собой отношение площади сжатого се­
чения струи f сж к площади сечения отверстия f.

Таким образом,

в = /«//• (5.9)
Необходимо учесть, что ввиду непараллельное™ траекто­

рий и кривизны элементарных струек жидкости для участка 
струи между отверстием и сжатым сечением уравнение Бер­
нулли в его обычной форме применять нельзя. Поэтому при 
выводе формул для определения скорости истечения это урав­
нение следует составлять не для сечения в самом отверстии, 
как это было сделано в § 54, а для сжатого сечения, находя­
щегося на некотором расстоянии h от отверстия, где имеет ме­
сто медленно изменяющееся движение жидкости. Траектории 
струек можно считать здесь параллельными, а давление — по­
стоянным по всему сечению.

Поступая таким образом, вместо формулы (5.3) для дей­
ствительной скорости истечения мы получим выражение

Уд=Ф  V W W + h ).

Однако величиной h, как весьма малой по сравнению с Я, 
обычно пренебрегают, считая, что ее влияние учитывается ко­
эффициентом скорости.

Переходя к определению расхода жидкости с учетом сж а­
тия струи, в уравнение (5.4) вместо теоретической скорости 
рт следует подставить действительную ид=<рут, а вместо пло­
щади отверстия f — площадь сжатого сечения струи /Сж = е/. При 
этом расход

Qs = e(p/uT=(i/yT = (iQT 

или с учетом формулы (5 .3 )

Qn =  v f V W f .
где

(х =  е<р =  < у

(5.Ю)

(5 .11)

(5.12)

есть коэффициент расхода-, он показывает, насколько действи­
тельный расход жидкости при истечении из отверстия у м е н ь ­
шается по сравнению с теоретическим в идеальном с л у ч а е ,  
т. е. при истечении идеальной жидкости без сжатия струи-

Обычно коэффициенты ц н е определяют опытным путем, а <р 
яходят путем вычислений. Средние значения этих коэффици­

ентов при истечении воды из донных отверстий в тонкой 
стенке следующие:

^ = 0,62; е = 0,64; <р = 0,97.

С ж ати е  струи оказывается различным в зависимости от 
расположения отверстия, из которого происходит истечение 
жидкости, относительно боковых стенок сосуда.

Сжатие называется совершенным, если отверстие находится 
на значительном расстоянии от стенок и последние не оказы­
вают влияния на характер истечения *. Опытами установлено, 
что совершенное сжатие наблюдается лишь в тех случаях, 
когда расстояние от стенок до отверстия не мень­
ше утроенной длины соответствующего размера 
отверстия.

Для круглого отверстия это расстояние должно 
быть не менее трех диаметров отверстия; для 
прямоугольного, показанного на рис. 5.4, усло­
виями совершенного сжатия будут

т ^ З а ;  п^ЗЬ. (5.13) рИс. 5.4

Совершенное сжатие характеризуется наименьшими значе­
ниями коэффициентов сжатия и расхода. На основании опытов 
коэффициент совершенного сжатия е для круглых и прямо­
угольных отверстий составляет 0,60—0,64 (меньшим отверстиям 
соответствуют большие значения, а большим — меньшие зна­
чения этого коэффициента). При практических расчетах для 
малых отверстий в тонкой стенке наиболее часто применяют 
значение е = 0,64.

Если установленные выше условия не соблюдаются и от­
верстие находится на более близком расстоянии от боковых 
стенок, сжатие называют несовершенным. В этом случае коэф­
фициент сжатия оказывается несколько выше, чем при совер­
шенном сжатии. При расчетах указанное обстоятельство учиты­
вают путем увеличения коэффициента расхода. Если стенки со­
суда расположены симметрично по отношению к отверстию, 
могут быть использованы следующие формулы:

для круглых отверстий

ц = |хо(1 + 0 ;
Для прямоугольных отверстий 

М'== Ию (1 +  д̂•

(5.14)

(5.15)

* Приведенные выше значения коэффициентов истечения даны именно 
Для этого случая.
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В этих формулах р,0 — коэффициент расхода для того ж е 
отверстия при совершенном сжатии; I, 1Х — поправочные коэф­
фициенты, значения которых зависят от отношения площади 
поперечного сечения отверстия к площади сечения сосуда 
(табл. 5.1).

Т а б л и ц а  5.1 
Значения коэффициентов 1 и 1г при совершенном сжатии

f/F 1 f/F I

0,1 0,014 0,019 0,6 0,189 0,208
0,2 0,034 0,042 0,7 0,260 0,278
0,3 0,059 0,071 0 ,8 0,351 0,365
0,4 0,092 0,107 0,9 0,471 0,473
0,5 0,134 0,152 1,0 0,631 0,608

Встречаются случаи, когда отверстие какой-либо частью 
своего периметра непосредственно примыкает к стенкам сосуда 
и сжатие на этой части периметра вообще устраняется. Такое 
сжатие называют неполным.

Из сказанного выше следует, что неполное сжатие не может 
быть совершенным, оно всегда несовершенное. Коэффициент 
расхода при неполном сжатии определяется по формулам: 

для круглых отверстий

Ц = Цо(1 +  0 ,1 5 2 у ) ; (5.16)

для прямоугольных отверстий

H =  f * o ( l  + 0 ,128^ -). (5.16')

Здесь ц,0 — коэффициент расхода для аналогичного отвер­
стия при полном сжатии; п — часть периметра отверстия, где 
устранено сжатие, т. е. где отверстие соприкасается со стенкой; 
р — полный периметр отверстия.

§ 56. ИСТЕЧЕНИЕ ИЗ ОТВЕРСТИЙ В БОКОВОЙ СТЕНКЕ

Если отверстие сделано не в дне, а в боковой стенке сосуда 
(вертикальной или наклонной), приведенные выше формулы 
для скорости истечения и расхода жидкости, строго говоря,не­
применимы. При истечении из подобного отверстия (рис. 5.5) 
напор Я  не будет одинаковым во всем сечении отверстия. Для 
точек, расположенных в нижней части сечения, он будет 
больше, а для точек в верхней части сечения — меньше. В то

(v время давление во всех точках вытекающей струи будет 
л м и тем же (например, при истечении в атмосферу будет 

павным атмосферному давлению), что не соответствует распре­
делению д а в л е н и я  по гидростатическому закону. Поэтому здесь 
Р а в н е н и е  Бернулли можно применить не ко всей струе в  це­
лом как было сделано ранее, а лишь к отдельным элементар­
ным струйкам. Для определения средней скорости истечения 

р а с х о д а  жидкости площадь поперечного сечения отверстия 
н е о б х о д и м о  разделить на элементарные площадки и для каж ­
дой из них установить элементарный расход. Полный расход 
н а х о д я т  суммированием (интегрированием) 
элементарных расходов по всему сеченик).

В качестве примера рассмотрим случай 
истечения жидкости в атмосферу из боль­
шого прямоугольного отверстия шириной 
b и высотой а в тонкой стенке (рис. 5.6).
Выделим в этом отверстии элементарную 
площадку высотой dH и шириной Ь.

Расход жидкости через элементарное 
сечение df=bdH будет

4 -а:
А_

Рис. 5.5

dQ = pfv = yb V  2gH dH,

где Я  — глубина погружения центра тя­
жести рассматриваемого элементарного 
сечения под свободной поверхностью 
жидкости. Полный расход через все отвер­
стие определится интегрированием этого 
выражения:

нг
Q= J iib Y2gHdH.

Н i Рис. 5.6

Здесь пределами интегрирования являются значения глубины 
погружения Hi и Я 2 верхней и нижней кромок отверстия под 
свободной поверхностью жидкости. Произведя интегрирование, 
получим выражение для расхода:

•± V b.V *g  (Я 23/2—Я?/2) (5.17)

^Необходимо отметить, что коэффициенты расхода для каж ­
дой элементарной струйки имеют различное значение. При ин­
тегрировании было принято р.= const, т. е. введен коэффициент 
расхода всего отверстия, представляющий собой какое-то сред­
нее значение коэффициентов расхода отдельных элементарных 
струек.
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Если учесть, кроме того, влияние скорости на свободной по­
верхности жидкости v0, для определения расхода будем иметь

h 2+ v o / 2‘  ________________________

Q — 5  \ ib V  2g{H +  vl/2g) dH.
Hx+v\hg

При этом формула расхода примет вид

Q ^ v b V 2 g \ ( n t +
(5.18)_ . —в  / j

Полученные в результате такого решения формулы для оп­
ределения расхода такж е могут быть приведены к виду (5 .11).

На самом деле, подставив в формулу (5.17) вместо Н2 и Я, 
их значения Н2=Нс-\-а12 и Н\ = НС—а/2 , где Я с — глубина по­
гружения центра тяжести отверстия под свободной поверх­
ностью, получим

2 . -
V 2g [(Нс +  а/2)3/2— (Яс-  а/2)3'2] .

Разложим далее выражения в квадратных скобках по фор­
муле бинома Ньютона, ограничиваясь первыми четырьмя чле­
нами разложения

Н.+ f )“- йГ+-!■*!» f+. 4 - я ;о 4

Яс--f-)3/2= НТ-- н[/2 ~ + ~ и-'12 а17-1/2 а*Н' +

3 г,—3/2 а3 
48 с 8

~  я г 3/2— .

Тогда выражение, заключенное в квадратные скобки, будет

Второй член в скобке обычно мал по сравнению с единицей.
Пренебрегая им, можно с достаточной степенью точности принять:

К * + т Г - ( * - т П - т * *
и, следовательно,

^ Т ^ Ьа~  V'2g Н1/2

ИЛИ

Q ^ l iF V W c
где F — площадь сечения отверстия.
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(5.19)

i Таким образом, формула для определения расхода жидко­
сти при истечении из отверстия в боковой стенке получает тот 
ж е вид, что и для донного отверстия. Допущенные при выводе 
этой формулы неточности исправляются уточнением коэффици­
ента расхода ц.

Как показывают опыты, этот коэффициент непостоянен: он 
сущ ественным образом изменяется в зависимости от формы, 
размеров отверстия и от напора. При этом необходимо иметь 
в виду, что с увеличением размеров отверстия уменьшается ко­
эффициент расхода и с увеличением напора уменьшается влия­
ние размеров отверстия на коэффициент расхода.

Если сжатие струи несовершенное или неполное, коэффи­
циент расхода определяется с поправками по формулам, рас­
смотренным в § 55.

О тметим, что Н. Е. Жуковский теоретическим путем полу­
чил следующее уравнение для определения коэффициента сж а­
тия при несовершенном сжатии:

(5.20)
(я  +  2) (20/tg 20)

где 0 — угол, определяемый из выражения

-S _ „ tg e ( i  + —
Н ‘  I, <1 tg 2 6

здесь Н — глубина погружения нижней кромки отверстия; а— 
высота отверстия.

В частном случае совершенного сжатия из уравнения (5.20) 
легко получить простую формулу 

е = я/(л +  2 )^ 0 ,611 , 
весьма хорошо согласующуюся с опытными данными.

§ 57. ИСТЕЧЕНИЕ ПРИ ПЕРЕМЕННОМ НАПОРЕ

Задача об истечении жидкости при переменном напоре 
обычно сводится к определению времени опорожнения или на­
полнения всего или некоторой части сосуда в зависимости от 
начального наполнения, формы и размеров сосуда и отверстия. 
Подобные задачи встречаются при расчетах наполнения и опо­
рожнения резервуаров, цистерн, водохранилищ, бассейнов, шлю­
зовых камер и др.

Необходимо иметь в виду, что в отличие от рассмотренных 
ранее задач во всех указанных случаях вследствие непрерыв­
ного изменения напора и, следовательно, непрерывного изме­
нения скоростей и давлений всегда имеет место неустановив- 
шееся движение жидкости, что делает неприемлемым обычное 
Уравнение Бернулли. Поэтому при решении таких задач полное 
время истечения разделяют на бесконечно малые промежутки,
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в течение каждого из которых напор считают постоянным, 
а движение жидкости — независимым от времени, т. е. уста­
новившимся. Это позволяет использовать для решения полу­
ченные выше зависимости и приводит к достаточно точным ре­
зультатам.

Рассмотрим простейший пример истечения жидкости в ат­
мосферу через донное отверстие площадью f  из открытого вер­
тикального цилиндрического сосуда одинакового по всей вы­
соте поперечного сечения F (рис. 5.7).

Элементарный объем жидкости dQ, прошедшей через отвер­
стие за бесконечно малый промежуток времени dt, будет со­
ставлять

dQ =  \ifvdt = |д/ V2gH dt,
где Я — глубина жидкости в сосуде для некоторого положения 
ее уровня, который приближенно^можно полагать постоянным;

й — коэффициент расхода (изменяю-, 
щийся в зависимости от напора, формы 
и размеров отверстия).

В действительности, однако, за это 
время уровень жидкости в сосуде опу­
стится на dH и объем жидкости в нем 
изменится на dV=—FdH.

Вследствие неразрывности движения 
dQ=—FdH * или

Рис. 5.7 [if Y2gH dt = — FdH,

откуда

d tp -F d H ltfV % H .  (5.21)
Полное время опорожнения сосуда определяется в резуль­

тате интегрирования последнего уравнения 
t о

FdH
И/ V2gH

где Я н — глубина жидкости в сосуде до начала истечения. 
Меняя пределы интегрирования в правой части уравнения, 
принимая p,=const и вынося постоянные за знак интеграла', 
будем иметь:

"н
F  Г dH

nfV qj J я 1'2 ’
t =

* Знак «минус» здесь взят  потому, что с течением времени Н уменьш а­
ется и, следовательно, аН будет отрицательно.
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что после интегрирования приведет к следующему окончатель­
ному выражению:

t = 2 F V H M V 2 g . (5.22)

Попутно отметим, что при сохранении постоянного уровня 
в сосуде тот же объем жидкости пройдет через отверстие за 
время t', вдвое меньшее t. На самом деле, поскольку полный 
объем жидкости в сосуде V=FH„, а секундный расход при 
Я н Ц const Q = nf V^2gHH, то, очевидно,

t'= (V /Q ){FV H M V 2g), (5.23)

и, следовательно, t = 2t'.
Формула (5.22) применима также к случаю истечения из от- 

рерстия в боковой стенке сосуда. В этом случае напор Я н от­
считывается от центра тяжести отверстия.

Если нужно определить время, необходимое 
для понижения уровня жидкости в сосуде на не­
которую величину от Я  j до Яг, исходят из того 
же уравнения (5.21), интегрируя его в пределах 
от Я 1 до Я 2. При этом

t= 2 F  [ун~1—У Щ /Ы У2ё> (5.24)

В общем случае, когда поперечное сечение Рис 58 
сосуда изменяется по высоте (рис. 5.8), выве­
денные выше формулы неприменимы, так как 
в исходном уравнении (5.21) F не постоянная, а переменная ве­
личина. Тогда надо знать закон F=q>(H) изменения площади 
поперечного сечения сосуда в зависимости от величины Я. 
Уравнение (5.21) при этом приводится к виду

d t= — ф(Я) dHlnfV2gH. (5.25)

В простейших случаях для сосудов геометрически правиль­
ной формы (шар, горизонтальный цилиндр) интегрирование 
Уравнения (5.25) выполняется без особых затруднений. Если 
сосуд имеет неправильную форму, интегрирование произво­
дится численными или графическими методами.

В качестве примера определим время опорожнения желез­
нодорожной цистерны, имеющей сливное отверстие А сече­
нием f. Приняв указанное на рис. 5.9 расположение коорди­
натных осей, получим:

dt — — Fdz/[if Y  2g z. (5.250
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Площадь поперечного сечения сосуда F представляет собой 
горизонтальную площадь свободной поверхности жидкости 
находящейся в цистерне, соответствующую некоторому 
уровню г :

F = 2Lx,
где L — длина цистерны, ее мы будем полагать постоянной; 
х — переменная, зависящая от ординаты z уровня жидкости 
в цистерне.

Установим эту зависимость.
Вертикальное поперечное сечение цистерны представляет 

собой окружность. Ее уравнение, отнесенное к началу коор­

динат, будет х2+ (z—л) 2 = г2; отсюда х= J/2гг— г2 и, следо­
вательно,

F = 2L V 2rz—z2.
Подставив полученное значение F в уравнение (5.25'). 

и проинтегрировав, найдем:
о

t =  _  Г 21 V 2гг ~ z2 dz
J  V f V ' Vz
2r

Вынесем далее постоянные за знак интеграла, переменим 
пределы:

2г
t — 21 Г К  № — z)zdz

~ VfVtg J У~г
о

и, сделав подстановку 2r—z=y\ —dz=dy, после ряда неслож­
ных преобразований в результате интегрирования получим окон­
чательное выражение для определения времени опорожнения:

t =  8 Lr2 
~ з nfV rV e  '
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§  58.  ИСТЕЧЕН ИЕ ИЗ ЗА ТО П ЛЕ Н Н О ГО  О Т ВЕ РСТИЯ

| На практике иногда сталкиваются с истечением жидкости 
не только в газообразную среду, как это рассматривалось выше, 
н0 и в жидкость, уровень которой расположен выше отверстия 
(при этом оно может быть как в дне, так и в боковой стенке со­
суда)- Такой случай носит название истечение жидкости под 
ур о в ен ь ,  или из затопленного отверстия, и встречается, напри­
мер, при спуске воды через щитовые окна и придонные отвер­
стия в воротах шлюзов.

Предположим (рис. 5.10), имеется открытый сосуд, разделен­
ный перегородкой на два отделения А и В, причем уровни жид­
кости в этих отделениях разные. Пусть в перегородке сделано 
отверстие С, через которое жидкость из отделения А с более вы­
соким уровнем перетекает в отделение В с 
низким уровнем.

Примем, что оба уровня неизменны во 
времени и площадь сечения отверстия f мала' 
по сравнению с площадью сечения самого со­
суда. Тогда для определения скорости исте­
чения можно воспользоваться установлен­
ными ранее зависимостями. Причем ввиду 
того, что в данном случае истечение происхо­
дит в среду с давлением, отличным от атмо­
сферного на свободной поверхности, для определения теорети­
ческой скорости истечения следует применить формулу (5.2).

; «т = V 2g (Ях +  pjpg—pjpg),

где Я! — глубина погружения центра тяжести отверстия под 
свободной поверхностью жидкости в той части сосуда, из кото­
рой происходит истечение; pi — давление на свободной поверх­
ности жидкости, равное здесь атмосферному; р2 — давление 
в центре тяжести отверстия со стороны жидкости, в которую 
происходит истечение; р — плотность жидкости.

Так как по условию задачи (сосуд открыт) р1 = ратм, а по ос­
новному уравнению гидростатики р2=ратм + р ^ я 2 (здесь Я 2 — 
глубина погружения центра тяжести отверстия под свободной 
поверхностью жидкости в той части сосуда, куда происходит ис­
течение), то исходная формула принимает вид

vt = V2g{Hx -  Я2) = y~2gKH, (5.26)

где А Я= Я 4—Я 2.
Вйп1 ЭКИМ °бразом, при истечении жидкости из затопленного от- 

рстия скорость истечения не зависит от глубины погружения 
нпг.6^СТИЯ под св°б°Дной поверхностью, а определяется раз- 
устью двух уровней жидкости.
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Действительный расход жидкости при этом

<2д=Ф/К2£ДЯ. (5.27)
Опыты показывают, что коэффициент расхода при истечении 

из затопленного отверстия получается несколько меньшим, чем 
при истечении в атмосферу. Но разница настолько незначи­
тельна, что при расчетах ею обычно пренебрегают и принимают 
те же значения коэффициента расхода, что и для незатопленных 
отверстий.

Если истечение жидкости из затопленного отверстия происхо­
дит при переменном уровне, время, необходимое для полного 
выравнивания уровней, может быть определено методами, ана­
логичными рассмотренным выше. При неизменяющихся по вы­
соте поперечных сечениях сосудов это время

2FXF, V А Н  _

(Fi+FJvtY2g  ’
(5.28)

где Fu F2 — площади поперечных сечений сосудов; АН=НХ— 
— # 2 — разность уровней жидкости в них в начальный момент 
времени.

Время, необходимое для изменения разности уровней от АН 
до АН', определяется по уравнению

2Ft Ft ( У А Н - У AH') 
(Рг +  F2) Ц/ У § g

(5.29)

В частном случае, когда F* — величина весьма большая (на­
пример, наполнение сосуда происходит из большого водоема),

t = 2F2 ( / АН — УТИ7) 
МУЪ

(5.30)

§ 59. ИСТЕЧЕНИЕ ЧЕРЕЗ НАСАДКИ

Выше были рассмотрены случаи истечения жидкости из от­
верстий в тонкой стенке (стенка считается тонкой, если ее тол­
щина 6< 0 ,2 d, где d — диаметр отверстия).

При значительной толщине стенки характер явлений, наблю­
даемых при истечении, существенно меняется вследствие влия­
ния, оказываемого на струю толстой стенкой. Те же явления бу­
дут наблюдаться и при истечении из отверстия в тонкой стенке, 
снабженной короткой трубкой такого же диаметра, что и от­
верстие, и имеющей длину, равную толщине стенки в первом 
случае. Такие трубки называют насадками, они имеют весьма 
широкое применение.

Наиболее распространенными типами насадков являются:
1) цилиндрические — внешний (рис. 5.11, а) и вн ут р ен н и й  

(рис. 5.11, б) ;

К 2) конические — сходящийся (рис. 5.11,в) и расходящийся 
(рис. 5.11, г) j

3 ) коноидальные криволинеиного очертания, имеющие форму 
сжатой струи (рис. 5.11,д).

рассмотрим истечение жидкости через внешний ц и л и н ­
д р и ч е с к и й  н а с а д о к  (рис. 5.12), представляющий собой

Рис. 5.11

короткую (/=(3-н4)й?) цилиндрическую трубку, приставленную 
к отверстию в стенке сосуда. Струя жидкости после выхода из 
сосуда и входа в такой насадок подвергается некоторому сжа­
тию (с?Сж ~ 0,8 d), затем постепенно расширяется и заполняет 
все поперечное сечение насадка.
Сжатие струи происходит только 
внутри насадка (внутреннее сжа­
тие), выходное же сечение насадка 
работает полностью, поэтому ко­
эффициент сжатия, отнесенный 
к выходному сечению, е = 1.

Многочисленными опытами, про­
веденными над истечением жидко­
сти через внешний цилиндрический 
насадок, установлено значение ко­
эффициента расхода р = 0,82*. Со­
поставляя это значение со значением коэффициента расхода при 
истечении из отверстия в тонкой стенке, получаем:

М-нас^отв = 0,82/0,62 ~ 4/3.

Следовательно, расход жидкости при истечении через наса­
док будет примерно в 4/3 раза больше, чем при истечении из 
отверстия в тонкой стенке. А так как в этом случае е=1, то ко­
эффициент скорости <р= р,=0,82, т. е. оказывается значи­
тельно меньше, чем при истечении из отверстия. Таким образом,

* В действительности этот коэффициент зависит от отношения l/d.

Рис. 5.12
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внешний цилиндрический насадок, увеличивая расход жидкости 
значительно снижает скорость истечения. Объясняется это тем’ 
что в месте сжатого сечения струи образуется кольцевая вихре­
вая область а (см. рис. 5.12), заполненная жидкостью, находя­
щейся в вихреобразном, круговоротном движении. Наличие вих­
ревой области в сочетании с явлениями сжатия и последующего 
расширения струи является основной причиной увеличения по­
терь напора и, следовательно, уменьшения скорости истечения.

Если истечение происходит в атмосферу, то вследствие сжа­
тия струи в начале насадка давление в вихревой области оказы­
вается меньше атмосферного и в ней создается разрежение (ва­
куум), способствующее выделению из жидкости растворенного 
в ней воздуха. Этот воздух затем захватывается протекающей 
по насадку жидкостью и увлекается ею, понижая прозрачность 
струи.

В том, что в вихревой области образуется вакуум, легко убе­
диться, применяя уравнение Бернулли для двух сечений: сжа­
того 1-1 и выходного 2-2 в конце насадка. Имеем pi/pgr+ t>i/2g-= 
=  pjPg +  ̂ J^g +  2  * 1-2» где индексы 1 относятся к первому, 
а 2 — ко второму сечению.

Поскольку в рассматриваемом случае из-за незначительной 
длины насадка потери на трение по длине между сечениями бу­
дут ничтожно малы, их можно не учитывать и определять по­
тери напора только как местные на внезапное расширение струи. 
Для этого воспользуемся формулой (4.98) e/iM. n—{FJFi—^fv2/2g, 
из которой, имея в виду, что F2/Fi = 1/е', где е '— коэффициент 
внутреннего сжатия (для цилиндрического насадка его можно 
принять равным 0,64), получаем

К. п = ( 1/е' -  1 ) 2 v\!2g = 0,31i>|/2£.
Далее по уравнению постоянства расхода Flvl = F2v2 на­

ходим
vx = v2F2IF1 = v2/e' = у2/0,64.
Таким образом, получаем
pjpg = pjpg +  v\l2g (1 +  0,31 — 1 /0,642) = p2/pg — 1,12v\l2g.
При истечении в атмосферу р2 = ратм, а ри как это видно из 

последнего уравнения, всегда меньше р2.
Следовательно, во внешнем цилиндрическом насадке дей­

ствительно имеется вакуум, значение которого определяется 
уравнением

Рвак/Р£ =  P a J p g — p M  =  1. 12l|/2g.

Но скорость истечения v2 =  yY 2gH , поэтому
PBaJpg =  1, 12ф2Я.

Подставляя сюда вместо <р его значение, равное 0,82, нахо­
дим окончательное выражение для определения вакуума:

p*Jpg  ~  °>75Я-
Из этого равенства видно, что в конечном счете вакуум зависит 
от напора над центром тяжести поперечного сечения насадка.

В частном случае при истечении воды предельное значение 
вакуума

/w/P£= 10,33 м вод. ст.,
.что соответствует наибольшему возможному напору Я —13,7 м.

При больших напорах в насадке возможен разрыв струи и 
насадок перестает работать полным сечением.

Рассмотренное явление может 
быть проиллюстрировано весьма про­
стым опытом.

К насадку в месте предполагае­
мого наибольшего сжатия струи при­
соединяют изогнутую стеклянную

Рис. 5.14

трубку, опущенную другим концом в открытый сосуд с жидко­
стью (рис. 5.13). Наблюдая за трубкой, можно увидеть, как по 
ней в насадок непрерывно засасывается жидкость, что воз­
можно только при наличии разности давлений, т. е. вакуума 
в насадке. Наличием вакуума в насадке можно объяснить 
также непонятное на первый взгляд увеличение расхода при 
истечении через насадок по сравнению с истечением из отвер­
стия в тонкой стенке. Благодаря вакууму насадок работает 
как насос, дополнительно подсасывая жидкость. Поэтому, не­
смотря на увеличение потерь напора, расход жидкости возрас­
тает.

В н у т р е н н и й  ц и л и н д р и ч е с к и й  н а с а д о к  
(Рис. 5.14) выполняется в виде трубки, приставленной к отвер­
стию сосуда изнутри.

В таком насадке по сравнению с внешним ухудшены условия 
для входа жидкости, вследствие чего увеличивается степень сжа- 
ия струи внутри насадка и, следовательно, уменьшается коэф­

фициент сжатия и возрастают потери напора на вихреобразо-
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Режим истечения через внутренний насадок определяется на­
пором и отношением длины насадка I к диаметру отверстия d 
При длине насадка />2,5 d жидкость заполняет все его выход­
ное сечение; коэффициент сжатия в этом сечении е = 1, коэффи­
циент скорости ф=0,71. При 1^ 1,5  d насадок работает непол­
ным сечением и жидкость вытекает из отверстия, не касаясь сте­
нок насадка, что приводит к значительному уменьшению рас­
хода (ц = 0,5).

В к о н и ч е с к о м  с х о д я щ е м с я  н а с а д к е  (рис. 5.15) 
кроме явления внутреннего сжатия струи, которое здесь сказы­
вается меньше, чем в цилиндрическом насадке, при выходе жид­
кости из насадка происходит второе (внешнее) сжатие, после 
чего она течет параллельными струйками. Благодаря незначи-

Рис. 5.15 Рис. 5.16

тельности внутреннего сжатия потери напора в этом насадке 
оказываются меньшими, чем в цилиндрическом, коэффициент 
Ф — большим, а е вследствие дополнительного сжатия в выход­
ном сечении — меньшим.

Все коэффициенты истечения (е, ф, ц) для конических насад­
ков зависят от угла конусности 0 . Опыт показывает, что в кони­
ческом сходящемся насадке коэффициент скорости ф возрастает 
с увеличением 0, а коэффициент расхода сначала увеличивается, 
достигая наибольшего значения |л = 0,946 при 0=13°, затем на­
чинает убывать.

Следует иметь в виду, что при рассмотрении истечения жид­
кости через насадки все коэффициенты относятся к их выход­
ному сечению. Если коэффициент расхода отнести к сечению 
отверстия в стенке, то вследствие конусности самого насадка он 
окажется значительно меньше, поэтому конические сходящиеся 
насадки по сравнению с цилиндрическими при больших выход­
ных скоростях характеризуются меньшими расходами жидкости.

В к о н и ч е с к и х  р а с х о д я щ и х с я  н а с а д к а х  
(рис. 5.16) струя жидкости при входе в насадок испытывает 
значительное сжатие, затем быстро расширяется и заполняет все 
сечение. Внешнего сжатия при выходе из насадка здесь нет, и, 
следовательно, коэффициент сжатия е=1. Однако при угле ко­
нусности 0 > 8° этот насадок перестает работать полным сече­
нием. Струя вытекает, не касаясь стенок, и истечение происхо-
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ит так же, как из отверстия в тонкой стенке. Коэффициенты ис­
течения в расходящихся насадках, как и в сходящихся, зависят 
от угла конусности. В среднем (при 0<8°) ф = *1 = 0,45.

Таким образом, в конических расходящихся насадках ско­
рость в выходном сечении оказывается значительно меньшей, 
чем во всех рассмотренных выше случаях. Причина этого — 
большие потери напора при резком сжатии и расширении струи 
в самом насадке. Расход же жидкости здесь увеличивается. 
На первый взгляд ввиду незначительности коэффициента рас­
хода это может показаться несколько странным. Но необхо­
димо учесть, что этот коэффициент относится к большому выход­
ному сечению насадка. Если его отнести к малому выходному 
сечению, т. е. к сечению отверстия в стенке, 
он окажется много больше и достигнет зна­
чения 2—3.

В конических расходящихся насадках- 
в месте сжатия струи создается значитель­
ный вакуум, поэтому они обладают свойством 
всасывания даже в большей степени, чем ци­
линдрические.

К о н о и д а л ь н ы е  н а с а д к и  (рис. 5.17) 
имеют форму, близкую к форме струи жид­
кости, которая вытекает из отверстия в тон­
кой стенке. Естественно, что в этих насадках внутреннее сжа­
тие оказывается наименьшим, внешнее сжатие отсутствует 
(8= 1) и коэффициенты скорости и расхода больше, чем во всех 
рассмотренных случаях. Опыты показывают, что среднее зна­
чение ф = ц = 0,97, а при особой тщательности выполнения и 
гладких стенках — до 0,995.

Несмотря на то что коноидальные насадки дают наибольшие 
выходные скорости и расходы, их сравнительно редко приме­
няют, главным образом из-за сложности изготовления.

В табл. 5.2 приведены данные о средних значениях коэффи­
циентов истечения воды.

Т а б л и ц а  5.2

Средние значения коэффициентов истечения воды для 
различных случаев

Тип отверстия и насадка Е Ф

Отверстие в тонкой стенке 0,64 0,97 0,62
Цилиндрический насадок внешний 1,00 0,82 0 82

же, внутренний 1,00 0,71 0,71
фонический насадок сходящийся ( 0  =  

— 13°)
*° же, расходящийся ( 0  =  8°) 
Коноидальный насадок

0,98 0,96 0,94

1,00 0,45 0,45
1,00 0,97 0,97
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Примерами цилиндрических насадков служат трубы для вы­
пуска жидкости из резервуаров и водоемов, а также всевозмож­
ные краны. Конические сходящиеся насадки (ими часто заме­
няют насадки коноидальные) применяют для получения боль­
ших выходных скоростей, увеличения силы и дальности полета 
струи жидкости в пожарных брандспойтах, в форсунках для по­
дачи топлива, гидромониторах для размыва грунта, фонтанных 
соплах, соплах активных гидравлических турбин. Конические 
расходящиеся насадки используют для замедления течения 
жидкости и соответственно для повышения давления — во всасы­
вающих трубах гидравлических турбин, трубах под насыпями, 
для замедления подачи смазочных масел и др. Весьма широко 
применяются насадки в разнообразных приборах и устройствах 
для подъема жидкости (эжектор и инжектор), разбрызгивания 
и распыления ее (в брызгальных градирнях и бассейнах), 
а также в химической технологии.

§  60. ВЛИЯНИЕ ЧИСЛА РЕЙНОЛЬДСА НА ИСТЕЧЕНИЕ

В предыдущих параграфах значения коэффициентов истече­
ния — расхода ц, сжатия струи е и скорости ф — установлены 
для случаев истечения из отверстий и через насадки воды, т. е. 
жидкости относительно небольшой вязкости. Вместе с тем на 
практике (особенно в нефтяном деле) приходится иметь дело 
с истечением из отверстий других жидкостей, физические свой­
ства которых отличаются от физических свойств воды, и часто 
жидкостей с повышенной вязкостью. Как показывают исследо­
вания, вязкость оказывает значительное влияние на коэффи­
циенты истечения и их значения существенно зависят от числа 
Рейнольдса. Характер изменения коэффициентов истечения ви­
ден при рассмотрении кривых (рис. 5.18), полученные 
А. Д. Альтшулем для истечения жидкости из круглого отверстия 
с острыми кромками. Им же предложены следующие эмпириче­
ские формулы для определения коэффициента расхода:
при Re0<25 n = Re0/48; 

при 25< Re0<300 n = Re0/ ( l,5 + 1,4 Re0) ; 

пр и 300 < Re0 <  10 ООО ц = 0,592 + 0,27/Re ̂  

при Reo> 1 0 0 0 0  ^ = 0,592 + 5,5Д/1*<Го.

При Reo>300 ООО (область, наиболее характерная для исте­
чения из отверстий воды) ц практически становится постоян­
ным.

В приведенных формулах Reo — число Рейнольдса для от­
верстия, определяемое выражением Re„ = V  2gH d/v, где// — 
напор над центром тяжести отверстия.
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Формулы действительны для истечения из отверстий при
Fr (число Фруда) = v2/gL = 2Hid >  10;
We (число Вебера) = рv2L/a = (2Hdy/a) >  200,

т. е. тогда, когда влияние сил тяжести и поверхностного натя­
жения проявляется в незначительной степени, что обычно имеет 
место на практике *. Установлено также, что коэффициент ис­
течения зависит от Re при истечении воды и других маловязких 
жидкостей из отверстий малого диаметра.

Изменение коэффициента расхода [х от числа Рейнольдса 
необходимо учитывать и при определении времени опорожнения 
сосудов. При малых значениях Reo(<10) время опорожнения

29-Fv lg (HJH ĵ/gfd, 
что хорошо подтверждается опытными данными.
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Рис. 5.18

Исследованию влияния вязкости на истечение через насадки 
посвящен ряд работ. По данным 3. И. Геллера и Ю. А. Скобель­
цына, для внешнего цилиндрического насадка коэффициент рас­
хода ц, непрерывно возрастает с увеличением числа Рейнольдса 
насадка (ReH). Причем при больших значениях ReH (в связи 
с уменьшением сил вязкости) темп его роста замедляется и при 
ReH= 1 0  0 0 0 -r-1 0 0  000 [х становится постоянным. Для определе­
ния значений ц при ReH= 100-100000 (при l/d=2 -т-5) ими пред­
ложена следующая эмпирическая формула:

ц =  11,23 +  58Z/ReHd]-1,

* О числах Ф руда и Вебера см. § 84.
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откуда при ReH-»-°° получается максимальное значение р =
— 0,813, достаточно близкое к указанному ранее р = 0,82.

Приведем (рис. 5.19) кривые зависимости p=/(Re)H для ис­
течения из отверстия в тонкой стенке (кривая 1) и из цилиндри­
ческого насадка при l/d=3 (кривая 2). Последняя построена по 
данным тех же авторов.

Как видно, при ReH< 1 ООО применение насадка не только не 
увеличивает коэффициент расхода, но даже уменьшает его по 
сравнению с истечением из отверстия.

Конические сходящиеся насадки исследовались А. Ш. Аса- 
туряном, В. П. Свиридовым, Н. Г. Болдовым. Они установили, 
что влияние угла конусности на коэффициент расхода р. начи­

нает ощутимо проявляться 
лишь при ReH>3000, причем 
максимальное значение р со- , 
ответствует а  = 14°.

§ 6 1 . ДАВЛЕНИЕ СТРУИ 
ЖИДКОСТИ

Если струя жидкости (на­
пример, вытекающей из от­
верстия или через насадок)

Рис. 5.19 встречает на своем пути твер­
дую преграду, она оказывает 

на нее давление, силу которого обычно называют силой воздей­
ствия струи на преграду или силой удара струи. Значение этой 
силы зависит от средней скорости и размеров поперечного се­
чения струи жидкости, формы и размеров преграды и ее рас­
положения по отношению к струе.

Указанное явление наблюдается на практике довольно часто, 
например при ударе струи жидкости о лопатки активных гидрав- g 
лических турбин и водяных колес, ударе струи, вытекающей из 
брандспойта, ударе волны о стенку набережной, в процессе бу­
рения нефтяных скважин и др. Определение силы давления 
струи весьма важная практическая задача.

Рассмотрим общий случай удара струи жидкости о симмет­
ричную по отношению к струе неподвижную преграду, имею­
щую вид цилиндрической криволинейной поверхности (рис. 5 .2 0 ).

После удара струя растекается в противоположные стороны 
под углами а к оси х, причем вследствие симметрии скорости и 
расходы в обоих направлениях можно считать одинаковыми. 
Выделим в струе некоторый объем жидкости, ограниченный се­
чениями 1-1, 2-2 и 3-3. Пусть через весьма малый промежуток 
времени этот объем переместится в некоторое новое положение 
с граничными сечениями 1'-Г, 2'-2' и З'-З'.

Для определения силы давления воспользуемся известной 
теоремой теоретической механики о проекции количества движе- I
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ния, в соответствии с которой изменение за время At проекции 
количества движения движущегося тела на ось s равно сумме 
проекций импульсов действующих на него сил Р, за тот же про­
межуток времени:

A (mv)s = 2  (PiAt)s.
Поскольку количество движения средней части рассматри­

ваемых объемов жидкости, ограниченной сечениями 1'-Г, 2-2, 
3-3, при установившемся движении остается неизменным, его ис­
комое изменение можно найти как разность количеств движений 
объемов, ограниченных сечениями 2-2 и 2'-2', 3-3 и З'-З', и объ­
ема 1-1, 1'-1'. Обозначим массы жидкости в этих объемах 
т и т 2, т 3, средние скорости в сечениях 1-1, 2-2 и 3-3 соответ­
ственно Vi, v2, t>3 и примем 
за ось проекций горизонталь­
ную ось х, совпадающую 
:С осью симметрии.
| Для нахождения проекции 
изменения количества движе­
ния на эту ось достаточно 
спроектировать на нее векторы х 
количеств движения объемов, 
ограниченных сечениями 1-1 и 

2-2 и 2'-2', 3-3 и З'-З'.
Получим

A (mv)x = m2v2 cos а  +
m3v3 cos а —mlv1. Рис. 5.20

Ввиду того, что в рассматриваемом случае /п2 = т 3 и v2 = v3, 
полученное выражение можно переписать следующим образом:

A (mv)x — 2m2v2 cos а —т ^ .

Перейдем теперь к определению суммы проекций импульсов 
сил, действующих на струю за тот же промежуток времени. 
В выражение для этой суммы войдет проекция импульса только 
одной силы — силы реакции поверхности * R. Она равна искомой 
силе давления Р струи на поверхность и как реактивная сила 
направлена в обратную сторону, т. е. по горизонтали справа 
налево. Импульс указанной силы проектируется на ось х в на­
туральную величину со знаком минус. Поэтому 2  (Pi&t)x = —RAt 
и, следовательно,

2m2v2 cos а — =  — RAt.

* Остальные силы либо взаимно уравновешиваются и не дают состав­
ляющей на ось проектирования (силы гидродинамического давления, атмо­
сферное давление), либо настолько малы по сравнению с кинетической энер­
гией струи, что ими можно пренебречь (силы тяж ести).
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Имея в виду постоянство расхода жидкости и пренебрегая 
гидравлическими сопротивлениями, что в данном случае вполне 
допустимо, можно принять mi = 2 m2 и Vi = v2. Тогда вместо по­
лученного выше уравнения имеем

RAt = т . (1 — cos а).
Выразим далее массу жидкости через расход mx = pQAt. При 

этом RAt=pQ vi(l—cos а) А; и # = pQui(l—cos а ).
Отсюда, вследствие того, что 

Q = vlfu где /1 — площадь сечения 
струи, окончательно получаем об­
щее выражение для определения 
силы реакции поверхности или 
равной ей и противоположно на­
правленной силы давления струи 
жидкости

P = pwi/1(l — cos а). (5.31)
Если преградой является пла­

стинка, расположенная нормаль­
но к оси струи (рис. 5.21), то а  = 90°, cosa = 0 и сила давления 
струи

P = pvlfi- (5-32)
В случае, когда преграда расположена в непосредственной 

близости к отверстию, в формулу (5.31) удобно подставить вы-

ОС=л/2

Рис. 5.21

ражение для скорости истечения =  ф ]/ 2gH> где ф — коэффи­
циент скорости, который в ряде случаев приближенно можно 
принять равным единице. Тогда для силы давления получаем 

P = 2pgf1H. (5.33)

Отсюда видно, что сила давления струи жидкости сечением fь 
вытекающей из отверстия под напором Н на расположенную 
нормально к ней пластинку, оказывается в 2 раза больше гидро­

статического давления жидкости рgftH на ту же площадь fi при 
той же глубине ее погружения Н под свободной поверхностью.

Если преграда (рис. 5.22) представляет собой криволиней­
ную поверхность, отклоняющую набегающую струю жидкости на 
180° (такую форму имеют лопатки активных гидравлических 
турбин), то сила давления струи
I  Р = 2pV\h (5.34)

превышает гидростатическое давление в 4 раза.
Рассмотрим также препятствие в виде пластинки, установ­

ленной под углом а к оси струи (рис. 5.23). В этом случае, 
обычно называемом косым ударом, сила давления струи на пла­
стинку в направлении действия струи

P = pu?/isin2a . (5.35)
Нормальное же давление

I PN = sin a . (5.36)

§ 62. ГИДРОМОНИТОРНЫЕ ДОЛОТА

Явление ударного воздействия струи жидкости на преграду 
используется в нефтяном деле при бурении нефтяных и газовых 
скважин. Как указывалось выше, промывочная жидкость, посту­
пающая в скважину по колонне бурильных труб, выходит на за­
бое из промывочных отверстий долота. Поскольку размеры этих 
отверстий весьма малы, струи вытекающей жидкости приобре­
тают здесь значительную скорость, смывают с поверхности за­
боя обломки разбуренной породы, а при бурении в мягких поро­
дах и породах средней крепости могут также разрушать их.

Эффективность динамического воздействия струи на породу 
может быть значительно повышена, если снабдить промывочные 
отверстия насадками. Применение наиболее совершенных с гид­
равлической точки зрения насадков с закругленными входными 
кромками, конических сходящихся, коноидальных позволяет по­
лучать весьма высокие значения коэффициента расхода ц = 
=0,94—0,95 (в отдельных случаях до 0,98), хорошую компакт­
ную струю и, как следствие этого, существенно увеличивает силу 
ее ударного воздействия. Так как в подобных долотах исполь­
зуется гидромониторный эффект (разрушение породы струей 
жидкости), их обычно называют гидромониторными.

При истечении жидкости из насадков гидромониторных до­
лот наблюдаются следующие явления. Струя жидкости вытекает 
*3 насадка параллельными струйками и с большой скоростью 

одит в массу промывочной жидкости, находящейся на забое и 
полняющей все межтрубное пространство. При этом струя ув- 
кает с собой окружающие частицы жидкости и, претерпевая 

УЩественные изменения, принимает коническую форму, посте-
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рогеологических и гидрометрических изысканиях. Известное при­
менение имеют водосливы в нефтяной промышленности, подоб­
ные им устройства встречаются, например, в некоторых установ­
ках для переработки нефти.

Водосливы классифицируют по ряду признаков. В зависимо­
сти от формы сливного порога, называемого гребнем водослива, 
различают следующие основные типы водосливов:

1) с тонкой стенкой или острой кромкой (рис. 5.27);

1/у ЦМ  

7V7Z7,У/

V 7

Рис. 5.27 Рис. 5.28

2) с широким порогом (рис. 5.28); на таком пороге устанав­
ливается почти параллельноструйное течение жидкости;

3) практического профиля (рис. 5.29), имеющий криволиней­
ные очертания, соответствующие нижней поверхности струи 
жидкости при переливе через острый порог.

Области потока перед водосливом и после него называют со­
ответственно верхним и нижним бьефами.

По типу сопряжения струи с нижним 
бьефом водосливы разделяют на неза- 
топленные (см. рис. 5.27), когда уровень 
потока в нижнем бьефе непосредственно 
за водосливом не превышает гребня по­
рога водослива, и затопленные (рис. 
5.30), когда этот уровень выше гребня 
порога и его положение в нижнем 
бьефе существенным образом влияет на 
расход, пропускаемый через водослив.

Если длина гребня водослива меньше ширины преграждае­
мого потока, то в зависимости от формы выреза в преграждаю­
щей стенке водослив может быть прямоугольным, треугольным, 
трапецеидальным, параболическим. Наконец, в зависимости от 
соотношения между длиной водослива и шириной потока перед 
ним различают водосливы без бокового сжатия и со сжатием. 
Боковое сжатие отсутствует, если длина гребня водослива совпа­
дает с шириной потока.

Основной задачей при гидравлическом расчете водослива яв­
ляется определение расхода жидкости, протекающей через него. 
Рассмотрим под этим углом зрения прямоугольный водослив
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Рис. 5.29

г тонкой стенкой без бокового сжатия (рис. 5.31). По мере при­
ближения к водосливу уровень свободной поверхности перед 
ним постепенно снижается и принимает форму кривой спада. 
Снижение уровня перестает быть практически заметным на рас­
стоянии от водослива (отсчитываемом против течения), равном 
примерно ЗН, где Я  — глубина погружения гребня водослива 
под неискаженным уровнем в верхнем бьефе. Эту величину на­
зывают напором на водосливе.

При исследовании работы водослива обычно исходят из ана­
логии между явлениями, наблюдаемыми при движении жидко­
сти через водослив и ее истечением из большого прямоугольного 
отверстия в тонкой боковой стенке с отсутствующим верхним

Я т —

Рис. 5.30

ребром, т. е. в условиях, когда переливающаяся струя не каса* 
ется верхней кромки отверстия. Подобная задача уже была ре­
шена в § 56. Там же для определения расхода была выведена 
формула (5.17).

Если при выводе указанной формулы принять Я 1 = 0, a Яг 
заменить Я , что соответствует случаю водослива, то пределы 
интегрирования при учете скорости подхода будут равны: верх­
ний предел — H +v02/2g, нижний v02/2g и формула (5.17) при­
мет вид

Q =  -f(x6 V I g [{Н +  v l!2g f2-  {v20/2g)312] , (5.39)
. ... ■ О

где b — ширина порога водослива (ширина отверстия); Я  — на­
пор над порогом водослива (высота отверстия); v0 — скорость 
подхода к гребню водослива.

Пренебрегая здесь вторым слагаемым в квадратных скобках 
ввиду его относительной малости, вводя коэффициент а, учиты­
вающий неравномерность распределения скоростей, и выражая 
/з ц через m (коэффициент расхода водослива), вместо фор­

мулы (5.39) получаем:

Q = mbV2g [H +  avl/2gf12. (5.40)
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Если не учитывать скорость подхода (и0 = 0), будем иметь
Q = mb V2g  Я32. (5.40')

Коэффициент расхода водослива т  определяется опытным 
путем и для рассматриваемого водослива зависит от напора Я  
и высоты водосливного порога Р.

Для незатопленных водосливов различных типов этот коэф­
фициент имеет следующие средние значения:

Водослив с тонкой стенкой ....................................................................0,42
Водослив с широким порогом:

со срезанной входной гранью .......................................................... 0,37
с закругленным входным ребром ......................................................0,35
с острым входным ребром .................................................................... 0,32

Водослив практического профиля:
плавного очертания ...................................................................................0,45
неплавного очертания ..............................................................................0,40

Для других водосливов коэффициент расхода зависит также 
от формы порога, бокового сжатия и характера сопряжения 
струи с нижним бьефом. Для его определения имеются специ­
альные формулы.

, ™

W
Рис. 5.32 Рис. 5.33

Для измерения расхода жидкости часто используют трапе­
цеидальный и треугольный водосливы с тонкой стенкой. Расход 
жидкости в трапецеидальном водосливе (рис. 5.32) определяется 
по формуле

Q = m (6 +  0,8 tg в Я )Я 3/V % .  (5.41)

где 0 — угол наклона боковой стенки; b — ширина водослива по­
низу; т  — коэффициент расхода, определяемый опытным путем.

При значении tg  0 = 0,25 (уклон боковой стенки) трапеце­
идальный водослив обладает свойством постоянства коэффи­
циента расхода (тп=0,42) при изменении напора Я. В таком 
виде его обычно применяют для измерения расхода. В этом 
случае

Q= 1.866Я32. (5.42)
Для водослива треугольной формы (рис. 5,33)

Q = mH512 tgQVW - (5.43)
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Наибольшее применение имеет треугольный водослив с вы­
резом в форме прямоугольного треугольника (20 = 90°). Обычно 
его используют для измерения сравнительно небольших расхо­
дов жидкости. Для такого водослива

Q= 1,343Я2'47. (5.44)

Следует иметь в виду, что все приведенные в настоящем па­
раграфе данные относятся к случаям перелива через водослив 
воды, характеризующимся обычно весьма большими значениями 
числа Рейнольдса. При малых значениях Re (например, при пе­
ретекании через водослив жидкостей повышенной вязкости) ко­
эффициент расхода водослива т  оказывается зависимым не 
только от типа водослива и условий его работы, но и от числа 
Рейнольдса. Имеющиеся по этому вопросу сведения весьма 
скудны и здесь не рассматриваются.
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ГЛАВА ШЕСТАЯ 

ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ В ТРУБОПРОВОДАХ

§ 64. НАЗНАЧЕНИЕ И КЛАССИФИКАЦИЯ ТРУБОПРОВОДОВ

В современной технике применяются трубопроводы для пере­
мещения разнообразных жидкостей (воды, нефти, глинистых 
растворов и др.), изготовляемые из различных материалов (ме­
талл, бетон, дерево). Наряду с трубопроводами самых незначи­
тельных размеров (капилляры), используемыми в лабораторной 
технике и контрольно-измерительной аппаратуре, имеются маги­

стральные трубопроводы протя- 
а женностью в сотни километров и

А в диаметром в несколько метров.
5  *" В зависимости от геометриче-
А ской конфигурации и способов

гидравлического расчета разли­
чают простые и сложные трубо- 

Рис. 6.1 проводы.
П р о с т ы м  называют трубо­

провод, состоящий из одной ли­
нии труб, не имеющий боковых ответвлений, т. е. трубопровод 
с одинаковым расходом на всем пути движения жидкости от 
места ее забора А до пункта потребления В. Такой трубопро­
вод может быть выполнен из труб одного диаметра по всей 
длине (рис. 6. 1, а) или из участков труб различных длины и 
диаметра (рис. 6 .1 ,6). Последний случай является примером 
последовательного соединения.

С л о ж н ы м  называют трубопровод, состоящий из основной 
магистрали и ряда отходящих от нее ответвлений. Сложные тру­
бопроводы подразделяются на следующие основные виды:

а) параллельные, когда к основной магистрали М парал­
лельно подключены одна или несколько труб (рис. 6 .2 );

б) разветвленные, в которых жидкость из магистрали М по­
дается в боковые ответвления; обратно в магистраль она не по­
ступает (рис. 6 .3 ) ;

в) кольцевые, представляющие собой замкнутую сеть 
(кольцо), питаемую от основной магистрали М (рис. 6.4).

В сложных трубопроводах различают транзитный расход, пе­
редаваемый по магистрали, и путевой (или попутный), отбирае­
мый из магистрали в ряде промежуточных точек по пути дви­
жения жидкости.

Расход называется сосредоточенным, если точки отбора на­
ходятся на значительном расстоянии одна от другой, и непре- 
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рывным, если эти точки расположены очень близко одна от

Д̂ Будем также различать трубопроводы напорные и безнапор­
ные. В напорных жидкость находится под избыточным давле­
нием и полностью заполняет все поперечное сечение. Безнапор­
ные трубопроводы работают неполным сечением и характеризу­
ются наличием свободной поверхности, обычно подверженной 
атмосферному давлению.

а J
м ”  t

7

Рис. 6.2 Рис. 6.3 Рис. 6.4

§ 65. ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ Д Л Я  РАСЧЕТА ТРУБОПРОВОДОВ

Для расчета трубопроводов исходным является уравнение 
Бернулли (см. § 26), из которого следует, что разность значений 
напора Hi в сечении 1-1 и Н2 в сечении 2-2 затрачивается на 
преодоление гидравлических сопротивлений при движении жид­
кости на участке между этими сечениями. Таким образом,

AH^Hx—H ^ ^ h i.2 ,
где

21 ̂ 1-2 = 2  ̂ тр +  2  ̂ М.п-
При этом потери напора на трение по длине определяются по 

формуле Дарси — Вейсбаха (4.14) или (главным образом, при 
расчетах некруглых труб) по выражению (4.10).

Местные потери напора учитывают по формуле (4.100).
Значения коэффициента А. находят по соответствующим фор­

мулам, приведенным в § 45. Коэффициенты местных сопротив­
лений £ устанавливают на основании данных, приведенных 
в § 49; они могут быть также заменены эквивалентными дли­
нами.

В дальнейшем мы встретимся с различными видоизмене­
ниями расчетных формул.

Вспомним выражения для коэффициента к, данные в § 45. 
Их можно ^представить, как будет показано дальше, в общем 
виде единой формулой, что весьма удобно для инженерных рас­
четов:

При ламинарном режиме
A. = 64/Re = ax/Re. (6 .1)
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Особенно опасен гидравлический удар в длинных трубопрово­
дах, в которых движутся значительные массы жидкости с боль­
шими скоростями. В таких случаях, если не принять предупре­
дительных мер, гидравлический удар может привести к по­
вреждению мест соединения отдельных труб (стыки, фланцы, 
раструбы), разрыву стенок трубопровода, поломке насосов.

Чтобы выяснить явления, происходящие при гидравлическом 
ударе, рассмотрим горизонтальный трубопровод постоянного диа­
метра, по которому со средней скоростью v движется жидкость. 
Если быстро закрыть установленную на таком трубопроводе за­
движку, то слой жидкости, находящийся непосредственно у за­
движки, должен будет остановиться, а давление — увеличиться 
(вследствие перехода кинетической энергии в потенциальную 
энергию давления). Так как жидкость сжимаема, то остановка 

всей ее массы в трубопроводе не про­
исходит мгновенно. Граница объема, 
включающего в себя остановившуюся 
жидкость, перемещается вдоль трубо­
провода с некоторой скоростью с, на­
зываемой скоростью распространения 
волны давления.

Рассмотрим (рис. 6.24) прилежа­
щую к задвижке часть объема жид­

кости Fcdt=Fds (где F — площадь сечения трубы). За время 
dt этот объем, остановившись, потеряет количество движения 
р Fdsv.

Обозначим давление у задвижки до ее закрытия ро, а давле­
ние, возникшее после остановки,— ро+Ар и, пользуясь теоремой 
количества движения, найдем разность давления А р. Импульс 
силы, действовавшей в течение времени dt, равен ApFdt. При­
равнивая его к изменению количества движения за это же 
время, получаем:

A pFdt =  рEdsv,
откуда с учетом того, что ds/dt = c, после сокращения на F, по­
лучаем известную формулу Н. Е. Жуковского:

Ар = pew, (6.37)

по которой определяется повышение давления при гидравличе­
ском ударе.

Затем останавливается ближайший к первому — второй 
слой жидкости, на который давят следующие слои, и т. д. Та­
ким образом, постепенно повышенное давление, возникшее пер­
воначально непосредственно у  задвижки, распространяется по 
всему трубопроводу против течения жидкости со скоростью с.

Если давление в начале трубопровода сохраняется неизмен­
ным (как например, в случае, когда трубопроводом заби р ается 
вода из открытого бассейна с большой площадью поверхности),
224
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Рис. 6.24

то после достижений ударной волной начального сечения трубы 
начнется обратное перемещение ее с той же скоростью с. При­
чем это будет волна понижения давления. Одновременно 
в трубе возникает движение жидкости по направлению к на­
чальному сечению. По достижении ударной волной сечения 
у задвижки давление здесь падает и становится ниже первона­
чального давления до удара. После этого начинается перемеще­
ние ударной волны, но уже волны понижения давления в на­
правлении к началу трубопровода. Циклы повышения и пони­
жения давления будут чередоваться через промежутки времени, 
равные времени двойного пробега ударной волной участка тру­
бопровода от задвижки до начала трубопровода.

Таким образом, при гидравлическом ударе жидкость, нахо­
дящ аяся  в трубопроводе, будет совершать колебательные дви- 
кжения, которые из-за гидравлических сопротивлений, погло­
щающих первоначальную энергию жидкости на преодоление 
■трения, будут затухающими. Скорость распространения удар­
ной волны зависит от рода жидкости, материала трубы, ее диа­
метра, толщины стенок и определяется следующим выраже­
нием, получаемым из условия равенства между кинетической 
энергией жидкости, движущейся в трубопроводе, и суммой ра­
бот - -  сжатия жидкости и растяжения трубы:

> -у т о ( / Н ~ £ (6.38)

Здесь К — модуль упругости жидкости, т. е. величина, обратная 
коэффициенту сжимаемости; р — плотность жидкости; Е — мо­
дуль упругости материала трубы; d, 6 — внутренний диаметр 
и толщина стенки трубы.

Если считать материал трубы абсолютно неупругим (Е =
— оо ,), выражение (6.38) примет вид
I с=у~щ
и скорость распространения ударной волны будет равна скоро­
сти распространения звука в жидкости.

Значения модуля упругости Е, Па
Сталь ...............................................................................2 -1011
Ч угун  ........................................................................................... ................. Ы О и
Бетон .............................................................................. 2-1010
Дерево .............. ............................................................ 1-1010
Свинец ........................................................................... 2-107—

■  —5-10»
Для воды скорость (в м/с) распространения ударной волны 

может быть подсчитана по формуле
I 0 = 9900/]/48,3 + ad/б, (6.39)
где а — безразмерный коэффициент (для стали и железа а = 
= 0,5, для чугуна и меди а= 1, для свинца a = 5).
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§ 70. ЗАДАЧА О ТРЕХ РЕЗЕРВУАРАХ

Рассматриваемая задача часто встречается в инженерной 
практике и с гидравлической точки зрения представляется 
весьма интересной. Заключается она в определении направле­
ния течения и расходов жидкости в системе, состоящей из трех 
резервуаров, которые расположены на разных высотах и соеди­
нены трубопроводами, сходящимися в одной общей точке 
(рис. 6.18—6.20).

Для решения задачи используем графоаналитический метод, 
основанный на применении гидравлических характеристик. 
В данном случае этот метод оказывается наиболее простым и 
наглядным и вместе с тем дает достаточно точное решение. 
Будем считать известными высотные отметки уровней жидкости 
в резервуарах А, В и С (геометрические напоры 2д, zB, Z c), от­
метку точки Е (напор Ze ) ,  диаметры (du d2t d$) и длины (L\, 
L2, L3) отдельных участков трубопроводов.

Анализ показывает, что в зависимости от соотношений 
между напорами, диаметрами и длинами участков, возможны 
следующие основные схемы работы такой гидравлической си­
стемы:

1 схема — резервуар А питает резервуары В и С;
2 схема — резервуары А и В питают резервуар С;
3 схема — резервуар А питает резервуар С, резервуар В не 

работает.
1 схема (см. рис. 6.18). Решение выполняется в следующем 

порядке. Строятся (с учетом высотных отметок) гидравличе­
ские характеристики участков 2 и 3*. Поскольку эти участки 
работают параллельно, их суммарная характеристика (кривая 
2+3) находится сложением абсцисс этих кривых при постоян­
ных ординатах.

Затем строится характеристика участка 1. Здесь следует 
принять во внимание, что резервуар А — питающий и создавае­
мый им в системе активный напор с увеличением расхода 
уменьшается. Поэтому для построения этой кривой вычислен­
ные потери напора на участке 1 следует вычитать из значения 
начального напора в резервуаре Д.

Точка пересечения построенных таким образом характери­
стик 2+ 3  и 1 (точка а) определяет суммарный расход жидко­
сти Qb+Qc, поступающий из резервуара А в резервуары В и 
С. Если провести затем через эту точку горизонтальную пря- 

. мую до пересечения с характеристиками 2 и 3 (точки б и с ) ,  
можно найти раздельно расходы Qb и Qc.

2 схема (см. рис. 6.19). При работе по этой схеме следует 
учесть, что резервуары А и В, питающие и участки 1 и 2, рабо­
тают параллельно. Соответственно строятся характеристики

* Точнее, 'кривые зависимости напора в узловой точке Е от расходов. Рис. 6.20
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ЭТИХ участков — кривые 1 и 2 и Их суммарная характеристика 
1 Л-2.

Точка пересечения кривой 1 + 2 с характеристикой участка 3 
(точка а) аналогично предыдущему дает суммарный расход 
Qa + Qb, поступающий в данном случае в резервуар С из резер­
вуаров А и В. Точки b и с — пересечения горизонтальной пря­
мой, проведенной через точку с, с характеристиками 1 я 2 опре­
деляют по-прежнему расходы на участках / и 2, т. е. QA и QB.

3 схема (см. рис. 6.20). В этом случае точка а (пересечения 
характеристик участков 1 и 3) располагается на уровне сво­
бодной поверхности жидкости в резервуаре В. Это значит, 
расход на участке 2 равен нулю и вся жидкость из резервуара 
А подается только в резервуар С: QA = Qc-

§ 71. СИФОННЫЕ ТРУБОПРОВОДЫ

Сифонным называют такой самотечный трубопровод, часть 
которого располагается выше уровня жидкости в сосуде (ре­
зервуаре), из которого происходит подача жидкости. Простей­

шая схема сифонного трубо­
провода (сифона) может быть 
представлена в виде изогну­
той, опрокинутой {/-образной 
трубы, соединяющей сосуды А 
и В (рис. 6.21). Движение 
жидкости в трубе из верхнего 
сосуда в нижний осуществля­
ется за счет разности уров­
ней A z.

Сифонные трубопроводы 
имеют весьма широкое приме­
нение на практике. Их ис­
пользуют, например, в каче­

стве водосбросов гидротехнических сооружений, для слива неф­
тепродуктов из цистерн, опорожнения водоемов, применяют при 
прокладке водоводов через возвышенности и др.

Для приведения сифона в действие из него необходимо пред­
варительно удалить воздух и создать в нем первоначальное 
разрежение. Обычно это достигается путем отсасывания воз­
духа воздушным насосом из верхней части сифона. Благодаря 
создаваемому разрежению жидкость из сосуда А поднимается 
по левой всасывающей ветви сифона и перетекает в расположен­
ный ниже сосуд В. В других случаях пуск осуществляется за­
полнением сифона жидкостью извне, например водой из водо­
провода, включением в сифонный трубопровод самоизливаю- 
щейся фонтанирующей скважины и т. д. Приведенный таким 
образом в действие сифон при надлежащей плотности стыков 
труб продолжает работать как трубопровод и обеспечивает бес­
перебойное перетекание жидкости из одного сосуда в другой.
9 1 8
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Рис. 6.21

Из сказанного следует, что сифонный трубопровод представ­
ляет собой трубопровод, работающий под разрежением (ва­
куумом). Разрежение вызывает выделение из движущейся 
жидкости растворенного в ней воздуха. При значительном раз­
режении может происходить испарение самой жидкости. По­
этому для нормальной работы сифонного трубопровода необхо­
д и м о , чтобы минимальное давление в нем, соответствующее наи­
большему разрежению, не снижалось до такого давления, при 
котором начинается выделение паров жидкости, ибо их наличие 
неизбежно повлечет за собой разрыв столба жидкости и, сле­
довательно, срыв работы всего сифонного устройства (выпол­
нение этого условия является обязательным вообще для всех 
трубопроводов, находящихся под вакуумом, в частности для 
всасывающих трубопроводов насосных установок).
1  Гидравлический расчет сифонных трубопроводов принципи­
ально ничем не отличается от расчета обычных трубопроводов. 
Так, для сифонного трубопровода, работающего по схеме, изо­

браженной на рис. 6 .2 1 , как и в задаче о простом трубопроводе, 
составляется уравнение Бернулли для сечений а-а и b-b, совпа­
дающих со свободными поверхностями жидкости в сосудах 
А и В:

гл +  ^ -  +  4 — ^  +  ^ -  + т - + ^ л - з .  А pg 2g в  рg  2 g

Если пренебречь скоростными напорами, это уравнение при­
мет вид

АЯ = Az = —гв =  h h A_B.

Расход определяется по уравнению

Q = \iJV2gAH, 
а в случае, когда местными потерями можно пренебречь,

Q = JC /C T Z .
Если сифонный трубопровод является разветвленным, пи­

таемым от нескольких источников, гидравлический расчет про­
изводят как для обычного разветвленного трубопровода и осо­
бых трудностей здесь не возникает.

Следует иметь в виду, что вследствие влияния воздуха, вы­
деляющегося из жидкости и движущегося вместе с ней по си­
фону в виде мелких пузырьков, потери напора, вычисленные по 
обычным формулам гидравлики, всегда оказываются несколько 
Меньше действительных. Поэтому при значительной длине си­
фонного трубопровода потери напора рекомендуется определять 
по специальным формулам, как для двухфазной жидкости 
(смесь жидкости и пузырьков воздуха) или увеличивать потери 
Напора, вычисленные обычным путем, примерно на 15—20%.



Давление в сифонных трубопроводах проверяют также по 
обычным уравнениям гидравлики. Давление в любом сечении, 
например в сечении х-х (см. рис. 6 .2 1 ) , можно определить пу­
тем составления уравнения Бернулли для этого сечения и сече­
ния, совпадающего со свободной поверхностью жидкости в со­
суде А. Имеем

Рg 2g рg ^  2g ^  в-х

Отсюда находим

pjpg  =  p jp g  +  v2Al2g—zx—vl/2g— 2  ha.x,
или, пренебрегая скоростными напорами ввиду их малости по 
сравнению с другими величинами, получаем

p jpg  =  P jP S -Z x— 2 Л а.х. (б-ЗЗ)
Обязательным является определение давления в наиболее 

высоко расположенной части сифонного трубопровода, где, как 
правило, разрежение наибольшее. Для уменьшения разрежения 
в указанных сечениях может оказаться целесообразным увели­
чить сопротивление в нисходящей части сифона, например, 
путем установки задвижки за этими сечениями. При этом сле­
дует иметь в виду, что введение задвижки одновременно вызо­
вет некоторое снижение расхода жидкости.

Д ля определения минимально допустимого давления в каж ­
дом отдельном случае необходимо учитывать максимально воз­
можную температуру жидкости, минимальное барометрическое 
давление в месте сооружения сифона и упругость паров движу­
щейся по сифону жидкости в зависимости от температуры.

Теоретически для нормальной работы сифонного трубопро­
вода (как и всасывающих трубопроводов насосных установок) 
необходимо, чтобы минимальное давление в нем было всегда 
выше давления насыщенных паров жидкости при данной темпе­
ратуре:

PmJ p g > A t, (6.34)

где Pmin — минимальное давление в сифоне; р — плотность жид­
кости; At — давление насыщенных паров жидкости (At—py/pg)-

Практически при расчетах рекомендуется назначать значе­
ние минимального давления значительно больше, во всяком слу­
чае для воды не менее 0,02—0,03 МПа при нормальных ус­
ловиях.. Указанному значению, как это следует из уравнения
(6.33), отвечает наибольшая возможная высота расположения 
наивысшей точки сифона над свободной поверхностью ж и дко ­
сти в верхнем сосуде (так называемая высота всасывания), 
равная примерно 7 м.

Ц  Весьма наглядным и удобным для проверки давления в си­
фоне является графический прием, заключающийся в построе­
нии пьезометрической линии. Пусть дан продольный профиль 
сифонного трубопровода одного диаметра по всей длине без ме­
стных сопротивлений (рис. 6.22). На свободной поверхности 
жидкости в водоемах давление известно, оно равно атмосфер­
ному. Изобразим соответствующие этому давлению пьезометри­
ческие напоры p jpg  вертикальными отрезками Аа в начале си­
фона и ВЬ — в конце.
. Так как падение напора 
вдоль трубопровода проис­
ходит по прямой линии 
(/*= const), соединим концы 
этих отрезков прямой ab, 
которая представляет собой 

■изометрическую линию.
Отложим затем в началь­
ном сечении сифона отрезок 
аа\, соответствующий уп­

ругости паров жидкости At, 
и проведем на этом рас­
стоянии от пьезометриче­
ской линии прямую ахЬь параллельную линии ab. Из изложен­
ного очевидно, что условие (6.34), необходимое для нормаль­
ной работы сифонного трубопровода, будет, удовлетворяться 
только в том случае, если прямая а\Ь\ не пересечет профиль 
трубопровода.

§ 72. КАВИТАЦИЯ

Кавитацией (от латинского слова «кавитас» — полость) на­
зывается образование в движущейся жидкости полостей, запол­
ненных паром или воздухом (газом). Кавитация возникает 
в тех случаях, когда давление в каких-либо местах потока па­
дает настолько, что становится ниже давления насыщения, т. е. 
давления, соответствующего кипению жидкости при данной 
температуре.

Явление кавитации можно наблюдать, например, во всасы­
вающих линиях насосных установок и сифонных трубопроводах, 
гДе ее появление обусловливается геометрической конфигура­
цией и принципом действия самого трубопровода, основная 
часть которого находится под давлением ниже атмосферного. 
Кавитация может возникать такж е при работе быстроходных 
гидравлических турбин, центробежных насосов и гребных вин­
тов. В таких случаях ее причиной является возникновение боль­
ших местных скоростей, ведущих к снижению давления. Если 
пРи этом давление оказывается ниже давления насыщенных 
паров, в соответствующих местах потока начинается бурное ис­
парение жидкости; последняя начинает кипеть, и в ней образу­

а
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ются кавитационные полости, состоящие из пузырьков пара. 
Если при дальнейшем движении потока давление в нем повы­
шается, происходит конденсация пара, обычно сопровождаемая 
резким треском, и кавитационные полости смыкаются. Возник­
новению кавитации значительно способствует наличие в жидко­
сти пузырьков воздуха или растворенных газов.

Во многих местных сопротивлениях в результате значитель­
ного увеличения скорости при сужении потока и последующем 
его расширении также могут возникать кавитационные явления. 
Рассмотрим с этой точки зрения условия протекания жидкости 
через короткий патрубок переменного сечения с горизонтальной 
осью (рис. 6.23). Как следует из уравнения Бернулли, состав­

ленного без учета сопротивлений для 
двух крайних сечений суживающейся ча­
сти такого трубопровода, pilpg+vi/2g= 
■=p2lp g + v ll2g, давление в наиболее 
сжатой его части

Рис. 6.23
где v\, v2— средние скорости в началь­
ном Fx и конечном F2 сечениях.

В том случае, когда Fx значительно больше F2, a pi незна­
чительно, давление р2 в суженном сечении может оказаться 
ниже давления насыщения. Как показывает опыт, за этим се­
чением основная масса жидкости движется в виде свободной 
струи, сопровождаемой по бокам пенообразной смесью, состоя­
щей из пузырьков пара и жидкости. Дальше в каком-то сече­
нии происходит внезапное замедление движения и жидкость 
полностью заполняет все сечение. Здесь давление повышается, 
образовавшиеся ранее пузырьки пара сталкиваются и конден­
сируются.

Кавитационные явления приводят к заметному увеличению 
коэффициентов местных сопротивлений и, следовательно, мест­
ных потерь напора. Кавитационные свойства местных сопротив­
лений определяют по так называемому числу кавитации:

*  =  2 (рх—Ркр)/Ру1> (6-35)
где рь г>1 — давление и скорость перед местным сопротивле­
нием; рКр — минимальное давление, при котором во зн и кает ка­
витация (обычно оно равно давлению насыщения).

Бескавитационные условия работы местного сопротивления 
в этом случае обеспечиваются тогда, когда подсчитанные по вы­
ражению (6 .3 5 ) числа кавитации оказываются меньше критиче­
ского значения: х < х кр, определяемого опытным путем.

Для местных сопротивлений, вызывающих изменение скоро­
сти движения жидкости (сужение и расширение потока), кри-

; тическое значение Числа кавитации можно приближенно найти 
по формуле

Икр = £ +  2 УТ", (6.36)
где Z — коэффициент местного сопротивления в бескавитацион- 
ном режиме.

В современных гидравлических турбинах, центробежных на­
сосах, гребных винтах, обычно работающих при большой ча­
стоте вращения вала, в отдельных местах рабочих лопаток и 
лопастей создаются значительные скорости движения жидко­
сти, также способствующие возникновению кавитации.

Кавитация оказывает очень вредное действие на работу этих 
установок, вызывает недопустимо большие их колебания, уве­
личивает потери энергии на трение, т. е. снижает коэффициент 

мюлезного действия и, что наиболее опасно, приводит к разъ­
еданию металла.
I Разъедание металла вследствие кавитации (кавитационная 
эрозия) обычно наблюдается в тех местах потока, где происхо­
дит повышение давления, сопровождающееся столкновением 
пузырьков пара и его конденсацией. При этом вследствие мгно­
венных, быстро чередующихся процессов сжатия отдельных пу­
зырьков возникают большие местные импульсивные давления 
(в несколько сот и даж е тысяч атмосфер), приводящие к весьма 
коротким и интенсивным ударам, разрушающим металл (сна­
чала выкрашиваются его зерна с поверхности, затем процесс 
разрушения быстро распространяется вглубь). К этим чисто 
механическим ударным действиям часто присоединяются хими­
ческие воздействия на металл выделяющегося из жидкости воз­
духа, обогащенного кислородом, а в отдельных случаях и элек­
тролитические воздействия. В результате всех этих явлений, 
особенно если кавитация длится продолжительное время, про­
исходит разъедание металла: он на большую глубину прини­
мает губчатую структуру.

Чтобы предотвратить появление кавитации, лопатки и лопа­
сти проектируют в форме слабо изогнутых профилей со скруг­
ленными входными и заостренными выходными кромками, при­
меняют для их изготовления особые стойкие против коррозии 
материалы (например, стали с добавкой хрома и никеля), тща­
тельно обрабатывают их поверхности.

§  73. ГИ ДРАВЛИ ЧЕСКИЙ УДАР В ТРУБАХ

Под гидравлическим ударом понимают резкое повышение 
Давления в трубопроводах при внезапной остановке движу­
щейся в них жидкости. Гидравлический удар происходит, на­
пример, при быстром закрытии различных запорных приспособ­
лений, устанавливаемых на трубопроводах (задвижка, кран), 
внезапной остановке насосов, перекачивающих жидкость, и др.
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Особенно опасен гидравлический удар в длинных трубопрово­
дах, в которых движутся значительные массы жидкости с боль­
шими скоростями. В таких случаях, если не принять предупре­
дительных мер, гидравлический удар может привести к по­
вреждению мест соединения отдельных труб (стыки, фланцы, 
раструбы), разрыву стенок трубопровода, поломке насосов.

Чтобы выяснить явления, происходящие при гидравлическом 
ударе, рассмотрим горизонтальный трубопровод постоянного диа­
метра, по которому со средней скоростью v движется жидкость. 
Если быстро закрыть установленную на таком трубопроводе за­
движку, то слой жидкости, находящийся непосредственно у за­
движки, должен будет остановиться, а давление — увеличиться 
(вследствие перехода кинетической энергии в потенциальную 
энергию давления). Так как жидкость сжимаема, то остановка 

всей ее массы в трубопроводе не про­
исходит мгновенно. Граница объема, 
включающего в себя остановившуюся 
жидкость, перемещается вдоль трубо­
провода с некоторой скоростью с, на­
зываемой скоростью распространения 
волны давления.

Рассмотрим (рис. 6.24) прилежа­
щую к задвижке часть объема жид­

кости Fcdt=Fds (где F — площадь сечения трубы). За время 
dt этот объем, остановившись, потеряет количество движения 
р Fdsv.

Обозначим давление у  задвижки до ее закрытия р0, а давле­
ние, возникшее после остановки,— Ро+Ар и, пользуясь теоремой 
количества движения, найдем разность давления Др. Импульс 
силы, действовавшей в течение времени dt, равен ApFdt. При­
равнивая его к изменению количества движения за это же 
время, получаем:

A pFdt =  pEdsv,
откуда с учетом того, что ds/dt=c, после сокращения на F, по­
лучаем известную формулу Н. Е. Жуковского:

А р =  pcv, (6.37)

по которой определяется повышение давления при гидравличе­
ском ударе.

Затем останавливается ближайший к первому — второй 
слой жидкости, на который давят следующие слои, и т. д. Та­
ким образом, постепенно повышенное давление, возникшее пер­
воначально непосредственно у задвижки, распространяется по 
всему трубопроводу против течения жидкости со скоростью с.

Если давление в начале трубопровода сохраняется неизмен­
ным (как например, в случае, когда трубопроводом заби р ается  
вода из открытого бассейна с большой площадью поверхности),
224

то после достижения ударной волной начального сечения трубы 
начнется обратное перемещение ее с той же скоростью с. При­
чем это будет волна понижения давления. Одновременно 
в  трубе возникает движение жидкости по направлению к на­
чальному сечению. По достижении ударной волной сечения 
у задвижки давление здесь падает и становится ниже первона­
чального давления до удара. После этого начинается перемеще­
ние ударной волны, но уже волны понижения давления в на­
правлении к началу трубопровода. Циклы повышения и пони­
жения давления будут чередоваться через промежутки времени, 
равные времени двойного пробега ударной волной участка тру­
бопровода от задвижки до начала трубопровода.

Таким образом, при гидравлическом ударе жидкость, нахо­
дящаяся в трубопроводе, будет совершать колебательные дви­
жения, которые из-за гидравлических сопротивлений, погло- 
1щающих первоначальную энергию жидкости на преодоление 
Цгрения, будут затухающими. Скорость распространения удар­
ной волны зависит от рода жидкости, материала трубы, ее диа­
метра, толщины стенок и определяется следующим выраже­
нием, получаемым из условия равенства между кинетической 
энергией жидкости, движущейся в трубопроводе, и суммой ра­
бот — сжатия жидкости и растяжения трубы:

+  (6-38> 

Здесь К — модуль упругости жидкости, т. е. величина, обратная 
коэффициенту сжимаемости; р — плотность жидкости; Е — мо­
дуль упругости материала трубы; d, б — внутренний диаметр 
и толщина стенки трубы.

Если -считать материал трубы абсолютно неупругим (Е = 
= оо), выражение (6.38) примет вид
I' c^ V kip
и скорость распространения ударной волны будет равна скоро­
сти распространения звука в жидкости.

Значения модуля упругости Е, Па
Сталь ........................................................................................................... 2.10U

Ч угун  ............................................................................................  1 - 10й
Бетон ...........................................................................................................2-101»
Дерево ................... .................................................................................. 1-101°
Свинец ...................................................................................................... 2-107—

—5-10»
' Для воды скорость (в м/с) распространения ударной волны 
может быть подсчитана по формуле
| с = 9900/1/48,3 + ad/6 , (6.39)
где а — безразмерный коэффициент (для стали и железа а=  
= 0,5, для чугуна и меди а=  1, для свинца a = 5).
I 1/»8  З ак аз  № 1363 2  2 5
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В частном случае для обычных чугунных водопроводных 
труб приближенно можно принять A p = (l-f-l,4 ) v, где при v, 
выраженном в м/с, р получается в МПа.

Для борьбы с гидравлическим ударом на трубопроводах 
устанавливают разного рода устройства, увеличивающие время 
закрытия задвижек и кранов и тем самым смягчающие дейст­
вие удара. Безопасное время закрытия определяется по фор­
муле t3>2L/c, где L — длина трубопровода.

На магистральных трубопроводах устанавливают также ав­
томатически действующие предохранительные клапаны и воз­
душные колпаки. Они располагаются перед задвижками и 
играют роль своеобразных воздушных буферов, воспринимаю­
щих повышенное давление.

§  74. М АГИСТРАЛЬНЫ Е НЕФТЕПРОВОДЫ

Современные магистральные нефтепроводы представляют 
собой весьма сложные инженерные сооружения. Они являются 
связующим звеном между районами добычи и пунктом перера­
ботки и потребления нефти. В тех случаях, когда по трубопро­
водам перекачиваются продукты переработки нефти (бензин, 
керосин и др.), их принято называть нефтепродуктопроводами.

Нефтепроводы обычно работают в следующих режимах те­
чения:

ламинарном при перекачке очень вязких нефтей;
турбулентном в области «гидравлически гладких» труб при 

перекачке нефтей средней вязкости;
турбулентном в доквадратичной области смешанного трения 

при перекачке маловязких нефтей и светлых нефтепродуктов.
Автомодельная область турбулентного режима (квадратич­

ный закон сопротивления) в нефтепроводах обычно не наблю­
дается. В отдельных случаях приближенно считают, что при 
этом режиме могут перекачиваться светлые нефтепродукты. 
В действительности, как указывалось ранее, в автомодельной 
области работают водопроводы. Квадратичный закон использу­
ется также при расчете газопроводов.

Протяженность магистральных нефтепроводов определяется 
десятками и сотнями, а в отдельных случаях тысячами кило­
метров. Диаметры труб достигают 1200 мм и более, а объемы 
перекачки нередко составляют десятки тысяч тонн в сутки.

Магистральные нефтепроводы состоят из следующих основ­
ных объектов: насосных станций, резервуарных парков и линей­
ной части — собственно трубопровода.

Рассмотрим некоторые специфические особенности работы и 
гидравлического расчета магистральных нефтепроводов *.

* Особые случаи расчета нефтепроводов при перекачке по ним высоко- 
парафинистых нефтей рассматриваю тся в гл. 7.
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Гидравлический расчет начинают обычно с определения оп­
тимального диаметра трубопровода, обеспечивающего задан­
ный объем перекачки. Общие указания о решении этой задачи 
на основе технико-экономических соображений рассмотрены 
в § 66. Полученное значение диаметра округляют до ближай­
шего стандартного значения. При этом устанавливают также 
материал трубы и толщину ее стенки.

После этого, исходя из условий прочности, определяют пре­
дельно допустимое для выбранной трубы давление:

Р тах  =  26 K W -
Здесь б — толщина стенки трубы; d — ее диаметр; [ар] допу­
скаемое напряжение на растяжение.

Затем переходят к определению необходимого числа насос­
ных станций и к их расстановке по трассе. Д ля этого строят 
продольный профиль трассы трубопровода (рис. 6.25) и по из­
вестному диаметру d, кинематической вязкости перекачиваемой 
жидкости v и заданному расходу Q находят суммарные потери 
напора по всей длине трубопровода. Это позволяет определить 
необходимое число насосных станций

п = Я/Яст,
где Я  — суммарная потеря напора по всей трассе; Я ст — на­
пор, развиваемый одной насосной станцией, соответствующий 
в первом приближении предельно допустимому давлению жид­
кости в трубе,

Яст =  Ртах̂ Рё-
После этого из точки а (место расположения головной на­

сосной станции на профиле) по вертикали вверх откладывают 
отрезок, изображающий в определенном масштабе напор стан­
ции Я ст. Из конца этого отрезка b проводят линию гидравли­
ческого уклона. Точка пересечения ее с профилем является ме­
стом расположения второй насосной станции. При этом необ-
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ходимо, чтобы давление в любой точке рассматриваемого уча­
стка трассы не превышало ртах, т. е. чтобы отрезок между ли­
нией гидравлического уклона и профилем нигде не был больше 
#ст. Если это условие не выполняется, следует снизить напор 
на головной станции до Н'СТ, при котором давление во всех точ­
ках трассы не будет превышать ртах (рассматривается именно 
такой случай). Линия гидравлического уклона, соответствую­
щая этому случаю, обозначена Ь'с', где точка с' соответствует 
исправленному положению второй насосной станции.

Для^ определения местоположения остальных насосных 
станций производят аналогичные построения: точка d опреде­
ляет местоположение третьей насосной станции, е — четвертой.

Однако сооружение четвертой станции следует признать не­
целесообразным, поскольку развиваемый ею напор не может 
быть полностью использован из-за близости перевальной точки. 
От ^сооружения этой станции следует отказаться, а необходи­
мый напор можно получить за счет прокладки параллельного 
трубопровода на третьем участке. Параллельно прокладывае­
мые трубопроводы в нефтепроводной практике называют лу- 
пингами.

Гидравлический расчет этого участка может быть выполнен 
на основании данных, изложенных в § 68. Так, если принять 
диаметр лупинга равным диаметру основной трубы, будем 
иметь Н=к0+кл и Qo=2Q„, где h0, /гл и Q0, Qn — соответственно 
потери напора и расходы на участках трубопровода без лу­
пинга и с лупингом.

Тогда полная потеря напора на третьем участке
Qmvn от\п

к = к0 + кл = А -----—  L0 +  A л
dk

Ъ - л Щ ц
dk т '

гидравлический уклон на участке без лупинга 

i0 =  h0/L0 = A Q ^ n/dk; 

гидравлический уклон на участке с лупингом 

i„ = hJLn = AQq vnldk (l/2)m.

Отсюда
у / л =  2 т

Если при этом жидкость в трубопроводе движется при тур­
булентном режиме в области гидравлически гладких труб и 
потери напора подсчитываются по формуле Блазиуса (4.87), то 
т= 1 ,75 , и г'0/гл = 21’75~3,36, откуда гл = 0,298г0.

Для определения длины лупинга из перевальной точки 
трассы т  проводим линию гидравлического уклона до пересе-
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дения с линией ке. Расстояние между точками п' (проекция 
точки п на профиль трассы) и т  есть искомая длина лупинга *.

Рассмотрим теперь работу участка трубопровода за пере­
вальной точкой. Этот участок представляет собой самотечный 
трубопровод**, для которого выполняется условие

В той части этого участка (ml), где h<Z\—z2, жидкость бу­
дет заполнять только часть сечения трубопровода; там же, где 
h=Zi—z2, трубопровод работает полным сечением (участок Is).

Во всех рассмотренных выше случаях движение жидкости 
в трубопроводах предполагалось изотермическим, т. е. проис­
ходящим при постоянной температуре. В действительности же 
перекачиваемые нефти и нефтепродукты имеют температуру, от­
личную от температуры окружающей среды (грунта на глубине 
укладки трубопровода), а при перекачке высоковязких и бы- 
^ггрозастывающих нефтей и нефтепродуктов часто ^прибегают 
даже к специальному их подогреву перед перекачкой.
| Ввиду разности температур перекачиваемой жидкости и 
грунта наблюдается процесс теплообмена — температура жидко­
сти изменяется вдоль трассы трубопровода и ее движение но­
сит неизотермический характер.
, Изменение температуры приводит к изменению вязкости и, 
следовательно, гидравлических потерь. В связи с большой про­

тяженностью магистральных нефтепроводов такие изменения 
могут быть весьма значительными. Это обстоятельство надо 
учитывать при проведении гидравлических расчетов.

Пусть в трубопровод поступает жидкость с температурой 
tu. Тогда на некотором расстоянии / от начала трубопровода 
вследствие теплообмена температура жидкости изменится до 
значения t. Изменение температуры жидкости вдоль трубопро­
вода может быть определено по формуле В. Г. Шухова:

< =  *о +  (*н— U) е (6.40)

где t0 — температура грунта по оси трубопровода; а — коэффи­
циент, характеризующий интенсивность теплообмена, a=Knd/ 
CPSQ■ Здесь К — так называемый полный коэффициент тепло­
передачи от жидкости в окружающую среду, численно равный 
количеству тепла, проходящего через единицу поверхности тру­
бопровода в единицу времени при перепаде температур Г С ; 
с — теплоемкость жидкости, т. е. количество тепла, необходимое 
Для нагрева единицы массы жидкости на 1° С; Q — объемный 
расход.

* Более подробно расчет лупингов для  различных случаев рассматри­
вается в курсах проектирования и сооружения нефтепроводов.

** См. § 76, формула (6 .50).
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При этом температура в конце трубопровода 

*к=»*о +  (*«— f0) « r “V  
где L — полная длина трубопровода; е=2,71.

Примерный вид кривой изменения температуры вдоль тпассы 
трубопровода показан на рис. 6.26.

Составим выражение для потери напора на бесконечно ма­
лом участке трубопровода длиной dL, где изменением кинема­
тической вязкости можно пренебречь:

dH = A ^ f d L .aR
Потеря напора на участке конечной длины может быть оп­

ределена интегрированием этого выражения. Причем в подын­
тегральное выражение следует 
подставить функциональную за­
висимость изменения вязкости от 
температуры [см. § 4, формула
(1.16)].

Н = А | Voe~nutdL.

Учитывая при этом закон изменения температуры по длине 
трубопровода (6.40), окончательно получаем:

Н= А ~ ]  v£e~nu 1'“ + «н -  lo) °~aL] dL. 
dr  о

В частном случае при турбулентном режиме в области гид­
равлически гладких труб (закон сопротивления Блазиуса) по­
следнее выражение принимает вид

Я  =  0,00246 f  vS’25e~0,25u [г° + ('■ “  #о) e~aL] dL 
У -75 о

Интегрирование этого выражения представляет известные 
трудности и здесь не рассматривается.

На практике при проведении гидравлических расчетов ма­
гистральных нефтепроводов при неизотермическом режиме ча­
сто используют приближенные методы. Один из них заключа­
ется в том, что потери напора определяют по обычной формуле 
изотермического режима, куда подставляют среднее значение 
вязкости, соответствующее средней температуре жидкости, оп­
ределяемой по выражению

<ср

I»' Указанный метод был предложен для ламинарного режима, 
но дает' достаточную для практических целей точность и при 
гидравлических расчетах в области турбулентного режима при 
Щловии существования неизотермического режима на всем 
протяжении трубопровода.

§ 75. ДВИЖ ЕНИЕ ГАЗА ПО ТРУБАМ

Транспортировка газообразных жидкостей (в дальнейшем 
будем называть их просто газами) по трубопроводам по срав­
нению с движением обычных капельных жидкостей характери­
зуется существенными особенностями, в основном обусловлен­
ными различием их физических свойств.
В Д л я  иллюстрации методики расчета газопроводов рассмот­
рим часто встречающийся случай движения газа по трубопро­
воду постоянного поперечного сечения. При движении газа по 
такому трубопроводу вследствие неизбежных потерь напора 
давление газа, обычно превышающее атмосферное в начальном 
сечении, по длине трубопровода непрерывно снижается. При 
этом происходит расширение газа — удельный объем его увели­
чивается, а плотность, наоборот, уменьшается. Указанное изме­
нение плотности газа оказывается весьма существенным и дол­
жно обязательно учитываться при расчете.

В случае установившегося движения массовое количество 
газа, проходящего через любое поперечное сечение трубопро­
вода в единицу времени (массовый расход газа т ) ,  вследствие 
неразрывности движения остается неизменным. Объемный же 
расход газа Q = m/p будет увеличиваться и, следовательно, бу­
дет возрастать по длине трубопровода средняя скорость тече­
ния газа v = Q/F.

В общем случае из-за расширения газа и вследствие тепло­
обмена будет непрерывно изменяться и температура газа по 
длине трубопровода. Однако в ряде случаев с достаточной для 
практических расчетов точностью оказывается вполне возмож­
ным принять температуру постоянной, считая, что процесс рас­
ширения газа происходит изотермически.

При изотермическом процессе ввиду постоянства темпера­
туры будет сохранять постоянное значение по длине трубопро- 
в°Да и динамическая вязкость газа *. При этом, как нетрудно 
убедиться, останется постоянным и число Рейнольдса. В са­
мом деле, Re = vd/v, но так как v = p/p, v = 4Qlnd2=4m/pnd2, то 
число Рейнольдса можно представить также в виде

Re = 4 mfnd\i.
В правую часть полученного выражения входят лишь такие 

величины, которые сохраняют постоянное значение по длине
* Изменение вязкости становится ощ утимым лишь при весьма больших 

колебаниях давления, при расчетах для обычных условий оно не прини­
м ается во внимание.
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трубопровода. Значит, постоянными по длине трубопровода бу­
дут число Рейнольдса и, следовательно, коэффициент гидравли­
ческого сопротивления X, являющийся функцией этого числа.

Для определения падения давления и расхода газа в тру­
бопроводе исходным является обычное уравнение Бернулли. 
Учитывая отмеченные выше особенности, наблюдаемые при 
движении газа по трубопроводу (изменение его плотности и 
средней скорости течения по длине трубопровода), это уравне­
ние в рассматриваемом случае необходимо писать в дифферен­
циальной форме:

dz +  dplpg +  di?!2g =  —к (dLld) (u2/2g) 
или

—dplpg — X (dLld) (v2/2g) -Jr 'dz+ dv2/2g. (6.41)
Второй и третий члены правой части уравнения (6.41) для 

обычных условий движения газов (при горизонтальном распо­
ложении трубопровода и малых, дозвуковых скоростях тече­
ния) оказываются малыми по сравнению с первым членом, учи­
тывающим сопротивление движению, и поэтому ими можно пре­
небречь. Тогда вместо уравнения (6.41) будем иметь

—dplpg =  X (dLld) (v2/2g).
Выражая далее среднюю скорость течения газа через мас­

совый расход v=m/pF, получаем:
-d p lpg  = X'(dL/d)'(m42gp2F*)

или
—pgdp =  X (dLld) (m2g/2F*). (6.42)
Для изотермического течения газа по закону Бойля p=ppjpi, 

где р\, pi — давление и плотность газа в начале трубопровода.
Подставим полученное значение р в уравнение (6.42) и про­

интегрируем последнее в пределах от р, до р2 — давления 
в конце трубопровода длиной L:

- T ^ d”= ^ dL-P i  Р, a 2 F 2 О

Отсюда получаем формулы, являющиеся основными для 
расчета трубопроводов при изотермическом течении газа:

для определения падения давления в газопроводе
„2 \ т т  2

(6.43)Pi_ Р1 - Р 2 
Pi

=  А, — —  
\d 2 F*

для определения массового расхода газа

Коэффициент сопротивления X в формулах (6.43), (6-44) 
определяется по обычным формулам гидравлики вида X=f(Re, 
Е) подробно рассмотренным ранее (см. § 45). При практиче­
ских расчетах магистральных газопроводов часто применяют 
также специальные «газопроводные» формулы, полученные 
в результате обработки опытных данных. Наиболее широко ис­
пользуются (справедливые для всех зон турбулентного режима) 
универсальные формулы Кольбрука и Уайта (4.82) и Альтшуля 
(4.85) и формула ВНИИгаза (для квадратичной области):

к  = 0,0555/d0'4, (6.45)

- p j ) p id
PiXL (6.44)

где d — диаметр трубопровода в см.
В последнее время все большее развитие получает транспор­

тировка по трубопроводам сжиженных газов, используемых 
как ценное сырье во многих химических производствах и деше­
вое топливо в быту.
I  Сжиженные газы — это углеводороды, которые в чистом 
виде либо в виде смесей при сравнительно небольшом повыше­
нии давления и температуре окружающей среды могут быть пе­
реведены из газообразного состояния в жидкое, 
j' Основное требование, предъявляемое к трубопроводам для 
перекачки сжиженных газов, сводится к тому, чтобы ни в од­
ном сечении трубопровода давление не снижалось ниже давле­
ния насыщения газов (т. е. упругости их паров) при темпера­
туре перекачки. Если давление падает ниже этого значения, то 
как уже указывалось выше, жидкость закипит, в трубопроводе 
образуются паровые пробки и его пропускная способность резко 
снижается. Поэтому в целях обеспечения надежной работы 
таких трубопроводов минимальное давление в них принимают 
значительно выше давления насыщения. В остальном же их 
расчет ничем не отличается от расчета трубопроводов для обыч­
ных капельных жидкостей.

§ 76. БЕЗНАПОРНЫЕ ТРУБОПРОВОДЫ

г Безнапорными называют трубопроводы, работающие непол­
ным сечением и характеризующиеся наличием свободной по­
верхности жидкости, обычно подверженной атмосферному^ дав­
лению. Они весьма широко применяются в народном хозяйстве, 
в частности в нефтяной промышленности. К ним относятся, на­
пример, самотечные участки нефтепроводов и водопроводов, 
канализационные трубы, а также различного рода открытые ка­
налы— желоба, лотки, водосточные каналы, ливнеспуски, пред­
ставляющие собой те же безнапорные трубопроводы, но незамк­
нутого сечения.

С гидравлической точки зрения безнапорные трубопроводы 
и открытые каналы принципиально тождественны и часто объ-
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единяются под общим названием — открытые русла. В боль­
шинстве случаев в них происходит равномерное движение жид­
кости.

Напомним, что при равномерном движении средние скоро­
сти во всех поперечных сечениях потока должны быть равны. 
Поэтому равномерное движение жидкости в открытых руслах 
оказывается возможным только в тех случаях, когда форма и 
размеры поперечного сечения, уклон дна и шероховатость сте­
нок русла остаются постоянными на всем его протяжении. Оче­
видно, при этом кривая свободной поверхности жидкости 
в русле будет параллельна линии его дна и, следовательно,

уклон этой поверхности 
in будет равен уклону 
дна »д.

Если указанные усло­
вия не соблюдаются, 
в русле будет неравно­
мерное движение, при ко­
тором уклон свободной 
поверхности и уклон 
дна различны. Неравно­
мерное движение обычно 
наблюдается как в есте­
ственных руслах (реки, 
ручьи), так и в некото- к 

рых искусственных, таких, например, как каналы гидротехниче­
ских сооружений, где на режим водных потоков большое влия­
ние оказывают возводимые в них искусственные сооружения 
(плотины, перепады).

Ограничимся здесь рассмотрением случая равномерного 
движения.

Составим уравнение Бернулли для сечения 1-1 и 2-2 откры­
того потока жидкости (рис. 6.27). Это уравнение (см. § 26) 
имеет вид:

Zi + Pi/Pg + Ojtf/2g = z2 +  p2/pg +  o,i|/2g +  A,,2. (6.46)

Здесь Zi, z2— расстояния до центров тяжести (вертикаль­
ные ординаты) сечений 1-1 и 2-2 от некоторой произвольной 
плоскости сравнения; р\, р2— давления в центрах тяжести наз­
ванных сечений; h\-2— потеря напора на длине L участка по­
тока между этими сечениями.

Так как в рассматриваемом случае движение равномерное,
то

a rfftg  = atvll2g.

Учтем также, что Pi=PaTM+pg/ii и p2=paiu+pgh2, где h\, 
h2 — глубины погружения центров тяжести сечений 1-1 и 2-2

под поверхностью жидкости. Значит, уравнение (6.46) можно 
переписать следующим образом:
v Zt + pjpg = Zt + ptlpg + hl.2 (6-47)

или
I  Zx- Z 2 = hx.2. (6.48)
I  Здесь Zu Z2 — расстояния от плоскости сравнения до сво­
бодной поверхности жидкости соответственно в сечениях 1-1 
и 2-2.
' Представляя потери напора натрениеввидеh\-2= (v2/C2R)L, 

вместо уравнения (6.48) получаем:
I  (Zt—2JIL — xpj&R.

Ютсюда
= (6.49)

где i=(Z\—Z2)IL — уклон свободной поверхности, равный при 
равномерном движении уклону дна потока.
I Формула (6.49) есть формула Шези, рассмотренная нами 
выше (см. § 36). Ей часто придают другой вид, обозначая про­
изведение СУ^Я через W (так называемый модуль скорости, 
или приведенная скорость). Тогда

v = w y i .
|: Расход жидкости при этом находят по обычному уравне­
нию расхода Q = vF или следующим образом:

Q = FCVR i; (6.50)
Г q = k  у т ,  (6.51) 

где коэффициент

I K  = FCVR  (6.52)
по-прежнему носит название модуля расхода (или пропускной 
способности).

Модуль скорости W и модуль расхода К имеют соответ­
ственно те же размерности, что v и Q, т. е. измеряются в мет­
рах в секунду и кубических метрах в секунду.

Для определения коэффициента С при турбулентном ре­
жиме с известным приближением могут быть использованы рас­
смотренные выше (см. § 45) формулы для коэффициента гид­
равлического трения X после замены в них г или d гидравли­
ческим радиусом сечения. При этом исходят иэ соотношения

C^Vbgfk.
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Существует также ряд формул для непосредственного опреде­
ления коэффициента С. Из их числа приведем простую фор­
мулу Маннинга:

C = Rl % , (6.53)
где R — гидравлический радиус сечения; п — коэффициент ше­
роховатости.

Значения коэффициента шероховатости п 
в формулах Маннинга и Павловского *

Чистые (новые) трубы: гончарные, чугунные, железные хо­
рошо уложенные; лучш ая цементная ш тукатурка . . . 0,011 

Водопроводные трубьГв нормальных условиях; весьма чис­
тые водоточные трубы; весьма хорошая бетонировка . . 0,012 

Водосточнысе трубы в нормальных условиях; несколько за­
грязненные водопроводные трубы ...........................................0,013

«Грязные» трубы водопроводные и водосточные ................... 0,014

Д л я  обычных водопроводных труб  в нормальном состоянии 
можно'принимать п — 0,0125.

•"При использовании этих данных для расчетов "линейные размеры 
необходимо"выражать в  метрах.

Н. Н. Павловским было установлено, что в действительно­
сти показатель степени в формуле (6.53) не является постоян­
ным, а изменяется в зависимости от значений п и R. В соот­
ветствии с этим им была предложена более общая формула:

C = Ry/n. (6.54)

При расчетах можно принимать y^\,b~[fn при R <  1 м; 
у х  1 , 3 п при 3>/?>1 м. При значениях R> 3 м формула Па­
вловского неприменима.

Формулы Маннинга и Павловского установлены в резуль­
тате наблюдений над движением воды в открытых руслах; они 
учитывают некоторые его особенности и справедливы лишь для 
квадратичной области турбулентного режима. Эти формулы 
и теперь применяют на практике, в основном в гидротехнике 
и водоснабжении.

Рассмотрим расчет безнапорных трубопроводов. Наиболее 
распространенными их сечениями являются: круглое 
(рис. 6.28, а ) , овоидальное (рис. 6.28, б) и лотковое (рис. 6.28, в). 
Эти сечения характеризуются следующей гидравлической осо­
бенностью: наибольшие расход и скорость в них имеют место 
не при полном, а при частичном заполнении. Объясняется это 
тем, что при заполнении верхней части подобных сечений смо­
ченный периметр растет быстрее, чем площадь. Поэтому начи­
нает уменьшаться гидравлический радиус, что приводит одно­
временно и к уменьшению скорости и расхода.

Для упрощения расчетов значения основных характеристик 
трубопроводов (площадь сечения F, гидравлический радиус R, 
модуль скорости W, модуль расхода К ), зависящие от глубины 
наполнения h, могут быть вычислены для определенных форм 
сечения заранее.
?  Если обозначить W0 и Ко соответственно модуль скорости и 

модуль расхода трубопровода при полном его наполнении h0, 
a  W и К — их значения при некотором частичном наполнении 

можно найти отношения а 5  в
W/W0=B и К/Ко = А в функ­
ции от hi ho. Получающиеся при 
этом зависимости для трубо­
провода круглого сечения А =
=ffi(h/h0) и B = f2(hlh0) пред­
ставлены на рис. 6.29. Подоб­
ные графики могут быть по­
строены и для трубопроводов 
других сечений.

И&ользуясь указанными гра­
фиками, скорость v и расход 
Q при частичном наполнении 
можно найти по формулам:

'f; v = BW0V7 ;

|  Q =  A K0V T .
При гидравлическом рас­

чете безнапорных трубопрово­
дов встречаются задачи сле­
дующих основных типов:

1) определение расхода 
жидкости, пропускаемого дан­
ным трубопроводом;
■ 2 ) определение уклона дна, необходимого для пропуска 

заданного расхода жидкости в трубопроводе заданного сече­
ния с известной грубиной наполнения;

р г 3 ) определение глубины наполнения трубопровода для про­
пуска данного расхода жидкости при известном уклоне дна.
' , Последовательность выполнения расчетов следующая.
; Задачи первого типа. Последовательно вычисляют площадь 
сечения, смоченный периметр, гидравлический радиус, коэффи­
циент Шези С0, модуль расхода Ко при полном наполнении h0. 
Находят отношение h/h0 и по графику (см. рис. 6.29) устанав­
ливают соответствующий ему коэффициент А. По формуле
(6.56) определяют искомый расход жидкости Q.
, Задачи второго типа. Формуле (6.56) придают следующий 

Вид:
i; i = Q2M 2/Cq. (6.57)
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Все дальнейшие вычисления производят так же и в той же 
последовательности, что и в предыдущем случае. По формуле
(6.57) определяют уклон дна.

Задачи третьего типа. Формулу (6.56) записывают в виде

А = Q/KoVT. (6.58)

Аналогично предыдущему определяют модуль расхода при 
полном наполнении Ко- По формуле (6.58) вычисляют коэф­
фициент А, по графику устанавливают соответствующее ему 
значение отношения hlh0, затем находят искомую глубину на­
полнения h.

Принципиально таким же образом и в той же последова­
тельности выполняют гидравлические расчеты открытых кана­
лов. Приступая к их расчету и выбирая форму сечения канала 
(если это не диктуется другими соображениями), следует учи­
тывать, что при прочих равных условиях скорость течения жид­
кости в канале возрастает с увеличением его гидравлического 
радиуса.

Поэтому при одном и том же уклоне по каналу с заданной 
площадью живого сечения F будет проходить тем больший рас­
ход, чем большим будет гидравлический радиус сечения R. Для 
пропуска наиболее возможного при сечении F расхода форма 
сечения должна быть взята такой, чтобы смоченный периметр 
А оказался наименьшим (поскольку R = F/A).

Из геометрии известно, что при одной и той же площади 
меньшими периметрами обладают правильные многоуголь­
ники, причем их периметр будет тем меньше, чем больше число 
сторон. Наименьший периметр (из всех возможных) имеет круг, 
и для открытых каналов гидравлически наивыгоднейшим явля­
ется сечение в форме полукруга. Затем идут сечения в форме 
половин правильных многоугольников, например половина ше­
стиугольника, т. е. равнобочная трапеция с углом наклона бо­
ковых сторон а =60°. Из прямоугольных профилей наивыгод­
нейшим является сечение в виде половины квадрата.

Широкое распространение получили каналы трапецеидаль­
ного сечения. Полукруглые или многогранные сечения применя­
ются значительно реже из-за трудности их выполнения и значи­
тельной стоимости.

Следует учитывать, что при больших скоростях появляется 
опасность размыва стенок и дна каналов. При очень же малых 
скоростях взвешенные частицы (наносы), влекомые потоком 
(муть, мелкий песок и др.), могут выпадать и откладываться 
на дне. Поэтому при проектировании среднюю скорость дви­
жения жидкости в каналах следует ограничивать: наибольшую 
допускаемую скорость (исходя из требований прочности) — 
в зависимости от материала их стенок и дна, а наименьшую 
(для предотвращения возможного заиления) — в зависимости

0т состава и характеристики наносов. Этой цели служат спе­
циальные формулы и таблицы.

На практике, например при сливе весьма вязких нефтей и 
нефтепродуктов и их течении в открытых лотках и безнапорных 
трубах, при решении некоторых задач в области химического 
и нефтезаводского аппаратостроения, приходится встречаться 
с ламинарным безнапорным движением жидкости. В этом слу­
чае оказывается возможным определить теоретическим путем 
потери напора (подобно тому, как при ламинарном движении 
в напорных трубах) и получить расчетные зависимости для рас­
хода. Не приводя здесь соответствующих решений, математи­
чески весьма сложных и громоздких, ограничимся лишь свод­
кой формул для расчета каналов наиболее часто применяемых
Поперечных сечений.Н |  По И. А. Чарному, для канала прямоугольного сечения при
глубине потока h и ширине b расход жидкости может быть 
Подсчитан по формуле

I  Q =  0,286 — • Ь3/г3.
4  v b* + 4h2

(6.59)

где i — уклон дна канала.РМ’Если глубина потока весьма мала по сравнению с шириной,
(6.60)

Q = 3 v
Для канала трапецеидальной формы гидравлически наивы­

годнейшего сечения с углом «=60°
gi Ь\ (6.61)

гглого канала
(6.62)

Q = 0,066 — ь*,
^  V

для полукруглого канала

I  q = J L lL r*.
Е  4  16 v
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ГЛАВА СЕДЬМ АЯ 

НЕНЬЮТОНОВСКИЕ ж и д к о с т и

§ 77. ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ И КЛАССИФИКАЦИЯ 
НЕНЬЮТОНОВСКИХ ЖИДКОСТЕЙ

Неньютоновскими, или аномальными, называют жидкости, 
которые не подчиняются основному закону внутреннего трения 
Ньютона.

Неньютоновские жидкости часто встречаются в природе и 
имеют весьма широкое применение в быту и технике. Следует 
особо подчеркнуть широкое использование неньютоновских 
жидкостей в нефтяной промышленности, где они применяются 
во многих производственных процессах, перемещаются по гид­
равлическим системам различного назначения и конструкции 
и характеризуются при этом большим разнообразием химиче­
ского состава и физических свойств.

Основной характеристикой неньютоновских жидкостей явля­
ются так называемые кривые течения, или реологические кри­
вые (реограммы) , изображающие графически зависимость 
между градиентом скорости течения жидкости (или, что то же 
самое, скоростью сдвига) dvldy (далее будем обозначать у) и 
возникающим в ней касательным напряжением т.

Кривые течения могут быть построены на основании обра­
ботки опытных данных, получаемых в результате проведения 
специальных исследований. Обычно для этой цели применяют 
ротационные или торсионные вискозиметры, принцип действия 
которых рассмотрен в § 39. Существуют различные методы про­
ведения подобных исследований. Но все они имеют много об­
щего и заключаются в следующем.

Один из цилиндров вискозиметра приводится во вращение 
и вызывает (благодаря вязкости) относительное движение 
(сдвиг) жидкости, находящейся в кольцевом межцилиндриче- 
ском пространстве. Вследствие этого на поверхности обоих ци- 
•линдров, как и в жидкости (между отдельными ее слоями), 
возникают касательные напряжения, приводящие к появлению 
крутящего момента, воспринимаемого вторым цилиндром.

В процессе опытов частоту вращения меняют (в современ­
ных конструкциях вискозиметров — в весьма широких преде­
лах), одновременно меняются значения крутящего момента. 
Полученные данные фиксируют и по ним путем пересчета оп­
ределяют относительные скорости сдвига, т. е. градиенты ско­
рости, и касательные напряжения, необходимые для построения 
кривых течения.

Для ньютоновских жидкостей кривые течения носят линей­
ный характер. Они описываются уравнением (1.13) и изобра­
жаются на графике прямыми линиями, проходящими через 
начало координат (рис. 7.1). Вязкость этих жидкостей определя­
ется углом наклона соответствующей прямой реограммы к го­
ризонтальной оси

H = c tg a  = T/y (7.1)

и является единственной постоянной, полностью характеризую­
щей реологические свойства жидкости при данных температуре 
и давлении независимо от градиента скорости. Подчеркнем, что 
именно об этой, ньютоновской вязкости шла 
речь в § 4 и именно она входит во все уста- . 
новленные выше расчетные зависимости и 
уравнения.

Кривые течения неньютоновских жидко­
стей весьма многообразны и в общем случае 
не являются линейными. Расположение этих 
кривых на графике и их форма (рис. 7.2) оп­
ределяют класс неньютоновской жидкости 
и характеризуют особенности ее течения.
Кривая 1 на рис. 7.2 представляет дилатант- 
ные жидкости; 2 — обычную ньютоновскую Рис 7 j
жидкость; 3 — псевдопластичные жидкости;
4 — вязко-пластичные жидкости *.

Кривые течения псевдопластичных и дилатантных жидко­
стей хорошо описываются степенной зависимостью вида

где k, п — постоянные для данной жидкости величины; k — 
мера консистенции жидкости (чем выше вязкость, тем больше 
значение k); п — характеристика степени неньютоновского по­
ведения жидкости (чем больше значение п отличается от еди­
ницы— ньютоновская жидкость, тем сильнее проявляются ее 
неньютоновские свойства; для псевдопластичной жидкости п<  1,
Для дилатантной п > 1).

Для характеристики реологических свойств неньютоновских 
жидкостей часто вводится понятие эффективной кажущейся 
вязкости. Это некоторая условная характеристика, используе­
мая при выполнении расчетов по обычным формулам гидрав­
лики ньютоновских жидкостей. Она даж е для данной жидкости 
не является постоянной величиной. Ее значения зависят от 
градиента скорости у и напряжения сдвига т и определяются

* Эти жидкости рассматриваю тся в §  78.
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на реограмме углами р наклона прямых, соединяющих начало 
координат с точками кривой течения (рис. 7 .3 ) :

H3 = ctgp = T/Y. (7.3)

У псевдопластичных жидкостей эффективная вязкость цэ 
с увеличением т или у уменьшается. Эти жидкости при течении 
как бы разжижаются. У дилатантных жидкостей, наоборот, при 
возрастании т или у вязкость Цэ увеличивается, жидкости при 
течении загустевают. Подчеркнем при этом, что значения вязко­
сти определяются здесь только мгновенным состоянием сдвига.

Примерами псевдопластичных жидкостей являются расплавы 
полимеров, а дилатантных — различного рода лакокрасочные 
покрытия.

Для многих реальных жидкостей связь между напряжением 
и скоростью сдвига зависит также от времени действия напря­
жения и предыстории жидкости. Величина их эффективной вяз­
кости определяется не только скоростью сдвига, но и его про­
должительностью.

Различают два класса подобных жидкостей: тиксотропные и 
реопектические.

Тиксотропные жидкости при деформировании с постоянной 
скоростью сдвига достигают через некоторое время (обычно 
длительное) состояния стационарного течения, причем их эф­
фективная вязкость при этом уменьшается. У жидкостей рео- 
пектических при таком деформировании, наоборот, наблюдается 
увеличение вязкости.

Тиксотропия является обратимым процессом, и после пре­
кращения деформирования структура жидкости и ее реологиче­
ские свойства постепенно восстанавливаются.

Существует такж е обширный класс жидкостей, проявляю­
щих при деформировании одновременно как вязкие, так и уп­
ругие свойства. Таковы, например, смолы, битумы. Их обычно 
называют вязко-упругими.
242

V' Ограничимся рассмотрением лишь одного, наиболее важ ­
ного и интересного для нефтяной промышленности класса не- 
ньютоновских жидкостей — вязко-пластичных.

Подобные жидкости известным образом совмещают в себе 
свойства как вязкой ньютоновской жидкости, так и твердого 
пластичного тела. К их числу, например, относятся различного 
рода суспензии и коллоидальные растворы, состоящие из двух 
фаз — твердой и жидкой, глинистые и цементные растворы, 
парафинистые нефти.

с; >' Свойства ньютоновской жидкости рассмотрены выше. Оста­
новимся на понятии идеального пластичного тела. В таком пла-

§ 78. ВЯЗКО-ПЛАСТИЧНЫЕ ЖИДКОСТИ И ИХ СВОЙСТВА
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Д  ОС
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Рис. 7.4

стичном теле при малых действующих нагрузках и, следова­
тельно, незначительных напряжениях возникают упругие де­
формации. После снятия нагрузки эти деформации исчезают и 
тело восстанавливает свою первоначальную форму. Когда на­
пряжение достигает некоторого предельного значения то, на­
зываемого пределом текучести, или начальным напряжением 
сдвига, пластичное тело начинает течь. В дальнейшем это на­
пряжение сохраняется постоянным при любых значениях отно­
сительной скорости сдвига.

Кривая течения подобного идеального пластичного тела 
представляет прямую, параллельную оси ординат и отстоящую 
от нее на расстоянии то (кривая II на рис. 7 .4 ,6 ). Ее уравнение

Т =  т0. (7.4)

Если теперь просуммировать абсциссы этой кривой и кривой / 
(рис. 7 .4 , а) течения ньютоновской жидкости, как это показано 
на рис. 7.4, в, получим кривую III течения вязко-пластичной 
жидкости. Течение вязко-пластичной жидкости, как и идеаль­
ного пластичного тела, начинается при напряжении, равном на­
чальному напряжению сдвига т0, и продолжается при напря-
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жениях, изменяющихся по линейному закону, как у обычных 
ньютоновских жидкостей. Уравнение такой кривой представ­
ляет собой комбинацию выражений (1.13) и (7.4) и имеет сле­
дующий вид:

т = то +  М-пл? • (7.5)

В честь американского ученого Бингама, установивше­
го в 1916 г. эту зависимость и описавшего свойства вязко-пла­
стичной жидкости, ее обычно называют бингамовской жидко­
стью*.

Реологические свойства бингамовской жидкости характери­
зуются двумя основными параметрами:

начальным напряжением сдвига to (на реограмме — отре­
зок оси абсцисс, отсекаемый кривой течения от начала коорди­
нат) ;

бингамовской, или пластической, вязкостью, определяемой 
по углу а  наклона кривой течения к той же оси

Цпл =  ctg а  = (т—т0)/у. (7.6)

При гидравлических расчетах используется также установ­
ленное ранее понятие эффективной (кажущейся) вязкости, кото­
рая в этом случае определяется выражением

p ,3 =  ctgP =  p n j l+ T 0/y. (7.7)

Механизм поведения бингамовских жидкостей можно объяс­
нить образованием в покоящейся жидкости жесткой простран­
ственной решетки (например, у парафинистых нефтей из кри­
сталлов парафина), заполненной жидкой фазой (нефтью). Же­
сткость этой решетки (структуры) такова, что она приводит 
к полной потере подвижности и достаточна, чтобы сопротив­
ляться любому напряжению, не превосходящему то.

Если напряжение превышает то, структура разрушается и 
система ведет себя как обычная ньютоновская жидкость при 
напряжениях сдвига т—т0. Когда напряжение сдвига стано­
вится меньше то, структура снова восстанавливается.

Естественно, что подобное представление о бингамовской 
жидкости является в известной степени условным и схематизи­
рованным. Однако оно оказывается весьма удобным для прак­
тических целей, так как многие реальные жидкости весьма 
близки к этой схеме, характеризуются теми же основными свой­
ствами, что и бингамовская жидкость, и имеют однотипные 
с нею по своей форме кривые течения.

* Отметим, что значительно раньше, еще в 1885 г., это понятие было дано 
Ф. Н. Ш ведовым.

Многие вязко-пластичные жидкости являются жидкостями 
тиксотропными, их начальное напряжение сдвига в значитель­
ной степени зависит от времени нахождения жидкости в покое. 
Как правило, с течением времени консистенция этих жидкостей 
изменяется, они как бы «застудневают» и их начальное напряже­
ние сдвига увеличивается. Поэтому в общем случае (рис. 7.5, а) 
необходимо различать статическое начальное напряжение 
сдвига тост, характеризующее напряжение в начальный момент 
движения, когда жидкость выводится из состояния покоя, и 
динамическое начальное напряжение сдвига тод — минималь­
ное напряжение, необходимое для движения, если рассматри­
вать жидкость как бингамовскую, т. е. если кривая течения 
будет полностью заменена прямой линией (показана пункти­
ром).

ю;"Следует иметь в виду, что в лабораторных условиях ввиду 
ограниченной чувствительности измерительных приборов на­
чальный участок кривой течения (вблизи тост), соответствую­
щий весьма малым значениям градиентов скорости у, часто не

удается получить и кривая течения представляется в виде, изо­
браженном на рис. 7.5, б.

Статическое начальное напряжение сдвига необходимо для 
решения различных задач, в которых рассматриваются началь­
ные (пусковые) стадии движения. Примером подобной задачи 
может служить расчет процесса выталкивания насосами 
застывшей парафинистой нефти из остановленного трубопро­
вода.

Во всех остальных случаях при обычных расчетах, связан­
ных с движением вязко-пластичных жидкостей в различных 
гидравлических системах, используют динамическое начальное 
напряжение сдвига и фактор тиксотропии не учитывают.
" Отметим также, что, если подвергнуть вязко-пластичную 
жидкость вибрационному воздействию, ее начальное напряже­
ние сдвига можно свести к нулю. Кривая течения при этом 
сдвинется влево и пройдет через начало координат, т. е. при­
мет форму кривых течения ньютоновских жидкостей.
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Из сказанного выше следует, что касательные напряжения 
(напряжения сдвига) существуют и в покоящейся вязко-пла­
стичной жидкости, что приводит к ряду, на первый взгляд, не­
сколько необычных явлений, отличающих статику этих жидко­
стей от статики жидкостей ньютоновских, основным условием 
равновесия которых, как известно (см. § 5), является обяза­
тельное равенство этих напряжений нулю.

В связи с этим представляется интересным рассмотреть 
некоторые задачи статики вязко-пластичных жидкостей, имею­
щие не только теоретическое, но и известное практическое зна­
чение.

С о о б щ а ю щ и е с я  с о с у д ы .  Предположим (рис. 7.6), что 
стеклянная U-образная трубка внутренним диаметром d  запол­
няется через правое колено вязко-пластичной жидкостью, плот­
ность которой р, а начальное напряжение сдвига то. В некото­
рый момент времени в этой трубке установится равновесие, 
причем уровни жидкости в обоих ее коленах будут различными: 

высота стояния жидкости в правом колене 
будет больше, чем в левом, на некоторую ве­
личину Я.

Обозначим L длину столба жидкости 
в трубке и, пренебрегая ее кривизной, соста­
вим уравнение равновесия, считая, что вес 
столба жидкости высотой Я  уравновешива­
ется касательной силой сдвига, возникаю­
щей на поверхности соприкосновения всего 
объема жидкости, заполняющей трубку, с ее 
стенками. Получим

Я  рg = ndLx0,

откуда

Н = 4x0L/dpg. (7.8)

Таким образом, в отличие от ньютоновских жидкостей, для 
которых высоты стояния в обоих коленах были бы одинаковы, 
в жидкостях вязко-пластичных всегда будет существовать 
разность уровней в этих коленах, зависящая как от их 
формы и размеров, так и от физических свойств самой жид­
кости.

Уравнение (7.8) можно решить также относительно т0:

т0 = Hdpg/iL, (7.9)

и использовать рассмотренное устройство в качестве про- 
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§ 79. СТАТИКА ВЯЗКО-ПЛАСТИЧНЫХ ЖИДКОСТЕЙ

°ДВДля этой цели был предложен прибор, также основанный на 
п о и н ц и п е  сообщающихся сосудов, состоящий из двух концентри­
ческих цилиндров (рис. 7.7). В случае вязко-пластичной жидко­
сти положение уровней в этих цилиндрах всегда будет различ­
ным, уровень во внутреннем цилиндре (если жидкость заливают 
в него) будет выше уровня в наружном цилиндре на некоторую 
величину Я, представляющую собой, как и ранее, напор, урав­
новешивающий касательную силу, обусловливаемую начальным 
напряжением сдвига. Это напряжение, по А. X. Мирзаджанзаде, 
определяется выражением

стейшего прибора д л я  определения начального н апряж ения

рgH  (D — d — 26) 

4 [ (D  — 26) (L +  H) — hd]
(7.10)

где б — толщина стенки внутреннего цилиндра; остальные раз­
меры см. на рис. 7.7. Расстояние / от нижней кромки внутрен-

—н d  
-27-

Рис. 7.7

него цилиндра до дна наружного цилиндра выбирают конструк­
тивно.

Н а к л о н н а я  п л о с к о с т ь .  Предположим, что на наклон­
ной плоскости, шарнирно соединенной с неподвижной горизон­
тальной плоскостью, находится слой вязко-пластичной жидкости 
(рис. 7.8). Толщина этого слоя пусть будет h, плотность жид­
кости р.

При малых значениях угла наклона жидкость на плоскости 
будет находиться в покое. Изменяя этот угол, рассмотрим такое 
предельное положение плоскости, при котором жидкость начнет

* Необходимо подчеркнуть, что, если ж идкость тиксотропная, показания 
прибора будут зависеть от времени нахож дения в нем жидкости: с увеличе­
нием времени будет сказы ваться эффект загустевания и значение т0 будет 
расти.
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Двигаться, «поползет». Очевидно, эго произойдет тогда, когда 
касательные напряжения в нижней части слоя станут равными 
(или превзойдут) начальное напряжение сдвига жидкости
Т^То.

Уравнение равновесия для этого случая будет иметь вид

2 * =  G sina0—7  = 0 ,

где G = pglbh — вес слоя жидкости; I, Ь — длина и ширина слоя 
жидкости; ао — угол наклона плоскости, соответствующий на­
чалу движения; Т=хоЫ— касательная сила сопротивления 
сдвигу; ось х параллельна жидкости.

Тогда p g lb h s in  ао=тоЫ, откуда

sin а0 = x0/pgh (7-Н)

и, следовательно,

а0 =  arcsin x0/pgh. (7.12)

Из уравнения (7.11) можно такж е найти

то =  P § h  sin а 0 (7.13)

и, таким образом, применить рассматриваемое устройство для 
измерения начального (в данном случае статического) напряже­
ния сдвига.

§  80. ДВИ Ж ЕН И Е ВЯЗКО-ПЛАСТИ ЧНЫ Х Ж ИДКО СТЕЙ ПО ТРУБАМ

Движение неныотоновских жидкостей по трубам и лоткам 
характеризуется рядом особенностей по сравнению с движением 
обычных ньютоновских жидкостей. Как показывает опыт, для 
начала движения неныотоновской жидкости необходимо создать 
некоторую определенную разность напоров, соответствующую 
(см. § 79) равенству возникающего в жидкости касательного на­
пряжения т и ее начального напряжения сдвига то. При этом 
вся масса жидкости отрывается от стенок трубы или лотка и 
движется первоначально как одно целое (как твердое тело) 
с одинаковыми скоростями для всех частиц.

Рассмотрим этот случай и определим разность напоров, не­
обходимую для начала движения неньютоновской (бингамов- 
ской) жидкости, заполняющей горизонтальный цилиндрический 
трубопровод длиной I и диаметром d. Давление в концевых сече­
ниях трубопровода обозначим и р2, плотность и удельный вес 
жидкости р и у> ее начальное напряжение сдвига то.

Поскольку в рассматриваемом случае силы трения будут воз­
никать только у стенок трубы на боковой поверхности выделен­
ного объема жидкости и равнодействующая этих сил T=xondl,
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то уравнение равновесия, составленное для системы сил, дей­
ствующих на этот объем, по аналогии с выводом общего выра­
жения для потерь напора при равномерном движении (см.
§ 36), будет иметь вид

p{sid2IA—p2nd2/4 —x0ndl =  0 .

Отсюда получим следующие выражения:
для разности давлений на концах трубопровода

Ар = P i—Ра =  4r0//d, (а)

для разности напоров в тех же сечениях
АН =  Нг — Н2 = 4x0l/pgd = Ax0llyd. (б)

Таким образом, если

АН =  tf j — Н2 >  4x0l/pgd, (в)

жидкость в трубопроводе будет двигаться, причем в зависимо­
сти от приложенной разности напоров Ну—Н2 здесь возможны 
три режима ее движения: структурный, ламинарный и турбу­
лентный.

Выражение (в) является исходным при исследовании началь­
ных стадий движения (например, для расчета процесса вытал­
кивания застывшей высокопарафинистой нефти из остановлен­
ного трубопровода). При этом, как  уж е указывалось, под то 
следует понимать статическое начальное напряжение сдвига 
то ст. Во всех остальных случаях движения неньютоновских жид­
костей по трубам То= То д.

Поясним определение структурного режима.
Вначале при соблюдении равенств (а) и (б) весь поток жид­

кости движется целиком как  твердое тело с одинаковой скоро­
стью по всему поперечному сечению. По мере увеличения раз­
ности напоров АН возрастает и скорость движения жидкости. 
В ближайших к стенкам трубы частях потока развивается лами­
нарный режим, а в центральной части (так называемом цент­
ральном ядре) жидкость по-прежнему продолжает двигаться 
как твердое тело. Такой режим движения, характеризующийся 
наличием центрального ядра, называется структурным.

Радиус центрального ядра может быть найден путем рассуж ­
дений, аналогичных сделанным выше, и определяется выраже­
нием

г0 =  2х01/Ар =  2x0l/pgAH. (7.14)

При дальнейшем возрастании АН область ламинарного ре­
жима будет расширяться, размеры же центрального ядра — со-
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ответственно уменьшаться. Повышая ДН, можно достичь того, 
что структурный режим полностью перейдет в ламинарный (что 
соответствует значению Го = 0 ).

В дальнейшем в трубопроводе начнет развиваться турбулент­
ный режим, наиболее часто встречающийся на практике.

Следует отметить, однако, что в действительности турбулент­
ность начинает зарождаться в потоке еще при наличии цент­
рального ядра, поэтому полностью ламинарного режима обычно 
не существует и структурный режим переходит непосредственно 
в турбулентный.

Установим закон распределения скоростей в поперечном се­
чении трубы при структурном режиме. Для этого будем исхо­
дить из общего уравнения (4.24).

В рассматриваемом случае, как это следует из выражения 
(7 .5 ), функция f(x) имеет вид*

X — т 0 (7.15)
Цпл Iх

Следовательно, указанное уравнение можно переписать следую­
щим образом:

0 Л  f lz ^ o d x .  7 тг J  (I
(7.16)

Интегрирование этого уравнения дает

= —  X

Зона ламинарного режима Учитывая далее соотношения 
(4.9) и (4.21), после ряда неслож­
ных преобразований, получим фор­
мулу для распределения скоростей 
при структурном режиме:

— (г*—У2)—~  (г — У)- (7-17)4 pL (х

Кривая скоростей, соответ­
ствующая этой формуле, представ­
лена на рис. 7.9. Она состоит из 
двух частей: двух параболических 

ветвей у стенок в зоне ламинарного режима и прямолинейного 
участка в центральном ядре.

t = <
Ч)/f#.

Центральное ядро

Рис. 7.9

* Здесь и далее ц — пластическая вязкость жидкости.
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Ц Для определения скорости движения центрального ядра 
в формуле (7.17) необходимо принять у= г0, при этом получаем

В частном случае, когда т0 = 0, выражение (7.17) превраща­
ется в обычную формулу Стокса для ламинарного режима (ей 
соответствует пунктирная кривая на рис. 7.9).

Расход жидкости при структурном режиме может быть опре­
делен интегрированием уравнения (4.34). Введя сюда вместо 
f(x) его значение из уравнения (7.15), будем иметь:

(7.19)

I  Интегрируя уравнение (7.19) в пределах от т= тг до т=То, 
;получаем:

I -1 !n
т4 тг

т0г3 п1 и LI 4 то 3 1 vJ
1 |Ч4 . *0 V ?  1 

' ц L 4 +  12 4 J  *

i после замены тг его

= +  То]
ц [4  12 \тг / З т г\

откуда после замены хг его значением (4.9) найдем
_0_
ПГ3

или

Q =
nd*A р 
128jiL

[ l + ± ( l l o L y _ 4  
L 3 [ d A p J  3 dApJJ (7.20)

Выражение (7.20) называют формулой Букингема. Предста­
вим его в более удобном для практического использования виде

я г 4 Г 1 Apt 4 I

Q = l ^ [ Ap+ 3 ^ “ I A4 (7.21)

Напомним, что здесь Ар— приложенная разность давлений; 
Дро — разность давлений, соответствующая началу движения 
жидкости, вычисляемая по формуле (а ). Подчеркнем также, что 
формула Букингема не может быть непосредственно разрешена 
относительно перепада давления Ар.

Практически при значительном перепаде давления, что часто 
наблюдается в реальных условиях, вторым членом в формуле 
(7.21) вследствие его малости можно пренебречь. При этом 
формула Букингема принимает более простой вид

(7 .22)
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Из этой ф ормулы  легко  получаем

А р =  8p,LQ/jir4 -j- 4Ар0/3. (7.23)

После замены в выражении (7.23) Аро его значением (а), 
ряда подстановок и несложных преобразований приходим к сле­
дующему выражению для определения потери напора:

/гтр = 32 vLvlgd? +  16T0L/3pgd. (7.24)

Применим далее использовавшийся выше прием: сопоставим 
выражение (7.24) с общепринятым в гидравлике выражением 
для потери напора — формулой Дарси — Вейсбаха (4.14). Имеем

32\iLv/pgd2 +  16T0L/3pgd =  XLv2/d2g.

Отсюда для коэффициента гидравлического сопротивления 
найдем

X = 64|i/pod +  32т0/3ру2 = 64/Re*, (7.25)

где Re* — обобщенный критерий Рейнольдса. В рассматривае­
мом случае

R e ReRe* =s
1 +  (1/6) (т„d/цо) 1 +  (1/6) Sen

(7.26)

где Sen = то^/ц,а — число (критерий) Сен-Венана (Ильюшина) — 
характеристика пластических свойств жидкости.

Таким образом, при течении по трубам вязко-пластичных 
жидкостей, при ламинарном и структурном режимах, потери 
напора на трение по длине потока можно определять по обычно 
применяемой для этой цели формуле Дарси — Вейсбаха (4.14). 
При этом коэффициент гидравлического сопротивления следует 
находить по формуле (7.25), в которой обычное число Рей­
нольдса заменено обобщенным числом (критерием) Рейнольдса 
Re*, учитывающим одновременно как вязкие, так и пластиче­
ские свойства жидкости.

Подобный метод весьма удобен, его широко применяют при 
практических расчетах ввиду простоты и наглядности.

Следует, однако, подчеркнуть, что выражение (7.26) для 
Re* является приближенным, поскольку оно получено без учета 
третьего члена формулы Букингема (7.21), что отрицательно 
сказывается на точности получаемых результатов.

Существуют выражения для Re*,  дающие более точные ре­
зультаты. Одно из них, установленное Е. 3. Рабиновичем, имеет 
вид

Re* =  - ^ т ^ :— . . .. . — , (7.27)
0 , 125 Sen +  1 ,5/а +  / ( 1 ,5/а)2 +  0 ,375  Sen/a
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где а — так называемая структурная характеристика потока, за­
висящая от отношения г0/г=с и изменяющаяся в пределах от 3 
(при с= 0 ) до 6 (при с = 1); значения а находят по номограмме 
приведенной на рис. 7.10. Для пользования этой номограммой 
необходимо определить Sen и по значению 2/Sen на правой сто­
роне номографической шкалы найти соответствующее значе­
ние а.

При турбулентном режиме для определения коэффициента X 
применяют формулы типа

(7.28)

где коэффициент В и показатель степени п наиболее достоверно 
устанавливаются по опытным данным.

Так, по Б. С. Филатову, в среднем можно принимать для не- 
утяжеленного глинистого раствора 5  = 0 , 1, га = 0,15; для утяж е­
ленного глинистого раствора 5  = 0,0025, га=—0,2. При этом фор­
мула (7.28) принимает вид

А, = 0,1 Re*-0,15 (7.29)
и

А, = 0,0025 Re*0,2. (7.30)

Для расчета трубопроводов при движении по ним глинистых 
и цементных растворов широко используют также формулу 
Б. И. Мительмана:

Л = 0,08 Re (7.31)

Ее применяют при значениях Re* = 2500-5-40 000.
Коэффициент А (как при структурном и ламинарном, так и 

при турбулентном режимах) можно определить по обычным 
формулам гидравлики ньютоновских жидкостей (4.41) и (4.87), 
вводя в них вместо Re так называемое эффективное число Рей­
нольдса Rea, определяемое по эффективной (кажущейся) вязко­
сти цэ (см. § 77).

В заключение отметим, что режим течения неньютрновских 
жидкостей устанавливается по критическому значению обоб­
щенного числа Рейнольдса. До сих пор, однако, этот вопрос не 
нашел своего окончательного решения. Одни исследователи счи­
тают, что для неньютоновских жидкостей Re^p имеет большее 
значение, чем для ньютоновских, другие придерживаются проти­
воположной точки зрения.

При практических расчетах часто поступают следующим об­
разом. По формуле

укр — 0,25 У T<,fpg (7.32)
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находят так называемую критическую скорость и, сравнивая ее 
с0 средней скоростью потока v, устанавливают характер ре­
жима: при V < V KP — режим структурный, при у> окр — режим 
турбулентный.

§  81. Д РУ ГИ Е  ЗАДАЧИ ГИДРАВЛИ КИ 
ВЯЗКО-ПЛАСТИЧНЫХ ЖИДКОСТЕЙ

Д в и ж е н и е  в я з к о - п л а с т и ч е с к и х  ж и д к о с т е й  
в к о л ь ц е в о м  п р о с т р а н с т в е

При бурении нефтяных и газовых скважин, как указывалось 
выше (см. § 53), промывочные жидкости (обычно глинистые 
растворы, представляющие собой вязко-пластичные жидкости) 
движутся в кольцевом, межтрубном пространстве.

Е. М. Соловьев предлагает при ламинарном режиме опреде­
лять потери напора в кольцевом пространстве по формуле 
Дарси — Вейсбаха (4.14) с заменой в ней диаметра трубы d 
эквивалентным диаметром:

d3 =  2]/r rl +  ri +  (г22—г?)/1п г2/гг . (7.33)
При структурном режиме для определения коэффициента 

гидравлического сопротивления им же рекомендуется формула
(7.25), в которой

Р°4  (7.34)Re* =•
V- 1+* т0(/-2— /-l)

И»ср
где

¥ = ' i  + V i + ri
з ( 4 - | In г 2 / г.

(7.35)

В формулах (7.33) — (7.35) г и г2 — радиусы (соответственно 
внутренний и внешний) кольцевого пространства.

Б. И. Мительман на основании большого числа эксперимен­
тальных исследований также для структурного режима получил 
формулу

Я, =  80/Re*, 
в которой

Р о * _  P c p p fo — ' l )
И [1 + т 0 (га — г^/бцо]'

(7.36)

(7.37)

Д в и ж е н и е  в я з к о - пл а с т и ч н  ы х ж и д к о с т е й  
в о т к р ы т ы х  к а н а л а х .  Расход вязко-пластичной жидкости 
при ее течении в открытых каналах прямоугольного сечения при
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структурном режиме может быть найден по приближенной фор. 
муле Р. И. Шищенко:

(7.38)

где Vo — скорость течения ядра потока;

щ-
2ц

1 — — 1 - -2 -

В — ширина канала; h — глубина его наполнения; R — гидравли­
ческий радиус сечения; i0 — гидравлический уклон, соответ­
ствующий началу течения; io=Xolpgh; i — уклон дна канала.

Формула (7.38) установлена для течения в каналах глини­
стых растворов и может быть, в частности, использована для 
гидравлических расчетов желобной системы, применяемой в бу­
рении для очистки этих растворов от выбуренной породы.

Если при расчете исходить из формулы Шези (4.11), значе­
ние коэффициента С для этого случая рекомендуется определять 
по выражению, полученному Ф. А. Шихалиевым:

С = 3,4 Re*0’362,
где

ApgRv
р-ё (1 +  4tfTo/2t>n)

(7.39)

(7.40)

И с т е ч е н и е  в я з к о - п л а с т и ч н ы х  ж и д к о с т е й  из 
о т в е р с т и й .  Опыты проведенные Р. И. Шищенко показывают, 
что коэффициент расхода при истечении глинистых растворов 
из отверстий в тонкой стенке, как правило, оказывается больше,

чем при истечении воды. Резуль­
таты этих экспериментов пред­
ставлены на рис. 7.11. Кривая 1 
изображает здесь зависимость 
коэффициента расхода ц от на­
пора Н для глинистого раствора; 
кривая 2 представляет аналогич­
ную зависимость для воды.

Указанное явление (по Ши­
щенко) объясняется тем, что 
в массе раствора, заполняющего 

сосуд, из которого происходит истечение, образуется две зоны: 
зона текущего раствора и ограничивающая ее зона неподвиж­
ного раствора. На границе этих зон устанавливается предель­
ное равновесие — равенство касательных сдвиговых напряже­
ний (т=то). При этом чем больше т0, тем более плавно осу­
ществляется переход от широкого потока в сосуде к суженной 
струе в отверстии.

Рис. 7.11

§ 82. ДВИЖ ЕНИЕ ПО ТРУБАМ 
ИЕНЬЮТОНОВСКИХ ЖИДКОСТЕЙ, 

ПОДЧИНЯЮЩИХСЯ СТЕПЕННОМУ РЕОЛОГИЧЕСКОМУ 
ЗАКОНУ

Для жидкостей, подчиняющихся степенному реологическому 
закону, функция напряжения сдвига (это следует из уравнения 
(7 .2 ))  имеет вид

f(x) = (x/k)',n.
Подставим это значение в уравнение (4.24). Получим

(7.41)

“'-гЯтГл' (7.42)

Интегрируя последнее, находим: 

Г {  1/nj nrt]!n
Ъ - ' Ы ъ г Ь  d' =  (Л + Г)- ^ г [■-еГ].ft,/n т, 1

что с учетом выражений (4.9) и (4.21) после ряда преобразова­
ний приводит к следующей формуле для распределения ско­
ростей:

_ДР_\11п [ у /n+i _  J /в+п 
п + 1  1 2 Е  1 1 J '

(7.43)

Для определения расхода жидкости по-прежнему будем ис­
ходить из общего уравнения (4.34), которое после замены f (t)  
его значением (7.41) получает вид

1/в хЧх. (7.44)

Интегрирование выражения (7.44) в пределах от х=хт до 
т = 0  дает

п г3 -1/в_2
T?rkl'n

т dx — - пп г3 Хг\\/п 

k3 п  +  1

или после замены хг его значением (4.9)
3/х—|̂-1

Q =

Отсюда
А_ ( 3 » + l ) nQ"2Lfe 

Р ~  ( к п ) п  г3п+'

пп г п / Ар \1/в
3/1 -j- 1 V2Lk J

(7.45)

(7.46)

(7.47)
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и, следовательно, потеря напора на трение 
, _  Ар (Зя +  l)nQn2Lk
тр рg pg (яп)пг3л+1 ’ (7-48)

^Сопоставим теперь, как и ранее, выражение (7.48) с форму­
лой Дарси — Вейсбаха (4.14). Получим следующее выражение 
для коэффициента гидравлического сопротивления:

.  _ ( 3 п +  l )n 2n+3k
nnpdnv2~n ' (7 -4 9 )

или, представляя его в обычной, общепринятой в гидравлике 
форме (4.40), найдем, что

6 4n V V -"Re* = (7.50)' (3п + 1)" 2n+3k '
Легко убедиться, что при & = ц, n= 1 (случай ньютоновской 

жидкости) выражения (7.48) — (7.50) обращаются в обычные 
формулы ламинарного режима.

ГЛАВА ВОСЬМАЯ 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПОДОБИЯ И М О Д Е ЛИ РО В А Н И Я

§ 83. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

Реш ение диф ференциальных уравнений гидродинамики с в я ­
зано со значительными трудностям и  и о к азы вается  возм ож ны м 
лишь д л я  отдельны х частны х случ аев  и при целом ряде упро­
щающих предпосы лок и допущ ений.

В связи с этим в гидравлике аналитический метод исследова­
ния большого и решающего значения пока не получил и при­
менение математического анализа ограничивается в основном 
формулировкой задачи, т. е. составлением уравнений, описываю­
щих исследуемый процесс, и установлением так называемых кра­
евых условий (или, иначе, условий однозначности). Последние 
конкретизируют рассматриваемую задачу и однозначно опреде­
ляют ее, давая математическое описание частных особенностей 
процесса.

Вследствие ограниченных возможностей аналитического ме­
тода в настоящее время при изучении различных гидравличе­
ских процессов широкое применение нашли экспериментальные 
методы исследования. При этом ставится цель— изучить иссле­
дуемый процесс и получить данные, необходимые для расчета 
других процессов, родственных изучаемому. Исследования 
обычно проводятся в лабораторных условиях на специально со­
здаваемых для этой цели установках, определенным образом 
моделирующих как исследуемые устройства, так и происходя­
щие в них физические процессы.

Следует различать два метода моделирования: физическое и 
математическое. При физическом моделировании исследуемая 
модель обычно выполняется в меньшем масштабе, чем оригинал 
(натура), и воспроизводит изучаемое явление с сохранением его 
физической природы.

Математическое моделирование осуществляется путем изуче­
ния явлений, имеющих иное, чем исследуемый процесс, физиче­
ское содержание, но описываемых аналогичными математиче­
скими уравнениями.

§ 84. ЗАКОНЫ МЕХАНИЧЕСКОГО ПОДОБИЯ

Для того, чтобы результаты экспериментальных исследоват 
ний, выполненных на моделях, можно было затем обобщить и; 
перенести на натуру, необходимо знать законы, связывакэщйе 
между собой величины, полученные при исследованиях на моде­
лях и соответствующие им величины в натуре.
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Эти законы называются законами подобия. Они устанавли­
вают определенные соотношения между геометрическими разме­
рами, кинематическими и динамическими характеристиками по­
токов в модели и натуре. Законы подобия подробно изучаются 
в специальных курсах теории, подобия и моделирования. Здесь 
уместно подчеркнуть большое теоретическое и практическое зна­
чение этой теории, она нужна не только для моделирования раз­
личных явлений и процессов, но прежде всего и для научно обос­
нованного планирования экспериментальных исследований, об­
работки их результатов и построения на их основе рациональ­
ных эмпирических формул.

Основные положения теории подобия и моделирования рас­
сматриваются ниже.

Следует иметь в виду, что динамическое или вообще физиче­
ское подобие является обобщением геометрического подобия. 
Как известно из геометрии, две фигуры подобны в том случае, 
когда отношения всех соответственных размеров этих фигур 
одинаковы, т. е. когда размеры одной фигуры могут быть полу­
чены простым умножением размеров другой фигуры на некото­
рый масштабный коэффициент. Точно так же динамически или 
физически подобными явления будут тогда, когда по заданным 
характеристикам одного из них можно получить соответствую­
щие характеристики другого путем простого умножения этих ха­
рактеристик на соответствующие масштабные коэффициенты.

Установим значения этих коэффициентов. Предположим, что 
в общем случае имеются два сопоставляемых между собой по­
тока жидкости. Пусть жидкости будут различны по своим фи­
зическим свойствам, т. е. имеют разные плотности и вязкости. 
Условимся величины, относящиеся к двум рассматриваемым по­
токам, соответственно обозначить индексами 1 и 2 .

Для геометрического подобия необходимо, чтобы отношение 
любых сопоставляемых линейных размеров рассматриваемых 
потоков было одним и тем же. Так, если какой-нибудь линейный 
размер первого потока, например глубина, будет Lu а соответ­
ствующий размер второго потока — L2, то отношение

LJL2 =  kL (8.1)
должно сохраняться одинаковым и для соотношения любых дру­
гих линейных размеров. Коэффициент kL выражает здесь про­
порциональность между линейными размерами обоих потоков и 
носит название линейного масштаба. Очевидно, в этом случае 
для площадей и объемов будут существовать следующие соот­
ношения: F1 = k2LF2 и V1 = k\V2.

Для кинематического подобия потоков необходимо, чтобы 
траектории, описываемые соответственными частицами обоих 
потоков (натуры и модели), были подобны геометрически. Так, 
если некоторая частица жидкости в первом потоке за время ti 
проходит участок траектории Lb то соответствующая ей частица

второго потока за некоторое другое время U должна пройти от­
резок траектории L2, геометрически подобный отрезку Lx (т. е. 
отрезок Li так же ориентирован в пространстве, как и отрезок 
1 2 и Li=kLL2). При этом отношение t j t 2 (времени перемещения 
соответственных точек в натуре и на модели) должно иметь по­
стоянное и одинаковое значение для любых соответственных то­
чек обоих потоков. Это отношение представляет собой масштаб 
времени. Обозначим его kt.

Для скоростей указанных частиц жидкости легко получаем 
следующие выражения: vx = L\!tt; v2=L2/t2-, Vilv2=Lit2lt\L2. Но 
L\ —kiX>% и ti = ktt2. Поэтому vl/v2 = kLL2t2/ktL2t2 и, следовательно, 
масштаб скорости

kv =  kLlkt. (8 .2)
Аналогично находим, что масштаб ускорений 

1 k a ^ k jk l  (8.3)
Таким образом, скорости и ускорения соответственных точек 

кинематически подобных систем будут связаны соотношениями 
Vi=kvv2 и ai = kaa2.

Для динамического подобия сравниваемых потоков необхо­
димо, чтобы в соответствующих местах потоков были подобны 
действующие в них одноименные силы. Такими силами могут 
быть: силы внутреннего трения жидкости, силы тяжести, силы 
поверхностного натяжения и др.

Предположим, что по-прежнему имеются два потока жидко­
сти, для которых соблюдены условия геометрического и кинема­
тического подобия. Обозначим действующие в соответственных 
точках этих потоков силы Pi и Р2.

Как известно из теоретической механики, по основному урав­
нению динамики сила равна произведению массы на ускорение: 
Р = та , где масса т. есть плотность жидкости р, умноженная на 
ее объем L3 (m = pL3), а ускорение определяется приращением 
скорости v=L/t в единицу времени t (a=L/t2). Следовательно,
| Р = pL3L/t2 =  pLVt2 =  pt)aL2.

Таким образом, для динамического подобия необходимо, 
чтобы силы находились в соотношении

PJP* = P it f lX ifM  = kP, (8.4)
которое является математическим выражением общего закона 
динамического подобия, впервые сформулированным Ньютоном 
(здесь kp — масштаб сил).

Рассмотрим случай, когда из действующих сил решающее 
значение имеют силы внутреннего трения жидкости (например, 
при движении ньютоновской жидкости по горизонтальному тру­
бопроводу). По основному закону внутреннего трения [см. § 4, 
Уравнение (1.12)] эти силы могут быть выражены следующим
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образом:
Р = \lLH)IL = [wL- (8.5)

При этом основное уравнение динамического подобия (8.4) при­
нимает вид

pjviLVp^Ll =  wpiLJ^VtLi.
Отсюда

9iv\LJp2V2L2 = pi/р2 и
P i ^ i / P i  =  Р  iV2L 2 l\ i2 .

Заменив затем отношение р/р кинематической вязкостью v, 
получим окончательно:

(8.6)

Уравнение (8.6) являете^ условием динамического подобия 
при действии сил внутреннего трения жидкости.

Таким образом, если в рассматриваемом случае для двух по­
токов жидкости величина vL/v имеет одно и то же значение, эти 
потоки будут подобны динамически, т. е. в них будут одинако­
выми и механические процессы, и режимы движения. Этот за­
кон подобия установлен Рейнольдсом.

Нетрудно видеть, что величина vL/v есть не что иное, как 
уже известное нам число Рейнольдса. На самом деле, понимая 
для цилиндрической трубы под v среднюю скорость потока, а 
под L такой характерный линейный размер, как диаметр трубы 
d, этому выражению можно придать вид vd/\, тождественный 
обычному выражению числа Рейнольдса (4 .2 ). Следовательно, 
в рассматриваемом случае критерием динамического подобия 
потоков является число Рейнольдса и условие подобия (8.6 ), 
равносильно тому, что число Re одинаково для обоих потоков.

После этого становится понятным, почему число Re позво­
ляет в такой определенной форме устанавливать в потоке нали­
чие того или иного режима движения.

Если рассматривать движение по трубопроводу неньютонов­
ской вязко-пластичной жидкости, при определении сил внутрен­
него трения, обусловливаемых здесь одновременно как вязкими, 
так и пластическими ее свойствами, следует исходить из выра­
жения (7.5). Тогда вместо выражения (8.5) необходимо принять

Р =  (т0 +  pu/L) L 2 =  t 0L2 +  \lvL . (8.7)

При этом основное уравнение (8.4) можно записать в виде 

p^Li/pawf^! = (toi^i +  WiLMtmLI +  Р2и2^г).
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откуда после ряда несложных

р А P 2v 2

Toi + %  +  2

и тогда

V iL iQ ilH V2Li Р2/Ц2

1 +  Toi L i/ W i 1 +
(8.8)

Поскольку числители обеих частей выражения (8.8) пред­
ставляют собой обычные числа Re, а вторые слагаемые в их зна­
менателях есть известные нам (§ 80) числа Sen, этому выраже­
нию можно придать вид

Re4/(l+Sen1) = Rel/(l+ SenJ. (8.9)

Обозначив далее Re/(1 + Sen) через Re* — обобщенное число 
Рейнольдса, вместо выражения (8.9) можно записать:

Re* = Re2. (8.10)
Выражения (8.9) и (8.10) и следует в данном случае рас­

сматривать в качестве основных условий динамического по­
добия.

Если влияние вязкости незначительно и движение жидкости 
в основном обусловливается действием сил тяжести, условие ди­
намического подобия потоков (8.6 ) не является решающим и 
не определяет характер движения. В этом случае в основное 
уравнение динамического подобия (8.4) вместо силы Р надо 
подставить значение силы тяжести:

Р = mg = pL3g. (8.11)

При этом уравнение (8.4) принимает вид

PiViL\l P2 V2L2 — P iL \g J piLogz 

или после сокращений

vfrgiLi =  t£/g2Lz. (8 . 12)
Выражение (8.12) носит название закона подобия Фруда, 

а безразмерная величина v2IgL называется числом (критерием) 
Фруда и обозначается Fr. Закон подобия Фруда применяют 
при моделировании потоков в тех случаях, когда из действую­
щих сил решающими являются силы тяжести, например при мо­
делировании большинства гидротехнических сооружений, исте­
чении жидкости через водосливы, изучении волнового сопротив­
ления, испытываемого движущимися кораблями.
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Если преобладающее влияние имеет сила поверхностного на­
тяжения (например, при истечении жидкости из капиллярных 
отверстий), в уравнение (8.4) вместо Р следует подставить зна­
чение этой силы, определяемое по формуле ( 1.11):

P = pL2 = -j-L* = oL. (8.13)

Тогда будем иметь

Pi^'i [ I  P 2V 2L2 —  O x L J O i L z ,  

откуда получим

PxvlLJo-x =  p2t|Z,2/cr2. (8.14)
— так называемый закон подобия Вебера, в котором без­

размерная величина pu2L/a=We носит название числа (крите­
рия) Вебера.

Установленные в настоящем параграфе законы подобия, как 
и определяемые ими критерии подобия, могут быть получены 
иным образом — путем соответствующего анализа дифференци­
альных уравнений Навье — Стокса (3.35).

Покажем это на примере вывода закона подобия Рей­
нольдса, для чего составим указанные уравнения для двух по­
токов жидкости (например, в проекции на ось х) : натурного и 
модельного. Все относящиеся к ним величины снабдим индек­
сами соответственно 1 и 2. По-прежнему будем считать, что 
жидкость ньютоновская и ее движение происходит в горизон­
тальном трубопроводе, когда сила тяжести не играет роли, и 
поэтому из уравнений могут быть исключены члены, зависящие 
от внешних объемных сил X. Произведем также замену d t =  

= dx/vx и для простоты записи опустим индекс х при скоро­
сти V.

Тогда вместо уравнений (3.35) получим

dx[ р, дх{ drf ду\ дг\ )

”‘ 17 = - — Т^+Ч - ^ +-7Т + ТгУ <816>dx2 р2 дх2 \ дх\ ду\ дг\ )

Естественно, в случае подобия рассматриваемых потоков 
описывающие их уравнения будут тождественны и могут пере­
ходить одно в другое, а все входящие в них соответственные ве­
личины должны находиться в определенных соотношениях ме­
жду собой. Соотношения эти —уже известные нам масштабные 
коэффициенты. По-прежнему будем обозначать их k с соответ­
ствующими индексами (fcL = *i/x2 — масштаб длин, kv = v jv 2 — 
масштаб скорости, £p = pi/p2 — масштаб плотности и т. д.).

Тогда, например, уравнение для второго модельного потока 
можно переписать таким образом, чтобы в него входили только 
величины с индексом 1 (относящиеся к первому натурному по­
току) :

k L  ^  dvl __ k pk L  1 dPl k L  ^   ̂ d 2Vy  ̂ d \  \

k\ 1 dxt kp p dxt kvkn 2 \ dx\ dy\ dzf J
(8.17)

Уравнение (8.17) по-прежнему описывает модельный поток 
и переходит в уравнение (8.16) в случае равенства масштабных 
коэффициентов при всех членах этого уравнения. Исходя из 
этого условия приравняем друг к другу масштабные коэффици­
енты при члене, находящемся в левой части уравнения (8.17) и 
характеризующем инерционные силы, и при втором члене его 
правой части, определяющем вязкостные силы внутреннего 
трения:

kLlkl = kllkvkv-
Отсюда найдем k\k2v = kLkJt̂ \ kLkvlkv = 1 или, что то же самое,

v1L1fv1 = u2L 2/v2.

Последнее выражение является законом подобия Рейноль­
дса.

Принципиально подобным образом могут быть установлены 
законы подобия и для других случаев.

§ 85. ПРИМЕРЫ ФИЗИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Физическое моделирование в настоящее время получило 
весьма широкое применение в практике экспериментальных ис­
следований в области гидравлики. Большим достоинством этого 
метода является возможность изготовления модели в любом 
произвольном масштабе (больше, меньше или одинаковых раз­
меров с натурой) и применения на модели любой жидкости (той 
же, что и в натуре, или какой-либо иной). Их выбор опреде­
ляется условиями подобия и чисто практическими соображе­
ниями. Обычно модель выполняется меньших размеров, чем 
в натуре, что существенно удешевляет и упрощает проведение 
экспериментов.

Непременное условие при физическом моделировании—стро­
гое геометрическое подобие модели и натуры.

Для обеспечения полного динамического подобия необхо­
димо обязательное выполнение законов подобия, отражающих 
исследуемое явление, что в свою очередь требует равенства со­
ответствующих критериев подобия на модели и в натуре.

Рассмотрим пример физического моделирования.
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Если преобладающее влияние имеет сила поверхностного на­
тяжения (например, при истечении жидкости из капиллярных 
отверстий), в уравнение (8.4) вместо Р следует подставить зна­
чение этой силы, определяемое по формуле ( 1.11):

P = pL2 = -^-L2 = aL. (8.13)

Тогда будем иметь

pxViLi/p2V2L2 — 0\L\l02L,2, 
откуда получим

pxV\ Lx!ax = p2viL2/o2. (8.14)
— так называемый закон подобия Вебера, в котором без­

размерная величина pu2L/a=We носит название числа (крите­
рия) Вебера.

Установленные в настоящем параграфе законы подобия, как 
и определяемые ими критерии подобия, могут быть получены 
иным образом — путем соответствующего анализа дифференци­
альных уравнений Навье — Стокса (3.35).

Покажем это на примере вывода закона подобия Рей­
нольдса, для чего составим указанные уравнения для двух по­
токов жидкости (например, в проекции на ось л:): натурного и 
модельного. Все относящиеся к ним величины снабдим индек­
сами соответственно 1 и 2. По-прежнему будем считать, что 
жидкость ньютоновская и ее движение происходит в горизон­
тальном трубопроводе, когда сила тяжести не играет роли, и 
поэтому из уравнений могут быть исключены члены, зависящие 
от внешних объемных сил X. Произведем также замену dt = 
= dx/vx и для простоты записи опустим индекс х при скоро­
сти V.

Тогда вместо уравнений (3.35) получим
dvt 1 dpi ■ 4- v 1f d\ 1 d*vt T

dx, Pi dxx Iv dxi
\

dy\ -f- dz?
dv2 1 дрг - -J— V ,  i( 3 4 d*v2 1 d*v2

dx2 P2 dx2 +  2 I[ d x 2
i “ dy\ + 0 4

Vi (8.15)

(8.16)

Естественно, в случае подобия рассматриваемых потоков 
описывающие их уравнения будут тождественны и могут пере­
ходить одно в другое, а все входящие в них соответственные ве­
личины должны находиться в определенных соотношениях ме­
жду собой. Соотношения эти — уже известные нам масштабные 
коэффициенты. По-прежнему будем обозначать их k с соответ­
ствующими индексами (kL= xJx2 — масштаб длин, kv=vi/v2 — 
масштаб скорости, kp = p\/p2— масштаб плотности и т. д.).

Тогда, например, уравнение для второго модельного потока 
можно переписать таким образом, чтобы в него входили только 
величины с индексом 1 (относящиеся к первому натурному по­
току) :

bpk L  1 dPi

Р

д2о, д2у, d2t>j \
дх\ +  ду\ +  дг\ J

(8.17)
Уравнение (8.17) по-прежнему описывает модельный поток 

и переходит в уравнение (8.16) в случае равенства масштабных 
коэффициентов при всех членах этого уравнения. Исходя из 
этого условия приравняем друг к другу масштабные коэффици­
енты при члене, находящемся в левой части уравнения (8.17) и 
характеризующем инерционные силы, и при втором члене его 
правой части, определяющем вязкостные силы внутреннего 
трения:

kLlkl = k2Llkvkv.

Отсюда найдем k2Lk l—kjkjiv\ kLkvlkv=  1 или, что то же самое,
v1L1/v1 =  v2L%/vi .
Последнее выражение является законом подобия Рейноль­

дса.
Принципиально подобным образом могут быть установлены 

законы подобия и для других случаев.
§ 85. ПРИМЕРЫ ФИЗИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Физическое моделирование в настоящее время получило 
весьма широкое применение в практике экспериментальных ис­
следований в области гидравлики. Большим достоинством этого 
метода является возможность изготовления модели в любом 
произвольном масштабе (больше, меньше или одинаковых раз­
меров с натурой) и применения на модели любой жидкости (той 
же, что и в натуре, или какой-либо иной). Их выбор опреде­
ляется условиями подобия и чисто практическими соображе­
ниями. Обычно модель выполняется меньших размеров, чем 
в натуре, что существенно удешевляет и упрощает проведение 
экспериментов.

Непременное условие при физическом моделировании—стро­
гое геометрическое подобие модели и натуры.

Для обеспечения полного динамического подобия необхо­
димо обязательное выполнение законов подобия, отражающих 
исследуемое явление, что в свою очередь требует равенства со­
ответствующих критериев подобия на модели и в натуре.

Рассмотрим пример физического моделирования.
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Предположим, исследуется движение вязкой жидкости в тру­
бопроводе. В этом случае при моделировании следует учитывать 
как силы внутреннего трения жидкости, обусловленные ее вяз­
костью, так и массовые, гравитационные силы — силы тяжести. 
Поэтому исходя из условий динамического подобия необходимо, 
чтобы одновременно в натуре и на модели соблюдалось равен­
ство чисел Рейнольдса uiLi/vi = i»2^2/v2 и чисел Фруда = 
= vl/giLz (здесь, как и далее, все величины, относящиеся к на­
туре и модели, снабжены индексами соответственно 1 и 2 ).

Примем затем, что исследования на модели проводятся при 
одинаковых (земных) гравитационных условиях с натурой, т. е. 
gi= g2■ Тогда средние скорости течения жидкости в трубопрово­
дах (модельном и натурном) должны удовлетворять следующим 
соотношениям:

при моделировании по Рейнольдсу
vjvi = = kLv2/vv  (8.18)

при моделировании по Фруду

v J v ^ V L jT ^ k Z 0-5. (8.19)

Сопоставляя полученные выражения, находим = kZ°'5
или Va/Vj = kZ1'5 и, следовательно,

v2 =  * I 1'5v1= v1/*l5.

Это значит, что для соблюдения полного динамического по­
добия в качестве модельной нужно взять такую жидкость, ки­
нематическая вязкость которой V2 будет в &l5 раз меньше ки­
нематической вязкости vi натурной жидкости.

Как правило, значения кинематической вязкости модельной 
жидкости оказываются весьма малыми. Так, например, если 
при моделировании принять линейный масштаб kL = 25,

v2 = Vi/251,5 = Vj/125,
т. e. кинематическая вязкость модельной жидкости будет в 125 
раз меньше вязкости натурной жидкости, а при kL = 50

v2 =  Vi/501,5 «'vj/353,

т. e. более чем в 350 раз меньше той же вязкости жидкости 
в натурных условиях. Практически найти жидкости со столь ма­
лой вязкостью невозможно. Отсюда со всей очевидностью сле­
дует (и это необходимо подчеркнуть), что при одновременном 
действии нескольких сил одновременное выполнение различных 
законов подобия, требуемое для полного соблюдения условий 
динамического подобия, оказывается не только весьма сложным, 
но в большинстве случаев и реально неосуществимым. Поэтому

4 »

при моделировании обычно учитывают только силы, оказываю­
щие преобладающее влияние на исследуемый процесс, и исхо­
дят лишь из того закона подобия, который имеет решающее 
значение.

В рассматриваемом случае напорного трубопровода такими 
силами, как указывалось выше, являются силы внутреннего тре­
ния (силы тяжести имеют здесь второстепенное значение) и по­
этому можно исходить только из одного закона подобия Рей­
нольдса. Если лри этом принять, что в модельном трубопро­
воде используется та же жидкость, что и в натурном (v2=vi ) , 
из выражения (8.18), получим

v-2 = kLvx (8 .20)

— основное соотношение, необходимое для выполнения условий 
динамического подобия.

Аналогичным образом могут быть получены соответствующие 
выражения и для тех случаев, когда решающее значение имеют 
силы тяжести и силы поверхностного натяжения и моделирова­
ние производится по законам Фруда и Вебера.

§ 86. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

В основе метода математического моделирования (называе­
мого также методом аналогии) лежит то обстоятельство, что 
многие физические явления, имеющие различную природу, опи­
сываются одинаковыми дифференциальными уравнениями и 
имеют подобные граничные условия.

При решении задач в плоскопараллельных полях широкое 
распространение получил метод электрической аналогии, в ко­
тором математической моделью рассматриваемого поля служит 
стационарное электрическое поле в проводящей среде. По этому 
методу экспериментально исследуется движение постоянного 
электрического тока, а результаты исследования при помощи 
дифференциальных уравнений переносятся на моделируемое 

, поле.
Метод электрической аналогии впервые был применен 

Г. Кирхгоффом в 1845 г. Во второй половине XIX в, Кирхгофф 
и Максвелл установили математические аналогии электрических 
магнитных, гидродинамических и тепловых полей.

Значительную роль в развитии метода электроаналогии сыг­
рал Н. Н. Павловский, обосновавший в 1918—1922 гг. электро- 
гидродинамическую аналогию и заложивший тем самым основы 
математического моделирования физических явлений в сплош­
ных средах. Этот метод (сокращенно называемый ЭГДА) осно­
ван на математической аналогии, существующей между урав­
нениями, описывающими движение жидкости в некоторых 
гидравлических системах и течение электрического тока по про­
водникам. Указанная аналогия может быть легко установлена,
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если сопоставить закон Пуазейля для расхода жидкости при ла­
минарном режиме, представленный в форме уравнения

Q = kF Нл -  Я, (8.21)

и закон Ома для электрического тока

I —cS U i-U . (8 .22)

Аналогичными величинами при этом оказываются: расход 
жидкости Q и сила тока I, напор Я  и напряжение U, коэффици­
ент пропорциональности k и удельная проводимость с.

Естественно, аналогия эта может быть непосредственно ис­
пользована лишь в тех случаях, когда между расходом жидко­
сти и напором существует линейная зависимость, что имеет ме­
сто при ламинарном режиме.

Если, например, исследуется ламинарное движение жидко­
сти по трубам, коэффициент пропорциональности в уравнении
(8.21) k=d2gl32v. Это выражение легко получается из сопостав­
ления уравнений (8.21) и (4.37) и характеризует как гидравли­
ческие свойства системы (d), так и физические свойства жидко­
сти (v).

Широкое применение метод ЭГДА получил при решении раз­
личных задач, связанных с фильтрацией *. Примерами фильтра­
ции являются движение нефти в нефтеносных пластах к нефтя­
ным скважинам, движение грунтовых вод в водоносных пластах, 
движение воды под гидротехническими сооружениями (напри­
мер, плотинами) и др. Во всех этих случаях жидкость просачи­
вается через грунт, перемещаясь обычно с весьма малыми ско­
ростями по мельчайшим каналам, образующимся между его ча­
стицами вследствие их неполного прилегания друг к другу. По­
этому в большинстве случаев фильтрацию можно рассматривать 
как ламинарное движение жидкости в тонких, неправильной 
формы капиллярных трубках.

Основным законом ламинарной фильтрации является закон 
Дарси, выражаемый формулой, принципиально тождественной 
приведенным выше формулам (8 .2 1 ) и (8 .2 2 ).

Все величины, входящие в формулу Дарси, имеют тот же 
физический смысл, что и величины в формуле (8.21). Коэффи­
циент пропорциональности k в этом случае является коэффици­
ентом фильтрации, характеризующим фильтрационные свойства 
пористой среды (грунта) и физические свойства фильтрую­
щейся жидкости. Значения k определяются опытным путем или 
находятся по соответствующим эмпирическим формулам.

* Подробно эти вопросы изучаются в специальном курсе «П одземная 
гидравлика».
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Рис. 8.1

При моделировании поступают следующим образом. Изго­
товляют модель исследуемого фильтрационного потока из элек­
тропроводящего материала (обычно специальной электропрово­
дящей бумаги промышленного производства), а непроницаемые 
контуры — из диэлектрика. При этом должны соблюдаться сле- 
дующие условия: модель и натура должны быть геометрически 
подобны; удельная проводимость электропроводящего матери­
ала по всей длине должна быть пропорциональна коэффициенту 
фильтрации, а сила тока пропорциональна скорости фильтрации 
в каждой точке действительного фильтрационного потока.

Если через модель, в которой выполнены все указанные ус- 
. ловия, пропустить электрический ток, то, как это следует из 
| установленной выше аналогии, разность электрических потенци­

алов будет соответствовать 
разности действующих на­
поров и электрический ток бу- 
дет протекать в модели по тем 
же законам, что и фильтраци­
онный поток в натуре.

В качестве наиболее про­
стого примера рассмотрим 
электролитическую модель, 
воспроизводящую разработку 
нефтяного месторождения оди­
ночной скважиной. Гидравлическое сопротивление нефтяного 
пласта в процессе фильтрации нефти моделируется в ней элек­
трическим сопротивлением электролита в процессе электро­
лиза.

Пусть (рис. 8.1) имеется сосуд, по форме подобный нефтя­
ной залежи, заполненный электролитом (солевым раствором), 
который в данном случае играет роль электропроводящего ма­
териала. Установим в этом сосуде электроды: цилиндрический 
электрод А, подобный контуру скважины, и по внешнему кон­
туру ванны электрод В, подобный контуру питания. Если соз­
дать на электродах потенциалы ис и ик, пропорциональные дав­
лению (напору) в скважине и на контуре питания, и измерить 
специальными приборами потенциалы в различных точках про­
водника, то на такой модели можно получить поля напряжения 
и тока, подобные полям давления и скорости фильтрации в неф­
тяном пласте.

Свое дальнейшее развитие метод ЭГДА получил в приборе, 
называемом электроинтегратором, состоящем из сетки перемен­
ных сопротивлений, самоиндукций и емкостей, при помощи ко­
торых можно моделировать многие весьма сложные явления 
фильтрации, с трудом поддающиеся математическому исследо­
ванию.

В заключение отметим, что метод ЭГДА может быть исполь­
зован для моделирования трубопроводных сетей. В этом случае
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зависимость между Q и Н обычно не является линейной (тур­
булентный режим!) и электрическая схема набирается из элек­
трических сопротивлений, моделирующих нелинейные гидравли­
ческие сопротивления отдельных участков трубопровода. По 
распределению в схеме напряжения и тока судят о напоре и 
расходе на участках гидравлической сети.

§ 87. АНАЛИЗ РАЗМЕРНОСТЕЙ. я-ТЕО РЕМ А

При организации экспериментальных исследований очень 
важно с самого начала дать им правильное направление, уста­
новить наиболее целесообразную и обоснованную методику их 
проведения и порядок обработки получаемых данных.

Одним из методов, позволяющим решить указанные задачи 
и имеющим в настоящее время весьма широкое применение 
в практике гидравлических исследований, является метод ана­
лиза размерностей. Применение этого метода позволяет уже за­
ранее определить основные критерии подобия, в которых сле­
дует обрабатывать данные экспериментов, а также обобщить 
их результаты и установить закономерности, отражающие ис­
следуемое физическое явление.

Исходным для метода анализа размерностей является то, что 
любое математическое уравнение, описывающее какое-либо фи­
зическое явление, обязательно должно быть размерно однород­
ным, т. е. все входящие в него члены, приведенные к основным 
размерностям длины L, времени t и массы m (или силы Р), 
должны содержать одинаковую степень каждой из этих раз­
мерностей.

Подчеркнем, что при использовании этого метода, что явля­
ется его достоинством, достаточно знать основные переменные 
величины, характеризующие исследуемое явление, само же 
уравнение, описывающее это явление, заранее может быть неиз­
вестным.

В основе метода анализа размерностей лежит п-теорема, из­
вестная также под названием теоремы Букингема. Сущность ее 
заключается в следующем.

Предположим, что некоторая переменная величина А\ зави­
сит от ряда независимых переменных А2, А3, ..., Ап, участвую­
щих в каком-либо физическом явлении, и ни от каких других 
переменных не зависит. Тогда общая функциональная зависи­
мость между этими величинами может быть представлена 
в виде уравнения

Ai = f(A2, А3, • . . , А„), (8.23)

или, что, по существу, то же самое:

Ф(Лх, Ла, А3, . . . , Л„) = 0. (8.24)
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Пусть число основных размерных единиц, через которые мо- 
| гут быть выражены все п переменных величин, будет равно т .  

я-теорема устанавливает, что если указанные п переменные вы­
разить через эти основные единицы, то их можно затем сгруп­
пировать в п—т  безразмерных членов я:

Ф (яь я2, я3, . . . .  пп_т ) = 0. (8.25)
Причем каждый такой я-член будет содержать т + 1 пере-

■ менную величину.
В рассматриваемых в гидромеханике задачах число таких

4 переменных, входящих в я-члены, должно равняться четырем. 
Три из них, назовем их определяющими *, входят в каждый из 
я-членов и только одна (четвертая) заменяется другой при пе-

V реходе от члена к члену.
Для удобства исследования показатели последних принима- 

, ются равными —1. Показатели степени остальных (определяю- 
Ц щих) переменных неизвестны, обозначим их х, у, г с индексами, 
р  соответствующими индексам я-членов. Таким образом, будем 

иметь

Ях =  А*' • А%'• А*'■

я, = А?-А?-А?<АТ\
.............................................  (8.26)

лп_3= А 31п- 3-А'1п- ’ -А1п-*-Ап1.
Если выразить затем входящие в я-члены переменные через 

основные независимые размерности, то, поскольку эти члены яв­
ляются величинами безразмерными во всех полученных для них 
выражениях, показатели степени каждой из основных размер- 

; ностей должны обязательно равняться нулю. Поэтому оказыва­
ется возможным для всех я-членов составить по три независи­
мых уравнения (по одному для каждой размерности), связы­
вающие показатели степени входящих в них переменных. 
Решение полученной таким образом системы уравнений позво-

5 ляет найти численные значения неизвестных показателей х, у, z 
и, следовательно, конкретизировать и определить все я-члены и 
тем самым установить общую форму математических уравнений, 
которыми может быть описано исследуемое физическое явление.

В качестве примера практического использования метода 
анализа размерностей рассмотрим решение задачи об опреде­
лении потери напора на трение по длине потока при равномер­
ном напорном движении по трубам вязко-пластичной бингамов- 
ской жидкости (исследуется общий случаи турбулентного ре-

* жима).

* При решении гидромеханических задач  это обычно какая-либо харак- 
Щ; терная длина, скорость течения жидкости и ее плотность (или вязкость).
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Известно (об этом говорят результаты опытов), что потеря 
давления в трубопроводе Ар и, следовательно, соответствующая 
ей потеря напора на трение /гтр зависят от следующих основных 
факторов:

геометрических характеристик трубопровода (диаметра d, 
длины I, шероховатости стенок k);

физических свойств жидкости (плотности р, абсолютной вяз­
кости р,, начального напряжения сдвига т0) ;

средней скорости течения v.
Общую функциональную зависимость, связывающую все эти 

величины, представим уравнением

Ap = f(d, I, р, V, ц, т0, k), (8.27')

которое можно переписать следующим образом:

Ф (Ар//, d, р, v, р, т0, k) = 0. (8.27')

Следуя затем я-теореме и имея в виду, что число основных 
размерных единиц т  = 3, вместо уравнения (8.27'), содержащего 
п = 7 членов, получим уравнение, состоящее из п—т  = 4 безраз-
мерных я-членов:

Ф (яь я 2, я 3, я 4) = 0 . (8.28)

Как было указано выше, каждый такой я-член должен со­
держать четыре переменные величины. Принимая в качестве 
определяющих переменных диаметр трубопровода d, среднюю 
скорость течения жидкости и и ее плотность р и комбинируя 
их поочередно с остальными переменными, входящими в урав­
нение (8.27'), находим:

л.1 = dx'-i^1 • pZl • (i— (8.29)

я 2 = dx* • х?1 • рг* ■ то-1; (8.30)

я 3 = dX;' ■ Vy's ■ рг‘ -k^1; (8.31)

я 4 = dx‘ ■ vy‘ ■ рг‘ • (A p/l)~l . (8.32)

Составим далее уравнения размерностей для каждого из этих 
я-членов, имея в виду обязательное условие их размерной одно­
родности. Тогда, например, для первого я-члена будем иметь

Я! = L*' • (Llt)y' ■ (m/L3)Zl ■ (m/Lt)-1 = Lx'+y'~3z'+1. г й+1 • т г'~1 = 
~ L ° -Т °-т0.
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Приравняв здесь показатели степени при одинаковых осно­
ваниях, получим систему из трех уравнений:

—3z1 +  l = 0 ; —*/i —1— 1 = 0 ; Zi— 1 = 0 ,
совместное решение которых дает

* i= i ;  # i= i; z1= i.
Подставив затем эти значения показателей степени в выра­

жение (8.29), для первого я-члена найдем:
лг =  dvp/ц. (8.33)

Подобным образом находят значения остальных я-членов:
я 2 = и2р/т0; (8.34)
я  3 = d/k-, (8.35)
я 4 = v2pl/dAp. (8.36)
Подстановка их в общее выражение (8.28) приводит к урав­

нению
ф /  dvp ' v2p d Р2р/ \ Q 

\ ц г 0 ’ k dAp )

решение которого относительно Я4 дает

(8.37)

р2Р/ _ p l  dvр 
dAp \ (.1

Отсюда имеем

у*Р
т0

и, следовательно,

Pg dg 

Если обозначить здесь

dv р t)2p ■ А ) Г 1
ft т0 k JJ

-Г ' dv p o2p d \ - j-i

’ V 'ч И- ’ To ’ k ) \

v2p -)TL U To k )\Г -т - (8.38)

получим выражение для определения искомой потери напора: 
hTV=X(l/d) (v2/2g), тождественное хорошо нам известной фор­
муле Дарси-Вейсбаха (4.14), обычно применяемой для этой 
цели при выполнении инженерных гидравлических расчетов.

При этом общее выражение для безразмерного коэффициента 
гидравлического сопротивления получает вид

Я =  -
dv р v2p

(8.39)
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Подчеркнем, что первый член в знаменателе выражения
(8.39) есть не что иное, как обычное число (критерий) Рей­
нольдса. Второй член также встречался ранее [см. формулу
(7.26)] и как это нетрудно установить представляет собой от­
ношение Re и Sen. Обозначим его B = Re/Sen=u2p/ro и будем 
называть критерием пластичности. Третий член является харак­
теристикой геометрического подобия и соответствует понятию 
относительной гладкости внутренней поверхности стенок трубо­
провода, т. е. это величина, обратная относительной шерохова­
тости е.

Учитывая это, выражение (8.39) для коэффициента гидрав­
лического сопротивления можно переписать следующим обра­
зом:

% =
F (R e , В , 1/8)

■ = F'
R e , В

(8.40)

Рассмотрим частные случаи.
В я з к о - п л а с т и ч н а я  б и н г а м о в с к а я  ж и д к о с т ь .  

Л а м и н а р н ы й  р е ж и м .  В этом случае шероховатость сте­
нок не оказывает влияния на потери напора, ее можно не учи­
тывать (е = 0) и выражение (8.39) для коэффициента гидрав­
лического сопротивления принимает вид:

a,= _ _ 2 _ _  = W _ L _ y  (8.41)
F (R e , В) R e , В

Н ь ю т о н о в с к а я  ж и д к о с т ь .  Для данного случая на­
чальное напряжение сдвига т о = 0 . Поэтому выражения для ко­
эффициента гидравлического сопротивления будут: 

при турбулентном режиме

к = ------ ±------= F' (e/Re);
F (R e , 1/е)

при ламинарном режиме (здесь также е = 0 ) 
2

F (Re)
= F (R e).

(8.42)

(8.43)

Как видим, применение метода анализа размерностей позво­
лило выявить основные безразмерные параметры (критерии по­
добия), характеризующие искомые потери напора. В этих па­
раметрах и следует производить обработку экспериментальных 
данных.

Одновременно был установлен общий вид зависимостей для 
определения коэффициента гидравлического сопротивления Я, 
принципиально тождественных [это легко показать, например, 
из сопоставления выражений (8.39) и (7.26), (8.42) и (4.87),
(8.43) и (4.41)] обычно применяемым для этой цели расчетным 
формулам.
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