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Теория обработки металлов давлением представ
ляет собой прикладную инженерную дисциплину, за
дачей которой является разработка общих принципи
альных основ рационального построения и анализа 
процессов обработки металлов давлением, с учетом, 
что последняя не только обеспечивает получение за
готовок, а часто и готовых деталей требуемой формы, 
но и вызывает качественные изменения в металле.

Теория обработки металлов давлением должна 
являться научной базой технологии этой обработки.

Теория обработки металлов давлением рассмат
ривает и изучает:

1. Условия, при которых обеспечивается возмож
ность наибольшего формоизменения металла при 
различных операциях с целью создания технологи
ческих процессов с минимальным количеством опера
ций, т. е. наиболее производительных.

2. Влияние обработки давлением на механические 
и физические свойства металлов в целях получения 
наилучших эксплуатационных характеристик заготовок 
и деталей.

3. Характер формоизменения заготовок при раз
личных операциях в целях отыскания наиболее благо
приятных соотношений между размерами и конфигу
рацией исходных заготовок и заготовок или деталей, 
получаемых после обработки давлением, в частности 
соотношений, ведущих к улучшению качества изделий 
и сокращению расхода металла.

4. Сопротивление металла пластическим дефор
мациям при операциях обработки давлением, т. е. 
распределение напряжений, необходимых усилий и 
работ для осуществления этих операций в целях пра



вильного выбора оборудования и прочностного расче
та рабочего инструмента.

Основной базой для теории обработки металлов 
давлением является наука о пластической деформа
ции металлов, представляющая раздел реологии, т. е. 
науку о течении вещества.

Наука о пластических деформациях металла раз
вивается совокупно в следующих трех взаимно свя
занных основных направлениях, имеющих одинаково 
важное значение для теории обработки металлов дав
лением:

1. Физика процесса пластической деформации 
металла. Это направление изучает экспериментально 
и теоретически механизм пластического формоизме
нения металла, устанавливает влияние различных 
факторов на этот процесс, в основном температуры, 
скорости деформации и вида напряженного состояния, 
а равно устанавливает условия, при которых металл 
переходит из состояния упругого в состояние пласти
ческое.

2. Физико-химия процесса деформации, рассмат
ривающая связь пластической деформации с хими
ческим составом и фазовым состоянием металла.

3. Механика пластической деформации, матема
тически разрабатывающая вопросы напряженного и 
деформированного состояния, величины и распреде
ления напряжений в пластически деформируемом те
ле, анализирующая условия перехода тела в пласти
ческое состояние.

Теория пластических деформаций является нау
кой сравнительно молодой. Начало ее интенсивного 
развития относится к текущему столетию. Еще более 
новой является теория обработки металлов давлени
ем, разработка которой началась лишь в 30-х годах



нашего века в связи с резким ростом значения этой 
обработки в промышленности.

Теория обработки металлов давлением создана 
трудами многих современных ученых. Среди них в 
первую очередь надо упомянуть С. И. Губкина, Е. П. 
Унксова, Г. А. Смирнова-Аляева, Н. И. Корнеева, И. М. 
Павлова, а также многих других, разработавших от
дельные разделы и вопросы этой террии: Л. А. Шоф- 
мана, А. Д. Томленова, К. Н. Шевченко, И. А. Норицы- 
на, М. В. Сторожева, Е. А. Попова и А. Г. Овчинникова.

Значение этих работ нельзя переоценить. Они 
обеспечили создание научной базы технологии обра
ботки металлов давлением как инженерной дисципли
ны, позволяющей творчески и осмысленно совершен
ствовать технологические процессы, поднимать на бо
лее высокую ступень технику нашей промышленности.

По теории обработки металлов давлением имеет
ся обширная литература, в которой отражены много
численные теоретические и экспериментальные рабо
ты, выполненные как отдельными учеными, так и 
мощными коллективами научно-исследовательских 
институтов (ЦНИИТМАШ, ВИАМ и др.) и кафедрами 
технических учебных заведений.

Роль теории обработки металлов давлением в 
отечественной промышленности будет неуклонно воз
растать, учитывая непрерывно растущее значение куз
нечно-прессового производства.



ПРИРОДА ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ 

СТРОЕНИЕ МЕТАЛЛОВ

Все металлы и сплавы имеют кристаллическое 
строение. Последнее характеризуется в целом зако
номерным и периодичным расположением атомов в 
пространстве, при котором каждый атом находится в 
идентичном окружении соседних. Рентгенограммы

кристаллов показывают, что атомы в них располага
ются по прямым линиям и плоскостям, и позволяют не 
только выявить взаимное расположение атомов в 
пространстве, но и определить расстояния между ни
ми, которые, измеряются в ангстремах (1А° = 1 • 10 
см).



Вследствие закономерного расположения атомов, 
по плоскостям и по прямым линиям, строение крис
талла можно представить в виде трехмерной сетки из 
прямых линий, в точках пересечения (узлах) которых 
размещены атомы. Схематично это представлено на 
фиг. 1. Такую сетку можно считать состоящей из гео
метрических многогранников (параллелепипедов, 
призм и т. п.) одинаковой величины с общими сопри
касающимися гранями. Нетрудно заметить, что любой 
многогранник этой сетки, например параллелепипед' 
АБВГДЕЖЗ (если сетка состоит из параллелепипе
дов), путем переноса в любом из трех направлений (а; 
Ь; с;) на определенное расстояние может быть пол
ностью совмещен с любым другим параллелепипедом 
данной сетки.

Наименьший многогранник, путем непрерывных 
переносов которого в трех кристаллографических нап
равлениях можно построить всю пространственную 
сетку, называют элементарной ячейкой кристалличес
кой решетки.

Совокупность соприкасающихся гранями элемен
тарных ячеек, расположенных в трехмерном прост
ранстве, называется пространственной решеткой. 
Длины отрезков (а, Ь, с), определяющие минимальную 
величину смещения элементарной ячейки, необходи
мого для полного совмещения атомов данной ячейки с 
атомами соседней ячейки, называют параметрами 
решетки или периодами повторяемости.

Взаимное расположение атомов в ячейке пол
ностью определяет расположение атомов в данной 
пространственной решетке.

Различают простые пространственные решетки 
кристалпов, в которых атомы размещаются только в 
узлах решетки (только в вершинах основной элемен
тарной ячейки), и сложные пространственные решет-



ки, у которых внутри основных элементарных ячеек в 
одних и тех же местах также размещены атомы.

Для описания строения кристаллов или же прост
ранственной решетки кристаллрв обычно выбирается 
система координат, осями которой служат три прямые, 
проведенные из одной точки (узла решетки), сов
падающие с основными узловыми прямыми кристалла

а) Ь)



(например, прямые, совпадающие по направлению с 
векторами а, Ь, с, на фиг. 1), причем кристаллографи
ческую систему .осей выбирают в соответствии с сим
метрией кристалла. В системе кристаллографических 
осей форма элементарной ячейки пространственной 
решетки может быть описана с помощью трех коорди
натных углов а, р, у между кристаллографическими 
осями и трех параметров решетки а, Ь, с.

Типовые формы основных элементарных ячеек 
пространственных кристаллических решеток металлов 
привёдены на фиг. 2 .

Для кубических решетск (фиг. 2, а и б) характерно 
равенство углов а  = р = у и равенство между собой 
параметров решетки а = Ь = с. Если в кубической ре
шетке, кроме атомов, расположенных в вершинах куба 
элементарной ячейки, имеется атом, расположенный в 
центре куба, то такая решетка называется кубической 
объемноцентрированной. Кубическая решетка, имею
щая атомы, расположенные в центрах граней куба, 
называется кубической гранецентрированной. Для 
элементарной ячейки гексагональной решетки (фиг. 2 , 
в) характерно значение углов а  = р = 90° и у = 120° и 
равенство между собой только двух параметров ре
шетки а = Ь *  с.

Приведенные три типа решеток свойственны 
большинству металлов.

Решетку с объемноцентрированными кубическими 
ячейками имеют, например, металлы: а- и р-железо, 
литий, ванадий, вольфрам, молибден, хром, тантал; 
решетку с гранецентрированными кубическими ячей
ками имеют металлы; алюминий, у-железо, золото, 
медь, никель, платина, свинец, серебро; решетку с 
гексагональными плотно упакованными ячейками (т. е.



имеющими три агома внутри .призмы, фиг. 2 , в) имеют 
металлы: магний, цинк, берилий, кадмий, кобальт, а- 
-титан.

Для определения плоскостей, которые можно про
вести в -элементарных ячейках пространственных ре
шеток (следовательно, и в самих пространственных 
решетках), а также для определения кристаллографи
ческих направлений в кристаллографии принята систе-

( 112)

(110)
Фиг. 3.

ма индексации. По этой системе для кубической ре
шетки индексация плоскостей осуществляется тремя 
цифрами, заключенными в круглые скобки. Эти цифры 
представляют собой три взаимно простых целых чис 
ла, пропорциональных обратной величине отрезков,



отсекаемых плоскостью на координатных осях, причем 
за единицу измерения отрезков принимается параметр 
решетки.

На фиг. 3 представлены некоторые плоскости, про
веденные в кубической элементарной ячейке с указа
нием обозначения этих плоскостей.

В гексагональной элементарной ячейке индекса
ция идет по обратным величинам отрезков, отсекае
мых рассматриваемой плоскостью на четырех крис
таллографических осях, три из которых лежат в плос
кости основания шестигранной призмы (в так называ
емой плоскости базиса), а четвертая совпадает с осью 
призмы. Направления выбранной системы кристал
лографических осей, а также обозначение некоторых 
плоскостей в гексагональной ячейке приведено на фиг. 
4 (знак минус над цифрой показывает, что плоскость 
отсекает отрезок на отрицательном направлении оси). 
Заметим, что обозначение отдельных плоскостей в 
элементарных ячейках кристаллографической решетки 
сохраняется одинаковым для всех плоскостей, прове
денных в пространственной решетке, параллельных 
данной рассматриваемой плоскости.

Кроме плоскостей, в пространственной решетке 
рассматривают кристаллографические направления.
В качестве прямой, определяющей направление 
какого-либо семейства параллельных прямых, обычно 
выбирается прямая, проходящая*через начало коор
динат. Вдоль этой прямой будет расположен ряд ато
мов, отстоящих друг-от друга на определенных рас
стояниях. Положение этой прямой в пространстве оп
ределится координатами любого -атома, на ней распо
ложенного. Поэтому в качестве индексов направления 
берут три взаимно простых целых числа, пропорцио
нальных координатам любого атома, лежащего на 
рассматриваемом направлении, причем за единицу



измерения принимается параметр решетки (индексы 
направлений заключаются в квадратные скобки). На 
фиг. 5 дано схематическое изображение основных 
направлений в кубической элементарной ячейке и их 
обозначение.

Рассматривая строение кристаллов, можно устано
вить, что взаимное расположение атомов на различ
ных кристаллографических плоскостях различно, а 
также различна и величина межатомных расстояний по 
разным кристаллографическим направлениям. Так как 
свойства вещества (физические, химические и ме
ханические) зависят от взаимодействия атомов между 
собой, то вследствие различия в расстояниях между 
атомами и их взаимном расположении свойства крис



таллов неодинаковы по разным кристаллографичес
ким направлениям. Различие свойств по разным нап
равлениям называется анизотропией, которая харак
терна для кристаллического строения.

В силу того, что процесс кристаллизации при зат
вердевании жидкого (расплавленного) металла идет 
одновременно в очень большом количестве центров 
кристаллизации, обычный металл представляет собой 
не единый кристалл, а конгломерат зерен (кристалли
тов), форма, размеры и направление кристаллографи
ческих осей которых зависят от условий кристаллиза
ции и последующей обработки. Такое строение назыг 
вается поликристаллическим. В каждом зерне наблю
дается упорядоченное расположение атомов, соот
ветствующее пространственной решетке данного ме
талла, однако направление определенных кристал
лографических плоскостей в различных зернах может^



быть различно. Металлы и сплавы представляют со
бой, как правило, поликристаллы.

В каждом зерне поликристаллического металла 
наблюдается анизотропия. Однако вследствие разно
образной, беспорядочной ориентировки различных зе
рен литой недеформированный металл может иметь 
одинаковые свойства по разным направлениям и не 
обнаруживать анизотропии (когда размеры зерен зна
чительно меньше размеров поликристалла и коли
чество их весьма велико). Это обстоятельство во мно
гих случаях позволяет рассматривать поликристалли- 
ческое тело как подобное изотропному, несмотря на 
анизотропию свойств отдельных составляющих его 
зерен (квазиизотропное тело).

В отличие от поликристалла, тела, для всего 
объема которых характерно постоянство направления 
определенных кристаллографических, плоскостей в 
пространстве (вне зависимости от внешней формы 
этого тела), называют монокристаллами.

В настоящее время имеются способы искусствен
ного получения монокристаллов некоторых металлов 
настолько больших размеров, что из них можно изго
товлять образцы для механических испытаний, что в 
значительной степени облегчает изучение процесса 
пластической деформации.

Зерна (кристаллиты) нельзя смешивать с кристал
лами, наружные поверхности которых не произвольны, 
а оформлены в виде плоских граней, пересекающихся 
под определенными углами.

Неправильность внешней формы зерен металла, а 
также различие в направлениях определенных крис
таллографических плоскостей в смежных зернах при
водит к тому, что пограничный слой на стыке между 
зернами имеет нарушения правильности взаимного 
расположения атомов. Особенностью строения погра



ничного слоя между зернами является также и то, что 
этот слой обычно насыщен примесями и неметалли
ческими включениями вследствие того, что в первую 
очередь кристаллизуются частицы металла, содержа
щие наименьшее количество примесей.

ПОНЯТИЕ О ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

Система внешних сил приложенная к некоторому 
объему металла, вызывает его деформацию. Разли
чают деформацию упругую и пластическую. Если пос
ле снятия внешних сил деформированное тело пол
ностью восстанавливает свои исходные форму и раз
меры, то такую деформацию называют упругой. Если 
же изменения формы и размеров тела, вызванные 
внешними силами, остаются после снятия этих сил, то 
такую деформацию называют пластической или ос
таточной (необратимой). Получение деталей путем об
работки металлов давлением основано на пластичес
ком деформировании исходной заготовки. Пластичес
кая деформация не только позволяет получать задан
ную форму детали путем относительного смещения от
дельных объемов заготовки без ее разрушения, но и 
оказывает влияние на механические и физико-хими
ческие свойства материала заготовки.

Упругая деформация происходит в металле за 
счет отклонения атомов из положений устойчивого 
равновесия, характеризующихся минимумом потен
циальной энергии. Величина этого отклонения не пре
вышает расстояния между соседними атомами. Вслед
ствие изменения междуатомных расстояний упругая 
деформация вызывает обратимое изменение объема. 
Обратимое изменение объема составляет, например,



при всестороннем сжатии давлением 100 кг/мм2 для 
стали ~ 0,6%, для меди 1,3%.

Отклонение атомов от положения устойчивого 
равновесия увеличивает потенциальную энергию на
копленную в теле, и до определенных пределов вели
чина смещений возрастает пропорционально увеличе
нию деформирующих сил. В любых условиях действие 
внешних сил на тело уравновешивается противо
действием междуатомных сил, стремящихся вернуть 
атомы в положение с минимумом потенциальной энер
гии.

Пластическая 'деформация осуществляется за 
счет относительного смещения атомов в новые 
положения устойчивого равновесия на расстояния, 
значительно превышающие расстояния между атома
ми в кристаллической решетке.

При пластическом деформировании общая де
формация, вызванная приложенными к телу силами, 
содержит как пластическую составляющую, так и уп
ругую, исчезающую после снятия деформирующих сил.

МЕХАНИЗМ ХОЛОДНОЙ ПЛАСТИЧЕСКОЙ 
ДЕФОРМАЦИИ МОНОКРИСТАЛЛА

Пластическая деформация монокристалла может 
происходить в основном двумя путями: скольжением и 
двойникованием.

Скольжение представляет собой параллельное 
смещение тонких слоев кристалла относительно 
смежных. Движение охватывает ряд плоскостей или 
тончайших слоев (полосы скольжения), в промежутках 
между которыми элементы пластической деформации 
отсутствуют.



Экспериментально установлено, что полосы 
скольжения отстоят одна от другой в среднем на рас
стоянии около 1 мк, в,то время как расстояния между 
соседними атомными плоскостями выражаются циф
рами, порядка 10-4 мк.

Характер деформации монокристалла путем 
скольжения ясно виде** из приведенной на фиг. 6 фо
тографии образца из монокристалла сплава меди и 
алюминия, подвергнутого растяжению.

Скольжение в монокристаллах происходит по оп
ределенным кристаллографическим плоскостям, кото
рые называется плоскостями скольжения. Обычно 
плоскостями 4Йо6льжения являются плоскости, имею
щие наибольшую плотность размещения атомов, а 
направлениями скольжения являются те направления, 
по которым межатомные расстояния имеют ми
нимальную величину. Например, в металлах с гране- 
центриррванной кубической кристаллической решет
кой плоскостями скольжения обычно являются плос
кости октаэдра типа (111), а направлениями скольже
ния являются направления типа [101].

В металлах с гексагональной кристаллической ре
шеткой плоскостью скольжения обычно является 
плоскость базиса типа (0001), а направлениями сколь-



жения - направления, совпадающие с диагональю 
шестиугольника (основания этой ячейки) типа [100].

На возможность смещения атомов по каким-либо 
кристаллическим плоскостям значительное влияние 
оказывает температура. Повышение температуры в 
ряде случаев приводит к тому, что процесс скольже
ния может осуществляться по другим плоскостям, от
личным от тех, по которым происходит скольжение при 
комнатной температуре. Например, в металлах с гек
сагональной плотно упакованной решеткой при ком
натной температуре имеется одна плоскость сколь
жения - плоскость базиса (0001), а при температуре 
свыше 200° дополнительно появляется возможность 
скольжения по плоскостям типа (1011) или (1012).

Двойникование представляет собой смещение 
атомов, расположенных в плоскостях, параллельных 
"плоскости двойникования" йа расстояния, пропорцио
нальные расстоянию этих плоскостей от плоскости 
двойникования (фиг. 7), пунктиром показан двойник, 
получившийся в результате деформации), причем 
ребра кристаллической решетки, первоначально нак
лоненные к плоскости двойникования под углом а  <
< 90°, поворачиваются на угол, равный 180° - 2а.

Решетка части кристалла, получившей деформа
цию двойникованием, является зеркальным изображе
нием решетки недеформированной части кристалла 
относительно плоскости двойникования (двойником). 
Двойникование сравнительно редко наблюдается при 
статическом, нагружении и значительно чаще при де
формировании ударом. Двойникование может возни
кать не только в результате воздействия на деформи
руемое тело внешних сил, но и в результате отжига 
после пластической деформации. Такое явлений наб
людается, в частности, в меди, латуни и некоторых 
других металлах, имеющих кубическую гранецентри-



рованную решетку. Двойникование может сопутство
вать деформации скольжением. При деформации 
скольжением двойникование скачкообразна уменьша
ет усилие, потребное для деформирования.

У обрабатываемых металлов процесс пластичес
кой деформации в основном осуществляется за счет 
скольжения.

Многочисленными исследованиями показано, что 
сдвигающее (касательное) напряжение, необходимое 
для начала пластической деформации скольжением 
данного металла, при данной температуре и скорости 
деформации есть величина постоянная, не зависящая 
от ориентировки плоскостей скольжения относительно 
действующих на тело сил. Если растягивать усилием 
Р образец из монокристалла с площадью поперечного 
сечения F, у которого нормаль к плоскости скольжения 
наклонена к направлению действующей силы под уг
лом ф, а направление скольжения - под углом X (фиг. 
8), то величина сдвигающего напряжения х может 
быть найдена по формуле

1д0-2а

двойникования

Фиг. 7.

т = (Р/Р) сое ф соэ X, ( 1 .1 )



где F/cos ф - площадь образца по плоскости скольже
ния.

На фиг.9-приведена зависимость P/F = /  (cos tp 
cos X), полученная расчетом по формуле (1.1), при т = 
= const, и точками показаны результаты опытов. 
Приведенные данные подтверждают, что .в пределах 
точности опытов величина сдвигающего напряжения, 
соответствующего началу скольжения для постоянных 
температуры и скорости деформации, постоянна и не 
зависит от угла наклона плоскости скольжения к нап
равлению действия сил. Те же данные показывают, что 
величина предела текучести (нормального напря
жения а = P/F, соответствующего началу пластичес
кой деформации) для монокристалла каждого металла 
существенно зависит от ориентировки плоскостей 
скольжения относительно направления действия сил, 
имея минимум при углах (р = X = 45е.

Такими же опытами было показано, что по мере 
увеличения пластической деформации величина 
сдвигающего напряжения т, потребного для дальней
шего деформирования образца, увеличивается.

Многочисленными исследованиями показано, что 
процесс скольжения не может рассматриваться как 
одновременное смещение всех атомов одной плос
кости относительно атомов соседней.

По современным воззрениям процесс скольжения 
осуществляется путем последовательного смещения 
отдельных групп атомов. Возможность относительного 
смещения в процессе деформации лишь части ато
мов, расположенных в параллельных кристаллогра
фических плоскостях, обусловливается наличием в 
металле нарушений правильного кристаллического 
троения. Экспериментально доказано, что реальные 
монокристаллы и зерна имеют мозаичное строение, т.



е. состоят из блоков размерами порядка 10'4 - Ю-6 см, 
причем каждый блок является совершенным кристал
лом (имеет правильное кристаллическое строение), а 
соседние блоки повернуты относительно друг друга на 
угол порядка 10' - 20'. Такие блоки называют блоками 
мозаики. Кроме того, в реальных монокристаллах и 
зернах имеются местные нарушения правильности 
кристаллического строения, состоящие в том, что в от
дельных узлах-.решетки атомы отсутствуют или же в

некоторых участках решетки имеются "лишние" ато
мы. Такие нарушения правильности строения реаль
ных кристаллов являются, очевидно, результатом не
совершенства процесса кристаллизации.



Нарушения правильности кристаллического стро
ения приводят к тому что в отдельных участках крис
таллической решетки атомы в недеформированном 
металле смещены из положений устойчивого равно
весия с минимумом потенциальной энергии. Наличие 
таких смещений приводит к тому, что для перемеще
ния отдельных групп атомов в новые положения рав
новесия могут потребоваться меньшие сдвигающие 
напряжения, чем при отсутствии таких смещений.

В настоящее время значительное распростране
ние получила гипотеза, объясняющая процесс сколь
жения перемещением в плоскости скольжения от
дельных несовершенств пространственной решетки, 
так называемых дислокаций. Дислокацией называют 
местное искажение кристаллической решетки, при ко
тором, вследствие различия числа атомов в смежных 
параллельных плоскостях часть атомов, расположен



ных по одну сторону от плоскости скольжения, имеет 
уменьшенные межатомные расстояния (сжаты), а дру
гая часть атомов, расположенных с противоположной 
стороны от плоскости скольжения, имеет увеличенные 
межатомные расстояния (растянуты). Условно разли
чают положительные дислокации, у которых межатом
ные расстояния уменьшены в части кристалла, на
ходящейся над плоскостью скольжения, и отрица
тельные, у которых межатомные расстояния умень
шены в части кристалла, находящейся ниже плоскости 
скольжения.

На фиг. 10 схематично представлено скольжение 
на одно межатомное расстояние в кристаллической 
решетке в результате перемещения положительной и 
отрицательной дислокаций вдоль плоскости скольже
ния.

Величина сдвигающего напряжения, потребная 
для смещения дислокации, во много раз меньше, чем

Фиг. 10.



требуется для одновременного смещения всех атомов 
данной плоскости. Таким образом, под действием 
внешних сил скольжение возникает в первую очередь 
в плоскостях, имеющих первичные несовершенства 
кристаллического строения - дислокации. Предполага
ется, что количество дислокаций в процессе пласти
ческой деформации увеличивается.

Вследствие нарушения правильности кристалли
ческого строения вокруг дислокации имеется силовое 
поле. В тех случаях, когда расстояния между дисло
кациями относительно малы, силовые поля взаимо
действуют. Дислокации одного знака отталкиваются, а 
разных знаков притягиваются. Возможно, что увеличе
ние сдвигающего напряжения, в процессе пластичес
кой деформации до некоторой степени является 
следствием увеличения при деформации количества 
дислокаций одинакового знака.

Теория дислокаций объясняет многие явления, 
имеющие место при пластической деформации. Име
ются и другие гипотезы, объясняющие механизм 
скольжения. Например, Я. И. Френкель и Т. А. Конто- 
рова считают, что скольжение может осуществляться и 
при отсутствии местных нарушений правильности 
кристаллического строения путем постепенного пере
хода атомов кристаллической решетки из одних поло
жений равновесия в другие.

Процесс скольжения в монокристаллах при плас
тической деформации сопровождается некоторыми 
дополнительными изменениями кристаллического 
стррения.

Многими исследователями было замечено, что в 
процессе пластической деформации монокристалла 
наблюдается превращение плоскостей скольжения в 
пространственные периодические поверхности (изгиб 
плоскостей скольжения), а также относительный пово



рот блоков мозаики. Одновременно наблюдается бо
лее ярко выраженное дробление монокристалла на 
отдельные блоки без нарушения сплошности металла 
и пространственной решетки внутри отдельных блоков 
(фиг. 11). Н. Ф. Лашко считает, что причиной образова-

Фиг. 11.

ния блоков в процессе Ьластической деформации яв
ляется сложное смещение отдельных частей кристал
ла, основанное на ско^гкении с одновременным изги
бом плоскостей скольжения.

В результате значительной пластической дефор
мации монокристалл разбивается на отдельные блоки, 
имеющие правильное ^кристаллическое строение и 
ограниченные пачками плоскостей скольжения, в ко-



торых вследствие значительных смещений атомов 
правильность кристаллического строения нарушена. 
Таким образом, при значительных пластических де
формациях монокристалл превращается в поликрис
талл, состоящий из определенного количества зерен.

ХОЛОДНАЯ ПЛАСТИЧЕСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ 
ПОЛИКРИСТАЛЛА

Общее остаточное формоизменение поликристал- 
лического тела складывается из пластической дефор
мации составляющих его зерен с измерением их фор
мы и размеров и их относительного смещения. В со
ответствии с этим различают внутрикристаллитную и 
межкристаллитную деформации поликристалла. Де
формация отдельных зерен поликристалла осущест
вляется скольжением или двойникованием, как и для 
монокристалла. Однако наличие значительного коли
чества зерен в поликристалле приводит к некоторым 
особенностям процесса пластической деформации 
поликристалла. Плоскости скольжения в отдельных 
зернах поликристалла произвольно ориентированы в 
пространстве.

Разная ориентировка плоскостей скольжения от
дельных зерен в пространстве приводит к тому, что 
при нагружении поликристаллического тела системой 
внешних сил пластическая деформация начинается не 
одновременно во всех зернах. В первую очередь 
пластическая деформация возникает в зернах, имею
щих наиболее благоприятную ориентировку плоскос
тей скольжения, т. е. такую, при которой последние 
совпадают с площадками действия наибольших по 
величине касательных напряжений, вызываемых дан
ной системой сил. Остальные зерна деформируются



упруго и могут получать лишь относительное смеще
ние. При линейном растяжении и сжатии наиболее 
благоприятную для начала пластической деформации 
ориентировку имеют зерна, у которых плоскости 
скольжения расположены под углом 45° к направле
нию действия внешней силы. Внешним проявлением 
сдвигов в наиболее благоприятно ориентированных 
зернах являются линии скольжения, наблюдаемые 
часто на поверхности деформируемого тела и впер
вые обнаруженные Д. К. Черновым. На фиг. 12 пред
ставлены линии скольжения, образовавшиеся на пок
рытой пленкой окислов поверхности заготовки, полу
ченной вырубкой толстого листового металла.

Фиг. 12.

Так как первые сдвиги в зернах происходят в нап
равлениях, по которым в деформируемом теле дейст
вуют наибольшие касательные напряжения, то линии 
скольжения, выявляемые на поверхности поликрис-



таллического тела, позволяют судить о направлениях 
максимальных сдвигающих напряжений, вызываемых в 
теле приложенными к нему силами. По мере увели
чения деформирующих сил касательные напряжения, 
действующие в менее благоприятно ориентированных 
плоскостях скольжения, достигают величины, необхо
димой для начала пластической деформации, причем 
последняя начинает охватывать все возрастающее 
количество зерен ПоЬикристалла. Нормальное напря
жение при линейнбм растяжении или сжатии, соответ
ствующее включению в пластическую деформацию 
преобладающего большинства зерен металла, явля
ется п ре д е л о ыь'те кучест и.

Дальнейшая деформация поликристаллического 
тела приводит к тому что зерна получает вытянутую 
форму в направлении наиболее интейгСи^ого течения 
металла. Определенная ориентировка вытянутых в 
результате пластической деформации зерен называ
ется полосчатостью микроструктуры.

Соотношение между средними величинами наи
больших и наименьших размеров зерен указывает на 
величину деформации зерен.

Одновременно с изменением формы зерен в про
цессе деформации происходит поворот кристаллогра
фических осей отдельных зерен в пространстве. По 
мере пр&гфания пластической деформации разница в 
направлениях кристаллографических осей отдельных 
зерен ^яеньшается, а.плоскбслу скольжения стремят
ся совЗМертиться с направлением наиболее интенсив
ного течения металла.'Это пЪйводйт^к тому, что при 
значительной.’деформации' возникай- преимуществен
ная ориентировка кристаллофафйуеских осей зерен 
поликристалла, называемой-тркстурой. Возникновение 
текстуры' приводит к анизотропий свойств поли
кристалла.



Пластическая деформация металлов может соп
ровождаться явлениями диффузии. Вокруг атомов, 
размещающихся в кристаллической решетке зерен ос
новного металла, возникает силовое поле, вызываю
щее смещение соседних атомов из положений с ми
нимумом потенциальной энергии. Это силовое поле 
может взаимодействовать с силовыми полями дисло
каций. В результате такого взаимодействия атомы 
растворенного элемента (примеси) накапливаются или 
вытесняются из области дислокации.

Таким образом создается направленное переме
щение (диффузия) атомов примеси в деформируемых 
зернах в направлении градиента напряжений. Это 
явление, названное "диффузионной пластической де
формацией", исследовалось Г. В. Курдюмовым, С. Т. 
Конобеевским, И. А. Одингом и др.

Явление диффузионной пластичности, так же как и 
скольжение, может приводить к остаточным измене
ниям размеров и формы зерен, которые получаются в 
результате смещения дислокации.

Механизм диффузионной пластичности наиболее 
сильно проявляется в периферийных слоях зерен и по 
границам блоков мозаики. Этот механизм сопутствует 
скольжению. Его роль увеличивается при деформации 
с нагревом.

Описанные выше процессы внутрикристаллитной 
деформации являются основными процессами, обус
ловливающими изменение формы поликристалличес- 
кого металла. Межкристаллитная деформация в этом 
смысле играет значительно меньшую роль.

Межкристаллитная деформация, как сказано ра
нее, выражается в относительном смещении зерен от
носительно друг друга. При этом на соотношение 
между внутрикристаллитной и межкристаллитной де
формациями поликристалла оказывает влияние раз



личие свойств металла внутри зерен и по их границам. 
На границе зерен существует переходный слой, в 
котором закономерность расположения атомов резко 
нарушается. Отсутствие закономерного расположения 
атомов в пограничных слоях зерен является 
следствием взаимодействия атомов смежных зерен, 
неправильности их формы и взаимным "надавливани
ем" зерен при кристаллизации из расплава. Кроме то
го, при затвердевании расплава по границам зерен 
скапливаются нерастворимые примеси. Таким -обра
зом, пограничные слои зерен отличаются от внутрен
них слоев физико-химическими свойствами. Отсутст
вие правильности строения металла в пограничных 
межзеренных слоях приводит к тому, что атомы в этих 
слоях не находятся в положениях, соответствующих 
минимуму потенциальной энергии. Отсюда следует, 
что их подвижность может быть больше, чем во внут
ренних слоях зерен, а их относительное перемещение 
(происходящее не по каким-либо определенным 
плоскостям) может требовать относительно меньших 
касательных напряжений. Однако возможность отно
сительного смещения атомов в пограничных слоях не 
всегда больше, чем для внутренних слоев, в которых 
скольжение осуществляется перемещением дислока
ции.

Смещение атомов в пограничных слоях зерен зат
рудняется наличием нерастворимых, примесей и, не
правильной формой поверхности зерен, приводящей к 
их зацеплениям и заклиниваниям а процессе дефор
мации.

При межкристаллитной деформации возникают 
повреждения по границам зерен, ведущие при разви
тии межкристаллитной деформации к образованию 
микро-, а затем и макротрещин, что в конечном итоге 
может привести к разрушению поликристалла.



Значительная пластическая деформация может 
иметь место в случае достаточно прочных границ зе
рен, когда межкристаллитные перемещения незначи
тельны и играют второстепенную роль.

Однако межзеренные перемещения могут играть и 
значительную роль в формоизменении тела, если 
возникающие повреждения границ зерен восстанавли
ваются полностью или в значительной степени в про
цессе деформации. Это явление наблюдается преи
мущественно при высоких температурах.

УПРОЧНЕНИЕ ПРИ ХОЛОДНОЙ ДЕФОРМАЦИИ

Пластическая деформация поликристалла приво
дит к значительному изменению механических, физи
ческих и химических свойств металла. С увеличением 
степени деформации увеличиваются все показатели 
сопротивления деформированию: пределы упругости, 
пропорциональности, текучести и прочности. Увеличи
вается также твердость металла. Одновременно с 
этим наблюдается уменьшение показателей пластич
ности (относительное удлинение, относительное суже
ние, ударная вязкость); увеличивается электрическое 
сопротивление, уменьшается сопротивление кор
розии, теплопроводность, изменяются магнитные 
свойства ферромагнитных металлов и т. п. Совокуп
ность явлений, связанных с изменением механических 
и и физико-химических свойств металлов в процессе 
пластической деформации, называется упрочнением 
(наклепом). До настоящего времени физическая 
природа упрочнения полностью не выяснена.

Изменение механических свойств металлов и, в 
частности увеличение их прочностных характеристик, в 
значительной степени объясняется искажениями



пространственной атомной решетки при взаимодейст
вии одинаковых по знаку дислокаций, искажением 
плоскостей скольжения, блокообразованиеми кон
центрацией обломков зерен на поверхностях скольже
ния. Кроме того, рядом исследований показано, что на 
изменение прочностных свойств в процессе де
формирования сплавов, имеющих метастабильные 
структуры некоторых составляющих, оказывает влия
ние изменение структурного состояния этих фаз.

По представлениям С. Т. Кишкина, в процессе 
пластической деформации стали по плоскостям 
скольжения выделяются субмикроскопические части
цы (карбиды), блокирующие сдвиги и способствующие 
упрочнению металла.

С. Т. Конобеевский и М. А. Захарова рентгеногра
фическим методом обнаружили, что в процессе де
формации твердого раствора меди в алюминии проис
ходит распад этого раствора с выделением дисперс
ных частиц по плоскостям скольжения.

С. С. Носырева и М. В. Буракова наблюдали прев
ращение переохлажденного аустенита в мартенсит по 
плоскостям скольжения в процессе пластической де
формации.

Выделение субмикроскопических частиц по плос
костям скольжения, очевидно, является следствием 
значительного увеличения температуры на плоскостях 
скольжения и в малых объемах, прилегающих к этим 
плоскостям.

Повышение температуры является дополнитель
ным источником энергии, необходимой для протекания 
диффузионных процессов, и, в частности, для ко
агуляции и выпадения карбидов на плоскостях сколь
жения.

Изменениями в строении металла и взаимном 
расположении атомов решетки объясняют и другие



изменения свойств металлов в результате пластичес
кой деформации.

КРИВЫЕ УПРОЧНЕНИЯ

Для характеристики изменения сопротивления де
формированию в процессе пластической деформации 
в качестве показателя сопротивления деформирова
нию обычно принимают так называемое истинное нап
ряжение, представляющее часТНОе ОТ деления дейст
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также по данным испытаний на сжатие). Истинное 
напряжение по существу является пределом текучести 
материала, получающего упрочнение при дефор
мации. Показателями формоизменения образца, оце
нивающими степень деформации, являются относи
тельное удлинение образца при растяжении е =
= (I - У  / 1о или относительное уменьшение площади 
поперечного сечения у  = (Р0 - Р) / Р0, где 10 и Т 0 ис
ходные значения расчетной длины образца и площади 
его поперечного сечения, а I и Р - текущие значения 
длины и площади поперечного сечения образца в 
данный момент деформирования.

Графики зависимости истинного напряжения от 
степени деформации называют кривыми упрочнения. 
Характер кривых упрочнения для некоторых металлов 
и сплавов показан на фиг. 13.

Как видно из приведенных кривых упрочнения, на
иболее интенсивное увеличение истинного напряже
ния имеет место в начальной стадии деформации, а 
при некоторых значениях степени деформации (порог 
упрочнения) дальнейшая деформация не вызывает 
значительного изменения величины истинного напря
жения.

В зависимости от принятого показателя степени 
деформации различают кривые упрочнения первого и 
второго родов. В кривых упрочнения первого рода ис
тинное напряжение дается в зависимости от относи
тельного удлинения, а в кривых второго рода - от от
носительного сужения.

Кривые упрочнения первого и второго родов име
ют некоторые характерные свойства, дающие возмож
ность приближенного их построения по данным стан
дартного испытания на растяжение.



Рассмотрим кривую упрочнения первого рода (фиг. 
14). Истинное напряжение для любого момента де
формации до начала образования шейки может быть 
определено из соотношения (1.2), по текущим значе
ниям условного напряжения а Усл и площади попереч
ного сечения Р:

° Исг = <*Усп Ре/Р. (1 .2)

где стУсл = Р/Р0 - частное от деления действующего в 
данный момент усилия на исходную 
площадь поперечного сечения образ
ца.

В момент, соответствующий началу образования 
шейки в образце при испытании на растяжение, ус
ловное напряжение равно пределу прочности сть (уси
лие растяжения имеет максимальную величину).



Истинное напряжение аш, соотве+ствующее этому 
моменту, определится выражением

=  сть р ( /р ш ■ (Ч-З)

где Рш - площадь поперечного сечения образца в мо- 
' мент начала образования шейки при его рас
тяжении.

Из условия постоянства объема при равномерном 
удлинении образца можно установить:

? = = ?0У('о + АО = + е) = ^ ( 1  + е), (1.4)

где е = (I - 10) / 10 - относительное удлинение образца.
Соотношения (1.2) - (1.4) справедливы до момента 

начала образования шейки включительно.
Усилие в любой момент деформации определяет

ся соотношением

р = <т„стР. (1.5)

Дифференцируя уравнение (1.5), находим

6Р ~ стистс/Р + РсЬИ0Т. (1.6)

Подставляя значение ¥ из (1. 4) в (1. 6) и опреде
ляя величину с1Р дифференцированием выражения 
(1.4), после несложных преобразований получим

= ( <*тиет - <ти с т /(1 + е))Р0 /(1 + е) . (1.7) 

В момент начала образования шейки <тист = <тш,



е  = 8Ш1 а dP = 0, так как в этот момент прекращается 
увеличение-усилия растяжения. Отсюда следует, что

с/стш / с/еш = стш / (1 + еш) . (1 .8)

Но с1ош / ¿еш = tg а, где а  - угол наклона каса
тельной, проведенной к кривой упрочнения в точке, 
соответствующей началу образования шейки. Найдем 
величины отрезков, отсекаемых этой касательной на 
оси абсцисс х и на оси ординат у.

Из треугольника ABC находим, что х + еш = 
= аш / tg а  = 1 + е ш, откуда следует, что х = 1.

Из подобия треугольников ABC и Abc следует, 
что у 1ош = 1/(1 + еш), а величина у = 0^(1  + еш). Ис
пользуя соотношения (1.3) и (1.4) находим, что у = сть.

Таким образом касательная, проведенная к кри
вой упрочнения в точке, соответствующей началу 
образования шейки, отсекает на отрицательной 
части оси деформаций отрезок, численно равный 
единице, а на оси истинных напряжений - отрезок, 
численно равный пределу прочности.

Рассмотрим свойства кривых упрочнения второго 
рода (фиг. 15). Относительное уменьшение площади 
поперечного сечения образца при растяжении опреде
ляется выражением у = (F0 - F) / F0, откуда следует, 
что

F = F 0(1 - у )  (1.9)

Усилие Р в любой момент деформации до нача
ла образования шейки включительно может быть най
дено по выражению

Р = = ^ F o d  - V) (1 1 0 )



Дифференцируя (1.10), находим

№  = £ 0 0  - \у)с/аист - аистР0сЛу. (1.11)

Для момента, соответствующего началу образова
ния шейки у  = \|/ш, аист = аш, (Р  -  0, аналогично преды

дущему.
Поэтому из выражения (1.11) для момента, соот

ветствующего началу образования шейки, может быть 
получено соотношение

0<уш /  сЛ|/ш = сш / (1 - v j .  (1.12)

Фиг 15.

Отношение dam / 0ц/ш является тангенсом угла а 
наклона касательной, проведенной к кривой упрочне
ния второго рода в точке, соответствующей началу об
разования шейки. Отсюда следует, чтб tga = стш/(1 - 
- ч/ш), а из треугольников ABC и Abc находим, что на 
отрицательной части оси абсцисс касательная отсека



ет отрезок, численно равный 1 - 2у ш, а на перпендику
ляре к оси абсцисс в точке \|/ = 1 - отрезок, численно 
равный 2стш.

Таким образом, касательная, проведенная к кри
вой упрочнения второго рода в точке, соответству
ющей началу образования шейки, отсекает на пер
пендикулярен к оси абсцисс в точке у/ = 1 отрезок, 
численно равный удвоенному значению истинного 
напряжения в момент начала образования шейки.

Кривые упрочнения могут быть использованы для 
анализа характера и степени влияния упрочнения на 
величину потребных для деформирования усилий при 
обработке металлов давлением. Для облегчения ана
литического решения задачи по установлению влия
ния упрочнения на величину усилия деформирования 
и на распределение напряжений в'деформируемом 
теле необходимо кривую упрочнения представить в 
виде уравнения, связывающего истинное напряжение 
со степенью деформации. С целью упрощения функ
циональной зависимости истинного напряжения от 
степени деформации кривую упрочнения заменяют 
прямой линией или степенной кривой.

В качестве прямой линии, приближенно характе
ризующей влияние упрочнения на величину истинного 
напряжения, обычно принимают касательную, прове
денную к кривой упрочнения в точке, соответствующей 
началу образования шейки. Уравнение этой прямой в 
координатах может быть записано в виде

°исг = <*т0 + В\|Л (1 .13)

где - экстраполированный предел текучести (от
резок, отсекаемый касательной на оси орди
нат при у  = 0);



В - модуль упрочнения, являющийся тангенсом 
угла а наклона прямой к оси абсцисс.

Используя соотношения (1.12) и (1.9), а также учи
тывая, что стш = сть Fo/Рщ можно получить

В = аь/(1 -ч/ш)2 , (1.14)

Величина стт0 может быть найдена из треуголь
ника Ade (фиг. 15), и формула для определения с 
использованием выражения (1.14) для определения 
tg а  = В получит вид

<*т0 = <*Ь ( 1 -  2 ¥ш) > 0  -  Vui)2 ( 1 -1 5 )

Величины аИСТ, определенные расчетом по фор
муле (1.13), при всех значениях у, за исключением

= MV будут несколько больше значений аисг, опре
деляемых по кривой истинных напряжений, причем 
особенно заметной будет разница между этими вели
чинами при малых степенях деформации (\|/ «  у ш).

Более точно отражает действительную зависи
мость истинного напряжения от величины у  степен
ная функция вида

аист=Сч/" . (1.16)

.Значения С и п  могут быть определены следую
щим образом: при у  = ц/ш <гист = <тш, следователь
но, С = Подставляя найденное значение С в 
уравнение (1.16), получаем

сгист= аш//м/пш (1.17)



Из уравнений (1.10) и (1.17) может быть найдена 
формула для определения усилия Р в любой момент 
растяжения (до начала образования шейки)

Р = аш v/nF0(1 - 14/) / \̂ /пш (1.18)

Дифференцируя выражение (1.18) и приравнивая 
(для момента начала образования шейки) dP = 0, на
ходим, что

п = \|/ш/( 1 - у ш).
ч

Подставляя найденное значение п в уравнение 
(1.17) и заменяя в последнем стш через сть по соотно
шению аш = иь = °ь /  О - чО- окончательно по
лучаем

= W (1 -  'lO X 'W v шГ ш/(1' Vm> ■ (1.19)

Формула (1.19), предложенная С. И. Губкиным, как 
показало сопоставление расчетных значений стист с 
фактическими, достаточно правильно отражает ха
рактер и степень влияния упрочнения на величину ис
тинного напряжения.

ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ И СКОРОСТИ  
ДЕФОРМАЦИИ НА ПРОЦЕСС ДЕФОРМИРОВАНИЯ

ДЕФОРМАЦИЯ ПРИ ПОВЫШЕННЫХ 
ТЕМПЕРАТУРАХ; ВОЗВРАТ И РЕКРИСТАЛЛИЗАЦИЯ

В предыдущей главе был описан механизм холод
ной деформации, сопровождающейся упрочнением.
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При повышении температуры деформируемого 
металла в последнем возникают новые процессы, 
противоположные упрочнению, а именно возврат и ре
кристаллизация. Таким образом, при повышенных 
температурах в процессе деформации протекают од
новременно как упрочняющие, так и разупрочняющие 
процессы.

При холодной деформации вследствие различно
го направления плоскостей скольжения в отдельных 
зернах./неравномерного распределения деформаций в 
объеме заготовки, различия в форме, размерах и 
свойствах зерен последние получают различную по 
величине упругую деформацию. Вместе с тем при хо
лодной деформации возрастают искажения кристал
лической решетки. В результате после снятия внеш
них усилий в холоднодеформированном металле воз
никают остаточные напряжения.

При деформации с нагревом до определенных 
температур амплитуда тепловых колебаний атомов 
увеличивается настолько, что облегчает переход ато
мов в положение равновесия. В связи с этим возника
ющие при деформации указанные выше упругие де
формации в значительной мере выравниваются, а 
равно и уменьшаются образующиеся искажения крис
таллической решетки, что обеспечивает резкое сниже
ние остаточных напряжений после снятия внешних 
усилий (если не учитывать термических напряжений, 
которые могут возникнуть при неравномерном охлаж
дении заготовки после деформирования). Это явление 
называется возвратом (отдыхом).

Для чистых металлов возврат проявляется при 
абсолютных температурах выше (0,25 - 0,30) Т^, где 
Тпл - абсолютная температура плавления. Наличие



растворимых примесей в металле приводит к увели
чению температуры возврата.

Возврат в процессе обработки приводит к некото
рому уменьшению сопротивления деформированию и к 
увеличению пластичности. Тем не менее деформи
рование при температурах возврата сопровождается 
упрочнением, хотя интенсивность его несколько мень
ше.

Возврат не оказывает влияния на размеры и фор
му зерен, которые при деформации с наличием воз
врата, так же как и при его отсутствии, вытягиваются в 
направлении более интенсивного течения металла. 
Возврат также не препятствует образованию текстуры 
при деформации.

Возврат протекает во времени; с увеличением 
температуры скорость возврата увеличивается. В свя
зи с этим эффект возврата зависит от соотношения 
между температурой и скоростью деформации. Повы
шение скорости деформации при данной температуре 
может снизить эффект возврата.

Возврат происходит также при нагреве (отпуске) 
металла после его холодного деформирования.

Нагрев холоднодеформированного металла до 
температуры возврата не оказывает значительного 
влияния на показатели его механических свойств (по
казатели прочности незначительно уменьшаются, а 
показатели пластичности несколько увеличиваются).

Следует отметить, что возврат (отпуск) повышает 
сопротивление холоднодеформированного металла 
коррозии и резко уменьшает возможность самопроиз
вольного растрескивания. Последнее явление наб
людается в деталях, полученных холодной штампов
кой, особенно из латуни, и происходит под действием 
остаточных напряжений при уменьшении сопротивле
ния разрушению за счет межкристаллитной коррозии.



Необходимо отметить, что у некоторых металлов и 
сплавов, например углеродистой стали, при темпе
ратурах возврата может возникать явление старения, 
оказывающее противоположное возврату влияние на 
механические свойства. Старение приводит к увели
чению показателей прочности при одновременном 
уменьшении показателей пластичности. Физическая 
природа старения окончательно еще не выяснена. 
Предполагается, что изменение механических свойств 
в процессе старения происходит вследствие вы
падения мелкодисперсных частиц примесей по плос
костям скольжения.

Дальнейшее увеличение температуры деформи
руемого металла сверх температуры возврата ведет к 
возникновению процесса рекристаллизации. Рекрис
таллизация при пластическом деформировании зак
лючается в появлении зародышей, возникновении и 
росте новых зерен, взамен деформированных.

Возможность рекристаллизации обусловливается 
тем, что увеличение температуры деформируемого 
металла поднимает энергетический потенциал атомов 
настолько, что последние получают возможность пе
регруппировок и интенсивного обмена местами.

Зародышами новых зерен становятся имеющиеся 
в деформируемом металле ячейки с относительно 
правильной, неискаженной в процессе деформации 
решеткой (отдельные блоки мозаики, обломки зерен на 
плоскостях скольжения или в пограничных, межзе- 
ренных слоях). К этим зародышам в соответствии с 
параметрами решетки пристраиваются атомы смеж
ных с зародышами зерен и начинают расти новые зер
на. Последние увеличиваются в размерах и с течени
ем времени могут полностью поглотить атомы дефор
мированных зерен. Вследствие одинаковой возмож
ности роста новых зерен вокруг зародышей по всем



направлениям новые образующиеся из зародышей 
зерна равноосны, т. е. имеют в среднем одинаковые 
размеры по всем направлениям.

Таким образом, деформация металла при темпе
ратурах выше температуры рекристаллизации сопро
вождается двумя противоположно и одновременно 
действующими процессами: деформацией зерен (уп
рочнением) и их рекристаллизацией.

Процесс рекристаллизации происходит во време
ни с некоторой скоростью, величина которой зависит 
от температуры и степени деформации. Чем выше 
температура и степень деформации, которую полу
чает деформируемое тело, тем выше скорость ре
кристаллизации. Конечный результат будет зависеть 
от соотношения между скоростью деформации и ско
ростью рекристаллизации. Если последняя больше 
скорости деформации, то в результате все зерна де
формированного металла получают равноосную фор
му, а кристаллическое строение их будет соответство
вать строению недеформированных зерен и измене
ния свойств металла, вызываемого упрочнением, не 
произойдет.

Для чистых металлов, по данным А. А. Бочвара, 
температура начала рекристаллизации определяется 
из соотношения

Трекр > 0 , 4 ^  ,

где Трвкр - абсолютная температура рекристаллизации;
Т ^  - абсолютная температура плавления.

Наличие растворимых примесей несколько повы
шает температуру рекристаллизации.

В процессе рекристаллизации усиливается диф
фузия атомов как внутри кристаллитов, так и по грани-



цам зерен, что способствует выравниваю химической 
неоднородности зерен и снятию повреждений, возни
кающих по границам зерен в результате межкристал- 
литной деформации.

Размеры равноосных зерен в металле, деформи
рованном при наличии рекристаллизации, зависят от 
температуры, при которой происходит рекристаллиза
ция, от степени деформации, а также от скорости де
формации. Связь между величиной зерна после де
формации с рекристаллизацией, температурой и сте
пенью деформации обычно представляется объемны
ми диаграммами рекристаллизации (второго рода), ко
торые строятся по результатам специально проводи
мых ^экспериментов и являются характерными для 
каждого металла и и сплава. На фиг. 16 представлена 
объемная диаграмма рекристаллизации низкоуглеро
дистой стали. Аналогичный характер имеют диаграм
мы рекристаллизации и для других металлов и спла
вов. Особенностью зависимости величины зерен пос
ле деформации с рекристаллизацией от степени де
формации является наличие так называемых крити
ческих степеней деформации, при которых наблюда
ется резкое увеличение размеров рекристаллизован- 
ных зерен. Величина критической степени деформа
ции при температурах, близких к температуре начала 
рекристаллизации, обычно не превышает 8 - 10% и 
уменьшается при увеличении температуры (зона кри
тических степеней деформации смещается к началу 
координат).

Наличие критических степеней деформация мож
но объяснить следующим образом. В начальной ста
дии деформация происходит в основном за счет вну- 
трикристаллитных процессов, без нарушения меж- 
кристаллического вещества, обволакивающего зерна. 
Вследствие этого увеличение размеров зереь при ре



кристаллизации путем их объединения затруднено. 
Кроме того, при относительно малой величине дефор
маций количество образовавшихся блоков-обломков 
кристаллитов невелико, а следовательно, невелико и 
число возможных центров рекристаллизации. При кри
тических степенях число центров рекристаллизации 
остается небольшим (несколько увеличивается), од
нако межкристаллическое вещество частично разру
шается, что приводит к непосредственному соприкос
новению кристаллитов. Это обстоятельство в процес
се рекристаллизации облегчает присоединение ато
мов соседних зерен к новому зерну, растущему из 
центра рекристаллизации, что в конечном итоге при
водит к объединению нескольких деформируемых зе
рен в одно, т. е. к увеличению размеров рекристалли- 
зованных зерен.

Фиг. 16.



Дальнейшее увеличение степени деформации 
приводит к увеличению числа центров рекристалли
зации, а следовательно, и числа рекристаллизованных 
зерен, что при данном объеме тела дает уменьшение 
их размеров.

С увеличением температуры прочность межкрис- 
таллического вещества уменьшается, непосредствен
ное соприкосновение кристаллитов происходит при 
меньших степенях деформации, что и вызывает сме
щение критических степеней деформации к началу 
координат. С увеличением температуры, кроме того, 
увеличивается подвижность атомов, облетающая 
объединение соседних зерен в процессе рекристал
лизации, что приводит к относительному увеличению 
размеров рекристаллизованных зерен при всех степе
нях деформации.

В работах ряда отечественных ученых, было пока
зано, что у некоторых сортов- стали при весьма высо
ких степенях деформации наблюдается появление 
второго максимума на кривых рекристаллизации (фиг. 
17).

Величина зерна после рекристаллизации зависит 
еще и от длительности выдержки нагретого металла 
при температурах, превышающих температуру ре
кристаллизации. При длительной выдержке в отличие 
от ранее описанной рекристаллизации обработки наб
людается так называемая собирательная рекристал
лизация, сущность которой состоит в том, что разме
ры равноосных зерен, получившихся в результате ре
кристаллизации обработки, увеличиваются за счет их 
объединения.

Собирательная или поверхностная рекристалли
зация протекает медленнее, чем рекристаллизация 
обработки. Возможность роста зерен при собиратель
ной рекристаллизации обусловлена стремлением



атомов в процессе перестройки занять положения, от
вечающие минимуму потенциальной энергии. Иска
жения правильности взаимного расположения атомов, 
имеющиеся в поверхностных слоях зерен, увеличива
ют потенциальную энергию, накопленную в поликрис
талле. При увеличении размеров зерен суммарная по
верхность их уменьшается, а следовательно, умень
шается и накопленная в теле потенциальная энергия. 
Особенно интенсивно собирательная рекристаллиза
ция происходит при температурах, значительно пре
вышающих температуру начала рекристаллизации.

Рекристаллизация происходит также и при нагре
ве холоднодеформированного металла до температу
ры, несколько превышающей температуру начала ре
кристаллизации (низкий или рекристаллизационный 
отжиг).

Величина зерен, получившихся в результате ре
кристаллизации холоднодеформированного металла
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зависит от степени деформации, которую получила за
готовка или отдельные ее участки, от температуры ре
кристаллизации и от времени выдержки при этой тем
пературе. Характер зависимости величины зерна от 
этих факторов аналогичен рассмотренному ранее. В 
этом случае также имеются критические степени де
формации, при которых наблюдается значительное 
увеличение размеров рекристаллизованных зерен, 
причем увеличение размеров зерен тем больше, чем 
выше температура нагрева.

Рекристаллизация холоднодеформированного ме
талла, получившего весьма большую степень дефор
мации и имеющего текстуру деформации, может при
вести к устранению текстуры. Однако рекристаллиза
ция не всегда приводит к ее устранению.

В результате рекристаллизационного отжига ме
талла, имеющего текстуру деформации, может полу
читься так называемая тексрекристаллизации, харак
теризующаяся тем, что кристаллографические оси ре
кристаллизованных равноосных зерен имеют преиму
щественную ориентировку в пространстве (большин
ство зерен имеет одинаковое направление кристалло
графических осей в пространстве). Текстура рекрис
таллизации может быть идентична текстуре деформа
ции, но может и отличаться от нее, т. е. направления 
преимущественной ориентировки кристаллографичес
ких осей в теле после рекристаллизации изменяются.

Возникновение текстуры рекристаллизации объяс
няется, очевидно, тем, что зародыши новых зерен, 
имеющиеся в деформированном металле, имеют пре
имущественную ориентировку кристаллографических 
осей в пространстве. Текстуры рекристаллизации мо
гут быть идентичны исходным текстурам деформации, 
но могут также значительно отличаться от них. Тексту



ра рекристаллизации, а также возможность устране
ния текстуры деформации без образования новой 
текстуры после о т и га  зависит от состава сплава и 
содержания примесей, от степени деформации, полу
ченной при холодном деформировании, от характера 
текстуры деформации, от температуры отжига и его 
продолжительности. Наличие текстуры рекристалли
зации приводит к анизотропии механических свойств в 
отожженном металле, что может сказаться на служеб
ных свойствах полученной обработкой давлением де
тали или на поведении отожженной заготовки при пос
ледующей пластической деформации. Так, например, 
образование фестонов (ушей) при вытяжке стакана из 
плоской круглой заготовки является следствием нали
чия в прокатанном (и отожженном) металле (листе) 
текстуры рекристаллизации.

ВИДЫ ДЕФОРМАЦИИ ПРИ ОБРАБОТКЕ МЕТАЛЛОВ
ДАВЛЕНИЕМ

Из ранее изложенного видно, что при обработке 
давлением, в металле, в общем случае, одновременно 
могут протекать взаимно противоположные процессы: 
процесс упрочнения и процессы разупрочняющие 
(возврат и рекристаллизация). И те и другие протека
ют во времени с определенными скоростями, обус
ловленными условиями дефорцации (температура, 
скорость и степень деформации) и природой дефор
мируемого металла.

В зависимости от того, какой из процессов будет 
преобладающим, результаты деформации будут раз
личны.

По С. И. Губкину различают горячую, неполную го
рячую, неполную холодную и холодную деформации.



Гэрячей деформацией называют такую, в процес
се которой рекристаллизация успевает произойти пол
ностью. В результате горячей деформации металл по
лучает полностью рекристаллизованную равноосную 
микроструктуру при отсутствии каких-либо следов уп
рочнения. Горячая деформация осуществляется при 
температурах, превышающих температуру начала ре
кристаллизации, в тем большей степени, чем выше 
скорость деформации.

При неполной горячей деформации рекристалли
зация протекает не полностью. При неполной горячей 
деформации в металле при его деформировании, а 
также после окончания деформации одновременно 
будут иметь место два разных типа микроструктур: ре- 
кристаллизованная (с равноосными зернами) и нере- 
кристаллизованная (с вытянутыми зернами). Наличие 
рекристаллизованных зерен наряду с деформирован
ными приводит к увеличению неравномерности де
формации, которая способствует уменьшению плас
тичности металла и увеличению вероятности разру
шения. Деформированный металл, полученный при 
неполной горячей деформации, имеет значительные 
по величине остаточные напряжения, могущие при не
достаточной пластичности вызвать разрушение ме
талла.

Неполная горячая деформация может иметь мес
то при температурах деформации, мало превышаю
щих температуру начала рекристаллизации, причем 
вероятность ее возникновения увеличивается с воз
растанием скорости деформации.

Неполной горячей деформации на практике сле
дует всемерно избегать, так как она обусловливает 
низкое качество поковки. Этот вйд деформации легко 
возникает у сплавов, имеющих малую скорость ре
кристаллизации (например, некоторые алюминиевые и

/



магниевые сплавы, представляющие многофазные, 
метастабильные системы). Поэтому деформирование 
их производят с малыми скоростями.

Неполной холодной деформацией называют та
кую, при которой рекристаллизация отсутствует, но 
процесс возврата успевает протекать. В результате 
неполной холодной деформации металл получает по
лосчатую микроструктуру без следов рекристаллиза
ции, а п|Ьи значительной деформации - текстуру де
формации. Пластические сврйства его выше, чем у 
металла деформированного при отсутствии возврата, 
а прочностью свойства несколько ниже.

Неполная холодная деформация может иметь 
место при температуре деформации большей, чем 
температура начала возврата; при этом скорость де
формации должна быть такой, чтобы возврат успевал 
полностью произойти.

При холодной деформации рекристаллизация и 
возврат полностью отсутствуют и деформированный 
металл имеет все признаки упрочнения. Холодная де
формация протекает при температурах меньших тем
пературы начала возврата.

Таким образом, температурно-скоростные условия 
оказывают существенное влияние на строение де
формированного металла.

ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ НА СОПРОТИВЛЕНИЕ 
ДЕФОРМИРОВАНИЮ И ПЛАСТИЧНОСТЬ

Повышение температуры металла, кроме того, 
оказывает существенное влияние на его механические 
характеристики. О ходе изменения показателей плас
тичности и уменьшает сопротивление деформиро
ванию. Дальнейшее увеличение температуры при-



мерно до 300° дает значительное уменьшение показа
телей пластичности и увеличение показателей проч
ности (зона синеломкости). Это предположительно 
объясняется выпадением мельчайших частиц карби
дов по плоскостям скольжения, аналогично процессу 
старения. Дальнейшее увеличение температуры при
водит к постепенному, но значительному уменьшению 
показателей прочности. При температурах порядка 
1000° предел прочности уменьшается более чем в 10 
раз.

В отношении показателей пластичности характер
но их некоторое уменьшение в области температур, 
при которых возможна неполная горячая деформация, 
и в области температур фазовых превращений (часто 
эти оба явления происходят при почти одинаковых 
температурах).

Снижение пластичности в области температур 
фазовых превращений объясняется наличием в де
формируемом теле одновременно двух фаз с различ
ными свойствами, что приводит к увеличению нерав
номерности напряженного состояния.

Следует отметить, что при температурах, нес
колько меньших температуры плавления, наблюдает
ся резкое снижение показателей пластичности, явля
ющееся результатом значительного роста зерна с 
последующим пережогом металла (окисление границ 
зерен). Аналогичный характер имеют графики зависи
мости показателей прочности и пластичности для дру
гих металлов и сплавов.

Общим положением для всех металлов и сплавов 
является то, что наибольшую пластичность они имеют 
при температурах рекристаллизации, т. е. условиях 
горячего деформирования, которым одновременно 
соответствуют и малые значения показателей проч



ности, а следовательно, и сопротивления деформиро
ванию.

Опасными зонами температур, при которых наб
людается уменьшение пластичности, являются зоны, в 
области которых возможны фазовые превращения, 
неполная горячая деформация или явления старения и 
синеломкости.

Увеличение пластичности при нагреве до темпе
ратур горячей деформации является следствием уве-



личения подвижности атомов, но, кроме того, увели
чению пластичности способствуют еще некоторые яв
ления. Так, например, в условиях горячего деформи
рования обычно значительно возрастает пластичность 
межкристаллических прослоек, содержащих повышен
ное количество примесей. Это объясняется тем, что 
пограничные слои с повышенным содержанием при
месей обладают меньшей термодинамической устой
чивостью и имеют температуру плавления меньшую, 
чем температура плавления зерен основного металла. 
С нагревом до температур горячего деформирования 
прочность межзеренных прослоек уменьшается более 
интенсивно, чем прочность зерен, и доля меж- 
кристаллитной деформации в общей деформации ме
талла увеличивается. Одновременно хрупкость этих 
прослоек уменьшается, а следовательно, уменьшает
ся и образование в них микротрещин.

Уменьшение опасности образования микротрещин 
объясняется также возможностью их "залечивания" в 
процессе деформирования. В объяснении воз
можности "залечивания" микротрещин в процессе де
формирования двухфазных сплавов существенное 
значение имеет установленное А. А.Бочваром явление 
скачкообразного переноса атомов кристаллитов одной 
фазы на кристаллиты другой фазы. Явление это А. А. 
Бочвар назвал растворно-осадительным типом плас
тической деформации. При межфазовом перемещении 
атомов происходит "залечивание" микроскопических 
трещин, так как осаждение металла легче происходит 
в микропустотах.

Так как подвижность атомов увеличивается с рос
том температуры, то и "залечивание" микротрещин 
легче осуществляется при температурах горячей де
формации.



ВЛИЯНИЕ СКОРОСТИ ДЕФОРМАЦИИ НА 
ПЛАСТИЧНОСТЬ И СОПРОТИВЛЕНИЕ  

ДЕФОРМИРОВАНИЮ

Обычные определения механических свойств ме
таллов производятся на испытательных машинах со 
скоростями деформирования, не превышающими 10 
мм/сек. Обработка давлением на прессах и ковочных 
машинах ведется при средней скорости движения ра
бочего органа машины в пределах примерно от 0,1 до 
0,5 м/сек. При обработке на молоте воздействие на 
металл носит уже динамический характер: скорости 
бабы молота в момент удзра составляют 5 - 1 0  м/сек, 
а весь процесс деформации за один удар длится лишь 
сотые доли секунды. Поэтому весыйа важно знать, 
можно ли при анализе и проектировании процессов 
обработки давлением пользоваться данными о меха
нических свойствах металлов, полученными путем 
обычных испытаний. Иначе говоря, очень важно знать, 
как влияет дурость деформации на пластичность и 
сопротивление деформированию.

В первом приближении можно сказать, что при 
увеличении- скорости деформации сопротивление 
деформированию возрастает, а пластичность па
дает.

С увеличением скорости деЛорм&ции особенно 
резко падает пластичность «¿¡»торых магниевых 
сплавов, выроколегурованной стали и медных спла
вов. Значительно менее чувствительны к скорости де
формации алюминиевые сплавы, низколегированная и 
углеродистая конструкционная сталь. Последние об
ладают при горячей обработку вполне достаточной 
пластичностью при любых практически применяемых 
скоростях деформирования.



Влияние скорости деформации при холодной об
работке давлением значительно меньше, чем при го
рячей. Интенсивность роста этого влияния больше в 
диапазоне малых скоростей (мм/мин) и весьма мала в 
диапазоне больших скоростей.

Однако приведенные данные требуют уточнения. 
Надо учитывать прежде всего два существенных об
стоятельства: наличие при горячем пластическом де
формировании двух противоположных процессов: уп
рочняющего и разупрочняющего (возврат и рекристал
лизация) и тепловой эффект пластической деформа
ции. О возврате и рекристаллизации говорилось ра
нее. Тепловой эффект выражается в том, что энергия, 
расходуемая на пластическую деформацию, превра
щается в теплоту. Тепловой эффект при прочих рав
ных условиях уменьшается с увеличением температу
ры деформации, так как с повышением температуры 
падает сопротивление деформации и поэтому снижа
ется энергия, потребная дл^ деформации. Поэтому при 
одной и той же степени деформации данного образца 
в холодном и горячем состоянии тепла в последнем 
случае выделится меньше. Если скорость деформации 
малая, то тепло будет рассеиваться и процесс будет 
протекать почти изотермически. На-оборот, при 
больших скоростях деформации выделя-ющееся тепло 
будет повышать температуру тела, ина-че говоря, 
будет наблюдаться температурный эффект.

При холодной обработке давлением разупрочняю- 
щие процессы не протекают. Сопротивление дефор
мированию растет со степенью деформации в резуль
тате упрочнения, изменение скорости в некоторых 
пределах мало влияет на ход процесса. В отдельных 
же случаях холодной обработки давлением при высо
ких скоростях деформирования в результате темпера
турного эффекта может возникнуть явление возврата;



сопротивление деформированию станет меньше, а 
пластичность больше, чем это было при более низкой 
скорости.

При горячей деформации идет процесс рекрис
таллизации. Чем выше скорость деформации и чем 
меньше скорость рекристаллизации, тем больше бу
дет сопротивление деформации и тем меньше плас
тичность. Затрудняя процесс рекристаллизации, повы
шение скорости деформации при горячей обработке 
будет резко влиять на согтротивление деформации и 
пластичность при горячей обработке, как это было 
сказано ранее.

Сталь при низких температурах нагрева и магние
вые сплавы при нормальном температурном интерва
ле ковки имеют очень малую скорость рекристаллиза
ции. Поэтому повышение скорости деформации может 
изменить характер обработки: из 'горячей она обратит
ся в неполную фрячую, что и вызоёрт резкое умень
шение пластичности при одновременном росте сопро
тивления деформации.

Особый эффект может дать изменение скорости 
деформации, если обработка производится при тем
пературах, бл^ких к зонам хрупкости. Например, тех
нически чистс!^ железб (армко-железо): имеет зону  ̂
хрупкости в температурном интервале 825 - 1100°. 
Если его ковать, например, при температуре, близкой к 
825°, с большой скоростью деформации, то вслед
ствие температурного эффекта деформации металл 
окажется в зоне хрупкости. Тот же температурный эф
фект при температура, близкой к 1100°, может вывес
ти металЬ цз зоны хрупкости.

Таким оЬразом, в од*41йх случаях повышение ско
рости ведет к увеличению сопротивления деформиро
ванию и снижению пластичности, а в других - в связи с



температурным эффектом может привести к обратным 
результатам.

На практике влияние скорости деформации учиты
вают обычно в зависимости от скорости движения ра
бочего органа машины так называемым скоростным 
коэффициентом (табл. 1). Последний указывает, во 
сколько раз при обработке на данной машине сопро
тивление деформации будет больше, чем определен
ное на испытательной машине.

Под действием длительных нагрузок пластическая 
деформация может происходить при напряжениях, 
меньших предела текучести.

Это связано с явлением релаксации, определение 
которого дано Максвеллом:

"Всякое тело, независимо от его природы, с тече
нием времени теряет способность сопротивляться 
действующим на него силам".

Длительная нагрузка, вызывающая напряжение 
меньшее предела текучести, даже при нормальной 
температуре может вызвать постепенное увеличение

Таблица 1
Значение скоростного коэффициента 

(по С. И. Губкину)

С корость  рабочего 
о р ган а  иашиш 

в см /се к

Температура обработки в °С

№няе 0 .5  Т» Вш е 0 .5  Т при 
неполной горя
чей Эеформаши

Вш е 0 ,5  Т при 
горячей дефор
мации

10 -  25  ...................
25  -  75  ...................
Больше 100 ............

УЭарное воздей
ствие  ........................

1 ,1
1 ,1 5
1 ,2 5

1 ,5  -  2 ,0

1 .4  -  2 ,4
2 .4  -  3 ,0  

3 .5

5 .0

1 ,2  -  1 ,6  
1 ,6  -  2 ,0  

2 ,5

4 ,0

«• Т -  абсолютная тем пература плавления



Таблица 2

Эффект длительной нагрузки
(Материал - латунь, сть= 51,5 кг/мм2, о3 = 36,5 кг/мм2, 

аул = 16,5 кг/мм2, 6 =14%) -

Напряжение заЗанное при испыта
нии в к г / т 2........................................ 40 3 0 - 2 5 25 20 16

Время, протеквее Эо разрыва об-
1 25 45 42 110

Таблица 3

Ползучесть углеродистой стали

Температура испытания в С

400 450 500 550 600 Скорость ползучести 
в % в час

Предел текучести при t  исЛытания в кглт2

42,5 36,2 30 2 3 .2 16,2

Напряжение,заданное при испытании в к г /и м 2

4 2 .5 1,4 0 ,8 0 ,5 ю - 6
7 ,3 4 ,6 2 ,5 1 ,4 0 ,8 Ю "6

6 .6 3,В 2 ,2 1,3 10“ *
15,2 9 ,8 5 ,5 2 ,8 1 .6 10_3

деформации вплоть до последующего разрушения. 
Это явление особенно резко выражается у некоторых 
цветных металлов, например у латуни, как можно ви
деть из табл. 2.

В случае повышенных температур развитие плас
тической, деформации имеет место при напряжениях,



значительно меньших предела текучести (табл. 3). Это 
явление носит название ползучести.

Гпава 2

НАПРЯЖЕННОЕ И ДЕФОРМИРОВАННОЕ 
СОСТОЯНИЕ

Тело, подвергающееся действию сил, находится в 
напряженном состоянии.

Внешние силы, действующие на тело, бывают двух 
основных видов: поверхностные и объемные или 
массовые.

К поверхностным силам относятся силы, которые 
прикладываются к поверхности данного тела. Они мо
гут быть сосредоточенными и распределенными.

К объемным силам относятся силы, действующие 
на все, в том числе и внутренний точки тела. Эти силы 
пропорциональны элементам массы тела (сила тя
жести, силы инерции и др.). В дальнейшем действие 
объемных сил рассматриваться не будет.

При рассмотрении напряженного состояния будет 
приниматься, что тело является однородным и изо
тропным  и представляет собой- систему непрерывных 
точек. Если система точек находится в равновесии, то 
принимается, что внешние фГ|ы уравновешиваются 
так, как если бы система отвердела. Это так называе
мый принц ип отвердения. ^

При упругом состоянии равновесие может сущест
вовать при любом соотношении внешних сил.

При пластическом равнр^есии соотношения и ве
личины сил должны быть вполне определены, как это 
будет выяснено в дальнейшем.



Под действием внешних сил в теле возникают 
внутренние усилия. Интенсивность внутренних уси
лий, отнесенная к единице площади, называется нап
ряжением. Любая точка в напряженном теле находит
ся под воздействием всех прочих, а потому в любой 
плоскости, проведенной через любую данную точку, на 
нее будет действовать напряжение, определенное по 
величине и направлению.

Полное напряжение по правилу параллелепипеда 
всегда может быть разложено на три: одно нормаль
ное и два касательных. В равной мере -полное напря
жение можно разложить на три по направлению осей 
координат.

НАПРЯЖЕНИЯ В КООРДИНАТНЫХ ПЛОСКОСТЯХ

Проведем через напряженную точку А (фиг. 19) 
три плоскости, параллельные осям координат. Для то
го чтобы иметь возможность обозначить на чертеже 
напряжения, действующие на точку в этих плоскостях, 
построим параллелепипед, изображенный на фиг. 19. 
Ребра этого параллелепипеда будут считаться беско
нечно малыми, неограниченно приближающимися к 
точке. Тогда на гранях параллелепипеда можно будет 
изобразить напряжения, действующие на точку в трех 
взаимно перпендикулярных плоскостях, через нее 
проходящих. Напряжение в каждой площадке разло
жим на три: одно нормальное и два касательных, ко
торые направим параллельно Ъсям координат. Таким 
образом, всего будет три нормальных и шесть каса
тельных напряжений.

Нормальные напряжения в координатных площад
ках будем обозначать ст, касательные т. Примем 
индексы из двух букв. Первая буква будет указывать ту



координатную ось, по направлению которой действует 
напряжение, а вторая - ту координатную ось, которая 
нормальна (перпендикулярна) той площадке, к которой 
напряжение приложено (адрес напряжения). Напри
мер, тху - касательное напряжение, действующее па
раллельно оси х на площадку, перпендикулярную к 
оси у, т. е. на площадку, параллельную гълрскости хг. 
Поскольку для нормальных напряжений направление и 
адрес совпадают, обозначения этих напрЯкений будут 
даваться с индексом из одной буквы, например стх 
вместо о ух.

Геометрически напряжения, действующие в точке 
по площадкам, параллельным осям координат, изо
бражены нрфиг. 19 стрелками.



Нормальные напряжения считаются положитель
ными, если они стремятся вызвать растяжение.

Касательные напряжения положительны, когда они 
направлены в положительном направлении осей 
координат, если при этом растягивающее нормальное 
напряжение в данной площадке также направлено по 
положительному направлению оси. Когда нормальное 
растягивающее напряжение направлено в отрица
тельном направлении координатной оси, то касатель
ные напряжения будут положительными, если они на
правлены по отрицательным направлениям соответ
ствующих осей.

Запишем напряжения в точке по трем взаимно 
перпендикулярным площадкам, параллельным осям 
координат в форме таблицы (матрицы):

стх тху - направление х
Тух сгу туг - направление у (2 .1) 
тгх т *у " направление г

адрес х I I 
адресу I 

адрес г

В каэдой горизонтальной строчке записаны нап
ряжения одного направления в последовательности 
осей х, у и г.

В каждом вертикальном столбике записаны нап
ряжения одного адреса в той же последовательности.

* Таким образом, в трех взаимно перпендикулярных 
площадках имеется девять напряжений: три нормаль
ных и шесть касательных.

Однако вследствие известного положения о пар
ности касательных напряжений, различные значения



могут иметь только шесть напряжений: три нормаль
ных и три касательных, так как.

(2 -2)

т. е. касательные напряжения с индексами из двух 
одинаковых букв равны между собой вне зависимости 
от порядка расположения букв в индексе.

Если учесть равенства (2.2), то легко видеть, что 
касательные напряжения, расположенные в таблице 
(матрице) симметрично относительно главной диаго
нали, попарно равны между собой. Учитывая это, таб
лицу (матрицу) можно переписать упрощенно:

Докажем, что если заданы напряжения в трех вза
имно перпендикулярных площадках, проходящих че
рез данную точку, то ее напряженное состояние впол
не определенно.

Проведем через данную точку О плоскость, нак
лонную к осям координат. В результате геометрически 
получим фигуру тетраэдра ОаЬс, сливающегося с 
данной точкой при бесконечном убывании величины 
его граней (фиг. 20). Пусть N - нормаль к наклонной 
грани тетраэдра. Тогда положение ее определится 
направляющими косинусами;

НАПРЯЖЕНИЯ В НАКЛОННОЙ ПЛОЩАДКЕ



cos a = cos (N, x) = ax ; cos (3 = cos (N, y) = ay ;
cos y= cos (N, z) = az.

Пусть площадь наклонной грани будет A F ,  ос
тальных граней соответственно их положению A F X, A F y 

и A F 2. Считаем, что на наклонной грани действует 
какое-то напряжение S (полное).

Напряжения по координатным площадкам даны.
Проекции напряжения S на направления осей ко

ординат, или, что то же, компоненты напряжения S по 
осям координат, обозначаем Sx, Sy и Sz.

Тетраэдр должен находиться в равновесии. Пи
шем условия равновесия, проектируя все действую
щие силы на оси координат:

2  прх =  S XA F  -  ct̂ F *  -  Тху A F y  -  TXZA F Z =  0 ;

S  пру “  S yA F  - т y x A F x - a yA F y - TyzA Fz ~ 0 ,

£  npz =  S * A F  -  TzxA F x -  tz y A F y  -  CTZA F Z=  0 ;

Ho

AFX = AF&X; AFy = AFay ; AFZ -  AFaz ;

тогда
S x =  CTxa x +  Txy a y +  ;

S y =  T y x a x  +  стуау +  T y z 3 z , ( 2  3 )

S z =  Tzxa x +  т *Уа У +  CTza z-

Суммируя компоненты напряжения S  по правилу 
параллелепипеда, легко получить и само полное нап
ряжение S :



Нормальное напряжение в наклонной площадке стп. 
определится как сумма проекций компонент 5Х, ву, Э2 
на нормаль к площадке:

ап *" ^хах + 2уЭу + 82а2, (2.5)

а подставляя значения из уравнения (2.3), получим

(2.5а)

2  2  2 а п = аха х + <ТуЭ У + сг*а „ + 2хт avav +У у ' и 2а  Ъ ' *-*Ху а х У
+ 2ху2ауаг + 2т2хагах.



Полное касательное напряжение в наклонной 
площадке т получим по правилу параллелограмма:

) о о
X = S - <т2п . (2.6)

Из полученных формул следует, что если даны 
напряжения по координатным площадкам, то всегда 
можно определить напряжение в любой наклонной 
площадке, иначе говоря, напряженное состояние точки 
вполне определено, если даны шесть напряжений, 
действующих по трем взаимно перпендикулярным 
плоскостям.

ГЛАВНЫЕ НОРМАЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ

Исследуем полученное выражение (2.5а) для ап.- 
Возьмем вектор г по направлению нормали N (фиг. 
20) к какой-нибудь наклонной площадке:

r= A / V / o7

т. е. примем

-  ± А2/г2,

где А - некоторая произвольная постоянная, опреде
ляющая масштаб.

Координатами конца вектора будут

х = гах ; у = гау ; z = raz , 

а следовательно,

ах = х/г; ау = y / r ; az = z/r. 

69



Подставляя эти значения а в выражение (2.5) для 
оп и сокращая на г, получим

А2 = а*х2 + Стуу2 + а^ 2 + 2тхуХу +
+ 2гУ2уг + 2т„гх. (2.7)

Из аналитической геометрии известно, что полу
ченное уравнение представляет собой поверхность 
второго порядка, отнесенную к центру (отсутствуют х, 
у, г  в первой степени).

При изменении положения наклонной площадки 
будут изменяться направление и координаты х, у, г  
конца вектора г, но конец его всегда будет лежать на 
поверхности, определяемой уравнением (2.7). Отсюда 
следует, что эта поверхность полностью определяется 
напряженным состоянием точки. Она носит название 
поверхности напряжений Коши.

При изменении положения координатных осей, т. 
е. при отнесении указанной поверхности к другим ко
ординатным осям, сама поверхность остается неиз
менной, а изменятся лишь коэффициенты уравнения, 
т. е. величины напряжений в координатных площад
ках, поскольку эти площадки будут другие.

Из аналитической геометрии известно, что если 
поверхность второго порядка отнести не только к 
центру, но и к сопряженным диаметрам, т. е. к осям, то 
коэффициенты при произведениях координат обра
тятся в нуль. Тдкже можно поступить и с поверхно
стью, определяемой уравнением (2.7). А это значит, 
что через точку, находящуюся в напряженном состоя
нии, всегда можно провести такие три взаимно пер
пендикулярные плоскости, в котррых касательных 
напряжений не будет, и останутся только три нор
мальных напряжения. Эти три напряжения называют



ся главными нормальными напряжениями, их направ
ления - главными и плоскости, на которые они дейст
вуют, - главными плоскостями. Таким образом, если 
оси координат выбрать параллельными главным нап
равлениям (главные оси), то в соответствующих коор
динатных плоскостях (главных) будут действовать 
только нормальные напряжения - главные. Отсюда 
следует, что напряженное состояние точки вполне оп
ределяется, если даны направления трех главных Осей 
и величины трех главных напряжений, которые будем 
обозначать индексами 1, 2, 3 вместо х, у, г:

ст1> ст2> °3‘

Теми же индексами 1, 2, 3 будем обозначать и 
главные оси, а также направляющие косинусы площа
док, наклонных к этим осям.

Если напряженное состояние точки задано глав
ными напряжениями, то напряжения в наклонных пло
щадках выразятся на основании формул (2.3), (2.4), 
(2.5) и (2.6) весьма просто. Компоненты по осям коор
динат

— су̂ Э-1 , = = <т3а3. (2-8)

Полное напряжение

гч2 2 2 , 2 2 , 2 2
о  “ О тЭ  ̂ ^  С  2а  2 ^  3 3 '

Нормальное напряжение

2 2 2 стп = с̂ а ! + сг2а 2 + сг3а з* (2.10)

Касательное напряжение



(2 .11)

ПОНЯТИЕ О ТЕНЗОРЕ НАПРЯЖЕНИЙ

Ранее было установлено, что напряженное состо
яние точки определяется поверхностью (2.7). Это зна
чит, что напряженное состояние есть величина тен
зорная в отличие от скалярной (определяемой чис
лом) и векторной (определяемой числом и направле
нием). Поскольку же эта поверхность, а вместе с ней и 
напряженное состояние определяется девятью нап
ряжениями в координатных площадках, можно дать 
особый смысл той матрице (2.1), которой были пред
ставлены напряжения, действующие в координатных 
плоскостях, а именно записать:

Правая часть равенства представляет собой с 
точки зрения тензорного анализа симметричный 
тензор 2-го ранга. Эту запись можно понимать так: 
напряженное состояние данной точки равно тензору 
напряжений с такими-то компонентами (а и т явля
ются компонентами тензора напряжений). Так как ка
сательные напряжения попарно равны между собой и 
равные касательные напряжения располагаются в 
матрице симметрично относительно главной диагона
ли (ах, сту, ст2), то возможна сокращенная запись:

(2.12 )



Если даны главные напряжения, то тензор напря
жений запишется так:

С тензорами можно производить различные мате
матические действия, изучаемые в тензорном анали
зе, в частности, тензоры можно вычитать и склады
вать, с чем мы встретимся дальше.

Выясним теперь, можно ли определить величину 
главных напряжений и положение главных плоскостей 
по тензору напряжений, данному для произвольных 
координатных осей.

Пусть в какой-то, пока неизвестной, наклонной 
площадке действует только нормальное напряжение 
а, т. е. эта площадка является главной. Пусть положе
ние этой площадки определяется направляющими ко
синусами ах, ау, аг по отношению к взятой системе 
координат. Тогда компоненты напряжения о по коор
динатным осям будут

(2.126)

аах; стау; овт,

так как направление ст совпадает с нормалью к пло
щадке. Но из предыдущих формул (2.3) известны вы



ражения для этих компонент через компоненты тен
зора напряжений, а следовательно,

аах = Стхах + Тху ау + тХ2а2 ; 
оау = Тух3х + суау + тУгЭ2 ; 
ста2 = х^ах + т2уау + ст2а2.

Преобразуем написанные уравнения так:

(стх - а)ах + Тхуау + х^гг = 0;
■СухЗх + (ау * сг)ау + Туга2 =: 0, 
т» а х + Ъу ау + (ст2 - сг)а2 = 0.

Полученная система уравнений относительно а 
является линейной и однородной (свс?бодные члены 
равны нулю). Так как ах, ау и а2 не могут быть все три 
одновременно равны нулю, то, как известно из теории 
уравнений, определитель этой системы должен быть 
равен нулю, т. е.

ах -а Тху Туа
хУХ Сту - а Туг =0 (2.13)

Тгу <Уг - О

Развертывая определитель и производя преобра
зования, получим кубическое уравнение относительно 
а:

3 2а - а (ах + сгу + сО + а(ахау + а/т2 + ст2ах - 
2 2 2 -Тху-Хуг-Тдс)  - (ахСУуСГ2 + 2'1х̂ Ту2Хгх - 

2 2 2 - СТХТ уг - аух ^  - Стгт ху) = 0. (2.13а)



Решив это уравнение, мы получим три его корня, т. 
е. значения а1( о2, а3, которые по характеру уравнения 
всегда будут действительными.

Написав дополнительно известное из аналитичес
кой геометрии условие, что

2 . 2 , 2  . 
a x+ a y + a z = 1,

можно определить и значения направляющих косину
сов.

При выводе уравнения (2.13) для определения ве
личины главных напряжений оси координат, были 
выбраны произвольно. Главные же напряжения при 
данном напряженном состоянии имеют единственные 
значения. Отсюда следует, что коэффициенты куби
ческого уравнения (2.13) имеют одни и те же значения 
независимо от того, как были выбраны оси координат. 
Они не изменяют своей величины при изменении по
ложения координатных осей. Иначе говоря, эти коэф
фициенты инвариантны к преобразованию координат. 
А так как эти коэффициенты составлены из компонент 
тензора напряжений, то они являются и его инвариан
тами при преобразовании координат.

Первый инвариант ц тензора напряжений - линей
ный:

i1 = стх + (Ту + а2 = const. (2.14)

Второй инвариант \2 - квадратичный:

2 2 2¡1 = ахау + <JyGz + az<7x - t x y ‘ Xyz“ T zx = const. (2.15)

Третий инвариант i3 - кубический:



¡1 = a x°y^z + 2 ^xvTy2Tzx " °хт yz “
■ «V^zx " CTzT яу = conSt. (2.16)

Третий инвариант является развернутым в строку 
определителем, составленным из компонентов тензо
ра напряжений:

т ху Txz

тух ° У Tyz (2.12)

Tzx Т*У

Второй инвариант является суммой миноров этого 
определителя при разложении его по главной диаго
нали:

т ху
+

<?x Txz
+

Kl>.

Тух Tzx Tzy ^z

Инварианты тензора напряжений имеют весьма
важное значение, так как они отражают механические 
закономерности напряженного состояния.

Так, например если написаны два тензора, то, 
пользуясь инвариантами, мы сразу можем опреде
лить, выражают ли они разные напряженные состоя
ния или представляют собой одно и то же напряжен
ное состояние в разных системах координат.

ЭЛЛИПСОИД НАПРЯЖЕНИЙ

Компоненты напряжений в наклонной площадке по 
осям координат выражаем через главные напряжения 
формулами (2.8):



= ^ 1̂ 1» ^2 ”  о2а2; Эз -  0383.

Следовательно,

«2 - о 2 / 2 . « 2 -  о 2 / 2 . « 2 -  с 2 / 2а  ̂— о ^/с 1, а 2 “  3 2/о 2» а 3 — о 3/а 3 ,

но

а21 + а22 + а23 = 1.

Подставляя в последнее уравнение значение а из 
предыдущих выражений, имеем

Э /̂ст2, + + Э^/сД = 1; (2.17)

а,, су2, <т3 для каждого данного напряженного состоя
ния являйэтся постоянными. Следовательно, уравне
ние (2.17) дает все возможные значения напряжений 
во всех наклонных площадках.

Уравнение представляет собой трехосный эллип
соид, полуоси которого представляют собой главные 
напряжения в данной точке, а координаты точек по
верхности - проекции полных напряжений в в раз
личных наклонных площадках. Следовательно, длина 
любого отрезка от центра до пересечения с поверх
ностью эллипсоида будет представлять собой полное 
напряжение 8 в какой-то наклонной площадке. Эл
липсоид этот называется эллипсоидом напряжений и 
как бы отражает геометрически тензор напряжений. 
Поскольку ни одна из хорд эллипсоида не может быть 
больше его большой оси, постольку наибольшим по 
абсолютной величине напряжением в любой точке бу
дет наибольшее из трех главных нормальных напря
жений в этой точке.



Если два из трех главных нормальных напряжений 
равны между собой по абсолютной величине, то эл
липсоид напряжений превращается в эллипсоид вра
щения.

Если при этом они имеют одинаковый знак, то по 
всем площадкам, параллельным третьей координат
ной оси, напряжения будут одинаковы и перпендику
лярны площадкам, на которые они действуют. При 
этом любые два взаимно перпендикулярные направ
ления в координатной плоскости, перпендикулярной к 
направлению третьего главного напряжения, являются 
главными.

Если все три главных нормальных напряжения 
равны между собой, то эллипсоид обращается в шар, и 
любые три взаимно перпендикулярные оси будут 
главными. Во всех наклонных к осям координат пло
щадках будут действовать одинаковые равные между 
собой нормальные напряжения, а касательных не бу
дет (поскольку любая плоскость - главная). Иначе го
воря, точка будет находиться в состоянии равномер
ного всестороннего растяжения или сжатия. Тензор 
напряжений будет

Этот тензор напряжений носит название шарового 
тензора. Матрица его инвариантна к выбору системы 
координат.

Если одно из главных' напряжений равно нулю, то 
эллипсоид превращается в эллипс и объемное напря
женное состояние превращается в плоско ■. -Наконец,

(2 .18)



если два главных напряжения равны нулю, эллипсоид 
превращается в прямую линию, т. е. будет иметь мес
то линейное напряженное состояние.

ГЛАВНЫЕ КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ

Согласно уравнению (2.11), касательные напряже
ния в наклонных площадках, если тензор напряжений 
дан в главных напряжениях, выражаются уравнением

2 2 2  2 2  2 2  2  2  2 2
Т  “ 0  13   ̂ СТ 2 ^  2 *  О ' 3 Э  3  “  ( 0 , 3   ̂ 0 *2 3  2 з )  ■

Выясним, в каких площадках касательные напря
жения получают максимальную величину.

Из условия

а2, + а22 + а23 = 1 (а)

имеем, например,

2 . 2 2  а з = 1 “ а 1 - а 2

Подстэвляя в вырэжение (2.11) для х

2 2 2 2 2  2 2 2  2 г = о ^  + о ^а 2 + о з(1 ■ а , - а 2) ■ [а,а +
+ а2а 2 + о‘3(1 ■ э 1 - а 2)] ,

дифференцируем по а1 и приравниваем частную 
производную нулю для нахождения экстремума:

д{х2)/да̂  = 2<т21а1 - 2ст23а1 - 2[ст1а21 + <т2а22 +
+ а3(1 - а - а 2)](2а1а1 - 2а^^) = 0.



Сокращаем на 2(а1 - ст3) и выносим а, за скобки: 

а^с^ + ст3 - 2ст1а21 - 2ст2а22 - 2а3 + 2<у3э21 + 2а3а22) = 0.

Меняем знак, выносим за скобки а2., и а22 и де
лим на 2:

- с ^а 2, + (ст2 - Ст3)а22 - 1/2(0, - ст3)] = 0. (Ь)

Аналогичным образом дифференцируя уравнение 
по а2 и приравнивая частную производную нулю, по
лучим:

а2[(ст1 - ст3)а21 + (а2 - о3)а22 - 1/2(ст2 - сг3)] = 0. (с)

Из полученных уравнений прежде всего имеем ре
шения:

Эт = О,
а2 = 0.

Подставляя а, = а2 = О в условие (а), найдем 
а3 = 1 и таким образом получаем первую группу зна
чений направляющих косинусов, при которых т имеет 
экстремум:

а, = 0, а2 = 0, а3 = 1.

Далее, подставляя а1 = 0 в уравнение (с), полу

чим а2 = ± V 1/2 , а при этих значениях и а2 из ус
ловия (а) определим соответствующее значение а3 =



= ± V 1/2 , следовательно, получим вторую группу зна
чений а,, а2) а3 , определяющую экстремум для т:

а1 = 0; а2 = ± V ~У2 ; а3 = ±л/!72

Наконец, подставляя а2 = 0 в уравнение (Ь), полу

чим а., = ± V 1/2 , а по этим значениям из условия (а)

определим а3 = ± V 1/2 и в  результате найдем третью 
группу значений а1( а2, а3, при которых т имеет 
экстремум:

а1 = ± V 1/2 ; а2 = 0 ; а3 = ± V 1/2

Далее из условия а^ + а22 + а23 = 1 выражаем а2 
и подставляем их значения в формулу (2.11) и 
производим аналогичные выкладки.

В результате получим следующие шесть групп 
значений направляющих косинусов, при которых каса
тельные напряжения имеют экстремальные значения:

Направляющие
косинусов 1 2 3 4 5 6 -

а* 0 0 ±1 0 ±л/1/2 ±л/1/2

а2 0 ±1 0 ±<У2 0 ±^1/2

а3 ±1 0 0 ±^1/2 ±л/1/2 0



Первые три группы значений направляющих коси
нусов определяют координатные плоскости, которые 
были при рассмотрении данного вопроса .приняты за 
главные и в которых касательные напряжения равны 
нулю, т. е. имеют минимальное значение. Следова
тельно, вторые три группы значений направляющих 
косинусов определяют плоскости, в которых касатель
ные напряжения достигают максимальных значений 
(абсолютных).

Легко в'идеть, что каждая из этих групп значений 
выражает плоскости, перпендикулярные к одной из 
координатных плоскостей и составляющие углы 45° с 
каждой из двух других, или, что то же самое, проходя
щие через одну координатную ось и делящие угол 
между двумя другими пополам, т. е. составляющие с 
ними углы по 45°.

Каждая группу значений направляющих косинусов 
определит четыре такие плоскости, по одной на каж
дые два смежных октанта, поскольку имеем четыре

комбинации знаков перед корнями (± V 1/2).
Таким образом всего получим 12 плоскостей, в ко

торых касательные напряжения достигают макси
мальных значений. Для одного октанта они могут быть 
представлены графически, как показано на фиг. 21. 
Совокупность всех этих плоскостей представляет со
бой фигуру ромбического додэкаэдра (12-гранника) 
согласно фиг. 22.

Подставляя в уравнение (2.11) полученные значе
ния направляющих косинусов, найдем значения мак
симальных касательных напряжений:



т12 = ± 1/2 (ст., - а2) (Эт = ± V 1/2 ; а2 = ± V 1/2 ; а3 = 0) ;

т23 = ± 1/2 (а2 - ст3) (а, = 0 ; а2 = ± V 1/2 ; а3 = ± V 1/2) ;

т31 = ± 1/2 (с3 - ст,) (а, = ± V 1/2 ; а2 — 0 ; а3 = ± V 1/2) .
(3.20)

Индексы при т означают, полуразность каких 
главных напряжений равна данному т и к  каким осям 
плоскость действия т наклонена под углом 45°. Эти 
касательные напряжения называют главными каса
тельными напряжениями.

Таким образом, главные касательные напряжения 
равны полуразностям соответствующих главных нор
мальных напряжений.

Наибольшее касательное напряжение равно полу- 
разности алгебраически наибольшего и наименьшего 
главных нормальных напряжений.

Если все три главных нормальных напряжения 
равны между собой, то их полуразности и, следова
тельно, касательные напряжения обращаются в нуль, 
т. е. будут отсутствовать. Этот результат мы получили 
и раньше, при рассмотрении эллипсоида напряжений и 
шарового тензора (2.18).

Как видно из уравнения (2.20), сумма трех главных 
касательных напряжений равна нулю:

Т12 + т23 + Т31 = 0' (2.21)

Определим значение нормальных напряжений в 
площадках, по которым действуют главные касатель
ные напряжения, для чего подставляем значения нап-



равняющих косинусов из уравнения (2.19) в уравнение

т. е. нормальные напряжения, действующие в пло
щадках главных касательных, равны полусуммам 
главных нормальных напряжений.

Из выражений (2.20) главных касательных напря
жений также видно, что если увеличить или умень
шить главные нормальные напряжения на одну и ту же 
величину, то значения главных касательных напряже
ний не изменятся, т. е. добавление к напряженному 
состоянию равномерного растяжения или сжатия не 
изменяет величины касательных напряжений. Это дает 
возможность всегда представить тензор напряжений в 
виде суммы двух тензоров.

Обозначим среднее нормальное напряжение че
рез (уср, тогда

Стер = (ст., + а2 + сгэ)/3 = (ах + ау + ст^/З , (2.23)

т. е. среднее нормальное напряжение равно одной 
трети первого инварианта тензора напряжений (2.14).

Составим шаровой тензор (2.18):

(2 .10):
<*12 = +СТ2) ;
ст23 = (1/2)(<т2 + ст3) ; 
ст31 = (1/2)(а3 + а!) ,

(2 .22)

<?ср О О 

О РСр о 

О 0 <7Ср



Фиг. 21.

Вычтем этот тензор из тензора напряженного сос
тояния точки, что изобразится так:

т , - т ;  =

или

&> - о,

ух
ТА

Л тху Т Х2

V V
.та Т*У
аср Ч

°у ‘  °ар

0 0 ■
с̂р 0
0 с̂р

= Д. (2.24)



Фиг. 22.

Тензор Д„ называется девиатором напряжений. 
Таким образом, в общем случае напряженное состо
яние определяется суммой шарового тензора и деви- 
атора напряжений.

Шаровой тензор не может вызывать деформации 
формы тела и дает лишь изменение объема - объем
ную деформацию (при упругой деформации). Наобо
рот, девиатор напряжений предопределяет формоиз
менение тела.



Легко видеть, что сумма компонентов девиатора 
напряжений по главной диагонали равна нулю:

{ а х  -  Стср) +  ((Ту -  Стер) +  (ст2 -  Стер) =  0 .  ( 2 . 2 6 )

ОКТАЭДРИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ

Определим величину напряжений в площадках, 
одинаково наклоненных к главным осям.

В этом случае

а21 + а22 + а23 = За2= 1,

откуда

а = ± 1/VT

Таких площадок будет восемь, по одной в каждом 
октанте. Они образуют фигуру октаэдра (фиг. 31). По
этому их называют октаэдрическими, и так же называ
ют напряжения, которые действуют в этих площадках.

Полное октаэдрическое напряжение, согласно 
уравнению (2.9), будет

S0 = ^(1/3)(<Д+ сЛ, + а \ ) , (2.27)

т. е. квадрат полного октаэдрического напряжения ра
вен одной трети суммы квадратов главных напряже
ний.

Нормальное октаэдрическое напряжение [см. 
(2.16)]

ст0 = (1/3)(ст, + ü2 + ст3) = (1/3)(стх + ау + a j  = Стер. (2.28)



Фиг. 23.

Нормальное октаэдрическое напряжение равно 
среднему нормальному напряжению или одной трети 
первого инварианта тензора напряжений.

Касательное октаэдрическое напряжение опреде
лится из выражения (2.11):

т20 = (1/3)(а21 + о22 + а23) - (1/9)(<т1 + ст2 + су3)2

или после раскрытия скобок

Т20 = (2/9)(ог21 + Ст22 + Ст23 - ст^г - ст2ст3 - ст^), (2.29)

откуда



х0 = ± (1/3) V (а, - о2)2 + (ст2 - <з3)г + (ст3 - СТ,)2 (2.30)

или, учитывая значения касательных напряжений 
(2.20),

т0 = ± (2/3) V т ^  + х 23  ̂31 ■ (2.30а)

Таким образом, касательное октаэдрическое нап
ряжение равно одной трети корня квадратного из сум
мы квадратов разностей главных нормальных напря
жений, или двум третям корня квадратного из суммы 
квадратов главных касательных напряжений.

Возьмем квадрат первого инварианта (2.14) тензо
ра напряжений, выраженного в главных нормальных 
напряжениях:

2 2 2 2 2 
\ 1 = (ст1 + с 2 + 0 3 ) = а 1 + с т 2 + а 3 +

+ 2 ^ 0 2  + 2 а 2а 3 + 2 а 3а-\ (2.31)

и второй инвариант (2.15) также в главных напряжени
ях: *

¡2 = 0 ^2  + о2а3 + азСТ! . (2.32)

Сравнивая уравнения (2.31) и (2.32) с уравнением 
(2.29), видим, что

т20 = (2/9)(12, - 312) (2.29а)

откуда получаем возможность определить октаэдри
ческое касательное напряжение через компоненты 
напряжений, действующих по случайным (не главным) 
ортогональным площадкам, используя выражения для
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первого и второго инвариантов тензора напряжений 
(2.14) и (2.15):

т 20 =  ( 2 / 9 ) [ ( а х  +  сту +  ctJ 2 -  3 (с т хсту +  Стустг  +
2 2 2 + azCTx - т ху - Т yz - Т ¡jjj)].

После преобразования получим

т0 = ± (1/3W (стх - СТу f  + (Сту - +

+  (ст2 -  а /  +  6 ( т %  +  i Z y z  +  т 2^ ) .  ( 2 . 3 0 6 )

Возьмем второй инвариант i2 девиатора напря
жений (2.24) с учетом выражения (2.23):

¡2 =  (стх -  СТф)(ау -  СТср) +  (<Ту " CTcp)(oz -  <?ср) +
2  2 2 

+  ( ( J z  "  CJcp)(<7x -  СТср) -  T X y - T y Z - T zx  =

= - (1/6)[(ах - Сту)2 + (Сту - аг)2 + (стг - ах)2 +
+ 6(т2ху + T2yz + т2̂ ] .

Отсюда видно, что квадрат октаэдрического каса
тельного напряжения (2.30в) равен двум третям вто
рого инварианта девиатора напряжений, взятого с об
ратным знаком:

т20 = - (2/3) i2 (2.296)

или

т0 = ± V -(2/3) i2 . (2.30в)



Октаэдрическое касательное напряжение носит 
также название интенсивности касательных напряже
ний.

От интенсивности касательных напряжений сле
дует отличать интенсивность напряжений, или обоб
щенное напряжение которое выражается

=  ( 1 /  V  2 )  V  ( с у / -  о 2 ) г  +  (ст2  -  а 3) 2 +  ( а 3 -  а , ) 2 . ( 2 . 3 3 )

Ввиду особой важности этих понятий сравним еще 
раз значения приведенных величин. Для этого обоз
начим

' — 2 ~ *" ~2 — ^
V (с  ̂- с2) + (аг2 “ <*з) + (стз “ ст1> =

= V (ах - <гу)2 + (сту - + (ст2 - ах)2 +

+ бсДу + Х2у2 + т2«) через А.

Тогда октаэдрическое касательное напряжение т0 
или интенсивность касательных напряжений т( выра
зится

т0 = х, = (1/3) А.

Интенсивность напряжений

а ,  =  ( 1 Л / 2 )  А ,

откуда



Рассматривая напряженное состояние точки, мы 
имеем следующие характерные площадки, проходя
щие через нее:

а) шесть главных площадок, на которые действу
ют главные нормальные напряжения, а касательные 
отсутствуют;

б) двенадцать площадок, по которым действуют 
главные касательные напряжения;

в) восемь площадок действия одинаковых по ве
личине октаэдрических напряжений.

Таким образом, всего имеем 26 характерных пло
щадок.

УСЛОВИЯ РАВНОВЕСИЯ

Величина напряжений в теле, нагруженном сила
ми и находящемся в равновесии, непрерывно изменя
ется от точки к точке, т. е. напряжения являются не
прерывными функциями координат. Выделим в напря
женном теле элементарный параллелепипед (фиг. 24) 
с гранями, параллельными координатным плоскостям, 
и выясним, какие существуют условия, обеспечи
вающие его равновесие.

Пусть одна из напряженных точек а с координа
тами х, у, z отображается гранями параллелепипеда 
abed, adb’ac' и ac’d’b. Вторая точка а' отстоит от а 
на бесконечно малое расстояние и соответственно 
этому координаты ее будут х + dx, у + dy и z + dz. Эта 
точка а ' отображается гранями параллелепипеда 
a'b'c'd’, a'd'bc и a'cdb'. Понятно, что размеры ребер 
параллелепипеда будут dx, dy и dz.

Пусть напряженное состояние точки а определя
ется тензором напряжений



Напряжения в точке а' будут отличаться от нап
ряжений в точке а на бесконечно малые величины. 
Пренебрегая членами высших порядков, можно счи
тать, что приращение каждого напряжения будет вы
ражаться частным дифференциалом по той коор
динате, по которой переместилась площадка действия 
данного напряжения, т. е. по координате, указываемой 
индексом адреса напряжения.

Тогда тензор напряжений для точки а' будет

(стх + (дСх/дх^хХтху + (дТху/ЭД^УХ^хг + 
т аа- = (ТУ* + (дТу*/Зх)с1х)(ау + (Э а /д у ^ у )^  + {дху2/дг)6г) 

(т» + + ФхуЛЭу№у)(стг + (д<5г/дг) dz)

Усилия, действующие по граням параллелепипе
да, будут равны напряжениям, помноженным на пло
щади соответствующих граней, указываемых индекса
ми адреса напряжения.

Составляем условия равновесия, беря суммы 
проекций всех сил на оси координат и приравнивая эти 
суммы нулю.

На ось х

(ах + (до ^дх)бх ) с!ус!г - ах(3ус1г +
+ (тху + (дтху/5у)с1у) dxdz - тхуйхйг +

+ (тхг+ dxdy - = 0.



Раскрывая скобки и сокращая на с\xdydz, получим 

+ дтху/ду + дх^дг. = 0.

Суммы проекций на оси у и т. можем написать по 
аналогии. В результате получим

+ дх^ду + дх^дг = 0 ; 
дхух/дх + д<3у!ду + = 0 ; (2.34)
дх^дх + дх^ду + дoJдz = 0 .

Таким образом, мы получили дифференциальные 
уравнения равновесия для объемного напряженного 
состояния.

Эти уравнения должны быть удовлетворены для 
всех точек по объему тела. Напряжения меняются по 
объему тела, и на поверхности их величина должна



быть такая, чтобы уравновешивать внешние силы, 
действующие на тело, т.е. удовлетворять поверхност
ным условиям или условиям на контуре.

Связать напряжения в бесконечно малом элемен
те тела, выходящем на его поверхность, с внешними 
силами можно, используя уравнения (2.3). Действи
тельно, в общем случае элементарный участок по
верхности тела можно рассматривать (фиг. 25) как на
клонную грань элементарного тетраэдра.

Три дифференциальных уравнения равновесия 
(2.34) содержат шесть неизвестных (учитывая, что ка
сательные напряжения попарно равны между собой) и, 
следовательно, требуют для их решения наличия 
дополнительных уравнений. Таким образом, задача 
является статически неопределимой.

Недостающие уравнения будут получены из рас
смотрения геометрических и физических условий де
формации.

?

Фиг. 25.



Одним из частных случаев объемного напряжен
ного состояния, весьма часто встречающимся при об
работке металлов давлением, является осесиммет
ричное напряженное состояние.

Под этим видом напряженного состояния подра
зумевается напряженное состояние тела вращения, к 
которому приложены силы, распределенные симмет
рично относительно его оси.

Примерами могут служить операции осадки ци
линдрической заготовки, ее прошивки, выдавливания 
(прессования), волочения и др.

При рассмотрении осесимметричного напряжен
ного состояния весьма удобно пользоваться взамен 
декартовых цилиндрическими координатами в кото
рых положение любой точки а определяется ради
усом-вектором р, полярным углом 9, отсчитываемым 
от оси р(х), и аппликатой г , как представлено на фиг.

Обозначения напряжений в цилиндрических коор
динатах показаны на фиг. 27.

Тензор напряжений в цилиндрических координа
тах запишется так:

Вернемся теперь к дальнейшему рассмотрению 
осесимметричного напряженного состояния.

26.



При осесимметричном напряженном состоянии 
(фиг. 28) компоненты напряжений не зависят от коор
динаты 6 и, следовательно, все производные по этой

координате в дифференциальных уравнениях равно
весия обратятся в нуль. Кроме того, вследствие сим
метричности тела и симметрии внешней нагрузки в ме
ридиональных плоскостях (плоскостях, проходящих че
рез ось г, т. е. плоскостях 0), касательные напряже
ния не могут возникнуть, поэтому и по закону парности 
касательных напряжений Тро = = т ер = тег = 0.

Следовательно, налряжение ст0 всегда будет 
главным, а ось р может иметь любое направление в 
плоскости г  (т. е. нормальной к оси 2).



Таким образом, компоненты напряжений при осе
симметричном напряженном состоянии запишутся так:

Стр 0  т га  

О ст0 О 
т2Р 0

Всего имеем три нормальных напряжения и два 
равных между собой касательных. При этом ст6 = ст2, т. 
е. является всегда главным. Применяя тот же метод, 
который был использован при рассмотрении объем
ного напряженного состояния в декартовых коорди
натах, выведем дифференциальные уравнения рав
новесия в цилиндрических координатах для осесим
метричного напряженного состояния.

Действующие напряжения показаны на фиг. 29. 
Ось р, как сказано ранее, может быть проведена в 
любом направлении. Для удобства вычисления на фиг. 
29 эта ось проведена так, что плоскость р2 является



плоскостью симметрии выделенного элементарного 
объема.

Площади элементарных площадок будут следую
щие:

Fp= пл, abed = pc/0dz;
F(p + ф ) = пл. а' сГ с1 b' = (р + c/p)ci0c/z;
F0 = пл. a’ d‘ be = dpdz;
Fz = пл. a’ cdb‘ = пл. ас ' d1 b = pdQdp.

Пишем условия равновесия, проектируя все дей
ствующие на элемент силы на оси р и г :
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- GppdQdz + (сyp + (Эстр/5р) dp)(p + ф ) d9dz - aed0dpcfe -
- ipjjpdodp + (т^ + (dr^dz) efe) pdBdp = 0 (а)
- t zppdOdz + (тгр + (dxzp/dp) dp)(p + dp) dQdz -

- ctzpdOddp + (az + (dcjdz) dz) pdOdp = O (6)

После алгебраических преобразовании и сокра
щении, пренебрегая бесконечно малыми высших по
рядков, получим

ЗсУр idр + dxpzfdz + (сгр - а 0)/р = 0; 
dr^Jdp + dajdz  + т2Р/р = 0. (2.35)

При решении некоторых осесимметричных задач в 
дальнейшем придется встретиться, кроме цилинд-



рических координат, со сферическими координатами. В 
этой системе положение точки определяется (фиг. 30) 
радиусом-вектором р и двумя углами 0 и ф), опреде
ляющими его положение в пространстве. Угол ф от* 
считывается от оси z (аналогичен географической ши
роте), а угол 6 отсчитывается от некоторой оси в 
плоскости, нормальной к оси z и проходящей через 
центр системы О (аналогичен географической долго
те).

Обозначения напряжений в сферических .коорди
натах получим, заменив индекс z в обозначениях, 
данных для цилиндрической системы, индексом ф.

При осесимметричном напряженном состоянии 
напряжения не будут зависеть от координаты е, а ка
сательные напряжения, содержащие в индексе эту 
координату, т. е. тр0 и Тфе будут равны нулю.

Дифференциальные уравнения равновесия для 
осесимметричного напряженного состояния в сфери
ческих координатах приведем без вывода:

Эстр/öp + (1/р)(дтрф/дф) + (1 /р ) [2стр -
- (о9 + о0) + Хрф ctg ф] = 0 (2.35а)

Этрф/öp + (1/р)(дсУф/дф) + (1/р) [Зтрф +
+ к  - ае) ctg ф] = 0

ПЛОСКОЕ НАПРЯЖЕННОЕ И ПЛОСКОЕ 
ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЯ 

("ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА”)

Плоское напряженное и плоское деформирован
ное состояния характеризуются следующими особен
ностями:



Фиг. 30.

1. Все компоненты напряжений не зависят от од
ной из координат, общей для всех, и остаются посто
янными при изменении последней.

2. В плоскостях, нормальных к оси этой координа
те:

а) компоненты касательных напряжений равны 
нулю;

б) нормальное напряжение или равно нулю (плос
кое напряженное состояние), или постоянно по вели
чине и равно полусумме двух других нормальных нап
ряжений (плоское деформированное состояние).

Примем за ось, о которой говорилось выше, ось у. 
Из предыдущего ясно, что эта ось будет главной. 
Тогда стх, ctz и не зависят от у, тху и Tzy, а
следовательно, и тУх, и тУ2 равны нулю.

Для плоского напряженного состояния <ту = 0.
Для плоского деформированного состояния сту =



= (ах + 0^/2 (эта особенность плоского деформиро
ванного состояния будет доказана далее).

Следовательно, имеем напряжения для плоского 
напряженного состояния:

тгх <*2 И ^У" ° -

Для плоского деформированного состояния

т2х И аУ= (стх + СТг)/2.

Следует всегда учитывать существенную разницу 
между плоским напряженным и плоским деформиро
ванным состоянием.

В первом, в направлении третьей оси, нет нор
мального напряжения, но есть деформация, во вто-ром
- есть нормальное напряжение, но нет деформа-ции.

Плоское напряженное состояние будет иметь 
место, например, в пластине, подверженной действию 
сил, приложенных к ее контуру параллельно плос
кости пластины и распределенных равномерно по ее 
высоте (толщине) (фиг. 31). Изменение высоты плас
тины в этом случае не имеет значения, и высота ее 
может быть принята за единицу. Плоским с достаточ
ной точностью мбжно считать напряженное состояние 
фланца при вытяжке цилиндрической заготовки из 
листового материала.

Плоское деформиро'ванйое состояние может быть 
принято для участков ЦЙМндрического (в общем смы
сле этого тёрмина) йлй призматического тела боль
шой длины, отдаленных от его концов, если тело наг- 
И0Щно силами, не меняющимися по его длине и нап



равленными перпендикулярно образующим. 6 плос
ком деформированном состоянии, например, можно 
считать брус, подвергающийся осадке в направлении 
его толщины, когда деформацией по длине можно 
пренебречь.

Все уравнения напряженного состояния для плос
кой задачи значительно упрощаются, равно и сокра

щается количество переменных.
Уравнения для плоского напряженного состояния 

будем выводить из полученных ранее для объемного 
напряженного состояния, учитывая, что тху = тУх =
= тгу = ту2 = 0 и принимая а у = 0, поскольку наклон
ные площадки можно рассматривать только парал
лельные оси у.

Заметим, что в рассматриваемом случае

I

Фиг. 31.

а 2* +  а2г =  V  
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т. е.

а2г = 1 - а2х.

Обозначая угол (фиг. 32) между нормалью к нак
лонной площадке и осью х через ср, имеем

i. •• ■ !
•• • 2 2

ах = cos ср; a j  -  1 - сое ф, '
- i  . .

откуда г , ,,
«

i,az = sin ф.

Учитывая вышесказанное, путем непосредствен
ных подстановок в соответствующие выражения для 
объемного напряженного состояния, получим (фиг. 33) 
компоненты напряжений в наклонной площадке по 
осям координат из уравнения (2.3)

Sx.-.c^coSíp + T^sinq), (2.36)
Sz = COS ф + С2 Sin ф,

а в главных осях

S., = (Xj cos ф, (2.36а)
S3 = 03 sin ф.

Полное напряжение в наклонной площадке из 
уравнения (2.4)

2 2 2 . 2  S2 = о х cos ф + с z sirt ф +
+ (ах + <тг) Tje sin 2ф + Т2̂ , (2.37)



а в главных осях

S2 = о2-, cos2 ф + ст2з sin2 ф. (2.37а)

Нормальное напряжение в наклонной площадке из 
уравнения (2.5а)

стп = ах cos2 ф + ctz sin2 Ф + Тхг sin 2ф, (2.38)

Фиг. .32. Фиг. 33.

a в главных осях

2 2 an = cos ф + ст3 sin ф. (2.38а)

Касательное напряжение в наклонной площадке из 
уравнения (2.6)

т = ± [(1/2)(az - ах) sin 2ф + cos 2ф], (3.39)

a в главных осях



х = ± (1/2)(а3 - sin 2ср. (2.39а)

Из выражения (2.39а) легко видеть, что максимум 
х будет иметь при sin 2ср = 1, т. е. при ф = 45°

х31=±(1/2)(о:з-а1). (2.40)

Поэтому выражение (2.39а) можно переписать так: 

т = х31 sin 2ф. (2.396)

Зная компоненты напряжений при плоской задаче 
в произвольных осях, легко определить положение 
главных осей и главные нормальные напряжения.

Положение одной из главных осей получим, при
равняв х нулю в уравнении (2.39); поскольку в глав
ной площадке касательное напряжение отсутствует, 
то:

(1/2)(az - <тх) sin 2(|> + х^ cos 2ф = О,

откуда

ф = (1/2) arctg - az)). (3.41)

Выразить величину главных напряжений через 
компоненты в произвольных осях можно, использовав 
уравнение (2.13), из которого получим

X XZ

Х^ СТ* - СТ , = 0  (4.36)



откуда

ст2 -  (стх + a ja  + axaz -  т ^  = О,
_______,____ __ (2.42)

ст = (стх + az)/2 ± (1/2)л/(стх - az) + 4х

т. в.

сг, = (ax + az)/2 + (1/2)л/(ах - az)2 + 4т5ет, 

ст3 = (стх + аг)/2 - (1 /2)V(ax - + 4 х ^ .

При этом для плоского напряженного состояния

ст2 = О,

для плоского деформированного состояния

ст2 = (с^ + а3)/2

Зная напряженное состояние в главных осях, лег
ко перейти на любые произвольные координатные оси.

Пусть новая координатная ось х составляет угол 
Ф с осью 1, тогда, рассматривая ее как нормаль к 
наклонной площадке, имеем для последней по урав
нению (2.38а) , '

/  ■
2 . 2 an “  a1 cos ф + ст3 sin ф,

но для оси х напряжение <тп является' напряжением

2 . 2 . 
<тх  =  CT-j C O S  ф  + СТ3 Sin ф .



Выражение это можно преобразовйть так:

ах = ((1 + cos 2ф)/2) + а3 ((1 - COS 2ф)/2),
<?х = ((<*1 + <*№) + ((ст1 “ °зУ2) cos 2ф.

Обозначая среднее напряжение через стср, т. е.

(ах + CTz)/2 = + а3)/2 =

и учтя уравнение (2.40), имеем

°х = ffcp + *31 cos 2ф.

Новая ось z будет наклонена к оси 1 на угол (ф + 
90°); следовательно, заменяя в предыдущем уравне
нии ф на (ф + 90°), получим

az = ((ст, + ст3)/2) - ((а, - ст3)/2) cos 2ф.

или

°Z = аср - 3̂1 cos 2ф.

Напряжение определится из выражения
(2.39а)

= ± (1/2)(ст3 - о,) sin 2ф.

В результате получим так называемые формулы 
преобразования, которые выражают компоненты нап
ряжений в функции угла ф:



стх = ((а 1 + аз)/2) + ((а! -  ст3)/2) cos 2ф;
ст2 = ((а! + а3)/2) - ((с  ̂- а3)/2) cos 2ф; (2.43)
х« = ± ((ст, - ст3)/2) sin 2ф

или

<ух = стСр + х31 cos 2ф;
'  аср “ тЭ1 cos 2(Р> (2.43а)

V  = *31 sin 2ф.

Дифференциальное уравнение равновесия для 
плоской задачи получим из уравнения (2.34), учиты
вая, что все производные по у равны нулю:

dajdx. + diyjdz = 0; (2.44)
+ dajdz = 0.

При решении различных задач, относящихся к 
плоскому напряженному состоянию, иногда бывает 
удобно пользоваться вместо прямоугольных коорди
нат полярными, определяя положение точки радиу- 
сом-вектором р и полярным углом Э, т. е. углом, ко
торый составляет радиус-вектор с осью р.

Условия равновесия в полярных ̂ координатах лег
ко получить из тех же условий в цилиндрических ко
ординатах, приравняв ^  = т0г = = Tpj = 0 и учтя, что 
производные по z равны нулю:

do jd  р + (1/рХаТре/ае) + (схр - ст)/р = 0; (2.45)
Эт0р/ар + (1/р)(з<уае) + 2т ̂ /р = о.

Частным случаем плоской задачи будет такой, ког
да напряжения ее зависят также и от координаты О
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(симметричное относительно оси распределение нап
ряжений). В этом случае обратятся в нуль производ
ные по 0 и напряжения и т0р1 а условия равнове
сия определяются одним дифференциальным уравне
нием:

Эстр/Эр + (стр - сте)/р = 0. (2.46)

Ясно, что напряжения стр и а0 здесь будут глав
ными.

Такое напряженное состояние имеем во фланце 
при вытяжке без прижима цилиндрического тела.

ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ КОМПОНЕНТАМИ 
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ И КОМПОНЕНТАМИ ДЕФОРМАЦИЙ

Ранее уже были даны предварительные понятия о 
деформации. Здесь эти понятия будут уточнены и до
полнены. При этом следует заметить, что рассматри
ваться будут малые деформации с получением соот
ветствующих дифференциальных зависимостей, кото
рые, однако, будут полезны, поскольку всякий процесс 
пластической деформации можно и удобно рассмат
ривать в каждый данный его момент.

Если тело деформируется, то ка>кдая его точка 
смещается от своего первоначального положения. При 
этом подразумевается, что тело находится в рав
новесии и не имеет возможности перемещаться как 
целое. Таким образом, подразумевается, что смеще
ние каждой точки происходит исключительно вследст
вие деформации (т. е. жесткое перемещение отсутст
вует).

Пусть координаты точки в начальный момент бы-



ли х, у, г, а в данный момент деформации (близкий к 
начальному) х', у \ г', тогда

х' - х = их 
уг - у = иу 
2 1 -  2  =  и2

иу (2.47)

будут представлять собой проекции перемещения на 
координатные оси, т. е. будут компонентами переме
щения точки.

Для различных точек тела компоненты переме
щения будут различны, и они являются непрерывны
ми функциями координат.

Отсюда вытекает, что элементарный параллеле
пипед, мысленно вырезанный в теле, при деформа
ции последнего изменит не только свое положение, но 
и свою форму. В общем случае ребра параллеле
пипеда изменят длину, а углы перестанут быть пря
мыми. Деформации будут двух видов: линейные (уд
линения) и угловые (сдвиги). При этом, пренебрегая 
бесконечно малыми высших порядков, можно считать, 
что угловые деформации (сдвиги) не влияют на ли
нейные размеры.

Относительные линейные деформации будем в 
дальнейшем обозначать через е индексируя так же, 
как это было сделано в отношении напряжений а. За
метим, что поскольку в этой главе рассматриваются 
малые деформации, то с = 8. Относительные сдвиги 
будем обозначать через у; с двумя индексами, как у 
напряжений т, указывая этими индексами координат
ную плоскость, на которую проектируется искажаемый



деформацией угол. При этом относительные сдвиги 
считаются положительными, если им соответствует 
уменьшение угла со сторонами, направленными в 
положительном направлении координатных осей. 
Сказанное поясняется фиг. 34.

Из изложенного следует, что компонент деформа
ций будет шесть:

ех еу ez 
Yxy Ь г  Yzx

Выразим теперь компоненты деформации через 
компоненты смещения. Выделим для этого в дефор
мируемом теле элементарный параллелепипед с бес
конечно малыми ребрами с/х, с/у, c/z, параллельными 
осям координат.

Пусть (фиг. 35) abed будет проекция этого парал
лелепипеда на плоскость ху до деформации, a a'b'c'd'
- после деформации, когда точки а, Ь, с, d получили 
смещения, указанные на фиг. 35. выразим смещение 
точек b и с через смещения точки а.

Смещения, как было сказано ранее, есть непре
рывные функции координат. Точка b расположена на 
бесконечно малом расстоянии от точки а в направ
лении оси х. Пренебрегая членами высших порядков, 
можно считать, что перемещение точки b в направ
лении оси х будет отличаться от перемещения точки 
а на величину приращения функции их на длине с/х 
по координате х. Тогда

и Ьх =  и х +  ( d u jd x ) d x .

Отсюда относительное удлинение ребра ab дли
ной с/х, т. е. относительная деформация е, в направ



лении х, выразится так:

ех = (иЬх - иХ)с/х = (их + (д^дх)с!х - их)/сЛс = ди /̂дх.

7

До деформации

1хуа1!*т*ху*#9х
/-положительный.

После деформации

Фиг. 34.

Аналогично получим

ису = иу + (ди^/ду)^.

Ву 5иу/5у,

а также

иьу = иу + (Зиу/5х)сЛср 
иИ = их + (Зи̂ ЭДс/у.

Так как изменения углов также бесконечно малые, 
то аху = аху и аУх = аУх, поэтому (фиг. 35)

аху = (иЬу-иу)/(иЬх + (Лс-их)



Фиг. 35.

Подставляя полученные ранее значения иЬх и иЬу, 
получим

а^ = (иу + (5иу/5х)с/х - иу)/(их + (Эих/дх)сЫ + с/хих) =
= (аиу/Эх)/(1 + ди^дх).

Так как ди^дх. = ех и значительно меньше едини
цы, то аху = диу/дх.

Тем же способом получим

«ух = 9и*Юу

и, наконец,



Уху =  (Хху + аУх = Эи /̂ду + диу/дх.

Проектируя рассматриваемый параллелепипед на 
плоскости у2. и гх, найдем выражения других компо
нент деформации.

В итоге получим

ех = Эи^Зх;
еу = 5иу/3у;
ег = (2.48)

Уху= Зи^Зу + ди/Эх;
Уу2 = Зиу/Зл + Зи^ду;
Угх = а у З х  + Зи^аг.

Выражения относительных сдвигов у; мы получи
ли как значения суммы двух углов. Например, для 
сдвига уху (см. фиг. 34 и 35) как сумму угла поворота 
ребра аЬ, параллельного оси х в направлении оси у 
(^ху), и урла поворота ребра ас, параллельного оси у 
в направлении оси х (аУх).

В отношении результатов деформации (искаже
ния) формы совершенно безразлично, какие будут от
носительные значения углов аху и а, лишь бы их сум
ма оставалась постоянной, оавной уху. Это дает нам 
возможность каждую компоненту сдвиговой деформа
ции представить в виде двух, рассматривая половину 
значения у и индексируя их аналогично, как это было 
сделано для углов а. Напримго, вместо относитель
ного сдвига уху взять (1/2)уху и (1 '?)уУх, причем (1/2)уху=: 
= (1/2)уУх. Индексация при этом, пак легко видеть, будет 
совпадать с индексацией напряжений т, и мы сможем 
записать деформации также, как записывали напряже
ния в уравнениях (2.12),(2.12а):



ех Уху' /2 1 ^2
Т е =  У у / 2  е х у У2/ 2

Угх/2 Угу/2 ех
(2.49)

или, учитывая равенство компонент, расположенных 
симметрично относительно главной диагонали,

Уху/2 у ^ 2
Т6= . 8, уУе/2 (2.49а)

Те будет тензором деформаций, обладающим та
кими же свойствами, как и тензор напряжений (3.12). 
Он будет полностью определять деформированное 
состояние точки, иметь такие же инварианты, как тен
зор напряжений, и его также можно разложить на ша>- 
ровой тензор деформаций и девиатор деформаций. 
Первый в общем случае упругой деформации будет 
выражать изменение объема (объемную деформа
цию), второй - изменение формы (девиаторную де
формацию).

При пластической деформации, как было показа
но ранее, ех + еу + ег = 0, следовательно, и еср = 0. 
Поэтому при пластической деформации шаровой тен
зор деформации равен нулю и тензор деформации яв
ляется девиатором.

Для деформаций так же, как и для напряжений, 
всегда можно найти главные оси, в направлении кото
рых будут иметь место главные линейные дефор
мации (главные удлинения) с1( с2 и е3, а сдвиги у 
будут.отсутствовать. Вообще все необходимые фор
мулы теории деформаций можно записать по анало



гии с соответствующими формулами теории напряже
ний.

НЕРАЗРЫВНОСТЬ ДЕФОРМАЦИЙ

Компоненты деформации (2.48) определяются 
тремя компонентами перемещений ux, uy, uz. Следо
вательно, они не могут быть выбраны произвольно» а 
между ними должны существовать определенные за
висимости. Эти зависимости носят название условий 
(уравнений) совместности, Или неразрывности дефор
маций. Зависимости имеются как между компонента
ми деформации в одной плоскости, так и между ком
понентами в разных плоскостях.

Выведем условия совместности для плоской и 
осесимметричной задачи.

Для плоского напряженного состояния

Су const.

Для плоского деформированного состояния

£у = 0.

В обоих случаях деформации не зависят от коор
динаты у, и иу не зависит от координат х и z.

Учитывая сказанное, из выражений (2.48) получим

sx = dujdx.',
Eg = dujdz\ (2.50)

= dujdz + dujdx',



Продифференцируем первое уравнение из выра
жения (2.48) дваэды по г, а третье дважды по х:

З2 е /̂Зг2 = д^х/дхдг2;
З ^Э х2 = дЪи71дгдх.

Сложим почленно и несколько преобразуем;

^ £ х/дг2 +  д ^ д х 2 = а3их/ахЭг2 + а3иг/Эгах2 =
= (ЛзхдгХЭих/аг + Эи^Зх).

Замечая, что выражение в правой части в скобках 
представляет собой относительный сдвиг уху, полу
чим

Э2̂ 2 + сГе /̂дх2 = о ^ З х д г .  (2.51)

Выражение (2.51) и будет условием совместности. 
Легко видеть, что при двух заданных деформациях 
третья получит вполне определенное и единственное 
значение.

Для осесимметричного напряженного состояния в 
цилиндрических координатах без вывода запишем:

ер = 9ир/др;
£в = ир/р; (2.52)
е2 = ди^дг, -

У(Х -  ди^Зр + дир!дг.

Это будут выражения деформаций. Условием сов
местности линейных деформаций ер и е0 будет сле
дующее:

д%/др = (ер - е0)/р. 
119
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