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ПРЕДИСЛОВИЕ

Данное учебное пособие предназначено для студентов строи
тельных специальностей вузов и факультетов. Оно также может 
быть полезно студентам других технических специальностей.

Пособие построено в форме подробного разбора решений задач 
на все основные разделы курса сопротивления материалов, вклю
чая основы теории упругости. Большинство задач являются типо
выми и характерными для расчета строительных конструкций. Они 
входят как составные части в расчетно-графические работы, пред
лагаются студентам для самостоятельного решения при подготов
ке к компьютерному тестированию, к зачетам и экзаменам. Неко
торая часть задач содержит элементы повышенной сложности.

В начале каждой главы приведены основные теоретические 
сведения и формулы, необходимые для решения задач. В большин
стве глав даны задачи для самостоятельного решения с ответами.

Учебное пособие методически связано с учебниками по сопро
тивлению материалов с основами теории упругости, пластичности 
и строительной механики [7], [8], в написании которых автор при
нимал непосредственное участие.

Автор учебного пособия, профессор кафедры сопротивления 
материалов М ИСИ—МГСУ, более 40 лет проводит педагогическую 
работу на факультете «Промышленное и гражданское строитель
ство». Он является автором многочисленных учебных пособий и 
методических указаний. Данная работа является результатом их 
обобщения и переработки.

Автор выражает глубокую благодарность своим коллегам по 
кафедре, особенно профессорам В.И. Андрееву, Г.С. Варданяну, 
А.А. Горшкову, А.Н. Леонтьеву и доцентам А.Я. Астаховой, 
А.В. Ильяшенко, А.Г. Паушкину за ценные советы и критические 
замечания.

С благодарностью автор отмечает помощь в методической ра
боте, оказанную ему товарищем по кафедре и другом доцентом 
Ю.Д. Насонкиным, талантливым ученым и педагогом, безвремен
но скончавшимся в 1998 году.

Большую признательность автор выражает издательству 
ИНФРА-М за многолетнее творческое сотрудничество и помощь 
в издании учебников и учебных пособий. Особо хочется отметить 
начальника технической редакции А.Е. Щукина и дизайнера
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А.И. Парками, высокопрофессионально и тщательно подготовив
шего рукопись учебного пособия к изданию.

В учебном пособии использована Международная система еди
ниц измерения (СИ). Соотношения между основными механиче
скими величинами в единицах СИ и в технической системе при
ведены в следующей таблице:

Наименование
величины

Единица Соотношение
единицНаименование Обозначение

Сила, нагрузка, вес Ньютон Н 1 Н = 0,1 кге 
1 кН = 0,1 тс

Линейная нагрузка Ньютон на метр Н/м I Н/м = 0,1 кге/м 
1 к Н/м = 0,1 тс/м

Момент силы, 
момент пары сил Ньютон-метр Нм I Нм = 0,1 кге м 

1 кНм = 0,1 тем
Напряжение,
давление Паскаль Па 1 Па = 0,1 кге/м2 

I МПа = 10 кгс/см2

При определении напряжений в качестве вспомогательной еди
ницы измерения используется кН/см2 (1 кН/см2 = 10 МПа).



Глава 1
ЦЕНТРАЛЬНОЕ РАСТЯЖЕНИЕ 

И СЖАТИЕ СТЕРЖНЕЙ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Центральное растяжение или сжатие прямого стержня имеет 
место в том случае, когда все приложенные к стержню нагрузки 
или их равнодействующие направлены вдоль его оси (осевые на
грузки). При этом в поперечных сечениях стержня действуют толь
ко нормальные напряжения, которые можно привести к одному 
внутреннему усилию — продольной силе N. При известных нагруз
ках и опорных реакциях продольная сила в поперечных сечениях 
стержня может быть определена статически с помощью метода 
сечений (рис. I . I ).

7 7 7//<

q = const
ч
7TZ777

Л

'/ / / / / у

\ q = const

N

Рис. 1.1

Равновесие левой части:
Х * = 0, P l - qa + N= 0, N = q a-Pv

Таким образом, продольная сила в любом сечении стержня 
определяется как сумма проекций всех нагрузок, приложенных к 
одной из частей стержня, на его ось. Растягивающую продольную 
силу будем считать положительной, а сжимающую — отрицатель
ной (рис. 1.2).

Продольная сила в общем случае изменяется по длине стержня. 
Между продольной силой и распределенной осевой нагрузкой 
имеет место следующая дифференциальная зависимость:



■N> 0 £
(растяжение) г-

Рис. 1.2

< - 7V < О
(сжатие)

Зависимость (1.1) позволяет установить характер изменения 
продольной силы в зависимости от вида распределенной осевой 
нагрузки.

Нормальные напряжения в стержне при центральном растяже
нии и сжатии принимаются постоянными по поперечному сече
нию. Они определяются по формуле

N
о = — , F ( 1.2)

где F — площадь поперечного сечения стержня (рис. 1.3).
Деформация стержня при центральном растяжении и сжатии 

характеризуется осевыми перемещениями поперечных сечений 
(рис. 1.4), которые связаны между собой следующей формулой:

ui = мм  + А/,., (1.3)
где А/, — абсолютное удлинение или укорочение участка стержня 
между сечениями xi и хм .

р ■W /
= const

Рис. 1.3

О__ *

Рис. 1.4

Относительные линейные деформации продольных волокон 
стержня связаны с осевыми перемещениями формулой Коши:

duе = е =
dx (1.4)

Размеры поперечных сечений стержня при растяжении умень
шаются, а при сжатии — увеличиваются (рис. 1.5). Это явление



называется поперечной деформацией и характеризуется коэффи
циентом Пуассона:

(1.5)

где е и е — относительные линейные поперечные и продольные 
деформации

Е ' = —
А а A (dx) 

dx ( 1.6)

Деформации е' и е всегда имеют противоположные знаки. Ко
эффициент Пуассона определяется экспериментально с помощью 
специальных приборов (тензометров) и для различных материалов 
изменяется в пределах 0 < v < 0,5.

Для линейно-упругих материалов зависимость между о и е ха
рактеризуется законом Гука при растяжении и сжатии (рис. 1.6):

а = Ее, (1.7)
где £ — модуль упругости при растяжении и сжатии, определяемый 
экспериментально для каждого материала. Например, для стали он 
равен Е -  (2 н- 2,1) • 105 МПа.

Ра = — F

Рис. 1.6

Абсолютное удлинение или укорочение участка стержня дли
ной / в общем случае определяется по формуле
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( 1.8 )

где E F — жесткость стержня при растяжении и сжатии. При посто
янных подлине стержня жесткости и продольной силе абсолютное 
удлинение или укорочение определяется по формуле

Если продольная сила или жесткость изменяются по длине 
стержня, то при вычислении А/удобно использовать геометриче
ский смысл определенного интеграла (1.8). Например, при Е  = 
= const формулу (1.8) можно представить в следующем виде:

где Qc — площадь эпюры а на данном участке.
При постоянной подлине жесткости стержня ^центральное 

растяжение и сжатие описывается следующим дифференциальным 
уравнением:

Дифференциальное уравнение (1.11) и соотношение (1.1) по
зволяют установить характер изменения продольной силы и осевых 
перемещений по длине стержня в зависимости от вида осевой рас
пределенной нагрузки q(x). Например, для двух наиболее распро
страненных случаев имеем:

1. На участках, где q = О, N = const,
и(х) — линейный закон.

2. На участках, где q = const, N(x) — линейный закон,
и(х) — квадратичный закон.

Потенциальная энергия деформации стержня длиной / при 
центральном растяжении и сжатии в общем случае определяется 
по формуле

Расчеты на прочность стержней, являющихся элементами 
строительных конструкций, производятся по методу предельных 
состояний. Расчетные формулы имеют следующий вид.

При E F  = const, /V/
Д/ =--

N ~ const E F (1.9)

( 1. 10)

EFu"(x) = -q(x). ( M l )

( М 2 )
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Условие прочности

(1.13)

Формула подбора сечения

(1.14)

Формула определения величины допустимой нагрузки
N -kP< ycRF. (1.15)

В формулах (1.13)—(1.15) N — продольная сила, вычисленная от 
действия расчетных нагрузок Рр = PHyf, Ри — нормативное значение 
нагрузки, yf  — коэффициент надежности по нагрузке (коэффици
ент перегрузки), R — расчетное сопротивление материапа стержня, 
ус — коэффициент условий работы и к — параметр нагрузки, опре
деляемый из уравнений равновесия.

Значения R , уу и ус приведены в соответствующих разделах 
СНиП но строительным конструкциям.

Расчет на прочность элементов не строительных конструкций 
выполняется по методу допускаемых напряжений. Условие проч
ности имеет следующий вид:

где [а] — допускаемое напряжение, значение которого приведено 
в соответствующих нормативных документах.

При определении разрушающей (предельной) нагрузки для 
конструкций из материалов с пластическими свойствами исполь
зуется схематизированная диаграмма Прандтля (рис. 1.7). В этом 
случае разрушающее (предельное) усилие в стержне при растяже- 
нии-сжатии определяется по формуле

(1.16)

(1.17)
где ат — предел текучести материала.

а

о,
е

Рис. 1.7
О



ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1.1

Стержень ступенчато-постоянного сечения находится под дей
ствием показанных на рис. 1.8, а осевых нагрузок. Требуется по
строить эпюры продольных сил и нормальных напряжений, опре
делить абсолютные удлинения (укорочения) участков стержня и 
построить эпюру осевых перемещений. В расчетах принять Е  = 
= 2 • 104 МПа = 2 • 103 кН/см2.

v-H/n 6) © (к Н )  в) © (М П а )  г) @ (с м ) 0,075

;0,0034

Рис. 1.8

Определяем из уравнения равновесия опорную реакцию в мес
те закрепления стержня:

£ *  = 0, -20-1,5 +70-30-2 + /? = 0, Л = 20кН.
Поскольку реакция оказалась положительной, ее направление 

в начале расчета выбрано правильно. Для построения эпюр N и ст 
вычисляем значения продольных сил и нормальных напряжений 
в характерных сечениях стержня, начиная со свободного конца.

1. Сечение х= 5,5 м (свободный конец)
N = ст = 0 (сосредоточенная сила отсутствует).

2. Сечение х-А  м (выше границы участков)
N=-20 1,5 = -30 кН (сжатие),

—30
ст = — = -0,4 кН/см2 = -4 МПа.
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3. Сечение л- = 4 м (ниже границы участков)
УУ = -30 + 70 = 40 кН (растяжение), 

40а = 0,8 кН/см2 =8 МПа.
50

4. Сечение л; = 2 м (выше границы участков) 

УУ = 40 кН а  = —  = 0,8 кН/см2 = 8 МПа. 
50

5. Сечение х = 2 м (ниже границы участков)
/V = 40 кН,

от = = 0,4 кН/см2 = 4 МПа.
100

6. Сечение х = 0 (закрепление)
N = -R = -20 кН (сжатие),

_90
ст = —  = -0,2 кН/см2 = -2 МПа.

100

На первом и третьем участках стержня продольная сила изме
няется по линейному закону (q = const), а на втором участке она 
постоянна (q = 0). Отметим также,что в пределах первого участка 
знак продольной силы и нормальных напряжений изменяется на 
противоположный. В сечении на границе второго и третьего участ
ков продольная сила имеет разрыв (скачок) на величину сосредо
точенной силы Р= 70 кН.

Полученные ординаты откладываем на оси стержня и строим 
эпюры N и а. Эти эпюры приведены на рис. 1.8, б, в.

Вычисляем абсолютные удлинения (укорочения) участков 
стержня. Значения Д/ первого и третьего участков определяем с 
помощью площади эпюры нормальных напряжений на этих участ
ках:

1 1
М  =Е  °  2 10

4-2 200 = 0,01 см (удлинение),

А/ N1
Е Е

7 ---- - _  о,08см (удлинение),
- ^  2-10-50

Д U = -£2„ = 1
2-10

4-150 = 0,015 см (укорочение).
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Определяем величину Д/ всего стержня:
Д/ = Д/, + Д/2 + Д/3 = 0,01 + 0,08 - 0,015 = 0,075 см (удлинение)
Для построения эпюры и вычисляем по формуле (1.3) значения 

осевых перемещений характерных сечений стержня.
1. Сечение _х = 0 и = и0 = 0 (сечение закреплено).
2. Сечение х = 2 м w, = w0 + Д/j = 0,01 см.
3. Сечение х = 4 м м2 = и, +Д/2 = 0,01 + 0,08 = 0,09 см.
4. Сечение х = 5,5 м и} = и2 + Д/3 = Д/ = 0,075 см.
В сечении на первом участке, где продольная сила обращается 

в нуль, осевое перемещение имеет экстремальное значение.
5. Сечение х = 0,67 м

и = Mmin = м„ + Д/, = — -—г1 I = -0,0034 см,mm 0 1 2-10Ч 2 J

где А/; — значение абсолютного укорочения заштрихованной час
ти первого участка (рис. 1.8, а).

Эпюра осевых перемещений представлена на рис. 1.8, г. На 
первом и третьем участках стержня осевые перемещения изменя
ются по квадратичному закону, а на втором участке — по линейно
му закону.

Задача 1.2

Стержень ступенчато-постоянного сечения, жестко закреплен
ный с двух сторон, находится под действием сосредоточенных 
осевых нагрузок (рис. 1.9). Требуется построить эпюры продольных 
сил, нормальных напряжений и осевых перемещений. В расчетах 
принять Е=  2 • 105 МПа = 2 • 104 кН/см2.

Составим уравнение равновесия:

X *  = 0, RA + RB-  40-60 = 0,
Ra + RB = 100 кН.

Для определения опорных реакций этого уравнения недоста
точно. Стержень один раз статически неопределим, и для его рас
чета необходимо составить дополнительное уравнение, исходя из 
характера деформации стержня.

Отбросим любое из опорных закреплений стержня, например, 
верхнее, и заменим его искомой опорной реакцией X  = RH
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60 кН ✓

F-, = 40 см2 

40 кН

F, = 80 см2
W77
R.

Рис. 1.9

Ь г= л й

- 60 кН

'40 кН

777777)777777

Рис. 1.10

(рис. 1.10). Образованная таким образом статически определимая 
система называется основной системой.

Поставим условие, что деформации основной и заданной сис
тем совпадают. Длина жестко закрепленного с двух сторон стержня 
после действия нагрузок измениться не может (Д/ = 0). Следова
тельно, для основной системы на основании принципа независи
мости действия сил можно записать:

Д/ = Alp + Alx = 0,
где А1р — деформация основной системы под действием заданных 
нагрузок, Д1Х — деформация основной системы под действием 
искомой опорной реакции X -  RB.

Вычисляем значения А/р и А1Х и раскрываем условие деформа
ции:

60-50 60 100Д/п __________________________40 100
2 -104 - 40 2 -104 80 2 104 - 80

= -0,01 см,

AI х = Х  J 00 + * ' 1 ° °  = 1,875 10 4̂ Л'(см/кН),
2-10-40 2-10-80

A l-A lp +  Alx = -0,01 + 1,875- 10-4-Л'=0,

X -  /?д = 53,3 кН.
Статическая неопределимость задачи раскрыта. Реакция RA рав

на: Ra = 100-53,3 = 46,7 кН. Вычисляем значения продольных сил 
и нормальных напряжений в характерных сечениях стержня.
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1. Сечение х = 2 м N = X= RB = 53,3 кН (растяжение),
53,3 , , , . . „ , „ . 2а =
40

= 1,33 кН/см2 = 13,3 МПа.

2. Сечение л: = 1,5 м NB = 53,3 кН, а = 13,3 МПа.
= 53,3 - 60 = -6,7 кН (сжатие), 
-6,7 п ,__2а =
40

= -0,17 кН/см = -1,7 МПа.

3. Сечение х= 1 м NB--6,7 кН, а = -1,7 МПа.
N = -6,7 - 40 = -46,7 кН (сжатие),

а = -46,7 -0,58 кН/см = -5,8 НПа.
80

4. Сечениех = 0 N = -RA = -46,7 кН, а = -5,8 МПа.
По вычисленным значениям строим эпюры /V и а (рис. 1.11,

б, в). Отметим наличие скачков на эпюре N в сечениях, где прило
жены сосредоточенные силы. В пределах участков N и а постоянны 
по величине.

а) | л й=53,3кн Ф  @ (к Н )  в) © (М П а )  г )© (с м )

©

©

О

Т
60 кН 6,7

F7 = 40 см2

40 кН

F, = 80 см20
‘ Л. = 46,7 кН

1,7
53,3

т

46,7 5,8

13,3
3,33 ■ ю--1

= = Щ 2,92 • 10-1

Рис. 1.11

Вычисляем абсолютные деформации участков стержня:

_ -46,7 100 _  2  д2 . ю “3 см (укорочение),
2-10-80

д/ = —J L  = -4,1 • 10"4 см (укорочение),
2 2-104 40 Л
. 53,3-50 j A/i = ----2--- = 3,33 -10 см (удлинение).
3 2-10-40 ;

Проверим выполнение условия деформации стержня:



А/ = Д/, + Д/2 + Д/3 = -2,92 • 10-3 - 4,1 • 1(Н + 3,33- 10“3 =
= (3,33 -  3,33) ■ ю -3 = о.

Вычисляем осевые перемещения характерных сечений стержня, 
начиная с нижнего закрепленного сечения:

2. Сечение х= 1м и, = и0 + А/, = -2,92 • 10_3 см.
3. Сечениех= 1,5 м ч2 = и\ +А/-> = -2,92 • 10_3- 4,1 • 1СИ =

4. Сечениех= 2 м w3 = w, + А/, = Д/ = 0.
Эпюра осевых перемещений представлена на рис. 1.11, г. Осе

вые перемещения изменяются по линейному закону. Все сечения 
стержня перемещаются в отрицательном направлении оси Ох, то 
есть вниз.

Задача 1.3

Медный стержень ступенчато-постоянного сечения жестко за
креплен палевом конце и находится под действием сосредоточен
ной силы и температурного нагрева на первом участке (рис. 1.12). 
На правом конце имеется зазор 8 = 0,01 см между торцом стержня 
и жесткой опорой. Требуется построить эпюры продольных сил, 
нормальных напряжений и осевых перемещений. В расчетах при
нять Е=  1 • 104 кН/см2 = 1 ■ 105 МПа, а= 1,65 • 10 5 1/град, где а — 
коэффициент линейного температурного расширения.

Определяем возможное удлинение стержня под действием на
грузки и теплового воздействия:

1. Сечение х = 0 и = и{) = 0.

3,33 • 10'3 см.

А/ — А/р + Д/у. — 40 20 40 50 
М О 4-30 М О 4-20

+ 1,65 Ю-5 -50 10 =

= 0,0209 см,

-Ф -
0,5 м

-CD+-0—
0,2 0,4 .5

Рис. 1.12
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где А 1Т= а/АТ — величина удлинения стержня под действием на
грева.

Поскольку зазор 8 меньше возможного удлинения стержня А/, 
при нагружении и нагреве он будет выбран, и правый торец стерж
ня упрется в жесткую опору. При этом на обеих опорах возникнут 
опорные реакции, и стержень будет работать как статически неоп
ределимый. Составим уравнение равновесия:

£ *  = 0, Ra + /?б = 40 кН.
Образуем основную систему (рис. 1.13), суммарная деформация 

которой под действием заданной нагрузки, температуры и искомой 
опорной реакции X = RB должна быть равна первоначальному за
зору. Составим условие деформации:

Д/ = А1р+ А1Т+ А1Х= 8 = 0,01 см.
*•60 X  ■ 50 „ с 1А_4 vгдеД/у = -------------- ----= -4,5 10 X.

М О 4-30 1-10-20

г X
W  .
'г

0,5 м 0,2 0,4

X=R„

Рис. 1.13

Раскрываем статическую неопределимость задачи:
А/= 0,0209-4,5 • 10-4 -Аг=8 = 0,01 см, Х= RB = 24,3 кН.
Вычисляем продольные силы и нормальные напряжения в ха

рактерных сечениях стержня и строим эпюры /V и ст (рис. 1.14, б, в). 
Вычисляем абсолютные удлинения (укорочения) участков стержня:

= 15’7 50 +1,65-10 5-50-10 = 0,0122см,
1 1- 104 20

15 7 - 20 А/, = — 4 ---= 0,00105 см,
2 М О 4-30

-24 3 ■ 40 А/, = ---^---= -0,00324 см.
3 1 -104 30

16



Удлинение всего стержня должно быть равно зазору 8. Прове
ряем выполнение этого условия:

Д/ = 0,0122 + 0,00105 - 0,00324 = 0,01 см.
Эпюра осевых перемещений представлена на рис. 1.14, г. Осе

вые перемещения изменяются по линейному закону.

Задача 1.4

Жесткая балка АВ нагружена на конце сосредоточенной силой 
и поддерживается с помощью стержня CD (рис. 1.15). Требуется 
подобрать сечение стержня в виде двух равнобоких уголков и в 
виде двух тяг круглого сечения, а также определить величину удли
нения стержня и угол поворота балки. Коэффициент надежности 
по нагрузке принять у̂ = 1,4. Материал стержня — сталь марки 
ВСт.З. В расчетах принять £=2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2, 
/? = 210МПа = 21 кН/см2 и ус= 1,0.

Данная задача является статически определимой. Вычисляем 
значение расчетной продольной силы в стержне из уравнения рав
новесия:

2 - Ы 7 6 17



2ЦЧШ-

Р =  100 кН

Рис. 1.15

Рр= 100 1,4= 140 кН.
£Л/.,=  0, 2/V=3£, /V = 210kH. 

Определяем требуемую площадь сечения стержня:

F  > N 21 0 10см2.
у CR 1 21

В первом варианте принимаем по сортаменту сечение стержня 
в виде двух равнобоких уголков L56x5 (рис. 1.16, а). Площадь по
перечного сечения стержня равна

£=2 -5,41 = 10,82 см.
Во втором варианте (рис. 1.16, б) определяем требуемый диа

метр сечения каждого стержня:

F  = 2- nD2 > 10см , D > 2,52 см.

Округляя в большую сторону, примем 0= 2,6 см. При этом пло
щадь сечения стержня равна

F  — 2—-———- = 10,62см2.
4

Приняв сечение стержня в виде двух равнобоких уголков, вы
числим значение напряжений в стержне и величину его удлинения:

а = у  = = 19,41 кН/см2 = 194,1 МПа < уCR = 210 МПа,

Д/ = ЛУ _ 210 -180 
E F  ~ 2,М О 4-10,82

= 0,166 см.

Рассмотрев схему деформации системы (рис. 1.17), определяем 
значение угла поворота жесткой балки АВ:
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С

A  D Д/

^ - 4 . ____
0

у

D '
2 м 1 M

В'

Рис. 1.17

DD' AI 0,166
tgO - ——  = —  = 8,3 10“4, 0 = 0°02'5Г

AD 200 200 
Угол поворота балки очень мал.

Задача 1.5

Для данной стержневой системы (рис. 1.18) требуется опреде
лить величину допустимой расчетной силы из условия прочности 
стержней, величины удлинений стержней и перемещения шарнир
ного узла В. Материал стержней — сталь марки ВСт.З со следу
ющими характеристиками: £=2,1 • 105 МПа = 2,1 ■ 104 кН/см2, 
R = 210 МПа = 21 кН/см2, ус = 1,0.

Данная система является статически определимой. Составляем 
уравнения равновесия и выражаем силу Р  через усилия Л/, и N2 в 
стержнях:

£ * = 0 ,  yV, sin 50° = jV2sin20°,

= 0, /V,cos50° + /V2cos20° = P,
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P= 2,75/V,, Р = 1,227 vV2.
Вычисляем значения допустимых расчетных усилий для каждо

го стержня.
I s2

Стержень АВ 4015 мм Fx = 4— ^—  = 7,07 см2,

vVj = ycRFx = 1,0 -21 -7,07= 148,5 кН.
Стержень ВС 2L56x4 F2 = 2 • 4,38 = 8,76 см2,

N2 = ycRF2 = 1,0 -21 - 8,76 = 184 кН.
Вычисляем значения допустимой расчетной силы.
1. Из условия прочности стержня АВ

Р= 2,75/V, = 2,75 • 148,5 = 408,4 кН.
2. Из условия прочности стержня СВ

Р = \ ,227N2 = 1,227 • 184 = 226 кН.
Чтобы обеспечить прочность обоих стержней, надо принять 

меньшую силу. Принимаем Р -  226 кН и вычисляем усилия и на
пряжения в стержнях:

/V, = — = 82,2кН, а = — = 11,62 кН/см2 = 116,2 МПа.
2,75 7,07

/V, = = 184 кН, а = —  = 21 кН/см2 = 210 МПа.
- 1,227 8,76

Отметим, что первый стержень недогружен. Вычисляем вели
чины удлинений стержней:

д, /V,/, 82,2-467 А/, = —LL = --- -------= 0,26 см,
£*1 2,1-Ю4-7,07 
N2!2 _  184-319 
EF2 ~ 2,1 104 8,76

3 3где /, = ---—  = 4,67 м, /-, = ----- = 3,19 м — длины стержней.
cos50 ' cos 20°

Положение шарнирного узла В после деформации можно опре
делить графически. Для этого на продолжении стержней надо от
ложить величины их удлинений А/, и А/,, а затем из полученных 
точек провести перпендикуляры (рис. 1.19). Точка пересечения 
этих перпендикуляров и соответствует положению узла В после

Л / V ?  Ю -t - J I 7АЛ = —тг =-----а---- = 0,32 см,Г Р  I 1 п 4 ---



деформации системы. Зная обшее перемещение ВВ\ можно опре
делить его проекции на оси Ох и Оу, то есть вертикальное и гори
зонтальное перемещения узла В. Составляем два уравнения:

А/, = и вcos50° + f/ssin50o = 0,26 см,
А/, = uficos20° - (/flsin20° = 0,32 см.
Отсюда находим: ив = 0,041 см, vB - 0,36 см.

Задача 1.6

Для данной стержневой системы (рис. 1.20) требуется опреде
лить усилия в стержнях DC и ВС и проверить их прочность по мето
ду предельных состояний. Нормативное значение нагрузки 
с/и = 20 кН/м. Коэффициент перегрузки уу-= 1,2, R = 210 МПа, 
ус = 1,0, £=2,1 • 105 МПа = 2,1 104 кН/см2.

Данная система один раз статически неопределима, поскольку 
число неизвестных НА, RA, N l и N2 превышает число уравнений 
равновесия для плоской системы сил. Определяем расчетное зна-

Рис. 1.20
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чение нагрузки: qp = 1,2 • 20 = 24 кН/м. Составим уравнение равно
весия, содержащее только усилия в стержнях:

2 ^ = 0 ,  2,127V, + 5N2 = 24 • 4 • 3 = 288 кНм,
где г, = 3 • sin45° = 2,12 м, г2 = 5 м — плечи усилий.

Для решения задачи необходимо рассмотреть схему деформа
ции системы и получить дополнительное уравнение. Под дей
ствием нагрузки жесткая балка АВ повернется на весьма малый 
угол 0 относительно шарнира А (рис. 1.21). При этом удлинения 
стержней будут связаны между собой:

А/, = DD' cos45°, Д /, = ВВ\

*  Л ,  = о 424.
ВВ cos45° • Д/2 5 Д/2

Выражаем удлинения стержней через действующие в них уси
лия и составляем дополнительное уравнение:

Д/| =  М  д г = * д  4 = i A . i  =  0 i (

EFt - ЕЕ, Д/, ,V, /, F, 
Стержень CD 2010 мм:

= 2,83 м, /г = 2. 7l l’° 2 = 1,57 см2.2
' cos 45° 1 4
Стержень СВ 2L20x4: /, = 2м, /s = 2 ■ 1,46 = 2,92 см2.
Д/l = _/Vj_ ^83 ^92 = | = 0,161ДГ2.
Д/2 N , 2 1,57 1 2
Решаем систему двух уравнений и определяем расчетные зна

чения усилий в стержнях:



2,12/V, + 5N, = 288 кНм,1 
/V, = 0,161 /V 2 - J
yv, = 8,68 кН, N2 = 53,9 кН.

Определяем напряжения n стержнях и проверяем выполнение 
условий их прочности:

Стержень CD 2010 мм:

Стержень СВ 2L20x4:

о = = 18,46 кН/см2 = 184,6 МПа < у Я = 210 МПа.
2,92

Прочность стержней обеспечена.

Задача 1.7

Короткая стальная труба 0200x10 мм заполнена бетоном и на
ходится под действием сжимающей силы (рис. 1.22). Коэффициент 
надежности по нагрузке у̂ = 1,2. Требуется определить продольные 
силы и напряжения, воспринимаемые стальной трубой и бетоном, 
и проверить их прочность. Устойчивость колонны и совместную 
работу трубы и бетона считать обеспеченными. Эффекты, связан
ные с поперечными деформациями, не учитывать. В расчетах при
нять:

_ ^68 _ кЫ/см2 = 55,3 МПа < у R = 210 МПа. 
1,57

= 500 кН

0200x10 мм

Рис. 1.22
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Ест = 2,1 • 104 кН/см2 = 2,1 ■ 105 МПа, /?ст = 210 МПа,
Е6 = 3 ■ 103 кН/см2 = 3 ■ 104 МПа, Лб = 20МПа, у, = 1,0.
Продольная сила в колонне воспринимается одновременно 

стальной трубой и бетоном. Из уравнения равновесия получаем:
^ Х  = 0, N= NCT + N5 = Рр = 600 кН,

где Рр =1,2- 500 = 600 кН — расчетная сжимающая сила, NCT — про
дольная сила в трубе, N6 — продольная сила в бетоне.

Задача один раз статически неопределима. Дополнительное 
уравнение получим исходя из характера деформации стержня. На 
основании совместной работы стальной трубы и бетонного ци
линдра записываем условие равенства их укорочений под дей
ствием нагрузки:

Д/ = Д/ " Л  = * с т  _  ^6
6' ECTFCT E6F6 ' 2,1-104 -59,7 3 103 • 254,5’ 

yVCT= 1,642 - /V6,
где FCJ = 7i( 102 — 92) = 59,7 см2, F6 - к ■ 92 = 254,5 см2 — площади 
поперечных сечений трубы и бетонного цилиндра.

Определяем продольные силы и напряжения в стальной трубе 
и бетонном заполнителе и проверяем их прочность:

yvcr + yv6 = 600 кН,1
NCT = I,6427V6, J

/VCT = 372,9 кН, N6 = 227,1 кН,

стст = ^  = — —- = 6,25 кН/см2 = 62 МПа < ycR{:Y = 210 МПа, 
FCT 59,7

°б  = ^ Г  = Ш А  = ° ’89 кН/см2 = 8,9 М Па < усЛб = 20 М Па.F6 254,5
Условия прочности выполняются.

Задача 1.8

Для стержневой системы (рис. 1.23) требуется:
1. Определить усилия в стержнях СВ и BD, приняв соотношение 

площадей сечений стержней F2/Fl = 1,2.
2. Подобрать сечения стержней в виде двух стальных прокатных 

уголков, считая одну треть нагрузки постоянной, а две трети —



Рис. 1.23

временной. Коэффициенты надежности по нагрузке принять 
для постоянной нагрузки уг| = 1,1, для временной нагрузки —

3. Определить величину разрушающей нагрузки в пластической 
стадии и установить коэффициент запаса, приняв стг = 240 МПа. 
В расчетах принять £=2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2, R = 
= 210 МПа, ус= 1,0.
Определяем величину расчетной нагрузки:

Р„ =-400 • 1,1 +-400 1,4 = 520 кН. 
р 3 3

Данная стержневая система один раз статически неопределима. 
Составим уравнение равновесия, не содержащее опорных реакций

£ Л /Л =0, 2,lyV,+4,2/V, = 3/> = 3 -520= 1560 кНм,
где г, = 4,2 sin30° = 2,1 м, г2 = 4,2 м — плечи усилий.

Для получения дополнительного уравнения рассмотрим схему 
деформации системы при повороте жесткой балки АВ относитель
но шарнира А на малый угол 0 (рис. 1.24) и свяжем удлинения 
стержней между собой.

Выражаем удлинения стержней через действующие в них уси
лия и получаем дополнительное уравнение:

Г}=  1,4.

А/, = А/, cos 60°, — !- = 0,5.1 - Л /А/

4 2где/, = — :—- = 4,85 м, /, = 4,2 tg30° = 2,42 м — длины стержней.
cos30°
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Рис. 1.24

Определяем величины расчетных усилий в стержнях:
2 ,Щ  + 4,7N2 = 1560 кНм,]
/V, = 0,208 yV 2,
Ni = 70 кН, N2 = 336 кН.

Вычисляем требуемые площади сечений стержней:
г 70 i г- 336 . ■)г, = — - = —  = 3,33 см , Fj = —— =-- = 16 см .

Ус* 21 2 у,Л 21
Проверяем выполнение принятою в начале расчета соотноше

ния между площадями сечений стержней:
F-, 16—  = ---= 4,8 > 1,2.
F{ 3,33

Принятое соотношение не выполняется. Следовательно, при 
подборе сечений стержней надо увеличить требуемую площадь 
сечения первого стержня в соответствии с принятым соотношени
ем и принять

г  F~t 16 I ,  д ,  2г = —  = —  = 13,33 см .
1,2 1,2

Принимаем по сортаменту сечения стержней в виде двух сталь
ных прокатных равнобоких уголков и определяем действующие в 
стержнях напряжения.

Первый стержень 2L70x5. F t = 2 ■ 6,86 = 13,72 см2,
70а = = 5,1 кН/см2 = 51 МПа.

13,72
Второй стержень 2L70x6. F2 = 2 ■ 8,15 = 16,3 см2,

336 ............  2ст = ---= 20,6 кН/см = 206 МПа.
16,3

26



Определяем величины удлинений стержней:
д. ЛУ, 70-485Д/, = —— = ----- ------ = 0,12 см,

EFX 2,1 - Ю4 13,72
д. N2!2 336-242Д/-, = — -̂--- = 0,24 см.

- EF2 2,1 Ю4 • 16,3
Вычисляем значения разрушающих усилий в стержнях:

N ij = aTF l = 24 • 13,72 = 329 кН,
N 2t = ctF2 = 24 • 16,3 = 391 кН.

Определяем из уравнения равновесия величину разрушающей 
(предельной) нагрузки и коэффициент запаса по отношению к 
нормативной нагрузке:

Х М ,  =0, 2,1 jVIt + 4,2УУ2т = ЗРр^р,
2 1•329 + 4 2•391 

= з = 778 кН,

= ^азр = 778 = 
jP, 400

Задача 1.9

Стальной стержень жестко соединен на конце с медной втулкой 
ступенчато-постоянного сечения, к выступу которой приложена 
кольцевая нагрузка с осевой равнодействующей Р(рис. 1.25). Тре
ние между элементами отсугствует. Требуется определить:
1. Величину силы Pv вызывающей появление текучести в одном 

из элементов системы.
2. Величину разрушающей силы Яр.пр.
3. Значения остаточных усилий, напряжений и перемещений при 

полной разгрузке системы после нагружения ее силой Р  = 
= 0,5 (Рт + />р;пр).
Деформирование материала элементов системы следует диа

грамме Прандтля (рис. 1.7). В расчетах принять /, = 60 см, /2 = 30 см, 
FCT = 10 см2, Fu = 15 см2, F2m= 20 см2, Ест = 2 -10’ МПа, £м = 1 х 
х 105 МПа, о"=  100 МПа, о|т = 240 МПа.

Данная задача является один раз статически неопределимой. 
Проводим сечения в пределах каждого из участков системы и с 
помощью уравнения равновесия X *  = 0 получаем:



м т

в|©I
с

п Л
(к

■ Г

Иш

Г
Рис. 1.25

л^ + л ^ л  iVCT = yv2M,
где /VCT, A',S) и N2m — продольные силы в стальном стержне и в мед
ной втулке в пределах первого и второго участков. Силы NCJ и УУ|м 
являются растягивающими, а сила iV2M является сжимающей.

Дополнительное уравнение для определения усилий в элемен
тах системы получаем из условия совместности деформаций стерж
ня и втулки:

^ с т ( ' , + / 2) _  ^,м/, N2J 2
Л/сг = Ч г Е  F^ С Т 1 СТ Е»Гы E mF2«
Подставив числовые данные и использовав уранения равнове

сия, получаем:

*,м=1.5ЛГ2м, N „ = N2m = 0AP, Nbt = 0,6Р.
При постепенном увеличении нагрузки нормальные напряже

ния достигнут предела текучести в первую очередь в пределах наи
более нагруженного верхнего участка медной втулки. Продольная 
сила на этом участке будет равна

/V,M = o "FUt = 10 ■ 15= 150 кН.
Определяем значение нагрузки, соответствующей появлению 

первых пластических деформаций в элементах системы:

Рт = = —  = 250 кН. 
т 0,6 0,6
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Деформации стального стержня являются упругими. Определя
ем величину перемещения нижнего конца системы:

/VCT = 0,4 • 250= 100 кН,

а,т = —  = 10кН/см2 = 100 МПа < а "
10 г

/VCT(/,+/2) 100(60 + 30) пплсиг = А /,.т = —-—1-- — = -----:----= 0,045 см.
2 10 10

При дальнейшем увеличении нагрузки (Р> Рл) система работа
ет в упруго-пластической стадии. В пределах верхнего участка 
втулки деформации являются пластическими, а продольная сила 
остается постоянной и равной Ыы = 150 кН. Стальной стержень и 
медная втулка в пределах нижнего участка деформируются упруго. 
Разрушение системы будет соответствовать появлению пластичес
ких деформаций либо в пределах нижнего участка втулки, либо в 
стальном стержне. Вычисляем значения продольных сил, соответ
ствующих появлению текучести в этих элементах:

* 2м = а ^ 2м= 10-20 = 200 кН,
УУст = атст/гст = 24- 10 = 240 к К.
Очевидно, что при возрастании нагрузки от значения Рт нор

мальные напряжения раньше достигнут предела текучести в ниж
нем участке вгулки. Определяем соответствующее значение нагруз
ки:

Р= iVlM + УУ2м= 150+ 200 = 350 кН.
Дальнейшее увеличение нагрузки невозможно из-за неограни

ченного роста пластических деформаций в пределах обоих участ
ков втулки. В качестве разрушающей силы надо принять Р  = 
= 350 кН.

Произведем расчет системы на действие силы Р  = 0,5(РТ + 
+ Р]хир) = 0,5(250 + 350) = 300 кН. Усилия и напряжения в элементах 
системы при действии этой силы равны

7VlM = 150 кН, 7Vct = 300 - 150= 150 кН , N2u = -150 кН,

ст|м = с "  = 100 МПа, а сг = ~  = 15 кН/см2 = 150 МПа,

о ,м = = -7,5 кН/см2 = -75 МПа,
20
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150-90 nftiC, e uc = A/c, = -  4 = 0,0675 CM,

л/л, = — 150' 30 = -0,0225 cm, uB = 0,0675 + 0,0225 = 0,09 cm. 
M O 4. 20

Соответствующие эпюры приведены на рис. 1.26. Размерность 
продольной силы N  в кН, напряжений ст в МПа, перемещений и 
в см.

,R = ЗООкН f )  6Г)

0,0675 150 150 0,0675

Рис. 1.26

Примем, что материал элементов системы при разгрузке дефор
мируется упруго с первоначальными модулями упругости. Для 
определения остаточных усилий, напряжений и осевых перемеще
ний при полной разгрузке системы после нагружения ее силой 
Р = 300 кН произведем расчет системы в упругой стадии на дей
ствие силы Р обратного направления, а полученные результаты 
сложим сданными на рис. 1.26.

Л'з.м = 0,4/5= 0,4 • 300 = 120 кН, Л/ст = -120 кН,
УУ|м = -0,6/> = -0,6-300 = -180кН,

120ост = ——  - -12 кН/см2 = -120 МПа,
120стА. = -- = 6 кН/см2 = 60 М Па,

2м 20

° 1 м  -
180
15

-12 кН/см =-120 МПа,

л/ 1209°ис = Д /ст = ----- т---= -0,054 см,
2-10-10
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Эпюры остаточных усилий, напряжений и перемещений в мед

ной втулке и стальном стержне приведены на рис. 1.27.

Построим график, характеризующий зависимость между си
лой Р и осевым перемещением нижнего конца системы (сече
ние С). Этот график имеет излом при Р  = Рт = 250 кН. Проведя 
прямую разгрузки, параллельную первому участку графика, опре
деляем остаточное перемещение сечения С (рис. 1.28).

Задача 1.10

На стальной стержень надета алюминиевая трубка и закреплена 
с помощью гайки (рис. 1.29). Определить напряжения, возника
ющие в элементах системы при нагреве ее на величину Д7’= 60 °С. 
Начальные напряжения и трение между элементами отсутствуют.



В расчетах принять £ст = 2 • 105 МПа, £а1 = 0,7 • 105 МПа, а ст = 
= 1,2 • 10-5 1/град, а а1 = 2,4 • 10~5 1/град.

При нагреве системы ее элементы в силу жесткости соединения 
получают одинаковые удлинения: Д/ст = А1.а. Поскольку коэффи
циент линейного температурного расширения у алюминия больше, 
чем у стали, нагрев системы вызовет появление растягивающих 
усилий в стальном стержне и сжимающих усилий в алюминиевой 
трубке. При отсутствии внешних нагрузок эти усилия должны быть 
равны между собой: ^  X  - 0, NCJ = Л^г

Задача является статически неопределимой. Приравняв дефор
мации стержня и трубки между собой, получим

Подставив числовые данные и решив эти уравнения, находим 
усилия в элементах системы: NCT = 13,44 кН, = -13,44 кН. Вы
числяем значения напряжений в стержне и трубке, а также вели
чину их удлинения:

Задача 1.11

При монтаже показанной на рис. 1.30 стержневой системы ока
залось, что длина среднего стержня СВ меньше проектной на ве
личину 5 = 0,2 см. Требуется определить усилия и напряжения в

ал
/=50 см

Рис. 1.29

ост = = 6,72 кН/см2 = 67,2 МПа,

ом = - 1 ^  = -2,69 кН/см2 = -27 МПа,

Д/ = Д/ст = — 44, 50 + 1,2 • 10~5 • 50 • 60 = 0,0528 см. 
2 10- 2
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стержнях после монтажа. Поперечные сечения стержней имеют 
следующие площади: Т7, = F} = 10 см2, F2 = 12 см2. Модули упругости 
материала стержней равны Е х = Еъ = 1 ■ 104 кН/см2 = 1 • 105 МПа, 
£', = 2,1 • 104 кН/см2 = 2,1 • 105 МПа.

При установке среднего стержня его необходимо либо предва
рительно растянуть на величину 8, либо нагреть на температуру Д Т, 
величину которой можно определить из уравнения А/ = а/АТ = 5, 
где а — коэффициент линейного температурного расширения. 
Приняв а = 1,25- 10“5 1/град, находим

А/ = 1,25 • 10-5 - 300 -ДГ= 5 = 0,2 см, АГ=53°.
После монтажа системы средний стержень будет находиться под 

действием растягивающего усилия, а крайние стержни — под дей
ствием сжимающих усилий (рис. 1.31). Вырежем узел В и рассмот
рим его равновесие:

£ *  = 0, /V, = Ni (в силу симметрии),
£ К  = 0, yV2 = (yV| + /V3)cos450= 1,4147V,.

Задача является один раз статически неопределимой, и для ее 
решения надо рассмотреть схему деформации системы. После мон
тажа шарнирный узел В переместится вертикально вверх на вели
чину 8 - Д/2 (рис. 1.32). Из схемы деформации получаем

Д/, = В В ' cos45° = (8 - A/,)cos45°.
Выражаем деформации стержней через действующие в них уси

лия и составляем дополнительное уравнение:
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Рис. 1.32

N. -212
l -Ю4 10

0 ,2 -
N, • 300

2,1 104 12
cos45°,

где /, = — --- = 2,12 м, = 3 м — длины стержней. 
cos45°

Вычисляем усилия и напряжения в стержнях системы:

2,12ЛГ, + 0,842/V2 = 1,414 102,|
N2 = 1,414/V,, |
jV1 = /V3 = 42,7kH, N2 = 60,4 кН.

Первый и третий стержни: а = = 4,27 кН/см2 = 42,7 МПа.

Второй (средний) стержень: о = = 5,03 кН/см2 = 50,3 МПа.
Усилия и напряжения в крайних стержнях — сжимающие, 

в среднем стержне — растягивающие. Определяем вертикальное 
перемещение узла В после монтажа системы:

Л /  Л У2 60,4-300 п п ^АЛ = ——  = ----- ;---= 0,072 см,
- E2F2 2,1-104-12

vb = BB' = 5- Д/2 = 0,2 - 0,072 = 0,128 см.

Задача 1.12

В процессе работы стержневой системы (рис. 1.33) опора А 
жесткой балки АВ получила осадку 5 = 0,5 см. Требуется определить 
усилия и напряжения в стержнях CD и ЕВ, а также угол поворота 
балки. Площади поперечных сечений стержней Z7, = 10 см2, Е2 =



= 15 см. Модуль упругости материала Е  = 2,1 ■ 104 кН/см2 = 
= 2,1 • 105 МПа. Собственный вес балки не учитывать.

При осадке опоры А жесткая балка АВ совершит поворот отно
сительно некоторой точки К , расположенной на участке между 
точками закрепления стержней (рис. 1.34). При этом первый стер
жень будет испытывать растяжение, а второй — сжатие (рис. 1.33). 
Составим уравнение равновесия:

£ Л / „=  0, 2TV, = 4/V2, | l = 2.

Определить усилия в стержнях с помощью уравнений равнове
сия нельзя, поскольку система один раз статически неопределима.

Рассмотрев схему деформации системы (рис. 1.34), определяем 
положение точки К :

4 , 1  -

М_ _ “
Д/, 2 - а ’

м  = М ,  д,2 = М  М Ж . Л - ,
/У, - №  L I. N ,I; 2-о

-, а = 1,5 м, (/, = /2 = 3 м).A  i  А  = 2 1 11 = _
N2 1г Fx ' 10 2
Выражаем деформации стержней через величину осадки опо

ры 8 и определяем усилия и напряжения в стержнях.

V

Рис. 1.34
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Первый стержень

А1'= ° '5 Т 5 - 0-т 3 - Щ -

и  Ю4 10 0.2143
1 300

о = = 15 кН/см2 = 150 МПа (растяжение). 

Второй стержень

N2 = = “ 75 кН (сжатие),

а = - y j  = -5 кН/см2 = -50 МПа.

Вычисляем угол поворота балки АВ:

щв=й‘ М>=1А*[Г>- e=“w55"'
Задача 1.13

Для стержневой системы (рис. 1.35) требуется определить уси
лия и напряжения в стержнях и вычислить вертикальное переме
щение узла D. В расчетах принять Р= 100 кН, Т7, = 10 см2, F2 = 4 см2, 
F} = 12 см2. Модуль упругости материала стержней Е  =2 ■ 105МПа = 
= 2 ■ 104 кН/см2.
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Определяем длины первого и второго стержней: /, =АВ и l2 = AD. 
h = />tg45° = tftg30°, а + /> = /3 = Зм,
(/3 - a)tg45° = otg30°, а = 1,902 м, Ь= 1,098 м,

1,098 1,902= 1,553 м, /2 = 2,196 м.cos45° cos30°
В силу симметрии системы относительно вертикальной оси 

усилия в стержнях АВ и AD равны соответственно усилиям в стерж
нях ВС и CD. Обозначим их /V, и М>, причем усилия /V, являются 
сжимающими, а усилия N2 — растягивающими. В вертикальном 
стержне BD верхняя часть испытывает растягивающее усилие /V3n, 
а нижняя часть — сжимающее усилие УУ3н, причем N}B + /V3h = 2Р. 
Таким образом, число искомых усилий в стержнях системы равно 
четырем, и она один раз статически неопределима.

Вырезаем узлы В  и Dw рассматриваем их равновесие (рис. 1.36, 
а , б).

Узел В: 

Узел D:

2Л^со545° N-Зв’
2/V, cos 30° = TV3ir

Рассмотрим схему деформации системы (рис. 1.37). В силу сим
метрии узлы В и D перемещаются вертикально вниз. Из схемы 
деформации получим соотношения между величинами удлинений 
и укорочений стержней:

Д/, = ВВ 'cos45°, Д/2 = DD'cos30°, Д/3 = DD' - ВВ'.
Выражая удлинения и укорочения стержней через действующие 

в них усилия, получим 

д/ = N^ b N^ a n 2i2 yv,/,
EF, EF ; EF2 cos 30° EF, cos45°
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Рис. 1.37

Решая это уравнение совместно с уравнениями (1.17) и исполь
зуя соотношение NJb + Niu = 2Р, получим при числовых данных 
задачи следующие результаты:

N3a = 1,36Р-  136 кН, а = = 11,3 кН/см2 = 113 МПа, 

/V3h=-64kH, а = - у  = -5,33 кН/см2 =-53,3 МПа,

/V2 = 0,37/>=37kH, а  = —  = 9,25 к Н / с м 2 =92,5 МПа,

/V, = -0,962Я= -96,2 кН,
96 2о = — = -9,62 кН/см2 = -96,2 МПа.

Определяем вертикальное перемещение узла D:
пп, Д/2 N212 37 219,6uD = DD = --- -— = ----—-- = ---------------= 0,12 см.

cos30° EF2 cos30° 2 • 10 • 4 ■ cos30°

Задача 1.14

Для стержневой системы (рис. 1.38), состоящей из жесткой 
балки АВ, поддерживаемой стержнями ВС и DE указанного сече
ния, требуется определить:
1. Величину силы Pv вызывающую появление текучести в одном 

из стержней.
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2. Величину разрушающей силы Р  р, при действии которой 
несущая способность системы будет полностью исчерпана.

3. Значения остаточных усилий, напряжений и удлинений при 
полной разгрузке системы после нагружения ее силой Р = 
= 0,5(Рт + Р ). Построить график зависимости перемещения 
точки приложения силы от ее величины при нагрузке и 
разгрузке.

Деформирование материала стержней следует диаграмме 
Прандтля. В расчетах принять E l = Е, = 2 ■ 105 МПа, стт = 
= 280 МПа = 28 кН/см2.

Определяем площади сечений стержней и их длины:

Система один раз статически неопределима. Рассматриваем 
работу системы в упругой стадии и раскрываем ее статическую 
неопределимость с помощью схемы деформации (рис. 1.38, б). Из 
уравнения равновесия получаем

0, 1,536/Vj + 4N2 = 4 / \

где г, = 2 sin а = 1,536 м, г2 = 4м -  плечи усилий.
Из схемы деформации находим соотношение между усилиями:

Рис. 1.38

F{ = 2к ■ 0,62 = 2,262 см2, F2 = 2n- 0,82 = 4,021 см2,

/, = >/(2,4)2 +(2)2 = 3,124 м, /, = 2,4 м.

Д/, _ DD' si па
д/7_ в в'

= 0,5sina = 0,3841,
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A/L = 7Vl = ЗЛ24 4ДШ = 0 384, л/, =0,166N,.
M2 EF{ N2I2 N2 2,4 2,262 1 2
Подставляем соотношение между усилиями в уравнение равно

весия и выражаем усилия в стержнях через силу Р:
/V, =0,1561/’, /V, = 0,9401 Р.
Нетрудно видеть, что второй стержень является более нагружен

ным. При увеличении силы Р напряжения в этом стержне в первую 
очередь достигнут предела текучести, а усилие будет равно /V,T = 
= otF2 = 28 • 4,021 = 112,6 кН. Определяем величину соответству
ющей силы Р= Рт:

Рт = J ^  = _L 1 H  = 119,8 кН. 
т 0,9401 0,9401

Материал первого стержня находится при этом в упругой ста
дии. Определяем усилие в первом стержне и величины перемеще
ний точек D и В.

=0,1561 Рт = 0,1561 • 119,8= 18,69 кН,
д, Лу, 18,69 - 3,124 102 П1ЛП 0,129А/. = —и- = ----- 2------- = 0,129 см, ип = -----= 0,168 см,

ЕЕ{ 2 104 -2,262 D sina
Ug — Al2 = 2 0,168 = 0,336 см.
При дальнейшем увеличении силы Р  напряжения и в первом 

стержне достигнут предела текучести. При этом согласно диаграм
ме Прандтля деформации стержней будут неограниченно возрас
тать, что соответствует началу разрушения системы. Величину 
разрушающей силы определяем из уравнения предельного равно
весия:

Р  = N" r' + N2т/~2 = 63,34 • 1,536 + И2.6 4 = 136 9 кН  ̂
гР 4

где yV|T = стт/г1 = 28 • 2,262 = 63,34 кН.
Рассмотрим действие силы Р  = 0,5(РТ + Р  р) = 0,5(119,8 + 

+ 136,9) = 128 кН. В этом случае материал второго стержня нахо
дится в пластическом состоянии, и усилие в нем равно уV, = 
= N2t= 112,6 кН.

Первый стержень при этом работает в пределах упругих дефор
маций, поскольку Р  = 128 кН < Ppai . Усилие в первом стержне 
определяем из уравнения равновесия:



Х 'и  а л /  4P-4/V, 4128-4112,6 
1 ^ = 0 ,  * | = -------- = ---- Г7Т7---- = 40’> кН-/*j I, j j O
Определяем величину перемещения точки приложения силы: 

40,1 - 3,124-102м  = ЛИ
£■/; 2-104-2,262

и в — А/, — А/,]__ 0,277

= 0,277 см,

= 0,721 см.
0,3841 0,3841

Для определения остаточных усилий, напряжений и удлинений 
при полной разгрузке системы после нагружения ее силой Р  = 
= 128 кН произведем расчет системы в упругой стадии на действие 
этой силы обратного направления (рис. 1.39). Полученные резуль
таты надо сложить с данными предыдущего расчета.

/V, =-0,1561/» =-0,1561 • 128 = -19,98 кН, 
/V, = -0,9401Р =-0,9401 • 128 = -120,3 кН,

19,98 • 3,124 • 102
А/,=

а /2 =  —

2 104 -2,262
120,3 -2,4 102 
2 -104 -4,021

= -0,138 см,

= -0,359 см,

Л ^ т = 40,1 + (-19,98) = 20,12 кН ,
70 12

°ост = ^  = 8’89 кН/см2 = 88,9 МПа, Z,ZbZ
Д/,осг = 0,277 - 0,138 = 0,139 см,
JV?CT = 112,6 + (-120,3) = -7,7 кН,
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GocT = ~ i m  = ~ 1,91 кН/см2 = ~19,1 МПа’
д/ост = мост = o,721 - 0,359 = 0,362 cm.

После разгрузки первый стержень испытывает растягивающее 
усилие, а второй — сжимающее, причем усилия в стержнях взаим
но уравновешены:

X  Мл = 0, ЛV, = N2r2, 20,12- 1,536 = 7,7 -4 = 30,8 кНм.
На рис. 1.40 приведен график зависимости между перемещени

ем точки приложения силы и ее величиной при нагрузке и разгруз
ке. После достижения силой величины Р = Рт = 119,8 кН материал 
второго стержня находится в пластическом состоянии, в силу чего 
интенсивность перемещения точки В возрастает (на графике име
ет место излом). Прямая разгрузки параллельна первому участку 
графика.

Задача 1.15

Для фермы (рис. 1.41) требуется определить усилия в стержнях 
и подобрать сечение стержня 2—4 в виде двух стальных прокатных 
уголков, приняв /? = 210МПа = 21 кН/см2, ус= 1,0.

При действии на ферму сил, приложенных в узлах (узловая 
нагрузка), в ее стержнях возникают только продольные силы. Для 
их аналитического определения применяются различные мето
ды — метод вырезания узлов, метод проекций, метод моментных 
точек. Графическое определение усилий в стержнях ферм обычно 
производится с помощью диаграммы Максвелла—Кремоны.
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2 4

ОС

60 кН

Рис. 1.41

Расчет фермы начинаем с определения опорных реакций:
=0, 20 • 1,8 + 60 • 3,6 - 1,8/?в = 0, RB = 140 кН;

£  М в = 0, 20 ■ 1,8 + 60 ■ 1,8 + 1,8Ra = 0, RA = -80 кН;
£ *  = 0, Нв = 20 кН, = 0 (проверка), -60-80+140 = 0.
Для определения усилий в стержнях, сходящихся в узлах 1 и 4, 

применяем метод вырезания узлов.
Равновесие узла 1 (рис. 1.42):
£ *  = 0; yV13 = 0; £ Y = 0, /Vl2 = 80 кН.
Стержень 1-3 ненагружен (нулевой стержень).
Равновесие узла 4 (рис. 1.43):
£ *  = 0, - jV24 - /V34cos45° = 0,
£ К  = 0, -/V34sin45°-60 = 0, УУ24 = 60 кН, Ni4 = -84,9 кН.
Стержень 3—4 сжат.
Для определения усилия в стержне 2—3 применяем метод про

екций. Рассекаем ферму сечением 1 — 1 и рассматриваем равновесие 
левой части (рис. 1.44):

£ Г  = 0, -/V23cos45° - 80 = 0, TV23 = -113,1 к Н.

20 кН 2

Рис. 1.42 Рис. 1.43 Рис. 1.44
43



Стержень 2-3 сжат. Отметим, что для определения усилия в 
стержне 2—4 можно использовать моментную точку 3, в которой 
сходятся усилия в стержнях 1-3 и 2-3.

Подбираем сечение растянутого стержня 2-4.

F  > ——— = 2,86см2. Принимаем 2L25x3 
1,0-21

Подбор сечения сжатых стержней надо проводить с учетом их 
возможной потери устойчивости.

Задача 1.16

Для стального растянутого стержня из двух равнополочных 
уголков L56x4 (рис. 1.45, а) требуется определить величину пара
метра нагрузки Р из условия, что удлинение стержня не превысит 
значение Д/ = 0,2 см. Определить наибольшие напряжения в стерж
не. В расчетах принять Е= 2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2.

Рис. 1.45

Строим эпюру продольных сил в стержне (рис. 1.45, б). Опре
деляем удлинения участков стержня и выполняем требуемое усло
вие его жесткости:

Д/ = Д/, + Д/2 = | + т 24 Я/,
EF  EF

-(4 -180 + 3 -120) < 0,2 см,
2,1 • 104 -8,76

где F= 2 • 4,38 = 8,76 см2 — площадь сечения стержня.
Из этого условия находим параметр нагрузки Р< 34,07 кН. Наи

большие нормальные напряжения в стержне равны 
4Р 4-34,07

а  =
8,76

15,6 кН/см = 156 МПа.
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Задача 1.17

Для алюминиевого стержня, состоящего из двух участков круг
лого сплошного и кольцевого сечений (рис. 1.46, а), требуется 
определить параметр нагрузки Риз условия прочности. Определить 
величину удлинения стержня. В расчетах принять R = 140 МПа, 
у = 1,0, Е  = 0,7 • 105 МПа = 0,7- 104 кН/см2.

а)

б) 2 Р

04Ох 10мм 040 м м

20 см 2 Р 30 см

4 Р 

4 Р

(N)
Рис. 1.46

Эпюра продольных сил в стержне приведена на рис. 1.46, б. 
Определяем площади сечений стержня и выражаем нормальные 
напряжения в пределах каждого его участка через Р:

2 Р  
9,425

F, = п(22 - 12) = 9,425 см2, о = ;ГТ^ Г = 0,212Р,
4 р

Fy = n- 22 = 12,57 см2, о = ---- = 0,318Р.
2 12,57

Величину параметра ^определяем из условия прочности стерж
ня в пределах второго участка: а = 0,318/* < ycR = 14 кН/см2, 
Р< 44 кН. Удлинение стержня равно

Л /  Л /  Л /  2-44-20 4-44-30 Л0_Д/ = Д/. + Д /-> = ----- 7------ у ----- ------ = 0,087 см.
0,7 -Ю4-9,425 0,7 104 12,57

Задача 1.18

Стальной стержень круглого сечения (арматура) заделан в бе
тонную плиту и находится под действием растягивающей силы Р  
(рис. 1.47, а). Стержень удерживается в плите силами сцепления с 
бетоном. Требуется определить величину силы из условия прочно
сти стержня и величину его удлинения. В расчетах принять R = 
= 240МПа,ус= 1,0, Е=2 105МПа.

Считаем, что силы сцепления стержня с бетоном равномерно 
распределены подлине а. Стержень находится в равновесии под
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р= Р/а

т̂ттттТТТТМ 1 р

Рис. 1.47

действием силы Р  и равномерно распределенной осевой нагрузки 
интенсивностью р = P/а (рис. 1.47, б). На этом рисунке приведена 
эпюра продольных сил. Выполняем условие прочности и находим 
величину силы:

Р Р
G  =  —  =  —

F < уCR = 24 кН/см2, Р  < 18,85 кН.
к ■12/4

Определяем величину удлинения стержня:

А/ = А/, + Д/2 = Р Ч Р1
2EF E F

2 • 104 • л: • 12/4
-^^302 + 18,85-20 
2-30 = 0,042 см.

Отметим, что на практике закладные части арматуры делаются 
с отгибами, что на рис. 1.47, а показано пунктиром.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 1.19. Для стержней на рис. 1.48 требуется определить 
значения продольных сил в характерных сечениях, построить эпю
ры N и а, определить величины абсолютных удлинений (укороче
ний) участков и построить эпюры осевых перемещений. Для схем 
принять:

а) Е= 2- 105 МПа;
б) Е=\ ■ 105 МПа;
в) Е { = Е2 = \ ■ 105 МПа, Е3 = 2 ■ 105 МПа;
г) £ , = 1,6 • 105 МПа, £ 2 = £3 = 0,8 • 105 МПа.
О твет: (табл. 1.1).



кН

F= 20

б)
/// v/////

в) \̂ я

F { = 40 см- : 
20 кН/м * 

F, = 60 см2

\у
60 к Н

F, = 50 см2 23 ЧО

150 кН

г)

\ = 10 см2 s 
"М 10 кН/м О  

F-, = 6 см2 2 

5̂0 к Н о'

Рис. 1.48

F, = 8 см2

20 кН/м 
10 кН

F, = 8 см2 
•20 кН/м 

0_ЗО кН
F-, = 10 см2

7

И
40 кН/м

F, = 20 см2

Таблица I. /
Схема R. кН А/,, см ДА, см Д/„ см Д/, см

а 10 0,001 -0,00225 -0,002 -0,00325
б 30 0,005 0,0025 -0,008 -0,0005
в -22 -0,015 0,0293 0,006 0,0203
г 22 -0,000625 0,018 -0,005625 0,01175

Задача 1.20. Для ферм на рис. 1.49 требуется аналитически опре
делить усилия в стержнях.

О т в е т : (табл. 1.2).

Таблица 1.2

Схема
Опорные реакции, кН Усилия в стержнях, кН

я . я* Ил " в *,2 *23 *,з *24 *34
а 67,5 157,5 0 0 112,5 -157,5 -90 127,3 -90
б 0 90 129,9 129,9 -15,0 30 -150 103,9 -120
в 64 104 0 0 48,0 0 -80 48 -62,5
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Задача 1.21. Латунный стержень круглого ступенчато-постоян- 
ного сечения нагружен тремя силами Р  (рис. 1.50). С помощью 
индикатора часового типа определено осевое перемещение верх
него конца и = 0,04 см. Требуется определить величину параметра 
нагрузки Р. В расчетах принять D, = 4 см, Z>2 = 3 см, Е=  1 • 105 МПа.

О твет: Р= 40,03 кН.

Задача 1.22. Жесткая балка АВ поддерживается тремя стальны
ми стержнями, состоящими из двух прокатных равнобоких уголков 
и находится под действием показанных на рис. 1.51 нагрузок. Тре
буется определить усилия и напряжения в стержнях и величины их 
удлинений. В расчетах принять Е=  2,1 • 105 МПа.

О твет:N\ =-29,7 кН, а = -27,5 МПа, А/, =-0,037 см,
/V2 = 55kH, о = 37,8 МПа, Д/2 = 0,036 см,
/У3 = 25,2кН, а = 23,3 МПа, А/3 = 0,04см.

Задача 1.23. В стержне АВ стальной фермы (рис. 1.52) опреде
лена с помощью тензодатчика относительная линейная деформа
ция е = 2,6 • 10-4. Стержень состоит из двух прокатных равнобоких 
уголков L75x6. Требуется определить значение приложенной силы Р 
и величину удлинения стержня АВ. В расчетах принять Е  = 
= 2,1 • 105 МПа.

Ответ: Р= 79,9 кН, Д/= 0,0624 см.

Задача 1.24. Для стального стержня СВ, поддерживающего жест
кую балку АВ (рис. 1.53), требуется подобрать сечение из условия 
прочности в двух вариантах и определить вертикальное перемеще
ние точки В. В расчетах принять R = 210 МПа, ус = 1,0, Е  = 2,1 х 
х 105 МПа.

Ответ: a) 2L56x4, ив = 0,58 см; б) d= 2,3 см.



Задача 1.25. Для стержневой системы, состоящей из двух жест
ких балок, поддерживаемых двумя стальными стержнями указан
ного на рис. 1.54 сечения, требуется определить величину силы Р  
из условий прочности стержней. Определить вертикальное пере
мещение точки С. В расчетах принять /?, = 380 МПа, /?, = 210 МПа, 
ус= 1,0,£, = £2 = 2- 105МПа.

О тв е т . Р=  171,9 кН, «с = 0,462 см.

Задача 1.26. Для стержневой системы (рис. 1.55) требуется опре
делить усилия в стержнях и вертикальное перемещение узла D. 
В расчетах принять /■', = 2 см2, F-, = 3 см2, £3 = 4 см2, Е { = Е-, = 
= 1- 105МПа, £3 = 2- 105МПа.

О твет: /V, = 10,11 кН, N2 = 14,83 кН, yV3= 14,3 кН, uD = 0,228 см.

Задача 1.27. Для стержней (рис. 1.56) требуется раскрыть стати
ческую неопределимость и построить эпюры продольных сил, нор-

<7р,сч = 60 кН/м
Зм L
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F t = 10 см2 z 
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\?7Я7
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' 1 "

30 кН

1

АТ = 20°
F, = 40 см2

: 0,02 см

2̂ - 30 см-
Л,

Рис. 1.56

мальных напряжений и осевых перемещений. Для схем принять: 
а) £, = 2 • 105 МПа, £, = 1 ■ 105 МПа; б) £, = £2 = 1 • 105 МПа, а = 
= 1,65 • 10-5 1/град.

О твет: (табл. 1.3).
Таблица 1.3

Схема /?,, кН Л2, кН А/,, см А/-,, см А/, см
а 24,47 39,53 0,007341 -0.007341 0
б -1,0 31,0 0.0262 -0.0062 0,02

Задача 1.28. Латунный стержень круглого сечения и стальная 
труба жестко соединены между собой и растягиваются силой Р  
(рис. 1.57). Определить величину силы из условий прочности 
стержней. /?ст = 210 МПа, £ст = 2 ■ 105 МПа, /?л = 120 МПа, ус = 1,0, 
£л = 0,9 • 105 МПа.

Отвепг. Р= 161,8 кН.

Задача 1.29. Для статически неопределимого стержня (рис. 1.58) 
требуется определить величину силы Рт, вызывающей появление 
текучести на одном из участков, величину разрушающей силы Р 
и значения остаточных усилий при полной разгрузке стержня по
сле нагружения его силой Р -  0,5(7  ̂+ Ррпр), Е= 2  105 МПа, ат = 
= 240 МПа.

О твет: РТ = 1120 кН, Ррл}р = 1440 кН, NOCJ = -68,6 кН.

Задача 1.30. При установке жесткой балки АВ длина стержня BD 
оказалась меньше проектной на величину 5 = 0,1 см (рис. 1.59). 
Требуется определить усилия в стержнях после монтажа. В расчетах 
принять £=2,1 • 105 МПа.

Ответ: /V, = -45,24 кН, N2 = 31,99 кН.



/шш.

040x4 мм

\ Р  

Рис. 1.57

\
F, = 20 см2 

Р

F: = 40 см2

Рис. 1.58

Задача 1.31. Для стержневой системы (рис. 1.60) требуется опре
делить усилия в стержнях после осадки опоры С жесткой балки АВ 
на величину 8 = 0,2 см. В расчетах принять £= 2,1 • Ю3 МПа. 

Ответ'. = 56,34 кН, N-, = 18,78 кН.

2L50x5

1 лбг. _|о,2 см -

Г 'м 3 м

Рис. 1.60
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Глава 2
НАПРЯЖЕННОЕ И ДЕФОРМИРОВАННОЕ 

СОСТОЯНИЯ В ТОЧКЕ ТЕЛА

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Для исследования напряженного состояния в точке тела в ее 
окрестности выделяется бесконечно малый элемент (прямоуголь
ный параллелепипед со сторонами dx, dy и dz). Взаимодействие 
элемента с остальной частью тела при его нагружении характери
зуется наличием на гранях элемента нормальных и касательных 
напряжений (рис. 2.1).

Нормальные напряжения имеют индекс, указывающий направ
ление действия напряжения. У касательных напряжений первый 
индекс также указывает направление действия напряжения, а вто
рой индекс — направление нормали к площадке, на которой оно 
действует.

Растягивающие нормальные напряжения считаются положи
тельными, а сжимающие — отрицательными. Знак касательных 
напряжений такого физического смысла не имеет. В теории упру
гости он устанавливается в зависимости от направления осей ко
ординат и внешней нормали к площадке (правило внешней нор
мали), что показано на рис. 2.2.

В задачах сопротивления материалов знак касательных напря
жений в поперечных сечениях стержня принимается соответству
ющим знаку поперечной силы Q при изгибе.
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т ,> 0

Рис. 2.2

Касательные напряжения на взаимно ортогональных площадках 
подчиняются закону парности, согласно которому они равны по 
величине и направлены либо к линии пересечения площадок, либо 
от этой линии (рис. 2.2). На основании закона парности имеем

Т .ху =  V  V  =  V  T.v; =  V  <2 Л )

Совокупность напряжений на трех координатных площадках 
вблизи данной точки полностью определяет напряженное состо
яние в этой точке и составляет специального вида матрицу — тен
зор напряжений:

ХЛУ *xz
Та = V Оу T.v: (2.2)

Ь а.Z У
В силу закона парности (2.1) тензор напряжений симметричен 

относительно главной диагонали.
Напряжения на любой наклонной площадке вблизи данной точ

ки можно выразить через напряжения на координатных площадках 
с помощью косинусов углов между нормалью к наклонной площад
ке v и осями координат / = cos(v, .y), т  = cos(v, у), п = cos(v, z) по 
формулам:

X v = o j  + xxvm + т v./;,
Yv = xvt/ + o vm + xvzn, ■ (2.3)
Z v = t .v/ + x m + o,n,

где Xv, Kv, Zv — составляющие полного напряжения на наклонной 
площадке по осям координат.

Если точка, в которой рассматривается напряженное состояние, 
находится на поверхности тела, то величины Xv, Kv и Zv представ
ляют собой компоненты внешней распределенной нагрузки 
Xv = Pw, Yv = Pix' zv= P&- При этом уравнения (2.3) используются в 
качестве статических граничных условий.



(2.4)

В общем случае напряжения в теле являются переменными 
величинами, то есть функциями трех координат х, у, z■ В окрест
ности каждой точки должны выполняться три дифференциальных 
уравнения равновесия Навье:

^ +% +% +д. = 0.
Эх ду dz 

дх,,г d<3v Эт,„
- н -  + - ^  + ^ -  + Г  = 0,
дх ду dz

дт Эт,,, дсу,
—^  ^  i  + Z  = О, 
dv ду dz

где X, Y, Z — проекции объемных сил на оси координат. Объемны
ми называются силы (нагрузки), действующие на каждую частицу 
тела (например, силы притяжения).

Вблизи любой точки тела можно выделить три взаимно перпен
дикулярные площадки, на которых отсутствуют касательные на
пряжения. Такие площадки называются главными. Нормальные 
напряжения на главных площадках обладают экстремальными 
свойствами и называются главными напряжениями. Они обозна
чаются ст,, о2 и а3, причем принимается, что а, > а2 > а3. Главные 
напряжения определяются как корни следующего кубического 
уравнения:

а 3-У ,а2 + У2а - У 3 = 0, (2.5)
где Ур У2 и У3 — инварианты напряженного состояния в точке (ин
варианты тензора напряжений), то есть величины, не зависящие 
для данной точки от направления осей координат. Инварианты 
выражаются через составляющие тензора напряжений по следу
ющим формулам:

У | — О х + О у — *̂ 2

У2 = охау + oya z + a zax - х\у - т2. - х\х = о,а2 + а 2о3 + о3ар 

У3 = охоуо, + 2xxyxyzxzx - axxyz - oyx;z - о,х;у = а,а2а3.

(2 .6 )

Наибольшие касательные напряжения вблизи данной точки 
действуют на площадках, наклоненных под углами 45° к главным 
площадкам. Они равны полуразности соответствующих главных 
напряжений:
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В зависимости от числа главных напряжений можно различить 
гри вида напряженного состояния в точке тела — линейное, плос
кое и пространственное (рис. 2.3, а, б, в).

Рис. 2.3

Деформированное состояние в точке тела характеризуется 
шестью линейными и угловыми деформациями. Линейные дефор
мации ev, ev и е, связаны с изменением линейных размеров вблизи 
данной точки в направлении осей координат. Угловые деформации 
или углы сдвига у уу, и у.х. связаны с искажением прямых углов в 
трех взаимно перпендикулярных плоскостях Оху, Oyz и Ozx вблизи 
данной точки. Примеры линейной и угловой деформаций приве
дены на рис. 2.4 и 2.5.

Сумма трех линейных деформаций характеризует изменение 
объема вблизи данной точки и называется относительной объем
ной деформацией:

е = ev + ev + s.. (2.8)
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Вблизи любой точки можно выделить три взаимно перпенди
кулярных направления, углы между которыми после деформации 
остаются прямыми. Такие направления называются главными ося
ми деформации. Для линейно-упругих и изотропных тел главные 
оси деформации совпадают с направлениями главных напряжений. 
Линейные деформации в направлении главных осей называются 
главными деформациями и обозначаются е,, е2 и е3, причем пола
гается, что £, > в, > е3.

Деформации, как и напряжения, являются переменными вели
чинами и зависят от трех координат. Они связаны с компонентами 
перемещений точек тела и, v и w при его нагружении формулами 
Коши:

Е, =
Эм 
Э ?  
dv 

£ y~ t y ' 
dw

Э и Эи 
Уху ~ Э  ̂+ Э ?  

dv Эн>

Эи> Э м
у- = э Г э ?

(2.9)

Шесть деформаций ev, ev, £., уху уу, и у.х полностью характеризу
ют деформированное состояние вблизи данной точки тела и со
ставляют тензор деформаций:

e.v if-vy IY.VC

II lY>, ЕУ 2 Yk

,2 Тех 2
(2.10)

Тензор деформаций, как и тензор напряжений, симметричен 
относительно главной диагонали и имеет три инварианта. Первый 
инвариант представляет собой относительную объемную дефор
мацию (2.8) вблизи данной точки.

В большинстве задач механики деформируемого твердого тела 
принимается положение о его сплошности, что по существу озна
чает, что реальное молекулярное строение вещества тела не учиты
вается. При этом деформации в окрестности всех точек тела должны 
быть связаны между собой дифференциальными уравнениями не
разрывности деформаций (уравнениями сплошности):
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Э^е*+^ Ч  = Э2улу 
с)у2 dx2 dxdy

| Э2е; _ Э2ук  
Эг2 ду2 Эydz ' 
d \  , Э2е, Э2уС1.
Эл-2 dz2 
_Э_
Эх

ЗУл: + ЭУ-

_Э̂
Эу
d_
dz

dxdz ’
w ^Уг: 

dxdy dz

ЭУл-у + Эу v- Эу.д

N ->2 
-2

dz dx dy

[ g b  ДУл.у 
Эх Эу Эг

= 2

= 2

dydz' 
Э2£ у 
ЭлЭг ’ 
Э2е, 
dxdy

(2.11)

Для линейно-упругих и изотропных тел связь между деформаци
ями и напряжениями характеризуется обобщенным законом Гука:

ev =4:l0 v - v (a  + о .)], t

ev, =4rl<Jy - v(ov + c,)], L

e. = —[a. - v (av +o )], 
t

y.v.v -  ^ T vv

У » , с т ': ’ 
1

У-v = —Т.,,

(2 . 12)

где Е  — модуль упругости материала при растяжении-сжатии,
Еv — коэффициент Пуассона и G = -------- модуль упругости

2(1 + v)
материала при сдвиге.

Закон Гука можно записать в объемной форме, характеризу
ющей связь между относительной объемной деформацией (2.8) и 
первым инвариантом тензора напряжений (2.6):

1 - 2ve = — ^ J v (2.13)

При деформировании тела под действием нагрузки в нем на
капливается потенциальная энергия деформации. Удельная потен
циальная энергия, то есть отнесенная к единице объема материала, 
определяется по формуле

57



и0 = — [о? + а\ + a j - 2v(a,a2 + a 2a 3 + a 3a ,)]. (2.14)

Для вычисления полной потенциальной энергии деформации 
тела надо выражение (2.14) проинтегрировать по всему его объему.

В задачах сопротивления материалов наиболее часто встречает
ся плоское напряженное состояние. Оно характерно для тонких 
тел типа пластин, нагруженных в срединной плоскости (рис. 2.6). 
При этом две грани любого бесконечно малого элемента, парал
лельные плоскостям пластины, считаются свободными от напря
жений (a. = xv. = xv, = 0). Напряжения на остальных гранях элемен
та показаны на рис. 2.7.

При изучении плоского напряженного состояния в сопротив
лении материалов обычно принимается более простое правило 
знаков для касательных напряжений: касательные напряжения 
считаются положительными, если они стремятся повернуть эле
мент по ходу часовой стрелки, что показано на рис. 2.7. Физичес
кий смысл закона парности касательных напряжений остается в 
силе.

Напряжения на наклонной площадке вблизи данной точки 
(рис. 2.8, а, б) при плоском напряженном состоянии определяются 
по формулам

.V dx

Рис. 2.6 Рис. 2.7

ст д. + a
о,a 2 (2.15)
х,a

с х - о 
2

—sin2a + tcos2a.
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Угол поворота нормали к площадке а 
считается положительным, если поворот 
происходит or оси Ох к оси Оу, то есть 
против хода часовой стрелки. Главные на
пряжения и углы наклона нормалей к 
главным площадкам (рис. 2.9) при плос
ком напряженном состоянии можно опре
делить по формулам

<*1.2 =

tga, 2 =

a v + a v о, - a,.
+ х

a,
-, |a,| + |a2| = 90°.

1,2

Рис. 2.9

(2.16)

(2.17)

Третье главное напряжение a3 = a. = 0.
Сумма нормальных напряжений на любой паре ортогональных 

площадок вблизи данной точки является постоянной величиной 
(инвариантом):

° «  + °а+ 90° ох + oy = o l + о2 = const. (2.18)

Наибольшие касательные напряжения вблизи данной точки 
действуют на площадках, наклоненных под углами 45° к главным 
площадкам; они определяются по формуле

Ох ~ О у + X" а, - а, (2.19)
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В соответствии с принятым правилом знаков касательные на
пряжения х, = ттах образуют пару, стремящуюся повернуть элемент 
по ходу часовой стрелки, а х2 = xmjn — против хода часовой стрелки. 
Углы наклона нормалей к площадкам с наибольшими касательны
ми напряжениями можно также определить по формуле

tgpi.2 =
2(т.-> -х)
о,. - о,

( 2. 20)

где 1(3,1 + |р,| = 90°.
Нормальные напряжения на площадках с наибольшими каса

тельными напряжениями определяются по формуле
°х + ° i  о, + сь

(2.21)
2 2

Закон Гука для плоского напряженного состояния можно рас
сматривать как частный случай соотношений (2.12). Положив в 
этих соотношениях ст. = xv_ = х,.. = 0, получим

1
ел = - va,),

е, = ? <а. vav),

Y.w 6’ Т д > "

( 2 .2 2 )

Графическое исследование напряженного состояния вблизи 
данной точки проводится с помощью кругов Мора. Пример по
строения круга Мора дан в задачах 2.1 и 2.5.

Рассмотрим частные случаи плоского напряженного состояния.

1. Линейное напряженное состояние
При линейном напряженном состоянии вблизи данной точки 

можно выделить две взаимно ортогональные площадки, на кото
рых действует только одно нормальное напряжение (рис. 2.10).

Полагая в формулах (2.15) с,, = х = 0, полу
чим

(Уа = -~(1 + cos2cx), xa =^y-sin2a. (2.23)

Координатные площадки являются 
главными, причем a, = a v, а , = о3 = 0.
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Рис. 2.11

Линейное напряженное состояние характерно для центрального 
растяжения и сжатия стержня. При этом с помощью формул (2.23) 
можно определять напряжения в наклонных сечениях стержня 
(рис. 2.11). Касательные напряжения достигают наибольших зна
чений в сечениях, проведенных под углами а = ±45° к оси стержня.

При сх — 45 ха — т|ШХ — —, а „ — —.
Поскольку в горизонтальных сечениях напряжения отсутствуют 

(при а = 90°, аи = та = 0), продольные слои и волокна стержня при 
центральном растяжении и сжатии друг с другом не взаимодей
ствуют.

2. Двухосное растяжение-сжатие
При двухосном растяжении-сжатии координатные площадки 

являются главными (а, =ах, а, = а,, или наоборот) (рис. 2.12). На
пряжения на наклонной площадке можно 
выразить через главные напряжения по 
формулам

сьст, + ст, а,
л ~ + —

о, а, . та = —--- -̂sin2a.

> ~>— cos 2ос,
(2.24)

Любое плоское напряженное состояние 
можно привести к двухосному растяжению-
сжатию в направлении главных напряжений. В частном случае при
о, = с 2 = а все площадки вблизи данной точки являются главными, 
и нормальные напряжения на них равны по величине и являются 
либо растягивающими, либо сжимающими.

3. Чистый сдвиг
Чистый сдвиг характеризуется наличием вблизи данной точки 

двух взаимно перпендикулярных площадок, на которых действуют



только касательные напряжения. Напряженное состояние чистого 
сдвига будет иметь место, когда главные напряжения равны по 
величине и противоположны по знаку (рис. 2.13). В этом случае 
напряжения на наклонных площадках определяются по формулам

оа = а cos2a, i a = asin2a. (2.25)

Рис. 2.13

На площадках, наклоненных под углами a  = ±45° к главным 
площадкам, нормальные напряжения отсутствуют, а касательные 
напряжения максимальны и равны по абсолютной величине глав
ным напряжениям.

При a = ±45° aa = 0, xa  = T 12 =  ± a .

Сдвиг сопровождается искажением прямых углов или угловой 
деформацией у (рис. 2.5). Для линейно-упругих изотропных тел 
зависимость между угловой деформацией у и касательным напря
жением I  называется законом Гука при сдвиге (2.12) и (2.22).

На сдвиг (срез, скалывание) производится расчет элементов 
соединений конструкций — сварных швов, болтов, заклепок, шпо
нок и т.п. Вопросы расчета этих элементов обычно излагаются в 
курсах строительных конструкций.

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 2.1

На координатных площадках вблизи данной точки тела, нахо
дящегося в условиях плоского напряженного состояния, действуют 
напряжения a v = 60 МПа, ау = -20 МПа, т)Ч. = т = -30 МПа.

Направления действия этих напряжений с учетом знаков по
казаны на рис. 2.14 для бесконечно малого элемента с координат
ными площадками. Требуется определить аналитически и графи
чески:
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Рис. 2.14 Рис. 2.15

1. Знамения главных напряжений и углы наклона главных 
площадок.

2. Значения наибольших касательных напряжений и углы наклона 
площадок, на которых они действуют.

3. Значения нормальных и касательных напряжений на площадке 
с углом наклона нормали к оси Ох, равным а  = 40°.
Вычисляем значения главных напряжений по формуле (2.16):

60 + (-20)  ̂ (  60 - (-20)
' 1,2 + (-30)- = 20 ± 50,

о, = 70 МПа, о, = -30 МПа, с 3 = 0. 
Определяем положение главных площадок:

tgcx, 2 = -30
a v ст |2

- 2 0
' 70N 
,-30

tga, = 0,333, a, = 18°26', tga2 = -3,0, a2 = -71°34'.
Положение главных площадок вблизи данной точки показано 

на рис. 2.15. Проверяем правильность вычислений:
о, + а2 = 70 + (-30) = a v + оу = 60 + (-20) = 40 МПа,
|a,| + |a2|= 18°26' + 71°34' = 90°.
Наибольшие касательные напряжения вблизи данной точки 

равны

Т1,2 - ~\
а х ~  a  .v 

2
+ Г  = ±, 60 - (-20) + (-30)2 =

= ±50 МПа, 
ттах = Т, = 50 М Па, xmin = х, = -50 М Па.
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Определяем положение площадок с наибольшими касательны
ми напряжениями:

, о _ 2(т,.2- т )  2[±50 - (-30)] 
’’2 ох - о у 60-(-20) ’ 

tgP, = 2, Р, = 63°26', tg р2 = —0,5, Р2 = -26°34'.

Проверяем правильность вычислений:

IP,I + IP2I - 63°26' + 26°34' = 90°, 
Р, - а, = 63°26'- 18°26' = 45°.

Площадки с наибольшими касательными напряжениями пока
заны на рис. 2.16.

т, =50 М П а ц  = 20 МПа 
(3, = 63°26'

Последняя проверка показывает, что площадки с наибольшими 
касательными напряжениями наклонены под углами 45° к главным 
площадкам. Нормальные напряжения на площадках с наиболь
шими касательными напряжениями равны

a v + av 60+ (-20) aB = —--- L = --------- = 20 МПа.Р 2 2
Определяем по формулам (2.15) значения напряжений на пло

щадке, нормаль к которой наклонена к оси Ох под углом a = 40°:

— J— ---- -cos 2a - xsin2a =

cos80°-(-30)sin80° = 56,49 МПа,

2 2 
60 + (-20) 60 - (-20)

sin 2a + Tcos2a =

60 ( 2Q)sin80o + (-30)cos80° = 34,18 МПа.
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Для графического исследования напряженного состояния вбли
зи данной точки приведем формулы (2.15) к следующему виду:

2  ( 0 Х ~ 0  V  2

+ т2 = ^  + т2. (2.26)°х + Оу

Уравнение (2.26) можно рассматривать как уравнение окружно
сти в осях Оо и Ох с центром на горизонтальной оси. Эта окружность 
называется кругом Мора для плоского напряженного состояния.

Для построения круга Мора надо на горизонтальной оси отло
жить со своими знаками значения напряжений ах и ау. Полусумма 
этих напряжений определяет положение центра круга Мора.

Круг Мора характеризуется наличием особой точки окружно
сти — полюса. Полюс обладает тем свойством, что в нем пересека
ются нормали ко всем площадкам вблизи данной точки. Положе
ние полюса легко устанавливается с помощью координатных пло
щадок как точка окружности с координатами ст и т. Соединив 
полюс с центром круга Мора, получим радиус искомой окружно
сти.

5 -  6176

Рис. 2.17
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Для определения напряжений оа и та на любой наклонной пло
щадке вблизи данной точки надо из полюса провести луч под углом 
к горизонтальной оси, равным углу наклона нормали к площадке. 
Координаты точки пересечения этого луча с окружностью круга 
Мора дадут значения напряжений на данной площадке. С по
мощью круга Мора можно также определить значения главных и 
наибольших касательных напряжений и углы наклона соответству
ющих площадок.

Круг Мора для данной задачи с результатами графического рас
чета представлен на рис. 2.17.

Задача 2.2

Стальная полоса прямоугольного сечения, имеющая косой 
сварной шов, находится под действием растягивающих сил Р = 
= 240 кН (рис. 2.18).

> о
ч
%

1
р р -

Рис. 2.18

Требуется определить толщину полосы 5 из условий, что в сече
нии, соответствующем сварному шву, касательные напряжения не 
превышают [т] = 80 МПа, а нормальные напряжения — [а] = 
= 160 МПа.

С помощью формул (2.23) записываем условия прочности по
лосы на сдвиг и на растяжение по наклонному сечению, соответ
ствующему сварному шву:

т„ = —  sin2a = —  sin2a = —^  sin60° < [т] = 8кН/см2, 
“ 2 2F  2 12-5

oa = ^-(1 + cos2a) = — (| + cos60°) < [а] = 16 кН/см2.
2 2 12-5

Из этих условий определяем два значения толщины полосы: 
2405 >------sin60° = 1,08см,

2 - 12-8
2405 >------ (1 + cos60°) = 0,94 см.
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Чтобы обеспечить выполнение обоих условий прочности, надо 
принять большую толщину. Округлив ее, примем 5= 1,1 см.

Задача 2.3

Стальной прокатный двутавр 114 находится под действием осе
вых растягивающих сил (рис. 2.19). С помощью установленных на 
стенке двутавра тензометров определены относительные линейные 
деформации по двум взаимно перпендикулярным направлениям 
еа = 3,2 • Ю-4 и еа = 0,9-10“4. Требуется определить величину си
лы Р и углы установки тензометров. В расчетах принять £=2,1 х 
х 105 МПа = 2,1 • I04 кН/см2, v = 0,3.

Считая, что стенка двутавра находится в условиях плоского 
напряженного состояния, запишем обобщенный закон Гука (2.22) 
для линейных деформаций еа и еа :

= ^ ( а « - уа«,) = 3,2 10Л

£«, = ^ (о«, - v a „ )  = 0,9 10“4,

где са и а „ — нормальные напряжения на площадках вблизи уста
новки тензометров с углами наклона нормалей а и а, к оси Ох 
(рис. 2.20). Определяем эти напряжения из уравнений закона Гука:

F  ? I 104a = — Ц ( е а + ve„ ) = ’ ' , (3,2 • Ю4 + 0,3 ■ 0,9 ■ Ю̂ 4) =
“ 1-v2 1 1-0,32

= 8,1 кН/см2 = 80,1 МПа,

au = —^-т(е« +vea)= 2,110, (0,9 10~4 + 0,3-3,2 10 4) =
1-v2 1 1-0,32

= 4,29 кН/см2 = 42,9 МПа.
Эти напряжения постоянны по соответствующим наклонным 

сечениям двутавра. Используя свойство инвариантности суммы

Рис. 2.19 Рис. 2.20
67



нормальных напряжений (2.18), определяем нормальные напря
жения в поперечном сечении двутавра:

ох + (Уу = о* = <Уа + oai = 80,1 + 42,9 = 123 М Па.
Нормальные напряжения в продольных сечениях о,, при растя

жении и сжатии полагаются отсутствующими. Определяем вели
чину растягивающих сил Р:

Р= N=oxF= 12,3- 17,4 = 214 кН,
где F= 17,4 см2 — площадь поперечного сечения двутавра 114.

С помощью формулы (2.23) определяем углы установки тензо
метров:

оа = ^ (1  + cos2a) = у̂ (̂1 + cos2a) = 80,1 МПа,

cos 2а = 0,3024, 2а = 72°24', а = 36° 12', а, = 126° 12',

т„ = — sin2а = •^sin72°24' = 58,6 МГ1а.
2 2

Задача 2.4

В прорезь массивной недеформируемой плиты свободно, но без 
зазоров, вставлен алюминиевый кубик 10x10x10,01 см (рис. 2.21). 
Требуется определить величину давления q, которое надо прило
жить к верхней грани кубика, чтобы его высота стала равна глуби
не прорези. Определить также относительную и абсолютную объ-
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емные деформации кубика. Трением между гранями кубика и 
поверхностями прорези пренебречь. В расчетах принять для алю
миния v = 0,34, Е = 0,7 • 105 МПа.

Будем приближенно считать, что напряженное состояние в каж
дой точке кубика одинаково (однородное напряженное состояние). 
Тогда к кубику в целом можно применить обобщенный закон Гука 
( 2. 12).

Для решения задачи используем условие отсутствия напряже
ний о,, на свободных гранях кубика и равенство нулю деформации 
ev в силу неподатливости стенок прорези. По закону Гука (2.12) 
получим

e v = -  v(oy + ° ; ) 1  = _  v a -) = ° ’ a v = v o c  L  t

Высота кубика после приложения нагрузки должна быть равна 
глубине прорези. Определяем относительную деформацию е.:

ДА = 10,01-10 = 0,01 см, е. = -—  = — —  = - М 0 "3.И 10
С помощью обобщенного закона Гука определяем напряже

ние а., которое и принимаем равным требуемому давлению q:
I I I — -

е . = — [ст. -  v ( c t v + ctv )]  = — [ст. -  v ( vct -) ]  = — = -1 10- \

Г' A "J I Г\>
ст. = --- тг, = — т(-\ ■ 10~3) = -79,1 МПа,

' 1-v2 " 1 - 0,34
q = |ст_| = 79,1 МПа.
Определяем нормапьное напряжение ctv:
ctv = vct.  = 0,34(-79,1) = -26,9 М Па.
Это напряжение численно равно давлению кубика на стенки 

прорези. Поскольку касательные напряжения на гранях кубика 
полагаются отсутствующими, напряжения ctv, ctv и ст. являются 
главными, причем о, = сти = 0, ст2 = стг = -26,9 МПа, ст3 = о. = 
= -79,1 МПа.

Определяем значение линейной деформации еу:

еу = -р[ст,, -  v ( c t v + стЛ] = —-————j [ —0,34(—26,9 - 79,1)] = 
t  0,7 • 10

= 5,15-10~\



Относительная объемная деформация (2.8) определяется как 
сумма трех линейных деформаций:

е = £v + £у + е , = 0 + 5,15 • 1 СИ + (-1 • 10~3) = -4,85 - 10"4.

Абсолютное изменение объема кубика равно
AV=eV= (-4,85 • Ю"4) • 10 10 10 =-0,485 см3.
Определяем потенциальную энергию деформации кубика:

U  = UqV  = т ^ [ с т 2 + о 2 + a j - 2v(ct,c t2 + ст2ст3 + CTjO,)) • 103 =2 E

=--------т[(-2,69)2 + (—7,91)2 - 2 • 0,34(—2,69)(—7,91)| 10' =
2-0,7-10

= 3,95 кНсм.

Задача 2.5

Вблизи некоторой точки тела, находящегося в условиях про
странственного (трехосного) напряженного состояния, известны 
компоненты тензора напряжений a v = 40 МПа, a v = -30 МПа, 
ст, = 10 МПа, tvi, = 20 МПа, т(„ = -20 МПа, t.v = 10 МПа. Знак каса
тельных напряжений соответствует правилу внешней нормали. 
Требуется произвести анализ напряженного и деформированного 
состояний тела вблизи данной точки и вычислить значение удель
ной потенциальной энергии деформации. В расчетах принять £ = 
= 1 • 105 МПа, v = 0,35.

Покажем направления действия напряжений с учетом их знаков 
на площадках бесконечно малого элемента, выделенного вблизи 
данной точки в системе осей Oxyz (рис. 2.22).
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Вычисляем значения инвариантов тензора напряжений:

+ 2 ■ 20(—20) 10 - 40(-20)2 - (-30)( 10)2 - 10(20)2 =
= -37 ООО (МПа)3.

Значения главных напряжений вблизи данной точки определя
ются как корни кубического уравнения (2.5).

о3 - 20а2 + (-2000)о - (-37 ООО) = 0.
Решение этого уравнения дает следующие значения главных 

напряжений: о, = 46 МПа, с 2 = 18,21 МПа, а3 = -44,19 МПа. Про
верим правильность решения с помощью инвариантов.

У, = о, + ст, + s3 = 46 + 18,21 + (-44,19) = 20,02 МПа,
У-, = о,ст2 + а 2а 3 + а,а, =46 • 18,21 + 18,21 • (-44,19) +

+ (-44,19) -46 = -1999,8 (М Па)2.
У3 = а,а2а3 = 46- 18,21 ■ (-44,19) = -37 016 (МПа)3.
Вычислительные погрешности вполне допустимы. Положение 

главных площадок определяется с помощью направляющих коси
нусов нормалей к главным площадкам, т.е. косинусов углов наклона 
нормалей к осям координат / = cos(v, л), т  = cos(v, у), п = cos(v, z)- 
Значения направляющих косинусов подлежат определению из сле
дующей системы однородных алгебраических уравнений:

где через а обозначено одно из трех главных напряжений. При 
этом каждому главному напряжению соответствует своя тройка 
направляющих косинусов /(, пг, я(, которые подчиняются извест
ному из линейной алгебры соотношению

(аЛ - о)1 + х т  + тх,п = 0, 
хух1 + (оу - о )т  + ту.п = 0, 
x.t/ + x,vm + (а. - о)п = 0,

(2.27)

l? + mf + n}= 1 (/=1,2,3). (2.28)
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Подставляем а, =46 МПа в любые два уравнения системы (2.27) 
и используем в качестве третьего уравнения соотношение (2.28).

(40 - 46)/, + 20т, + Юл, =0,
20/, + (-30 - 46)|я, + (-20)/;, = 0, •
/,2 + /и,2 + и,2 = 1.

Решив эту систему, находим /, = 0,965, w, = 0,2145, //, =0,151. 
Аналогично определяем значения направляющих косинусов двух 
других главных площадок: /2 = 0,05176, т 2 = 0,401, п2 = -0,9147, 
/3 = -0,256, = 0,89, п} = 0,3756. Проверим ортогональность глав
ных площадок (нормалей к главным площадкам) по формуле

1л1к + т лт к + п;пк = 0 (/'*£), (2.29)
0,965 • 0,05176 + 0,2145 • 0,4041+0,151 (-0,9147) = -2 ,21О"3,
0,965(-0,256) + 0,2145 0,89 + 0,151 - 0,3756 = 5,8 - 10-4,
0,05176(-0,256) +0,401 ■ 0,89 + (-0,9147) • 0,3756 = 7,8 • Ю Л
Вычислительные погрешности также невелики.
Для графического изображения главных площадок в системе 

осей Oxyz надо определить положение трех точек Л/,, М1 и Л/3 по 
координатам, численно равным или пропорциональным значени
ям соответствующих направляющих косинусов. Векторы ОМ\,ОМ 2 
и ОМз соответствуют направлениям главных напряжений вблизи 
данной точки, что показано на рис. 2.23.

Рис. 2.23
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По вычисленным значениям главных напряжений построим в 
осях ст - т три круга Мора, соответствующие напряженным состо
яниям на площадках, параллельных каждому из трех главных на
пряжений. Круговая диаграмма напряжений приведена на 
рис. 2.24. Напряжения, действующие на любых площадках вблизи 
рассматриваемой точки, определяются как координаты точек за
штрихованной части круговой диаграммы. В частности, значения 
максимальных касательных напряжений вблизи данной точки рав
ны радиусу наибольшего из трех кругов Мора, то есть полуразности 
главных напряжений о, и ст3 Вычисляем это значение:

Рис. 2.24

Площадки, на которых действуют максимальные касательные 
напряжения, наклонены под углами 45° к главным площадкам с 
напряжениями а, и ст3 и параллельны направлению главного на
пряжения а2. Одна из таких площадок показана на рис. 2.25 для 
бесконечно малого элемента, ориентированного по направлениям 
действия главных напряжений (по главным осям деформации 1, 
2,3).

На площадках с максимальными касательными напряжениями 
нормальные напряжения равны полусумме соответствующих глав
ных напряжений:
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„  = „  = 5 L± £ l = 1 6 H -4 4 J9 ) =
2 2

Вычисляем по формулам обобщенного закона Гука (2.12) зна
чения относительных линейных деформаций:

е  = — —г [40 - 0,35(—30 + 10)] = 4,7 ■ 10~4,
110

£„ = — -И-30 - 0,35(40 + 10)] = -4,75 • 10"4,
- М О 5

£, = — -г[10- 0,35(40 -30)| = 0,65-10~4. 
г М О 5

Характер деформированного состояния бесконечно малого эле
мента вблизи данной точки, соответствующий линейным дефор
мациям, показан на рис. 2.26.

Относительная объемная деформация равна
е = еЛ. + еу + £, = (4,7 - 4,75 + 0,65) • 10-5 = 0,6 • Ю-5.
Объем тела вблизи данной точки увеличивается. Вычисляем 

значения угловых деформаций:

у = ! т  = --- !— - • 20 = 5,41 10“4,
ху G Л> 0,37 • 10

У v- = ----!— (-20) = -5,41 10^,G у- 0,37 105

У = 1 Т = --- !-- -10 = 2,7 - Ю"4,
~ G -х 0,37 105

где G = — = _ i l l ° -- = о,37 • 105 МПа.
2(1+ v) 2(1 + 0,35)

Рис. 2.25
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Рис. 2.26

Характер деформированного состояния бесконечно малого эле
мента вблизи данной точки, соответствующий угловой деформа
ции yv., показан на рис. 2.27.

Вычисляем значение полной удельной потенциальной энергии 
деформации вблизи рассматриваемой точки:

U0 = + ст2 + ст  ̂ -  2 у ( с , с ь  + a , a 3 + a ^ a , )]  =zt
1 -{462 + 18,212 + (—44,19)2 - 2 0,35(46 18,21 +

2 1 - 10э
+ 18,21(—44,19) + (-44,19) • 46]} = 0,029 МПа.

Полную удельную потенциальную энергию деформации можно 
представить в виде суммы удельной энергии изменения формы Uft 
и удельной энергии изменения объема. Вычисляем значения этих 
величин:

U" = ~ a 2)2 + (a 2 _ а з)2 + (а 3 - а , )2] =6 Е
1 + 0,35

//Об _и0 -

6 I 10 
= 0,0288 МПа, 

2v

т [ (46 - 18,21 )2 + (18,21 + 44,19)2 + (-44,19 - 46)2 ] =

6 Е (а, + а, + а ,)2 = ' ■ ° ’^5(46 + 18,21 - 44,19)2 = 
6 1 I 0 3

2 • 10-4 МПа.
Вычислим значения напряжений на октаэдрической площадке

вблизи данной точки. Такая площадка является равнонаклоненной
к главным площадкам (рис. 2.28), и ее направляющие косинусы в 
системе осей 1, 2, 3 равны по величине
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Рис. 2.28

I = т  = п = —г=
7з

Октаэдрические напряжения равны

(2.30)

°о к т  =^(о, + с 2 + а 3) = ^(46 + 18,21 - 44,19) = 6,67 МПа,

= ^>/(46 - 18,21 )2 + (18,21 + 44,19)2 + (-44,19 - 46)2 =

= 37,7 МПа.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 2.6. Стальная труба 0180x6 мм находится под действием 
растягивающих сил Р=  120 кН (рис. 2.29). Требуется определить 
значения нормальных и касательных напряжений в сечениях под 
углом а = 60° к оси и величину удлинения трубы. В расчетах при
нять Е= 2,1 • Ю5 МПа.

120 кН —

0180x6 М”

4 м

Рис. 2.29

Ответ: ста = 27,44 МПа, та = 15,9 МПа, Д/=0,07см.
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Задача 2.7. Стальная полоса прямоугольного сечения имеет 
косой сварной шов и находится под действием растягивающих сил 
Р(рис. 2.30). Требуется определить максимально допустимую ве
личину силы Р из условия, что касательные напряжения в сечении 
по шву не превышают [т] = 80 М Па.

р \ Л  40° I?О1 р
X гч

5 = I см
Рис. 2.30

Ответ: Р= 195 кН.

Задача 2.8. Тонкая алюминиевая прямоугольная пластина нахо
дится под действием равномерно распределенных по краям усилий 
р = 50 МПа и / = 30 МПа (рис. 2.31). Считая напряженное состо
яние в пластине плоским и однородным, вычислить значения глав
ных напряжений, углы наклона главных площадок и величину 
абсолютной объемной деформации пластины. В расчетах принять 
£ = 0,7 ■ 105 МПа, v = 0,35.

Рис. 2.31
Ответ: Oj = 64,05 МПа, а, = -14,05 МПа, AV= 0,041 см3.

Задача 2.9. Тонкая стальная прямоугольная пластина находится 
в условиях двухосного растяжения-сжатия (рис. 2.32). С помощью 
тензорезисторов определены линейные деформации по двум вза
имно перпендикулярным направлениям еа = 2,4 ■ 104, еа = 
= -1,6 • Ю-4. Считая напряженное состояние в пластине однород
ным, определить величины растягивающих и сжимающих распре-
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деленных усилий, действующих по краям пластины, и значения 
относительной и абсолютной объемных деформаций. В расчетах 
принять а  = 30°, а, =-60°, £=2 • 105 МПа, v = 0,3.

Отвепк р, = 72,97 МПа, р2 = -50,11 МПа, е = 4,57 ■ 10-5, AV = 
= 0,027 см3.

Задача 2.10. В гнездо массивной недеформируемой плиты сво
бодно, но без зазоров вставлен медный кубик высотой И = 6,003 см 
(рис. 2.33). Требуется определить величину давления, которое надо 
приложить к верхней грани кубика, чтобы его высота стала равна 
глубине гнезда. Определить при этом величины давлений кубика 
на стенки гнезда и значения его относительной и абсолютной объ
емных деформаций. Трением пренебречь. Для материала кубика 
принять Е= 1 • 105 МПа, v = 0,34.

sCJ

Рис. 2.33

Ответ: q = 76,96 МПа, a v = av = -39,65 МПа, е = -5 • Ю-4, ДК= 
= -0,108 см3.
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Задача 2.11. При испытании стального цилиндрического резер
вуара высокого давления (рис. 2.34) была определена линейная 
деформация в стенке цилиндрической части под углом а = 30° к 
образующей: ец = 2,8 • 10-4. Требуется определить величину давле
ния в резервуаре. В расчетах принять Е= 2 ■ 105 МПа, v = 0,3. Ме
ридиональные и кольцевые напряжения в стенке цилиндрической 
части определяются по формулам

РР „  . рР

5 = I см

Рис. 2.34
Ответ: р = 1,36 М Па, ам = 40,7 М Па, а, = 81,4 М Па.



Глава 3 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ СТЕРЖНЕЙ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Поперечное сечение стержня имеет в системе произвольных 
взаимно ортогональных осей Oyz (рис. 3.1) следующие геометри
ческие характеристики.

1. Площадь сечения

F  = \jdF. (3.1)
F

2. Статические моменты площади

Sz =\\ydF, Sy =\\zdF. (3.2)
F  F

Статические моменты имеют размерность длины в третьей сте
пени, например см3. Они могут быть положительными, отрица
тельными и равными нулю. Статические моменты можно опреде
лить по формулам

Sz = ycF, Sy = ZcF, (3.3)
где Zc и ус — координаты центра тяжести сечения (рис. 3.1). Из 
формул (3.3) следует, что

Ус = (3.4)

Статические моменты относительно любых осей, проходящих 
через центр тяжести сечения, равны нулю.

Ш

Рис. 3.2
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3. Осевые моменты инерции

J z =\\y2dF, J y =\\z2dF. (3.5)
F

4. Полярный момент инерции

J„= \ \ r2dF. (3.6)
F

Если полюс совпадает с началом координатных осей, то выпол
няется условие

Jp = J z + J y- (3-7)
Осевые и полярный моменты инерции сечений всегда положи

тельны.
5. Центробежный момент инерции

J&  ~ \\zydF. (3.8)
F

Центробежный момент инерции может быть положительным, 
отрицательным и равным нулю. Если хотя бы одна из осей коор
динат является осью симметрии сечения, то центробежный момент 
инерции относительно такой пары осей равен нулю. Например, 
для сечения на рис. 3.2 имеем У„, = У,.. = 0.г К Дм

Осевые, полярный и центробежный моменты инерции имеют 
размерность длины в четвертой степени, например см4.

Статические моменты и моменты инерции определяются как 
интегралы по площади сечения. Следовательно, для одних и тех же 
осей их можно вычислять раздельно по частям (элементам) сече
ния, а результаты алгебраически просуммировать. Например, для 
осевых моментов инерции имеем

Л  = Х Я y2dF< J y = l \ W dF*

где / — номер части (элемента) сечения.
6. Радиусы инерции

и  = V = <«>
Радиусы инерции не являются интегральными геометриче

скими характеристиками сечения. Они считаются положительны
ми и имеют размерность длины.
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Изменение моментов инерции при параллельном переносе осей 
(рис. 3.3) происходит по формулам

где Оу, Oz — центральные оси, Oyv Ог, — произвольные оси.
Формулы (3.10) можно использовать в обратной последователь

ности при переходе от произвольных осей к центральным.
При повороте координатных осей (рис. 3.3) моменты инерции 

изменяются по формулам

Сумма осевых моментов инерции относительно любой пары 
ортогональных осей с общим началом является постоянной вели-

Ортогональные оси, относительно которых центробежный мо
мент инерции равен нулю, называются главными осями инерции.

(3.10)

У. + У.. У. — У,,
У., = —--- — + —--- — cos 2сх - У . sin 2а,

2 2

(3.11)

~ J y

где а, = а + 90°.

О ь

Рис. 3.3

чиной:
Л, + Л* = У- + У,. = У» = const.U «| Ч  >1 Р



Осевые моменты инерции относительно таких осей имеют экстре
мальные значения и называются главными моментами инерции. 
Они определяются по формуле

Углы наклона главных осей инерции можно определить по фор
муле

где |а,| + |а2| = 90°.
На рис. 3.4 Он, Ov — главные оси инерции, причем J v = J max, 

J и = 7mjn, J uv = 0. Главные оси можно провести через любую точку 
сечения или плоскости, где оно расположено. Однако наибольший 
интерес представляют главные центральные оси инерции 
(рис. 3.5), для которых выполняются условия Su = Sv = 0, J uu = 0.

Частным случаем главных осей инерции являются оси, из ко
торых хотя бы одна является осью симметрии сечения.

Задача определения моментов инерции при повороте осей мо
жет быть решена графически с помощью круга инерции, который 
строится аналогично кругу Мора для плоского напряженного со
стояния. Пример построения круга инерции дан в задаче 3.4.

Формулы для моментов инерции простых фигур приведены на 
рис. 3.6-3.9. Геометрические характеристики сечений прокатных 
стержней (двутавров, швеллеров и уголков) приведены в сортамен
те (см. Приложение).

(3.12)

(3.13)

V

I

Рис. 3.4 Рис. 3.5
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Прямоугольник
У

fy  J

УУУ

1
г

У/

m
ш
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b1--------------- ’

J. =bh}

bh'

Круг

Рис. 3.6 Рис. 3.7
Треугольник

Ыг

j- = bA' 36 

Л = ^м ,2

Полукруг

Ус

У

с Ж  г
& / Ж М  '

, Л 1 г1

4 R
У  =  —  = 0,424 Л, 

Згс

J  =У = Z ^с, V 8 .

Рис. 3.9

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
Задача 3.1
Для сечения на рис. 3.10 требуется определить значения главных 

моментов инерции.
Данное сечение имеет две оси симметрии Оу и Oz, которые яв

ляются главными центральными осями инерции. В точке пересе
чения этих осей находится центр тяжести сечения. Выписываем из 
сортамента и вычисляем необходимые геометрические характерис
тики элементов сечения (рис. 3.11 и 3.12).

С помощью формул параллельного переноса (3.10) вычисляем 
значения моментов инерции сечения относительно осей Оу и Oz:

У. = 7080 + 2[ 16 + 162 • 481 = 31 690 см4,
J y= 337 + 2 • 2304 = 4945 см4,

Л, = 0-
Вычисленные моменты инерции сечения являются главными, 

причем
'max = Л = 31 690 см4, ymjn = Jy = 4945 CM4.



240x20 мм

J i k T

О С с
130— ч 240x20 мм

Рис. 3.10

F  = 2- 24 = 48 см',

У. = 24 • 2 = 16 см
,31 ■ 24 -= 2304 см

12

Рис. 3.11

130

/; = 30 см,
/,, = 337 см4, 
У. = 7080 см4

Рис. 3.12

Задача 3.2

Для сечения на рис. 3.13 требуется определить положение 
центра тяжести и вычислить значения главных моментов инерции. 

Геометрические характеристики сечения швеллера [30 приведе-
мы на рис. 3.14.

500x18 мм 17,52 см
г,

ъ « д
•ttmeata ■7.53 см

'Г, С О Z 8,37 см

\  [30 *1

УI

Рис. 3.13

т а

Рис. 3.14

[30
И = 30 см,
Ь = 10 см,
С0 = 2,52 см,

= 40,5 см2, 
У. = 5810 см4, 

У„ = 327 см4

Поскольку сечение имеет одну ось симметрии Оу, надо опреде
лить только одну координату центра тяжести. Принимаем в каче
стве вспомогательной оси центральную ось швеллеров (рис. 3.13) 
и вычисляем по формуле (3.4) значение ус:
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Ус =
2-40,5-0+ 50-1,8(15+ 0,9) 1431 = 8,37 см.

F  50-1,8 + 2-40,5 171
Положение центральной оси Oz показано на рис. 3.13. Оси Оу и 

Oz являются главными центральными осями сечения. Вычисляем 
значения главных моментов инерции:

f rr\ t оЗ
J ,  = 2(5810 + 8,37 • 40,5) +

22 420 см

50' 1,8 + 7.532-50-1,8 
12

1 ЯJ v = ' + 2(327 + 17,522 • 40,5) = 44 270см4,у ,2

Л, = 0, ^max = Jy = 44 270 см4, Утш = J, = 22 420 см4.

Задача 3.3

Для сечения на рис. 3.15 требуется определить положение 
центра тяжести и вычислить значения главных моментов инерции.

Данное сечение симметрично относительно вертикальной 
оси Оу. Разбиваем сечение натри простые фигуры (рис. 3.16). При
нимаем в качестве вспомогательной оси центральную ось большо
го прямоугольника и вычисляем расстояния от этой оси до центров 
тяжести первого и третьего элементов сечения. Эти расстояния 
показаны на рис. 3.15. Вычисляем координату центра тяжести се
чения:

12 см .

Рис. 3.15 Рис. 3.16
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9 12-6 + 0- 24 12
Ус =

(-3,45) к • 6 "

12-6 + 24-12- к ■ 6~ 
2

845 Т 70=-- = 2,79 см.
303

Определяем координаты центров тяжести элементов сечения:
у, =9- 2,79 = 6,21см, у2 = 0 - 2,79 = -2,79 см,

= -3,45 - 2,79 = -6,24 см.
Соответствующие расстояния показаны на рис. 3.15. Оси 0}\ Oz 

являются главными центральными осями инерции. Вычисляем 
значения главных моментов инерции:

J . = /  1 2  • 6 3 

12

Л
+ 6,212 - 6 -12

0,11 64 +6,241 к - 6

+
/ V 

2 Л

24' 12-~ + 2,792 - 24 12 
12

= 6346 см ,

6 123 12-243 т:-64J  у = — —  + 14 180см Jyz = °-12 12 8 

■/max = Jy= 14 180 СМ4, У[ШП = 6346 CM4.

Для определения момента инерции относительно центральной 
оси Oz можно использовать ось, проходящую по основанию полу
круга и большого прямоугольника (рис. 3.15). При этом получим

, 6 • 123 12 ■ 183 тг-64 4Л  = 2---- +------------ = 29 730 см ,
3 3 8

J .  = J-z - crF  = 29 730 -(6 + 2,79)2 -303 = 6320 см4.
Результаты расчета практически совпали.

Задача 3.4

Дня несимметричного сечения (рис. 3.17) требуется определить 
положение центра тяжести, углы наклона главных центральных 
осей инерции и значения главных моментов инерции.

Выписываем из сортамента и вычисляем геометрические харак
теристики элементов сечения (рис. 3.18, 3.19, 3.20).

Определяем центробежный момент инерции уголка относитель
но центральных осей Ozy, Оуу Для этого используем формулы из-
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У2 У\ [27

Уз

Г 
° 

1
оо

«
А i

х 10 мм
2̂

4ZZZ, г 41

[160x100x12,'

Рис. 3.17

Y— .Уо| J 1 м

Швеллер [27
/; = 27см, Ь = 9,5 см,
>'о = 2,47 см, /-, = 35,2 см2, 
У. = 262 см4, У =4160 см4

Рис. 3.18

Лист 480x10 мм

У 2
F-, = I • 48 = 48 см2,

*  У. =

I см
J,

I • 48J 
12

48 -11

= 9216 см4,

4 см4

Рис. 3.19

Уголок L160х 1 ООх 12

ч\ -v-’ 2,36 /\, = 30см2, 
У. = 784см4, 

У,, = 239 см4,

У„ = 142 см4, 
tga = 0,388, 
(a  = 21° 12')

Рис. 3.20

менения моментов инерции при повороте от главных центральных 
осей Он, Ои к осям Oz} , 0у3:

У, = У. + у >1; - У„ = 784 + 239 - 142 = 881 см4, J uv = 0,

J z,y, = J ' 2 —  sin 2a 4- У„у cos 2a = 881 142sin(-42°24/) =

= -249 cm 4.

Угол поворота принят отрицательным, поскольку поворот от 
осей Ои, Ov к осям Ozy, Оуъ происходит по ходу часовой стрелки.



Отметим, что значения центробежного момента инерции угол
ка по абсолютной величине приведены в сортаменте.

Вычисляем площадь сечения:
/г=/г| + /'2 + /г3 = 35,2 + 48 + 30= 1 13,2 с м 2.

Принимаем в качестве вспомогательных осей центральные оси 
вертикального листа и определяем положение центра тяжести се
чения. Расстояния от центров тяжести элементов сечения до вспо
могательных осей показаны на рис. 3.21.

Координаты центров 
тяжести элементов 
в системе центральных 
осей Oz, Оу. 
г, = 14- 3,6 = 10,4 см,
Ст = 0 - 3,6 = -3,6 см,

£ г, = -2,86 - 3,6 = -6,46 см,
= 21,53 - 3,16= 18,37 см, 

у, = 0 - 3,16 = -3,16 см,
Уз = -13,32 - 3,16 = -16,48 см

Масштаб:
О 10 20 30 40 см

Рис. 3.21

35,2 • 21,53 + 48•0 + 30(—13,32) 358,3 , . ,у,, = — = —------------------2----— - = ---- = 3,16 см,
F  113,2 113,2

Sy 35,2-14 + 48 0 +30(-2,86) 4077г ~ - ---------------- ----- 1 = ----  = 3,6 см.
с F  113,2 113,2

В качестве проверки вычисляем статические моменты сечения 
относительно центральных осей Oz, Оу:

5. = 35,2 • 18,37 + 48(—3,16) + 30(-16,48) = 646,6 - 646,1 = 0,5 см3, 
5̂  = 35,2 • 10,4 + 48(—3,6) + 30(-6,46) = 366,1 - 366,6 = -0,5 см3.
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Относительные погрешности равны:

0,5 100% = 0,08%, Д2 = ^ 7  -100% = 0,14%.
646,1 z 366,1

Такие погрешности можно считать вполне допустимыми.
С помощью формул (3.10) вычисляем значения моментов инер

ции сечения относительно центральных осей Oz, Оу:
У,= (262 + 18,37- • 35,2) + (9216 + 3,162 ■ 48) + (784 +

+ 16,482 • 30) = 30 767 см4,
J v = (4160 + 10,42 • 35,2) + (4 + 3,62 ■ 48) + (239 + 6,462 • 30) =

= 10 084 см4,
J.,= (0 + 10,4 • 18,37 • 35,2) + [0 + (—3,6)(-3,16) • 48] +

+ [-249 + (-6,46)(-16,48) 30] = 10 216 см4.
Вычисляем по формуле (3.12) значения главных моментов инер

ции:

•Л.2 -
Л  - У,

+ J iv

30 767+10 084 30 767- 10 084 V + 10216",2 J
■Lax = 4 = 34 962 см4, ymin = y„ = 5889cM4.
Проверка: Утах = Утт  = У. + J y = 40 851 см4.
Определяем углы наклона главных центральных осей инер

ции Ои, Ои:

tga, 2 = 10216

J y - J z , , о 084- Р 4  % 2
v 5889

tga, =-0,4106, a, = -22°19', tga2 = 2,435, a2 = 67°41',
|a,| + |a2| = 22° 19' + 67°4Г = 90°.

Положение главных центральных осей инерции сечения Ои, Оо 
показано на рис. 3.21.

Для графического определения моментов инерции сечения от
носительно центральных осей построим круг инерции, который



строится аналогично кругу Мора для плоского напряженного со
стояния. С помощью круга инерции (рис. 3.22) определяем значе
ния главных моментов инерции и углы наклона главных централь
ных осей Он, Ov.

О 10 000 20 000 см4

Рис. 3.22

Задача 3.5
Для сечения на рис. 3.23 требуется определить величины глав

ных моментов инерции и углы наклона главных центральных осей 
инерции.

Положение центра тяжести сечения совпадает с положением 
центра тяжести листа, поскольку очевидно выполнение условий

= Sv = 0.
Используем необходимые геометрические характеристики 

швеллера [22а и вычисляем осевые и центробежный моменты 
инерции относительно центральных осей сечения Oz, Оу:

J ,  = 1—~  + 2(187 + 21,542 • 28,8) = 36315 см4,



_48- l J 
у "  12

+ 2(2330 + 11,52 • 28,8) = 12 282 см4,

/,,= 2-28,8-21,54- 11,5 = 14 268 см4.
Вычисляем значения главных моментов инерции и углов накло

на главных центральных осей инерции:

36315 + 12 282 . /Г36315 - 12282 V
У|'2 2 VV 2
У ш а х  = 42 953 см4, Ущт = 5644 см4, 

14 268

+ 14 268 ,

tga,, =
1,2 ( 42 953Л12282 -

 ̂ 5644

, а, = -24°57', а-, = 65°03'.

Положение главных центральных осей Он, Ои показано на 
рис. 3.23.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 3.6. Для сечений с двумя осями симметрии (рис. 3.24) 
требуется определить значения главных моментов инерции. 

Ответ: а) Утах = J y = 17 105 см4, Утт = У, = 14 176 см4;
б) J mах = 4 = 32 795 см4, ymin = Л = 13 725 см4;
в) ^  = Л = 120 620 см4’ у т ,п  = J y = 4956 см4.



Cl) R = 7 см

ОО,
р* >’

С г
I 240x20 мм\ лзо

Рис. 3.24
Задача 3.7. Для сечений с одной осью симметрии (рис. 3.25) 

требуется определить координату центра тяжести и вычислить зна
чения главных моментов инерции.

а)
[20 у 1 У чцдцу

и ^
И  L i3 6

500x10 / о А в

Рис. 3.25
Ответ: а) ^  = 7,24 см, УП1ах = Jy = 58 740 см4, Ут|п=У,= 14904см4;

б) _ус = 3,18 см, Утах = У, = 42 326 см4, J min=Jy=33 482 см4;
в) Ус=4,853см,Утах = У,= 19 826см4, Ут ,п=У>,= 18013см4.

Задача 3.8. Для сечений на рис. 3.26 требуется определить значе
ния моментов инерции относительно центральных осей Оу и Oz, 
значения главных моментов инерции и углов наклона главных цент
ральных осей Он, Ои. Построить круги инерции.

а)
300x18 ■ /

У

с 136
/  г

300x18 
>̂1 /

Рис. 3.26

У ♦ 280x10 мм

L 100x8
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О тве т  (табл. 3.1):
Таблица 3.1

Схема Л, см4 Jy, СМ4 см4ч' ■ L a * . с м 4 • L i n -  CN'4 а, а.
а 51 988 15 103 -15 819 57 843 9248 20° 19' -69°4Г
б 17 230 1610 3427 17 949 891 - 1 Г5 Г 78°09'
в 7776 2592 -1944 8424 1944 18°26' -71°34'

Задача 3.9. Для сечений на рис. 3.27 требуется определить поло
жение центра тяжести, значения главных моментов инерции и 
углов наклона главных центральных осей. Построить круги инер
ции.

Рис. 3.27
Ответ: (табл. 3.2):

Таблица 3.2
Схема У о  см Zc , см L a x .  с м 4 • L i n -  с м 4 «1 a.

а 8,04 2,97 6961 2424 -14°52' 75c08'
б 6,98 6,98 15132 5139 -52°43' 37° 17'
в 1,96 2,49 893,8 344,7 -19°54' 70°06'



Глава 4 
КРУЧЕНИЕ СТЕРЖНЕЙ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Кручение стержней вызывается парами сил, действующими в 
плоскостях, перпендикулярных к оси стержня. Эти пары приво
дятся к скручивающим нагрузкам, которые могут быть сосредото
ченными и распределенными подлине. Стержень, работающий в 
основном на кручение, обычно называется валом.

При действии на стержень скручивающих нагрузок в его попе
речных сечениях возникает только одно внутреннее усилие — кру
тящий момент Л/к. В статически определимых задачах крутящий 
момент может быть определен с помощью уравнений равновесия 
как сумма скручивающих нагрузок, приложенных к одной из час
тей стержня (рис. 4.1).

Равновесие левой части стержня: 
£  Мх = О, (+}

А/, - т а  + Л/к = О,
М к = т а  - М\.

Рис. 4.1

Знак крутящего момента физического смысла не имеет. Будем 
считать крутящий момент положительным, если при взгляде на 
сечение со стороны внешней нормали он стремится повернуть 
оставшуюся часть стержня по ходу часовой стрелки (рис. 4.2).

Рис. 4.2

т  =const
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Крутящий момент и интенсивность распределенной скручива
ющей нагрузки связаны между собой дифференциальной зависи
мостью

^ L  = -m(x). (4.1)ах
Из формулы (4.1) следует, например, что на участках стержня с 

постоянной скручивающей нагрузкой т  = const крутящий момент 
изменяется по линейному закону, а на участках, где т  = О, он име
ет постоянное значение. Изменение крутящих моментов подлине 
стержня графически изображается с помощью эпюры Мк.

В качестве элементов конструкций и машин, работающих пре
имущественно на кручение, наиболее часто применяются стержни 
круглого или кольцевого сечений (круглые сплошные или полые 
валы). Деформацию таких стержней при кручении можно харак
теризовать как взаимный поворот поперечных сечений (рис. 4.3). 
При этом поперечные сечения остаются плоскими, и расстояния 
между ними не изменяются. Угол поворота сечений является пе
ременной величиной и называется углом закручивания ф(.у).

Характеристикой степени закручивания вала подлине является 
относительный угол закручивания 0 = ф'(-’с). Различие углов пово
рота поперечных сечений вызывает деформацию сдвига у на по
верхности вала (рис. 4.3) и внутри его. При этом в поперечных 
сечениях сплошных и полых валов действуют только касательные 
напряжения (рис. 4.4), перпендикулярные к радиусам и определя
емые по формуле
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где J р = J ^r2dF — полярный момент инерции сечения.
F

Относительный и абсолютный углы закручивания вала опреде 
ляются по формулам

0 = Л р = Л/  ̂ ф = Г0<&=Г J^ d x , 
dx G Jr ] r.lо G J p

(4.3)

где G — модуль упругости материала при сдвиге. Произведение GJ' 
называется жесткостью вала круглого сечения при кручении.

Для частного случая, когда А/ = const и GJ' = const, абсолютныйК р
угол закручивания вала длиной / определяется по формуле

M l
Ф = 7гг-- (4.4)

G J p

При переменном по длине вала крутящем моменте формулу 
(4.3) можно использовать в следующем виде:

При GJ„ = const ш = ---f Mvdx =р v  GJ J K
1

p о GJ r Qм. (4.5)

где — площадь эпюры крутящих моментов на данном участке.
Кручение вала круглого сечения постоянной жесткости (GJp = 

= const) описывается следующим дифференциальным уравнением:

GJp ф"(х) = ~т(х). (4.6)
Потенциальная энергия деформации вала круглого сечения при 

кручении в общем случае определяется по формуле

и . ] (4.7)
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Условие прочности сплошного или полого вала при кручении 
имеет следующий вид:

где М"Ь — наибольший крутящий момент в вале, Wp — полярный 
момент сопротивления сечения и [т] — допускаемое касательное 
напряжение.

Таким образом, расчет на прочность вала при кручении выпол
няется по наибольшим касательным напряжениям на поверхности 
вала. Приведем значения полярного момента сопротивления сече
ния вала.

Подбор сечения вала из условия прочности проводится по тре
буемому моменту сопротивления сечения:

(4.8)

Рис. 4.5

Сплошной вал (рис. 4.5, а) 
kR4 kD4

р 2 32 ’
J  - kR3 л/)3 

1 ~ 1 £2 16

> (4.9)

Полый вал (рис. 4.5, б)
F = ~ L -  .^L 
S *2 t '

(4.10)

(1-^4) = ^ ( 1 - ^ 4). 
1о



Зная Wp, можно определить требуемый диаметр вала. 
Сплошной вал Полый вал

16 К о  16Л/"6D > з--- Л  > з ---------------- —J .
V я[т]

Вал, работающий на кручение, должен также удовлетворять 
условию жесткости:

М "60нб= - ^ < [0 ] ,  (4.12)
G J p

где [0] — допускаемый относительный угол закручивания вала, 
обычно принимаемый в пределах [0] = (0,15-̂ 2) град/м.

Из условия жесткости можно также определить требуемый диа
метр вала.

Сплошной вал Полый вал

32ЛС6 32Л/"6D > 4 --- ^-. Л  > 4------
V лС7[01 V лг(7[0](1 - ^4)

При расчете вала на прочность и жесткость из двух требуемых 
диаметров надо принять больший.

Значение допустимой скручивающей нагрузки можно определить 
по величине допускаемого крутящего момента, определяемого из 
следующих условий.

Из условия прочности: Л/лоп = [т] ■ Wp. (4.13)
Из условия жесткости: А/лоп = [0] GJp. (4.14)
При кручении сплошных или полых валов наибольшие нор

мальные напряжения (главные растягивающие и главные сжима
ющие) действуют на поверхности вала под углами 45° к образу
ющим (рис. 4.6). Они равны по абсолютной величине наибольшим 
касательным напряжениям в поперечных сечениях вала:

а, = |а2| = т нб.

Разрушающий (предельный) крутящий момент в вале из плас
тичных материалов определяется по формуле

М = М = т W  (4 15)''прел разр 1т пл’
где хт — предел текучести материала при сдвиге; Wm — пластичес
кий момент сопротивления сечения вала.
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R

Рис. 4.6 Рис. 4.7

Для вала сплошного круглого сечения эпюра касательных на
пряжений в момент разрушения вала (пластическая стадия) пока
зана на рис. 4.7. При этом пластический момент сопротивления 
сечения вала определяется по формуле

При кручении стержней некруглого сечения (прямоугольного, 
треугольного и т.п.) поперечные сечения не остаются плоскими. 
Происходит их коробление или депланация. Расчет таких стержней 
при кручении достаточно сложен и производится с помощью ме
тодов теории упругости.

Приведем данные расчета стержня прямоугольного сечения при 
кручении. Касательные напряжения в поперечных сечениях изме
няются по нелинейному закону (рис. 4.8) и достигают наибольших 
значений в серединах сторон, причем т, < тнб. Расчетные формулы 
имеют следующий вид:

Геометрические характеристики сечения J K и WK определяются 
по формулам

где а, р и у — числовые коэффициенты, зависящие от отношения 
сторон п = h/b. Некоторые значения этих коэффициентов приве
дены в табл. 4.1.

(4.16)

Мк
Х»б = 77Г’ Т1 = ^нб-

К

Угол закручивания вала определяется по формуле

(4.17)

J K = ahb\ lVK = $/ib2, (4.18)
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[л/к Таблица 4.
п а Р У
1,0 0,141 0,208 1,00

J
[ишш^

2.0 0,229 0,246 0,79
5,0 0,291 0,291 0,74
10.0 0,312 0,312 0,74

*1

Рис.4.8

Для узких прямоугольников (полос) при /; > 10 формулы (4.18) 
приобретают следующий вид:

И5
к -  з W = —з ■ (4.19)

где 5 = Ь — толщина полосы.
При этом наибольшие касательные напряжения в полосе мож

но определить по формуле

т„б = ^ 5 .  (4.20)

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 4.1

Жестко закрепленный на одном торце стальной вал сплошного 
ступенчато-постоянного сечения находится под действием пока
занных на рис. 4.9, а скручивающих нагрузок.

Требуется построить эпюру крутящих моментов и определить 
значения наибольших касательных напряжений на каждом участке 
вала и углы поворота характерных сечений. В расчетах принять 
модуль упругости при сдвиге (7 = 0,8 • 105 МПа = 0,8- 104 кН/см2.

Вычисляем значения крутящих моментов в характерных сече
ниях вала, начиная со свободного конца.

1. Сечение х = 2 м, Мк = 0.
2. Сечениех= 1 м (справа), Л/к = -100 • 1 = -100 Нм.
3. Сечениех= 1 м (слева), Л/к =-100 + 400 = 300 Нм.
4. Сечение х = 0, А/к = 300 Нм.
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Z), = 3 см

Эпюра крутящих моментов приведена на рис. 4.9, б. На первом 
участке крутящий момент имеет постоянное значение, а на втором 
участке он изменяется по линейному закону. В сечении, соответ
ствующем границе участков, крутящий момент имеет скачок на 
величину сосредоточенного момента 400 Нм.

Вычисляем значения наибольших касательных напряжений на 
каждом участке вала и углы закручивания участков.

Первый участок (Z), = 4 см).
4 J я= 25,13 см4, W._ п/)4 _ я • 44

р ~ ~У2 “

н̂б к
ИЛ,

ф|
= M J  

G J„

32 
30 

12,57 
30-100

R,
25,13 , 7 з ----= 12,57 см ,

р 0,8 -10̂  - 25,13 
Второй участок (D2 - 3 см).

= 2,39 кН/см2 = 23,9 МПа,

= 0,0149 рад = 0°5Г.

nD
Jp 32

2 _ к ■ 3 
32 

10

= 7,95 см4, W = ^  Щ  = 5,3 см3,R 1,5

нб = 1,89 кН/см2 = 18,9 МПа,

Фз = GJ
- 1 0 1 0 0

_J_______
0,8 -104 - 7,95

= -7,86 • 10~3 рад = -0°27'.
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Угол закручивания второго участка вала вычислен с помощью 
площади эпюры крутящих моментов.

Определяем угол поворота правого торцевого сечения вала:
Ф = Ф, + <р2 = 0°51' - 0°27' = 0°24'.
Торцевое сечение поворачивается по ходу часовой стрелки. 

Эпюра углов закручивания вала показана на рис. 4.9, в. На первом 
участке углы закручивания изменяются по линейному закону, а на 
втором — по квадратичному закону.

Задача 4.2

Стальной вал сплошного сечения находится под действием по
казанных на рис. 4.10, а скручивающих нагрузок. Требуется по
строить эпюру крутящих моментов, подобрать сечение вала из 
условий прочности и жесткости и определить взаимный угол по
ворота торцевых сечений. В расчетах принять G = 0,8 • 105 МПа = 
= 0,8 • 104 кН/см2, [т] = 80 МПа = 8 кН/см2, [0] = 0,8 град/м = 
= 1,396 • 10-4 рад/см.

Рис. 4.10

Проверяем выполнение условия равновесия вала:
£  Мх = 0, 500 - 340 - 200 • 0,8 = 500 - 340 - 160 = 0.
Вал находится в равновесии. Вычисляем значения крутящих 

моментов в характерных сечениях.
1. Сечениех= 2 м, Л/к = 500 Нм.
2. Сечение х= 1,4 м (справа), Л/к = 500 Нм.
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3. Сечение х = 1,4 м (слева), А/к = 500 - 340 = 160 Нм.
4. Сечениех = 0,8 м, Л/к=160Нм.
5. Сечение х = 0, Л/к= 160 - 200 ■ 0,8 = 0.
Эпюра крутящих моментов показана на рис. 4.10, б.
Расчеты на прочность и жесткость проводим по сечениям с

наибольшим крутящим моментом на третьем участке вала М "ь = 
= 500 Нм. Вычисляем значения требуемого диаметра вала.

Из условия прочности:

116. 50
V *

ОО

„  /16Л/"6 
0 г | ^ Й “  = ' ,~  = 3’17ш' 
Из условия жесткости:

_ ^ /32Л/”6 32•50 „ „D > f --- — = 4----- ------------ - = 4,62 см.
V Сп[0] V 0,8 ю4 -л 1,396 10^

Из двух требуемых диаметров надо принять больший. Округлив 
его в большую сторону, примем £> = 4,7 см. Вычисляем геометри
ческие характеристики поперечного сечения вала:

Jp ~ ~ 47,9ем"’ Wp =ZL^  = 20’38cmJ-
з

Вычисляем углы закручивания участков вала:
1, - -16 80 

__Q  _ 2  _ I C l 1А-3
G Jр 0,8 104 -47,9
M J  16 60

Ф, = — Ям, = = 1,67 • Ю-3 рад = 0°06',

Ф, = — = ----- 2-----= 2,51 ■ 10-5 рад = 0°09',
2 G Jp 0,8 104 -47,9

Фз = ---------- = 7,83 -10 '3 рад = 0°27\
0,8 104 -47,9

Взаимный угол поворота торцевых сечений вала равен 
Ф = ф, + ф2 + фз = 0°06' + 0°09' + 0°27' = 0°42'.
Вычисляем наибольшие касательные напряжения в вале:

Ж£ нб rrv
х,)6 = — S- =---- = 2,45 кН/см2 = 24,5 МПа.
"б Wp 20,38 ’
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Стальной полый стержень сечением 040x4 мм скручивается 
приложенным на торце сосредоточенным моментом (рис. 4.11). 
Требуется определить величину допускаемого скручивающего мо
мента из условий прочности и жесткости стержня и угол поворота 
торцевого сечения. В расчетах принять С = 0,8 • 105 МПа = 
= 0,8 • 104 кН/см2, [т] = 80 МПа = 8 кН/см2, [0] = 1 град/м.

Вычисляем геометрические характеристики поперечного сече
ния вала (рис. 4.12):

D2 = 4см, £>,=4-2 0,4 = 3,2см,  ̂= -̂ - = 0,8,

Задача 4.3

J p = ^ - (  1р 32
^4) = ^ - (1 - 0 ,8 4) = 14,84 см4,

040x4 ,^ '1 ^ — f
_ Z ______ J -  4 см

5 = 0,4 с м \ ^

Рис. 4.12

Вычисляем значения допускаемого скручивающего момента из 
условия прочности:

Л/доп = [т] Wp = 8 • 7,42 = 59,4 кНсм = 594 Нм.
Из условия жесткости получаем:
M:um = \Q]GJp= 1,745- Ю-4 • 0,8 • 104- 14,84 = 20,72 кНсм = 207 Нм, 

где [0] = 1 град/м = 1 • 10-2 л/180 = 1,745-10-4 рад/см.
Из двух допускаемых моментов надо принять меньший. Округ

лив его в меньшую сторону, примем М = 200 Нм.
Вычисляем значения наибольших касательных напряжений в 

стержне и угол поворота торцевого сечения:

тнб = ^  = —  = 2,7 кН/см2 = 27 МПа,W. 7,42
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MJ  20 180
Ф = 7Т7~ = Т п " '.мGJp 0,8 -104 -14,84

= 0,0303 рад = Г44'.

Задача 4.4

При испытании на кручение стального стержня круглого сече
ния (рис. 4.13) на его поверхности под углом 45° к образующим 
был установлен тензометр, с помощью которого определена ли
нейная деформация е = 2,7 • 10 .̂ Требуется определить напряжения 
в стержне, величину крутящего момента и угол поворота торцево
го сечения. В расчетах принять £"=2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2, 
v = 0,3.

Установленный под углом 45° к образующим стержня тензометр 
показывает значение линейной деформации по направлению дей
ствия главного растягивающего напряжения а,. Напряженное со
стояние на поверхности стержня имеет характер чистого сдвига, 
причем ст, = |ст2| = тнб. Используя формулу закона Гука для плоского 
напряженного состояния, вычисляем значения наибольших каса
тельных напряжений и главные напряжения в стержне:

а, =тиб = 43,6 МПа, а2 = -тнб = -43,6 МПа.
Вычисляем геометрические характеристики сечения и модуль 

упругости материала при сдвиге:

60 см
У

Рис. 4.13
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G = — = -2 ,M °  = 0,808 • 105 МПа = 0,808 • 104 кН/см2. 
2(1+ v) 2(1+ 0,3)

Определяем крутящий момент в стержне и угол поворота тор
цевого сечения:

А/к = тмбИ/=4,36 - 2,72= 11,86 кНсм= 118,6 Нм,
M J  11,86-60ф = — — = ------- j---- = 0,027 рад = 1 33 .
G Jр 0,808 104 -3,26

Задача 4.5

Латунный вал сплошного сечения, состоящий из двух участков 
(рис. 4.14, а), жестко закреплен на торцах и нагружен показанными 
на рисунке скручивающими моментами. Требуется построить эпю
ру крутящих моментов, определить наибольшие касательные на-

К Ш ШУШП D = 4,8 см

Рис. 4.14
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пряжения на участках вала и построить эпюру углов закручивания. 
В расчетах принять <7 = 0,4 • 105 МПа = 0,4- 104 кН/см2.

Составим уравнение равновесия:
£  Мх =0, МА + Мв = 200 + 400 = 600 Нм,

где МА и Мв — реактивные моменты на опорах.
Данная задача является статически неопределимой, и для ее 

решения используем условие жесткого закрепления торцов вала — 
взаимный угол поворота торцевых сечений равен нулю.

Отбросим любое из закреплений вала (например, правое) и 
приложим в этом сечении неизвестный момент X  = Мв 
(рис. 4.14, б). Угол поворота освобожденного от закрепления сече
ния В должен быть равен нулю. С помощью принципа независи
мости действия сил запишем условие деформации вала: ф5 = фд/> + 
+ Фйу = 0, где фй/, и Фйг— углы поворота сечения В от действия за
данных нагрузок и искомого реактивного момента Х= Мв.

Вычисляем геометрические характеристики сечений вала. Пер
вый участок — круглое сечение диаметром D = 4,8 см.

тс • 4,84 4 J р 52,1 зJ = ----- = 52,1см, Wn = —  = --- = 21,7см.
р 32 P R  2,4

п „ „ 4,8^2Второй участок — квадратное сечение со стороной а = — -—  =

= 3,39 см. С помощью данных табл. 4.1 при /; = 1 получаем

/к = оАб3 = од4 = 0,141 • 3,394= 18,62 см4,
IVK = Щ 2 = = 0,208 • 3,393 = 8,1 см3.

Вычисляем углы поворота освобожденного от закрепления се
чения В и раскрываем статическую неопределимость задачи:

40 -20 (40+ 20)-80
Фи р = ----- 1----- +------л---- = 0,0338 рад,

0,4 104 18,62 0,4 -104 52,1
*•60 *-80 , 10П 1А-з vФ ry  — л л — 1,189*10 • ,

0,4 104 -18,62 0,4 104 -52,1

Ф й = 0,0338 - 1,189- 10-3-*=0, Х= Мв= 28,4 кНсм = 284 Нм.
Строим эпюру крутящих моментов (рис. 4.14, в) и вычисляем 

значения наибольших касательных напряжений в вале.
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Первый участок:

тнб = = —  = 1,46 кН/см2 = 14,6 МПа. 
нб Wp 21,7

Третий участок:

тнб = = у р  = 3,51 кН/см2 = 35,1 МПа.

Определяем углы закручивания участков:
= ... .31,6-80 = о = 0

0,4 -104 • 52,1

ф, =-- 11,6' 20-- = 0,00311 рад = 0° 10',
0,4 104-18,62

Фз = ;  4 = -0,0153 рад = -0°52',28,4-40
0,4 -104 ■ 18,62

фд = ф| + ф, + фз = 0°42' + 0 ° 10' -  0°52' = 0.

Условие деформации выполняется.
Эпюра углов закручивания приведена на рис. 4.14, г. При взгля

де со стороны опоры В все сечения поворачиваются по ходу часо
вой стрелки.

Задача 4.6

Вал, состоящий из жестко соединенных между собой алюмини
евого стержня круглого сечения и стальной трубы, находится под 
действием скручивающих моментов (рис. 4.15). Требуется опреде
лить крутящие моменты и касательные напряжения в стержне и 
трубе. В расчетах принятьG =0,8 ■ 105 МПа, G =0,27 • 105 МПа.

109



Крутящий момент в вале, равный Л/к = 400 Нм, воспринимает
ся алюминиевым стержнем и стальной трубой. Из уравнения рав
новесия получаем

X  Мх = 0, Мст + = Мк = 400 Нм, 
где Л/ст и М^ — крутящие моменты в стержне и трубе.

Задача является один раз статически неопределимой. Дополни
тельное уравнение получим из условия совместной деформации 
алюминиевого стержня и стальной трубы — взаимные углы пово
рота их торцевых сечений должны быть одинаковыми: срст = ф.ш. 
Раскрывая это условие, получаем соотношение между крутящими 
моментами:

<СУ,)„ <ОУ;, | „  (СУД , ”
Крутящий момент в вале распределяется по его элементам про

порционально их жесткостям. Вычисляем геометрические харак
теристики поперечных сечений элементов вала и их жесткости.

Алюминиевый стержень диаметром D = 4,2 см:

у =■_~4'2 = 30,55см4, W  = = 14,55см3,
р  32 р  2,1

= 0-27 ' Ю4 -30,55 = 8,25- 104 кНсм2.
Стальная труба 050x4 мм:

7г(54 - 4,24) , по 4 30,8 зJ P = 32 = 30,8см4, Wp = ~ r  = 12,Зсм3,

(GJp)cj = 0,8 • 104 -30,8 = 24,6- 104кНсм2.
Вычисляем значения крутящих моментов и наибольших каса

тельных напряжений в алюминиевом стержне и стальной трубе:

А/ст = 299,5 Нм = 29,95 кНсм, 
= 100,5 Нм = 10,05 кНсм.

24,6 • 104М = ------ тМ  = 2,98 Л/„
ст 8,25 -104 м

Л/ст + Л/ад = 400 Нм,
29 95

тст = = 2,43 кН/см2 = 24,3 МПа, 
ст 12,3

т = = 0,691 кН/см2 = 6,91 МПа.
14,55

Эпюра касательных напряжений в поперечном сечении вала 
приведена на рис. 4.16.



Рис. 4.16 Рис. 4.17

Вычислим значение разрушающего (предельного) крутящего 
момента, приняв пределы текучести при сдвиге для стали и алю
миния т|'т = 160 МПа, т̂ и| = 100 МПа. Разрушение (исчерпание 
несущей способности) вала наступит в тот момент, когда касатель
ные напряжения во всех точках поперечных сечений его элементов 
достигнут соответствующих пределов текучести при сдвиге. Эпю
ра касательных напряжений, соответствующая началу разрушения 
вала, приведена на рис. 4.17. Разрушающий крутящий момент 
равен сумме разрушающих моментов для алюминиевого стержня 
и стальной трубы. С помощью формулы (4.16) получаем

= -^[(53 — 4,2Ч) 16 + 4,23 10] = 407 кНсм = 4070 Нм.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
Задача 4.7. Для вала круглого ступенчато-постоянного сечения 

(рис. 4.18) требуется построить эпюру крутящих моментов, опре
делить значения наибольших касательных напряжений на каждом 
участке вала, углы закручивания участков и построить эпюру углов 
поворота поперечных сечений. В расчетах принять G = 0,8 х 
х 105 МПа = 0,8 • 104 кН/см2.

Ответ: т<» = 23,2 МПа, т<2̂  = 21,8 МПа, <р, = -0°57', <р2 = 0°42'.

D-, = 3,6 см

200
У 0.8 м 0,8 м

Рис. 4.18
III



Задача 4.8. Для латунного вала круглого сечения (рис. 4.19) 
требуется построить эпюру крутящих моментов, определить тре
буемый диаметр вала из условий прочности и жесткости и вычис
лить взаимный угол поворота торцевых сечений. В расчетах при
нять G = 0,4 ■ 105 МПа, [т] = 40 МПа, [0] = 1,2 град/м.

Ответ: D = 4,3 см, (р = 0°10'.

Задача 4.9. Стальная труба 042x4 мм скручивается приложен
ным на торце моментом на угол ф = 2° (рис. 4.20). Требуется опре
делить величину скручивающего момента и значения наибольших 
касательных напряжений в трубе. Вычислить значение разрушаю
щего (предельного) момента, соответствующего пластическим де
формациям стенок трубы. В расчетах принять (7 = 0,8 ■ 105 МПа, 
тт= 120 МПа.

Ответ: Мк = 304,2 Нм, тнб = 36,7 МПа, Л/разр= 1093 Нм.

Задача 4.10. Для стального стержня прямоугольного сечения 
40x20 мм (рис. 4.21) требуется определить величину допускаемого 
скручивающего момента из условий прочности и жесткости. Вы-

J  ^ т  40x20 мм ,-------------------- jr f l-

' -------Г  - i 1
\ у  1,4 м N

112
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числить значения наибольших касательных напряжений в стержне 
и взаимный угол поворота торцевых сечений. В расчетах принять 
С = 0,8 • 105 МПа, [х] = 80 МПа, [0] = 1,8 град/м.

Ответ'. Л/доп = 184 Нм, тнб = 46,7 МПа, ф = 2°ЗГ.

Задача 4.11. Для стального вала круглого ступенчато-постоян- 
ного сечения (рис. 4.22) требуется раскрыть статическую неопре
делимость и построить эпюры крутящих моментов и углов закру
чивания поперечных сечений. Вычислить значения наибольших 
касательных напряжений на участках вала. В расчетах принять 
<7 = 0,8 • 105 МПа.

Ответ: МА = -225 Нм, Мс = 75 Нм, Мв= 275 Нм,т<» = 17,9 МПа, 
т<2> = 12,7 МПа, фс = -0°12\

Задача 4.12. Для статически неопределимого латунного вала 
ступенчато-постоянного сечения (рис. 4.23) требуется определить:

1. Величину допускаемого скручивающего момента при расче
те вала на прочность по методу допускаемых напряжений.

2. Величину разрушающего (предельного) скручивающего мо
мента. В расчетах принять G = 0,4 • 105 МПа, [т] = 30 МПа, хт = 60 
МПа.

Рис. 4.22

Рис. 4.23
Ответ: Л/.пп = 948 Нм, М = 2843 Нм.ДОМ 7 Р“-»Р

X -  6176



Глава 5 
ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ВНУТРЕННИХ УСИЛИЙ 

В БАЛКАХ И РАМАХ ПРИ ИЗГИБЕ
КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Прямой изгиб стержня имеет место в том случае, когда прило
женные к нему нагрузки перпендикулярны к оси (поперечные 
нагрузки) и действуют в главной центральной плоскости инерции, 
например в плоскости симметрии стержня. Статический расчет 
стержня при прямом изгибе производится в плоскости действия 
поперечных нагрузок (в силовой плоскости). Прямой стержень, 
работающий в основном на изгиб, обычно называется балкой.

В поперечных сечениях балки при прямом изгибе в плоскости 
Оху могут действовать два внутренних усилия — поперечная сила 
(? = (?,, и изгибающий момент М = Л/, (рис. 5.1). Если все действу
ющие на балку нагрузки, включая опорные реакции, известны, то 
внутренние усилия можно определить статически с помощью ме
тода сечений (рис. 5.1).

Поперечная сила в любом сечении балки определяется как сум
ма проекций всех нагрузок, приложенных к одной из частей балки, 
на нормаль к ее оси в этом сечении. Поперечная сила считается 
положительной, если она стремится повернуть оставшуюся часть



Q>0

(2 <o
Рис. 5.2 Рис. 5.3

балки по ходу часовой стрелки относительно центра тяжести сече
ния (рис. 5.2).

Изгибающий момент в любом сечении балки определяется как 
сумма моментов всех нагрузок, приложенных к одной из ее частей, 
относительно центра тяжести данного сечения. При расчете балок 
изгибающий момент считается положительным, если он вызывает 
растяжение нижних волокон балки (рис. 5.3).

Внутренние усилия в общем случае переменны подлине балки. 
Законы их изменения изображаются графически с помощью эпюр 
М и Q. При построении эпюры изгибающих моментов принято 
откладывать ординаты М со стороны растянутых волокон.

Между изгибающим моментом, поперечной силой и распреде
ленной поперечной нагрузкой q(x) имеют место следующие диф
ференциальные зависимости:

dM Л dQ
dx dx (5.1)

Формулы (5.1) используются при построении и проверке эпюр 
А/ и Q в балках при изгибе. С их помощью можно определить вид 
этих эпюр в зависимости от характера нагрузки на балку. Напри
мер, для трех часто встречающихся случаев имеем:

1. На участках, где q = О, Q = const,
М(х) — линейный закон.

2. На участках, где q = const, Q(x) — линейный закон,
М(х) — квадратичный закон.

3. На участках, где q = ах + b, Q(x) — квадратичный закон,
М(х) — кубический закон.

Первая зависимость из (5.1) позволяет сделать выводы:
1. В сечении, где поперечная сила обращается в нуль, изгиба

ющий момент имеет экстремальное значение (Л/тах или Мтт).
2. В сечении, где поперечная сила имеет скачок (разрыв), 

на эпюре М должен быть излом.



Отмеченные особенности показаны на рис. 5.4, а, б.
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q = const
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©

М тт ~  М  А + '

Рис. 5.4

При построении эпюр М и (2 обычно вычисляют значения этих 
внутренних усилий в характерных сечениях балки, а полученные 
ординаты соединяют соответствующими линиями на основании 
зависимостей (5.1).

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 5.1

Построить эпюры М и Q для консольной балки (рис. 5.5, а). 
Вычисляем значения М и Q в характерных сечениях балки, на

чиная со свободного конца.
1. Сечение х= 3 м, £? = 0, Л/=10кНм

(растянуты нижние волокна).
20 кН/м

А х
а) МА = 50 кНм 

•А
С

б)

в)

20

50

Я, = 20 кН 
1 м

< 120 кН Я,
2 м

Излом

4> ,

П Ш р р т ^
^40

10 кНм

©
(кН)

м)
(кНм)
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2. Сечениех= 1 м, (2пр = 20 • 2 = 40 кН,
М= 10-20-2 1 =-30 кНм.
(растянуты верхние волокна).
Олев = 40 - 20 = 20 кН.

4. Сечение х = 0, Q=RA = 20 кН,
М=МА = 10 + 20- 1 — 20 - 2 • 2 = -50 кНм 
(растянуты верхние волокна).

Откладываем полученные ординаты М и Q на оси балки и со
единяем соответствующими линиями. На участке с равномерно 
распределенной нагрузкой поперечная сила изменяется по линей
ному закону, а изгибающий момент — по закону квадратной пара
болы. В сечении на свободном конце касательная к эпюре М па
раллельна оси. На участке, примыкающем к заделке, поперечная 
сила постоянна, а изгибающий момент изменяется по линейному 
закону. Эпюры М и Q приведены на рис. 5.5, б, в.

Задача 5.2

Построить эпюры М и Q для консольной балки (рис. 5.6, а).
Вычисляем значения М и Q в характерных сечениях балки, на

чиная со свободного конца.

Рис. 5.6
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1. Сечение л = 0, 0= 10 кН, А/ = О.
2. Сечениех = 1,2 м, ()=10кН,

Л/лев = 10- 1,2 = 12 кНм 
(растянуты нижние волокна).
Мир= 12 + 20 = 32 кНм.

4. Сечениех = 4,8, Q= 10-/? = -44 кН,

М = 10 • 4,8 + 20 - R • i  • 3,6 = 3,2 кНм,

где R = ^ • 30 • 3,6 = 54 кН — равнодействующая распределенной 
нагрузки.

Опорные реакции равны внутренним усилиям в заделке. При 
расчете консольных балок предварительное определение опорных 
реакций не обязательно.

На участке с линейно изменяющейся распределенной нагрузкой 
поперечная сила изменяется по закону квадратной параболы, а из
гибающий момент — по закону кубической параболы. Определяем 
положение сечения, где поперечная сила обращается в нуль, и вы
числяем значение экстремального изгибающего момента:

Q(x) = 10 - ~q(x)(x - 1,2) = 10-1- 1±(х _  U )2 = 0,
I  I  3,5

x = x0 = 2,75 м,

A/max = 10 • 2,75 + 20 - - —  • 1,55 • 1,55 • - ■ 1,55 = 42,2 кНм,
2 3,6 3

30,где q(x) = —  (x - 1,2) — закон изменения распределенной нагрузки
3,6

на участке 1,2 м < х < 4,8 м.
Эпюры M\\Q приведены на рис. 5.6, б, в. В сечении х = 1,2 м на 

эпюре М скачок на величину сосредоточенного момента 20 кНм.

Задача 5.3

Построить эпюры М и Q для шарнирно-опертой балки (рис. 5.7, а). 
Расчет шарнирно-опертых балок надо начинать с определения 

опорных реакций:
'% М А = 0, 28 - 3 - 1,5 + 30-3 + 24 = 4,6RB, RB = 52,2 кН.
£ л / й = 0, 28-3-3,1 +30- 1,6-24 = 4,6/^, /?/) = 61,8кН.
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Рис. 5.7

= 0 (проверка), 28 • 3 + 30 — 61,8 — 52,2 = 0.
Вычисляем значения М и Q в характерных сечениях балки.
1. Сечениех = 0, Q = RA = 61,8 кН, М = 0.
2. Сечениех= 3 м, £?лев = 61,8 - 28 • 3 = -22,2 кН,

@пРав= “ 22,2 - 30 = -52,2 кН,
Л/ = 61,8 • 3-28 • 3 • 1,5 = 59,5 кНм 
(растянуты нижние волокна).

3. Сечениех = 4,6 м, Q = -RB = -52,2кН, Л/ = -24кНм.
На участке с распределенной нагрузкой изгибающий момент 

изменяется по закону квадратной параболы. Вычисляем экстре
мальное значение изгибающего момента на этом участке:

0(x) = 61,8-28-Jc = O, х = х0 = 2,21 м,

Мтм = 61,8 2,21 - 28 2,21 —  = 68,2 кН м.

Эпюры М и Q приведены на рис. 5.7, б, в. Поперечная сила в 
сечении х=3м имеет скачок на величину сосредоточенной силы 
Р= 30 кН.

119



Задача 5.4

Для шарнирно-опертой балки с консольным участком 
(рис. 5.8, а) построить эпюры А/ и Q.

Рис. 5.8

Определяем опорные реакции:

0, 80- 1,6 + 30-20- 1,6 ■ 0,8 = 5/?й, Лв =26,5кН. 

£ Л / в =0, 20 • 1,6 • 5,8 + 80 ■ 3,4 - 30 = 5RA, RA = 85,5 кН.

X  У = 0 (проверка), 20 • 1,6 + 80 - 85,5 - 26,5 = 0.

Вычисляем внутренние усилия в характерных сечениях балки.
1. Сечениех = 0, Q = Л/ = 0.
2. Сечениех = 1,6 м (опора А),

М = -20 • 1,6 0,8 = -25,6 кНм,
<2лсв = -20 1,6 = -32 кН,
0 п р а в --32+ 85,5 = 53,5 кН.

3. Сечениех= 3,2 м, £>лев = 53,5 кН,
<2прав = 53,5 -80 = -26,5 кН,
М = -20 1,6-2,4 + 85,5- 1,6 = 60 кНм.

4. Сечение х= 6,6 м (опора В),
Q = -RB = - 26,5кН, М = 0.

5. Сечение х = 4,2 м,
0  = -26,5кН,



Л/„рав = 26,5-2,4 = 63,6 кНм,
Мпев = 63,6 -30 = 33,6 кНм.

Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 5.8, б, в. В сече
нии, где приложен сосредоточенный момент 30 кНм, на эпюре М 
имеется скачок на его величину.

Задача 5.5

Для балки с промежуточным шарниром (рис. 5.9, а) построить 
эпюры М и Q.

а)

б)

Л Е В
25 кН/м

х
1,2

' >30 кН 
1,2 3,6 м

4-
1,2

Несомая бгшка

20 кН 
D

Несущая ‘Т Л й=38,ЗкН ^  ^Лс = 71,7 кН
балка _Р= 38,3 кН

29,4

Рис. 5.9

Данная балка является статически определимой. Для удобства 
расчета мысленно разделяем ее на несомую и несущую балки. Рас
чет начинаем с несомой балки BD (рис. 5.9, б).

£ Л / В = 0, 25 - 3,6 1,8 + 20 -4,8 = 3,6RC, Rc = 71,7 кН.

]ГЛ/С = 0, 25-3,6- 1,8-20- 1,2 = 3,6RB, RB= 38,3 кН.



Вычисляем М и Q в характерных сечениях несомой балки.
1. Сечение В, Q= RB= 38,3 кН, Л/ = 0.
2. Сечение D, 0=2ОкН,Л/ = О.
3. СечениеС, <?прав = 20 кН, £лев = 20 - 71,7 =-51,7кН,

М = -20- 1,2 = -24 кНм 
(растянуты верхние волокна).

В пролете несомой балки ВС изгибающий момент изменяется 
по закону квадратной параболы. Вычисляем экстремальное значе
ние момента:

Q(x) = 38,3 - 25* = 0, х0= 1,53 м,

А/тах = 38,3 • 1,53 - 25 ■ 1,53 • —  = 29,4 кНм.

Несущая балка АВ (рис. 5.9, б) рассчитывается на действие при
ложенной к ней нагрузки и силы, численно равной условной опор
ной реакции RB и направленной в противоположную сторону. 
С помощью этой силы осуществляется передача нагрузки с несо
мой балки на несущую.

4. Сечение В, Q = Р = 38,3 кН, Л/= 0.
5. Сечение Е, 0 прав = 38,3 кН, £>лсв = 38,3 - 30 = 8,3 кН,

А/ = -38,3 ■ 1,2 = —46 кНм.
6. СечениеЛ, Q= 8,3 кН, Л/ = —38,3 • 2,4 + 30 • 1,2 = -56 кНм.
Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 5.9, в, г.

Задача 5.6

Для балки с наклонным участком (рис. 5.10, а) построить эпю
ры М и Q. Интенсивность равномерно распределенной вертикаль
ной нагрузки отнесена к единице длины горизонтальной проекции 
наклонного участка.

Расчет начинаем с определения опорных реакций.
Х *  = о, нА = о,

Х ^ =  0, 20- 4- 2 +30+10-5 = ARB, Яв = 60кН.

£ Л / Й =0, 20 -4-2 — 30 — 10-1 = 4Ra, Л, = 30кН.

£  Y = 0 (проверка), 25 - 3,6 + 20 — 38,3 — 71,7 = 0.

^  Y = 0 (проверка), 20-4+10-60-30 = 0.
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Рис. 5.10

При определении N и Q в сечениях на наклонном участке со
ставляем проекции нагрузки и опорных реакций на ось балки и на 
нормаль к оси в характерных сечениях.

1. СечениеС, Q = 10 кН, Л/ = 0, /V = 0.
2. Сечение В, (?прав = Ю кН, £>лев = (10-60)со530° = -43,3 кН,

п̂рав = 0, М,св = (~10 + 60)sin 30° = 25 кН 
(растяжение),
М = - 10- 1 =-10 кНм 
(растянуты верхние волокна).

3. Сечение A, Q = / ^ ^ З О 0 = 30cos30° = 26 кН, Л/= 30 кНм,
Af = -/?/)sin30° = -30sin30° = -15 кН (сжатие).
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На наклонном участке балки поперечная и продольная силы 
изменяются по линейному закону, а изгибающий момент — по 
закону квадратной параболы. Определяем положение сечения, где 
поперечная сила обращается в нуль, и вычисляем значение экстре
мального момента:

Q(x) = (Ra - 2(k)cos30° = 0, i 0 = 1,5 м,

A/max = 30 + 30• 1,5 - 20 • 1,5 ■ у  = 52,5 кНм

(растянуты нижние волокна).

Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 5.10, в, г.

Задача 5.7

Построить эпюры внутренних усилий для консольного ломано
го стержня (рис. 5.11, а). Стержни соединены между собой с по
мощью жестких узлов, не допускающих взаимного поворота сече
ний.

Предварительное определение опорных реакций не обязатель
но. Вычисляем внутренние усилия в каждом стержне, начиная со 
свободного конца.

Стержень АВ
1. Сечение A, Q = 40 кН, N= М = 0.
2. Сечение В, (} = 40 кН, ,/V = 0,

М = 40- 1,5 = 60 кНм 
(растянуты нижние волокна).

Ст ержень ВС
3. Сечение В, Л/= 60 кНм, £> = 0

(растянуты наружние волокна),
N = -40 кН (сжатие).

4. СечениеС, £>= 18 • 2 = 36 кН, N = -40 кН,
М= 60 + 18 -2 - 1=96 кНм.

В пределах стержня ВС изгибающий момент изменяется по за
кону квадратной параболы и вызывает растяжение наружных во
локон.

Стержень СЕ
5. СечениеС, Q = -40 кН, Л/ = 96 кНм

(растянуты верхние волокна), 
vV= —18 • 2 = -36 кН (сжатие).

124



Рис. 5.11

6. Сечение Л, Q = -40 кН, N= -36 кН,
Л/прав= 18-2- 1-40 0 = 36 кНм,
Л/лев = 36 — 30 = 6 кЫм 
(растянуты верхние волокна).

7. Сечение Е, Q = -40 кН, УУ = -36 кН,
Л/= 18 2 1-30-40 1,5 = -54 кНм 
(растянуты нижние волокна).

Отметим, что при определении изгибающих моментов в стерж
невых системах (ломаные стержни, рамы и т.п.) требуется устано
вить растягиваемые нагрузкой волокна. При этом на эпюре М
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ординаты откладываются со стороны растянутых волокон, а знак 
не ставится.

Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 5.11 ,б,в, г. 

Задача 5.8

Для балки с криволинейным участком (рис. 5.12, а) построить 
эпюры M,Qw N.

кН

б)

«)
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Определяем опорные реакции:

1 *  = 0, Нл = 0.
^ М А =0, 20-2,4- 1,2+ 10 = 4,4RB,R B = 15,4 кН.

£ Л / Й = 0, 20 • 2,4 - 3,2 — 10 = 4,4/? ,̂ Л, = 32,6кН.

£  Y = 0 (проверка), 20 • 2,4 - 32,6 - 15,4 = 0.

С помощью метода сечений опреде
ляем законы изменения внутренних 
усилий на криволинейном участке 
(рис. 5.13):

£ /  = 0, 0  = -15,4cos(p.

£ «  = 0, N= 15,4sin ф.

£ Л / Л-=0, М= 15,4/?5тф-10,

где К — центр тяжести сечения.
Последовательно вычисляем:

Ф  = 0, N = 0, () = -15,4кН,

ф = 30°, N = 7,7 кН, Q =-13,3 кН,

Ф  = 60°, N= 13,3 кН, 0= -7 ,7кН ,

ф = 90°, N = 15,4 кН, 0  = 0,

На криволинейном участке ВС внутренние усилия изменяются 
по синусоиде. Продольная сила является растягиващей, а знак 
изгибающего момента в пределах участка изменяется на противо
положный. Вычисляем внутренние усилия в характерных сечени
ях горизонтального участка АС.

Сечение/1, N= 0, Q = RA = 32,6 кН, Л/ = 0.
Сечение С, N = 0, Q = 32,6 - 20 • 2,4 = -15,4 кН,

Л/= 32,6 -2,4 -20 -2,4- 1,2 = 20,8 кНм 
(растянуты нижние волокна).

Вычисляем значение экстремального момента на участке АС:
Q(x) = 32,6- 20х = 0, х0=!,63м,

Мтт  = 32,6 • 1,63 - 20 ■ 1,63 ■ = 26,6 кНм.

10 кН м

Л/ = — 10 кНм. 

М = 5,4 кНм. 

М= 16,7 кНм. 

Л/= 20,8 кНм.
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На участке АС изгибающий момент изменяется по закону квад
ратной параболы. Эпюры внутренних усилий приведены на 
рис. 5.12, б, в, г.

Задача 5.9

Для шарнирно-опертой рамы (рис. 5.14) построить эпюры внут
ренних усилий.

Рис. 5.14

Расчет рамы начинаем с определения опорных реакций:

£ *  = 0, НА = 10 кН.

=0, 30-4- 1 + 10 -3 = 3/?д, RB = 50 кН.

Yj M b = 0, 30-4-2-10-3 = 3Ra> Ra = 70 кН.
X  Y = 0 (проверка), -30 • 4 + 50 + 70 = 0.

Вычисляем внутренние усилия в характерных сечениях стерж
ней рамы.

Стержень АС (стойка)
1. Сечение Л, N= -Ra = -70 кН (сжатие),

Q=Ha= 10 кН, Л/=0.
2. Сечение О, /V=-70kH, Q=10kH, Л/= 10 • 3 = 30 к Нм

(растянуты внутренние волокна стойки). 
Стержень ВС (ригель рамы)
3. Сечение С, N = 0, 0  = 0, Л/ = 0.
4. Сечение В, N = 10 кН (растяжение), Q = -RB =-50 кН,

М= 0.
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5. Сечение D, NKB = 0, УУ11рав = Я , = 10 кН (растяжение),
0лев = -ЗО1=-ЗОкН,
^прав= “ 30 + КА =  -30 + 70 = 40 кН,
А/лев = -30- 1 • 0,5 = -15 кНм 
(растянуты верхние волокна),
Л/,,рав = 50 • 3 - 30 • 3 • 1,5= 15кНм 
(растянуты нижние волокна).

В пределах ригеля рамы ВС изгибающий момент изменяется по 
закону квадратной параболы. Определяем положение сечения в 
пролете BD, где поперечная сила обращается в нуль, и вычисляем 
значение экстремального момента:

(?(*) = 40-30* = 0, jc0= 1,33 м,

Мтм = 50 • 1,67 - 30 ■ 1,67 • Ь-Z = 41,7 кНм.

Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 5.15, а, б, в.

Рис. 5.15

Вырежем мысленно жесткий
30 кН 40 кНузел D, приложим к сходящимся в ✓ «/ D \ |  ЮкН

этом узле стержням внутренние усилия Х Д л " * ^ Г * Т  
и проверим его равновесие (рис. 5.16). 15кНм Л  15кНм
Нетрудно видеть, что узел D находится - * 10 кН
в равновесии, так как для него выпол- 70 кн 
няются все три уравнения статики:

^^ЗО кН м

Х *  = о, £ к  = о, Х л / 0 = о.
Рис. 5.16
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Задача 5.10

Для шарнирно-опертой рамы (рис. 5.17) построить эпюры внут
ренних усилий.

12 кН/м

Рама является статически определимой и геометрически неиз
меняемой, так как три опорных стержня не параллельны и не пе
ресекаются в одной точке.

Определяем опорные реакции:

£ *  = 0, НА = 4кН .
V  л / n d 12-2-1 — 4-3 + 8 Л и 2_МВ ^ О, Rc = ------ ------- = Ю кН.

V/i/  a d 12-2-1 + 4- 3 — 8 2_1МС = О, RB =------ ------- = 14 кН.

^  У = О (проверка), -12 -2 + 10 + 14 = 0.

Вычисляем внутренние усилия в характерных сечениях стерж
ней.

Стержень AD 
N = 0, Q = -НА = -4 кН,
МА = 8 кНм (растянуты правые волокна),
MD = 8- 4- 3 =-4 кНм (растянуты левые волокна). 
Изгибающий момент изменяется по линейному закону. 
Стержень DC

N = -Ha = -4 кН (сжатие), Qo = (?£eB = 0, QwaB = RB= 14 кН,

Qc = -Rc = -\0 кН, MD = MB = -4кН м  
(растянуты верхние волокна).
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Изгибающий момент в пролете ВС изменяется по квадратной 
параболе. Вычисляем значение экстремального изгибающего мо
мента:

О 14
Мтм = М в + “ • = -4 + 4,17 кНм

2q 2-12
(растянуты нижние волокна).

Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 5.18, я, б, в.

а) б) в)

............

Д
г

'

® ( к Н ) I©  @ ( К Н )

I 4 a J

ГЪ  Л/тах = 4,17 
(М )(кНм )

Рис. 5.18

Задача 5.11

Для рамы с промежуточным шарниром (рис. 5.19) построить 
эпюры внутренних усилий.

Данная рама статически определима. Для определения четырех 
опорных реакций RA, НА, RB и Ив составляем три уравнения равно-

Рис. 5.19
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весия и используем дополнительное условие в промежуточном 
шарнире Мс = 0.

Х Л / ^ В = 0, 2RB =3HB.

5 > „ = 0 ,  4RB + HB = 19-2 + 8-4 = 70кНм,
Нв = 10 кН, НА = 15 кН.

Х * = 0 ,  Нл + 8 = Нв, НА = 2кН.

£ К  = 0, RA + RB = 19 кН, Я , = 4кН .

Отметим, что данная рама относится к категории распорных 
систем, для которых характерно наличие горизонтальных опорных 
реакций (распора) при действии вертикальных нагрузок. Вычис
ляем внутренние усилия в стержнях рамы.

Стержень AD
N = -Ra = -4 кН (сжатие), Q = -HA = -2кН , Л//) = 0,
М0 = -2 ■ 4 = -8 кНм (растянуты левые волокна).
Стержень DE
N = -НА - 8 = -10 кН (сжатие), Qn = (?£ев = RA = 4 кН ,
QP** = Qe = -Rb = - \ 5 kH, Л/д = -8 кНм
(растянуты верхние волокна),
МЕ = -\0 ■ 3 = -30 кНм (растянуты верхние волокна).
Стержень BE
N = -RB - - \ 5 кН (сжатие), ( ?= Я в =10кН, Мв- 0,
МЕ = -\0 ■ 3 = -30 кНм (растянуты правые волокна).
Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 5.20, а, б, в.

б)
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Для консольного ломаного пространственного стержня 
(рис. 5.21) требуется построить эпюры внутренних усилий.

Задача 5.12

Стержневую систему можно назвать пространственной, если 
составляющие ее стержни не расположены в одной плоскости. 
Стержни пространственных систем могут одновременно испыты
вать растяжение-сжатие, изгиб и кручение, и в их поперечных се
чениях могут действовать шесть внутренних усилий — продольная 
сила, два изгибающих момента, две поперечные силы и крутящий 
момент.

Внутренние усилия в каждом стержне определяются с помощью 
метода сечений, причем для пространственного стержня исполь
зуются шесть уравнений равновесия.

Для каждого стержня принимается подвижная система коорди
нат, причем обычно ось Ох считается совпадающей с осью стержня, 
а оси Оу и Oz являются главными центральными осями инерции 
поперечных сечений (рис. 5.21). При такой системе координат 
изгибающие моменты и поперечные силы в стержнях обознача
ются Л/., Л/ , О. и Оу, а крутящий момент Мк = Мх. Правило знаков 
для внутренних усилий остается прежним. При построении эпюр 
изгибающих моментов их ординаты надо откладывать со стороны 
растянутых волокон.
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Наиболее просто производится расчет консольных простран
ственных ломаных стержней, поскольку для них предварительное 
определение опорных реакций не обязательно. При этом внутрен
ние усилия последовательно вычисляются в характерных сечениях 
каждого стержня, начиная с имеющего свободный конец.

В нашей задаче расчет начинаем со стержня CD.
Стержень CD
N = 0, Qy = ?> кН, а  = -5 кН, М? = М ° = О,
Л/? =3-2 = 6 кНм, М*~ = 5-2=10 кНм, Мк = 0.< у К.
Стержень ВС
/V = -5kH, Qy= 3 кН, (3, = 0, Л/с=Л/«= Ю кНм,
Л/f = 0, Л/® = 3 -3 = 9 кНм, Л/к = 3-2 = 6 кНм.
Стержень А В
УУ = -3 кН, а  = 0, Qy =-5 кН, 0^ =-5 + 4 • 3 = 7 кН,
Му = М* = 3-2 = 6 кНм, Л/? = 3 -3 = 9 кНм,
Л/̂  = 9 + 4 • 3 • 1,5-5-3 = 12 кНм, Л/к = -5 ■ 2 = -10 кНм.
Изгибающий момент М' в стержне АВ изменяется по закону 

квадратной параболы. Вычисляем его экстремальное значение:
52„max = 9 -----= 5 875  Нм.

г 2-4
Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 5.22.

Рис. 5.22
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Для шарнирно-опертой балки, нагруженной поперечной на
грузкой с интенсивностью q(x) = qsm—- (рис. 5.23, а), требуется

построить эпюры Q и А/.

Задача 5.13

Рис. 5.23

В силу симметрии нагрузки относительно середины балки 
опорные реакции равны между собой: RA = RB. Вычисляем равно
действующую распределенной нагрузки, равную грузовой пло
щади:

R = J q{x)clx = J^s in—  dx = -q — cos —
0 0 '  к I

Определяем величины опорных реакций:

£>" = 0, Ra + Rb = R, RA = RB = ^  = ql .

Устанавливаем закон изменения поперечных сил по длине балки:

Q(x) = Ra - jq(t)dt = — - jqsm ydt = — + — c o s ^

ql kx = — cos— ,
71 /

2q_L
К
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где t — переменная в пределах 0 < / < х, а х является параметром и 
верхним пределом интеграла.

Для определения закона изменения изгибающих моментов ис
пользуем зависимость Д.И. Журавского:

с1М
dx

V  г  .•ql nt

= Q,

М(х) = Л/0 + [ Q(t)dt = f—cos— dt = — • — sin —
0 o n 1 n n I

si
к

. KX
2 51ПУ ’

где Mo = 0 — значение изгибающего момента в начальном сечении 
балки при х = 0. Внутренние усилия в балке изменяются по сину
соиде. Вычисляем значения М и Q в характерных сечениях:

х = 0, Q = R .= ?L , М= 0,

х = 1/ 2, 0  = 0, М = Мтах =
к"

Х = /, 0  = -/?д = - ^ ,  Л/=0.
71

Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 5.23, 5, в. 

Задача 5.14

Для шарнирно-опертой балки (рис. 5.4, а) требуется построить 
эпюры Q и М. На консольном участке балки действует равномерно 
распределенная моментная нагрузка.

а) кН
1 В

т  = 3 кНм/м

б) У

в)

яйЗя'’ с  
n RA = 4 кН

2 м 2 м

А ?
/ 7 кН

2 м

G 7
(

&
А

6
f lf c it n w  Г

г
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Определяем величины опорных реакций:

5 Х =  о, RB = 11 2 *  3 2 = 7 кН,

1 А / ,= 0 ,  /?, = " - 24~ 3-2 = 4 к Н,

где Л/=3-2 = 6кНм — равнодействующая равномерно распреде
ленной моментной нагрузки.

Вычисляем значения Q и Л/ в характерных сечениях балки.
1. Сечение/4, ( )= Л 1 = 4кН , М = 0.
2. Сечение С, 0лев = 4кН , (?прав = 4 - 11 = -7 кН,

Л/ = 4 ■ 2 = 8 кНм (растянуты нижние волокна).
3. Сечение D, £> = 0, Л/ = 0.
4. Сечение Я, <2лев = -Яй = -7 кН, <?прав = 0,

Л/ = —3 • 2 = -6 кНм 
(растянуты верхние волокна).

Эпюры Q н М приведены на рис. 5.24, б, в. Отметим, что на 
консольном участке балки поперечная сила равна нулю, а изгиба
ющий момент изменяется по линейному закону. Это объясняется 
тем, что на участках балки с распределенной моментной нагрузкой 
вместо зависимости Д.И. Журавского (5.1) имеет место более об
щее дифференциальное соотношение:

~  = Q + m(.х), (5.2)dx
где т(х) — интенсивность распределенной моментной нагрузки.

Задача 5.15

Для шарнирно-опертой балки (рис. 5.25, а) требуется опреде
лить величину параметра к, при котором изгибающие моменты в 
пролете балки и на опоре В равны по величине и противоположны 
по знаку.

Определяем величину опорной реакции RA:
Р-2а+Ра-кРа Р(3 - к)

3а ~ 3 '

Проанализируем характер эпюры М в зависимости от величины 
параметра к . При к = 0 RA = Р  и Л/д = 0. Эпюра изгибающих момен
тов для этого случая приведена на рис. 5.25, б. При к = 3 RA = 0 и 
Мс = 0. Соответствующая эпюра М приведена на рис. 5.25, в. Оче-
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видно, что для выполнения требуемого условия параметр Одолжен 
находиться в пределах 0 < к < 3, причем наибольший изгибающий 
момент в пролете будет действовать в сечении С. Характер эпю
ры Л/, соответствующий выполнению требуемого условия, приве
ден на рис. 5.25, г.

Приравниваем изгибающие моменты в сечениях С и D и опре
деляем величину параметра к:

МС = \М1 — р - а  = кРа, к = 0,75.

Задача 5.16
Для шарнирно-опертой балки (рис. 5.26, а) требуется опреде

лить длину консоли а из условия равенства нулю изгибающего 
момента в сечении С.
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Определяем опорную реакцию RA\
V  м n d 12 ■ 3 ■ 2,5 — 10а2_МВ = 0, = ------------ = 22,5-2,5а.

Записываем выражение для изгибающего момента в сечении С, 
приравниваем его к нулю и определяем величину а:

Mc =Ra - 3-12-3- 1,5 = (22,5 -2 ,5о) • 3-54 = 0, а =1,8 м.

Эпюра М, соответствующая требуемому условию, приведена на 
рис. 5.26, б.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 5.17. Для консольных балок (рис. 5.27) требуется постро
ить эпюры изгибающих моментов и поперечных сил.

а) 8 кН

2 м

6 кНм

6 кН/м
ШШН11

1,5 м
'4 кН '
. 1,5 м

б) 12 кН/м

2 м

5 кН «)

1,5 м 4 кН

2-7

2 а
д)

3 кН
^ттТТПТШШЙ!

3,2 м

е)
20 кН/м 24 кН/м

15 кН
ТТТШШ'ШШ л

10 кНм
2 м

J
1 м

Рис. 5.27

Ответ: наибольшие значения Q\\ Мс учетом знаков приведены 
в табл. 5.1.

Таблица 5.1
Схема а б в г д е

Q 8 кН 25 кН -2 qa 11 кН 17 кН -48 кН
м -10 кНм -20 кНм -3 qa2 -12 кНм -20,27 кНм -86 кНм

Задача 5.18. Для шарнирно-опертых балок (рис. 5.28) требуется 
построить эпюры изгибающих моментов и поперечных сил.

Ответ: наибольшие значения Q и М с учетом знаков приведены 
в табл. 5.2.
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0) 4 кНм 5 кНм 6) 6 кН/м ЗкНм в) |24кН

Л И
1 м i  I 3 м 2 м 4 JI 2  к Н ^

1.8 м
I

г) 80 кН I 20 кН/м ^ п Л м 24кН| 12кН/м 20 кН/М60 кН . 20 кН|I мщлл Ш111ШШ111Ш1 щщташшй i
^  А ю к Н м  4 ^  Л" Т Г  ^  i * ~

2 м |  3 м [ 1 mjJ ,6 м|  2.4 м 1.6 Nj 1.6 м| 2м 2м 4 м

Рис. 5.28

Таблица 5.2
Схема а б в г д е
Q , кН -3,0 9,6 12,6 -56,9 57,0 -65,5

М, кНм -6,0 7,68 12,6 55,44 63,375 -40,0

Задача 5.19. Для балок с промежуточными шарнирами (рис. 5.29) 
требуется построить эпюры изгибающих моментов и поперечных 
сил.

а) б)
20 кН/мг х t  c v  л . 7ТТТТШШ1111

1 2м 3 м 3 м t ! “ 3 м 2 м

«) 10 кН/м 12 кН 
■ м у  кНм

$
I

2 м 3 м

г) 24 кН/м 18 кН/м

‘15кНп  г12 кНм
U-- 4 - ■3 м—

Рис. 5.29
О тв е т : наибольшие значения Q  и М с учетом знаков приведены 

в табл. 5.3.
Таблица 5.3

Схема а б в г д в
Q, кН 35 -80,0 18,0 36,0 54,0 63,0

А/, кНм -70,0 -120,0 -16,0 27,0 -50,4 -90,0
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Задача 5.20. Для балок на рис. 5.30 требуется установить законы 
изменения Q(x) и М(х) и построить эпюры этих величин.

а)

О

. 2пх q(x) = q sin —

/

= ! Г соЧ Ь |1 
— ЛтЛПШ

О  л:
/ 1

У

О х

TtniLr v i1 >

1
Рис. 5.30

Ответ: наибольшие значения Q и М равны

а) Q = ±^~, М = ± ^ j -2 л 4п
б) Q = 0,3634<//, Л/ = -0,2687<//2;

в) Q = 0,333ql, М= Л/тах = 0,\4ql2 (прих = 0,3473/).

Задача 5.21. Для балок на рис. 5.31, нагруженных распределен
ной моментной нагрузкой, требуется построить эпюры Q и М.

а)
4 кНм/м 

/WVYVVVNfN
>

1 м
5 кН I 

, 2м [

т(х ) = 4.V ' ^ ' / м
б) в)

8 кНм/м 3 кН I т[Х ) = чх

"  1 ° £ 1
у j.______ 3 м3 м 2 м

Рис. 5.31
Ответ: наибольшие значения Q и М с учетом знаков равны:
а) Л/ = —8 кНм, Q = -5 кН;
б) М=-6 кНм, Q = 6 кН;
в) М = 4,5 кНм, Q = 6 кН.

Задача 5.22. Для балок на рис. 5.32 требуется определить:
а) величину параметра к  из условия Л/тах = \МВ\\

а)

2 а

kq
ТШШ

б)

в
А

• Я 15кН/м Р I
в)

М Д Ш Ш П П М '
77тЬг 77$for
мI 4 м 11 м

12 кН/м м
11 III Ш 1Ш 1II г
ёйг
1----1 м ....

А
. 1 м |

Рис. 5.32
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б) величину сил Р из условия Мтах = 2|МА\ = 2\МВ\\
в) величину изгибающего момента М из условия М = 1,5Л/,
где М„ значение экстремального изгибающего момента в
пролете балок, растягивающего нижние волокна.
Ответ-, а) к = 0,6863; б )/5=10кН; в) М= 10,87 кНм.

Задача 5.23. Для рам на рис. 5.33 требуется построить эпюры 
изгибающих моментов, поперечных и продольных сил.

80кН| 16 кНм

12 кН/м

в) 20 кН/м
Р П Щ Щ Щ !

30 кН
- 4

20 кНм
г) 40:

1
20кН/м / И

ш \
фЬг

оО■
я

,1,8м 2 м 2 м

1 -6 М4-1.АЛ1,}  }  2 м |  2 м |

ЗОкН/м 24кНме) ЮкН/м
Ш Ш Ш Ш )  л п ш ш ц

/7 7 }ф Ж  S ////S S

4 кН

2,4 м

Рис. 5.33

Ответ: наибольшие значения М, Q и N приведены в табл. 5.4.

Таблица 5.4
Схема а б в г д е

Л/, кНм 108,0 83,0 70,0 76,69 171,9 8,0
Q, кН 72,0 -61,875 55,0 47,66 -68,7 -15,33
N, кН -72,0 -18,125 -55,0 14,17 -57,3 -15,33



Глава 6 
НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ В БАЛКАХ 

ПРИ ПРЯМОМ ИЗГИБЕ И РАСЧЕТЫ 
НА ПРОЧНОСТЬ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

При прямом изгибе балка изгибается в плоскости действия 
поперечных нагрузок, и ее деформированное состояние характе
ризуется искривлением оси и поворотом поперечных сечений 
(рис. 6.1). Для случая так называемого чистого изгиба (Q = О, 
М = const) принимается, что поперечные сечения остаются плос
кими и перпендикулярными к оси балки (гипотеза плоских сече
ний).

Кривизна балки при чистом изгибе в плоскости Оху определя
ется по формуле

где EJ. — жесткость балки при изгибе, М = М ,— изгибающий мо
мент, р — радиус кривизны балки в плоскости Оху.

Формулу (6.1) обычно распространяют и на случай так называ
емого поперечного изгиба (когда Q *  О, М *  const), пренебрегая 
искривлением поперечных сечений за счет сдвигов.



Изгиб балки сопровождается растяжением одной части ее про
дольных волокон и сжатием другой части волокон. Длина волокон 
нейтрального слоя не изменяется, и их линейные деформации 
равны нулю. При прямом изгибе нейтральный слой представляет 
собой плоскость, перпендикулярную к плоскости действия попе
речных нагрузок и содержащую ось балки. Взаимное давление 
между продольными слоями и волокнами балки при изгибе обыч
но полагается отсутствующим, что позволяет принять ау = 0.

При изгибе балки в ее поперечных сечениях действуют нор
мальные и касательные напряжения (рис. 6.2). При прямом изгибе 
в плоскости Оху напряжения определяются по формулам

М,
о* = а  = -у'-у, (6.2)

J  Z

ух Jzb

отс

где М = Л/г и Q = Qy — изгибающий момент и поперечная сила в 
балке, S’"10 — статический момент площади отсеченной части се
чения FOTC (рис. 6.2) относительно нейтральной оси и b — ширинаотс
сечения.

ось)

Рис. 6.2

Нейтральная ось при изгибе в упругой стадии проходит через 
центр тяжести сечения и делит его на зоны растяжения и сжатия.

Знак нормальных напряжений определяется в соответствии с 
характером действия изгибающего момента. Знак касательных 
напряжений обычно принимается соответствующим знаку попе
речной силы.

Z (нейтральная

= а
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Нормальные напряжения изменяются по высоте сечения по 
линейному закону (рис. 6.3), достигая наибольших значений в 
крайних волокнах балки. Наибольшие напряжения определяются 
по формулам

а нб -
Л/.
w

где W,H и W№ моменты сопротивления сечения: 
Л№..
К

w
ZB К

(6.4)

(6.5)

Для балок с несимметричными относительно нейтральной оси 
поперечными сечениями (рис. 6.3) нормальные напряжения в 
крайних по высоте волокнах, как правило, различны: омб *  |онм|. 
В частном случае для балок, у которых поперечное сечение сим
метрично относительно нейтратьной оси (рис. 6.4), имеем:

К  2 ’

W = W... = W. =z А/2’

° н б  -  |а и
AL
W.

(6.6)

Моменты сопротивления прямоугольного и круглого сечений 
определяются по формулам, приведенным на рис. 6.5 и 6.6. Мо
менты сопротивлений сечений прокатных двутавров и швеллеров 
приведены в сортаменте.

Расчет балок на прочность при изгибе проводится, как правило, 
по сечениям с наибольшими изгибающими моментами (опасные
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Рис. 6.5 Рис. 6.6

сечения). При этом в опасных сечениях должны выполняться усло
вия прочности в зонах растяжения и сжатия:

где М = М — изгибающий момент в опасном сечении балки, вы
численный от действия расчетных нагрузок, R Rc — расчетные 
сопротивления материала балки на растяжение и сжатие, ус — ко
эффициент условий работы. В общем случае Rc.

Если материал балки одинаково сопротивляется растяжению и 
сжатию (например, сталь), то сечения таких балок целесообразно 
проектировать симметричными относительно нейтральной оси 
(рис. 6.4). Для этого частного случая остается только одно условие 
прочности.

Подбор сечения балки при этом производится по формуле

(6.7)

При Rp = Rc = R

<*..б =1а нм| = Т Г Г ^  Ч Л
К

(6.8)

(6.9)
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Для прокатных балок (например, двутавров и швеллеров) под
бор сечения выполняется по сортаменту. Если балка является не
прокатной, то при подборе ее сечения надо момент сопротивления 
выразить через один из размеров. Подбор сечения можно произ
вести по формуле

W, = ка* > — jr, (6.Ю)
у CR

где а — один из размеров сечения (параметр размеров), к — число
вой безразмерный коэффициент.

Величину нагрузки на балку для частного случая (6.8) можно 
определить из условия

Mz = kP<ycRWv (6.11)

где к — параметр нагрузки, определяемый из уравнений равнове
сия.

При проектировании поперечных сечений балок необходимо 
стремиться к увеличению момента сопротивления при заданной 
площади сечения. Для этого надо большую часть этой площади 
расположить возможно дальше от нейтральной оси.

Касательные напряжения в балках изменяются по высоте сече
ния в зависимости от отношения S °TC/b (6.3) и в крайних по высо
те точках при отсутствии сдвигающих нагрузок равны нулю. Для 
постоянных по ширине сечений касательные напряжения изменя
ются по квадратичному закону (рис. 6.7, а), а в местах скачкооб
разного изменения ширины они имеют скачки или разрывы 
(рис. 6.7, б).

Рис. 6.7

При изгибе тонкостенных стержней принимается, что касатель
ные напряжения направлены вдоль осевых (контурных) линий эле-
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ментов сечений стержней и постоянны по их толщине. Характер 
распределения касательных напряжений в двутавре и швеллере при 
изгибе в плоскости Оху показан на рис. 6.8, о, б. В стенках стержней 
действуют вертикальные касательные напряжения т(Т, изменяющи
еся по квадратичному закону, а в полках — горизонтальные каса
тельные напряжения T ,v, изменяющиеся по линейному закону.

Рис. 6.8

Характерные значения касательных напряжений т в стенках 
двутавра и швеллера определяются по формулам

QS" QST'
Ti = Т Т ’ тп»х = (612)J zd J.d

где S f  — статический момент половины сечения (полусечения) 
относительно нейтральной оси, S? — статический момент площа
ди сечения полки относительно нейтральной оси, d — толщина 
стенки.

В сечениях тонкостенных стержней касательные напряжения 
при изгибе образуют, образно говоря, сплошной поток, который в 
некоторых случаях может вызвать закручивание стержня. Для того 
чтобы этого не происходило, плоскость действия поперечных на
грузок должна проходить через линию особых точек — центров 
изгиба сечения.

Для тонкостенных стержней с двумя плоскостями симметрии 
(например, двутавры) линия центров изгиба совпадает с осью 
стержня.
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Если плоскость действия поперечных нагрузок не является 
плоскостью симметрии стержня, как, например, для швеллера 
(рис. 6.8, б), го линия центров изгиба может не совпадать с осью 
стержня. В этом случае положение центра изгиба поперечного 
сечения А можно определить из условия равенства нулю момента 
касательных напряжений относительно этой точки.

При относительно больших поперечных силах требуется про
верка выполнения условия прочности балки на сдвиг:

где Rs — расчетное сопротивление материала балки на сдвиг.
На сдвиг (срез, скалывание) выполняется расчет на прочность 

элементов соединений составных балок — заклепок, сварных 
швов, болтов, шпонок и т.п.

Главные напряжения в балках при изгибе и углы наклона глав
ных площадок можно определить по формулам плоского напря
женного состояния (2.16) и (2.17), положив ov = a, a v, = 0, т1Л. = т.

В крайних по высоте точках балки напряженное состояние яв
ляется одноосным, а в точках нейтрального слоя оно имеет харак
тер чистого сдвига. Характер напряженного состояния в произ
вольной точке балки и положение главных площадок в трех харак
терных точках по ее высоте показаны на рис. 6.9.

(6.13)

(6.14)



Потенциальная энергия деформации балки при изгибе опреде
ляется по формуле

2 F Jо '<■
1 О 2dx + ri [--- dx,
{ 2GF (6.15)

где Г| — числовой безразмерный коэффициент, зависящий от фор
мы поперечного сечения балки.

Как правило, второе слагаемое в формуле (6.15) не учитывается.
Работа балки за пределом упругости материала зависит от вида 

диаграммы растяжения-сжатия. Если в качестве этой диаграммы 
принята схематизированная диаграмма Прандтля (рис. 6.10), то 
постепенное увеличение нагрузки приводит к образованию в опас
ном сечении балки пластических зон с напряжениями, равными 
пределу текучести.

В момент, когда пластические зоны охватят все сечение, обра
зуется так называемый пластический шарнир (рис. 6.11), что соот
ветствует исчерпанию несущей способности балки. Нагрузка, со
ответствующая образованию пластического шарнира, называется 
разрушающей (предельной).

О

Л
и

разр

Рис. 6.10

'Пластический шарнир 

Рис. 6.11

I I а
«1я

Разрушающий (предельный) момент в пластическом шарнире 
определяется по формуле

М разр = Л/пред = СТтИ/пл> ( 6-16)

где — пластический момент сопротивления сечения, ат — пре
дел текучести материала балки.

Для сечений, симметричных относительно нейтральной оси 
(рис. 6.11), пластический момент сопротивления определяется по 
формуле

Wm = 2 S ir-. (6.17)
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Для таких сечений нейтральные оси в упругой и пластической 
стадиях совпадают. Если нейтральная ось поперечного сечения 
балки не является осью симметрии (рис. 6.12), то в пластической 
стадии она не проходит через центр тяжести сечения. Положение 
нейтральной оси zt в этом случае определяется из условия равен
ства площадей сжатой и растянутой частей сечения: Fc = Fp.

т

-------- ч

С и
*

С
цц

У °т

Рис. 6.12

Пластический момент сопротивления сечения при этом опре
деляется по формуле

№пл = S '  + S?, (6.18)

где S Q. и 5 Р — статические моменты площадей сжатой и растянутойЧ Ччастей сечения относительно нейтральной оси г, в пластической 
стадии.

По величине разрушающего момента можно определить значе
ние разрушающей нагрузки.

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 6.1

Для шарнирно-опертой балки (рис. 6.13, о) требуется:
1. Построить эпюры MwQ.
2. Подобрать сечение балки в виде стального прокатного двутавра. 

Нагрузку считать нормативной, коэффициент надежности по 
нагрузке = 1,2. Расчетное сопротивление R = 210 М Па = 
= 21 кН/см2, ус= 1,0.

3. Построить эпюры а  и х в опасном сечении балки.
4. Для опасного сечения вычислить значения главных напряжений 

и углы наклона главных площадок в точке на уровне сопряже
ния полки и стенки двутавра.
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5. Вычислить значение разрушающего момента, приняв от =
= 230 МПа.
Определяем опорные реакции:

'£ М Л = 0, 60-2,4 + 20-6 = 4,8RB, RB= 55 кН.

£ Л / Й =0, 60-2,4-20-1,2 = 4,8/^, ^  = 25k H.

^  Y = 0 (проверка), 60 + 20 - 25 - 55 = 0.

Эпюры М и Q приведены не рис. 6.13, б, в. Опасным является 
сечение в середине пролета, где изгибающий момент имеет наи
большее значение. Вычисляем требуемый момент сопротивления 
сечения:

Л/р = Л/ну/ = 60- 1,2 = 72 кНм,
ш  Л/р 72-102 зW. > — — = ------= 343 см .

- уCR 1,0 21

а)

б)

25

в)

60 кН
В '-

ЯА = 25 к К  
2,4 м

35

1

S77. 7̂7

2,4 м
Ля = 55кН
1,2

20

20 кН

^ 2 4
Ж  ИИк

©
(КН)

®
(кНм)

25 • 2,4 = 60 

Рис. 6.13

Принимаем по сортаменту двутавр 127 и выписываем необходи
мые геометрические характеристики сечения (рис. 6.14).

Вычисляем значения наибольших нормальных напряжений в 
опасном сечении:

->2
а нб ®нм

72 ■ 10
371

= 19,4 кН/см2 = 194 МПа.

152



r W
h = 27 см 
b = 12,5 cm  
d = 0 ,6  cm  

r = 0,98 cm  
J . = 5010 c m 4 
Й/=371 c m 3 

5У2 = 210см3

Рис. 6.14

В опасном сечении растянуты нижние волокна балки. Вычис
ляем значения нормальных напряжений в волокнах на уровне со
пряжения полки и стенки двутавра.

При у = 27/2 - 0,98 = 12,52 см
I / *7'Л 1 л2

а  = - 2 -у = 12,52 = 18 кН/см2 = 180 МПа.
У. 5010

Касательные непряжения в балке максимальны на участке, где 
действует наибольшая по величине поперечная сила |0) = 35 кН. 
Вычисляем в сечениях на этом участке характерные значения вер
тикальных касательных напряжений т от действия расчетной 
поперечной силы (2р = 35 • 1,2 = 42 кН.

а) На уровне нейтральной оси

QSl/2 42-210
J J

= 2,93 кН/см = 29,3 МПа.
5010 0,6

б) На уровне сопряжения полки и стенки 
_  QS" 42 159,4 2- 2,23 кН/смJ.d  5010 0,6

22,3 МПа,

где 5,п — статический момент площади сечения полки относитель
но нейтральной оси, при определении которого поперечное сече
ние полки приближенно считаем прямоугольным (рис. 6.15).

S ’1 = 12,5 0 , 9 8 ^ 1 3 , 5 = 159,4 см3.

Знак касательных напряжений принимается соответствующим 
знаку поперечной силы. Эпюры нормальных и касательных напря
жений в опасном сечении балки приведены на рис. 6.15.

Вычисляем значения главных напряжений и углы наклона глав
ных площадок в опасном сечении балки в точке на уровне сопря
жения полки и стенки в зоне растяжения.
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,98 © (М П а )  (т )(М П а )

194 

Рис. 6.15

При л: =2,4 м ,у = 12,52 см, ov = o= 180 МПа, 1ух = 1 { =-22,3 МПа,

- » ± К 7.
с, = 183 МПа, о2 = -3 МПа, 

tgot, = ~  = = 0,122, а, = 6°57',

tga2 = --- =
а 2

183
22,3

3,19, а-, = -83°02'.

Положение главных площадок показано на рис. 6.16.

о, = 29,3 МПа

|\а, = -3 МПа

Рис. 6.16

Вычисляем значение разрушающего (предельного) момента в 
пластическом шарнире:

Мразр = Чред = °Т ■ 2Sz/2 = 23 ■ 2 • 210 = 9,66 • Ю3 кНсм = 96,6 кНм.
Пластический шарнир образуется в сечении, где действует наи

больший изгибающий момент, то есть в середине пролета балки.
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Для деревянной балки прямоугольного сечения (рис. 6.17, а) 
требуется:
1. Построить эпюры Л/ и Q.
2. Определить высоту сечения балки И из условия прочности, при

няв R = 14 М Па = 1,4 кН/см2, ус = 1,0. Нагрузку считать расчет
ной.

3. Проверить выполнение условия прочности балки на скалыва
ние по нейтральному слою, приняв R% = 2 МПа (расчетное со
противление на скалывание вдоль волокон).

Задача 6.2

Определяем опорные реакции:

^ М А =0, 4-1+4-3 ■ 2,5 = 4RB, RB = 8,5кН.

£ Л / Я =0, 4-3 + 4-3-1,5 = 4Ra, Ra = 7,5 кН,

= 0 (проверка), 4 + 4 • 3 - 7,5 - 8,5 = 0.

Эпюры MwQ приведены на рис. 6.17, 6, в. Определяем экстре
мальное значение изгибающего момента в пролете:

Я 5 2 125 а - —  = 2,125 м, Мтах = 8,5 - 2,125 - 4 2,125—---= 9,03кНм.4  ’ mdX 4
Выражаем момент сопротивления сечения через его высоту И и 

определяем ее из условия прочности по опасному сечению:

Рис. 6.17
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u/ bh2 12 h2 Л )2^А/р 9,03-102 ^  3w, = — - = ——  = 2/7 > — - = ------- = 645 CM-,
6 6 yeR 1,0 1,4

h > = 17,96 c m .

Принимаем сечение деревянной балки 12x18 см и определяем 
его геометрические характеристики:

, 12 • 183 4 12 • 182 зJ .  = ----—  = 5832 см , W, = ----- = 648 см ,

5 ,1/2 = 1 2 . 9- 4,5 = 486 см3.

Определяем наибольшие нормальные напряжения в опасном 
сечении балки и проверяем выполнение условия ее прочности:

'нб
М. 9,03 102 2
Wz 648

= 1,39 кН/см =

= 13,9 МПа < уCR = 14 МПа.
Прочность балки на скалывание вдоль волокон проверяем в 

сечении на опоре В , где действует наибольшая поперечная сила:

£5У2 8,5-486
J.b  5832-12

0,06 кН/см" =

= 0,6 МПа < уCRS = 2 МПа.

Прочность балки на изгиб и скалывание обеспечена.

Задача 6.3

В стальном двутавре, нагруженном сосредоточенной силой 
(рис. 6.18, а), с помощью тензодатчика определена линейная де
формация верхних волокон в сечении х = 1,5 м. Требуется опреде
лить величину приложенной силы и наибольшие напряжения в 
двутавровой балке. В расчетах принять ev = е = -4,6 ■ 10-4, Е  = 
= 2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2.

С помощью закона Гука определяем нормальные напряжения в 
верхних волокнах балки в месте установки тензодатчика:

о = £е = 2,1 • Ю5 (-4,6 10-4) = -96,6 МПа =

= -9,66 кН/см2 (сжатие).
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Эти напряжения соответствуют действию в данном сечении 
балки следующего изгибающего момента:

М = |а, JH ''.  = 9,66 • 232 = 2,24 ■ 103 кНсм = 22,4 кНм,

где W  = 232 см:’ — момент сопротивления сечения двутавра 122.
Для определения величины силы Р  выражаем изгибающий мо

мент в сечении, где установлен тензодатчик, через эту силу 
(рис. 6.18, б) и приравниваем его полученному выше значению М:

х= 1,5 м, Л/ = 0,33/> -1,5 = 0,5/>= 22,4 кНм, Р = 44,8 кН.

Определяем наибольшие нормальные напряжения в сечении, 
где приложена сосредоточенная сила:

М. 0,8 • 44,8 102
°н б  Р н н |  уу 232

= 15,45 кН/см = 154,5 МПа.

Определяем максимальные касательные напряжения в сечени
ях балки на участке между сосредоточенной силой и опорой В:

QST- 0,67-44,8 131
J J

= 2,86 кН/см2 = 28,6 МПа,
2550 0,54

где У. = 2550 см4 — момент инерции сечения, S J/2 =131 см3 — ста
тический момент полусечения и d = 0,54 см — толщина стенки 
двутавра.
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Задача 6.4

Для стальной балки коробчатого сечения (рис. 6.19, а) требуется:
1. Определить величины расчетной и нормативной нагрузок из 

условия прочности балки, приняв R= 210 МПа, у{  = 1,3, ус = 1,0.
2. Вычислить значения максимальных касательных напряжений 

в балке и построить эпюру т.
3. Определить величину разрушающей (предельной) нагрузки, 

приняв с т = 230 М Па.

d= 1 см

Выполняем статический расчет балки и строим эпюры М w Q 
(рис. 6.19, б, в). Максимальный изгибающий момент в середине 
балки равен

Мтах =1,54-2,5- ?-1 ,5 ^  = 2,625,?.

Определяем геометрические характеристики поперечного сече
ния балки, рассматривая его как разность двух прямоугольников:

, 18-243 16-223 ^с, п 4 6539 3Л  = ---:---------- = 6539 см , IV, = = 545 см ,
12 12 12

5.1/2 = 18 - 12-6 — 16 - 11 - 5,5 = 328 см3 (статический момент 
полусечения).

Определяем из условия прочности наибольший изгибающий 
момент для данной балки:
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М = ycR W, = 1,0 21 -545= 11,44- 103 кНсм = 114,4 кНм. 

Определяем значения расчетной и нормативной нагрузок: 

Л/р = 2,625<7р = 114,4 кНм, qp = 43,6 кН/м,

Ян -  2Р. 43,6 = 33,5 кН/м.
У/ U

Наибольшая поперечная сила действует на участках балки вбли
зи опор, где она равна по абсолютной величине 1,5̂ . Определяем 
в сечениях балки на этих участках значения вертикальных каса
тельных напряжений от действия расчетной нагрузки:

<?PS '/2 1,5-43,6-328 2
tmav = = ----------- =1,64 кН/см =16,4 МПа,
max J,2d 6539 2 1,0Z 1

QpS" 1,5-43,6-207 2 т/1 М Пх, = 1 = ----------- - = 1,04 кН/см = 10,4 МПа,
1 J г 2d 6539 2-1,0

где 5." = 18 ■ 1 ■ 11,5 = 207 см3 — статический момент площади сече
ния полки относительно нейтральной оси. Эпюра х в стенке при
ведена на рис. 6.20.

18 см
(МПа)

Рис. 6.20

Вычисляем значение разрушающего (предельного) момента, 
вызывающего появление пластического шарнира в опасном сече
нии балки:

Мразр = Чред = ОтИ'пл = = 23 - 2 ■ 328 = 15,1 ■ 103 кНсм =
= 151 кНм.

Приравниваем разрушающий момент к наибольшему изгибаю
щему моменту в опасном сечении балки и определяем интенсив
ность разрушающей нагрузки:
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^шах ~ 2,625  ̂= А/ра3р = 151 кНм, 4разр = 57,5кН/м.

Коэффициент запаса по отношению к нормативной нагрузке 
равен

п = Уразр _  

Яп
57.5
33.5

= 1,72.

Задача 6.5

Для консольной чугунной балки несимметричного сечения 
(рис. 6.21) требуется определить величину силы Риз условий проч
ности и построить эпюры напряжений о и т в опасном сечении. 
Допускаемые напряжения материала на растяжение и сжатие рав
ны [ср] = 50 МПа = 5 кН/см2, [ас] = 140 МПа = 14 кН/см2.

2,4 Р

2,4 м

Рис. 6.21

Определяем положение центра тяжести сечения (рис. 6.22, а):
S. 12 -4(-2) + 16 4 8 416 ,  „ус = —  =-----— --------- = --- = 3,71 см.

с F  12-4+16-4 112
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Вычисляем осевой момент инерции и моменты сопротивления 
сечения:

J Z ~ J Z, ~ а F -
12 43 4 -163

3,712 112 = 4176см4,

= Т 7 Г  = 542см3’ w*  = — = = 340см3- г К  7,71 гн Л,, 12,29

Вычисляем статические моменты полусечения и полки относи
тельно нейтральной оси:

S f  = 4 1 2 ,2 9 ^ р  = 302 см3, |^'| = 12 • 4(2 + 3,71) = 274см3.

Для определения величины силы Р используем условия проч
ности балки в сечении, где действует наибольший изгибающий 
момент (рис. 6.21).

а) По зоне растяжения
5-542 
240

б) По зоне сжатия
14•340М = 2AP< [oc]Wzll, Р < ^ - ^ -  = 19,8кН.

Чтобы обеспечить выполнение условий прочности в обеих зо
нах сечения балки, надо принять меньшую силу Р= 11,3 кН.

Вычисляем значения нормальных и касательных напряжений в 
опасном сечении балки:

М = 2,4Р<[стр]И/в, Р < = 11,3 кН.

2,4- 102 • 11,3
542

1 - 2,4 -102-11,3
340

QS" 11,3 •274
J zb\ 4176 12
QS" 11,3 ■274

= 7,97 кН/см2 = 79,7 МПа,

нб

т, = ' = 0,06 кН/см2 = 0,6 МПа,

h = ^ r t=  7 . W  = 0,18 кН/см2 = 1,8 МПа, J  ,b2 4176-4

ш̂ах - Щ - = ^т3 .302 = о, 2 кН/см^ = 2 М Па. J zlh 4176-4
Эпюры напряжений приведены на рис. 6.22, б, в.

п — в I -<■



Задача 6.6

Деревянная балка круглого сечения диаметром D= 16 см пере
крывает пролет / и нагружена в середине сосредоточенной силой 
Рн = Q = 4 кН (рис. 6.23, а). Коэффициент надежности по нагрузке 

1,3. Требуется определить предельную по условию прочности 
длину пролета. Расчетное сопротивление принять R = 14 МПа = 
= 1,4 кН/см2, ус = 1,0.

Наибольший изгибающий момент в балке действует в сечении 
под грузом (рис. 6.23, б). Выражаем этот момент через длину / и 
приравниваем его к моменту, который может выдержать балка по 
условию прочности:

/<433 см = 4,33 м.

Задача 6.7

Для балочной системы (рис. 6.24, а) требуется определить вели
чину нагрузки q из условий прочности обеих балок. Материал ба
лок — сталь марки ВСт.З с расчетным сопротивлением R = 
= 210 МПа = 21 кН/см2, ус = 1,0.

Балка АВ опирается на нижнюю балку CD, передавая на нее в 
сечениях А и В сосредоточенные силы (рис. 6.24, б, в). На этих 
рисунках приведены эпюры изгибающих моментов.

Z

Рис. 6.23

Рр = 4- 1,3 = 5,2 кН, Л/р = 0,5 • 5,2 • 0,5/ = 1,3/,
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Выражаем наибольшие изгибающие моменты в балках через 
параметр q и вычисляем значения нагрузки из условий прочности 
каждой из них.

Балка АВ (116), Wz = 109см3,

М = 0,32 • 10*q<ycRWz= 1,0-21 109 = 2289 кНсм,
q < 0,716 кН/см = 71,6 кН/м.

Балка CD (0200x10 мм)

Л  = ^ (Д 24 - Л,4) = -(104 - 94) = 2701 см4,
4 4

w , - L
R2 10

2701 07П . 3= 270,1 см ,

М = 0,88 • 104<7<Yf/?H^= 1,0 21 -270,1 =5672 кНсм, 

q < 0,645 кН/см = 64,5 кН/м.

Принимаем меньшее значение нагрузки q = 64,5 кН/м.

1 £4



Задача 6.8

Шарнирно-опертая балка (рис. 6.25) состоит из деревянною 
бруса 12x18 см и двух стальных листов 120x10 мм. Совместная ра
бота элементов балки обеспечивается соединениями. Требуется 
определить нормальные и касательные напряжения в стальных 
листах и деревянном брусе, приняв модули упругости £ст = 2 х 
х 105 МПа, Е  =0,1 • 105 МПа.

l 12 см.
10 кН/м ' Г т

Рис. 6.25
Изгибающий момент в балке М воспринимается стальными 

листами и деревянным брусом. На каждый элемент балки прихо
дится своя часть изгибающего момента, соответственно Л/ст и Л/д, 
причем М = А/ст+ Л/д. Соотношение между ними можно получить, 
использовав условие жесткого соединения элементов балки и ги
потезу плоских сечений, согласно которым кривизны элементов 
должны быть одинаковыми:

Л/,.. Л/, м СТ = м л(E J)  с
р ( E J  )ст (£У)Д “  д (£ / )д
Изгибающие моменты, воспринимаемые элементами балки, 

распределяются пропорционально их изгибным жесткостям.
Положение нейтральной оси поперечных сечений составной 

балки из разномодульных материалов в общем случае подлежит 
определению из условия равенства нулю продольной силы при 
изгибе. В нашей задаче в силу симметричного расположения сталь
ных листов нейтральная ось сечения совпадаете центральной осью 
сечения деревянного бруса.

Вычисляем значения изгибных жесткостей элементов балки и 
действующих в них изгибающих моментов в середине пролета:

(£ / )ст = 2 1 0 - 2
( I 1 з
— —  + 12 • 9,52 1 = 2 1 04 - 2168 

12 1
4,336 107 кНсм2 = 4,336 103 кНм2;
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(£/)., = 0,1 104 •12 183 
12

= 0,1 • 104 • 5832 = 5,832 • 106 кНсм2 =

= 5,832 102 кНм2;
4,336-103 _Л/,., = А/_------- г = 7,435 Л/д,

д 5,832 102

л/ст + л/я л/„
ql' 10 • 4,8

' max
М = 25,4 кНм,

8
= 28,8 кНм,

М.■ст-— ’ .........- "*д ~ 3,4 кНм.
Вычисляем значения наибольших нормальных напряжений в 

элементах балки в середине пролета:

а“' = j.
Мст 25,4 102

-У •10 = 11,7кН/см2 = 117 МПа,
2168

о , = ^ у  = 3,4' 10 ■ 9 = 0,53 кН/см2 =5,3 МПа.
1 Ул 5832

Эпюра нормальных напряжений приведена на рис. 6.26. Отме
тим наличие скачка в эпюре а на уровне сопряжения элементов 
балки.

При определении касательных напряжений в поперечных сече
ниях составной балки из разномодульных материалов можно при
нять, что поперечная сила распределяется по элементам балки 
также пропорционально их изгибным жесткостям. Тогда для сече
ния балки вблизи опоры А будем иметь

чЗ
= 7,435(2Д,

4 'J) , 5,832 • 10

&т + 0д=а4 =/?4 = ^ у ^  = 24кн,
0СТ = 21,16 кН, Qr = 2,84 кН.

Вычисляем значения касательных напряжений на уровне со
пряжения стальных листов и деревянного бруса и на уровне ней
тральной оси сечения вблизи опоры А с учетом жесткого соедине
ния элементов:

0еА ст 21,16 • 12 1 9,5
J CTb 216812

0,093 кН/см2 = 0,93 МПа,



©  МПа (х )(М П а )

с

У 117

0,93

[ и з

Излом
У

Рис. 6.26 Рис. 6.27

max = 0,113 кН/см2

= 1,13 МПа.
Эпюра касательных напряжений приведена на рис. 6.27. Отме

тим наличие излома в эпюре на уровне сопряжения стальных лис
тов и деревянного бруса.

Соединения, обеспечивающие совместную работу элементов 
балки, должны рассчитываться на действие распределенной по 
длине сдвигающей силы с интенсивностью на опорах:

Т=хЬ = 0,093 ■ 12= 1,12 кН/см =112 кН/м.

Задача 6.9

Для стальной составной двутавровой балки (рис. 6.28) требу-

1. Определить значение силы Р , при действии которой в опасном 
сечении балки нормальные напряжения в полках постоянны и 
равны пределу текучести.

2. Определить длину участка балки с пластическими деформаци
ями.

3. Определить остаточные нормальные напряжения в опасном 
сечении балки при ее полной разгрузке.
Деформирование материала балки следует диаграмме Прандтля 

(рис. 6.10) с равными значениями предела текучести при растяже
нии и сжатии стт = 24 кН/см2 = 240 МПа.

Вычисляем геометрические характеристики сечения балки:

ется:

. 1-183 12 • 23 „  ,  1п2) 4 J ,  = ---- + 2 ----- + 2-2-0 = 5302см,
12 I 12
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и/ _  5302 _  4^2 cM3_
11

120x20 мм

J 80x10 мм

Эпюра нормальных напряжений в опасном сечении балки, со
ответствующая пластической работе материала полок, приведена 
на рис. 6.29, а,

Определяем значения равнодействующих нормальных напря
жений в полке и в половине стенки двутавра:

Л„ = aTFn = 24 • 12 -2 = 5,76- 102кН,

= ^ a TFCT = ^24 9 1 = 1,08 102 кН.

Изгибающий момент, соответствующий эпюре нормальных на
пряжений на рис. 6.29, а, определяем как равнодействующий мо
мент этих напряжений:

M=2(Rnyn + RCTy J  = 2(5,76- 102- 10+ 1,08- Ю2 6) =

= 12,82 • 103 кНсм = 128,2 кНм.
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Вычисляем значение сосредоточенной силы в середине балки, 
соответствующей действию этого изгибающего момента:

М = 0,9Р = 128,2 кНм, Р= 142,4 кН.

Определяем координату сечения балки, соответствующую по
явлению пластических деформаций в крайних по высоте волокнах:

М = 0,5 Рх = о1]У,, 0,5- 142,4* = 24-482, *=  162,5 см.

Длина зон пластических деформаций в полках составляет 

а = 2(180- 162,5) = 35 см.

При приближении к точке приложения силы пластические де
формации охватывают все волокна полок (рис. 6.30).

Рис. 6.30

При разгрузке балки предполагается,что зависимость а  - е яв
ляется линейной с первоначальным углом наклона диаграммы 
Прандтля.

Для определения остаточных нормальных напряжений при пол
ной разгрузке балки вычисляем значения а  от действия изгиба
ющего момента М = 128,2 кНм обратного направления (суммарный 
изгибающий момент в балке после разгрузки должен быть равен 
нулю):

а нб = |стнм| = —  = 128,2 10 = 26,6 кН/см2 = 266 МПа, 
нб 1 им| Wz 482

A/f I ЛО Л 1 г\2
о(9) = —  у = — ----9 = 21,8 кН/см2 = 218 МПа.

Л  5302



Соответствующая эпюра а приведена на рис. 6.29, б. Сложив ее 
с эпюрой на рис. 6.29, а, получим эпюру остаточных нормальных 
напряжений в балке после разгрузки (рис. 6.29, в). Остаточные 
напряжения образуют взаимно уравновешенную систему.

Задача 6.10

Для составной балки указанного на рис. 6.31 сечения требуется 
определить из условия прочности величину силы Р, построить 
эпюру а  в опасном сечении и вычислить значение максимальных 
касательных напряжений и интенсивность сдвигающей силы меж
ду листом и полкой каждого двутавра. В расчетах принять R = 
= 210 М Па, ус = 1,0.

240x10 мм

Вычисляем необходимые геометрические характеристики сече
ния:

124а: У. = 3800 см4, F= 37,5 см2, b = 12,5 см, с!= 0,56 см, / = 0,98 см,

Sz, 24-1 12,5Ус = —  = ------------= 3,03 см,F  24-1 + 2-37,5

Л  = 2(3800 + 3,032 • 37,5) + + (12,5 - 3,03)2 • 24 =
1 Z.

= 10 443 см4,

w„  = -j 0443 = 694,8см3, W,B = — 0443 = 1047см3.- 12 + 3,03 ^ 13-3,03

Выполняем условие прочности по нижним более напряженным 
волокнам балки в сечении с наибольшим изгибающим моментом 
(рис. 6.31):

1 /:п



Л/ = 1,1 • \№P<ycRWZH = 1,0 • 21 • 694,8= 14591 кНсм,

Р< 132,6 кН.

Принимаем Р=  130 кН и вычисляем значения нормальных 
напряжений в крайних волокнах балки в опасном сечении:

1,1 10- • 130
1047 

1,1 102 130

-13,7 кН/см2 = -137 МПа,

= 20,6 кН/см2 = 206 МПа.
694,8

Эпюра нормальных напряжений приведена на рис. 6.32. Вычис
ляем значение максимальных касательных напряжений в балке:

QS'J2 0,5 -130 - 466,8
J T2d 10443 2 0,56

2,59 кН/см = 25,9 МПа,

где S y 2 — статический момент полусечения. При его вычислении 
рассматриваем нижнюю часть сечения, а поперечные сечения по
лок приближенно считаем прямоугольными.

5У2 = 2 12,5 - 0,98 15,03- 0,98

+ (15,03 -0,98) 0,56

|_____ J, 0,98 см
12,5 см

Рис. 6.32
Максимальные касательные напряжения действуют на уровне 

нейтральной оси. Определяем интенсивность сдвигающей силы 
между листом и полкой каждого двутавра:

Т = QS" 0,5 • 130 • 227,3
2 Л 2 -10443

= 0,707 кН/см = 70,7 кН/м,
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где S.n = 24 • 1 - [̂ 9,97 - -^-J = 227,3 см3 — статический момент пло

щади поперечного сечения листа относительно нейтральной оси. 
На действие сдвигающей силы должен производиться расчет свар
ных швов или заклепок, обеспечивающих совместную работу эле
ментов балки.

Задача 6.11

Для стальной консольной балки в виде горизонтально располо
женного швеллера [16 (рис. 6.33) требуется определить из условия 
прочности значение нагрузки q и построить эпюры а и т в опасном 
сечении. В расчетах принять R = 210 МПа, у = 1,0.

ч I2
1,5 м

; [16 

а ш Я

Рис. 6.33

Выписываем из сортамента геометрические характеристики 
швеллера [16: У. = 63,6 см4, h = 16 см, b = 6,4 см, d = 0,5 см, t = 
= 0,84 см, W, = 13,8 см3. Выполняем условие прочности балки в 
сечении вблизи заделки:

Л/ = < уCRW, = 1,0 21 13,8 = 289,8 кНсм,

<7 < 0,0258 кН/см = 2,58 кН/м.

Вычисляем значения наибольших нормальных напряжений в 
балке:

М

а нб -

2,58 -1,52 
2

2,9-102
13,8

= 2,9 кНм,

= 21 кН/см2 = 210 МПа,
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2 о in2
|онм| = ---- 1,8 = 8,2 кН/см2 = 82 МПа.

63.6
Для определения касательных напряжений т в полках швел

лера вычисляем статические моменты полусечения и площади 
стенки швеллера относительно нейтральной оси. Поперечные се
чения полок и стенки приближенно считаем прямоугольными.

5У2 = 2 ■ 4,6 • 0,84 • —  = 17,78 см3 (верхняя часть сечения),

S "  = 16 0 ,5 ^ 1 ,8 - ^ J = 12,4см3.

Вычисляем значения касательных напряжений в полках:
1,5 - 2,58 -17,78 . „  . 2 ,  . xmnv = ------------ = 0,64 кН/см = 6,4 МПа,
63.6 2 0,84

1,5-2,5812,4 2т. = -------- ---= 0,45 кН/см = 4,5 МПа.
1 63,6-2 -0,84

Рис. 6.34
Касательные напряжения в полках изменяются по квадратич

ному закону. В стенке швеллера действуют горизонтальные каса
тельные напряжения т , изменяющиеся по линейному закону от 
нуля на оси симметрии Оу до наибольших значений в местах со
пряжения стенки с полками. Направления этих напряжений для 
левой и правой половин стенки противоположны друг другу. Наи
большие напряжения равны 

1,5 2,58 5,549
63,6 0,5

= 0,68 кН/см = 6,8 МПа,

где 5 °тс = (8 - 0,84) • 0,5^1,8 - = 5,549 см3 — статический мо

мент площади половины сечения стенки швеллера относительно 
нейтральной оси. Эпюры ст и т приведены на рис. 6.34.
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Задача 6.12

Для стержневой системы (рис. 6.35, а), состоящей из стальной 
составной балки АВ, поддерживаемой двумя стальными стержня
ми, требуется определить из условий прочности величину силы Р 
и вычислить значения наибольших нормальных и касательных 
напряжений в балке и интенсивность сдвигающей силы между 
листами и швеллером. В расчетах принять R= 210 МПа, ус= 1,0.

Вычисляем геометрические характеристики сечения балки:

Строим эпюру изгибающих моментов (рис. 6.35, б) и определя
ем величину силы Р из условия прочности балки в опасном сече
нии С:

М= 1,2- 102P<ycRWl = 1,0 21 • 1226 = 25 746 кНсм,

/><215кн.

Для определения усилий в стержнях рассмотрим схему дефор
мации системы. При изгибе балки АВ сечение С получает про
гиб vc, связанный с удлинениями стержней (рис. 6.35, в). Исполь
зуя схему деформации, получаем

В

В '

Рис. 6.35

[22а: У. = 187 см4, F= 28,8 см2. 

2[56х5: F= 2 ■ 5,41 = 10,82 см2.

и/ 22 060 зW' = ----- = 1226 см
18
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^ . i .  а/ , = ^ ,  д/; = ^ А .Д/2 1 EFX 2 £F2
Поскольку в нашей задаче /, = I-, и F { = F2, усилия в стержнях 

одинаковы: yV, = N2. Составляем уравнение равновесия:

% М А =0, 1,697УУ, + 1,697УУ2 = 2,4Р + 4,8 • 0,5Р,
N{ = N2=\,4\4P,

где г, =г2 = 2,4 • sin45° = 1,697 м — плечи усилий.
Отметим, что при равенстве усилий в стержнях опорная реакция 

НА = 0, и в балке отсутствуют продольные силы. Определяем вели
чину силы Р из условия прочности стержней:

N{ = N2= \ ,4\4P<ycRF= 1,0 21 • 10,82 = 227,2 кН,

Р< 160,7 кН.

Принимаем с округлением меньшую силу Р= 160 кН и вычис
ляем значения наибольших нормальных и касательных напряже
ний в балке:

_ 1,2 102 160 ,
нб 1226

= 15,7 кН/см = 157 МПа,

0,5 160 - 771,6 , „ 2ттах = ------------ = ,4 кН/см = 14 МПа,
тах 22 060 - 2 -1,0

где S y 2 = 2 • 18 • 1,0 • 9 + 28,8(18 - 2,46) = 771,6 см3 — статический 
момент полусечения.

Определяем интенсивность сдвигающей силы между листом и 
полками швеллера:

т  0,5 -160 - 447,6 п о , , , ,  01 
= — 22 060 2—  = = 81 кН/м,

где S °TC = 28,8(18 - 2,46) = 447,6 см3 — статический момент площа
ди сечения швеллера относительно нейтральной оси.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 6.13. Для стальной консольной составной балки 
(рис. 6.36) требуется построить эпюры М и Q, построить эпюры а 
и х в опасном сечении балки и определить в этом сечении значения 
главных напряжений и углы наклона главных площадок в точке 
стенки на уровне ее сопряжения с полками.
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20 кН 10 кН

1,6 м 1,6 м

120x10 мм 
^Ts

240x6 мм

Рис. 6.36

Ответ: а нб = |стнм| = 187,2 МПа, ттах = 21,7 МПа, о, = 174 МПа, 
а 2 = - 1,6 МПа, а, = -5°32', а 2 = 84°28;.

Задача 6.14. Для чугунной балки (рис. 6.37) требуется построить 
эпюры о и х в опасном сечении.

Ответ: а мб = 37,5 МПа, с нм = -50,1 МПа, ттах = 2,1 МПа.

Задача 6.15. Для стальной составной балки (рис. 6.38) требуется 
построить эпюры ст и х в сечениях балки с наибольшими М и Q и 
определить наибольшую интенсивность сдвигающей силы между 
листом и полкой двутавра.

180x16 мм

Ответ: стмб = 197,8 МПа, стнм = -86,7 МПа, ттах = 28,6 МПа, 
Тн6 = 120 кН/м (на участках, примыкающих к опорам).

Задача 6.16. При испытании на изгиб стального двутавра (рис. 
6.39) была определена относительная линейная деформация в ней
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тральном слое под углом а  = 45° к оси: еа = 0,8 • Ю Л  Требуется 
определить величину силы Р  и значения наибольших нормальных 
и касательных напряжений в двутавре. В расчетах принять Е  = 
= 2,1 • 105 МПа, v = 0,3.

Рис. 6.39

Ответ: Р= 18,1 кН, а нб = |онм|= 149,5 МПа, ттах= 12,9 МПа.

Задача 6.17. Для биметаллической балки (рис. 6.40), состоящей 
из стального двутавра и алюминиевых ластов 240x20 мм, требуется 
построить эпюру а в опасном сечении и определить интенсивность 
сдвигающей силы между листом и полкой двутавра. В расчетах 
принять ЕС1 = 2,1 105 МПа, £^ = 0,7 ■ Ю5 МПа.

240x20 мм

£
140

Ответ: = 115,7 МПа, oj^ = 42,4 МПа, Г=60,8 кН/м.

Задача 6.18. Для деревянного бруса сечением 18x24 см, усилен
ного четырьмя стальными равнобокими уголками L70x6 (рис. 6.41), 
требуется определить величину сил Р  из условия прочности балки,

L70x6

! L A
1 м 2 м
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построить эпюру о в опасном сечении и вычислить интенсивность 
сдвигающей силы между каждым уголком и брусом. В расчетах 
принять Ест = 2,1 • 105 МПа, Еа = 1 • 104 МПа, RCT = 210 МПа, /?д = 
= 14 МПа, ус = 1,0.

Ответ: Р= 80,7 кН, а ^  = 210 МПа, afl6 = 9,5 МПа, Т= 145 кН/м.

Задача 6.19. Для шарнирно-опертой балки (рис. 6.42) требуется 
построить эпюры изгибающих моментов и поперечных сил, подо
брать сечение балки в виде стального прокатного двутавра и по
строить эпюры а  и х в сечениях с наибольшими А/ и Q. В расчетах 
принять коэффициент надежности по нагрузке yt = 1,3, расчетное 
сопротивление /? = 210 МПа и ус= 1,0.

Ответ: 127, а нб = |амм| = 186,4 МПа, ттах = 48,3 МПа.

Задача 6.20. Для деревянной балки прямоугольного сечения 
(бруса) (рис. 6.43) требуется построить эпюры А/ и Q и определить 
из условия прочности необходимые размеры сечения, приняв 
6 = 0,6//. В расчетах принятьyf = 1,2, R= 14 МПа и ус = 1,0.

Рис. 6.43
Ответ: брус сечением 8x13 см.

Задача 6.21. Для стальной балки трубчатого сечения (рис. 6.44) 
требуется определить величину момента А/ из условия прочности 
балки и величину разрушающего (предельного) момента в пласти
ческой стадии. В расчетах принять R = 210 МПа, ус = 1,0, ат = 
= 240 МПа.

Ответ: М = 12,25 кНм, М' = 18,73 кНм.
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0120x6 мм

0,6 см

Рис. 6.44
Задача 6.22. Для стальной балки из двух прокатных неравнобо

ких уголков (рис. 6.45) требуется определить величину сил Р из 
условия прочности балки и построить эпюры а и т в сечениях над 
опорами. В расчетах принять R = 210 МПа, ус = 1,0.

Ответ: Р = 20,1 кН, он6 = 99 МПа, а нм = -210 МПа, ттах = 
= 12,5 МПа.

Задача 6.23. Для стальной консольной балки, представляющей 
собой разрезанную вдоль трубу 0160x6 мм (рис. 6.46), требуется 
определить величину допустимой расчетной нагрузки из условия 
прочности и построить эпюру а в опасном сечении. В расчетах 
принять /? = 210 МПа = 21 кН/см2, ус = 1,0.

Ответ: q = 2,1 А кН/м, а нб = 210 МПа, а нм = -132,7 МГ1а.

Задача 6.24. Для чугунной балки (рис. 6.47) требуется опреде
лить величину допустимой нагрузки из условий прочности в зонах 
растяжения и сжатия и построить эпюры а и т в сечениях с наи
большими М  и Q. В расчетах принять допускаемые напряжения 
чугуна на растяжение и сжатие [стр] = 60 МПа, [ос] = 180 МПа.

Р 2L 140x90x8

Рис. 6.45

16 см

Рис. 6.46
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.4 .4

о
Z о

20 см

Рис. 6.47
Ответ: q = 61,5 кН/м, a llG = 60 МПа, 

= 7,35 МПа.
-84 МПа, т

Задача 6.25. Для стержневой системы (рис. 6.48) требуется опре
делить величину допустимой расчетной силы из условий прочно
сти деревянной балки АВ, состоящей из четырех бревен D= 16 см, 
и стального стержня СВ сечением 2012 мм. В расчетах принять
расчетные сопротивления стали и дерева /?ст 
= 15 МПа.

280 МПа, R

//М//Л

А I

2012 мм
R = 8 см

2.1 м 2,1 м

Рис. 6.48

Ответ: Р= 57,4 кН.

Задача 6.26. Для стальной балки (рис. 6.49) требуется определить 
величину силы Pv вызывающей появление текучести в крайних 
волокнах, величину разрушающей силы Р  в пластической стадии 
и значения остаточных нормальных напряжений в опасном сечении 
балки при полной ее разгрузке после нагружения силой Р = 0,5(РТ + 
+ /’разр). В расчетах принять стт = 240 МПа. Материал балки 
деформируется согласно диаграмме Прандтля (рис. 6.10).

Ответ: РТ = 23,03 кН, Рраур = 28,46 кН, о°§т = 34,8 МПа, о “ т = 
= -28,3 МПа.
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и

А Щ
ос

Д р

Рис. 6.49

Задача 6.27. Деревянный брус 10x15 см длиной 2 м, нагруженный 
в середине силой Р, опирается на два стальных консольных двутавра 
116 (рис. 6.50). Опирание бруса считать шарнирным. Требуется опре
делить величину допустимой силы из условий прочности бруса и 
двутавра и возникающие в них наибольшие нормальные напряжения. 
В расчетах принять Лст = 21 кН/см2, /?д = 1,4 кН/см2, ус = 1,0.

10 см

Рис. 6.50
Ответ: Р= 10,5 кН, аст= 14,4 кН/см2, <х,= 1,4 кН/см2.



Глава 7
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В БАЛКАХ 

И РАМАХ ПРИ ПРЯМОМ ИЗГИБЕ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Изгиб балки сопровождается искривлением ее оси. При прямом 
изгибе в плоскости Оху (рис. 7.1) ось балки превращается в плос
кую кривую. Точки оси получают вертикальные перемещения или 
прогибы и(.г), а поперечные сечения поворачиваются относитель
но своих нейтральных осей. Эти углы поворота в соответствии с 
гипотезой плоских сечений принимаются равными углам наклона 
касательной к изогнутой оси балки ф(.г). Прогиб считается поло
жительным, если его направление совпадает с направлением 
оси Оу. Угол поворота считается положительным, если поворот 
касательной к изогнутой оси происходит по ходу часовой стрелки.

Рис. 7.1

Прогибы и углы поворота в балке являются переменными ве
личинами, то есть функциями координаты х

В большинстве случаев изогнутая ось балки является очень 
пологой кривой, кривизна которой может быть определена по 
приближенной формуле

- = ± ^  = ±v"{x). (7.1)
р dx-

При этом угол поворота поперечных сечений принимается рав
ным тангенсу угла наклона касательной к изогнутой оси балки или 
производной первого порядка от прогиба:

ф(х) = tgф(x) = = v'(x). (7.2)dx
При условии (7.1) прогиб балки удовлетворяет приближенному 

дифференциальному уравнению ее изогнутой оси:

ф(лг) V Изогнутая ось
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где J  = /, — момент инерции поперечного сечения балки относи
тельно его нейтральной оси, Е  — модуль упругости материала при 
растяжении-сжатии, М(х) — изгибающий момент в балке.

Произведение E J  называется жесткостью балки при изгибе. 
В строительных конструкциях она чаще бывает постоянной или 
ступенчато-постоянной по длине.

При изгибе стержневых систем, например рам, возможны не 
только поперечные, но и осевые перемещения точек оси стержня 
(рис. 7.2). При этом удлинения или укорочения стержней обычно 
не учитываются.

EJv"(x) = -M(x), (7.3)

>'В
тг~
1
1

ин
В'

"в

Рис. 7.2

Для определения линейных и угловых перемещений в балках и 
стержневых системах используются различные методы.

Метод непосредственного интегрирования

Этот метод сводится к интегрированию дифференциального 
уравнения (7.3) при известном законе изменения изгибающих мо
ментов М(х) в балке. Последовательно интегрируя уравнение (7.3) 
при E J  = const, получаем:

EJv"(x) = -А/(х),

EJv'(x) = E J  cp(x) = -J M(x)dx + Ch 

EJv(x) = - J dxj M(x)dx + Chv + C2.

(7.4)

Постоянные интегрирования С, и С2 подлежат определению из 
кинематических граничных условий и условий сопряжения участ
ков. Кинематические граничные условия отражают характер за
крепления (опирания) балки и ставятся с помощью прогибов и 
углов поворота.
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В жесткой заделке (рис. 7.3) равны нулю прогиб и угол поворо
та поперечного сечения: при х = 0, v = 0, ф = 0. На шарнирных 
опорах (рис. 7.4) поворот сечения может происходить свободно 
(ф *  0), и граничные условия ставятся относительно прогиба: при 
х = 0, /, и = 0.

О х J _ U
v (x )f '

О

777,

->■

Рис. 7.3 Рис. 7.4

Условия сопряжения ставятся на границах участков с различ
ными законами изменения М(х). При отсутствии промежуточных 
шарниров они характеризуют гладкость и непрерывность изогну
той оси балки (рис. 7.4): при х = а, иправ = илев, фправ = флев.

При наличии п участков с различными законами изменения 
М(х) решения (7.4) будут содержать 2п постоянных интегрирова
ния. Раскрывая граничные условия и условия сопряжения участ
ков, можно получить систему 2п линейных алгебраических урав
нений 1-го порядка относительно этих постоянных.

Метод начальных параметров

Продифференцировав два раза уравнение (7.3) при E J  = const, 
получим дифференциальное уравнение изогнутой оси балки 4-го 
порядка:

EJv^(x) = q(x), (7.5)

где q(x) — распределенная поперечная нагрузка.
Решение соответствующего (7.5) однородного дифференциаль

ного уравнения EJu lw(x) = 0 можно представить в следующем виде:
MQx2 Q()x}v(x) = у0 + Фо* V.EJ V.EJ

(7.6)

Величины и0, ф0, М0 и Q0 называются начальными параметрами. 
Они представляют собой прогиб, угол поворота, изгибающий мо
мент и поперечную силу в начальном сечении балки при х = 0.
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При наличии нагрузок или промежуточных шарниров в преде
лах длины балки к решению (7.6) надо на основании принципа 
суперпозиции добавить функции, вид которых соответствует част
ным интегралам в решении (7.6). Приведем выражение для проги
ба балки при наличии наиболее распространенных нагрузок и 
промежуточного шарнира (рис. 7.5).

М,о

У

О х 
> \
- Ф -

м <7 = const

а2 а,
и й

<D-

Рис. 7.5

/ ч М0Хv{x) = уц + <р0х - Я ,* 3

P(x~a2f

+

У. E J
к(х-а5)5

V.EJ y.EJ 

, qix-a^)4

М(х - а,)

4! E J

2 \EJ 
q(x-a4)4

4! E J + (7.7)

5\EJ
kjx-dbf q*(x-ab)

5\EJ V.EJ
+ Аф(х - a7)

где к = tga.
Уравнение (7.7) является аналитическим выражением для про

гиба балки v(x) на всех ее участках, границы которых обозначены 
вертикальной чертой с номером участка.

Входящие в выражение (7.7) начальные параметры и(), ф„, Л/0 
и Q0, а также скачки угла поворота в промежуточных шарнирах не 
всегда бывают известны в начале расчета. Для определения неиз
вестных начальных параметров и величин Дф необходимо исполь
зовать соответствующие граничные условия.

При определении и иф в статически определимых балках удоб
но вначале выполнить статический расчет и определить статичес
кие начальные параметры Л/0 и (?0. Неизвестные кинематические 
начальные параметры и0 и ф(), а также величины Дф подлежат опре
делению из кинематических граничных условий.

1. Заделка в начальном сечении (рис. 7.6).
После статического расчета все начальные параметры будут 

известны: v0 = 0, ф0 = О, М0 = -МА, (?„ = RA.
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Рис. 7.6 Рис. 7.7
2. Шарнирная опора в начальном сечении (рис. 7.7).
Начальные параметры равны: vQ = 0, М0 = О, Qa = Rл. Неизвест

ный начальный параметр (р0 подлежит определению из граничного 
условия: при х = /, v = 0.

3. Свободный конец в начальном сечении (рис. 7.8).
В начале расчета известны два начальных параметра: Л/0 = 0, 

Q0 = -Р. Для определения о0 и ф0 используем граничные условия: 
при х = а, и = 0, при х = а + /, v = 0.

4. Балка с промежуточным шарниром (рис. 7.9).
В начальном сечении имеем: v0 = 0, М0 = М, Q(j = R4. Неизвест

ные величины ф0 и Дфд подлежат определению из условий: прих = 
= / + a, v = 0, ф = 0.

Рис. 7.8 Рис. 7.9

При расчете статически неопределимых балок могут быть неиз
вестны статические начальные параметры Л/0 и Q0. Для решения 
таких задач ставятся как кинематические, так и статические гра
ничные условия (рис. 7.10). В начальном сечении имеем: v0 = ф0 =
= 0, Л/0 = -МА, Q0 = ra.

185



Для определения неизвестных величин МА и Ял используем 
граничные условия: при.х = /, i> = 0, Л/ = 0.

Использовав граничные условия, можно получить необходимое 
число линейных алгебраических уравнений относительно всех не
известных величин. После их определения можно с помощью урав
нения (7.7) записать выражения для прогибов и углов поворота в 
балке. Вычислив значения и и ср в характерных сечениях балки, 
можно построить эпюры этих величин. Для правильного постро
ения эпюр надо использовать дифференциальные зависимости при 
изгибе:

Q'(x) = -q(x), M' = Q, EJv"(x) = -М(х), v'(.x) = <p(.v). (7.8)

Соотношения (7.8) позволяют установить наличие особенно
стей на эпюрах Q, М, ф и и, а именно скачков, изломов, экстрему
мов и точек перегиба.

Для определения экстремального значения прогиба балки не
обходимо установить координату сечения л(|, где ф = 0, и вычислить 
значение v(x0) = umax или umin.

Метод Мора

Для определения перемещений в балках и стержневых системах 
с помощью метода Мора необходимо по направлению искомого 
перемещения приложить силу Р = 1 для определения линейных 
перемещений (прогибов) и момент М = 1 для определения угловых 
перемещений (углов поворота). Они считаются безразмерными 
величинами. От действия заданных и единичных нагрузок строят
ся грузовые и единичные эпюры внутренних усилий (чаще всего 
изгибающих моментов). Например, на рис. 7.11 приведены еди-
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ничные эпюры изгибающих моментов, необходимые для опреде
ления прогиба балки в сечении В и угла поворота в сечении С.

Для определения взаимного перемещения точек или взаимного 
угла поворота сечений необходимо приложить парную единичную 
нагрузку. Например, для определения взаимного угла поворота 
сечений балки в промежуточном шарнире С, то есть скачка Дсрс 
(рис. 7.12), необходимо в сечении С приложить парный единичный 
момент и построить соответствующую единичную эпюру М .

Определение перемещений заключается в вычислении интег
ралов Мора. Для систем, работающих в основном на изгиб (балки, 
рамы), обычно используются интегралы Мора, содержащие изги
бающие моменты:

где Дкр — линейное или угловое перемещение по направлению 
действия единичной силы Р  = 1 или единичного момента М = 1, 
Мк, МР — изгибающие моменты от действия единичных и задан
ных нагрузок, / — номер стержня, /( — его длина, к — номер пере
мещения.

Интегрирование в формуле (7.9) распространяется на все стерж
ни системы. Для прямых стержней с постоянной по длине жестко
стью E J  вычисление интегралов Мора обычно производится с по
мощью правила А.К. Верещагина. Согласно этому правилу вычис
ление интегралов (7.9) в случае, когда одна из эпюр является 
линейной, производится по формуле

где £2 — площадь нелинейной эпюры, ус — ордината под ее цент
ром тяжести в линейной эпюре (рис. 7.13).

С г  м  = 1

Рис. 7.12

М,М (7.9)

/,
(7.10)
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Рис. 7.13 Рис. 7.14
Для прямых стержней единичные эпюры являются линейными. 

Грузовая эпюра Мр может быть произвольной. Если она также 
является линейной, то правило А.К. Верещагина становится пере
становочным, то есть можно подставлять площадь любой из эпюр.

Применение правила А.К. Верещагина обычно называется «пе
ремножением» эпюр. Результат «перемножения» однозначных 
эпюр является положительным, а разнозначных — отрицательным.

Если грузовая и единичная эпюры изгибающих моментов явля
ются линейными и представляют собой трапеции (рис. 7.14), то 
при вычислении интеграла Мора можно использовать так называ
емую формулу «перемножения» трапеций:

1 ' Iг J МкМ Pdx = 7 7̂7(2 ас + 2 bd + ad + be). (7.11)E J • 6 E J
Формулу А.К. Верещагина нельзя применять для стержней с 

криволинейной осью или с переменной по длине жесткостью 
E J =J{x). В этих случаях производится аналитическое или числен
ное вычисление интегралов в формуле (7.9). Для численного ин
тегрирования можно использовать формулу Симпсона.

При использовании правила А.К. Верещагина сложные эпюры 
надо разбить на простые фигуры, как показано на рис. 7.15.

Сведения о площадях и центрах тяжести некоторых эпюр изги
бающих моментов приведены в табл. 7.1.

Если при вычислении интеграла Мора величина АкР оказалась 
положительной, то перемещение совпадает с направлением еди
ничной нагрузки, а если отрицательной — то оно противоположно 
этому направлению.

В качестве справочного материала приведем формулы для опре
деления прогибов и углов поворота в балках при простой нагрузке 
(табл. 7.2).
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Трапеция Трапеция Кв. парабола

ЛШШИВШ*
ТГГГГГ__  . п  П ТГГГг>^  ̂ f  \v [ГТТШТТТТГггптгг̂

г̂тттятптМТП

а (L.
Кв. парабола

^чпцдпшдр’
L f' г\ с/0.5/

1ШПШ|тттпт̂

ш щ

. 0.5/

Рис. 7.15
Таблица 7. /

Схема балки и нагрузки, характер эпюры Л/

' рт

.

1

/

<7
1ГГШ1 ш ли 1̂ШТГГгг>̂

я
ЯШШШ1ТТТ\/ / " f M r  J  ' J

HfilTrrw 7 ! 1ГТТтг__
. Ло . -vn . Л» , -Y" \. J

/  = Р1,
1 P I2

° - 2Л ‘ -  

-««=

/ = <2

- Ч '

4 24

-Vo = -5I

/ = <8

п = 2- л - - <3 12 
л0 = 0,5/

Таблица 7.2

*-
" ^ 0
_ Л Фв

д//-
2 E J 
Ш_ 
E J

А

0.5/

с у  , f В f  = vc

0,5/ ~Фв

РГ 
48 E J

рГ-
16£У

й ш е ш п ш ш й  Ue=8£y
<?/’Фв =6£/

М
C tA  В Фл =

—  - - - X
_ i______ J. <Р* =

Л//
3EJ

Ml
6EJ

Р v„ = 
В

Ф я =

/V
3£У
/V2
2EJ Л /

/  = 5?/4 
384 E J

-Фв ?/3
24 EJ
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 7.1

Для балки на рис. 7.16, а требуется построить эпюры Q и М  и 
определить с помощью метода начальных параметров прогиб бал
ки в сечении В и угол поворота в сечении С.

Эпюры Q и М приведены на рис. 7.16, б, в. Нач&тьные парамет
ры равны: v0 = ср0 = 0, Л/0 = —28 кНм, £>0 = 20 кН.

20 кН

,У

X

2 м ,1 М  L
— а>—

б)
. . . . Ж . . . . 20 ,

в)
28

.iSlIImrv .12

@ ( к Н )

(м ) (кНм)

Рис. 7.16

В балке два участка с различными законами изменения проги
бов и углов поворота. С помощью уравнения (7.7) записываем 
выражения для v(x) и ф(.г) на каждом участке балки:

v(x) 28х 20jcj
2 \EJ 31 E J

2

20(х - 2)

, ч 28х 20хф(дг) = ---- —
Y E J 2\EJ

V.EJ 
20(x -  2 )2

V.EJ
Вычисляем требуемые значения прогиба и угла поворота:

vB = и(3) =
E J

28-3- 20•3 20 1ЗЛ

ФС = ф(2) = E J 28-2

6
20 - 22

■ + ■
6

_16_
E J

39,3 
E J  ’

Точка В перемещается вниз, сечение С поворачивается по ходу 
часовой стрелки.
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Задача 7.2

Для балки на рис. 7.17, а требуется построить эпюры Q и М и 
определить с помощью метода начальных параметров прогиб бал
ки в сечении С и угол поворота на опоре В.

40 кНм 20 кНм_ 
а) О А  - О

6)

в) (Л?)(к11м)

Определяем опорные реакции:

£ М а = 0, 40 + 20 = 6Ra, ЯВ=ЯА= 10 кН.

Эпюры Q и Л/ приведены на рис. 7.17, б, в. Начальные парамет
ры равны: и0 = 0, М() = 0, (?() = -10 кН.

Записываем выражение для прогиба балки в пределах двух ее 
участков:

и(х) = ф()Х +
1Ох
3! EJ

40(х - 3)-
V.EJ

Неизвестный начальный параметр ф0 определяем из гранично
го условия в сечении В: при х = 6 м, v = 0.

10 63 40-З2 30»(б) = бФо+ _ - _ = ° ,  Фо = - _

Записываем окончательные выражения для v(x) и ф(.\'):

E J V.EJ 

ф(х) = v'(x)

40(.v - З)2
2IE J

30 1Ox +
E J V.EJ

40(x - 3)
E J

Вычисляем требуемые значения прогиба и угла поворота:
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EJV  2 ) E J
Точка С перемещается вверх, сечение на опоре В поворачивает

ся по ходу часовой стрелки.

Задача 7.3

Для балки на рис. 7.18, а требуется:
1. Построить эпюры Q и М  и подобрать сечение балки в виде 

стального прокатного двутавра. В расчетах принять = 1,3, 
R = 210 МПа = 21 кН/см2, ус = 1,0, £=2,1 • 105 МПа = 2,1 х 
х 104 кН/см2.

2. Определить с помощью метода начальных параметров значения 
прогибов и углов поворота в характерных сечениях балки и

30 кНм 30 кН/м
а)

б)

в)

Ял = 20 кН
2 м

20 Р * ”
Г̂ТТТГИ

30

41,7

д)

30 кН 
В

X "♦ RB= 70 кН

- ® -

й
30

=36,7

40

max

18,3 rnin

(кН)

(кНм)

P l / Ч пср е гнб У  6-67

max

^^25^3

перегиб | 6 7

EJv



построить эпюры и и ср. Определить числовые значения наи
больших прогиба и угла поворота.
Определяем опорные реакции в балке:

„  30 -21ч- 30 - 4 -+- 30 , Л „Кв = -----------------= 70 кН,

30 2-2-30-30-1 „  Ra = ---------------- = 20 кН.

Эпюры Q и М приведены на рис. 7.18, б, в. Опасным является 
сечение балки с наибольшим изгибающим моментом в пролете:

■>2
— 30 + 20

2 30
- 36,7 кНм.

Вычисляем значение расчетного изгибающего момента и под
бираем сечение балки:

Л/расч= 1,3-36,7 = 47,7 кНм,

м/ ^ М 47,7-102 , , ,  зW > --- = -------- = 227 см .
г у CR 1,0-21

Принимаем по сортаменту двутавр 122 со следующими характе
ристиками: W, = 232 см3, J z = 2550 см4. Жесткость балки при изгибе 
равна £7, = 2,1 • 104 2550 = 5,36 • 107 кНсм2.

Записываем уравнение изогнутой оси балки с учетом значений 
начальных параметров и характера внешней нагрузки. Начальные 
параметры равны и0 = 0, М0 = 30 кНм, Q0 = 20 кН.

и(х) = ф0х -
30*2 20л: ЗОх+
2 \EJ V.EJ 41 E J

30(х - 2)4 70(х - З)3
1 4!£У 2 V.EJ

Для определения неизвестного начального параметра ф0 ис
пользуем граничное условие на опоре В: при х = 3 м, v = 0.

, , ч , 30-32 20 З3 30-34 30 I4 п 41,7Vn = L>(3) = Зфп --------------+ -------------= 0, Фп = -- — .
2EJ 6EJ 24 E J  24 £7 Фо E J

Записываем окончательные выражения для у(х) и ф(х):

41,7х 30х2 ™ ~4v(x) = 20х 30хч +E J  2! E J V.EJ 4 \EJ
30(х - 2)4 70(х - З)3

, 4 \EJ V.EJ

13 -  6170



ф(х) = у'(х) = -р--- —  -

70(х - 3)

41,7 30* 20х2 30jc3+ ■
E J E J 2 \EJ V.EJ

2

30(х - 2)
V.EJ

2 \EJ
Вычисляем значения v и <р в характерных сечениях балки:

41,7l.x = 0  v = v() = 0, ф = ф0 =
E J

2. х = 2 м v = E J
1ф = —  

E J
3. х= 3 м ив = 0;

41,7-2 30 • 22 20 • 23 30 • 24
24

20 • 22 30 - 23 ^41,7 - 30 • 2 - + _ _ _

16,7 
E J ' 

18,3 
E J '

Фд
1

E J 
8,33 
E J

41,7 - 30 3 20-З2 30-З3 30 I3

4. х = 4 м и = —  E J 41,7-4- 30 - 42 20 ■ 43 30 • 44
2 6 24

30 24 70 I3") 1,67
24 6 J _ ~ЁТ'
Г . . .  „  . 20 • 42 30 • 43 41,7 — 30 - 4 -------+-------E J

30 - 23 70 I2 6,67 
E J  '6 2

В пределах первого участка знак угла поворота изменяется на 
противоположный. Определяем координату сечения х0, где угол 
поворота равен нулю:

'  20х2 З0х3Лф(х) = Ё7 41,7 - ЗОх - = о,
2 6

х3 - 2х2 - 6х + 8,33 = 0.
Решая кубическое уравнение, находим х0 = 1,2 м и вычисляем 

максимальное значение прогиба в пролете балки:



= 1*1,2) = —  
E J

30 1,22 20 • 1,23 30 1,241,7 -1,2-----—  - ’ + 25,3 
E J ‘2 6 24

Откладываем на оси балки вычисленные значения прогибов и 
углов поворота и строим эпюры v и ф. При построении отмечаем 
особенности эпюр — экстремумы и точки перегиба.

Функции и(;с) и ф(.х) являются на всем протяжении балки глад
кими и непрерывными. Эпюра ф имеет экстремум в сечении, где 
Л/ = 0, и две точки перегиба в сечениях, где Q = 0 и где Q имеет ска
чок со сменой знака (сечение на опоре В). В сечении на свободном 
конце касательная к эпюре ф параллельна к оси.

Эпюра и имеет два экстремума в сечениях, где ф = 0 и одну точ
ку перегиба в сечении, где М = 0. Второе экстремальное значение 
прогиба на консольном участке балки может быть вычислено так 
же, как и в пролете. Эпюры ииф  приведены на рис. 7.18, г, д.

Определим числовые значения наибольших прогиба и угла по
ворота балки. Размерность длины в числителе переведем в санти
метры:

25,3 25,3 106 плп
” тах =~ЁГ = i J fT T o 7 = ° М;

ф0 = —  = 41,7 107 = 7,78 • 10“3 рад = 0°27'.
E J 5,36 107

Задача 7.4

Для балки на рис. 7.19, с требуется определить с помощью ме
тода начальных параметров значения поперечных сил, изгибающих 
моментов, углов поворота и прогибов в характерных сечениях и 
построить эпюры Q, М, ф и v.

Данная балка один раз статически неопределима, так как число 
опорных реакций (пять) превышает число уравнений равновесия, 
которые можно составить для их определения: п = 5 - 3 - 1 = 1, где 
п — степень статической неопределимости, 3 — число уравнений 
равновесия и 1 — дополнительное условие в шарнире В: Мв = 0.

Начальные параметры равны: v0 = ф0 = 0, Л/() = -МА, Q0 = RA.
Статические начальные параметры М0 и (20, равные опорным 

реакциям в заделке А, неизвестны в начале расчета. Записываем 
выражения для v(x) и ф(х):
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40 кН/м

v(x) =

ф(х)

М .х
-  л RAxJ

V.EJ V.EJ 
М лх R.x2

Излом 
Рис. 7.19

+ Дф/;(х - 2 ) + 40(х - 2)
4 \EJ

E J V.EJ
+ Дфд +

40(* - 2)
V.EJ

Используя дополнительное условие в шарнире В , связываем 
неизвестные опорные реакции МА и RA между собой:

MffB = -MA + 2RA = 0, Ma = 2Ra.
Для определения неизвестных величин RA и Дфд используем 

граничные условия в заделке С: при х = 5 м, v = 0, ф = 0.

v(5)
E J

2R.t -52 Л, • 53 40 -34 
24

= 0,

ф(5) = —  
Y E J + Дфд + 40-З3 = 0.
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Получаем систему двух линейных алгебраических уравнений 
относительно R t и Дфд, решив которую, находим значения этих 
величин:

ЗДфй + 

Дфй -

4Л7 Ra 
E J

_
E J

135 
E J '  

180 
E J  ’

93 25
А(?в =~~еГ '  ^ =34’7kH-

Вычисляем значения Q и Л/ в характерных сечениях балки: 

Qa = Qb =Ra = 34,7кН, 0с = 34,7-3-40 =-85,ЗкН ,
М, -2 • 34,7 = -69,4 кНм (растянуты верхние волокна).

Мс = 34,7 • 5 - 69,4 - 40 - 3 • 1,5 = -75,9 кНм (растянуты верхние 
волокна).

Вычисляем значение экстремального момента на втором 
участке:

34,7 34,72сi = — — = 0,87 м, Мтт  = - = 15,1 кНм (растянуты нижние40
волокна).

2-40

Эпюры Q и М приведены на рис. 7.19, 6, в. Записываем выраже
ния для прогибов и углов поворота:

о(х) = 69,4х2 34,7л-?
2! E J 3! E J

93,25(.v -2 ) 40(.v - 2)
E J V.EJ

ф(л) = v\x) = 69,4.v 34,7.v 93,25 40(.y -2Y 
E J + V.EJE J V.EJ

Вычисляем и и ф в  характерных сечениях балки:

Ф = Фи = 0-1. -Y = 0

2. л- = 2 м

v = и0 = 0,

_1_
E J

69,4-22 34,7-23

Ф л E J
69,4-2-

6 . 
34,7-2

92,5 
E J ' 
69,4

Фправ =  Ф лев  +  А Ф й

E J '
69,4 93,25 23,9
E J E J E J
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3. х = 2,87 м и = —  E J
69,4-2,872 34,7 - 2,87 з

-93,25.0,87 + 40 ° ' 87

6
4 \

24
1 _  . „  34,7 • 2,872

68,9 
Е/ ’

69,4-2,87-
2

-93,25 + 40-0,87зЛ 32,6 
E J  '6

4. х = 5 м v = 0, ф = 0.

По полученным значениям строим эпюры уиф  (рис. 7.19, г, д). 
Отметим особенности этих эпюр. На эпюре ф имеется экстремум 
в сечении, где М = 0, скачок со сменой знака в сечении В и точка 
перегиба в сечении х = 2,87 м, где Q = 0. В сечении В касательные к 
эпюре параллельны к оси.

На эпюре v в сечениях А и С касательные параллельны к оси. 
В сечении В имеется излом и смена знака кривизны. В сечении, где 
Л/ = 0, имеется точка перегиба.

Задача 7.5

Для балки на рис. 7.20, а требуется определить с помощью ме
тода Мора прогибы в сечениях D и С и угол поворота на опоре В.

Эпюра изгибающих моментов от действия заданных нагрузок 
(грузовая эпюра Мр) приведена на рис. 7.20, б. Для определения 
требуемых и и ф  приложим в сечениях D и С единичную силу и в 
сечении В единичный^момент и построим единичные эпюры из
гибающих моментов Л/,, М2 и Л/3 (рис. 7.20, в, г, д). «Перемножая» 
по правилу А.К. Верещагина эпюру Мр с единичными эпюрами, 
получаем

»» = - ^ ( i - 3 0  ■ 4■  1.5-1 ■ 30 - j l  , . 5)  .  0,

Этот результат очевиден, поскольку в пролете АВ эпюра Л/, яв
ляется симметричной, а эпюра Мр — кососимметричной.

ф = А = f— ?Мр dx = — (2 - 30 ■ 1 - 30 -1) = — ,
В ' Р I  E J  6 E J E J
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б)

в)

г)

д)

30 5
(кНм)

з/  D
гу ' = 1 1 1 '- . _ J (

го,5 1,5 1 Г о ,5 I

Рис. 7.20

з̂р

J _
E J

\ M t dx
I  E J

-(2 • 30 • 2 - 30 • 2) + —30 • —2 - 
6 2 3 12

15-23 1- 2
2

90
E J

При определении срд и vc использована формула (7.11) «пере
множения» трапеций.

Прогиб vc следует направлению действия единичной силы, то 
есть происходит вниз. Направление угла поворота cps совпадает с 
направлением действия единичного момента, то есть сечение В 
поворачивается по ходу часовой стрелки.

Задача 7.6
Для балки ступенчато-постоянной жесткости (рис. 7.21, а) тре

буется определить с помощью метода Мора прогиб и взаимный 
угол поворота сечений в шарнире В.

Эпюра Мр от действия заданных нагрузок (грузовая эпюра) 
приведена на рис. 7.21,6. Для определения искомых перемещений



3
Рис. 7.21

приложим в шарнире В единичную силу и парный единичный 
момент. Соответствующие единичные эпюры изгибающих момен
тов приведены на рис. 7.21, в, г.

«Перемножая» эпюру Мр с единичными эпюрами по правилу 
А.К. Верещагина, получаем

Задача 7.7

Для балки на рис. 7.22, а требуется определить с помощью ме
тода Мора угол поворота на опоре А и прогиб в сечении С. 

Определяем опорные реакции:
30 21  + 1 2 2 - 9

26,7
E J '



V  м n я 30 - 2- 2 + 12-1 + 9 „  „2_МВ =0 Ra = ------- -------- = 47 кН.

Строим грузовую эпюру изгибающих моментов Мр и соответ
ствующие единичные эпюры (рис. 7.22, б, в, г). «Перемножая» 
эпюру Мр с единичными эпюрами по правилу А.К. Верещагина, 
получаем

А,,, -

1
E J \(2 • 34 • 0,33 + 34 1) + -(1 + ° ’33) + 

.6 12 2

+ -(2-34 -0,33 + 9 -0,33) 
6

А?2Р E J

36,5 
E J '

30 • 23 I
-■2-34-0,67+ ^ - ^ - - 0 ,6 7  + 
6 12 2

+ -(2-34-0,67 + 9-0,67) 
6

30,3 
E J  '
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Задача 7.8

Для рамы на рис. 7.23 требуется определить с помощью метода 
Мора угол поворота жесткого узла С, вертикальное перемещение 
сечения В и горизонтальное перемещение сечения D. Изгибная 
жесткость стойки АС в три раза больше жесткости ригеля BD.

Строим грузовую и единичные эпюры изгибающих моментов 
(рис. 7.24). «Перемножая» грузовую эпюру Мрс единичными эпю
рами, получаем

сМ,М.
i  О E J

SJ"
i  О

' “ с̂1х =

М2МР , 1

1
3 E J 60 4 1 80 

E J '

E J
,  • 1 Т Т ™ 1 Л 1 100dx = ------ 2-2-30------60 • 4 • 2 = ---- ,E J  2 3 E J E J

*ip
^ м ф _ (1х =

E J
1 1 ,  w n  160------- 4 • 4 • 60 = ---- .

3 E J 2 E J
Узел С поворачивается в направлении действия единичного мо

мента, то есть по ходу часовой стрелки. Сечения Bw D перемещают
ся в направлениях, противоположных действию единичных сил.

ЗОкНм 20 кН/м

С E J

3EJ
АS77W/?

2 М 3 м

D

30
тттш

60

s>
(кНм)

Ato9rs/r
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Для рамы на рис. 7.25 требуется определить с помощью метода 
Мора горизонтальное перемещение опоры В и угол поворота сече
ния на опоре А. Изгибная жесткость стойки АС в два раза больше 
жесткости ригеля СВ.

В 10 кН

Задача 7.9

Определяем опорные реакции:

Нл= 10 кН, Ra = RB = —  '^ ~ 6 = 8кН.

Эпюра изгибающих моментов от действия заданных нагрузок и 
единичные эпюры приведены на рис. 7.26, а, б, в.

Рис. 7.26

«Перемножая» по правилу А.К. Верещагина грузовую и единич
ные эпюры в пределах каждого стержня, определяем искомые пе
ремещения:
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I.
и в - Д,р S1

/ о

с М М  г
E J

dx =

—  • 1(2 • 24 ■ 3 - 6 • 3) + —  ■ -  • 24 • 3- ■ 3 = ^ 1 ,2EJ 6 E J 2 3 £У ’

Фл л2/>= = 

/ О EJ

= ~ L .  1(24-6). 3 .1 - - L .I.  24. з ! . ,  = - 1 ^ .2EJ 2 E J 2 1 E J
Поворот сечения /1 происходит в направлении, противополож

ном действию единичного момента, то есть против хода часовой 
стрелки. Опора В перемещается влево.

Задача 7.10

Для стальной балки на рис. 7.27, а требуется определить вели
чину сил Р из условия, что прогиб в середине пролета не должен 
превышать значение [/] = 0,9 см. Приняв yf  = 1,2, R = 210 М Па = 
= 21 кН/см2 и ус = 1,0, проверить прочность балки. Модуль упруго
сти £=2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2.

б)

«)

0.8 м I м

I 0,4 --Я =

0,5

/
0,8 м

120

Р

0,9 

Рис. 7.27

Грузовая эпюра изгибающих моментов Мр приведена на 
рис. 7.27, б. Приложим в середине балки единичную силу, по
строим единичную эпюру изгибающих моментов (рис. 7.27, в) и
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определим с помощью метода Мора прогиб в середине, выражен
ный через параметр сил Р:

V/~ — АI р — 2lP E J 1  • 0,8Р ■ 0,8 • |о ,4  + 1(0,4 + 0,9) • 1 ■ 0,8Р 1,21 Р 
E J

«Перемножение» произведено на половине длины балки, а ре
зультат удвоен. Выполняем условие жесткости балки:

иг =
1,21 Р 
E J < [/] = 0,9 см, Р < 0,9 • 2,1 104 -1840 

1,21 10б
= 28,7 кН.

Проверяем выполнение условия прочности балки: 

к!
Л/р _  27,6 -102

Рр = 28,7 • 1,2 = 34,5 кН, Мр = 0,8 • 34,5 = 27,6 кНм,

СТцб 184
= 15кН/см = 150 МПа < у CR = 210МПа,

где J, = 1840 см4 и W, = 184 см3 — момент инерции и момент сопро
тивления сечения двутавра 120. Условие прочности выполняется.

Задача 7.11

В стальной балке трубчатого сечения, нагруженной по схеме на 
рис. 7.28, а, с помощью индикатора часового типа определен про
гиб в середине пролета:/=  0,4 см. Требуется определить величину 
силы Р и наибольшие нормальные напряжения в балке. Модуль 
упругости материала балки £=2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2.

а)
/ 0120x6 мм

0,6 м 1.2 м 1,2 м .12 см
0,6 см

Рис. 7.28
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Выразим прогиб балки в середине пролета через силу Р. Для 
этого используем метод Мора и построим грузовую и единичную 
эпюры изгибающих моментов (рис. 7.28, б, в). «Перемножая» эти 
зпюры между собой по правилу А.К. Верещагина, получаем

г л 1 1 а а ^  т о  ° ’216/5/  = Д, о = ------0,6 • 2,4 ■ 0,3Р = ------ .
'Р E J  2 E J

Определяем жесткость балки при изгибе:

J ,  = —  (124 - 10,84) = 350см4,
64

EJ, = 2,1 • 104- 350 = 7,35- 106 кНсм2.

Определяем величину силы Р  и наибольшие нормальные напря
жения в балке:

,  0,216 Р  0,4 • 7,35 • 106 „/  = ------= 0,4 см, Р = —-------- т— = 3,6 кН,
E J  0,216-Ю6

Л/ = 0,6 • 13,6 = 8,16 кНм,

= 8J6-10 = 2 = |40 м п
н6 350

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 7.12. Для балок на рис. 7.29 требуется определить с по
мощью метода начальных параметров значения прогибов и углов 
поворота в характерных сечениях и построить эпюры Q, М, ф и и.

а) 20 кН/м 6> 15 кН/м зо кНм . в).
А В л II шшп Я С

1 м 2 м ^  Ю кН А .  5 2 м Л  с2 м 1 А в
2 а им

.  а

20 кН/м 10 кНм 
С '

2 м 3 м

д)
А В

е)

2 а

ЗОкНм 
>А I

3 м

20 кН 
В Cg

i
2 м

Рис. 7.29
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О тве т :
Таблица 7.3

Схема E JvA А E Jv  в E JV b E Jvc /;Уфг

а 0 0 20,0 35,0 103,3 41,67
б 230,0 -80,0 80,0 -60,0 0 0
в 0 0 -1,67 qa4 -1,67 qa} -3,46<7«4 -l,83<7fl3
г 0 51,0 70,0 9.67 0 -47,3
д 0 0 qa4 1,83qa} 6,13<7<74 2,83 qa}

е 0 -21,1 26,7 23,9
^Л-20,0 0 0

Задача 7.13. Для балок на рис. 7.30 требуется определить с по
мощью метода начальных параметров значение максимального 
прогиба в пролете и сравнить его со значением прогиба в середине 
пролета.

а) б)
1ПШШШИЩ

, 0 , 2.  i 3 а

Ответ:

‘О т̂ах — 

б )  и тах = 

В )  У тах =

0,7956</а

E J
0,9317 Ра* 

EJ
0,2536 Ра* 

E J

Рис. 7.30

при х= 1,555о, и(1,5а) =

при х= 1,764а, и(2а) =

прих = 0,9129я, v(a) =

0,7942даА 
E J 

0,9167 Ра* 
E J

0,25 Ра*
E J

Задача 7.14. Для балок на рис. 7.31 требуется определить значе
ние параметра нагрузки к из условий равенства нулю прогиба в 
сечении В (рис. 7.31, а) и угла поворота на опоре А (рис. 7.31,6, в). 

Ответ: а) к = 0,6328; б) А: = 2; в) А: = 4,5.



Задача 7.15. Для статически неопределимых балок (рис. 7.32) 
требуется определить с помощью метода начальных параметров 
значения опорных реакций, прогибов и углов поворота в характер
ных сечениях и построить эпюры Q, М, <р и и.

Рис. 7.32
Ответ:

Таблица 7.4
Схема мЛ Rc м с EJVg /;7ф в £Уфс

а 42,2 кН 73,1 кНм 47,8 кН 0 139,22 29,53 -95,63

б -20 кН -20кНм 20 кН 10 кНм -6,67 -10
20 0

в 0,225<?/ 0,058qP 0,275q! 0 2,86- 10“V 3,65- !0 -уз -0,0125 qP

Задача 7.16. Для балок на рис. 7.33 требуется определить с по
мощью метода Мора значения прогибов в сечениях А, углов пово
рота сечений В и скачков углов поворота в промежуточных шар
нирах (рис. 7.33, г, (3).

а)
40 кН/м

б)

2 м

В А

10 кН 
. I м

п ш ш ш п
1Э КГ!V

Л  о-

J. Зм
*  л
, 2 м |

4 .А В '
i  3 EJ

E J A
. 2 а

1
а

У п Р Ч

%7 E J А' 
. 3 а

2EJ
2а

в)
20 кН ( 40 кН/м

2 м
2EJ X E J/М/Z I

2 м I 1 м1

е)
f f l l M

а I 3 а
Ш Щ ,

2 а

Рис. 7.33
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О твет :
Таблица 7.5

Схема а б в г д е
EJ va 43,33 142,5 36,67 -0,444/V 3</а4 1,45е/<74
ЕЛ?в 13,33 -91,25 -20 0.888ft/2 2,125? а3 -0.525qa}

£УДфд - - - 0,222ft/2 -2,042qa> -

Задача 7.17. Для рам на рис. 7.34 требуется определить с по
мощью метода Мора вертикальное перемещение сечения А, гори
зонтальное перемещение сечения В и угол поворота сечения С.

Ответ:
Таблица 7.6

Схема а б в г д е
E Jva 300 ,0 17,5 84,67 42,0 81.0 7,5
EJu  в 80,0 227,25 -150,75 -106,0 24,75 40,375
£7фс 40,0 42,0 54,0 -37,0 3,0 21,33

Задача 7.18. Для балки на рис. 7.35 требуется подобрать сечение 
в виде стального прокатного двутавра из условия, что максималь

14 -  6176 209



ный прогиб в середине пролета не должен превышать значение 
[/] = 0,8 см. Вычислить значения наибольших нормальных напря
жений вбалке. Модуль упругости принять равным £=2,1 • 105 МПа.

Ответ: 122, с нб = 112,2 М Па.

Задача 7.19. Для стальной балки трубчатого сечения (рис. 7.36) 
требуется определить максимально допустимое значение нагрузки 
из условия, что углы поворота сечений на опорах не должны превос
ходить величину [ф] = 0°30'. Вычислить значения наибольших нор
мальных напряжений вбалке. Модуль упругости £=2,1 • 105 МПа.

Ответ: q = 39,26 кН/м, о1[б= 180 МПа.

Задача 7.20. Для балки на рис. 7.37 требуется определить длину 
консоли я, при которой прогиб в середине пролета (сечение С) 
равен нулю.

l. 24 см
------------------ 7

'Я  — ---- Т7&77 \ . У
, 1 м J. 2 м |  ! м I 0240x8 мм1 м

Рис. 7.36

Рис. 7.37

Ответ: а = -/.
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Глава 8 
ОСНОВЫ РАСЧЕТА СТАТИЧЕСКИ 

НЕОПРЕДЕЛИМЫХ БАЛОК И ПЛОСКИХ РАМ 
С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА СИЛ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

В статически неопределимых стержневых системах число неиз
вестных опорных реакций или внутренних усилий превышает чис
ло уравнений равновесия, которые можно составить для их опре
деления. Разность между ними характеризует степень статической 
неопределимости системы п, то есть число избыточных или «лиш
них» связей (рис. 8.1, 8.2).

М,

Н.
I I Л

«=4-3=1

\  В

-----

Рис. 8.1

С

А
ля?

tR„ *

X 'в к У н .

л? = 6- 3-1=2 
На

У/* '

Рис. 8.2
Наличие одиночного промежуточного шарнира (то есть соеди

няющего два стержня) понижает степень статической неопредели
мости на единицу (рис. 8.2). Наличие шарнира, соединяющего к 
стержней, понижает степень статической неопределимости систе
мы на величину к - 1, поскольку такой шарнир эквивалентен к - 1 
одиночным шарнирам.

Для расчета статически неопределимой системы с помощью 
метода сил надо отбросить «лишние» связи и образовать так на
зываемую основную систему. Основная система должна быть ста
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тически определима и геометрически неизменяема. Основных 
систем может быть несколько; выбирается наиболее удобная для 
расчета.

В основной системе по направлению реакции в отброшенных 
связях прикладываются неизвестные силы или моменты X-,, ..., 
Хп. Поставив условие, что основная система должна деформиро
ваться как заданная, надо приравнять к нулю линейные и угловые 
перемещения по направлению реакций в отброшенных связях от 
совместного действия нагрузки и неизвестных. Таким образом 
можно составить дополнительные уравнения (уравнения дефор
маций), которые позволяют определить неизвестные Х}, X2, ..., X , 
то есть раскрыть статическую неопределимость задачи.

В качестве примера приведены основные системы и дополни
тельные уравнения для один раз статически неопределимой балки 
(рис. 8.3, а).

a) И±£Л

Мл

б)

в)

г)

Г '  *

////\///

г  г -

I ° В ~  V R P +  ° П Х - ®

г У Ч ;

I Фл = Ф,1/>+Ф.4Л'=0 
I

Аа

1X=R„

х=мс
Дфс = фГР+ ФСу= О 

Рис. 8.3

Для образования первой основной системы (рис. 8.3, б) отбро
шена шарнирная опора В. Дополнительное уравнение характери
зует отсутствие прогиба в сечении В от совместного действия на
грузки (ивр) и неизвестной силы X (vBX).
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Для образования второй основной системы (рис. 8.3, в) жесткая 
заделка в сечении А заменена шарнирно-неподвижной опорой. 
Дополнительное уравнение характеризует отсутствие угла поворо
та в сечении А.

Дпя образования третьей основной системы (рис. 8.3, г) в сече
нии С введен промежуточный шарнир. Дополнительное уравнение 
характеризует равенство углов поворота сечений флсв и Фправ в за
данной балке слева и справа от точки С (равенство нулю взаимно
го угла поворота сечений Аф( ). Момент X = Мс, приложенный 
слева и справа от шарнира С, является парным неизвестным.

Раскрывая условия деформации основной системы, можно со
ставить линейные алгебраические уравнения относительно неиз
вестных А'р Х2..... Хп, причем число уравнений равно числу неиз
вестных. Определение неизвестных сводится к решению этих урав
нений.

Если в результате расчета знак неизвестного Х: оказался поло
жительным, то это означает, что его направление соответствует 
принятому в начале расчета. В противном случае направление 
неизвестного надо изменить на противоположное.

После определения всех неизвестных надо приложить их вмес
те с заданными нагрузками к основной системе и произвести даль
нейший расчет (построить эпюры внутренних усилий, определить 
прогибы и углы поворота и т.д.).

При большом числе неизвестных дополнительные уравнения 
удобно записать в канонической форме метода сил:

А, п _ОЧ + 812^2 + ■•• + + Д|Р ~
^2 II Ся NJ jh + £>22̂2 + ••• + 2̂п̂ п + Ат/> = 0,

А„ = 5 „Л + S„2^2 + •• + ЬппХ„ + А„/> = о.

Уравнения (8.1) относятся к выбранной основной системе и 
характеризуют отсутствие линейных и угловых перемещений Д(. по 
направлению реакций в отброшенных связях. Коэффициенты сис
темы Ь1к представляют собой перемещения по направлению реак
ций в отброшенных связях от действия единичных сил или момен
тов Х { = \,Х2 = 1.....х„ = \.

Грузовые члены А , Д 2Я, ..., АпР равны перемещениям в основ
ной системе по направлению реакций в отброшенных связях от 
действия заданных нагрузок.
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Для определения коэффициентов и грузовых членов системы 
(8.1) обычно используется метод Мора. Для систем, работающих в 
основном на изгиб (балки, рамы), имеем:

V  = (8-2)
/ о / о

где А/,-, М к — изгибающие моменты в основной системе от дей
ствия единичных сил или единичных моментов, Мр — изгибающий 
момент в основной системе от действия заданных нагрузок.

Для прямых стержней с постоянной жесткостью вычисление 
интегралов (8.2) производится с помощью правила А.К. Вереща
гина («перемножение» эпюр).

Коэффициенты 8„ (/ = к) называются главными коэффициента
ми. Они расположены на главной диагонали системы (8.1) и всегда 
положительны. Коэффициенты Ъ1к (/ *  к) называются побочными 
коэффициентами. Для них на основании теоремы Бетти о взаим
ности работ справедливо равенство Ъ1к = bkj.

Побочные коэффициенты и грузовые члены могут быть поло
жительными, отрицательными и равными нулю. Дтя упрощения 
расчета последнее всегда является желательным, что зависит от 
выбора основной системы.

Вид канонических уравнений не зависит от выбора основной 
системы, а их число равно степени статической неопределимости 
заданной системы.

В качестве примера на рис. 8.4 приведены основная система и 
канонические уравнения метода сил для два раза статически неоп
ределимой рамы (рис. 8.2). Для образования основной системы 
жесткая заделка А заменена шарнирно-подвижной опорой.

11 а ~  А ) = § i i ^ i  + 5 |2Л и  + А ,/, = 0, 1

Фл = Д2 = 2̂1-̂ 1 + ^22^2 + ^2 р =0-|
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Порядок расчета статически неопределимой системы с по
мощью метода сил является следующим:

1. В заданной системе отбрасываются «лишние» связи и обра
зуется наиболее удобная для расчета основная система.

2. В основной системе по направлению реакции в отброшен
ных связях прикладываются единичные силы или моменты Л',- и 
строятся единичные эпюры изгибающих моментов Л/, и грузовая 
эпюра Мр.

3. Составляются канонические уравнения метода сил и вычис
ляются коэффициенты bik и грузовые члены Д(7>этих уравнений.

Для прямых стержней с постоянной жесткостью вычисление 
коэффициентов и грузовых членов сводится к «перемножению» по 
правилу А.К. Верещагина единичных и грузовой эпюр изгибающих 
моментов.

4. Решается система канонических уравнений и определяются 
неизвестные Хг

5. Производится расчет основной системы на суммарное дей
ствие всех неизвестных и заданной нагрузки. Обычно вначале 
строится эпюра изгибающих моментов М, а затем эпюры Q и N. 
Для сложных стержневых систем эпюра изгибающих моментов 
может быть построена путем суммирования эпюр по формуле

М = Мр + УВД  + М2Х2 + ... + МпХп. (8.3)
Эпюра поперечных сил строится с помощью дифференциаль

ной зависимости М' = Q, а эпюра продольных сил — с помощью 
уравнений равновесия узлов системы или ее частей.

Построенные эпюры внутренних усилий М, Q и N должны со
ответствовать статическим условиям равновесия всей системы в 
целом и каждого ее узла. Для этого надо выполнить статическую 
проверку.

Кроме того, надо убедиться в том, что перемещения в основной 
системе по направлению реакций в отброшенных связях действи
тельно равны нулю. Для кинематической проверки надо оконча
тельную эпюру М «перемножить» с каждой из единичных эпюр М,. 
Все результаты «перемножения» должны быть равны нулю.

Определение линейных и угловых перемещений в статически 
неопределимой системе производится с помощью окончательной 
эпюры Л/ и соответствующей единичной эпюры в любой основной 
системе метода сил.
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 8.1

Для статически неопределимой балки (рис. 8.5, а) требуется 
построить эпюры М  и Q и определить прогиб в сечении С и угол 
поворота на правой опоре В.

Данная балка один раз статически неопределима (п = 4 - 3 = I ). 
Отбрасываем опору В и образуем основную систему (рис. 8.5, б). 
Запишем условие ее деформации: vB= vвр + vBy=0.

Для определения прогиба основной системы в сечении В от 
действия заданной нагрузки (vBP) и неизвестной силы X  (vBX) ис
пользуем метод Мора. Строим эпюры изгибающих моментов в 
основной системе от действия заданной нагрузки (Мр), неизвест
ной силы X (Мх) и единичной силы (Л/). Эти эпюры приведены на 
рис. 8.5, в, г, д. «Перемножая» эпюры по правилу А.К. Верещагина, 
получаем:

Рис. 8.5

\^TT~dx = 7 7  7 (2 ' 210- 6+ 2- 30- 3 + 210- 3 + 30- 6) +E J E J L6

+ -•3-3-30
2

1890
E J '

ивх -
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Решаем дополнительное уравнение
1

E J
(1890 - 120Х) = 0, X= RB = 26,25 кН.

Производим расчет основной системы на действие силы Х= RB

б)

в)

О '
60 к Н ЗОкНм

X=Rr

; з м --------
Bi

3 мс--------*
26,25 3И 33,75

vs
ТГГьГ' ̂ ,

ШДГШтгтт :̂
р=

11 М--
т

= 26,25 кН 

©
(кН)

30©
(кНм)

Рис. 8.6

и заданных нагрузок (рис. 8.6, а). Окончательные эпюры М и Q 
приведены на рис. 8.6, б, в.

Произведем кинематическую проверку. Для этого убедимся, что 
прогиб в сечении В основной системы действительно равен нулю.

’в ~ ]
1 ММ , 1--- ах - —

E J E Jо
г(2 - 52,5 6 - 2- 48,75-3 + 52,5-3-

-48,75 ■ 6) + -(-2 ■ 48,75 -3 + 30-3)
6

= -^-(438,75-438,75) = 0.

При вычислении интеграла Мора в пределах первого участка 
использована формула «перемножения» трапеций.

Задача решена правильно. Для определения vc и ipB приложим 
в сечениях С и В основной системы единичные силу и момент, 
построим единичные эпюры изгибающих моментов (рис. 8.6, г, д) 
и «перемножим» их с окончательной эпюрой М.

гvc= )-
Л/,Л/ 1 3 84,4dx = —  • -(2 - 52,5 • 3 - 48,75 ■ 3) = —  E J E J  6 E J

217



E J  '
Поворот сечения на опоре В происходит против хода часовой 

стрелки.

Задача 8.2
Для двухпролетной неразрезной балки (рис. 8.7, а) требуется 

построить эпюры QviM  и определить угол поворота на промежу
точной опоре В и прогиб в середине левого пролета. Балка имеет 
ступенчато-постоянную изгибную жесткость.

Данная балка один раз статически неопределима (и = 4 - 3 = 1). 
Для образования основной системы введем в сечении В промежу
точный шарнир и приложим в этом сечении парный момент 
Xt = Мв {рис. 8.7, б). Запишем каноническое уравнение метода сил:

8| 1А'| + Л|р = 0.
Физический смысл этого уравнения заключается в том, что в 

заданной балке взаимный угол поворота сечений над опорой В 
равен нулю.



Выполним расчет основной системы на действие заданных на
грузок и парного единичного момента Х\ = 1 и построим эпюры Мр 
и Л/, (рис. 8.7, в, г). Вычисляем коэффициент и грузовой член ка
нонического уравнения:

г Л / , , 1 I , , 2 1 I .2I 1 dx - ------- 1. 3 - .  1 + 1. 4 _  . 1

I о E J E J 2 2EJ 2
1,67 
E J '

I.
Г MMLdx = — L  -1  - 45 3 0 ,5 ----- ^ 20 ■ 4 1

| о 
60,4

E J E J 2 2EJ 12
1

E J
Решаем каноническое уравнение:

— (1,67*, - 60,4) = 0, Х [ = Мв = 36,25 кНм.
E J
Направление парного неизвестного Х { = Мв принято в начале 

расчета правильно. Производим расчет основной системы на со
вместное действие заданных нагрузок и моментов Мв= 36,25 кНм 
(рис. 8.8, а). Расчет балок АВ и ВС производим раздельно.

•0,75 

Рис. 8.8
5 > Г = 0 ,  3/^-60-1,5 + 36,25 = 0, Ra = 17,9 кН;
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Эпюры 0  и А/ приведены на рис. 8.8, б, в. Опорная реакция 
на промежуточной опоре в  равна RB = 42,1 +49,1 =91,2 кН. Вычис
ляем значение максимального изгибающего момента в пределах 
правого пролета:

g l  _ 30,92 
' 2q ~ 2 20

Для кинематической проверки правильности решения «пере
множим» окончательную эпюру Л/ с единичной эпюрой Mv

I,

]Гл /2 рав = О, -4RC+ 20 • 4 • 2 - 36,25 = 0, Дс =30,9кН.

23,9 кН м.

Лфя = I f  
/
,5

Л/, Л/ , 1ах = —
/о EJ E J 26,9 1,5 - — 0,5 + 2 3

+ - ( - 2  • 26,9 • 0,5 + 2 • 36,25 • 1 - 26,9 ■ 1 + 36,25 • 0,5) 
6

1
2EJ 

0,04

1 2- 36,25 4 - 1 
2 3

20 Г  
12

= -(46 ,8-46 ,84 ) =

E J
Относительная погрешность равна

Д% = —  100% = 0,085%.
46,8

Такая относительная погрешность вполне допустима.
Для определения угла поворота сечения балки на опоре В и 

прогиба в середине левого пролета приложим к основной системе 
в сечениях В и D единичный момент и единичную силу, построим 
единичные эпюры М2 и М} (рис. 8.8, г, д) и «перемножим» их с 
окончательной эпюрой М.

Ф в SJ< о

'■ М-,М
EJ

dx = 1
2 EJ

1 2— - 36,25 -4 — 1 
2 3

20 • 4 
12

1
2

L М,М . 1, , —=— dx = —  
t J0 E J E J

= Y f 1■0,75 1,5 2--26,9 - - 36,25

_^ 5  
E J ’

13,4
~eJ '

Поворот сечения В происходит в направлении, противополож
ном действию единичного момента, то есть по ходу часовой стрел
ки. Прогиб балки в сечении D происходит вниз.
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Для статически неопределимой рамы (рис. 8.9) требуется по
строить эпюры Л/, Q, N и определить горизонтальное перемещение 
опоры В и угол поворота жесткого узла С. Жесткость стойки АС в 
три раза больше жесткости ригеля ВС.

Задача 8.3

Данная рама один раз статически неопределима (п = 4 - 3 = 1). 
Для образования основной системы отбросим опору В (рис. 8.10, а). 
Неизвестная опорная реакция подлежит определению из канони
ческого уравнения метода сил: бцА', + Д]/> = 0, характеризующего 
отсутствие вертикального перемещения на опоре В.

Построим эпюры изгибающих моментов в основной системе от 
действия заданных нагрузок и единичной силы, приложенной в 
сечении В по направлению реакции RB (рис. 8.10, б и 8.10, в). «Пе
ремножая» эти эпюры между собой, определим коэффициент и 
грузовой член канонического уравнения:
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E J  3 4 E J
Решаем каноническое уранение и раскрываем статическую не

определимость задачи.

Произведем расчет основной системы на суммарное действие 
заданных нагрузок и найденной силы Х ] = RB (рис. 8.11, а). Значе
ния изгибающих моментов в характерных сечениях стержней рав-

Мс = 20 • 3 - 1,5 — 21,5 • 3 = 25,5 кНм (растянуты 
верхние волокна),

МА = 25,5 - 30 ■ 2 = -34,5 кНм (растянуты правые волокна),

О2 21 52
Л/щах =  ̂ = 11,6 кНм (растянуты нижние волокна). 

Эпюры M,Q\\ N приведены на рис. 8.11, 6, в, г.

— (15ЛГ,-322,5) = 0, X. = RB = 21,5 кН. E J

а) 20 кН/м ,п ,, б) , Л
-^cJIIIIIIHMIUllllHllir^ Л Ш Д Ш Ш Ш М

в) 38,5
21,5

E J

Л =  38,5 30 =

= 22,5 д)



Для кинематической проверки «перемножим» окончательную 
эпюру М с единичной эпюрой Л/,.

'с М,Мг м , м  . 1 1 .... _ _ _ _= А, = У  I — - -^тт • -(34,5 - 25,5) • 2 • 3 +
1 E J/ о ^ 3£У 2

1+ —  ( - • 22,5. 3- ■ 3 - - • 25,5 • 3- • 3 I = — (76,5 - 76,5) = 0.
EJK  3 2 2 Ъ )  E J

Задача решена правильно. Для определения горизонтального 
перемещения опоры В и угла поворота узла С приложим в этих 
сечениях основной системы единичные силу и момент и построим 
единичные эпюры (рис. 8. 1 1 , д, е). «Перемножая»эти эпюры с 
эпюрой Л/, получаем

- ! а
1

3 E J  6
2(2 - 34,5 2 - 25,5 2) = 9,67E J

Фс = Н  E Ji 0

''с МхМ _ ---1— 1( 3 4  5 - 25.5) 2 1 = .
3 E J  2 E J

Опора В перемещается влево, узел С поворачивается против 
хода часовой стрелки.

Задача 8.4

Для стального прокатного двутавра 136, груженного по схеме на 
рис. 8.12, а, требуется построить эпюры М и Q. Между балкой и

а) 15 кН/м 30 кН,

\А *У
' ’

B j

4 м V
p i  
. |M j

0

......

w 15' -'
» j

!| i [Шиштшп^:

136

¥

Рис. 8.12
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промежуточной опорой В в ненагруженном состоянии имеется 
зазор 8 = 1,2 см. Модуль упругости стали Е  = 2,1 • 105 М Па = 
= 2,1 • 104 кН/см2.

Отбросим опору В и определим в этом сечении прогиб балки от 
действия заданных нагрузок. Для этого используем метод Мора и 
построим грузовую и единичную эпюры изгибающих моментов 
(рис. 8.12, б, в). «Перемножая» эти эпюры по правилу А.К. Вере
щагина, получаем

J BP |  ■ 4 ■ 4(1 ■ 270 + I  • 3ol - - ■ 30 • 4^ ■ 4
0

1360 1360 106
= ----- = -------- ;--------- = 4,84 CM,

E J  2,1 104 -13380
где J .  = 13 380 см4 — момент инерции сечения двутавра 136.

При «перемножении» эпюра М р разбита на два треугольника и 
квадратную параболу.

Поскольку vBP> 8= 1,2 см, при действии нагрузок зазор между 
балкой и опорой будет выбран, и балка будет работать как один раз 
статически неопределимая. Для решения задачи введем в сечении В 
взамен отброшенной опоры неизвестную силу А', = RB. Для ее опре
деления составим каноническое уравнение метода сил, характери
зующее равенство прогиба в сечении В начальному зазору: 
ив = ЗцА-, + Л|Я = 8 = 1,2 см, где р = vBP = 4,84 см. Определяем ко
эффициент уравнения:

/
•'и

Л/, Л/, J  1 1 „ , 2 „ 21,33—■— '-dx =------4-4 —  4 = —!— .E J E J 2 3 E J
Решаем каноническое уравнение:

21 33 + 4,84 = 1,2 см,E J
(4.84-12) 2.1.10». .3340 

21,33 106
Знак минус указывает, что сила X t = RB направлена в сторону, 

противоположную действию единичной силы, то есть вверх. Про
изводим расчет основной системы на действие силы Л-, и заданных 
нагрузок (рис. 8.13, а). Значения изгибающего момента в характер
ных сечениях балки равны
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Л', = Лв = 47,9кН

Wmax = I9-3 

Рис. 8.13
Мл = 47,9 - 4-30-5 - 15-4-2 = -78,4 кНм (растянуты верхние 

волокна),
2

м тах = м в + ^ -30 + 17,9 
2 15

= -19,3 кНм (растянуты

верхние волокна).

Эпюры внутренних усилий приведены на рис. 8.13, б, в.
Для кинематической проверки правильности решения «пере

множим» окончательную эпюру М и единичную эпюру Л/,.

[М М  , IvB = J -Ьт-dx = —
о
338

E J E J — - 4 - 4| — - 78,4 + 1-30 
2 V 3 3

2 1-•30-4--4 
3 2

338 • 10 = 1,2см = 8.
E J  2,1 104 -13380

Задача решена правильно. Определяем наибольшие нормаль
ные напряжения в балке:

78 4 10“
стнб = — ------18 = 10,55 кН/см2 = 105,5 МПа.

1 13380

Задача 8.5

Для балки на рис. 8.14, а требуется построить эпюры Q и М  и 
определить угол поворота на опоре В. Опора В является упругой с 
жесткостью с = 8 кН/см. Модуль упругости материала балки Е  = 
= 2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2.

15 -  6 17(. 225



Рис. 8.14
Балка является один раз статически неопределимой. Отбросим 

опору В и введем в этом сечении балки неизвестную силу А", = Яв. 
Поскольку опора В является упругой, она допускает вертикальное 
перемещение (осадку), равное 8 = S/c, где 5 = -Х{ — сила, переда
ваемая балкой на опору В. С учетом осадки опоры В каноническое 
уравнение метода сил имеет следующий вид:

8цЛ  ̂ + Л]/> — 8 — — 8, | н—  |X, + Л,/, — О

Используем для решения задачи метод Мора и построим грузо
вую и единичную эпюры изгибающих моментов (рис. 8.14, б, в). 
«Перемножая» эти эпюры по правилу А.К. Верещагина, получаем

§ n = J
Л/, Л/ 

E J 'dx = —  .1-3-3--3 = — , 
E J  2 3 E J

■Mj Mj
E J

1 1
Л ~ - Т « . 2 Ь . З  + Т .||  = -

1 140 
E J  '

Решаем каноническое уравнение:

9 10 1
2,1 Ю4 1290 8

140 106 = 0, Ху = RB = 11,3 кН,
2,1 104 1290

где J z~ 1290 см4 — момент инерции сечения двутавра 118.
Статическая неопределимость задачи раскрыта. Эпюры изгиба

ющих моментов и поперечных сил приведены на рис. 8.15, б, в. 
В качестве проверки правильности решения определим осадку 
опоры В.
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30 кН

18,7 (кН )

RB= 11,3 кН

Рис. 8.15
я х \ ч , з  . . .§ = -!- = ---= 1,41 СМ.

с 8
Эта величина должна быть равна прогибу балки в сечении В. 

«Перемножая» по правилу А.К. Верещагина эпюры М и Л/,, полу
чаем

г Л/, Л/vB = J - 4 —  dxE J
1

E J :(-2 ■ 26,1 • 3 + 2 ■ 11,3 • 1 - 26,1-1 + 11,3-3) +

+ — 11,31-1
2 3

38,3 38,3 106 = -1,41 c m .
E J  2,1-10 • 1290

Знак минус указывает, что направление перемещения точки В 
противоположно направлению действия единичной силы, то есть 
перемещение происходит вниз. Задача решена правильно. Наи
большие нормальные напряжения в балке равны

а  = 26,1-10 ,2 кН/см2 = 182 МПа.
1290

Для определения угла поворота сечения балки на опоре В при
ложим в этом сечении единичный момент, построим единичную 
эпюру М2 (рис. 8.15, г) и «перемножим» ее с эпюрой А/.

Фя = J
1 М,М . 1dx = —
о

E J E J 1(26,1 -11,3)- 2--  -11,3-1 
.2 2 •1 = 9,15 

E J  '

227



Задача 8.6

Стальная консольная труба 0120x6 мм нагружена на конце 
сосредоточенной силой и опирается в средней части на стальную 
двутавровую балку 116 (рис. 8.16). Требуется определить величину 
силы, передаваемой трубой на двутавр, построить эпюры изгиба
ющих моментов для обеих балок и определить в каждой из них 
наибольшие нормальные напряжения. Модуль упругости Е  = 
= 2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2.

Данная задача является один раз статически неопределимой. 
Обозначим силу взаимодействия между балками Хх (парное неиз
вестное). Каноническое уравнение метода сил имеет обычный вид: 
бцА, + А,/, = 0. В данной задаче это уравнение выражает условие 
равенства прогибов обеих балок в месте их контакта, то есть отсут
ствие взаимного перемещения по направлению сил Л',.

Произведем расчет балок на действие нагрузки и единичных сил 
Х { = 1 и построим грузовую и единичные эпюры изгибающих мо
ментов (рис. 8.17 и 8.18). «Перемножая» эти эпюры по правилу 
А.К. Верещагина, получаем

I 1 25П = -------1 ,81,8-1 ,8  +
"  E J, 2 3

+ — ( - • 0,96 • 2,4 • - • 0,96 + - • 0,96 ■ 1,6— • 0,9б) =Е / Л  2 3 2 3 )<■2
1,944 1,23 

“  E JZ + E JZ '

Д,/> = - у -  • ^ ( 2  • 32,4 • 1,8 + 10,8 • 1,8) =L J . 6 E J .Ч Ч

где J z и J  — моменты инерции поперечных сечений обеих балок:

J z - ^ [б 4 — 5,44] = 350 см4, J Zi = 873 см4.

Решаем каноническое уравнение и определяем силу взаимодей
ствия между балками:

,6 ’( 1,944 106 1,23 106  ̂
350 + 873

40,82 10°
х \ - 350

= 0, X, = 16,75 кН.

Построим эпюры изгибающих моментов и определим наиболь
шие нормальные напряжения в балках (рис. 8.19 и 8.20).
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Р= 12 кН

Рис. 8.16

а) 12 кН 0,6 см

1.8 м 0.9 м
№

|12см|

б)

в) 'Л 
'А

а) q

б)
0,4

Рис. 8.17

, v -

| (кНм)

(м)

2.4 м |. 1.6 м

УгХ. = 1 I

D

~3г
и-

116

&
(М

'0,96 f 0,6 

Рис. 8.18

1 1 Q



12 кН 
В (Л?)кНм

16,75 кН

'^Хх= 16,75 кН 
0,9 м

(Л/)кНм 

10,05 кН

Рис. 8.19

Балка АВ (труба 0 120x6 мм)

Рис. 8.20

а нб -
10,8  - 102

350
Балка CD (двутавр 116) 

16,08 102

6 = 18,5 кН/см2 = 185 МПа.

а нб - 873
■8 = 14,7 кН/см = 147 МПа.

Определим вертикальное перемещение точки контакта балок 
(сечение Е). Для этого «перемножим» эпюру М в балке CD 
(рис. 8.20) с единичной эпюрой Л/, в этой балке (рис. 8.18, б).

Vr = 1 П 1■ 16,08-2,4 —  0,96 ч---16,08 • 1,6 — 0,96 =
2 3 2 3

20,6 20,6 106
E J  2,М О 4 -873

1,12 см.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 8.7. Для балок на рис. 8.21 требуется раскрыть статичес
кую неопределимость с помощью метода сил, определить опорные 
реакции, построить эпюры Q и М и определить значения прогиба 
в сечениях С и углов поворота сечений В.

Рис. 8.21
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О твет:
Таблица 8.1

Схема
Опорные реакции Перемещения

RA, к Н RB, кН Rd, кН МА, кНм EJvc £Уфв
а 13,78 10,22 — 11,33 4,48 -7,0
б 32,20 63,8 — 32,8 11,03 -18,4
в -3,375 9,625 11,75 - 2,95 1,5

Задача 8.8. Для стальных балок на рис. 8.22, имеющих началь
ные зазоры 8 на опорах fi, требуется определить опорные реакции, 
построить эпюры Q и М и определить прогиб в сечениях С и углы 
поворота сечений В. Модуль упругости £=2,1 • 105 МПа.

10,6 см
[Иг

12

Ответ:
Таблица 8.2

Схема
Опорные реакции Перемещения

Ra, КН RB, кН Rn, кН МА, кНм vc, см Фй
а 33,535 13,93 6,535 — 0,374 -0°02'
б -3,015 3,015 - 5,955 0,485 0°17'

Задача 8.9. Для стальных балок на рис. 8.23, имеющих пружин
ную опору В с жесткостью с = 12 кН/см, требуется определить 
опорные реакции, построить эпюры Q и М и вычислить значения 
прогиба в сечениях С (схема а) и В (схема б), угла поворота сече-

Рис. 8.23
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ним В и наибольших нормальных напряжений. Модуль упругости 
£=2,1 • 105 МПа.

Ответ:
Таблица S.3

Схема
Опорные реакции Перемещения

онб, МПа
Ra, кН RB, кН Лс, кН МА, кНм V, см Ф в

а 9,05 14,95 - 30,1 у с =  2,41 0°37 ' 164

б -1 1 ,3 3 8,87 2,45 - ^й = 0 ,74 -0 °  12' 174

Задача 8.10. Для рам на рис. 8.24 требуется раскрыть статичес
кую неопределимость с помощью метода сил, построить эпюры Q 
и Л/ и определить значения углов поворота сечений А, вертикаль
ных перемещений сечений С (рис. 8.24, а, в) и горизонтального 
перемещения сечения В (рис. 8.24, б).

Ответ:
Таблица 8.4

Схема
Опорные реакции, кН, кНм Перемещения и углы поворота

Опора А Опора В Опора С ЕМ  а E Jv c EJ uB

а
Л, = 12,21 
//, = 6.14

RB= 5,79 
Нв = 6,14 - 4,395

1,385
(вниз) 0

б Л4 = 20,25 R„=  18,75 Лс = 33,0 
Нс = 12,0 2,208 0

66,25
(влево)

в Л, = 3,03 
" ,  = 7,99

RB= 14,97 
Нв = 10,01 
Л/в = 15,06

- 12,8 4,855
(вниз) 0



Глава 9 
РАСЧЕТ БАЛОК НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Балка, расположенная на упругом основании, находится под 
действием заданных нагрузок и реактивного отпора основания 
(рис. 9.1). Реактивный отпор равен нагрузке, передаваемой балкой 
на поверхность основания. Закон изменения реактивного отпора 
основания не может быть определен из уравнений равновесия. Для 
расчета балки необходимо ввести предположение о зависимости 
между реактивным отпором основания и прогибом балки, то есть 
построить расчетную схему или модель упругого основания. В ин
женерной практике наиболее часто используется модель основания 
Е. Винклера, для которой принимается линейная зависимость 
между нагрузкой на основание и осадкой его поверхности. Дефор
мация упругого основания Е. Винклера происходит только в об
ласти приложенной к нему нагрузки.

При расчете батки на упругом основании обычно принимается, 
что прогиб балки и(х) равен осадке поверхности основания u ,(.y ) 
(рис. 9.1). Реактивное давление (отпор) основания Е. Винклера под 
балкой определяется по формуле

где к — коэффициент пропорциональности, характеризующий 
жесткость основания (коэффициент постели). Этот коэффициент 
определяется экспериментально и имеет размерность силы, отне
сенной к единице длины в третьей степени, Ь — ширина подошвы 
балки.

Изгиб балки на основании Е. Винклера описывается следу
ющим дифференциальным уравнением:

Рис. 9.1

qr = kv(x) - kbu(x), (9.1)

233



EJv lv(.v) + kbv(x) = q(x), (9.2)

где E J — жесткость балки при изгибе, которая принимается посто
янной (E J = const), q(x) — распределенная поперечная нагрузка.

Для удобства интегрирования уравнения (9.2) обычно вводится 
безразмерная переменная £ = Хх, где

Общее решение уравнения (9.2) можно представить в следу
ющем виде:

v(£) = C (eisin^ + С2е^cos£, + C3e~^sin^ + С4е~ьcos^ + и*(£,), (9.4)

где С,, С2, С3 и С4 — постоянные интегрирования и и*(£.) — частное 
решение уравнения (9.2).

Угол поворота поперечных сечений балки, изгибающий момент 
и поперечная сила определяются по формулам теории изгиба ба
лок:

Наличие в этих формулах параметра X связано с заменой пере
менной £, = Хх.

Если балка является достаточно длинной, а приложенная к ней 
нагрузка занимает небольшой участок, удаленный от одного или 
от обоих концов балки, то ее можно отнести к категории так назы
ваемых бесконечно длинных и полубесконечных балок. Изгиб 
таких балок на упругом основании Е. Винклера описывается од
нородным дифференциальным уравнением E Jv lv(x) + kbv = 0 и 
решением (9.4), в котором надо положить и*(^) = 0 и отбросить 
возрастающие ветви.

Рассмотрим длинную балку, нагруженную сосредоточенной си
лой на достаточном удалении от обоих концов (рис. 9.2). Сохранив 
для правой части (£ > 0) экспоненты в отрицательной степени (за
тухающие ветви решения (9.4)) и использовав условия в точке 
приложения силы: £ = 0, ф = 0, (?прав = -Р/2, получим:

(9.3)

Ф(£) = Xv%),
М(%) = - EJX2v " ( = -Е/А*р'($), 

0 Ф  = -EJX3v'"£) = ХМ % ).
(9.5)
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U(S) 8 EJX
-e ^(cos$ + sin%),

(9.6)
ф(£) = ---- 7e"4in$,

4 E JX2

M{£>) = £-e4 (cos^-sin$),

Q(Q = - y e 4 cos$.

Для длинной балки, нагруженной сосредоточенной силой на 
конце (рис. 9.3), используем условия: Е, = О, М = О, Q = -Р и полу
чим:

РV(q)
2 EJX

■е scos$,

^  = ~ ; г ' , ^ 'е^ ( со^  + sin^ ’I t J  к"

Л/($) = е-̂  sin^,
А,

(?(£) = -РеГ^(cosE, - sin^).

(9.7)

Рис. 9.2 Рис. 9.3

При  ̂—» оо все величины в формулах (9.6) и (9.7) стремятся к 
нулю (затухают).

Решения (9.6) и (9.7) при Р = 1 можно рассматривать как функ
ции влияния. С их помощью можно произвести расчет длинных 
балок на одновременное действие системы сосредоточенных сил 
и распределенных поперечных нагрузок, достаточно удаленных от 
концов балки (рис. 9.4). При этом балку можно отнести к катего
рии длинных, если расстояние от нагрузки до концов балки пре
вышает следующее значение:
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(9.8)

Рис. 9.4

При расчете коротких балок на упругом основании необходимо 
учитывать взаимное влияние напряженного и деформированного 
состояний балки на ее обоих концах, в силу чего в общем решении
(9.4) надо удержать и возрастающие, и затухающие ветви. Решение 
для коротких балок на упругом основании удобно записать в фор
ме метода начальных параметров. При этом решение однородного 
дифференциального уравнения, соответствующего (9.2), имеет 
следующий вид:

В решении (9.9) величины и0, ф0, М0 и Q0 являются начальными 
параметрами. Они представляют собой прогиб, угол поворота, 
изгибающий момент и поперечную силу в начальном сечении бал
ки при  ̂= 0. Функции К,, Y2, К3 и Y4 имеют следующий вид:

где shi; и ch$ — гиперболические функции, определяемые по фор
мулам

Функции (9.10) обычно называются функциями А.Н. Крылова. 
Для них справедливы следующие дифференциальные зависимости:

и ®  = о0Щ )  + ^  а д  - -^Ц- а д  - А -  а д .  (9.9)
A. L J  К L J  К

К,(£) = ch^cos^,

Y2{&) = l(ch^sin$ + sh£cos£),

*з(£) = Ish^sin^,

K4(£) = l(ch^sin$ - sh^cos^),

(9.10)
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При £, = 0 имеем К, = 1, Y2= Y3 = Y4 = О.
Продифференцировав решение (9.9) в соответствии с формула

ми (9.5), получим выражения для углов поворота, изгибающих 
моментов и поперечных сил в балке на упругом основании:

ф(£) = -4 Хи0К4 + ф0К, '2— <кгУ3, EJX  2 EJX  3

Л/(£) = 4EJX2v0Y3 + 4EJXy0Y4 + M0Y{ + ^ Y 2, (9.12)

Q(0 = 4 E JX \ Y 2 + 4E JX 2y0Y3 - 4ХМ0У4 + Q()Yt.
Учет влияния нагрузок, приложенных в пределах длины балки, 

наиболее просто произвести с помощью принципа независимости 
действия сил (принципа суперпозиции). При этом к выражению 
для прогиба (9.9) надо добавить функции, вид которых соответ
ствует частным интегралам в решении (9.9). Приведем выражение 
для прогиба балки при наличии трех основных типов нагрузки и 
промежуточного шарнира (рис. 9.5).

V  РА о *------ 1______ V - ________ ц щ ц ш ш и _________Л___________
п  п. 1 п. г». пг-

х&)

«1 |«2

~Qh Ч3>-

а5 у

Рис. 9.5

EJX -Y&-  а ,)
М

EJX :Ш - а 2)

4 E JX4
\ \ - № ~ а 3)]

4 EJX4[1 - Щ £ > -  а 4>]

(9.13)



где вертикальная черта с соответствующей цифрой означает гра
ницы участков с различными законами изменения прогиба.

В начале расчета всегда известны два начальных параметра. 
Другие два начальных параметра, а также скачки Дф в промежуточ
ном шарнире подлежат определению из соответствующих гранич
ных условий, примеры постановки которых рассмотрены ниже.

1. Свободно расположенная балка (рис. 9.6).
В начальном сечении Л/0 = О, Q0 = -Р. Для определения и{) и ф0 

используем граничные условия: прих = / (£ = £,), M = 0,Q = 0.

Рис. 9.6 Рис. 9.7

2. Балка с шарнирными опорами (рис. 9.7).
В начальном сечении и0 = О, М0 = М. Для определения ф0 и Q0 

используем граничные условия: при$ = $Л и = 0, М = 0.

3. Балка с жесткой заделкой (рис. 9.8).
В начальном сечении i>0 = 0, ф0 = 0. Для определения Л/0 и Q0 

используем граничные условия: при х = I (£ = £,), M = -M,Q = 0.

4. Балка с промежуточным шарниром (рис. 9.9).
В начальном сечении Л/0 = -А/, Q = 0. Для определения и0, ф() и 

скачка Дф используем условия: при *  = а (£, = а), М = 0; при х = / 
£  = b,)'M=0,Q=P2.

Используя граничные условия и дополнительные условия в про
межуточных шарнирах, получим систему алгебраических уравне-
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Рис. 9.9
ним относительно всех неизвестных величин. После их определе
ния расчет балки на упругом основании сводится к вычислению и, 
ф, М и Q с помощью уравнения (9.13) и формул (9.5) в различных 
сечениях балки и к построению соответствующих эпюр. В сечении 
с наибольшим изгибающим моментом надо определить наиболь
шие нормальные напряжения и проверить выполнение условия 
прочности балки.

Расчет балки на упругом основании существенно упрощается, 
если балку считать жесткой и при определении реактивных давле
ний основания не учитывать ее изгиб. В этом случае реактивный 
отпор основания Е. Винклера изменяется по линейному закону, 
а эпюра реактивного отпора представляет собой в общем случае 
трапецию (рис. 9.10). Ординаты реактивных давлений на краях 
балки qA и qB определяются из уравнений ее равновесия.

Балку можно отнести к категории жестких, если ее длина / 
меньше следующего значения:

Рис. 9.10

(9.14)

Осадка жесткой балки определяется по формуле

к kb' (9.15)
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 9.1

Стальной рельс Р65 длиной 12,5 м, расположенный на упругом 
основании, нагружен на конце сосредоточенной силой Р= 120 кН 
(рис. 9.11). Приведенный (погонный) коэффициент постели к = 
= 30 МПа = 3 кН/см2. Геометрические характеристики сечения 
рельса J z = 3573 см4, W, = 363 см3, модуль упругости Е = 2,1 х 
х Ю5 МПа = 2,1 ■ 104 кН/см2.

Требуется построить эпюры изгибающих моментов и прогибов 
рельса и определить наибольшие нормальные напряжения. 

Вычисляем параметр А. и устанавливаем категорию балки.

Поскольку длина балки /= 1250 см превышает значение

балку можно отнести к категории длинных и для ее расчета исполь
зовать формулы (9.7). Вычисляем по первой и третьей формулам 
(9.7) значения v и М в сечениях балки с шагом 1 м, начиная с на
груженного конца. Результаты расчета приведены в табл. 9.1. По 
этим результатам построены эпюры М и v (рис. 9.12). Прих> 6 м 
прогиб и изгибающий момент практически равны нулю.

Вычисляем значения наибольших нормальных напряжений в 
сечении балки с наибольшим изгибающим моментом:

Р=  120 кН Р65

Рис. 9.11
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Рис. 9.12
Tao.iица 9.1

№  п/п X, см Ь А/, кНм v , см
1 0 0,0 0 0,8
2 100 1,0 -37.14 0,159
3 200 2,0 -14,77 -0.045
4 300 3,0 -0,843 -0,039
5 400 4,0 1,663 -0,0096
6 500 5,0 0,775 0,0015
7 600 6,0 0,083 0.0019

Задача 9.2

Ст;тыюй рельс Р50 длиной / = 25 м, расположенный на упругом 
основании, нагружен в центральной части шестью сосредоточен
ными силами Р= 100 кН (рис. 9.13, а). Приведенный коэффициент 
постели основания к = 26 МПа = 2,6 кН/см2. Геометрические ха
рактеристики сечения рельса J, = 2016 см2, W = 265 см3, модуль 
упругости £=2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2.

Требуется определить изгибающий момент и наибольшие нор
мальные напряжения в сечении рельса под третьей силой.

Вычисляем параметр X и устанавливаем категорию балки.

X = #/—  = J  2,6. —  = 0,0111 см"1,
V4 E J \ 4 • 2,1 -10 - 2016
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Рис. 9.13

Поскольку расстояния от крайних сил до концов балки превы
шают знамение /0, балку можно отнести к категории длинных и для 
ее расчета использовать решения (9.6). Выше было отмечено, что 
эти решения при Р  = 1 представляют собой функции влияния, 
а соответствующие эпюры являются линиями влияния.

Для определения изгибающего момента в сечении А-длинной 
балки от действия нескольких сосредоточенных сил надо в этом 
сечении приложить единичную силу Р= 1 и построить единичную 
эпюру Мк. Эта эпюра и является линией влияния Д/А, с помощью 
которой изгибающий момент Мк можно определить по формуле

м к = у а д  + м2Кр2 +... + м пКрп = (9.16)

где r|(^) = e~ (̂cosii, - sin!;).
В формуле (9.16) М]К, М2К.....Мпк— ординаты линии влияния

Мк в сечениях, где приложены силы Р {, Р2, ..., Рп. Функция г|(£,) 
должна вычисляться в этих сечениях.

В нашей задаче для определения изгибающего момента в сече
нии рельса под третьей силой примем начало отсчета в этом сече
нии и построим линию влияния Л/я (рис. 9.13, б). При определении 
А/3 по формуле (9.16) учтем симметрию линии влияния изгиба
ющих моментов, то есть свойство Л/(-^) = Л/(£), в силу чего знак £,
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не влияет на знак изгибающего момента. Результаты вычислений 
приведены в табл. 9.2.

Таблица 9.2
№
п/п

Номер
сечения X, см

£II п(^) Л  кН М\, кНм

1 1 400 4,44 0,0082 100 0,186
2 2 200 2,22 -0,1522 100 -3,459
3 3 0 0 1,0 100 22,730
4 4 460 5,106 0,0079 100 0,180
5 5 660 7,326 -0,0002 100 -0,005
6 6 860 9,546 -0,0001 100 -0,001

Л/3 = £  Л/; = 19,63 кНм

Нетрудно видеть, что силы, приложенные в сечениях 5 и 6, 
практически не влияют на величину изгибающего момента в сече
нии 3. Наибольшие нормальные напряжения в этом сечении равны

А/, 19,63 -102 1 пa.lf> = — - = -------- = 7,41 кН/см = 74,1 МПа.
1,6 W, 265

Задача 9.3

Стальная балка сечением 120, расположенная на упругом осно
вании, находится под действием показанной на рис. 9.14 нагрузки. 
Правый конец балки имеет шарнирную опору. Коэффициент по
стели (жесткости основания) к = 3,2 • 10-2 кН/см3. Геометрические 
характеристики сечения J , = 1840 см4, W, = 184 см3, b = 10 см, 
модуль упругости £=2,1 ■ 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2.
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Требуется определить значения А/, Q, v и ф в сечениях балки с 
шагом //8 = 0,8 м, построить эпюры этих величин и вычислить 
наибольшие нормальные напряжения в балке.

Вычисляем параметр X и устанавливаем категорию балки:

X = 4|
kb = 4 3,2 10“2 10

4 E J  у 4 • 2,1 • 10 • 1840
= 6,745 10“3 1/см,

%, = }J=  6,745- 10-3 640 = 4,317.

Поскольку приведенная длина находится в пределах 
1,2 < < 1,5л, балку надо рассматривать как имеющую конечную 
длину. Нагрузка разбивает балку на два участка (рис. 9.14). Исполь
зуя метод начальных параметров, записываем с помощью уравне
ний (9.13), (9.5) и (9.12) выражения для прогибов, углов поворота, 
изгибающих моментов и поперечных сил в балке:

v(V = „ 0В Д  + а д  - - A y
A, L J  К а д

EJX У Л -  « ,) + 4 EJX' - [ l- W S - a , ) ]

Ф(^) = -4Х и М )  + Фоа д  WEJX

+ — Р—  - « I ) + ^ тгу  У Л  - «1)

EJV-

EJX EJX
<?оМ&) = 4 E JX \ Y & )  + 4 EJX% Y4(t;) + М0Щ )  + ~-У2̂ )
Л

0($) = 4 т 3иоа д  + 4 т 2Фоа д  - 4XM0Y ^ ) + £0В Д

- P Y ^ - a j- lY M - C L t )

где £, — безразмерная переменная, изменяющаяся в пределах
0 < Е, < 4,317, И| — безразмерная координата границы участков, 
равная a, = Ajc, = 6,745 • 10_3 • 160 = 1,079.

Начальные параметры равны: М0 = - 12 • 102 кНсм, (?0 = 0.
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Для определения неизвестных начальных параметров и0 и ф0 
используем граничные условия на правом конце балки (шарнирная 
опора В): при х = 6,4 м (q = cll = 4,317), v - О, Л/ = 0.

Последовательно вычисляем:

X = 6,745 ■ 10_3 1/см, £У = 2,1 ■ 104- 1840 = 3,864- 107 кН/см2,

EJX  = 2,606 ■ 105 кНсм, EJX2 = 1,76- 103кН,

EJX7, = 11,86 кН/см, EJXA = 7,998 • 10~2 кН/см2.

Вычислив значения функций А.Н. Крылова (9.10) при ^  = 4,317 
и а, = 3,238, раскрываем граничные условия:

Л/ (4,317) = 4-1,76- 103(-17,29)ио + 4-2,606- 105(-5,04)фо +

Решив систему двух алгебраических уравнений, находим значе
ния начальных параметров у() и ф0:

С учетом числовых значений начальных параметров, нагрузок 
и характеристик жесткости банки и упругого основания запишем 
окончательные выражения для всех компонентов напряженного и 
деформированного состояний балки:

+ (-12 ■ 102)(— 14,44)----- -----=-(-6,946)
6,745-10“3

и0 = 0,399см, ф0 = -1,618- 10-3 рад.

у(£) = 0,399 К,(5) - 2,398 У Д ) + 0,6818 У3( Ц  + 1,686 У Д  - а ,) + 

+ 0,5001 [ 1 - У Д - а ,)]^ , 

ф(£) = [-10,77 У Д ) - 1,618 У Д ) + 4,605 УД)^ + 11,36 У Д  - а ,) + 

+ 13,49 У Д - a ,)| j-  \0~\
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О Д  = [2,81 Х3£ )  - 1,686 Y& ) - 1,2 Г , (Ц  - 2,965 Y2(£, - а ,) -

- 3,517 Y3(t; - а,)|2] • 103,

< №  = 1 8 , 9 4 -  11,39 Э Д  + 32,38ГД )^  - 20Г,(q - а ,) -

- 23,72 К Д - а ,)^ .

Разбиваем балку на восемь равных участков длиной 0,8 м 
(£, = 0,5396) и вычисляем значения функций А.Н. Крылова (9.10) 
при аргументах соответствующих границам участков (табл. 9.3). 
С помощью этой таблицы определяем по полученным выше фор
мулам значения и, ф, М  и Q в сечениях балки с заданным шагом. 
Результаты расчета приведены в табл. 9.4.

Таблица 9.3
№
п/п .V, м % У2& Y & ) Г Д ) 1 - У №

1 0,0 0,0 1,0 0,0 0,0 0,0 0,0
2 0,8 0,5396 0,9859 0,5381 0,1454 0,0262 0,0141
3 1,6 1,079 0,7748 1,030 0,5734 0,208 0,2252
4 2,4 1.619 -0,1264 1,252 1,211 0,6842 1,1264
5 3,2 2,158 -2,429 0,6425 1,777 1,504 3,429
6 4,0 2,698 -6,737 -1,737 1,586 2,469 7,737
7 4,8 3,238 -12,70 -6,946 -0,6123 2,859 13,7000
8 5,6 3,777 -17,59 -15,27 -6,478 1,150 18,590
9 6,4 4,317 -14,44 -24,52 -17,29 -5,040 15,440

Таблица 9.4
№
п/п Л\ м V, см Ф • 10_3, рад Л/, кНм Q, кН qr, кН/м <7, кН/м

1 0,0 0,0 0.399 -1,618 -12,0 0,0 12,77 -12,77
2 0,8 0,5396 0,363 0,601 -8,19 9,38 11,62 -11,62

3 1,6 1,079 0,453 1,251 3,31 \9 ,7 Ъ ^
/ М ),2 8 14,50 - 1 4 Л / "

1,5
4 2,4 1,619 0,526 0,606 2,94 -0,409 16,84 -0,84
5 3,2 2,158 0,552 0,011 3,01 0,694 17,65 -1,65
6 4,0 2,698 0,527 -0,702 4,07 1,813 16,85 -0,85
7 4,8 3,238 0,431 -1,753 5,44 1,331 13,81 2,19
8 5,6 3,777 0,259 -2,919 5,38 -2,251 8,29 7,71
9 6,4 4,317 0,0 -3,658 0,0 -11,91 0,0 16,0
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Величины реактивных давлений основания и суммарной рас
пределенной нагрузки на балку определялись по формулам

qr=kbv, q= q-qr.
По результатам табл. 9.4 построены эпюры qr q, Q, М, ср и v 

(рис. 9.15), на которых отмечены экстремумы, точки перегиба, 
скачки и изломы.

М = 12 кНм q = 16 к Н/м

В х(%) 

RH= 11,91 кН

;М Щ Щ
@ (к Н / м )

I =-| 
1 1 0,

28

1
ICT*
щ

“ 1 ~  
1

1 1 
1 1
|max|

1 i

. СОТ' 
ON

I I111
Jrrt?

19
,72

;d 1.
81

31

1 -; i
 ̂я |  J  
1 =i 
1 1

АЛ (кНм)

Рис. 9.15
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Сумма проекций на ось Оу равнодействующей реактивных дав
лений основания и опорной реакции на шарнирной опоре йдолж- 
на быть равна сумме проекций заданных нагрузок. Проверим вы
полнение этого условия, считая, что реактивные давления основа
ния в пределах каждого участка разбиения изменяются по 
линейному закону. При этом равнодействующая реактивных дав
лений, равная площади эпюры qr, приближенно равна

R = [12,77 + 2(11,62 + 14,5 + 16,84 + 17,65 + 16,85 +

+ 13,81 + 8,29)] = 84,76 кН.
Составляем уравнение равновесия:

= 0, 20+ 16 4,8 - 84,76 - 11,91 =96,8-96,67 =

= 0,13 кН Ф 0.

Относительная погрешность равна

а % = -2iLL.ioo% = о,1з%.
96,67

Вычисляем наибольшие нормальные напряжения в балке:

ст = М ж  = ! 2.: 10 = 6,52 кН/см2 =65,2 МПа.
"г> W, 184

Задача 9.4

Железобетонная фундаментная балка прямоугольного сечения 
длиной / = 2,6 м, расположенная на упругом основании, нагружена 
двумя сосредоточенными силами (рис. 9.16, а). Коэффициент по
стели к = 3 ■ 10-2 кН/см3. Модуль упругости материала балки Е  = 
= 2 ■ 104 МПа.

Требуется определить реактивные давления основания и по
строить эпюры Q и А/.

Вычисляем параметр X и устанавливаем категорию балки:

. 40•503 . п  |П5 4J .  = ------= 4,17 • 0Э см ,
1 2

X = J  3 '0- 40—  = 6 10_з
V 4 - 2 -10 - 4,17 -10

$, = Х/ = 4,356- 10-3 260 = 1,13.
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Поскольку приведенная длина балки ^  меньше 1,2, балку при 
определении реактивных давлений основания можно рассматри
вать как жесткую и не учитывать ее изгиб. В силу симметрии на
грузки относительно середины балки реактивные давления осно
вания постоянны по величине (рис. 9.16, а) и их интенсивность 
равна

2 Р 2 30 qr = -7- = -̂ ~7~ ~ 23,1 кН/м./ 2, 6

Определение изгибающих моментов и поперечных сил в балке 
и построение эпюр М и Q производится обычными методами рас
чета балок при изгибе. Эпюры MwQ  приведены на рис. 9.16, б, в. 
Величина экстремального момента в середине балки равна

Мтт = 5,65 - = 1,5 кНм.
2 23,1

Изгибающие моменты вызывают растяжение нижних волокон 
балки. Осадка балки постоянна и равна

qr 23,1 Ю "2
V = —  = ------ ;----  = 0,192 см.

кЬ 3■10 ■40
В заключение приведем ориентировочные значения коэффи

циента жесткости (коэффициента постели) некоторых грунтовых 
оснований (табл. 9.5).

249



Таблица 9.5
№  п/п Материал основания к. кН/см3

1 Песок свеженасыпанный 
Глина мокрая, размягченная 0,001-0,005

2 Песок слежавшийся 
Гравий насыпной 
Глина влажная

0,005-0,05

3 Песок и гравий плотно слежавшиеся 
Щебень
Глина малой влажности

0,05-0,1

4 Грунт песчано-глинистый, 
искусственно уплотненный 
Глина твердая

0,1-0,2

5 Известняк, песчаник, мерзлота 0,2-1,0
6 Кирпич, бутовая кладка 4,0—6,0
7 Бетон и железобетон 8,0-15,0
8 Твердая скача 1,0-15,0
9 Искусственное свайное основание 0,05-0,15



Глава 10 
СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ СТЕРЖНЕЙ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Сложное сопротивление стержня имеет место при действии 
произвольных нагрузок, которые можно разложить на осевые, 
поперечные и скручивающие нагрузки. При этом в поперечных 
сечениях стержня действуют три напряжения — одно нормальное 
и два касательных (рис. 10.1).

Равнодействующими этих напряжений в системе главных цент
ральных осей Oxyz стержня сплошного сечения являются шесть 
внутренних усилий в поперечных сечениях.

Равнодействующими нормальных напряжений являются про
дольная сила N и изгибающие моменты М. и Му (рис. 10.2):

TV = J J<з<У/г, Л/, = JJo>y//\ M v = ^ a z d F .  (10.1)
F  F  F

Равнодействующими касательных напряжений являются попе
речные силы Qy, Qz и крутящий момент Мк (рис. 10.3):
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Рис. 10.3

Qy = \\xyxdF, Qz = jjTv dF, MK = J J ( t 1vz ± xz,y)dF. (10.2)
F  F  F

В общем случае внутренние усилия изменяются подлине стерж
ня, то есть являются функциями координаты л\ Как правило, они 
определяются с помощью метода сечений.

Определение напряжений в поперечных сечениях стержней при 
сложном сопротивлении в большинстве случаев производится на 
основании принципа независимости действия сил. Напряжения 
вычисляются раздельно от действия соответствующего внутренне
го усилия по формулам растяжения-сжатия, изгиба и кручения 
стержней. При этом нормальные напряжения суммируются алгеб
раически, а касательные — геометрически.

Знаки нормальных напряжений обычно устанавливаются но 
характеру деформации стержня. Растягивающие напряжения счи
таются положительными, а сжимающие — отрицательными.

Нормальные напряжения в общем случае сопротивления стерж
ня сплошного сечения определяются по формуле

М„
(10.3)

у

где F, J. и J y — площадь и главные моменты инерции поперечного 
сечения стержня относительно центральных осей.

Внутренние усилия /V, Л/, и М считаются положительными, 
если в точках 1-й четверти сечения они вызывают растяжение.

Нормальные напряжения в поперечном сечении изменяются 
по линейному закону в зависимости ог координату и г. Приравняв 
а к нулю, получим уравнение нулевой линии (нейтральной оси). 
Положение этой линии устанавливается по координатам точек ее 
пересечения с осями:

N М. 
а  = —  + — -у + — -z, 

F  J ,  J,
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Го F Mz' 20 F M v
N J z N J y (Ю .4)

Угол наклона нулевой линии ф0 к оси Oz определяется по фор
муле

В общем случае нулевая линия не проходит через центр тяжес
ти сечения и является наклонной к осям. В зависимости от вели
чин _у0 и Zq нулевая линия может пересекать сечение, не пересекать 
сечение и проходить по касательной к сечению. В первом случае 
нормальные напряжения в поперечном сечении являются разно
значными, а во втором и третьем — однозначными.

Полное касательное напряжение в точке поперечного сечения 
стержня определяется по формуле

Составляющие t .v и t vv вычисляются раздельно от действия 
поперечных сил Q, и Qv и крутящего момента Л/к.

Рассмотрим частные случаи сложного сопротивления.

Плоский косой и пространственный изгибы стержня
Плоский косой изгиб вызывается действием поперечных нагру

зок, расположенных в плоскости, не совпадающей с главными 
плоскостями инерции стержня. Например, на рис. 10.4 плоскость

Л  Му
(Ю.5)

(10.6)

г

Рис. 10.4
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действия нагрузок (силовая плоскость) составляет с главной плос
костью инерции стержня Оху угол ф̂ .

Разложив поперечную нагрузку по главным плоскостям инер
ции, можно представить косой изгиб как совокупность двух пря
мых изгибов. При этом нормальные напряжения в поперечных 
сечениях стержня определяются по формуле

где Л/. = Mcostyp, Му = Mslrupp и М — суммарный изгибающий мо
мент, действующий в силовой плоскости.

При этом выполняется условие

Нулевая линия проходит через центр тяжести сечения, и угол ее 
наклона к оси Oz определяется по формуле

Углы фр и ф0 откладываются от главных осей инерции попереч
ного сечения стержня в одну и ту же сторону. Поскольку в общем 
случае главные моменты инерции сечения различны ( J , * J y), ну
левая и силовая линии не ортогональны (что всегда имеет место 
при прямом изгибе).

Нулевая линия делит сечение на зоны растяжения и сжатия. 
Наибольшие нормальные напряжения действуют в точках сечения, 
наиболее удаленных от нулевой линии (рис. 10.5).

Му

Нулевая

Рис. 10.5
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Они определяются по формулам
М. M v__L м j___ —

* . . , » ,

где уА, zA и ув, — координаты наиболее удаленных от нулевой 
линии точек сечения в зонах растяжения и сжатия. В общем случае 
эти координаты различны по величине, следовательно, оА Ф IctJ. 
В частном случае для сечений с двумя осями симметрии наиболь
шие нормальные напряжения в обеих зонах равны по величине. 
Если при этом сечение имеет только четыре угловые точки 
(рис. 10.6), то наибольшие нормальные напряжения действуют в 
противоположных угловых точках сечения и определяются по фор
муле

где W_ и Wy — моменты сопротивления сечения.

При расчетах стержней на прочность при косом изгибе необхо
димо обеспечить выполнение условий прочности в зонах растяже
ния и сжатия:

где Rp и Rc — расчетные сопротивления материала стержня при 
растяжении и сжатии, ус — коэффициент условий работы. В общем 
случае Rp * Rc.

В частном случае при Rp = Rc = R и для сечений с двумя осями 
симметрии типа прямоугольника (рис. 10.6) остается только одно 
условие прочности:

Рис. 10.6

(10.9)

м, м



Приняв соотношение между моментами сопротивления сече
ния к = W JW ', можно произвести его подбор по одной из формул 

Л/тz
к + А/

W  > ------ , И' > — ----- i .  (10.11)
> усЛ 7сЛ

Для прокатных двутавров к находится п пределах 6н-14, для пря
моугольного сечения к равно отношению сторон. Подбор сечения 
обычно производится с помощью нескольких приближений.

Касательные напряжения в поперечных сечениях стержня при 
косом изгибе определяются по формуле Д.И. Журавского:

QyST Q X  
J zb(y) ’ Jyb(z) 

где QV = Qcos9 /), = Qsinсрр — составляющие суммарной попереч
ной силы Q по главным осям инерции сечения, 5 ‘>тс, 5 °тс — стати
ческие моменты отсеченных частей сечения и 60'), b(z) — ширина 
сечения в направлении осей Oz и Оу.

Суммарные изгибающий момент М и поперечная сила Q, дей
ствующие в силовой плоскости (рис. 10.4), определяются с по
мощью метода сечений.

Определение прогибов и углов поворота сечений стержня при 
плоском косом изгибе производится раздельно от составляющих 
поперечной нагрузки по главным плоскостям инерции стержня. 
При этом можно использовать либо метод Мора, либо дифферен
циальные уравнения прямого изгиба в главных плоскостях:

E Jzv"(x) = -Mz,]
E J yw”(x) = -My,\

где u(.y), w(.v) — поперечные перемещения (прогибы) точек оси 
стержня и М., Му — составляющие суммарного изгибающего мо
мента Л/_= Mcosq>p, Му = Л/sincp/,.

Направление суммарного прогиба /  = \Jv2 + w2 (рис. 10.7) пер
пендикулярно к нулевой линии. Изогнутая ось стержня является 
плоской кривой, расположенной в плоскости изгиба, не совпада
ющей с силовой плоскостью. Эти плоскости наклонены друг к 
другу под углом Р = ф0 - q>p. В частном случае, когда главные мо
менты инерции сечения равны между собой (./. = J v), плоскость 
изгиба и силовая плоскость совпадают, поскольку (3 = 0. В этом 
случае изгиб является по существу прямым.
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г

Нулевая
линия

Рис. 10.7
Пространственный изгиб стержня имеет место в случае, когда 

поперечные нагрузки действуют в разных плоскостях, в частном 
случае — в главных плоскостях инерции стержня (рис. 10.8). В по
перечных сечениях стержня действуют четыре внутренних усилия 
Д/„ A/v, О, и Оу, которые имеют различные законы изменения по 
длине. Они вычисляются раздельно от действия составляющих 
нагрузки по главным плоскостям инерции стержня.

Нормальные напряжения в поперечных сечениях стержня опре
деляются по формуле (10.7), а угол наклона нулевой линии к оси 
Oz — по формуле (10.5).

Направление угла ср0 устанавливается в соответствии с характе
ром действия изгибающих моментов М . и Му. Поскольку 
Му/М,Ф const, угол ф0 изменяется подлине стержня.

Характер эпюры нормальных напряжений в поперечных сече
ниях стержня такой же, как и при плоском косом изгибе 
(рис. 10.5). Аналогично производятся и расчеты на прочность. 
Однако эти расчеты осложняются тем, что в общем случае может
17 -  6176 2 5 7

Рис. 10.8



быть несколько опасных сечений, поскольку изгибающие момен
ты Л/, и Му могут достигать наибольших значений в различных 
точках подлине стержня. Касательные напряжения определяются 
по формулам (10.12).

Определение поперечных перемещений точек оси стержня 
(прогибов) и углов поворота поперечных сечений производится 
раздельно от действия составляющих нагрузки по главным плос
костям инерции стержня. Направление суммарного прогиба стерж
ня изменяется по его длине. Изогнутая ось стержня является про
странственной кривой.

Растяжение и сжатие с изгибом
Растяжение и сжатие с изгибом вызывается одновременным 

действием осевых и поперечных нагрузок (рис. 10.9). Нормальные 
напряжения в поперечных сечениях стержня определяются по 
общей формуле (10.3), где продольная сила N и изгибающие мо
менты Л/, и М могут иметь различные законы изменения подлине 
стержня. Знак каждого члена в этой формуле соответствует харак
теру действия внутренних усилий N, М , и Л/(„ вызывающих 
растяжение или сжатие продольных волокон стержня.

Положение нулевой линии устанавливается по величинам у0 и 
Zq (10.4). Эпюра нормальных напряжений может быть однозначной 
или разнозначной.

Наибольшие нормальные напряжения действуют в точках сече
ния, наиболее удаленных от нулевой линии, как это показано на 
рис. 10.10 для разнозначной эпюры а. Наибольшие нормальные 
напряжения определяются по формулам



где ул, zA и ув, zB — координаты наиболее напряженных точек се
чения.

Для сечений с двумя осями симметрии типа прямоугольника 
(рис. 10.6) наибольшие нормальные напряжения определяются по 
формулам

При расчетах на прочность в случае разнозначной эпюры а 
необходимо обеспечить выполнение двух условий прочности
(10.9). При однозначной эпюре а, а также в случае равенства рас
четных сопротивлений материала стержня при растяжении и сжа
тии (Лр = Rc = R) остается одно условие прочности по наиболее 
напряженной точке.

На практике чаще имеет место сочетание прямого изгиба и 
центрального растяжения или сжатия (рис. 10.11). В этом случае 
наибольшие нормальные напряжения определяются по двухчлен
ной формуле, поскольку один из изгибающих моментов равен

Ну
Л И !

Рис. 10.10
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нулю. Например, для случая на рис. 10.11 наибольшие нормальные 
напряжения равны

Р М, Р М,о , = ---+ — -, Сп =--------
F  Wz F  W,

Характер эпюр нормальных напряжений от действия продоль
ной силы N = -Р и изгибающего момента Л/., а также суммарной 
эпюры а  показан на рис. 10.11.

Рис. 10.11

Внецентренное растяжение или сжатие стержня
Внецентренное растяжение или сжатие стержня вызывается 

действием продольной силы, точка приложения которой не совпа
дает с центром тяжести сечения (рис. 10.12). Для строительных 
конструкций характерно внецентренное сжатие. В поперечных 
сечениях стержня действуют постоянные по величине внутренние 
усилия

N = ±Р, М. = ±РуР, My = ±PzP, (10.15)

где ур, zP — координаты точки приложения силы. Касательные 
напряжения в поперечных сечениях отсутствуют, а нормальные 
определяются по формуле

а  = ±— F
Р ( .  Ур Zp Л 

lz ly
(10.16)

где знак «плюс» соответствует внецентренному растяжению, а знак 
«минус» — внецентренному сжатию.
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Рис. 10.12
В формуле (10.16) /. и / — радиусы инерции сечения, определя-

Положение нулевой линии определяется по координатам точек 
ее пересечения с осями Оу и Oz'.

Координаты £(), zP и >>0, уР всегда имеют противоположные знаки.
В зависимости от координат точки приложения силы zP, Ур ну

левая линия может пересекать или не пересекать сечение, а в про
межуточном случае — проходить по касательной к сечению. Эпю 
ра о является при этом разнозначной или однозначной.

При разнозначной эпюре ст в сечении имеются зоны растяже
ния и сжатия (рис. 10.13). Наибольшие нормальные напряжения 
действуют в точках сечения, наиболее удаленных от нулевой ли
нии. При внецентренном сжатии они определяются по формулам

емые по формулам

(10.17)

у
.7/; (10.18)ч> = - >’о = -

Ур
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Рис. 10.13
Координаты наиболее напряженных точек А и В в общем случае 

определяются с помощью касательных к сечению, параллельных к 
нулевой линии. При прямолинейном контуре сечения наиболее 
напряженные точки в общем случае являются угловыми.

При расчетах на прочность необходимо обеспечить выполнение 
условий прочности (10.9) по наиболее напряженным точкам сече
ния в зонах растяжения и сжатия. С помощью этих условий можно 
решить задачу об определении величины силы Р при заданных 
расчетных сопротивлениях материала при растяжении и сжатии /?р 
и /?с. При разнозначной эпюре а  и при Rp Ф /?с надо определить два 
значения силы Р:

Р ^ w ;

I, iy
у A F

(10.19)

Из двух сил Р, и Р2 надо принять меньшую силу.
В более простых случаях,когда материал стержня одинаково 

сопротивляется растяжению и сжатию (Лр = Rc = R) или когда эпю
ра а является однозначной, ставится только одно условие прочно
сти по наиболее напряженной точке сечения, с помощью которого 
можно определить значение силы Р.

В инженерной практике чаще имеет место плоский случай вне
центренного растяжения или сжатия, когда одна из координат
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точки приложения силы равна нулю. Отличная от нуля координа
та иногда называется эксцентриситетом е силы Р. В этом случае 
нормальные напряжения в поперечных сечениях стержня опреде
ляются по двухчленной формуле. Например, для случая, показан
ного на рис. 10.14, имеем

При небольших эксцентриситетах эпюра а  является однознач
ной (рис. 10.14).

В задачах внецентренного растяжения или сжатия стержня весь
ма важным является определение ядра сечения. Ядром сечения 
называется замкнутая выпуклая фигура, содержащая центр тяжес
ти сечения и обладающая следующим свойством. Если точка при
ложения силы находится внутри этой фигуры или на ее границе, 
то нормальные напряжения в поперечных сечениях стержня име
ют один знак (эпюра а  является однозначной).

Для построения контура ядра сечения надо провести минималь
но необходимое число касательных к сечению, принять каждую 
касательную за нулевую линию и определить координаты соответ
ствующих точек приложения силы по формулам

где z0, y 0 — координаты точек пересечения касательных с осями.
Точки с координатами z P , у Р принадлежат контуру ядра сечения. 

Эти точки надо соединить соответствующими линиями. Если ка-

Рис. 10.14

У р  =  - Zp=~ i l ( 10.20)
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сательные при переходе из одного положения в другое совершают 
поворот вокруг угловых точек сечения, то соответствующие линии 
контура ядра будут прямыми. В противном случае контур ядра 
будет криволинейным.

Для построения контура ядра сечения, приведенного на 
рис. 10.15, надо провести три касательных и определить положение 
точек контура ядра 1, 2 и 3 (точки 2' и У расположены симметрич
но по отношению к точкам 2 и 3). Точки 2, 3, 3' и 2' надо соединить 
прямыми линиями. Участок контура 2-1—2 'является криволиней
ным.

Если точка приложения силы находится на контуре ядра, то 
эпюра а  имеет вид треугольника, что показано на рис. 10.15 для 
случая приложения силы в точке 1.

Вид ядра сечения для прямоугольника, круга, двутавра и швел
лера показан на рис. 10.16, а, б, в, г.

Рис. 10.15

а) Ь б) в) г)

И

Рис. 10.16
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Изгиб и растяжение-сжатие с кручением
Такой вид сложного сопротивления стержня характерен для 

элементов машиностроительных конструкций, например колен
чатых валов, осей, кривошипов и т.п. Если стержень подвергается 
одновременному действию изгиба и кручения, то в его поперечных 
сечениях в общем случае действуют пять внутренних усилий — два 
изгибающих момента А/. и Л/ , две поперечные силы Q, и Q и кру
тящий момент Мк. Они являются равнодействующими нормаль
ных и касательных напряжений, причем те и другие могут быть 
достаточно велики и опасны для прочности стержня.

Нормальные напряжения вызываются изгибом стержня и в 
общем случае определяются по формуле

Наибольшие нормальные напряжения действуют в точках, при
надлежащих контуру сечения и наиболее удаленных от нулевой 
линии. Изгибающие моменты Л/, и М могут иметь различные за
коны изменения по длине стержня.

Для стержней с круглым или кольцевым сечениями можно вы
числить в различных точках по длине стержня суммарный изгиба
ющий момент Мн = у]M l + М I и построить его эпюру, которая в 
общем случае является нелинейной и пространственной.

При прямом изгибе в одной из главных плоскостей инерции 
стержня один из изгибающих моментов равен нулю и Мп = М, или 
Мп = Му Наибольшие нормальные напряжения при этом опреде
ляются по формулам

где Wn и WH — моменты сопротивления сечения для верхних и 
нижних волокон. Если нейтральная ось является осью симметрии,

Вызываемые изгибом касательные напряжения в поперечных 
сечениях стержня определяются по формуле Д И. Журавского 
(10.12). В задачах изгиба с кручением стержней сплошного сечения 
эти напряжения, как правило, не учитываются, поскольку они 
мало влияют на оценку прочности стержня.

Касательные напряжения, вызываемые кручением стержня, 
зависят от величины крутящего момента Л/к, а характер их распре

Л/.
а  =  7 7 у  +
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деления по сечению определяется его формой. Эти напряжения 
также имеют наибольшие значения в точках контура поперечного 
сечения. Эпюры касательных напряжений в стержнях круглого и 
прямоугольного сечений при кручении и соответствующие фор
мулы приведены на рис. 10.17 и 10.18.

Т1=^н0
—

Тнб И
[ Л/к

М к
'чш ими М к
^ Щ Тнб"
__— , nR} 1iD } I

н6 Wк

= р hb2

г Я
W„ = ---= ----р 2 16 b

Рис. 10.17 Рис. 10.18

Значения коэффициентов [J и у приведены в табл. 10.1.

Таблица 10.1
п = h/b 1,0 1,25 1,5 2,0 3,0 4,0 5,0 8,0 10,0 О О

Р 0,208 0,221 0,23 0,246 0,27 0,28 0,291 0,31 0,31 0,33
У 1,0 0,91 0,86 0,79 0,75 0,74 0,74 0,74 0,74 0,74

Опасными в смысле прочности являются сечения стержня, где 
изгибающие моменты М., Му и крутящий момент Мк одновремен
но достигают наибольших значений или достаточно велики. В об
щем случае таких сечений может быть несколько.

В опасных сечениях вычисляются значения нормальных и ка
сательных напряжений в точках контура сечения, где оба напря
жения имеют наибольшие значения. Проверка прочности стержня 
производится по опасным точкам сечения с помощью соответству
ющей теории прочности. При этом вычисляется так называемое 
расчетное или эквивалентное напряжение, которое не должно пре
восходить предельного (опасного) для данного материала напря
жения а0, определяемого из опытов на одноосное растяжение или 
сжатие.

Приведем формулы проверки прочности стержня при изгибе с 
кручением потрем наиболее распространенным теориям прочно
сти.
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По теории наибольших касательных напряжений

\1<з2 + 4т2 < [ст]. 

По энергетической теории

(10.21)

%/ст2 + Зт2 < [ст]. (10.22)

По теории прочности Мора
1 — к 1 + к I 2 ~А 2  ̂ г 1

2 ст н - л/ст + 4т < [о], (10.23)

где [ст] — допускаемое напряжение.
Коэффициент к в формуле (10.23) позволяет учесть различное 

сопротивление материала стержня растяжению и сжатию. Он равен 
отношению

При к= 1 формула (10.23) совпадаете формулой (10.21).
Если стержень испытывает центральное растяжение или сжатие 

с кручением, то нормальные напряжения в его поперечных сече
ниях являются постоянными по величине и равными ст = N/F. 
Опасной точкой сечения является точка с наибольшими касатель
ными напряжениями. Проверка прочности стержня производится 
с помощью соответствующей теории прочности, например, по 
формулам (10.21)—(10.23).

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 10.1

Для консольной балки, находящейся в условиях плоского ко
сого изгиба (рис. 10.19), требуется подобрать сечение в виде сталь
ного прокатного двутавра, построить эпюру ст в опасном сечении 
и определить перемещения (прогибы) свободного конца. В расче
тах принять коэффициент надежности по нагрузке = 1,2, R = 
= 210 МПа = 21 кН/см2, ус= 1,0, £=2,1 • 105 МПа.

Вычисляем значение расчетной нагрузки и величину суммар
ного расчетного изгибающего момента М (рис. 10.19) в заделке:

(10.24)
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37,6

qH = 8 кН/м

Л х
V 2,8 м

11ШТТПТГт^
F?Си

| г

Ф / > = 4 °

Силовая линия 

Ю (  кНм)

Рис. 10.19
Составляющие суммарного изгибающего момента равны

\М\ = M c o s y p = 37,6cos4° = 37,51 кН м ,

|A/v,| = Л/s i n = 37,6sin4° = 2,62 кНм.

По характеру нагружения видно, что в точках 1-й четверти се
чения изгибающий момент М. вызывает сжатие, а Му — растяже
ние.

Сечение имеет две оси симметрии и четыре угловые точки. Наи
большие нормальные напряжения в балке равны по величине и 
действуют в противоположных угловых точках полок. Принимаем 
к= W JW  = 8 и определяем по формуле (10.11) требуемый момент 
сопротивления:

(37,51+ 8 -2,62) 102W. >
М.  + кМ v

ycR 1, 0-21
278 см-’

По сортаменту принимаем 124, W. = 289 см3, W  = 34,5 см3
проверяем выполнение условия прочности.

1 1 MZ м , _ Г 37,51 2,62 ̂
|°нм|

Z + WУ [ 289 ' 34,5 Jа мб — |о,„, | — ю-

= 20,6 кН/см2 = 206 МПа < уCR = 210 МПа.
Условие прочности выполняется с небольшим запасом. 
Принимаем двутавр 124 и определяем угол наклона нулевой 

линии к оси Oz. Для 124 У, = 3460 см4, J v= 198 см4.

|tg<Po| = = !’222’ K I = 50°42'-

Угол ф0 отложим от оси Oz по ходу часовой стрелки (как и угол 
ф/>от оси Оу). Наибольшие нормальные напряжения действуют в 
угловых точках сечения, наиболее удаленных от нулевой линии.
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Эпюра о приведена на рис. 10.20. По характеру изгиба балки вид
но, что правая верхняя часть сечения находится в зоне растяжения, 
а левая нижняя — в зоне сжатия.

Разложим нагрузку по главным плоскостям инерции балки Oxz 
и Оху и вычислим значения вертикального и горизонтального пе
ремещений (прогибов) ее свободного конца (рис. 10.20). Для рас
чета используем формулу из табл. 7.5. Согласно СНиП определе
ние перемещений производим от действия нормативной нагрузки.

Изогнутая ось балки расположена в плоскости изгиба, которая 
составляет с силовой плоскостью угол (3 = ф0 - фр = 50°42' - 4° =

Нуле
ЛИ!

Рис. 10.20

qv = qcosyp = 8cos4° = 7,98 кН/м, 

= <7sin9/J=8sin4° = 0,558 кН/м,

Суммарный прогиб свободного конца балки равен

= 46°42'.

к а



Задача 10.2

Для стальной шарнирно-опертой балки коробчатого сечения 
120x180x8 мм, находящейся в условиях плоского косого изгиба 
(рис. 10.21, а), требуется определить из условия прочности величи
ну сил Р, построить эпюру а в опасном сечении и вычислить зна
чения перемещений (прогибов) в середине пролета. В расчетах 
принять yf  = 1,4, R = 210 МПа = 21 кН/см2, ус = 1,0, £ = 2,1 х 
х 105 МПа = 2,1 ■ 104 кН/см2.

а) О

1,2 м
б)

в)

г ч щ

1,6 м

Силовая
линия'J

2

1,2 м

W '
,2 Р

Ф,= Ю°

! 0,6 1 ,р=1 в\
Щ

®

rf
10,5

2 см'

Рис. 10.21

Вычисляем геометрические характеристики сечения:

, 12-183 10,4 16,43 ^ пп 4 м/ 2009 , , ,  3J , = -- -------------- = 2009 см , W, = ---- = 223 см ,
12 12 1 9

, 18-123 16,4-10,43 1ПСС 4 1055 3J у = — —--------—--- = 1055см , Wy = ——  = 176см .

Строим эпюру изгибающих моментов (рис. 10.21,6). Наиболь
ший суммарный изгибающий момент действует в сечениях под 
силами, где он равен М = 1,2Я. Составляющие суммарного изгиба
ющего момента равны: Л/, = 1,2A:os 10° = 1,18Я, Му = 1,2/’sin 10° = 
= 0,208Р. В точках 1-й четверти сечения оба изгибающих момента 
вызывают растяжение. Наибольшие нормальные напряжения дей
ствуют в противоположных угловых точках сечения. Ставим усло
вие прочности по этим точкам и определяем значения расчетной 
и нормативной сил:



, , л/. Mv ( 118 0,208  ̂  1Л,
стнб = о = — - + — - = Р\---+----- М О - < уrR =но | им I и/ и /  V 223 1W Wгг , гг у

= 21 кН/см2,

Рр - 32,4 кН, Рн =-^-
4f

32.4
1.4

176

= 23,1 кН.

Примем с округлением Рн = 23 кН и определим наибольшие 
нормальные напряжения в балке:

- I i - f 1’18-
а мб -  |а нм| -  I 2

23 1,4 0,208 - 23 -1,4 ', 1Л,
+ ----------:------  М О -

223 176
= 20,8кН/см2 = 208 МПа.

Определяем угол наклона нулевой линии к оси Oz: 
2009

N<pol 1055
tg!0° = 0,336, |ф()| = 18°34'.

Угол ф0 надо отложить от оси Oz против хода часовой стрелки. 
Эпюра о приведена на рис. 10.22. Знаки напряжений установлены 
в соответствии с характером изгиба балки. Верхняя часть сечения 
находится в зоне сжатия, а нижняя — в зоне растяжения.

Силовая

Для определения вертикального и горизонтального перемеще
ний (прогибов) балки в середине пролета С разложим силы по 
главным осям инерции поперечного сечения, построим единичную 
эпюру изгибающих моментов М (рис. 10.21, в) и «перемножим» ее 
по правилу А.К. Верещагина с эпюрой М. Вертикальное переме
щение вызывается действием составляющей Р  а горизонталь
ное — действием составляющей Р
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Py = Pcosyp = 23cos 10° = 22,65 кН, P. = 23sin 10° = 3,99 кН, 
j _
E J,

2,112P  2,112 IO6 - 22,65

vr  = 2- \,2Py • 1,2^ 0,6+ 1(0,6+ 1) 0,8- \,2Py

E J , 2,1-104 -2009

wr = 2,112 A  2,112-106 -3,99 
£/„

= 1,13см,

= 0,38 c m .
■ y 2,1 10 • 1055

Суммарный прогиб равен fc = ^1,l З2 + 0,382 = 1,19см. Плос
кость изгиба составляет с силовой плоскостью угол Р = Ф 0 -  Ф/> = 
= 18°34'- 10° = 8°34'.

Задача 10.3

Стальная консольная балка указанного сечения находится в 
условиях пространственного изгиба (рис. 10.23, а). Требуется по
строить эпюру нормальных напряжений в опасном сечении балки 
и определить значения перемещений (прогибов) ее свободного 
конца. Модуль упругости £=2,1 • Ю5 МПа = 2,1 • 104 кН/см2.

240x10 мм

Вычисляем геометрические характеристики сечения: 

124, F= 34,8 см2, У. = 3460см4, У = 198см4,
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b = 11,5 см, /; = 24 см,

J .  = 2-3460 + 2 24 Г 
12

+ (12 + 0,5)2 24 1 = 14424 см4,

14424 , W. = ----- = 1109 см3,

J v = 2

13
1-243

12
+ 2(198 + 6,252 -34,8) = 5419см4,

..г 5419 . . .  з Wv = ----= 452 см .
12

Строим эпюры изгибающих моментов А/. и Му от нагрузок в 
главных плоскостях инерции балки (рис. 10.23, б, в). Опасным 
является сечение в заделке, где оба момента имеют наибольшие 
значения. Вычисляем значения наибольших нормальных напря
жений в опасном сечении:

. _ 40 - Ю2 50 -102
*116Ф м  Гл —  О ч %« —

м. м у
109 452

= 3,61 + 11,06

= 14,7 кН/см" = 147 МПа.
Напряжения от действия А/, и Mv суммируются влевой верхней 

четверти сечения (растяжение) и правой нижней четверти (сжа
тие). Определяем угол наклона нулевой линии к оси Oz в сечении 
вблизи заделки и строим эпюру а  (рис. 10.24).
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tg90 = " Г  д/ j y М.
J,  Mv 14 424 50

5419 40
-  = 3,327, |ф0| = 73° 16'.

Угол ф0 надо отложить от оси Oz против хода часовой стрелки.
Определяем с помощью метода Мора вертикальное и горизон

тальное перемещения (прогибы) свободного конца балки от дей
ствия нагрузок в главных плоскостях инерции. Соответствующие 
грузовые и единичные эпюры изгибающих моментов в плоскостях 
Оху и Oxz приведены на рис. 10.25 и 10.26.

г ММVB =
о

- L . I . 4 0 . 2 l 4  + i . 2 U ’ ”E J,  3 U  4 )  E J,

93,3 ■ 10
2,1 104 -14424

= 0,31 см,

w, - I
MM., 1

‘ dx =
0 E J>

— ■ 50 ■ 2 |- ■ 4 + - • 2 I + 
2 13 3

+ -10-2 f--2  + --4l + -10-2--2  
2 13 3 J 2 3

207 • 10
2,M 0 4 -5419

= 1,82 c m .

207
E Jy

у

40

ШШЖ

Плоскость Оху 

20 кН/м

А х
2 м

В,

2 м

Плоскость Oxz

1 А х 
1

2 м
L1

2 м

. М йш*? 10 1

^ПИтшп
2 1 

ЙТТТТтт^' ’

(л/) (кНм)

Рис. 10.25 Рис. 10.26

Суммарный прогиб свободного конца равен 

f B = 7о,312 + 1,822 = 1,85 см.
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Для деревянной балки прямоугольного сечения, шарнирно- 
опертой в главных плоскостях инерции и нагруженной вертикаль
ной и горизонтальной силами (рис. 10.27, а), требуется определить 
из условия прочности размеры сечения, приняв b = 0,6/;, и постро
ить эпюру а  в опасном сечении. В расчетах принять R = 14 МПа = 
= 1,4 кН/см2, ус = 1,0.

а)

Задача 10.4

Л , = 1,2

б)

«)

= 0.4 кН

Балка находится в условиях пространственного изгиба. Опре
деляем опорные реакции в главных плоскостях инерции балки и 
строим эпюры изгибающих моментов М, и Му (рис. 10.27, 5, в).

Оба изгибающих момента в точках 1-й четверти сечения вызы
вают растяжение. Из эпюр М, и М видно, что они достигают наи
больших значений в различных точках по длине балки (сечения С 
и D). При подборе сечения балки надо обеспечить ее прочность в 
обоих опасных сечениях.

Используя условие прочности (10.10) и соотношение между 
моментами сопротивления, получим формулу для определения 
требуемой высоты сечения:

Ыг ИЬ2 W h И
W =  — Wv =  — , к  =  —  =  - ,  Ь = ~ , 

z 6 у 6 Wy Ь к
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If/ /,3 М ,+ кМ у , \6к(М, + кМ )
W, = —  > — --------п > з ---------- --------— .

6к ycR ]J у CR
Определяем размеры сечения из условий прочности в сечениях 

С и D.
Сечение С

,  ̂ 6 ■ 1,67(0,96 + 1,67 • 0,88) • 10 п „ ,  п > з ------------------------ = 12,01 см,V 1,0-1,4
Ь = 0,6- 12,01 =7,21 см. 

Сечение D

6-,.67(2.16,1.67. 0,48). 10=
V 1,0 1,4

Л = 0,6- 12,8 = 7,68 см.

Сечение D является более опасным. Принимаем с округлением 
сечение 8x13 см и определяем его геометрические характеристики:

W. = —j 3- = 225,3 см3, W  = = 138,7 см3,
6 6

, 8133 4 , 13•83 ссс 4J , = ---- = 1465 см , У.. = ----- = 555 см .
12 1 12

Наибольшие напряжения в угловых точках сечения D равны
2,16-Ю2 0,48-102 пп,+ —------= 0,96 + 0,34 =

225,3 138,7 
= 1,3кН/см2 = 13 МПа.

Определяем угол наклона нулевой линии в сечении D к оси Oz:

м = 30’ 24'-
Напряжения от действия изгибающих моментов Л/, и Му в сече

нии D суммируются в левой верхней (сжатие) и правой нижней 
(растяжение) четвертях сечения. На рис. 10.28 приведены эпюры 
нормальных напряжений от действия каждого изгибающего мо
мента и суммарная эпюра а.
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9,6

Задача 10.5

Короткий стальной двутавр 118 находится в условиях централь
ного растяжения с изгибом в плоскости Оху (рис. 10.29, а). Требу
ется построить эпюру нормальных напряжений в опасном сечении. 
Для двутавра 118 £=23,4 см2, W, = 143 см3.

о) 200 к Н

ля. тяг
1 кН ' 1

i18 кН 118
....... ~~1200 ,

— г — - з Г *  Т
1.2 м 1,2 м

/19 кН

-- @  (кНм)О) '̂ ции milt
9 1,2 = 10,8 кНм 

Рис. 10.29

Строим эпюру изгибающего момента М. (рис. 10.29, б). Про
дольная сила постоянна подлине и равна N = Р= 200 кН. Опасным 
в смысле прочности является сечение в середине балки, где изги
бающий момент имеет наибольшее значение. Вычисляем значения 
нормальных напряжений в крайних волокнах балки в опасном 
сечении:

'нб
N Л/. 200 10,8 102 2—  + — - = --- + --------= 8,55 + 7,55 = 16,1 кН/см',
F W. 23,4 143

с = 8,55 - 7,55 = 1 кН/см2 = 10 МПа.
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Эпюры нормальных напряжений от действия N и М, и суммар
ная эпюра а  приведены на рис. 10.30. Напряжения в балке являют
ся однозначными, все волокна балки испытывают растяжение.

Задача 10.6

Короткий деревянный столб круглого сечения диаметром D = 
= 18 см находится в условиях центрального сжатия и изгиба в плос
кости Oxz (рис. 10.31, а). Требуется построить эпюру нормальных 
напряжений в опасном сечении.

Вычисляем геометрические характеристики сечения:
тг ■ Q3F= к ■ 92 = 254 см2, W, = Wv = = 573 см3.

4

Строим эпюру изгибающего момента М (рис. 10.31, б). Опас
ным является сечение в заделке, где изгибающий момент равен

М.. = - 12 1,4 - 1,4 = 3,92 кНм.
' 2 3
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Продольная сила является постоянной подлине стержня и рав
на N = -P = -\20 кН. Вычисляем значения нормальных напряже
ний в опасном сечении:

/V М
= —  + 120 3,92 -102

F IV, 254 573
= -0,472 + 0,684 =

= 0,212 кН/см2,
Од = -0,472 - 0,684 = -1,156 кН/см2.

Эпюры нормальных напряжений от действия /V и Му приведены 
на рис. 10.32. Напряжения суммируются в правой половине сече
ния. Суммарная эпюра а является разнозначной.

Нулевая 
линия

Рис. 10.32

Задача 10.7

Короткий стальной стержень коробчатого сечения 180x240x8 мм 
находится в условиях внецентренного сжатия (рис. 10.33). Требу
ется построить эпюру нормальных напряжений в поперечном се
чении стержня и ядро сечения.

Вычисляем геометрические характеристики сечения:

F= 18 - 24 - 16,4 • 22,4 = 64,64 см2,

J y =
18 • 24 16,4 - 22,4J 4----------------- = 5375см ,

12 12
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, 24-18 22,4-I6,43 4 J ,  = — —-------- —--- = 3430 см ,
12 12

•2 ^ у 5 3 7 5  т - 2  J z ^ 4 3 0  1/,.= —  = -— — = 83,16 см , ir = ~  =  ̂ = 53,07 см".
Z7 64,64 £ 64,64

24 см

к
}

е =

Рис. 10.33

Поскольку одна из координат точки приложения силы равна 
нулю (уР = 0), имеет место плоский случай внецентренного сжатия. 
Определяем положение нулевой линии:

А
Zp

Zl)
83,16 /: 53,07-----= -16,63 см, у() = — — = -------= оо.

5 ур 0
Пулевая линия параллельна оси Оу и не пересекает сечение. 

Следовательно, эпюра а является однозначной и представляет 
собой трапецию. Вычисляем значения наибольших нормальных 
напряжений по двухчленной формуле.

о л =
‘у

300
64,64

1 +
83,16

( - 1 2 )

-1,29 кН/см2 = -12,9 МПа, 
300 'о о =

64,64
1 +

83,16
1 2

у у
= -7,99 кН/см2 =-79,9 МПа.

Эпюра о приведена на рис. 10.34.
Сечение стержня имеет две оси симметрии и прямоугольный 

контур. Следовательно, ядро сечения представляет собой ромб.
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Нулевая

Рис. 10.34
Для определения координат его вершин проводим касательные к 
сечению 1 и 2, принимаем их за нулевые линии и определяем по
ложение соответствующих точек приложения силы.

Касательная 1

У

Zo
83,16 

’ -12
= 6,93 см.У о = 00' = —12 см, ур = 0, Zp

Касательная 2
п il 53,07 „>>0 = -9см, г0 = °°, Ур = — — = ------= 5,9 см, ZP = 0.

>’о _ 9
Точка приложения силы находится внутри ядра сечения.

Задача 10.8

Короткая чугунная балка П-образного сечения находится в 
условиях внецентренного сжатия (рис. 10.35). Требуется определить 
величину силы Риз условий прочности балки и построить эпюру о 
в поперечном сечении и ядро сечения. Допускаемые напряжения 
материала балки на растяжение и сжатие равны [ар] = 50 МПа = 
= 5 кН/см2, [ас] = 150 МПа = 15 кН/см2.

Определяем геометрические характеристики сечения:

F= 12- 16-6- 12= 120 см2,

S. = 12- 16(—8) - 6 ■ 12(—6) = -1104 см3,

~ 1104 ооУс = ~ =  = -9,2 см,F 120
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Г I 2Г 12 16
J z = J z, ~ а  F  = ^ ~

;2 _  2771 _ , , лп„ . 2

6 12
- 9,22 -120 = 2771см4,

'г = 120
= 23,09 см

16 12 12 63
12 1 2

т о „ 4 -2 2088 
1 ’ ly= l20 17,4 см2.

Координаты точки приложения силы равны zP = -3 см, ур = 
= 9,2 см. Определяем положение нулевой линии:

Уп _  _ _z

Ур

_  У

23,09 
" 9,2

17,4

= -2,51 см,

= 5,8 см.
ZP -3

Нулевая линия пересекает сечение, эпюра о разнозначна 
(рис. 10.36). Наибольшие нормальные напряжения в зонах растя
жения и сжатия действуют в угловых точках сечения (точки А и В). 
Определяем по формулам (10.19) два значения силы Р:

[gpF  5120

Р, <

1 + ~2~Уа + Ц;*А
'z ‘у

[oc]F

9 2 - 31 + —— — (—6,8) + —— • 6 
2 3 ,0 9  17,4

15 120
Ур Zp1 + ~£Ув + ?г1 в

9 2 -31 + “ г-9,2 + - Л (- 6 )

= 218,7кН,

= 315,8кН.

23,09 17,4

282



Принимаем с округлением меньшую силу Р= 218 кН и вычис
ляем значения наибольших нормальных напряжений в зонах рас
тяжения и сжатия:

218о, = --

с» = --

120

218
120

9 2 -31 + тт4 г (-6,8) + —  -6

1 +

23,09

9,2

17,4

9,2 + — (-6) 
23,09 17,4

= 4,98кН/см~ =49,8 МПа,

= -10,4 кН/см" =-104 МПа.

Прочность в обеих зонах обеспечена. Отметим, что в зоне сжа
тия имеется излишний запас прочности. Эпюра а приведена на 
рис. 10.36.

Для построения контура ядра сечения проводим три касатель
ных к сечению, принимаем каждую касательную за нулевую линию 
и определяем координаты соответствующей точки приложения 
силы. Эти точки принадлежат контуру ядра сечения.

Касательная 1
23,09
9,2Уо = 9,2 см, го = °°,  уР = 

Касательная 2

Уо = ° ° '  г0 = -6см> Ур= О- zp 

Касательная 3

-2,51см. zP= 0.

17,4
- 6

= 2,9 см.

23,09
Уо = “ 6,8 см, г0 = °°,  УР = ---ттг = 3,4 см, zP= 0—0,0
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Точки контура ядра 1, 2, 2' и 3 надо соединить прямыми лини
ями. Ядро сечения симметрично относительно оси Оу. Поскольку 
точка приложения силы К  находится на касательной 1, нулевая 
линия проходит через точку 1 контура ядра.

Задача 10.9

Короткая стальная колонна, состоящая из двух швеллеров [24, 
соединенных двутавром 130, находится под действием трех сил 
Р] = Я, = 240 кН и Р2 = 180 кН (рис. 10.37, а). Требуется построить 
эпюру нормальных напряжений в поперечном сечении нижней 
части колонны при действии всех трех сил и для случая, когда 
крайняя сила Рх равна нулю.

, - т т  15,56 см,,15 см 2,42 15 ссм

130*1
- 7  /я

[24
А'

у «Jj
.>=17

7С

,46 см

I  © (М П а )  

102,2

© (М П а )

Рис. 10.37

Определяем геометрические характеристики поперечного сече
ния колонны:

[24, F= 30,6 см2, J у = 208 см4, ^  = 2,42 см, d= 0,56 см, 

130, F= 46,5 см2, J у = 7080 см4,

F=2 -30,6 + 46,5= 107,7 см2,

Jy = 2[208 + (15 + 0,56 - 2,42)2 ■ 30,6] + 7080 = 18 063 см4,
,2 18063 1А_ _  ,= -----= 167,7 см".
> 107,7
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При одновременном действии всех трех сил нижняя часть ко
лонны находится в условиях центрального сжатия силой Р= Я, + 
+ Р2 + Ру = 660 кН. Нормальные напряжения в поперечных сечени
ях нижней части колонны постоянны по величине и равны

ст0 = - — = --^9_ = -6,13 кН/см2 = -61,3 МПа.
0 F  107,7

Эпюра а  для этого случая нагружения приведена на рис. 10.37, в.
При действии двух сил Р1 и Ру (Р { = 0) нижняя часть колонны 

находится в условиях внецентренного сжатия силой Р = Р-, + Р3 = 
= 420 кН, приложенной в точке Л^рис. 10.37, б), координата кото
рой zP определяется из уравнения равновесия.

Y j M k =  0, PjZp= Р) (30,56 - z P),  ZP = 17,46 см.
Определяем положение нулевой линии:

1 67 ' 7 О с.
г" = - Щ б  = ‘ 9’6см-

Нулевая линия параллельна оси Оу и пересекает сечение. При 
втором варианте нагружения колонны напряжения в нижней час
ти сечения разнозначны. Наибольшие напряжения действуют в 
крайних волокнах колонны при z  = ±15,56 см. Вычисляем их зна
чения по двухчленной формуле

420
° нб 107,7 

420

1 + 1Z^ (_15  56) 
167,7

= 2,42 кН/см2 - 24,2 МПа,

1 + • 15,561 = -10,22 кН/см2 = -102,2 МПа.
107,7 ̂  167,7 )

Эпюра а приведена на рис. 10.37, г. Второй вариант нагружения 
является более опасным для прочности колонны.

Задача 10.10
Стержень из двух стальных прокатных неравнобоких уголков 

L 125x80x8 испытывает растяжение с помощью стальных полос тол
щиной § = 1,2 см (рис. 10.38, а). Требуется определить величину
силы Р  из условия прочности стержня и построить эпюру а в его
поперечном сечении. Расчетное сопротивление R = 210 МПа = 
= 21 кН/см2, ус = 1,0.

Выписываем из сортамента геометрические характеристики 
сечения:
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2L 125x80x8, F= 2-16 = 32 см2, У. = 2 ■ 256 = 512 см4, /. = 4 см.

а)
,5= 1.2 см 2LI25x80x8 р

б)
4,65 см 
3,44 см

Нулевая лннняч

К (ст)(МПа)

4,05 см

8,45 см>

У

Рис. 10.38

136

-204

Стержень находится в условиях внецентренного растяжения 
силами Р, координаты точки приложения которых равны

4,05 + ^ I = -I 4,05 + —  I = -4,65см, zP = 0.Ур

Определяем положение нулевой линии:

= 3,44 см, = °°-
-4,65

Нулевая линия пересекает сечение, эпюра а  разнозначна. По
скольку материал стержня одинаково сопротивляется растяжению 
и сжатию, достаточно обеспечить выполнение одного условия 
прочности по наиболее напряженной точке сечения. В нашей за
даче наибольшие нормальные напряжения действуют в верхних 
волокнах полок уголков в зоне растяжения. Ставим условие проч
ности по этим волокнам (у = -4,05 см) и определяем величину 
силы Р\

р
р ( , У р  N 1 + ^ f  у < уCR, Р < 2 -16 21 1,0

1 + -4,65 (-4,05)
308,7 кН.

Принимаем с округлением Р= 300 кН и вычисляем значения 
наибольших нормальных напряжений в зонах растяжения и сжа
тия:

с тнб
300
21 6 1 + —т г ~ ( _4,05) = 20,4 кН/см2 = 204 МПа,
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300
а,,м 2 16

+ -4^65 ^
4

= -13,6 кН/см2 = -136 МПа.

Эпюра а приведена на рис. 10.38, б.

Задача 10.11

Для сечения на рис. 10.39 требуется построить контур ядра се
чения.

©  Л = 6<

Рис. 10.39

Разбиваем сечение на полукруг, прямоугольник и треугольник 
и вычисляем его геометрические характеристики.

1. Площадь сечения.
г 2 I

F = + 8 • 20 + - ■ 20 • 9 = 306,5 см2.
2 2

2. Координата центра тяжести.
/2 I

S. = ——— (-4 - 2,55) + — • 20 • 9(4 + 3) = 259,6 см3,

259,6
Уг = —- = ---- = 0,85 см,
с F  306,5

где Оу, Oz — главные центральные оси инерции сечения.
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3. Главные моменты инерции и квадраты главных радиусов 
инерции сечения.

J .  = 0,11 64 + (4 + 2,55 + 0,85)2 - л • 62

Г 20 - 8 „  , „ 1 Г 20 9 ,1 1+ + 0,85 -8-20
12

+ + (4 + 3 0,85) 20 9 
36 2

= 8017 см •2 80,7 2 I, = — = 26,16 см ,
306,5

7342, к-64 8 ■ 203 9 103 _ _ _  4J .,= ---- + ----- + 2----- = 7342 см , /-
' 8 12 12 ‘ 306,5

= 23,96 см2.

Проводим четыре касательных к сечению, определяем величи
ны отрезков, которые они отсекают на осях координат, и вычисля
ем координаты соответствующих точек контура ядра сечения. 

Касательная 1 — 1
23,96

го = -10 см, >’() = 0°, Z,, 

Касательная 2—2
-10

= 2,4 см, ур = 0.

^0 = 9 + 4-  0,85 = 12,15 см, г0 = ----1-2’15 =-13,5 см,

26,16 23,96уР = - — , .  = -2,15 см, Zp = — гтт  - 1,77 см.
12,15 

Касательная 3—3
-13,5

У() = -(4 + 6 + 0,85) = -10,85 см, г0 = о°,
26,16

Ур 2,41см, гР = 0.
-10,85 

Касательная 4—4
Длины отрезков г() и _̂0, отсекаемых этой касательной на осях 

координат, определяем графически:

Уц = -12,5 см, г0 = -16,6см, уР =

23’96 , ^Zp =-- r r v  = 1,44 см.

26,16
-12,5

= 2,09 см,

-16,6
Получили необходимое число точек контура ядра сечения. Точ

ки Г, 2' и 4' расположены симметрично по отношению к точкам 1,



2 и 4. Точки 4, 1,2, 2', Г, 4' надо соединить прямыми линиями. 
Линия 4—3—4' является кривой. Ядро сечения показано на 
рис. 10.39.

Задача 10.12

Стальная консольная балка в виде прокатного двутавра 127а, 
усиленного листами 180x12 мм, находится в условиях внецентрен- 
ного сжатия с изгибом (рис .10.40, а).

кН

Рис. 10.40

Требуется построить эпюру а  в опасном сечении балки. Для 
двутавра 127а имеем F= 43,2 см2, У. = 5500 см4, J Y = 337 см4. 

Вычисляем геометрические характеристики сечения:

F= 43,2 + 2- 18- 1,2 = 86,4 см2, 

J .  = 5500 + 2 181 ,2  + 14,12 • 18 • 1,2
12

= 14 094 см4,
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I 1 1J  = 337 + 2 —  = 1503c m 4,
12

Ы/ 14094 q c q  з 1503 3И/, = -p-y- = 959 c m  , Wy = - ^ -  = 167 c m j.

Перенесем продольную силу в центр тяжести сечения и при
ложим по правилам статики сосредоточенный момент М, = 240 х 
х 0,05 = 12 кНм, растягивающий нижние волокна балки. Попереч
ная нагрузка вызывает изгиб балки в главных плоскостях Оху и Oxz. 
Строим эпюры продольной силы УУ и изгибающих моментов М' и 
Му (рис. 10.40, б, в, г). Ординаты эпюр М, и Му отложены со сторо
ны растянутых волокон.

Опасным является сечение в заделке, где оба изгибающих момен
та имеют наибольшие значения. Поскольку сечение имеет две оси 
симметрии и прямоугольный контур, наибольшие нормальные на
пряжения действуют в противоположных угловых точках сечения. 
Определяем их значения в опасном сечении по формуле (10.14)

N--- ь
F

_ 240 J _ y

г  у  У 86,4 V 959 167,

= -2,78+ (5,01+ 4,79) = 7,02 кН/см2,

= -2,78-(5,01+ 4,79) = -12,58 кН/см2.о» = -----в F —- + — - W, wvV г у J
Напряжения в сечении разнозначны. Строим эпюры а от дей

ствия каждого внутреннего усилия (рис. 10.41). Напряжения от 
действия изгибающих моментов имеют одинаковый знак в левой 
верхней (растяжение) и правой нижней (сжатие) четвертях сече
ния. Наибольшие нормальные напряжения в зонах растяжения и 
сжатия опасного сечения действуют в угловых точках этих четвер
тей. Для построения суммарной эпюры с  определяем положение 
нулевой линии по углу ее наклона к оси Oz и по величине отрезка, 
который она отсекает на оси Оу:

|tg<р01 = = И М  . А  = 1 563, |ф | = 57°23',
1 Y01 М, 1503 48 |V01у  Z

N J .  240 14094
>’п = ------ - = ------- 7 -------=  -8,16 СМ.
0 М, F  48 102 86,4 

Суммарная эпюра а  приведена на рис. 10.41.
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Нулевая

Задача 10.13

Стальной консольный ломаный стержень круглого сечения на
ходится в условиях изгиба с кручением (рис. 10.42, а). Требуется 
определить диаметр стержня из условия прочности по энергетиче
ской теории, приняв [о] = 180 МПа= 18кН/см2, и построить эпю
ры нормальных и касательных напряжений в опасном сечении.

Вертикальная сила вызывает изгиб стержней АВ и ВС в плоско
сти Оху и кручение стержня АВ. Горизонтальная сила вызывает 
изгиб участка стержня АВ в плоскости Oxz. Строим эпюры изгиба
ющих моментов в главных плоскостях инерции каждого стержня 
и эпюру крутящего момента (рис. 10.42, 6, в, г ). Размерность орди
нат на эпюрах в кНсм. Опасным сечением является сечение стерж
ня АВ вблизи заделки, где все три момента имеют наибольшие 
значения.

Вычисляем суммарный изгибающий момент в заделке:

Мн = ^М : + М] = V1202 +902 = 150 кНсм.

Опасными точками являются точки, принадлежащие контуру 
поперечного сечения. В этих точках нормальные напряжения от 
изгиба и касательные напряжения от кручения имеют наибольшие 
значения.
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Рис. 10.42
Для стержней круглого сечения плоскость изгиба совпадает с 

плоскостью действия суммарного изгибающего момента, и наи
большие нормальные напряжения определяются по формуле

®нб = K m| = -^ l .
И

US мл Ы/ Я/?3 л/)3где Wu - W, = W = --- = ---- .
" г у 4 32 

Наибольшие касательные напряжения от кручения равны
МкТ — __ !i_

нб ы/ ’ 
р

где Wр = z- 2WH.

Запишем условие прочности в наиболее напряженных точках 
контура по энергетической теории прочности:

V a2 + Зт2 < [а].
Подставляя сюда выражения для наибольших напряжений, по

лучим
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- s jM l+0,75M l  < [0 ].Wи
Из этого условия определяем требуемый диаметр стержня:

К + 0.75^  = см
" 32 [о] V л 18

Принимаем D = 4,6 см и вычисляем значения наибольших на
пряжений:

К  = = 9,56 см3, Wp = 2WH = 19,12 см3,

о = |онм| = = 15,7 кН/см2 = 157 МПа,
1,6 1 "м| Wn 9,56

тн6 = = 4,18 кН/см2 = 41,8 МПа.
"б Wp 19,12

Для правильного построения эпюры а  определяем положение 
нулевой линии (нейтральной оси) в сечении стержня АВ вблизи
заделки:

, J- 90 . ,1ёф0 = £ = —  = 0,75, ф0 = 36°52'.
1 Y01 J y Mz 120 |Y01

Нормальные напряжения от действия Л/7 и М суммируются в 
левой верхней (растяжение) и правой нижней (сжатие) четвертях 
сечения. Эпюры а их приведены на рис. 10.43.



Задача 10.14

Консол.ный чугунный стержень прямоугольного сечения 
30x45 мм с помощью рычага подвергается изгибу и кручению 
(рис. 10.44. Требуется определить величину силы Р  из условия 
прочности ю теории прочности Мора и вычислить значения наи
больших тпряжений. В расчетах принять [а| = 120 М Па = 
= 12 кН/см-, к = 0,3.

Определим геометрические характеристики сечения стержня:

где коэффициент (J взят из табл. 10.1 при «=1,5.
Опаснымв смысле прочности стержня является сечение вблизи 

заделки. Вьпажаем изгибающий и крутящий моменты в этом се
чении черезсилу Р.

Опасными точками сечения являются точки А и В (рис. 10.45), 
где действуют наибольшие нормальные и касательные напряже
ния.

Рис. 10.44

ств = 0, С/) = ТЙУ=5,36Р0,86 = 4,61Л 

где значениекоэффициента у также взято из табл. 10.1. 
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( с т )AS , = *л

1н6 7

k А
У

Рис. 10.45
Выполняем в точках А и В условие прочности по формуле 

(10.23) теории прочности Мора и определяем два значения силы Р. 
Точка А
1 - к 1 + к

р < 1 2

0,3 -  0 1 + 0,3 /. „  .1 ~ . , . 1----5,84+ -----х/5,84 + 4 • 4,61
2 2

Точка В
12

= 1,31 кН.

Р < 1—0,3 1 + 0,3 Г7 “ . ........0 + ---- — J0  + 4 ■ 5,36
2 2 V

= 1,72 кН.

Точка А является более опасной. Принимаем с округлением 
меньшую силу Р= 1,3 кН и вычисляем значения наибольших на
пряжений в стержне:

М. 59 1 3с  = а нб = —^ = ^— ^  = 7,59 кН/см2 =75,9 МПа,
W. 10,1

тв = тнб = ^  = ^ - Ы  = 6,97 кН/см2 =69,7 МПа,
9,32

тА - ут||б = 0,86 • 69,7 = 59,9 М Па.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 10.15. Для деревянной балки (рис. 10.46), находящейся 
в условиях плоского косого изгиба, требуется определить размеры 
сечения из условия прочности, приняв b = 0,5A, R = 14 МПа, ус = 
= 1,0. Нагрузка является расчетной. Определить положение нуле-
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Рис. 10.46
вой линии и построить эпюру нормальных напряжений в опасном 
сечении.

Ответ: сечение 9x18 см, а нГ, = |амм| = 11 М Па, |<р0| = 46°59'.

Задача 10.16. Для стальной составной балки (рис. 10.47), нахо
дящейся в условиях плоского косого изгиба, требуется определить 
из условия прочности величину силы Р, приняв R = 210 МПа, 
ус = 1,0. Определить положение нулевой линии и построить эпю
ру а в опасном сечении.

Ответ: Р= 15,9 кН, а нм = -209 МПа, а нб= 158 МПа, |ф()| = 17°02'.

Задача 10.17. Для стальной составной балки (рис. 10.48), нахо
дящейся в условиях плоского косого изгиба, требуется определить 
положение нулевой линии, построить эпюру о в опасном сечении 
и вычислить значения вертикального и горизонтального переме-
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щений свободного конца. Совместная работа швеллеров обеспе
чена соединениями. £=2,1 ■ 105 МПа.

Ответ: |ф0| = 21°40\ с иб = |онм| = 147 МПа, vB = 1,37 см, wB = 
= -0,55 см.

Задача 10.18. Для стальных балок (рис. 10.49, а, б), находящих
ся в условиях пространственного изгиба, требуется определить 
положение нулевой линии в опасном сечении, построить эпюру а 
и вычислить перемещения свободного конца (рис. 10.49, а) и сере
дины пролета (рис. 10.49, б).

Ответ: а) |<р0| = 66°49', стнб = |стнм| = 156 МПа, ид = 0,73см, 
wfj= 1,32 см;

б) |ф()| = 44°32', а н6 = |снм| = 184 МПа, vc = 1,01 см, 
wc = 0,79 см.

Задача 10.19. Для коротких стержней на рис. 10.50 и 10.51, 
находящихся в условиях центрального растяжения и сжатия с 
изгибом, требуется построить эпюру нормальных напряжений в 
опасном сечении.

300 к Н

Рис. 10.50
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Р= 240 кН

Рис. 10.51 Рис. 10.52
Ответ: задача на рис. 10.50 — онб = 171 МПа , а нм = 11,8 МПа; 

задача на рис. 10.51 — онб = 52,8 МПа, а нм = -103 МПа.

Задача 10.20. Для короткого стержня, находящегося в условиях 
внецентренного сжатия (рис. 10.52), требуется построить эпюру о 
в поперечном сечении.

Ответ: ан(̂ = -8,9 М П а, а нм =-48,8 МПа.

Задача 10.21. Для коротких стержней с поперечным сечением 
на рис. 10.53, а, б, находящихся в условиях внецентренного сжатия 
силой, приложенной в точке Л-, требуется определить из условий 
прочности величину силы Р и построить эпюру а в поперечном 
сечении. Расчетные сопротивления и допускаемые напряжения 
материала равны:

а) Rp = Rc = 210 МПа, ус= 1,0.
б) [схр] = 40 Мпа, [ас] = 120 МПа.
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Ответ: а) Р= 1814 кН, а нб = -69 МПа, стнм = -210 МПа,
б) Р= 147 кН, онб = 40 МПа, с нм = -81,7 МПа.

Задача 10.22. Для стержней на рис. 10.54, а, б, находящихся в 
условиях сложного сопротивления, требуется построить эпюру а  в 
опасном сечении.

Ответ: а) аА = стмб = 50,6 М Па, стй = а нм = -89 М Па;
б) оА = онб = 124,8 МПа, с в = онм = -171,5 МПа.



Глава 11 
УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ. 

ПРОДОЛЬНЫЙ ИЗГИБ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Под устойчивостью инженерных конструкций и их элементов 
понимается способность сохранять в процессе эксплуатации пер
воначальную форму равновесия. На рис. l l . l  показан достаточно 
гибкий стержень, находящийся под действием центрально прило
женной сжимающей силы Р. Если эта сила меньше некоторого 
критического значения Ркр, то первоначальная прямолинейная 
форма равновесия является устойчивой. При небольшом искрив
лении стержня поперечной нагрузкой он стремится вернуться в 
свое первоначальное прямолинейное состояние после устранения 
причины искривления (рис. 11.1, а).

При достижении силой критического значения Р  первона
чальная форма равновесия становится неустойчивой (рис. 11.1, б). 
Возможно равновесие стержня в искривленном состоянии (ис
кривленная форма равновесия). Такое явление называется бифур
кацией (раздвоением) формы равновесия при достижении нагруз
ками критических значений. Таким образом, критической силой 
для сжатого стержня можно считать силу, соответствующую гра
нице перехода из прямолинейной формы равновесия стержня в 
искривленную форму.

Если сжимающая сила превышает критическое значение, то 
устойчивой является искривленная форма равновесия стержня

Рис. 11.1



(рис. 11.1, в). При этом происходит интенсивное нарастание де
формаций изгиба, что может привести к разрушению стержня. 
Такое явление называется потерей устойчивости. Потеря устойчи
вости инженерных сооружений и конструкций как в целом, так и 
их отдельных элементов очень опасна, поскольку она может про
исходить достаточно быстро, иногда почти внезапно. В силу этого 
действующие на сооружение или конструкцию нагрузки должны 
быть значительно меньше критических.

Для исследования устойчивости равновесия упругих систем и 
определения критических нагрузок используются три метода — 
статический, энергетический и динамический.

Статический метод определения критических нагрузок основан 
на рассмотрении уравнения равновесия системы в деформирован
ном состоянии при достижении нагрузками критических значе
ний. Для сжатого стержня в качестве деформированного состояния 
принимается искривленная форма равновесия при Р = Р кр. При 
этом в стержне имеет место явление продольного изгиба, которое 
можно описать соответствующим дифференциальным уравнением. 
Если изогнутую ось стержня считать очень пологой кривой с малой 
кривизной, то его продольный изгиб можно описать линейным 
дифференциальным уравнением второго или четвертого порядка:

где и(х) — прогиб стержня, E J  — жесткость в плоскости продоль
ного изгиба.

Решение уравнения (11.2) в безразмерной переменной £, и при 
E J  = const имеет следующий вид:

Дифференцируя решение (11.3), получаем выражения для углов 
поворота поперечных сечений, изгибающих моментов и попереч
ных сил:

EJu"(x ) + Pv(x) = О, 

E Jv  iv(jc) + Pv"(x) = О,

( 11. 1)

( 11.2)

v(Q = С, + C2̂  + C3sin^ + C4cos^, (11.3)

(p(£) = kv'{Q  = k(C2 + C3 cos^ - C4sin^),

УВД  = -k2E J v " (£) = k2 E J  (C3sint, + C4cos^),l (11.4) 

Q(^) = -k^ E Jv '"^ ) = A3E/(C3cos£i-C4sin£).
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Для определения постоянных интегрирования С,, С,, С3 и С4 
надо использовать соответствующие граничные условия исходя из 
характера закрепления стержня, раскрыв которые получим систе
му однородных алгебраических уравнений относительно этих по
стоянных. Приравняв определитель однородной системы к нулю, 
получим характеристическое уравнение устойчивости. Корни это
го уравнения позволяют определить значения критической силы 
при различных условиях закрепления стержня.

В качестве примера определим величину критической силы для 
стержня на рис. 11.2. Используем граничные условия: при х = О, 
v = О, М  = 0; при х = /, v = 0, ф = 0.

Раскрыв эти условия, получаем систему одно
родных уравнений:

О н
v ( x y

Р=Р.

///№  --
Рис. 11.2

С| + — 0, 

к 2 E JC4 = 0,
С, + С2 1̂ + С3 sin + С4 cos^; = 0,
С2 + Cjcos^/ - C4sin^/ = 0.

Упростив эту систему и приравняв ее опреде
литель к нулю, получаем характеристическое 
уравнение устойчивости:

^ co s^ -s in ^  = 0, tg

Решив это уравнение численно или графически, находим наи
меньшее значение корня ,̂ = к/ = 4,493, а затем и величину крити
ческой силы:

к2 = Р  (4,493)
E J г-

р = Р  =1 1 кр
20,19 E J  

I 2
n-EJ

(0,7/)
Аналогично определяется величина критической силы для сжа

того стержня при других условиях его закрепления. Полученные 
результаты можно обобщить, введя приведенную длину стержня 
/0 = ц/. При этом критическая сила может быть вычислена по так 
называемой обобщенной формуле Эйлера:

Р  = Р  =1 кр ' э
k 2E J

/п2
7V E J

\ 2  '
(11.5)

'о № )
Приведенную длину стержня можно рассматривать как длину 

полуволны синусоиды, выделяемой на изогнутой оси стержня при
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его продольном изгибе. Коэффициент |д называется коэффициен
том приведения длины. Значения этого коэффициента для одно
пролетных стержней с различными условиями закрепления концов 
приведены на рис. 11.3.

Ц = 2 |!=1 ц = 0,7 ц = 0,5 ц = 2 ц=1

Рис. 11.3

Для более сложных случаев закрепления стержня значения ц 
приведены в справочниках по устойчивости сооружений. Напри
мер, для стержней с промежуточной шарнирной опорой (рис. 11.4 
и 11.5) значения ц даны в табл. 11.1 и 11.2

Изложенный метод определения критических сил называется 
методом Эйлера. В этом методе используются линейные диффе
ренциальные уравнения продольного изгиба (11.1) или (11.2), 
в силу чего оказывается невозможным определение числовых зна
чений прогибов стержня. Однако при Р  < Ркр это обстоятельство, 
как правило, не имеет практического значения.

При Р > Рк прогибы стержня интенсивно нарастают. Дня их 
определения в закритической области необходимо при выводе 
дифференциального уравнения продольного изгиба использовать 
точное выражение для кривизны изогнутой оси стержня:

d2v
1 ... dx2

Р г1 + Г
зтг ■ (4  6)

В этом случае дифференциальное уравнение продольного изги
ба становится нелинейным, что существенно усложняет решение 
задачи.
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Таблица 11.1
а/1 ц
0,0 2,0
0,2 1,73
0,4 1,47
0,6 1,23
0,8 1,06
1,0 1,00

Таблица 11.2
а/1 М
0,0 2,0
0,2 1,70
0,4 1,40
0,6 1,11
0,8 0,852
1,0 0,699

Рис. 11.5

Сжатый стержень может иметь различные условия закрепления 
в главных плоскостях инерции (рис. 11.6). Для определения плос
кости возможной потери устойчивости стержня надо вычислить 
значения его гибкости в главных плоскостях:

»
/.

> —

‘ Т
(И.7)

где /, и iy — главные радиусы инерции сечения, р, и ру — коэффи- 
циенты приведения длины стержня в главных плоскостях.

Опасной в смысле потери устойчивости стержня является плос
кость его большей гибкости. На составные стержни (колонны) с 
решеткой (рис. 11.6) или на планках иногда накладывается условие 
равноустойчивости в главных плоскостях: X, = Ху. Из этого условия 
можно определить расстояние между основными элементами (вет
вями) составного стержня:

а =
\ У

t - i -
(11.8)
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Рис. 11.6

Формулой Эйлера (11.5) для определения критических сил мож
но пользоваться только в пределах справедливости закона Гука, то 
есть когда критические напряжения в стержне не превосходят пре
дел пропорциональности материала а пц:

Условие применимости формулы Эйлера можно представить в 
следующем виде:

Для каждого материала вычисляется свое значение предельной 
гибкости. Например, для малоуглеродистой стали = 100.

При Х< формулой Эйлера пользоваться нельзя. Для опреде
ления критических напряжений и критических сил за пределом 
упругих деформаций материала стержня используются эмпириче
ские формулы. Например, для малоуглеродистой стали при гибко
сти стержня в пределах 60 < X < 100 может использоваться формула, 
полученная Л. Тетмайером и Ф . Ясинским:

где а и Ь — полученные в опытах коэффициенты, имеющие раз
мерность напряжений и равные: а = 310 МПа, Ь -  1,14 МПа.

Для чугунных стержней при X < 80 линейная зависимость (11.11) 
заменяется параболической:

( 11. 10)

( 11. 11)
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а = 776- 12А. + 0,053АЯкр (11.12)

При малых гибкостях стержня потеря устойчивости прямоли
нейной формы равновесия не происходит, а разрушение может 
наступить вследствие исчерпания прочности. Поэтому в качестве 
критических напряжений принимается либо предел текучести, 
либо временное сопротивление материала стержня. Для таких 
стержней может произойти потеря устойчивости положения, то 
есть без деформаций изгиба. Задача определения критических на
грузок в этом случае значительно проще; она может быть решена 
с помощью обычных уравнений равновесия.

Энергетический метод исследования устойчивости упругих сис
тем основан на анализе полной потенциальной энергии деформа
ции системы или приращения энергии в деформированном со
стоянии при достижении нагрузками критических значений. При 
этом можно использовать либо условие минимума полной потен
циальной энергии в положении устойчивого равновесия, либо 
условие равенства работы внешних сил дополнительно накапли
ваемой потенциальной энергии деформации.

Например, при определении критической силы для сжатого 
стержня (рис. 11.7) надо работу силы Р  на осевом перемещении 8, 
вызванном изгибом стержня, приравнять приращению потенци
альной энергии за счет его изгибных деформаций. Эти величины 
равны

где М  — изгибающий момент в стержне.
Выполнив условие А = U, получим формулу для определения 

критической силы:

о
(11.13)

Pv (11.15)кр I I
j(v ')2dx J ( i >')2dx
о о
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Рис. 11.7
Если и(х) является точным выражением изогнутой оси стержня 

при продольном изгибе, то формула (11.15) дает точное значение 
критической силы. Однако получить точное уравнение изогнутой 
оси стержня не всегда возможно или довольно сложно. Для при
ближенного решения задачи функцию v(x) надо принять в виде 
некоторой кривой, позволяющей удовлетворить условиям закреп
ления стержня. Например, для многих задач эту функцию можно 
принять в виде полинома

степень которого должна быть равна числу граничных условий. 
Удовлетворение этим условиям позволяет определить значения 
коэффициентов полинома (11.16).

Приближенное значение критической силы, вычисляемое по 
формуле (11.15), больше точного значения.

При расчете сжатых стержней на продольный изгиб необходимо 
обеспечить выполнение условия устойчивости:

где Р  — расчетное значение сжимающей силы, R= Rc — расчетное 
сопротивление материала стержня при сжатии, F  — площадь по
перечного сечения стержня, ф — коэффициент уменьшения рас
четного сопротивления (коэффициент продольного изгиба).

Коэффициент ф зависит от гибкости стержня и от свойств его 
материала. Значения этого коэффициента для некоторых материа
лов приведены в табл. 11.3. В СНиП по строительным конструк
циям условие (11.17) дано в более удобной для расчета форме:

l>(.y) = аа + ахх + а2х2 + ... + а„-х", (11.16)

(11.17)

(11.18)
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Таблица 11.3

Гибкость
X

Значения коэс )фиииентов ф
Сталь с расчетным 

сопротивлением /?, МПа
Алюминиевые

сплавы Чугун Дерево
200 240 280 320 АМгб Д16-Т

10 0,988 0,987 0,985 0,984 0,973 0,999 0,97 0,992
20 0,967 0,962 0,959 0,955 0,946 0,998 0,91 0,968
30 0,939 0,931 0,924 0,917 0,890 0,835 0,81 0,928
40 0,906 0,894 0,883 0,873 0,770 0,700 0,69 0,872
50 0,869 0,852 0,836 0,822 0,640 0,568 0,57 0,800
60 0,827 0,805 0,785 0,766 0,542 0,455 0,44 0,712
70 0,782 0,754 0,724 0,687 0,458 0,353 0,34 0.612
80 0,734 0,686 0,641 0,602 0,387 0,269 0,26 0,469
90 0,665 0,612 0,565 0,522 0,322 0,212 0,20 0,370
100 0,599 0,542 0,493 0,448 0,280 0,172 0,16 0,300
110 0,537 0,478 0,427 0,381 0,243 0,142 — 0,248
120 0,479 0,419 0,366 0,321 0,213 0,119 — 0,208
130 0,425 0,364 0,313 0,276 0,183 0,101 — 0,178
140 0,376 0,315 0,272 0,240 0,162 0,087 — 0,153
150 0,328 0,276 0,239 0,211 0,148 0,076 — 0,133
160 0,290 0,244 0,212 0,187 — — — 0,117
170 0,259 0,218 0,189 0,167 — — — 0,104
180 0,233 0,196 0,170 0,150 — — — 0,093
190 0,210 0,177 0,154 0,136 — — — 0,083
200 0,191 0,161 0,140 0,124 — — — 0,075
210 0,174 0,147 0,128 0,113 — — — —

Подбор сечения сжатых стержней производится по формуле

F  -  —~~z- (11.19)усФ R

Поскольку эта формула содержит два неизвестных — F и ф, за
дача подбора сечения решается методом последовательных при
ближений.

Допустимая расчетная сжимающая сила определяется по фор
муле

P<ycyRF. (11.20)
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 11.1

Для стального стержня трубчатого сечения 0180x6 мм 
(рис. 11.8) требуется определить значения допустимой расчетной 
сжимающей силы и критической силы. Условия закрепления 
стержня в главных плоскостях одинаковы. В расчетах принять R - 
= 200 МПа = 20 кН/см2, ус = 0,9, £=2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2, 
оШ1 = 200 М Па.

О

0 F
8 = 0.6 см

18 см

77Ш777

Рис. 11.8

Вычисляем геометрические характеристики сечения: 

F= к(92 - 8,42) = 32,8 см2, 

у. = / = —(94 - 8,44) = 1243 см4,
>  4

I. = 1243
32,8

= 6,16 см.

Коэффициенты приведения длины стержня равны: |JV = |д. = 2. 
Гибкость стержня в главных плоскостях одинакова и равна 

, . 2•350 _ .. . 
у z 6,16

Значение коэффициента продольного изгиба ф определяем по 
данным табл. 11.3 с помощью линейной интерполяции.

0,537-0,479А. = 114, R = 200 МПа, ф = 0,537
10

•4 = 0,514.

Вычисляем значение допустимой расчетной силы:
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Поскольку гибкость стержня больше предельной гибкости 
А., = 100, значение критической силы определяем по формуле Эй 
лера:

P<yc(?RF= 0,9 0,514 20 32,8 = 303,5 кН.

к E J  тс2 - 2,1 104 -1243
•п р  (2-350)

Критические напряжения в стержне равны 
_ _  Ркр  ̂ 525,8 

F  32,8

= 525,8 кН.

'к р = 16 кН/см' = 160 МПа < о = 200 МПа.

Потеря устойчивости стержня произойдет в пределах пропор
циональности материала.

Задача 11.2

Для сжатого деревянного стержня квадратного сечения 
(рис. 11.9) требуется определить размер а из условия устойчивости. 
Условия закрепления стержня в главных плоскостях одинаковы. 
Расчетное сопротивление для дерева R = 14 МПа = 1,4 кН/см2, 

= 1Д

Рр = 30 кН

Н К

Iг

Рис. 11.9

Принимаем в первом приближении ф = 0,3 и определяем требу
емую площадь сечения:

Р  30F> = 71,43см-
усф/? 1,0 0,3 1,4

Определяем размер а, радиусы инерции сечения и гибкость 
стержня:



а = 771,43 = 8,45 см,

[Jк = iy =
;4 a j 3 8,45%/3 _ , ,, ---г- = --- = ------ = 2,44 см,

V 12а 6 6
, _> 300 

ц, \iy 1, X, Ху  ̂44 ’

Ф = 0,208 - 0 3 8 - 0 Л 7 8  ’
Y  10
Коэффициент ф вычислен по данным табл. 11.3 с помощью 

линейной интерполяции. Проверяем выполнение условия устой
чивости стержня:

Р  7П
—  = ----—----= 2,11 кН/см2 = 21,1 МПа > у R = 14 МПа.
ф£ 0,199 71,43
Условие устойчивости не выполняется. Принимаем меньшее 

значение ф и производим повторный расчет:
0,3 + 0,199 . . .  30 ос 7 2

Ф  = ------------ = 0,25, £ > ----------------= 85,7 см ,
Y 2 1,0 0,25 1,4

а = J85,7 = 9,26 см, /'. = = 2,67 см,
6

. ' З00 , л  т л  X , = X., = -----= 112, ф = 0,24,
2,67

Р
= 1,46 кН/см2 = 14,6 МПа > ycR = 14 МПа.

ф£ 0,24 - 85,7
Условие устойчивости не выполняется, нолевая часть условия 

незначительно превышает правую. Увеличиваем размер а и при
нимаем сечение 10x10 см. Повторный расчет показывает, что усло
вие устойчивости стержня выполняется с небольшим запасом.

Задача 11.3

Для стального стержня сечением 2L90x8 (рис. 11.10) требуется 
установить плоскость, опасную в смысле потери устойчивости, 
и определить допустимое расчетное значение сжимающей силы и 
величину критической силы. В расчетах принять R = 200 МПа = 
= 20 кН/см2, £=2,1 • 105 М Па, ус = 0,9.

Выписываем из сортамента и вычисляем необходимые геомет
рические характеристики сечения:
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2L90x8 F=2 ■ 13,9 = 27,8 см2, J. = 2 • 106 = 212 см4, 

J =2[106 + (2,51 +0,5)2- 13,9] =464 c m 4,

/. = 2,76 c m , / =

P
ОI

464
27,8

P
с О

= 4,08 c m .

K- = 2 И,= '
-777V77J7 —  

1 CM

?
Рис. 11.10

Определяем значения гибкости стержня в главных плоскостях:

= 98, Цу/ _ 1200 
/, “  2,76

= 72,5.

Поскольку X. > X , опасной в смысле потери устойчивости яв
ляется плоскость Oxz. Определяем по табл. 11.3 коэффициент <р и 
вычисляем допустимое расчетное значение сжимающей силы:

Х. = 98, ф = 0,612, P< ycyRF=Q,9  ■ 0,612 ■ 20 • 27,8 = 306 кН.

Гибкость стержня в плоскости Oxz меньше предельной (X = 
= 98 < X, = 100). Следовательно, для определения критической силы 
нельзя использовать формулу Эйлера. Величину критической силы 
определяем по эмпирической формуле Тетмайера—Ясинского
( 11.11):

Лф = а м/= (а - bX) F = (31 - 0,114 98) 27,8 = 551 кН.кр
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Для составного стержня с решеткой, находящегося под дей
ствием расчетной сжимающей силы Р=  300 кН, требуется:
1. Подобрать сечение в виде двух стальных прокатных двутавров 

из условия устойчивости.
2. Определить расстояние а между двутаврами из условия равно- 

устойчивости стержня в главных плоскостях (рис. 11.11).
3. Вычислить значение критической силы.

Задача 11.4

р
>'0

\

'ц , = 0,5

I
I
(I. = 0,7

II J 1 ,>0 л г!
f

-*4—

н _ ( ! > '  -  
Z 1

L
У ■Vo

Рис. 11.11

Совместную работу двутавров считать обеспеченной. В расчетах 
принять R = 200 МПа = 20 кН/см2, £=2,1 • 105 МПа = 2,1 • 104 кН/см2, 
у, = 0,9.

Расчет на продольный изгиб проводим в плоскости Оху, так как 
момент инерции и радиус инерции сечения относительно матери
альной оси Oz не зависят от расстояния между двутаврами. При
нимаем в первом приближении ф = 0,5 и определяем требуемую 
площадь сечения:

300F  > = 33,3 см".
0,9 0,5 -20

Принимаем по сортаменту сечение 2114 и выполняем проверку 
устойчивости стержня:

F= 2 ■ 17,4 = 34,8 см2, /. = 5,73см, /(,=1,55см,

Л  = 2 ■ 572= 1144 см4, X = =
7 /

М  0,5 1200
5,73

= 105,
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ф = 0,599 - 0,5991<ч0’537 • 5 = 0,568,
10

300 = 15,2 кН/см2 < уCR = 18 кН/см2.
ф£ 0,568 34,8
Условие устойчивости выполняется с небольшим запасом. 

Устойчивость стержня меньшего сечения 2112 не обеспечена. Опре
деляем по формуле (11.8) расстояние между двутаврами:

а = V
к-

\^У 7
<1-' I  =

/ 0,7л2 
0,5 J

• 5,732 - 1,552 = 7,87 см.

В запас устойчивости в плоскости Oxz принимаем а = 8 см. 
Поскольку X > = 100, величину критической силы определя

ем по формуле Эйлера:

Rкр
К2 EJ. _ 7Г2 • 2,1 104 ■ 1144 
(ц / Г  “  (0,5 ■ 1200)2

= 658,6 кН.

Задача 11.5

Для составного стержня сечением 4175x6, нагруженного сжима
ющей силой Р  в пределах его длины (рис. 11.12), требуется:
1. Определить коэффициент приведения длины в зависимости ог 

отношения п = /,//.
2. Вычислить допустимое расчетное значение сжимающей силы и 

величину критической силы. В расчетах принять /= 12 м, /, = 
= 0,6/ = 7,2 м, R = 200 МПа = 20 кН/см2, ус = 1,0, £ = 2,1 х 
х 105 МПа.
Условия закрепления стержня в главных плоскостях одинаковы. 

Совместную работу уголков считать обеспеченной соединениями.

О
§  475x6

- U - -

ЖЯ77 - к

’Уо

20 см

Рис. 11.12
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Определяем поданным сортамента для 41.75x6 геометрические 
характеристики сечения. Для L75x6 F { = 8,78 см2, У = 46,6 см4.

J y = у. = 4[46,6 + (10 - 2,Об)2 • 8,78] = 2400 см4,

Для определения коэффициента приведения длины стержня 
используем энергетический метод. Примем уравнение изогнутой 
оси стержня при продольном изгибе в виде параболы четвертого 
порядка

степень которой соответствует числу граничных условий задачи: 
при Л'= 0, v = 0, ф = 0; при х = /, и = 0, М = - E Jv "  = 0.

Раскрывая граничные условия, получаем

a0 = «! = 0, д2=1,5о4/2, а3 = -2,5я4/.

Коэффициент аА остается неопределенным. Записываем выра
жения для прогиба и(х) и его первой и второй производных:

Для определения критической силы используем формулу 
(11.15). Вычисляем входящие в эту формулу определенные интег
ралы, причем интеграл в знаменателе берем в пределах от 0 до /,, 
то есть до координаты точки приложения силы:

Обозначая отношение п = /,// и производя вычисления, приво
дим формулу для определения критической силы к следующему 
виду:

v(x) - а{) + а ,х + йуХ1 + а ус3 + аАх*,

v(x) = д4(х4 - 2,5/х3 + 1,5/2х2), 

и'(х) = о4(4х3 - 7,5/х2 + 3/2х), 

v"(x) = aA(\Zx2- 15/х + З/2).

J E J ( v " )2dx = EJa]\(\2x2 - 15/х + 3l 2)2dx = 1,8EJci}l\
о о

\ (v ')2dx = а ]|(4х3 - 7,5/х2 + 3l 2x)2dx =
о о
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\EJ(v")2dx
P  = —л кр

j\v ')2dx

E J
ц т

Значения коэффициента ii при различных значениях п приве
дены в табл. 11.4. Для определения коэффициента приведения 
длины стержня надо приравнять полученное значение критиче
ской силы силе Эйлера (11.5):

Р  = л -  = я = ^
кр V  3 (ц/)2 ’ и

п
Значения коэффициента |i также приведены в табл. 11.4. Отме

тим, что при п = 1 (сила приложена в верхнем сечении) точное 
решение дает |i = 0,699 = 0,7 (рис. 11.3, в). Полученный приближен
ный результат имеет относительную погрешность 1,9%, что можно 
считать допустимым.

Таблица 11.4
« = /,// 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

п 171,0 57,81 50,74 39,85 21,0
й 0,24 0,413 0.441 0,498 0,686

Выполним числовой расчет по данным пункта 2. Определяем 
гибкость стержня и коэффициент продольного изгиба:

я = 0,6, ц = 0,441, /пр = 0,441 • 12 = 5,292 м,
. , 529,2 по „  0,827-0,782 .Х = Х  = ---- = 64, ф = 0,827 --------------  4 = 0,809.

г 8,27 Y 10
Расчетная сжимающая сила не должна превышать следующего 

значения:

Р< yc(f>RF= 1,0 • 0,809 ■ 20 • 4 • 8,78 = 568 кН.

Поскольку X = 64 < X t = 100, величину критической силы опре
деляем по формуле Тетмайера—Ясинского:

Ркр = Е(а -ЬХ) = 4 • 8,78 ■ (31 - 0,114 • 64) = 832 кН.
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Задача 11.6

Для шарнирно-опертого стержня ступенча- 
то-постоянного сечения (рис. 11.13) требуется 
определить величину критической силы в 
плоскости Оху в пределах упругой работы ма
териала стержня.

Для решения задачи используем энергети
ческий метод. Примем уравнение изогнутой 
оси стержня при продольном изгибе в виде 
полуволны синусоиды

v(x) ,  . кх /  sin — , 
/

1

•v4
Л

■Мх)

Рис. 11.13что обеспечивает выполнение граничных усло
вий: прих = 0,х = /, и = О, М  = —E Jv "  = 0.

Изгибающий момент в поперечных сечениях стержня при про
дольном изгибе равен

ЮС
М  = Pv(x) = Pf sin— .

Дтя определения приращения потенциальной энергии дефор
мации стержня за счет его изгиба используем формулу (11.14). 
Интегрируя в пределах длины каждого участка стержня, получаем

1АM 2dx 1 г М 2 dx p2f 2
E J E J 2 2EJ,

2 KX J,sin — dx H— - 
I

jsir J  I f . 1 TV-- sin —
J A  1

2 ЛХ ,—  dx

P 2f 2 
4 E J .

± + ±l !l -
I

A
л i

(г 2 те/,'1---L sin -----
< J 2 , /

где У, и J 2 — осевые моменты инерции поперечного сечения стерж
ня в пределах 1-го и 2-го участков.

Работа, совершаемая силой Рпри изгибе стержня, равна

о

2 ТЕХ Р  2 ( Лcos -—dx = —f  j — I.
I 4

Выполняя условие U = А, определяем приближенное значение 
критической силы:

тгЕ/, 1

I 2 
/

1
2к

f J  л 2 те/, 1
1---L sin -----

l  J2 J I

k 2E J ,
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Полученное решение дает вполне удовлетворительный резуль
тат при условии, что отношение У,/У2 не очень велико. Например, 
при /, = 0,5/ и У, = 2У, получаем г) = 0,667. Точное решение, связан
ное с интегрированием дифференциального уравнения продоль
ного изгиба, дает Г| = 0,649. Относительная погрешность составля
ет 2,7%.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 11.7. Для стального стержня коробчатого сечения 
120x180x10 мм с различными условиями закрепления в главных 
плоскостях (рис. 11.14) требуется установить плоскость возможной 
потери устойчивости и вычислить наименьшие значения допусти
мой расчетной силы и критической силы. В расчетах принять 
R = 200 МПа, ус = 1,0, £=2,1 • 105 МПа.

О твет: Р=  526 кН, Ркр = 783 кН (в плоскости Оху).

Задача 11.8. Для стержня, состоящего из двух стальных жестко 
соединенных между собой труб сечением 0120x6 мм (рис. 11.15), 
требуется установить плоскость возможной потери устойчивости 
и вычислить наименьшие значения допустимой расчетной силы и 
критической силы. В расчетах принять R = 200 МПа, ус = 1,0, 
£= 2 • 105 МПа.

Ответ: Р -  330 кН, £кр = 444 кН (в плоскости Оху).

!JL -
1
1

1 см г

-Ч.
ftРК

и
-  5 = 0

318

Рис. 11.14 Рис. 11.15



Задача 11.9. Для деревянной стойки требуется подобрать сече
ние в виде четырех жестко соединенных между собой стержней 
круглого сечения (рис. 11.16). /? = 14 МПа, ус= 1,0, у̂  = 1,0. Условия 
закрепления стойки в главных плоскостях являются одинаковыми.

О твет: />=12 см.

Задача 11.10. Для стального составного стержня сечением 2Г24а 
(рис. 11.17) требуется определить значения допустимой расчетной 
силы и критической силы в плоскости Oxz. R = 200 МПа, ус = 1,0, 
£=2,1 • 105 МПа.

О твет: Р=  764 кН, Pwn = 1286 кН.к р

Рис. 11.16

Задача 11.11. Стальная балка АВ сечением 2И36 нагружена рав
номерно распределенной нагрузкой и опирается в сечении В на 
стальной стержень трубчатого сечения 0100x5 мм (рис. 11.18). 
Требуется определить значения допустимой расчетной нагрузки и 
критической нагрузки из условия устойчивости стержня ВС. Опре
делить значения наибольших нормальных напряжений в балке АВ 
при действии расчетной нагрузки. R = 200 МПа, ус = 1,0, £ = 
= 2,1 105 МПа.

О твет: q = 96,4 кН/м, qKp= 146 кН/м, а нб= 160,4 МПа.

Задача 11.12. Для стального шарнирно-опертого стержня, на
груженного в центральной части осевой сосредоточенной силой Р
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Рис. 11.18 Рис. 11.19
(рис. 11.19), требуется определить коэффициент приведения дли
ны. Для решения использовать энергетический метод, уравнение 
изогнутой оси стержня принять по полуволне синусоиды. Подо
брать сечение стержня в виде прокатного двутавра и вычислить 
значение критической силы в плоскости Оху, приняв / = 12 м, 
/, = 0,51, £=400 кН, /? = 210 МПа, ус= 1,0, £=2,1 • 105 МПа,у7= 1,0.

О твет: ц = 0,707,122, £кр = 625 кН.

Задача 11.13. Для консольного стержня ступенчато-постоянно
го сечения (рис. 11.20) требуется определить величину критической 
силы в плоскости Oxz и коэффициент приведения длины. Выпол
нить числовой расчет и определить значение допустимой расчет
ной силы при / = 10 м, /, = 6 м, R = 200 МПа, ус = 1,0, £ = 2,1 х 
х 105 МПа и поперечных сечениях нижней и верхней частей стерж
ня в соответствии с рис. 11.20.

О

136

m
л

'I

'у
j. 50 см .ш

2С27

Рис. 11.20
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D К 2 Ш \О твет: P..n = n---Kp 412
1где n =

I I
Sill л/, ' 

/
Числовой расчет дал r| = 0,857, |д = 2,16, Р  = 888 кН, Ркр = 

= 1418 кН.
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Глава 12 
ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНЫЙ ИЗГИБ СТЕРЖНЕЙ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Продольно-поперечный изгиб имеет место в достаточно гибких 
стержнях при одновременном действии поперечных нагрузок и 
продольных сжимающих или растягивающих сил (рис. 12.1). При 
этом продольные силы вызывают дополнительные изгибающие 
моменты АЛ/= Pv(x), которые могут увеличить или уменьшить 
изгиб стержня. Расчет стержней при продольно-поперечном изги
бе должен производиться по так называемой деформированной 
схеме с учетом дополнительных изгибающих моментов.

q(x)

о  Ш Ш 1 о /Ь ------- - Г

Рис. 12.1
При малых прогибах продольно-поперечный изгиб стержня 

может быть описан линейным дифференциальным уравнением 
четвертого порядка. При действии сжимающих постоянных по 
величине продольных сил это уравнение имеет следующий вид:

E Jv [V(x) + Pv"(x) = q(x). (12.1)

Решение однородного уравнения, соответствующего (12.1), 
можно представить в форме метода начальных параметров:

= v0 + - ~ у ( \  - cos^) - - sin£), (12.2)
к EJk- EJk

где Е, = кх — безразмерная переменная и к =

Величины и0, ф0, Л/0 и Q0 — начальные параметры, т.е. значения 
прогиба, угла поворота, изгибающего момента и поперечной силы 
в начальном сечении стержня при х = 0 (£ = 0).

Отметим, что прогиб стержня и начальные параметры связаны 
между собой линейными зависимостями. Это позволяет исполь
зовать принцип независимости действия сил по отношению к по
перечной нагрузке. При этом для учета влияния нагрузок, прило
женных в пределах длины стержня (рис. 12.2), к выражению (12.2)
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V  “•

q = const

- d > - 0 - 4d>- - Ф Ч

Рис. 12.2
надо добавить функции, соответствующие частным интегралам в 
( 12.2):

Л/п 0о

/ [̂(̂  — а , ) — sin(^ — сх,)] 
EJk-

cos(£, - а 3) - 1 +

Л/[1 - cos(^ - а 3)]
E Jk 2

EJk
( ^ - а 3)2

cos(^ - а 4) - 1 + (12.3)

О
ч

1 Q

Рис. 12.3

»(*)

где вертикальная черта соответствует границам участков.
Для определения углов поворота попе

речных сечений и изгибающих моментов 
используются дифференциальные зави- N=p 
симости при поперечном изгибе. Попе- —  
речная сила должна определяться по от
ношению к деформированному состо
янию стержня, т.е. с учетом проекции 
продольной силы на нормаль к изогнутой 
оси стержня (рис. 12.3), равной УУsinф = Nv'. Проекция поперечной 
силы на вертикальную осьу определяется из уравнения равновесия 
бесконечно малого элемента стержня:

Q, = d- M - - N V  = - E JV  
ах

Nv'. (12.4)

При небольшом влиянии поперечных сил на прочность стерж
ня иногда принимают Q = Qy. Продольная сила определяется по 
отношению к недеформированному состоянию стержня, т.е. при
нимается равной N  = Р coscp = Р.
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В начале расчета часть начальных параметров может быть неиз
вестной. Для их определения надо использовать кинематические 
и статические граничные условия. Примеры постановки гранич
ных условий рассмотрены ниже.

Для шарнирно-опертой балки (рис. 12.4) имеем: l>0 = О, М0 = 0. 
Неизвестные начальные параметры <р0 и Q0 подлежат определению 
из граничных условий: при х = /, и = 0, А/. = -М.

Для консольной балки (рис. 12.5) имеем: v0 = 0, <р() = 0, Q0 = RA. 
Для определения неизвестного начального параметра М0 надо ис
пользовать граничное условие: при х = /(^ = !;,), М = 0.

Раскрыв граничные условия, получим систему линейных алге
браических уравнений относительно всех неизвестных величин. 
После их определения можно записать окончательные выражения 
для i>, ф, М  и Q, вычислить значения этих величин в характерных 
сечениях стержня и построить соответствующие эпюры.

Аналогично решается задача расчета гибких стержней при од
новременном действии поперечных нагрузок и продольных растя
гивающих сил (рис. 12.6). Эта задача описывается следующим диф
ференциальным уравнением:

Рис. 12.6
Решение соответствующего (12.5) однородного уравнения име

ет вид:

Рис. 12.4 Рис. 12.5

£7ulv - Ри" = q(x). (12.5)

u(£) = С, + C2i; + C3sh£ + C4ch^, ( 12.6)
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где, по-прежнему, £, = кх, к

Решение уравнения (12.5), а также выражения для углов пово
рота, изгибающих моментов и поперечных сил можно представить 
в форме метода начальных параметров, как это сделано выше для 
случая действия сжимающих сил.

Напряжения в поперечных сечениях стержней при продольно
поперечном изгибе определяются по формулам сложного сопро
тивления (растяжение-сжатие с изгибом). Например, наибольшие 
нормальные напряжения в крайних волокнах стержня с симмет
ричным сечением при продольно-поперечном изгибе в плоскости 
Оху определяется по формулам

М . Р  М ,
нб

р
' F  + W, F  W,

(12.7)
; "  г

Формулы (12.7) соответствуют случаю действия сжимающей 
силы. Отметим, что прогибы, внутренние усилия и напряжения в 
стержнях при продольно-поперечном изгибе нелинейно зависят 
от продольной силы Р.

Для статически определимых шарнирно-опертых и консольных 
стержней при действии простых нагрузок задача продольно-попе
речного изгиба может быть решена приближенно. При этом допол
нительные прогибы, вызываемые действием продольной силы 
(рис. 12.7), принимаются изменяющимися по синусоиде:

,  . 71Х
V, =  /  s in -- .I J  ! ( 12.8)

,  Г  | Г  IР  О х

0,(х)

Рис. 12.7

Суммарный прогиб от совместного действия поперечных на
грузок и продольной сжимающей силы определяется по прибли
женной формуле
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V  = (12.9)

кр

где Ркр = РЭ = n-EJ
I;

В формуле (12.9) и0 — прогиб стержня от действия поперечных 
нагрузок и /0 — приведенная длина стержня. Приближенная фор
мула (12.9) правильно отражает качественную сторону задачи, 
в частности, нелинейный характер зависимости v от Р  (рис. 12.8). 
При Р —¥ Ркр прогибы стержня неограниченно возрастают. Однако 
в инженерной практике сжимающая сила обычно не превышает 
величины (0,5 н- 0,6)Р . Полученную формулу можно использовать 
в задачах продольно-поперечного изгиба при Р< 0,75Я .

к р

При действии растягивающих сил приближенная формула име
ет следующий вид:

о = — V -  (12.10)
1 +

кр

Изгибающий момент в стержне определяется по формуле

М= MQ± AM = М0± Ри, (12.11)
где М0 — изгибающий момент от действия поперечных нагрузок, 
AM — дополнительный изгибающий момент, вызываемый дей
ствием продольной силы Р.

Знак «плюс» в формуле (12.11) относится к действию сжимаю
щей силы, а знак «минус» — к действию растягивающей силы.

В сечениях с наибольшими нормальными напряжениями про
изводится проверка прочности стержня. При этом в силу нелиней-
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ной зависимости а от Р запас прочности по напряжениям меньше 
запаса прочности по сжимающей силе. В силу этого в правую часть 
условия прочности надо подставить опасное напряжение, напри
мер предел текучести а т для пластичных материалов. Нормативные 
значения нагрузок должны быть умножены на коэффициент запа
са по нагрузкам /;р.

При действии больших сжимающих сил стержень, находящий
ся в условиях продольно-поперечного изгиба, должен быть прове
рен также на устойчивость.

С помощью рассмотренных выше методов можно решить зада
чу о внецентренном сжатии или растяжении гибкого стержня 
(рис. 12.9). При этом можно считать, что стержень находится под 
действием осевой сжимающей или растягивающей силы Р  и крае
вого момента Л/ = Ре, где е — эксцентриситет продольной силы. 
Данная задача может быть описана однородным дифференциаль
ным уравнением E Jv lv ± Pv" = 0 и его общим решением (12.2) или
(12.6). Возможно использование приближенных методов расчета, 
связанных с заданием прогиба стержня по синусоиде.

В аналогичной постановке можно решить задачу о сжатии (рас
тяжении) гибкого стержня с небольшим начальным искривлением 
vQ(x) (рис. 12.10).

Во всех рассмотренных задачах стержень при действии сжима
ющих сил должен быть рассчитан на прочность и устойчивость.

Отметим, что приведенные решения справедливы при упругих 
деформациях материала стержня, то есть в пределах справедливо
сти закона Гука.

Р

Рис. 12.10

Рис. 12.9
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 12.1

Для стального двутавра 124, находящегося под действием попе
речных нагрузок и сжимающих сил Р=  300 кН (рис. 12.11, я), тре
буется:

1. Выполнить расчет стержня по деформированной схеме, вы
числив значения и, ф, М  и Q в сечениях стержня с шагом 1 м и 
построив эпюры этих величин.

2. Проверить прочность и устойчивость стержня и построить 
эпюру а  в опасном сечении.

3. Сравнить полученные результаты с данными расчета по не- 
деформированной схеме.

а) 8 кНм 1,5 кН/м
Р■■ > Q—»
А/т>г>

124

R. = 5,6 кН

б)

в)

5,6

2 м

ш ш ш
Лй = 6,4 кН
8 м

4D —

$ 11.1 

I lk  |з 2 М  =13,65

6,4

■@<кН)

(Л?)(кНм)

Рис. 12.11

В расчетах принять Е  = 2,1 • 104 кН/см2, с г = 24 кН/см2, R = 
= 20 кН/см2, ус = 0,9, уf  = 1,2. Нормативные значения нагрузок ум
ножены на коэффициент запаса пр = 1,5.

Выписываем из сортамента для 124: F=  34,8 см2, J т = 3460 см4, 
Wz = 289 см3, iz = 9,97 см.

Вначале произведем расчет стержня по недеформированной 
схеме в условиях центрального сжатия с изгибом. Эпюры Q и Л/ в 
стержне от действия поперечных нагрузок приведены на рис. 12.11, 
б, в. Вычисляем значения наибольших нормальных напряжений в 
крайних волокнах опасного сечения стержня:
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м Ql 6,42mav = =-^U_ = 13,65 кНм, 
niJX 2q 2-1,5

P  M , 300 13,65 О2 , , ,  2тв = -------L = -------- !----- = - 3,34kH/cm2,
3 F  W  34,8 289

P  M.
c „  = —  + — - 

" F  W,
-3,9 кН/см .

Производим расчет стержня по деформированной схеме в усло
виях продольно-поперечного изгиба. Вычисляем значения жест
кости стержня при изгибе и параметра к:

£7= 2,1 • 104 -3460 = 7,266 107кНсм2,
300 -у = 2,032 • 10 1/см.

E J  V 7,266 -107
Разбиваем стержень на два характерных участка и записываем 

с помощью уравнения (12.3) выражения для прогибов, углов пово
рота, изгибающих моментов и поперечных сил в стержне:

и(£) = и0 + - ~~V(1 - cos^)

E Jk A

E Jk -

cos(^ - a ,) - 1 +

EJk
r(^-sin^)

ф(ц) = kv' = Фо -
A/0sin£ (?0(l-cos£ )

EJk  E Jk 2

+ T 7rr[(^~a i>~sin(^~a i)] ’EJk

A/(q) = - E Jk 2v"  = Л/0 cos^ + —  sinE,
к

- p - [l - c o s ^ - a ,) ]

Q(^) = - E Jk }v '" = -AA/0sin2, + Q0 cosE,

где a, = Ax, = 2,032 • 10“3 • 200 = 0,4064.
Начальные параметры равны: u0 = 0, Л/0 = -8 кНм = -8 • 102 кНсм. 

Для определения неизвестных начальных параметров ф0 и Q0 ис
пользуем граничные условия:
прих = Ю м  (^=2,032- Ю-3- 1000 = 2,032), v = 0, М = 0.
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Удовлетворяем граничным условиям:

и(2,032) фп -2,032 8 ■ 10~(1 - cos2,032) 
2,032 • 10"3 7,266 • 107(2,032 ■ 10'3)2 

0о(2,О32- sin 2,032)
7,266 ■ 107(2,032 • 10~3)3

1,5-10-2

7,266-107(2,032-10'3)4
cosl,6256 - 1 + 1,62562

= 0,

А/( 2,032) = -8-102 cos2,032+ 0oSin2,032
2,032-10-3

1,5 -10~2(1 -cosl,6256) 
(2,032-10-3)2

= 0.

Решив систему алгебраических уравнений, определяем неиз
вестные начальные параметры:

£>0 = 7,887 кН, ф0 = 7,621 • 10~3 рад.
Записываем окончательные выражения для и, ф, M\\Qc учетом 

числовых значений начальных параметров и нагрузок: 
и(£,) = 3,75ц + 2,667(1 - cost,) - 12,937(  ̂- sin^)|, +

(J; - 0,4064)2+ 12,109 cos(^ - 0,4064)

ф(^) = {7,621 + 5,418 s in - 26,29(1 - cos^)^ +

+ 24,605[(^ - 0,4064) - sin(^ - 0,4064)]|,}l0“3,

А/(^) = -8 • 102 cosE, + 38,81 102 sin^|, -

-36,33 - I02[1 -cos(^-0,4064)]|,,
Q(fy = l,6256sin^ + 7,887cos^|| - 7,382sin(E, - 0,4064)|,.
Вычисляем значения и, ф, М  и Q в сечениях стержня с шагом

1 м. Результаты расчета приведены в табл. 12.1. По результатам 
расчета построены эпюры Q, М, ф и v (рис. 12.12).

Определим наибольшие нормальные напряжения в стержне и 
выполним проверку прочности:

300 22,33-102 0 ^  , , ,  „ , е ,а„ = ----------------= -8,62 - 7,73 = -16,35 кН/см-,
34,8 289

|ав| = 16,35 кН/см2 < от = 24 кН/см2,
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Таблица 12.1
№  п/п х, м V, см Ф • 10-3, рад Л/, кНм Q , кН

1 0,0 0,0 0,0 7,621 -8,0 7,887
2 1,0 0,2032 0,799 8,173 -0,0034 8,053
3 2,0 0,4064 1,598 7,621 7,993 7,887
4 3,0 0,6096 2,288 6,022 14,91 5.907
5 4,0 0,8128 2,775 3,612 19,73 3,684
6 5,0 1,016 2,993 0,697 22,23 1,310
7 6,0 1,2192 2,909 -2,398 22,33 -1,119
8 7,0 1,4224 2,519 -5,339 20,01 -3,501
9 8,0 1,6256 1,857 -7,801 15,37 -5,739
10 9,0 1,8288 0,986 -9.475 8,608 -7,741
11 10,0 2,032 0,0 -10.09 0,0 -9,425

max о

Рис. 12.12
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Условие прочности стержня выполняется. Эпюра о приведена 
на рис. 12.13. Пунктиром на рис. 12.12 и 12.13 показаны эпюры Q, 
М  и а  при расчете по недеформированной схеме.

Проверяем устойчивость стержня в плоскости действия попе
речных нагрузок. Гибкость стержня и коэффициент продольного 
изгиба равны

Х У = у -  = = 100’3’ Ф  = 0,599,

Определим расчетное значение сжимающей силы и выполним 
проверку устойчивости:

300
р ' 

Р

- У /

240

300
1,5

1,2 = 240 кН,

ф F  0,599-34,8 
Устойчивость стержня обеспечена.

= 11,5 кН/см2 < уCR = 18 кН/см2.

Задача 12.2

Стальной консольный составной стержень сечением 2D 6 нахо
дится под действием продольной и поперечных сил (рис. 12.14, а). 
Требуется произвести расчет стержня по деформированной схеме и 
проверить его прочность и устойчивость в плоскости действия по
перечных нагрузок. При необходимости — увеличить сечение стерж
ня и сделать перерасчет. В расчетах принять £=2,1 104 кН/см2, 
с т = 24 кН/см2, R = 20 кН/см2, ус = 0,9, = 1,2. Нормативные зна
чения нагрузок умножены на коэффициент запаса пр = 1,5.

Для сечения 2D6 имеем J ,  = 2 ■ 747 = 1494 см4, W, = 2 ■ 93,4 = 
= 186,8 см3, £=2- 18,1 =36,2 см2, /. = 6,42 см.
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а) -мпь-и I б) __ в) —

Рис. 12.14
Расчет стержня на продольно-поперечный изгиб производим 

приближенно с помощью формул (12.9) и (12.11). Эпюра изгиба
ющих моментов Л/0 от действия поперечных нагрузок приведена на 
рис. 12.14, б. Опасным является сечение вблизи заделки, где изги
бающий момент М0 и дополнительный момент ДЛ/= Pv от действия 
продольной сжимающей силы имеют наибольшие значения. Опре
деляем с помощью метода Мора прогиб свободного конца стержня 
от действия поперечных нагрузок. Для этого строим единичную 
эпюру Л/, (рис. 12.14, в) и «перемножаем» ее с эпюрой Л/().

Определяем критическую силу Эйлера и прогиб свободного 
конца стержня от совместного действия продольной силы и попе
речных нагрузок:

vB = —  -(2- 22 -4 + 2 -6- 2 + 22-2 + 6-4) + -6- 2 -2

n-EJ. _  ту - 2,1 -104 -1494 
/02 ~ (2-400)2

= 483,8 кН,

V  =

1 Р,р ' 483,8
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Вычисляем значения дополнительного и суммарного изгиба
ющих моментов в заделке и проверяем прочность балки:

АЛ/ = Ри = 240 -6,156= 1477 кНсм,

Л/= Л/0 + АЛ/ = 22 • 102+ 1477 = 3677 кНсм,
Р  М
F  Wz

240 3677 , , ,  2+ —-— = 26,3 кН/см" =
36,2 186,8

= 263 МПа > а т = 240 МПа.
Прочность стержня не обеспечена. Увеличиваем сечение и при

нимаем 2tZ 18. Для этого сечения имеем У. = 2 • 1090 = 2180 см4, 
Wz = 2 • 121 = 242 см3, F= 2 • 20,7 = 41,4 см2, /. = 7,24 см.

Производим повторный расчет и проверяем прочность стержня:

97,3-106 Л . . С  „  7Г • 2,1 • 104 • 2180 пп,  ,,v0 = ----- j----- = 2,125 см, Р  = ----------- г----= 706 кН,
2,1 • 10 ■ 2180 кр (2 • 400)
2 125

v = - ' 24Q = 3,219см, М =22 ■ 102 + 240 • 3,219 = 2973 кНсм,

' ”  706

К м |  = —  + ^  = 18,08 кН/см2 =I 41,4 242
= 180,8 МПа < стт = 240 МПа.

Прочность обеспечена. Проверяем устойчивость стержня в 
плоскости действия поперечных нагрузок. Решетка стержня обес
печивает совместную работу швеллеров.

, 2 -400 0,537 - 0,479Ку = 7 24 =110,5, ф = 0,537------ ------ 0,5 = 0,534,

„  240 240 „Р  = ---7/ = — 1,2 = 192 кН,
Яр 1,5

Р  192
^ 7  = 0.534-41,4 = 6'68кН/см! < У 'К  = |8кН/“ ' ! ’
Условие устойчивости выполняется.

Задача 12.3

Стальной консольный стержень трубчатого сечения 0120x5 мм 
находится в условиях внецентренного сжатия силой Рн = 60 кН.
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Рис. 12.15
Требуется проверить прочность стержня при расчете по деформи
рованной схеме и его устойчивость в плоскости действия изгиба
ющего момента. В расчетах принять £=2.1 • 104 кН/см2, а г = 
= 24 кН/см2, /? = 20 кН/см2, ус = 1,0, "уу = 1,2 и коэффициент запаса 
по нагрузке пр = 1,5.

Вычисляем геометрические характеристики сечения стержня:

- (64 -5,54) = 299,2см4,£= к(62 - 5,52)= 18,06 см2, Л

299 2 я 1299 2IK. = — ^  = 49,87 см\ : 1 '’z = = 4,07 см.
6 ' ' г V 18,06 

При расчете внецентренно сжатого стержня по деформируемой 
схеме используем однородное дифференциальное уравнение про- 
дольно-поперечного изгиба £/ulv + Pv" = 0 и его общее решение 
(12.2). Помещаем начало координат в заделке и записываем значе
ния начальных параметров: и() = 0, ф0 = 0, Q0 = 0. Для определения 
неизвестного изгибающего момента в заделке А/() используем гра
ничное условие на свободном конце стержня.

При х = I = ̂ ;), М! = A/()cos^/= Ре = 60 • 1,5-3 = 270 кНсм,

М0 = м, 270
cos^ 0,489 

где = кI = 280

= 552 кНсм,

= 1,06, cos^ = 0,489.60 1,5
2,1 104 -299,2

335



Определяем наибольшие нормальные напряжения в сечении 
стержня вблизи заделки и проверяем его прочность:

Р^_М _
F  W ,

60 1,5 552+ ■
18,06 49,87 

= 16,05 кН/см2 < а т = 24 кН/см2, 

онб = - |  + ^  = 6,09кН/см2.

Прочность стержня обеспечена. Эпюра а  в сечении вблизи за
делки приведена на рис. 12.15. Пунктиром показана эпюра а при 
расчете по недеформированной схеме.

Проверку устойчивости внецентренно сжатого стержня произ
ведем по методике СНиП П-23-81*. Стальные конструкции. Вы
числяем значения условной гибкости стержня X и приведенного 
относительного эксцентриситета /и,:

R _  2-280 200 
Е  ~ 4,07 V 2,1 105b = K l - = - T ^ r J ^ - Z s  -4,246,

еЕ  3-18,06т. = п—  = 1,13------ = 1,227,
1 W  49,87

где Г) — коэффициент влияния формы сечения, определяемый по 
формуле

ц = ( 1,35 - 0,05/и) - 0,01 (5 - т )Х  =

= (1,35-0,05- 1,086) - 0,01(5 - 1,086) 4,246 = 1,13,
eF  3-18,06т  = —  = ------ = 1,086.
W  49,87

Выполняем проверку устойчивости стержня:

13,2 кН/см2 =■ £ _-  60 1,2
y HHF  0,301 18,06

= 132 М Па < ycR = 200 МПа,
где фвн = 0,301 — коэффициент для проверки устойчивости внецен- 
тренно-сжатых стержней сплошного сечения, взятый из табл. 74 
СНиП П-23-81*.

Устойчивость стержня обеспечена.
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Задача 12.4

Стальной шарнирно-опертый стержень коробчатого сечения 
90x120x6 мм находится под действием поперечной равномерно 
распределенной нагрузки и растягивающих сил Р= 150 кН (нагруз
ки расчетные). Требуется произвести расчет стержня по деформи
рованной схеме и проверить его прочность. В расчетах принять 
R= 180 М П а,ус= 1,0, Е= 2  ■ 105МПа = 2- 104 кН/см2.

9 см

Р
4 кН/м

ршшшшшшдщ
5 м

/7&т г ж
8 = 0.6 см

Рис. 12.16

Определяем геометрические характеристики сечения:

F=  9 • 12-7,8 • 10,8 = 23,76 см2,

, 9 -123 7,8-10,83 . . . .  4 У. = -------- !------ = 477,2 см .
12 12

Расчет растянуто-изогнутого стержня по деформированной схе
ме производим приближенное помощью формул (12.10) и (12.11). 
Опасным в смысле прочности является сечение в середине проле
та. Вычисляем в этом сечении значения изгибающего момента и 
прогиба от действия поперечной нагрузки:

Л/„ Л/max
4 • 52 = 12,5 кНм,

5-4 -10"2 -5004V 4  _______________________________

384 £У 384-2-104 -477,2
= 3,41 см.

Определяем критическую силу Эйлера, суммарный прогиб, до
полнительный и суммарный изгибающие моменты в середине балки:

^ . 2 . 104.477.2 = 3 7 М кН ,
кр

U =

500-
V,о 3,41

.  Р  .  1 5 01 + —— 1 н---——
Рк р 376,8

= 2,439 см,
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A M = Pv = 150-2,439 = 365,9 кНсм,

Л/ = Л/0 - AM  = 12,5- 102- 365,9 = 884,1 кНсм.

Вычисляем значения наибольших нормальных напряжений в
стержне и проверяем его прочность:

®нб ~
150 884,1 , 2+ ■: • 6 = 17,43 кН/см" =

23,76 477,2 
= 174,3 МПа < уCR = 180МПа.

Прочность стержня обеспечена. Отметим, что при расчете по 
недеформированной схеме условие прочности не выполняется.

Задача 12.5

Для статистики неопределимого сжатого стержня (рис. 12.17) 
требуется определить изгибающий момент и поперечную силу в 
сечении А при осадке шарнирной опоры на величину 8. Выполнить 
числовой расчет, приняв сечение стержня в виде двух стальных 
прокатных равнобоких уголков LlOOx 10, Р -  100 кН, / = 3 м, £  = 
= 2,1 • 10э МПа и 8= 1,5 см. Определить значение наибольших нор
мальных напряжений в заделке. Устойчивость стержня считать 
обеспеченной.

В результате осадки опоры В стержень будет находиться в усло
виях продольно-поперечного изгиба, который можно описать од
нородным дифференциальным уравнением E Jv w + Pv" = 0 и его 
общим решением (12.2). Начальные параметры равны v0 = 0, 
ф0 = 0. Для определения статических начальных параметров М0 и 
Q0 используем граничные условия на шарнирной опоре В.

При х =/(£ = £/),

М  = М в = M 0cos^, + — sin^, = 0, 
к
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Л/0(1 — cos^/) Q0($, -sin£,) _  s
V — V d —  ̂ ■> — o.

EJk E Jk 3
Решая полученную систему двух алгебраических уравнений, 

находим
£Л25.85, _ _ ЕЛ 'б 

'  Мл = "  tS£ , ' Q° - Q' -
При отсутствии сжимающей силы Р  разложим тангенс в ряд и, 

переходя к пределу при к —> 0, получим известные решения.

При Р= О '  _  3£78 ~ 3£,/5 
~~ V £У " / -  -  р  ’ а  -  / ?

Произведем расчет при заданных числовых значениях. Опреде
ляем геометрические характеристики сечения:

2L1 ООх 10 Е= 2 ■ 19,2 = 38,4 см2, У. = 2 • 179 = 358 см4,

^  = ̂ 0 = 2,83 см.

Вычисляем значения величин к , c,h Л/0 и (?„.

к=  ----^ ----= 3,647 10-3,V 2,1 ■ 104 -358
$, = */= 1,094, tg$,= 1,937,

2,Ы О 4 -358(3,647-КГ3)2 1,5 1,937 . . . .  „Л/ = М , = — :---------—------------------ = -344,6 кНсм,
0 А 1,937-1,094

(растянуты верхние волокна)

Л _ 2,1 104 - 358(3,647 -10'3)3 1,5 . ,  .. „Q, = 0 А = —------------------- -----= 0,649 кН.
0 А 1,937-1,094

Наибольшие нормальные напряжения в заделке, действующие 
в крайних нижних волокнах сечения, равны

|ст I = —  + . (ю  - 2,83) = 9,51 кН/см2 = 95,1 МПа.
1 нм| 38,4 358
Проанализируем изменение изгибающего момента М0 при уве

личении сжимающей силы Р. График зависимости Л/() от Р  пред
ставлен на рис. 12.18. При увеличении сжимающей силы знак из
гибающего момента в заделке изменяется на противоположный. 
При стремлении сжимающей силы к критической силе Эйлера 
Р  = 1683 кН изгибающий момент неграниченно возрастает.
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Рис. 12.18

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 12.6. Для стального сжато-изогнутого стержня 
(рис. 12.19) требуется определить знамение наибольшего прогиба 
и построить эпюру а  в опасном сечении. Сравнить с результатами 
расчета стержня по недеформированной схеме. В расчетах принять 
£=2,1 ■ 10s МПа.

100 кН 12 кН 12 кИ
1  100 кН

0,8 м 0,8 м 0,8 м

С18

Рис. 12.19

Ответ: итлх = 0,803 см, онм = -189,7 МПа, о11б = 5,9 МПа (при рас
чете по недеформированной схемеонм = -142,4 МПа, стнб = -12 МПа).

Задача 12.7. Для внецентренно-растянутого алюминиевого 
стержня трубчатого сечения 060x3 мм (рис. 12.20) требуется вы
числить значение максимального прогиба и построить эпюру ст в 
опасном сечении. Сравнить с результатами расчета стержня по 
недеформированной схеме. В расчетах принять £= 0,7 ■ 105 МПа.

20 кН 060x3 мм 20 кН
Х  1----- . * V -

2 м ,85 см
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Ответ: umax = 1,217 см, a ll6 = 82,0 МПа, о]|М = -7,6 МПа (при рас
чете по недеформированной схеме ст|1б = 115 М Па, онм = -41 М Па).

Задача 12.8. Для сжато-изогнутого деревянного стержня прямо
угольного сечения 9x12 см (рис. 12.21) требуется определить зна
чение наибольшего прогиба и построить эпюру с  в опасном сече
нии. В расчетах принять Е  = 1 ■ 104 МПа.

О твет: инб = 1,362 см, а нм = -13,7 МПа, онб = 6,3 МПа.

Задача 12.9. Дня сжатого стержня (рис. 12.22) требуется опреде
лить изгибающие моменты в заделках при повороте правой задел
ки на угол 0. Для решения использовать выражения (12.2). Выпол
нить числовой расчет стержня сечением 120 при Р  = 200 кН,
0 = 0°20', £=2,1 • 105 МПа и / = 6 м. Устойчивость стержня в плос
кости Oxzсчитать обеспеченной.

Числовой расчет дал результаты: МА = 7,74 кНм, М в = 
= 14,03 кНм, стнм = -150,9 МПа, с нб= 1,6 МПа.

^ 3 кН/м 9см

1.8 м________, у

Рис. 12.21

120

EJkQ(kl - sin к!) .. EJkQ(s\nkl - klcoskl)



Глава 13 
ДИНАМИЧЕСКОЕ ДЕЙСТВИЕ НАГРУЗОК

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

К  динамическим относятся нагрузки, возникающие при дви
жении элементов конструкций с ускорением, ударные нагрузки, 
вибрационные нагрузки, вызывающие колебания конструкций, 
сейсмические нагрузки и т.п. К  динамическим нагрузкам можно 
также отнести периодические многократно повторяющиеся на
грузки.

В задачах расчета конструкций на действие динамических на
грузок необходим учет сил инерции, возникающих при достаточно 
быстром изменении величин и направлений нагрузок. При этом 
учет динамического воздействия на конструкцию часто произво
дится с помощью так называемого динамического коэффициента 
цдим, на который должны быть умножены нагрузки, напряжения и 
перемещения, возникающие при статическом нагружении. Вели
чина динамического коэффициента зависит от характера действия 
нагрузки, геометрических характеристик, массы и свойств матери
ала конструкции и от ряда других факторов.

Рассмотрим частные случаи динамического действия нагрузок.

Расчет элементов конструкций при движении с ускорением
При движении элементов конструкций с ускорением учет сил 

инерции можно произвести с помощью известного в механике 
принципа Даламбера. Согласно этому принципу движущуюся с 

ускорением систему можно условно рассмат-
а ривать как находящуюся в состоянии покоя, 

если к внешним нагрузкам добавить силы 
инерции, равные произведению массы систе
мы на ускорение и направленные в противо
положную по отношению к направлению 
движения сторону.

Q

Рассмотрим, например, равноускоренный 
подъем груза (рис. 13.I). В состоянии покоя 
напряжение в тросе без учета его веса опреде
ляется по формуле центрального растяжения- 
сжатия: аст = Q/F, где площадь сечения

Рис. 13.1
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троса. При подъеме груза с ускорением а возникает сила инерции, 
равная

Рп = N„ = —а = та, 
g

где# — ускорение свободного падения.
Динамическое усилие в тросе равно сумме статического усилия 

и силы инерции:

N>„„ = N „  + N „ = 0 ( 1  + -
V 8  у

Таким образом, динамический коэффициент равен

И ли „= 1  + £ - (13.1)
g

При равноускоренном опускании груза динамический коэффи
циент меньше единицы:

йдин = 1 -  (13-2)
g

При свободном падении груза имеем очевидный факт: цдин = О, 
и напряжения в тросе отсутствуют.

Ударное действие нагрузки

Удар происходит в течение очень короткого промежутка време
ни, за который силы при ударе достигают больших значений. При 
учете всех факторов удар является достаточно сложным явлением, 
и точное определение напряжений и перемещений при ударе за
труднительно. В силу этого при расчете конструкций на ударные 
воздействия вводятся допущения, упрощающие расчет и приводя
щие к увеличению динамического коэффициента, что, как прави
ло, «идет в запас прочности».

В стержнях и стержневых системах удар имеет место, например, 
при падении груза с некоторой высоты. При этом могут возникать 
деформации растяжения или сжатия (рис. 13.2, а), изгиба (13.2, б), 
кручения и изгиба с кручением (рис. 13.2, в).

В приближенной теории удара при падении груза вводятся сле
дующие допущения:
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1. Улар считается абсолютно неупругим. При этом не учитывается 
упругий отскок груза и принимается, что после удара груз и 
ударяемое тело движутся совместно до полной остановки.

2. Предполагается, что деформации ударяемого тела являются 
упругими и подчиняются закону Гука.

3. Местные деформации, возникающие в ударяемом теле в об
ласти падения груза, не учитываются.
Определение динамического коэффициента при ударе основа

но на использовании закона сохранения энергии. При этом вво
дится условная динамическая сила Яднн, при статическом действии 
которой возникают те же перемещения, что и при ударе.

Рассмотрим, например, падение груза весом Q на деформиру
емую систему, условно изображаемую в виде упругой пружины 
(рис. 13.3, а). Если масса ударяемой системы мала по сравнению с 
массой падающего груза, то можно принять, что волна сжатия 
распространяется по всей ударяемой системе практически мгно
венно.



При статическом действии силы Яст = Q (рис. 13.3, б) величина 
статического перемещения верхнего конца пружины равна

Р О
Аст= ^  = - ,  (13.3)с с

где с — жесткость пружины.
Аналогично можно определить величину динамического пере

мещения при действии условной динамической силы Рдин 
(рис. 13.3, в):

4 ЛИ„ = ^  (13-4)
С

Величина Ддин принимается равной наибольшему перемещению 
верхнего конца пружины после падения груза в момент полной 
остановки движения. Из формул (13.3) и (13.4) получаем

р _ р ^ дим. _ р ц (13 5)
Л Д И Н  СТ д  С Т г ^ Д И Н  * у 1Аст

Для определения динамического коэффициента используем 
равенство кинетической энергии падающего груза и потенциаль
ной энергии деформации ударяемой системы при статическом 
действии условной динамической силы Р,шн:

0(Л + ДЛ1111) = ^ 1И||Дя„н
^ст

Сократив обе части на величину Q = РС], получим квадратное 
уравнение относительно Ддин, решение которого имеет следующий 
вид:

Адмн ^ст . И 2,1 1 + 1 + ---
'  Асту

Таким образом, динамический коэффициент определяется по 
формуле

,i-... = i + i F I - -  <|зб)

Если масса ударяемой системы т  = Q Jg  значительна, то расчет 
усложняется. В приближенном расчете распределенная масса уда
ряемой системы заменяется приведенной массой p(?|/g, сосредо
точенной в точке удара. Безразмерный коэффициент Р определя
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ется из условия равенства кинетической энергии ударяемой систе
мы с распределенной массой и кинетической энергии системы с 
массой, приведенной к точке удара. При этом для ударяемой сис
темы в виде стержня длиной / получим формулу

где U| — скорость динамического перемещения сечения стержня в 
месте удара и илин — скорость динамического перемещения произ
вольного сечения стержня.

Величина динамического коэффициента при падении груза на 
упругую систему с приведенной массой определяется по формуле

где — вес ударяемой системы и Q — вес падающего груза.
Несмотря на существенные допущения, формулы (13.6) и (13.8) 

дают правильное качественное представление о характере напря
женного и деформированного состояний упругой системы при 
ударе. В частности, они подтверждают очевидный факт, что эффект 
удара тем больше, чем более жесткой является ударяемая система. 
В силу этого для уменьшения динамического коэффициента и 
смягчения эффекта удара используются различные устройства 
(пружины, рессоры, амортизаторы и т.п.), позволяющие увеличить 
величину Дст.

Если в формулах (13.6) и (13.8) положить h = 0, то получим 
цднн = 2. Такое нагружение, при котором величина нагрузки прак
тически мгновенно принимает конечное значение, называется 
внезапным. Оно может возникнуть, например, при одновременном 
снятии опалубки (при распалубке) железобетонных конструкций 
на значительной площади.

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 13.1

Груз весом Q = 30 кН поднимается с помощью лебедки, установ
ленной на двух жестко соединенных друг с другом двутаврах 120 
длиной /= 3 м (рис. 13.4). Подъем происходит с постоянным уско-

(13.7)

(13.8)



Лебедка

Рис. 13.4
рением а = 5 м/сек-. Вес лебедки (?, = 6 кН, вес единицы длины 
двутавра <7, = 0,21 кН/м, сечение троса 020 мм. Требуется опреде
лить нормальные напряжения в тросе и балке. Вес троса не учиты
вать.

Вначале определим напряжения в тросе. Динамический коэф
фициент равен

u = 1 н—  = 1 н---- = 1,51.г™., g 9,81

Нормальные напряжения в гросе при статическом действии 
груза равны

а сг = — = -—у = 9,55кН/см2. 
cr F  к-\2

Определяем динамические напряжения в тросе:

°дин = Ид,ш°ст= 1.51 • 9,55 = 14,4 кН/см2.
Наибольшие нормальные напряжения в балке возникают в се

редине пролета. Поскольку балка и лебедка остаются неподвиж
ными, наибольшие нормальные напряжения от веса лебедки и 
собственного веса балки определяем с помощью статического рас
чета. Изгибающий момент в середине пролета балки равен

0,/ г/,/2 6-3 0,21 -З2М ст = —  + = ---+------- = 4,74 кНм.
ст 4 8 4 8

Определяем статические напряжения:



где W,= 184 см3 — момент сопротивления двутавра 120.
К  этим напряжениям надо добавить напряжения от динамичес

кого действия груза:
30 • 3

Л/д„н = ИдпнЛ/с, = 1,51 • —  = 33,96 кНм,

33,96 102 ,
СТд,ш = 2- 184 = кН/см'-

Суммарные напряжения в середине пролета балки равны

ст= 1,29 + 9,23 = 10,52 кН/см2.

Задача 13.2

Стальной стержень в виде трубы 0180x6 мм испытывает дей
ствие груза Q= 1 кН, падающего с высоты Л = 30 см (рис. 13.5, а). 
Требуется проверить прочность и устойчивость стержня. В расчетах 
принять Е=  2,1 • 104 кН/см2, R = 20 кН/см2, ус = 0,9, удельный вес 
стали у = 7,85 • 10~5 кН/см3.

Определяем геометрические характеристики поперечного сече
ния стержня:

F= к(92 - 8,42) = 32,8 см2,



J ,  = J  = - (9 4 - 8,44) = 1243 см4,4

• • 1 2 4 3/. = /,, = J --- = 6,16 см.
*• J 32,8

Рассмотрим статическое действие падающего груза. Нормаль
ные напряжения и укорочение стержня равны

стст = -  = —  = 0,0305 кН/см2,
F  32 8

А/ст = ——  = ---- ^ -----=-2,18 Ю”4 см.
E F  2,1 -104 - 32,8

Для выполнения динамического расчета с учетом массы стерж
ня определим с помощью формулы (13.7) коэффициент приведе
ния массы к точке удара. Статическое перемещение произвольно
го сечения х (рис. 13.5, б) равно

Рх Qx хи(х) = ----= -----= -А /гт —.
E F  E F  ст /

Скорость динамического перемещения произвольного сечения 
примем равной

уд„н(*) = ” i y .
где и, — скорость динамического перемещения сечения стержня в 
точке падения груза.

Подставив это выражение в формулу (13.7), получим

1 г 7f x f , 1

Вес стержня равен

dx
3

0, = у/7 =7,85 • 10-5-32,8- 150 = 0,386 кН. 

Определяем по формуле (13.8) динамический коэффициент:

1
2 • 301 + -------- — —-------- = 494 8

2,18- |0^f l  + - - ® ^
I  3 1,0 ,

Выполняем проверку прочности стержня при ударе:

°днн = Идинаст = 494’8 • 0.0305 =15,1 кН/см2 < ycR = 0,9 • 20 =
= 18 кН/см2.
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Условие прочности выполняется. Для проверки выполнения 
условия устойчивости стержня определим величину условной ди
намической силы:

ЯДШ1 =  й ДИ1Л т  = 494,8 1 =494,8 кН.

Приняв условия закрепления стержня в главных плоскостях 
одинаковыми, определим гибкость стержня и коэффициент про
дольного изгиба:

2150 
6,16

По таблице СНиП находим

К  = К  = ^ 77-  = 48,7.

= 0 906 _  0,906 0,869 = 
10

Выполняем проверку устойчивости стержня:

= 17,26 кН/см2 < ycR = 18 кН/см2.Р ,и  н 4 9 4 ,8

32,8 0,874 
Условие устойчивости выполняется.
Если не учитывать массу ударяемого стержня, то динамический 

коэффициент будет равен:

, и 2/1 , , 2 30 О С .Цлин — 1+11 + ---— 1 + /1 н--------- -г = 525,6.
'' Дст V 2,18 10-4

Соответствующее динамическое напряжение равно

сдин = 525,6 • 0,0305 = 16,03 кН/см2.

Учет влияния массы стержня приводит к уменьшению напря
жений примерно на 6%.

Задача 13.3

Во время лесосплава бревно весом Q = 2 кН, плывущее со ско
ростью v = 2 м/сек, ударяется в деревянную сваю моста (рис. 13.6). 
Глубина реки А = 2 м, диаметр сваи D = 22 см. Требуется определить 
нормальные напряжения в основании сваи при ударе и выполнить 
проверку ее прочности. В расчетах принять Е  = 1 • Ю3 кН/см2, 
R = 1,4 кН/см2, ус = 1,0. Массу сваи не учитывать.

Для определения динамического коэффициента выполним 
условие равенства кинетической энергии плывущего’бревна и по-
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2 м

Рис. 13.6
тенциальной энергии деформации сваи при действии условной 
динамической силы Р,лим'

«  = - / >я „ „ Д л„н  = - 0 —  = - - У 2.2 ДИМ ЛИМ Л А л
2 Д ст 2 8

Длин = Д сл
и2 _ V2

Определяем осевой момент инерции и момент сопротивления 
поперечного сечения сваи:

k R 
4 
J ,

тс 1 Г = 11499 см4,

11499 ^W. = W  = = 1045см3.
v /? 11

Прогиб верхнего сечения сваи при статическом действии силы 
Р= Q равен

1/3 2 • 2003
д  =  Р 1  = ___________________________

ст 3£У 3 -М О 3 11499
= 0,464 см.

Определяем динамический коэффициент:

г^лин
200-

f 981 0,464
= 9,376.

351



Определяем динамические напряжения в основании сваи и 
выполняем проверку ее прочности при ударе:

PI 2 200
°ЛИИ Идин^ст Идин ц , 9 ,376-

= 3,59 кН/см2 > уCR = 1,3 кН/см2.
Условие прочности не выполняется. Требуется усиление сваи, 

например, с помощью установки подкоса, как показано пунктиром 
на рис. 13.6.

Задача 13.4

На стальную шарнирно-опертую балку из двух жестко соеди
ненных между собой швеллеров [18 длиной / = 4 м падает с высоты 
h = 10 см груз весом Q= 3 кН (рис. 13.7). Требуется определить наи
большие нормальные напряжения в балке и выполнить проверку ее 
прочности. В расчетах принять £=2,1 кН/см2, у= 7,85 ■ 10~5 кН/см3, 
R = 21 кН/см2, ус = 0,9.

О

У ■ г

1/2

<j>
1/2

Рис. 13.7

Выполним расчет балки на статическое действие силы P= Q  = 
= 3 кН. Наибольшие изгибающий момент и нормальные напряже
ния равны

М Р1 3 4 1 цМ..т = —  = ---= 3 кНм,
tT 4 4

М„ 3-10"
= 1,24 кН/см2.

Запишем с помощью метода начальных параметров выражение 
для прогиба балки на 1-м участке:
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и(х) = Фо* - QoS Pl- Рх3 PI
- х  -

3 \E J 16 E J  12 E J  48 E J
3x 4x
1  ?

з\

Статический прогиб балки в середине пролета равен

д PlДгт = -----
ст 48 E J

3 • 400 = 0,0874 см.
48 • 2,1 ■ 10 • 2 • 1090 

Примем скорость динамического перемещения произвольного 
сечения балки на 1-м участке равной

Зх
Т

4хЗЛ

где v скорость динамического перемещения сечения в точке 
падения груза.

Определяем с помощью формулы (13.7) коэффициент приведе
ния массы балки к точке удара. Выполнив интегрирование на по
ловине длины балки и удвоив результат, получим

ч2
р = 2— j и,2Г—  - Щ

vh  v  /3I о

3\
dx = — . 

35

Вес балки равен

0, =уЯ= 7,85 10 5 2 20,7 • 400= 1,3 кН.

Определяем по формуле (13.8) величину динамического коэф
фициента:

= 1 + 1 +
210

0,0874|1 + — • —
I  35 3

= 14,8.

Определяем наибольшие динамические напряжения в середине 
балки и выполняем проверку ее прочности:

а дин = й д и н °ст  = 14,8 • 1,24 = 18,35 кН/см2 < ycR = 0,9 • 21 =
= 18,9 кН/см2.

Условие прочности выполняется.

Задача 13.5

Стальной полый ват с насаженным на консольный конец шки
вом диаметром D - 30 см испытывает удар падающим с высоты
23 — 6] 7(> 353



h = 5 см грузом Q -  0,5 кН, который передается стальным тросом 
через шкив (рис. 13.8, а). Требуется определить напряжения в вале 
и выполнить проверку его прочности. В расчетах принять модули 
упругости при растяжении-сжатии и сдвиге £=2,1 • 104 кН/см2, 
G - 0,8 • 104 кН/см2, Z), = 3 см, D2 = 6 см, [о] = 20 кН/см2. Сечение А 
считать зафиксированным от поворота вала относительно оси, 
упорные подшипники в сечениях А и В рассматривать при изгибе 
вала как шарнирные опоры. Прочность троса считать обеспечен
ной, его вес не учитывать.

Рис. 13.8

При ударе вал испытывает изгиб в вертикальной плоскости и 
кручение. Определяем осевые и полярные моменты инерции и 
моменты сопротивления поперечного сечения вала:

J z = 77(^2 ~ D\) = 7Т (64 “  З4) = 59,64 см4, о4 64
J P = 2JZ = 2 -59,64= 119,3 см4,

w  = {±  = 59164 = 88смз w  = 2W  = 39 76смз 
- R2 3 р
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Выполним статический расчет ударяемой системы на действие 
силы PCT = Q. Наибольший изгибающий момент в вале возникает в 
сечении В , где он равен М, = Р12 = 0,5 ■ 20 = 10 кНсм. Крутящий 
момент в вале является постоянным по величине и равным Л/к = 
= PD/2 = 0,5 • 15 = 7,5 кНсм. Наибольшие нормальные и касатель
ные напряжения в вале при статистическом нагружении равны

с ст = _  0,503 кН/см2,
ст Wt 19,88

Л/* 7,5 Л1„ „  2тст = —— = 0,189 кН/см 
ст W . 39,76

Для определения динамического коэффициента определим вер
тикальное перемещение точки D шкива (рис. 13.8, б), считая трос 
закрепленным в этой точке. Это перемещение равно сумме проги
ба вала в сечении С и перемещения DDX точки шкива за счет его 
поворота при кручении вала.

Для определения прогиба вала «перемножим» грузовую и еди
ничную эпюры изгибающих моментов (рис. 13.8, в) по правилу 
А.К. Верещагина:

ст Е / Л  2 - 2 3 2 2 - 1 3 2J  3£У.

0'5 -20!-60 =3.19 Ю-3 см.
3 • 2,1 104 -59,64 

Вертикальное перемещение /)/), шкива за счет кручения вала
равно

DD{ = — Ф/ = — • Мк<',] + '2) = ■ '-5 7’5 60 = 7,07 • 10-3 см.
1 2 2 G Jp 0,8 104 119,3

Таким образом, величина вертикального перемещения точки D 
шкива при статическом нагружении равна

Дст = (3,19 + 7,07) • i0“3 = 0,01026 см.

Определяем динамический коэффициент по формуле (13.6), то 
есть без учета массы ударяемой системы:

ц я „ н  =1+11+ 2’5 =32,2.
0,01026
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Определяем наибольшие динамические напряжения в вале:

стдин = 32,2 • 0,503 = 16,2 кН/см2,

тдин = 32,2 0,189 = 6,09 кН/см2.

Выполняем проверку прочности вала по энергетической теории 
прочности:

%/а2 + З г  = Vl6,22 + 3-6,092 = 19,3 кН/см2 < [с| = 20кН/см2. 
Условие прочности вала выполняется.



Глава 14 
ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Плоская задача представляет собой частный случай простран
ственной задачи теории упругости. Для плоской задачи характерно 
отсутствие зависимости напряжений и деформаций от одной из 
трех переменных, например от z■ Следовательно, все производные 
от напряжений и деформаций по этой переменной обращаются в 
нуль.

В инженерных конструкциях плоская задача имеет место в двух 
случаях — при плоской деформации и при плоском обобщенном 
напряженном состоянии.

Плоская деформация имеет место, например, в достаточно про
тяженных конструкциях типа плотин, подпорных стенок, толсто
стенных цилиндрах и т.п. при условии, что нагрузка и условия за
крепления не изменяются подлине, а торцы не могут перемещать
ся в направлении оси Oz (рис. 14.1). Все элементы в виде пластин 
или дисков единичной толщины, выделенные перпендикулярно к 
оси Oz на достаточном удалении от торцов, находятся в одинако
вом напряженном и деформированном состояниях. При этом все 
эти элементы остаются плоскими и перемещения в направлении 
оси Oz можно положить равными нулю. Таким образом, имеем

и = и(.х,у), v = v(x,y), w = 0, е. = yv. = yyz = 0. (14.1)

Рис. 14.1
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При плоской деформации отличны от нуля линейные деформа
ции ev, еу и угловая деформация у Напряженное состояние харак
теризуется тремя основными напряжениями ох, a v и хху, связанны
ми с деформациями законом Гука (2.22). Напряжение а. не равно 
нулю, но и не является независимой характеристикой напряжен
ного состояния, поскольку выражается через a v и a v по формуле

oz = v(ax + oy), (14.2)

где v — коэффициент Пуассона.
Плоское обобщенное напряженное состояние, как было отме

чено в главе 2, имеет место в тонких конструктивных элементах 
типа пластин или дисков при нагружении в срединной плоскости, 
которая делит пластину пополам по толщине (рис. 14.2). В средин
ной плоскости располагаются оси координат Ох и Оу. По малости 
толщины И по сравнению с размерами пластины в плане можно 
принять а. = хх1 = т,,, = 0. Остальные три напряжения обобщенно 
принимаются средними по толщине и не зависящими от перемен
ной Z-

°Л = У)у °у  = °у(Х' У ) ’ Тл>. = Tvy(-V’ -V>- ( ,4-3)

л:

При этом возможны все три перемещения и, v и w, но переме
щение w не является независимой величиной и может быть опре
делено из уравнения

Ег = ^  = —р (о х + a v). (14.4)
oz Ь



Перемещения и и и принимаются постоянным по толщине и не 
зависящими от переменной Z-

Обе рассмотренные задачи описываются одинаковыми уравне
ниями плоской задачи, которые включают в себя следующие ос
новные уравнения.

Два дифференциальных уравнения равновесия
дог дт.ху

дх
Эхух

ду
да,,

+ Х  = 0,

дх ду
+ Y = 0,

(14.5)

где X, Y — проекции объемных сил. 
Три зависимости Коши

ev =
ди
э ?

Эи 
"  ду'

Три уравнения закона Гука
1(аЛ

_ ди dv 
^ху ду дх

v a v),

(14.6)

1
£у = ^ у ■VCT,), (14.7)

где G - Е/2(1 + v) — модуль упругости при сдвиге.
Для плоской деформации в закон Гука входят приведенные 

модуль упругости и коэффициент Пуассона

Е  V (14.8)*i = V, =
1 -  V ' ‘ 1 -  V 

При выполнении статических граничных условий используют
ся формулы для определения напряжений на наклонной площадке

X v = a xl + zxym, I 
Yv = хух1 + о ут ,  J

(14.9)

где Xv = рп , Yv = рХУ — компоненты распределенной поверхностной 
нагрузки, / = cos(v, х), т  = cos(v, у) — направляющие косинусы 
нормалей к границе тела. Если эти нормали направлены по осям 
координат, то имеем
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l,m = ±1,
0.

Для плоской задачи остается одно уравнение неразрывности 
деформаций (2.11)

Э2е Э2е,, Э2у 1Ч,
^  + - 4  = ^ .  (14.10)
Эу дх~ ()Х()у

Если в это уравнение подставить формулы закона Гука (14.7) и 
исключить касательные напряжения с помощью уравнений равно
весия (14.5), то получим гармоническое уравнение Лапласа

V 2(ov + c v) = 0, (14.11)

где V 2 = — у + — j  — дифференциальный оператор Лапласа.
Эх Эу

Уравнение (14.11) в механике деформируемого твердого тела 
называется уравнением М. Леви. Оно справедливо при следующих 
условиях:

[const.
=

\0.
При решении плоской задачи в напряжениях необходимо про

интегрировать систему трех дифференциальных уравнений (14.5) 
и ( 14.11) и обеспечить выполнение статических граничных условий
(14.9). Одним из способов решения системы дифференциальных 
уравнений является сведение ее к одному дифференциальному 
уравнению более высокого порядка. Для этого надо ввести новую 
искомую функцию (функцию напряжений Эри) ф(х, у) и выразить 
через нее напряжения по формулам

Э2ф Э2ф Э2ф „  v ...
Ох=7 Т- т»’ = —r ^ - ~ x Y -уХ . (|4-12)ду~ Эх" ахду

При подстановке формул (14.12) в дифференциальные уравне
ния равновесия (14.5) они обращаются в тождества, а при их под
становке в уравнение (14.11) получим дифференциальное уравне
ние 4-го порядка(бигармоническоеуравнение)

У 2У 2ф(х,7) = ^ 4  + 2 - ^ т  + - ^  = 0. (14.13)
V Эх4 Эх Эу Э /
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Поскольку получить общее решение дифференциального урав
нения в частных производных (14.13) и выразить его через элемен
тарные функции нельзя, применяются различные приближенные 
методы решения плоской задачи. Одним из таких методов являет
ся метод степенных многочленов (полиномов). При этом функция 
напряжений ф(л\ у) принимается в виде алгебраического много
члена соответствующей степени. Этот многочлен должен обращать 
в тождество бигармоническое уравнение. Коэффициенты полино
ма подлежат определению из статических граничных условий.

При расчете элементов конструкций с круговыми границами, 
например цилиндров (рис. 14.3), а также в некоторых других слу
чаях удобно использовать полярную систему координат г, 0.

Рис. 14.3

Одним из основных случаев плоской задачи в полярной систе
ме координат является полярно-симметричная задача, для которой 
напряжения, деформации и перемещения не зависят от полярного 
угла 0. При этом остается одно дифференциальное уравнение рав
новесия

У л  = 0, ^  + R = 0, (14.14)
dr г

где аг и ст9 — радиальное и кольцевое (окружное) нормальные на
пряжения (рис. 14.4), R — проекция объемной силы на ось Or.

Касательные напряжения в полярно-симметричной задаче от
сутствуют: тгв = 0.
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Рис. 14.4
Относительные деформации определяются по формулам

где и = и(г) — радиальное перемещение. Перемещения в окружном 
направлении равны нулю.

Использовав закон Гука в обратной форме

1 - v
приведем дифференциальное уравнение равновесия (14.14) к сле
дующему виду:

Решение этого уравнения при отсутствии объемных сил (R = 0) 
имеет следующий вид:

(14.15)

(14.16)

и(г) = С,г + С2 
" г

(14.18)

Для напряжений получим следующие формулы:

о г = ——у (1 + v)C, - (1 - v)C2 4г ,
1 - V  L г _ (14.19)

Е  1
<3 у =  ------------  (1 4- 4- (\ — м\Г., -----
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Входящие в решения (14.18) и (14.19) постоянные интегриро
вания С, и С-, подлежат определению из граничных условий.

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Задача 14.1

Для консольной пластины прямоугольного поперечного сече
ния, находящейся в условиях плоского напряженного состояния 
под действием равномерно распределенной нагрузки (рис. 14.5), 
требуется:
1. Определить напряжения в пластине с помощью метода степен

ных полиномов (многочленов). При решении использовать по-
„5 N

. ОбъемныеЯ? 2 3̂ 1 ‘А з ЛИНОМф(.\-, V) = — X  + — X V  + —  V + —
2 2 6 6

2 3 Ух у - -
силы не учитывать.

2. Получить решение задачи с помощью формул сопротивления 
материалов.

3. Сравнить полученные решения и построить эпюры напряжений 
в сечении х = И.

У, = ч

щ
о

Рис. 14.5

Проверим выполнение бигармонического уравнения (14.13):
Э4ф Э4ф Э4ф_  = 0, ^  = - 4 ^ , = 4 Jsy,

V2У2ф(х, .у) -- 4d̂ y - 4d<y = 0.
Бигармоническое уравнение удовлетворяется. Определяем на

пряжения в пластине (рис. 14.6) по формулам (14.12) при Х= Y= 0.
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Э'ф , , 7  2 ■)ах = —у  = d}y + </5х->> - —d ŷ , 
dy 3
Э2ф , d5 з 

<*у = = а2+Ь)У + ^-У ' их 3
Э2ф

Л> r)-Vr)>>
= -Z>3.v - d5xy2.

Используем граничные условия на длин
ных сторонах пластин при у = ±Л/2. Направ
ляющие косинусы равны: 1 = 0, т  = ±1.

Л2у = -Л/2, X v = Tvv (—1) = byx + d5— x  = О,

Yv = oy(-l) = -а2+Ьъ- + d5 —  = q;

Л/2,

К, = о • 1 = a-, + />3 — + —  = 0.
■ 2 24

1-е и 3-е уравнения совпадают. Из этих уравнений получаем 
соотношение

bj =-d5— .ч  5 4

Решая совместно 2-е и 4-е уравнения, получаем
Я I _ 3*7 _ 6<7

2 2 3 2Л 3 Л3 
Запишем окончательные выражения для напряжений а (, и tvv:

а,. =

3<7 6<7 ->Xrv = ---X + —г XV'.л> 2 Л  л 3
Отметим, что нормальное напряжение а,, не изменяется по пе

ременной х.
Для определения последнего коэффициента di используем ста

тические граничные условия на свободном торце пластины при
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' Pyv
x = 0. Направляющие косинусы равны: / = - 1, т  = 0. Поскольку 
нагрузки на торце отсутствуют, надо принять Xv - рхл, = 0, Yv 
= 0. При этом получим

л- = 0, X v = G x (— 1) = -d3y + |  d5y3 = 0,

Yv = Tyx(-\) = bi 0 + d5 0 y 2 = 0.
Второе уравнение выполняется точно при любом значении у, 

а первое выполняется не во всех точках торца. Используем интег
ральные граничные условия относительно равнодействующих нор
мального напряжения c v, которые должны быть равны нулю.

А/2 Л/2 (  j  \
J  °  = J  d3y - -d5y* \dy - dy -

-А/2 -Л/2 4
Л/2 A/2

J  = J  [ d}y - ^d5y3 ] >’<:/>' = с/,
-A/2 “A/2

/ /;3 W= d , - -  dr

1
У

А/2
- 2 а /

А/2
= 0.

2 -А/2 3 J 4 -А/2
ЧА/2 А/2

dyУ - ‘ d * _j 3 —Л/2 3 5 -А/2

0.
12 120

Первое условие выполняется при любых значениях коэффици
ентов, а из второго получаем

di
Окончательное выражение для напряжения ov имеет следу

ющий вид:
3</ 6q 4<7 ,

°v  = "7 7 -И" 71х ^ + Тз-Г.5/; /г Л
В полученном решении выполняются точно дифференциаль

ные уравнения равновесия (14.5), уравнение неразрывности де
формаций (14.11) и статические граничные условия при у = ±И/1. 
Граничные условия на свободном горце при .г = 0 выполняются в 
интегральной (смягченной) форме. Граничные условия в закреп
ленном сечениих = /являются кинематическими, и при их поста
новке необходимо ввести предположение о характере перемеще
ний.

При определении напряжений в пластине с помощью формул 
сопротивления материалов (глава 6) ее надо рассматривать как
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консольную балку прямоугольного сечения с шириной b= 1. Внут
ренние усилия в поперечных сечениях определяются по формулам:

Q(x) = qx, М(х) = - ^ - .

Таблица 14.1
Сечение х= И

Плоская задача Сопротивление материалов
У Ох °v V V

-Л/2 2,8(7 -Я 0 3 q 0 0
-Л/4 1,59<7 -0,84(7 -1,125(7 1,5 q 0 1.125(7

0 0 -0,5 q -1,5(7 0 0 1,5(7
Л/4 -1,59 q -0,16 q -1,125 q -1,5(7 0 1,125(7
Л/2 -2,8<7 0 0 -3 q 0 0

Сечение х = 8 Л
Таблица 14.2

Плоская задача Сопротивление материалов
У °л °v °x Tvr

-Л/2 191,8(7 -q 0 192(/ 0 0
-Л/4 96,1(/ -0,84(7 -9(7 96 q 0 9'q

0 0 -0,5 q -12 q 0 0 12(7
Л/4 —96, <7 -0,16 q -9 q -96 q 0 9q
Л/2 -191,8(7 0 0 -192(7 0 0

сопротивление материалов 

Рис. 14.7
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Определяем напряжения:

где

Напряжение av, характеризующее взаимное давление между 
продольными слоями балки, в сопротивлении материалов полага
ется отсутствующим: a v = 0.

Сравнив полученные решения, можно отметить, что в формулах

задачи имеются две дополнительные функции, не зависящие от 
переменной х. Формулы для касательных напряжений совпадают 
с точностью до знака.

Определим величины напряжений в сечениях х = И и х = 8/;. 
Результаты вычислений приведены в табл. 14.1 и 14.2.

В сечении х = h напряжения a v и ау имеют один порядок. Раз
личие в напряжениях a v составляет 7,14%. На достаточном удале
нии от свободного конца (сечение х = 8/;) различие в напряжени
ях a v практически отсутствует, а напряжение av значительно мень
ше напряжения a v. Эпюры напряжений в сечении х = И приведены 
на рис. 14.7.

Задача 14.2
В плотине треугольного поперечного сечения, находящейся в 

условиях плоской деформации под действием гидростатического 
давления воды и собственного веса материала X  = Y| (рис. 14.8), 
требуется определить напряжения с помощью функции напряже
ний и по формулам сопротивления материалов. Построить эпюры 
напряжений в сечении х. В расчетах принять a  = 28°, у-  10 кН/м3 
и у, = 21 кН/м3.

Примем в качестве функции напряжений полином третьей сте
пени
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Рис. 14.8
Данный полином обращает бигармоническое уравнение (14.13) 

в тождество при любых значениях коэффициентов. Определяем 
напряжения в плотине:

Э2фа Л = —т  = с3х + d̂ y, 
ду

Э2Фа у = = я3х + Ьу,

Э2ф
л >  Э л г Э у

хУ - уХ = -Ьу\ - с}у - У\У-

Для определения коэффициентов полинома используем стати
ческие граничные условия на передней и задней гранях плотин. 

Передняя грань {у = 0).
/= 0, т  = -\, Yv = pyv = ух, Xv = 0.

X v = pxv = с3х • 0 + (-Z)j)x(-l) = 0,1 
Kv = pyv = ~b2x ■ 0 + o3x(-l) = yx. J

Из этих уравнений получаем а} = -у, Ьъ = 0. Формулы для напря
жений принимают следующий вид:

стЛ. = су: + dy, о у = -ух, хху = -(с3 + у, )>’.
Задняя грань 0> = xtgoc).

/ = -sina, т  = cosa, Xv= Kv = 0.
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X v = (cyx + J 3A-tga)(-s ina )- (c3 + y ,)x tgacosa  = 0,1 
Yv = -(c3 + y ,)x tg a (- s in a ) - yxcosa = 0. J

Решив полученную систему алгебраических уравнений, опре
деляем коэффициенты с3 и dy после чего запишем окончательные 
формулы для напряжений:

оЛ. = (yctg2a  - у,)х + (y,ctga - 2yctg3a)y, 
a v = -yx, TXy — —у ctg2 ay.

Напряжения изменяются по линейному закону.
Определим напряжения в плотине по формулам сопротивления 

материалов. При этом элемент плотины в условиях плоской задачи 
можно приближенно рассматривать как консольный стержень 
переменного сечения единичной ширины, испытывающий изгиб 
и внецентренное сжатие (рис. 14.9). Продольная сила численно 
равна весу части треугольной призмы:

Эта сила приложена с эксцентриситетом по отношению к цент-

N = -R2 = --y,x2tga.

ральной оси Oz поперечного сечения, равным е = -.vtga.
6

Изгибающий момент в сечении х равен

О у

х/3

R х

У
х

24 -  617(.

Рис. 14.9
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где Я, — равнодействующая гидростатического давления и R-, = 
= Q — равнодействующая веса плотины.

а) Плоская задача > б) Сопротивление материалов

О О

14, 1л-

Рис. 14.10
Нормальные напряжения определяются по формулам внецен- 

тренного сжатия с изгибом, а касательные напряжения — прибли
женно по формуле Д.И. Журавского (6.3). При этом формулы для 
нормальных напряжений ох в обоих решениях полностью совпа
дают. Касательные напряжения в решении сопротивления мате
риалов изменяются по переменной у по квадратичному закону:

Tvy = -3yctg3a
„2 Л

ytga -
х

Нормальные напряжения <зу, характеризующие взаимное дав
ление продольных слоев, в сопротивлении материалов полагаются 
отс утству ю щ и м и.

Эпюры напряжений в произвольном сечении л приведены на 
рис. 14.10. Отметим качественное отличие эпюр касательных на
пряжений.
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Растягивающие нормальные напряжения g v п о  передней грани 
железобетонных плотин нежелательны. Определим угол раствора 
плотины а0, при котором эти напряжения равны нулю:

у = О, o v = (yctg3a -  Y,)x = 0, tga0 =

При a  > Oq нормальные напряжения a v являются сжимающими. 
При числовых данных задачи а0 = 34,6°.

Задача 14.3

Стальной толстостенный цилиндр находится под действием 
внутреннего давления р{ = 8 кН/см2 (рис. 14.11). Требуется постро
ить эпюры нормальных напряжений ог и ое и радиальных переме
щений и. Выполнить проверку прочности цилиндра по энергети
ческой теории. В расчетах принять £=2,1 • I04 кН/см2, v = 0,3, 
а = 20 см, b - 40 см, [а] = 20 кН/см2.

Рис. 14.11

Данная задача является плоской и полярно-симметричной. Ис
пользуем общие решения (14.18) и (14.19) и выполняем граничные 
условия на внутренней и внешней поверхностях цилиндра: г - а, 
о г = ~Р\, г - b , а г= 0.

а г(а) = ----j
1 - v

аг(Ь)
1-v2

(1 + V)C, -(1 - V)C2^2 = ~Р\>а _

(1 + V )C ,- (1 - V )C A  
b~ _

= 0.
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Решив систему алгебраических уравнений и определив посто
янные С, и С2, представим окончательное решение задачи в следу
ющем виде:

,2 /
а

1-А:2

а й = М
1 - к 2

1

' V
Р\к2Ь

Е(\-к2)
(l- v )p  + (l +v)

где р = г/Ь, к = a/b, а<г<Ь.
Отметим, что напряжения не зависят от характеристик упруго

сти материала Е и V.
Выполним числовой расчет при к = 20/40 = 0,5. Считая, что 

цилиндр находится в условиях плоской деформации, в формулу 
для радиальных перемещений надо подставить приведенные мо
дуль упругости и коэффициент Пуассона (14.8):

£.=

V, =

1 — V 
V

7 1 ю4
---- т = 2,31 104 кН/см2,
1 - 0,32
0,3 = 0,43.

1-v 1-0,3
Вычислим значения напряжений и радиальных перемещений в 

точках внутренней и внешней поверхностей цилиндра и посереди
не толщины соответственно при р = 20/40 = 0,5, р = 30/40 = 0,75 и 
р = 40/40 = 1. Эпюры аг ае и и приведены на рис. 14.12.

Определяем по формуле (14.2) нормальное напряжение а. в 
точках внутренней поверхности цилиндра:

a. = v(cr + CTe) = 0,3(-8+ 13,3)= 1,59 кН/см2.
Эти точки являются наиболее опасными в смысле прочности. 

Напряжения на гранях бесконечно малого элемента в окрестности 
этих точек показаны на рис. 14.13. Поскольку в полярно-симмет
ричной задаче касательные напряжения на гранях элемента равны 
нулю, напряжения ar, оа и о. являются главными. В данной задаче
a i = ae> а 2 ~ стз ~ <V

372



Рис. 14.12 Рис. 14.13

Используя формулу для удельной потенциальной энергии из
менения формы (задача 2.5), получим условие прочности по энер
гетической теории:

1
V2

7(0, - о: )2 +(о3 - а3)2 + (а3 - а ,)2 < [о].

Подставим значения главных напряжений:

V O W  - 1,59)2 + [1,59 - (-S)]2 + (-8 - 13,3)2 =

= 18,5 кН/см2 < [о] = 20 кН/см2.
Условие прочности выполняется.

Задача 14.14

В стальном толстостенном цилиндре (рис. 14.14) внутренняя 
поверхность получила радиальное перемещение и, (например, 
в результате теплового воздействия). Требуется построить эпюры 
напряжений и радиальных перемещений и выполнить проверку 
прочности по энергетической теории. В расчетах принять и, = 
= 0,01 см, а = 15 см, Ь = 25 см, £=2,1 ■ 104 кН/см2, v = 0,3, [о] = 
= 18 кН/см2.

Используем общее решение полярно-симметричной задачи 
(14.18) и (14.19) и выполняем граничные условия: г-а, // = //,; г=Ь, 
с  = 0.
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и(а) = C\d + С2 1

csr(b) =
\ - v 2

(1 + v)C, - (1 - v)C2—  =0.
b~

Решив систему алгебраических уравнений и определив посто
янные С, и С2, получим формулы

1 4И\кЕ
6[(1 - \ )к ' + (1 + v)]

он = щкЕ
b[(\ - v)k2 + (\ + V)} 1+7

и = ихк
(1 - v)p + 1 + V

(1 - v)k~ + (1 + v)
где p = r/b, к = a/b.

Считая, что цилиндр находится в условиях плоской деформа
ции, выполним числовой расчет при к = 15/25 = 0,6, £, = 2,31 х 
х 104 кН/см2 и Vj = 0,43. Эпюры напряжений и радиальных пере
мещений приведены на рис. 14.15. Ординаты величин вычислены 
при р = 0,6, 0,8 и 1,0.

Определим нормальное напряжение а. в точках внутренней 
поверхности цилиндра:

а. = v(or + о0) = 0,3(-6,03 + 12,8) = 2,03 кН/см2.
Приняв значения главных напряжений в точках внутренней 

поверхности цилиндра а, =с0= 12,8 кН/см2, о2 = аг = 2,03 кН/см2
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Рис. 14.15
и а3 = аг = -6,03 кН/см2, выполним проверку выполнения условия 
прочности по энергетической теории:

4=>/( 12,8 - 2,03)2 + [2,03 - (-6,03)]2 + (-6,03 - 12,8)2 =
V2
= 16,4 кН/см2 < |а] = 18 кН/см2.
Условие прочности выполняется.



Глава 15 
ИЗГИБ ПЛАСТИН

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Тонкими пластинами или тонкими плитами (рис. 15.1) принято 
называть конструктивные элементы, у которых один размер (тол
щина h) значительно меньше двух других характерных размеров 
(длины сторон пластины). Поперечная нагрузка </(.v, у) вызывает 
изгиб пластины, который сопровождается появлением поперечных 
перемещений или прогибов w (.y , у). Задача расчета пластин при 
изгибе в большинстве случаев сводится к определению прогибов 
при выполнении соответствующих граничных (краевых) условий.

Наиболее просто задача расчета пластин решается в рамках так 
называемой технической теории, которая используется при следу
ющих соотношениях:

где а — длина меньшей из сторон пластины.
Техническая теория изгиба пластин базируется на упрощающих 

расчет гипотезах, которые по существу являются обобщением из
вестных из сопротивления материалов гипотез теории изгиба 
стержней.

Основным уравнением технической теории изгиба пластин яв
ляется уравнение Софи Жермен — Лагранжа, которое в декартовой 
системе координат имеет следующий вид:

а

Рис. 15.1

< — 
"  4 ’

DV2V 2w(.y, у) = q(x, у) (15.1)

или

(15.2)
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где D — жесткость пластины при изгибе, определяемая по фор
муле

D = E lf (15.3)
12(1 - v )

В общем случае изгиба в пластине возникают пять внутренних 
усилий — изгибающие моменты Л/у, Л/, крутящий момент Мху = 
= М — Я  и поперечные силы Qx, Qv (рис. 15.2, а, б, в).

в)
б , ~ н

н
Л/... = //

* i i
/ TZ f ,

Рис. 15.2
Внутренние выражаются через прогиб по формулам

М. = -D

М., = -D

d2w 3 V
---Т + v -- гЭх2 ду

( -.2 Э w ->2 А Э Wт  + V- ,

ду Эх

Я  =-D( 1-v) 32w 
ЭхЭу ’

(15.4)

<2V = -Z)— V2w, 0,. = - d |- V 2w.
Эх Эу

Внутренние усилия относятся к единице длины координатных 
линий. При этом изгибающие и крутящий моменты имеют размер
ность кНсм/см, а поперечные силы — кН/см и т.п.

Внутренние усилия и распределенная нагрузка q(x, у) связаны 
между собой следующими дифференциальными зависимостями:

Э Л / . .  Э Я  _
--------------  +  — -  -  £ > ,Эх ду Л
ЭЛ/,, ЭЯ _ 
Эу + Эх "  г  

Э£\. Э(?г
1 Г + =  ^

(15.5)
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Внутренние усилия являются равнодействующими нормальных 
и касательных напряжений в сечениях пластины, перпендикуляр
ных к срединной плоскости (рис. 15.3). Нормальные напряжения 
ах и оу и касательные напряжения т = т изменяются по толщине 
пластины по линейному закону и имеют наибольшие значения при 
Z = ±h/2. Касательные напряжения т_( и т.у изменяются по толщине 
по квадратичному закону и имеют наибольшие значения в точках 
на уровне срединной плоскости (z = 0). Эпюры напряжений при
ведены в задаче 15.1.

Напряжение а,, характеризующее взаимное давление между 
продольными слоями пластины, в большинстве случаев значитель
но меньше остальных напряжений и в силу этого не учитывается.

Функция прогиба пластины должна удовлетворять граничным 
условиям, которые зависят от характера закрепления и нагружения 
пластины. Рассмотрим три основных типа граничных условий для 
прямоугольных пластин.

Жестко защемленные края (рис. 15.4)

х = 0, w - 0, ф( = —  = 0;
дх
dw

У  =  о, W =  0 , Ф  =  —  = 0 .
ду

Шарнирно-опертые края (рис. 15.5)
Шарнирное закрепление обозначается с помощью пунктирных 

линий, параллельных сторонам пластины.

х = 0, w = 0, М  = -D^-^r = т х,
дх
d'w

У  =  о ,  w  =  0 ,  М  -  =  0 .

ду



Рис. 15.5 Рис. 15.6
Свободные от закреплений края (рис. 15.6)

х = О, М  = -D

У = о, М - -D

Э w д w
— т + v — -

k дх ду 
дН

= 0,

ду
d2w
эу2

-р,

+ V-
->2 Э W
э ?

=

г , - 0 ,  + £ - ° -

В приведенных формулах (pv и ф — углы наклона нормали к 
срединной плоскости пластины, Kv, V — приведенные поперечные 
силы и т х, т  , р — распределенные краевые нагрузки.

Расчет пластин на прочность производится в точках верхней и 
нижней поверхностей пластины при г = ±А/2, где напряжения ох, 
ov и tvv имеют наибольшие значения. Влияние на прочность напря
жений х_(, х и о., как правило, не учитывается. Условие прочности 
по энергетической теории имеет следующий вид:

J o 2 + с ;  - а ха }. + Зх;у < уCR. (15.6)

При расчете пластин на жесткость требуется выполнение усло
вия

w,нб
100

1
200 ’

где а — меньший из размеров пластины в плане.
При расчете круглых и кольцевых пластин удобно использовать 

полярную систему координат (рис. 15.7). Дифференциальное урав
нение изгиба пластины имеет следующий вид:

D
Г э 2 1 Э1___ _1_

1 Э2 ' ( д \ 1 3w 1-4- 4- Э2иЛ
\дг2 гдг Г2 Э02 у ,д г 2г dr г Э02 J

= q(r, 0). (15.7)
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Наиболее просто решаются задачи осесимметричного изгиба 
круглых и кольцевых пластин, при котором нагрузка и условия 
закрепления не зависят от полярного угла 9. В этом случае диффе
ренциальное уравнение изгиба пластины имеет вид:

Рис. 15.7 Рис. 15.8

D f i i 1 d 1_ J _ _________
d2w 1 dwл

ydr1 r dr у[d r2
| __________

r dr ; = Ч(г). (15.8)

Общее решение этого уравнения определяется по формуле
w (r) = С, + С21пг + Суг2 + C y2ln/-+ w '(r), (15.9)

где С,, С,, С, и С4 — постоянные интегрирования и w \ r) — частное 
решение дифференциального уравнения, которое для равномерно 
распределенной нагрузки q = const имеет следующий вид:

„4
W (г) = qr_ 

64 D'
(15.10)

При осесимметричном изгибе в пластине возникают только три 
внутренних усилия — радиальный и кольцевой (окружной) изги
бающие моменты Мг Л/н и радиальная поперечная сила Qr 
(рис. 15.8).

Внутренние усилия определяются по формулам

М г -D d2\v v dw +
d r г dr

Мв = -D d'w 1 dw v— - +
dr r dr

Q' - D 7r
d'w 1 dw +

r dr

(15.11)

Эти внутренние усилия являются равнодействующими напря
жений ог, ае и т,г = хг,. Характер изменения этих напряжений по 
толщине пластины показан в задаче 15.4.

380



ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 15.1

Стальная прямоугольная шарнирно-опертая пластина
(рис. 15.9) находится под действием распределенной поперечной

, тех . кунагрузки, изменяющейся по закону q(x, у) = <7()sm — sin— .
а b

Определим внутренние усилия и напряжения в пластине и по
строим их эпюры. Определим толщину пластины из условий проч
ности и жесткости. В расчетах примем: а = 150 см, b = 120 см, 
<70 = 0,01 кН/см2, £= 2,1 • 104 кН/см2, v = 0,3, ус = 1,0, yf  = 1,0, R = 
= 21 кН/см2, wHJb  < 1/200 (b — длина меньшей стороны).

Под действием заданной нагрузки прогиб пластины также из
меняется по одной полуволне синусоиды вдоль координатных ли
ний:

, ч . кх . ку w(x, у) = w()sin— sin— .
а b

При этом граничные условия шарнирного опирания выполня
ются точно:

-\2
х = 0, х = a, w = 0, Л/. = -D —^ = 0,

Эх2
->2

У  =  о ,  у =  b, W =  0, А/ =  - D — r  =  0.
ду

Подставив выражения для прогиба и нагрузки в дифференци
альное уравнение изгиба пластины (15.2), получим
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Определим внутренние усилия в пластине:

Мх = -D

Л/„ = -D

, 1 1
/  - о  - .2  Л  <7 о  — 5'  -+- V  — Уd iv Э w 1 2 ’3

1 + v ' дх ду2
а- Ь~ ■ лл- . яу  Tsin— sin— ,

„  1 П 2 о *я-1 -т  +
. a b
I

d2w d
--------- T  +  V --------- т

ду dx

H =-D( 1-v)

T + v-

d2w

2*Л M ^ 2 + V-2

Л
b- aL )  • тех . ny -------- =rsm— sin— ,

M  1 V  a b 
a2 + b2

()X()y ,
K-ab\ -V + -V 

a ' b~

q0( 1 - v )  nx ny
------------- 7cos— COS— ,

1 n 2 О b

Qx = - D ~ V 2w = , 
dx ( 1

%

Qy = -D^-v2w =
dy

KG ,a2+ b2 
%

K X  . ny COS —  sin — , 
a b

. nx ny , .s in — cos— . 
1 П  a bЩ  —  + w 

a~ b~
Характер эпюр прогиба и внутренних усилий показан на 

рис. 15.10.
в)

Наибольшие значения прогиб и изгибающие моменты имеют в 
середине пластины (х - а/2, у = Ь/2), а крутящий момент — в угло
вых точках. Поперечные силы имеют наибольшие значения в се
рединах сторон.
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О,Olf—1~  + 0,3— ,
M 'f  = --- • 1 • 1 = 5,1 кНсм/см,

21 1 1

Определим числовые значения наибольших внутренних усилий:

К ---у + ,

1 150 120

0,01| 1 +0,3- '
M 'f  = --- -------- [ 15ч° , '/ 11 = 6,47 кНсм/см,

■>71 +
1502 120

| „  I 0,01(1-0,3) , , , П/1 „  ,
Ннб = “ нм = ----------------------т 11 = 3,04 кНсм/см,

я2 150 120(А+ЛТv 150 120 )

Q 'f = ----- -------- —  11= 0,186 кН/см,
тг • 150| I

ll502 1202

Q f  = ----- -------- —  1 -1 = 0,233 кН/см.
л: ■ 12оГ - 1+

U502 1202
Определим толщину пластины /; из условия прочности по энер

гетической теории. Опасными в смысле прочности являются точ
ки 1 и 2. В этих точках изгибающие и крутящий моменты имеют 
наибольшие значения, а поперечные силы равны нулю.

Выразив наибольшие значения напряжений a v, a v и т = xvv 
через Мх, Муи Ни  использовав формулу (15.6), получим

И > 1 Л - ^ м [+  М 2 - МхМ у +~ЗЯ2. (15.12)

Подставив в (15.12) наибольшие значения внутренних усилий, 
находим:

Точка 1 (х = а/ 2, у = Ь/2)

h > I-----Л I2 + 6,472 -5,1-6,47 = 1,3 см.
\ 21 -1,0

Точка 2 (х = 0, у = 0)

Л > 3-3,042 = 1,23см.
\ 21 • 1,0
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Определим толщину пластины из условия жесткости, согласно 
которому наибольший прогиб w||6 в середине пластины не должен 
превышать величину Ь /200, где Ь — меньший из размеров сторон 
пластины:

<70 - Ь
w h6 = wi) = --------- -

Dn 1 1
а2 + Ь2

, < ---= 0,6 см.
2 200

Учитывая выражение (15.3) для жесткости, получим

2 = 1,899 см.И > 12(1 - 0,32) 0,01

12,1 104 -л4 0,6 1 1
1502 1202

Примем с округлением большую толщину /; = 1,9 см. 
Определим напряжения в точке с координатами х = о/4, у -Ь/4. 

В этой точке все внутренние усилия отличны от нуля и равны по
ловине наибольших. Наибольшие значения напряжений равны

змбУ

нб
ху

_нб

6 м х 6 0,5 -5,1 „
и2 1,92 “

6 му 6 0,5 6,47
и2 1,92

6 н 6 0,5 -3,04
и2 1,9г -

2 . Ё ! 3 0,5 0,186-,v ,  = 0,073 кН/см2 = 0,73 МПа,
2 h 2 1,9

т»уб = 1 .9 l  = 1. ° ’5 ° ’233 = 0,092 кН/см2 = 0,92 МПа.
"1 2 h 2 1,9

Эпюры напряжений в данной точке приведены на рис. 15.11.

а)

Рис. 15.11
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Задача 15.2

Стальная прямоугольная шарнирно-опертая пластина находит
ся под действием равномерно распределенной нагрузки q - const 
(рис. 15.12).

Определим внутренние усилия и напряжения в пластине и вы
полним расчет пластины на прочность и жесткость. В расчетах 
примем: а - 50 см, b = 80 см, q = 0,02 кН/см2, Е=  2,1 - 104 кН/см2, 
v = 0,3, ус = 1,0, ту- = 1,0, R = 21 кН/см2, wHf)/a < 1 /200 (а — длина 
меньшей стороны пластины).

При действии на шарнирно-опертую прямоугольную пластину 
произвольных поперечных нагрузок задачу расчета можно решить 
с помощью двойных тригонометрических рядов. Искомый прогиб 
пластины необходимо представить в виде ряда по синусам:

оо оо

w (* ,y )= X E v v mnsin— s in ^ ,  (/и,/7 = 1,2,3,...). (15.13)
а Ь

Такое представление прогиба обеспечивает точное выполнение 
граничных условий шарнирного опирания.

Произвольная распределенная поперечная нагрузка должна 
быть также разложена в двойной тригонометрический ряд по си
нусам.

q (* ,y )  = У, У д
оо оо . ткх . ппу 
Z ^ z ^ ™ sm--- sm~ r-
m=l n=I a b

(15.14)

При распределении нагрузки по всей площади пластины имеем
л а Ь4

о о

тих
аЧ тп = -г Jj<7(* , j0sin^—  sin^-dxdy. (15.15)

ab J J ”  n

25 -  6176 385



После подстановки выражений (15.13) и (15.14) в дифференци
альное уравнение изгиба пластины (15.2) получим формулу для 
коэффициентов wmn:

Я тпW..  =

DtC
/  \  2 Г
I т  1 п \

—  + -А а ) у Ь )  _

(15.16)

При действии равномерно распределенной нагрузки q = const 
индексы т  и п могут быть только нечетными числами (т , п = 1,3,
5, ...). После интегрирования по формуле (15.15) получим

\6q
Я пт = 2к~тп

(15.17)

Таким образом, прогиб пластины, а также внутренние усилия 
выражаются в виде бесконечных тригонометрических рядов. Схо
димость ряда для прогиба является достаточно хорошей при дей
ствии любой поперечной нагрузки, в том числе и сосредоточенной 
или распределенной по линии (полосовая нагрузка). Сходимость 
рядов для внутренних усилий хуже, чем сходимость ряда для про
гиба. В точках приложения сосредоточенных сил ряды для внут
ренних усилий становятся расходящимися.

Выполним числовой расчет данного примера, использовав че
тыре члена рядов (т  = 1,3, п = 1,3). Определим наибольший прогиб 
пластины в ее середине при х = а/2 \\у = Ь/2.

16qaA A  JS,
wh6 = ^ П Г  L  LDri 

16 • 0,02 ■ 504

. пт . пи sin —  sin
2 2

т п { т ~  + k 2n 2) 2

Dk

11

+ (-1)1
1 • 1 • (l2 + 0,6252 • l2)2

1 (-D
3 • 1 ■ (32 + 0,6252 • l2)2 1 • 3 • ( l2 + 0,6252 • 32)2

(—1) (—1)
3 - 3 • (32 + 0,6252 -32)2

1035,4 
D '

где k = ci/b = 50/80 = 0,625.
Наибольшие изгибающие моменты в середине пластины равны
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2 I 2 2\ • A/m • *УС 2 3 3 (aw + VK n )sin —  sin —
< 6 = ^ X I --------- 2mn(m2 + k2n2)2 

(l2 + 0,3 0,6252 l2) 1 1
m=1 //=1

16 • 0,02 • 502 +

+

1 • 1 • (l2 + 0,6252 -12)2 

(32 + 0,3 0,6252 -12) (-1) 1 ( l2 - 0,3 - 0,6252 32) -1 • (-1)
3 • 1 • (32 + 0,6252 • l2)2 + 1 - 3 (l2 + 0,6252 -32)2 

(32 + 0,3 • 0,6252 • 32) • (-1) • (-1)
3 3 - (32 + 0,6252 -32)2

= 4,24 кНсм/см;

/ ,2 2\ • rnil •
\fsnn2 3 3 ( V « ' + *  и )sin—  Sin —

Д/м6 =  ̂ X X  _______ 2 2
71 w=1 /7=1 mn(m2 + k2n2)2

16 0,02 502 (0,3 • I2 + 0,6252 • l2) • 1 • 1 
1 1 (l2 + 0,6252 l2)2

3 1-(З2 + 0,6252 • I2)2

(0,3 I2 + 0,6252 З2) 1 (-1)
1 3- (I2 + 0,6252 -З2)2 '

(0,3 •з2 + 0,6252 • З2) • (-1) • (-1) = 2,36 кНсм/см.
3 3 - (32 + 0,6252 -32)2

Крутящий момент имеет наибольшее значение в углах пластины 
при x = Q,y = Qnx = a,y = b.

..2 3 3 1
п m=i £ ( т 2 + к2п2)2

16 0,02 (1 - 0,3) 0,625 503

1
к

7Т7Т +

1

I
(I2 + 0,6252 I2)2 

+
(З2 + 0,6252 I2)2 (I2 + 0,6252 -З2)2

+ —-г---- -—-— —  =2,1 кНсм/см.
(З2 + 0,6252 -32)2J

Поперечные силы имеют наибольшие значения в серединах 
сторон пластины.



„б _  16<уа  у  у _________ 2 _

я 3 ^ ^ п ( т 2 + к 2п2) ~  я 3

. ПК
3 3 sin 16 0,02 50

1 1
(I2 + 0,6252 I2) 1 • (З2 + 0,6252 • I2) 

(- 1 ) . ( - D

+

3•(I2 + 0,6252 ■ З2) 3 • (З2 + 0,6252 • З2) 
. тк  

16qka 3 3 sin

= 0,374 кН/см;

16 0,02 0,625 50
к~' ^ т ( т 2+ к2п2)

(-1)
1 (I2 + 0,6252 • I2) 3 (32 + 0,6252 • I2) 

1 (-D = 0,283 кН/см.
1 - (I2 + 0,6252 -З2) 3 (32 + 0,6252 -З2)

Определим толщину пластины из условия прочности по энер
гетической теории.

Точка 1 (х = а/2, у = Ь/2, z = ±Л/2)

^4,242 + 2,362 -4,24-2,36 = 1,03см;
'21 -1,0

Точка 2 (х = 0, у = 0, z = ±А/2)

Л > /—  ТЗЯ7 = ] — —  = 1,02 см.
V/?yr V 21 • 1,0

Потребуем выполнения условия жесткости пластины.
1035,4 12(1 - V2) • 1035,4 о- - — < ---= 0,25см.

200D Eh
,  ̂ ,12(1- 0,32)-1035,4л > з ------- j------- = 1,29 см.

V 2,1 -104 0,25
Примем с округлением большую толщину h - 1,3 см.
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Задача 15.3

Для прямоугольной пластины с шарнирно-оиертыми краями 
.y = 0, х = а и жестко закрепленными краями у -±Ь/2, находящейся 
под действием равномерно распределенной нагрузки (рис. 15.13), 
требуется определить функцию прогиба. Для частного случая а = 
= Ь = 100 см, q = 0,03 кН/см2 определить толщину пластины из 
условия жесткости, приняв vvll6/a < 1/150. В расчетах принять 
£=2,1 • 104 кН/см2, v = 0,3.

q = const

Для прямоугольной пластины с противоположными шарнирно- 
опертыми краями х = 0, х = а искомый прогиб представим в виде 
следующего тригонометрического ряда:

w(x,y) = wmOOsin^ ^ ,  (15.18)
т=\ °

где т  = 1, 2, 3, ...
При таком задании прогиба граничные условия на шарнирно- 

опертых краях выполняются точно:
d2w
дР

Функция wm(y) характеризует изменение прогиба в направлении 
оси Оу. Для определения этой функции разложим заданную попе
речную нагрузку в аналогичный (15.18) тригонометрический ряд:

q (x ,y )= ^ q m(y )s in ^ - ,  (15.19)
т= 1 а

0, х = a, w = 0, — т = 0.■ч Л

Л u/  /• />7ТГ V

a I  a
где qm(y) = — j  q(x, y)sin--- dx. (15.20)
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При действии равномерно распределенной нагрузки q - const 
по всей площади пластины получим

2 q г . тих , 4 q
I  _ л _

а пт
2 q г . тпх . 4 q 

^m=— l sin---  ~ ’ (15.21)
П J п  Ш Т Г

где т=  1,3,5,...
Подставив ряды для прогиба и нагрузки в дифференциальное 

уравнение изгиба пластины (15.2) и сократив обе части на sinA.mx, 
получим обыкновенное дифференциальное уравнение 4-го поряд
ка относительно функции w (у):

w
D

где Хт = тк/а.
Записав общее решение этого уравнения, получим выражение 

для прогиба пластины в виде следующего ряда:
оо

*(х, у) = X  1СШ Ch К У  + С2т sh шУ + С3тУ С\\ ХтУ +
т=1

+ C4myshXmy + v^(>0]sin^mx, (15.23)
где С|ш, C2m, С3т, С4т — постоянные интегрирования, подлежащие 
определению из граничных условий на краях у = ±6/2, 
w*„(y) — частное решение уравнения (15.22). Для равномерно-рас
пределенной нагрузки q = const частное решение имеет следующий 
вид:

4а (15.24)
тпОХт

Рассмотрим частный случай жестко закрепленных краев плас
тины у = ±6/2. В силу очевидной симметрии изогнутой срединной 
поверхности пластины относительно вертикальной плоскости, 
проходящей через ось Ох, в выражении (15.23) надо удержать толь
ко четные функции переменной у и отбросить нечетные функции, 
положив постоянные С2т и Cim, равными нулю. Таким образом, 
получим

“  '  4q Лw(x,у) = X  ClmchX,„y + C4m>'shXту +
т=I

где т  = 1,3,5, ...
т=iv mnDXm j

sinX,„x,
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Постоянные интегрирования С,ш и С4ш подлежат определению 
из граничных условий на защемленных краях пластины

у = ±Ь/2, w = О, ф = ~  = 0.
ду

Использовав эти условия, получим систему двух алгебраических 
уравнений для каждой пары постоянных с одинаковым индек
сом т :

C,mchpm + C44 s h p m + — ^ - 4- 
I  mnDkl

0,

*mC lmshPm + C4 ,„(shP m + “ dip,,, | = 0,

mnb 
~2a'г л е  Pm  = ^K

Решив эту систему и определив постоянные С1ш и С4ш, получим 
следующее выражение для прогиба пластин:

w(.v, у) 4qa 
Dk5т = 1

\  , ^ s h ^ y s h p ,,, -A,„chXmy 
pm + shpmchpm т

где Ат = sh pm + P,„ch Рш.
Внутренние усилия в пластине (15.4) также выражаются в виде 

бесконечных рядов, однако их выражения являются достаточно 
громоздкими.

Для частного случая квадратной пластины со стороной а наи
больший прогиб в середине (х = а/2,у-0) выражается следующим 
числовым рядом:

н̂б =
4 qa
DnТ Im= I

, тк  т к  , ткsh —  + — ch —  
2 2 2

тк  , т к  , т к—  + sh —  ch —  
2 2 2

sin тк

т

Ряды для прогиба сходятся очень быстро в любой точке пласти
ны. Например, для наибольшего прогиба при двух членах ряда 
(/и =1,3) получим

W,
4qa4

нб 1-

, к к , кsh — + — ch — 
2 2 2

к , к , к— + sh —ch — 
2 2 2

. к sin — 
2

Р
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, Зтс З л  , З л   ̂ . З лsh—  + — ch—  sin -. Зтс

Точное значение, приведенное в справочниках, равно

Относительная погрешность составляет Д% = 0,3%. Определим 
толщину пластины из условия жесткости при заданных числовых 
значениях:

Задача 15.4

Для стальной кольцевой пластины, находящейся в условиях 
осесимметричного изгиба под действием показанной на рис. 15.14 
распределенной нагрузки, построим эпюры внутренних усилий и 
прогиба. Определим толщину пластины из условий прочности и 
жесткости. Построим эпюры напряжений в одном из опасных 
сечений.

В расчетах примем: Е= 2,1 • 104 кН/см2, v = 0,3, ус = У/ = 1,0, R = 
= 21 кН/см2, Л, = 30 см, R1 = 60 см, q = 0,01 кН/см2, т  = 3 кНсм/см,

Рис. 15.14

w„f) <R\/\ 00.
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Прогиб, угол поворота нормали и внутренние усилия в пласти
не определяются по формулам

пг4w(r) = С, + С, In г + С-,г2 + С,г2 In/* -I- —— ,
1 2  3 4 64D

Фг = ^  = C2- + 2C3r + C4r(21nr + l) + -^-, dr г 16D

Mr =-D f d'w 1 1 = -D---y  + V -----
V d r  r dr J

—С2(1 — v )—j  + 2С3(1 + v) +

+ 2С,(1 + v)lnr + С4(3 + v) + ^ - (3  + v)
4 16Z)

Л/е =-/) J 2w 1 dw^v — +---
d r  г dr

= -D С\(1-у)Л  + 2С3(1 + у) +

+ 2C4(1 + v)lnr + C4( 1 + 3v) + + 3v)

Qr = -D — V 2w = -D —  
dr dr

Сd2w 1 dw 
dr2 r dr

= -D\ 4C.- +1 qr
r 2D

Для определения постоянных интегрирования используем гра
ничные условия:

г = /?,, w = 0, Фг = 0;
r = R 2, М г = т , С?г = 0.

Вначале используем граничное условие относительно попереч
ной силы:

q a r 2) = - d 4c A —  + Sh . 
4 R, 2D

Л = 0; С4 = - ^ ,
4 8 D

Для определения постоянных С2 и С3 используем граничные 
условия относительно фг и Мг:

Mr(R2) = -D

9r(/?,) = C2i-  + 2C3/?1 +C4/?,(2ln/?, + i) + ^  = o,
16/)

—C2(l — v) —у + 2C3(1 + v) + 2C4(1 + v) In R-, +
R

qR2+ C4( 3 + v) + 7777(3 + v)
1 bU

= m.
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С2 и С,:

Подставив выражение для С4 и числовые значения /?,, /?■,, q, т  и 
V , получим систему двух алгебраических уравнений относительно

V
Я(33,3-1(Г3С2 + 60Сз) = 1036, 1 
ДО, 194 • 10“3С2 - 2,6С3) = -52,33.)

Решив эту систему, находим
4538

а  = 19,79
D ’ D

Запишем окончательные выражения для радиального и кольце
вого (окружного) изгибающих моментов и радиальной поперечной 
силы:

3177Л/ =
г

3177

4-11,7 In г — 2,06 ■ 10_3г2 - 36,6,

М*= 2 + 11,71пг- 1,19-10“3/-2-42,9,

Qr =
q(R; - Г )  _ 5 10 З(3600 - г2)

2 г г
Определим числовые значения внутренних усилий в сечениях 

пластины с шагом а = (R 2 - /?,)/4 = 7,5 см. Результаты расчета при
ведены в табл. 15.1.

Таблица 15.1
г, см Мг кНсм/см Л/е, кНсм/см Qr  кН/см wD

30 -2,192 -0,645 0,45 0
37,5 0,645 0,094 0,293 28,63
45 2,192 0,802 0,175 24,63

52,5 2,904 1,321 0,080 -95,43
60 3,0 1,611 0 -367,5

Для определения постоянной Ci используем граничное условие 
относительно прогиба на внутреннем жестко защемленном крае 
пластины:

w(/?,) = С, + С2 In /?, + С,/?,2 + С4/?2 In Л, +
64 D

0.

Отсюда находим

с,=
11272

D
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Запишем окончательное выражение для прогиба:

w(r) = ^(11 272 - 45381nr + 19,79г2 - 4,5г2 lnr + 1,56 • 1(Г4г4).

Значения прогиба, умноженные на жесткость D, приведены в 
табл. 15.1. Эпюры внутренних усилий и прогиба приведены на 
рис. 15.15.

Определим толщину пластины И из условий прочности и жест
кости. Опасным в смысле прочности является кольцевое сечение

0 = 0,01 кН/см2

Рис. 15.15
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на внешнем крае пластины, где Мг и Л/0 имеют наибольшие значе
ния. Используем энергетическую теорию прочности. Условие 
прочности в точках при z = ±h/2 имеет следующий вид:

Подставив выражения наибольших напряжений через изгиба
ющие моменты,получим

и >  I— V 4 - 2 +  Ml -  Мгм, =

-7з2 + 1,6112-3-1,611 = 0,862 см.
2 1 1 , 0

Поставим условие жесткости на внешнем контуре пластины
I I 367,5 R, п , w г = ---- < —- = 0,3 см.I но D 100

Использовав формулу для жесткости пластины, определим тре
буемую толщину:

1367,5-12(1- v 2) 1367,5 12(1 - 0,32)
I £ 0 ,3  \1 2,1 104 0,3

3,86 см.
•и,3

Принимаем с округлением И = 0,9 см.
Определим наибольшие нормальные и касательные напряже

ния в пластине.
Сечение г = /?,

_нбО, =

*2
6М„ 6-3
И1 0,9'

у  = 22,2 кН/см2 = 222 МПа,

стнб = 6^е = 6-1,611 = Ц 9кН/см2 = 119 МПа,
И 0,9

V  = 0-
Сечение г = У?,

тнб = 2 &  = з М 5  = кН/см2 = 7,5 МПа.
2 А 2 0,9

Эпюры напряжений приведены на рис. 15.16.
Для кольцевых пластин, закрепленных по обоим краям, опре

деление постоянных интегрирования является более громоздким,
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а) Сечение r=  R-, б) Сечение /•=/?,

Рис. 15.16
так как необходимо решать систему алгебраических уравнений с 
тремя или четырьмя неизвестными.

Отметим, что для расчета пластин при действии произвольных 
нагрузок и с произвольными условиями закрепления широко ис
пользуются различные численные методы, например метод конеч
ных элементов. Имеются соответствующие программные комп
лексы для ПЭВМ.
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П Р Е Д С Т А В Л Я Е Т

В состав серии входят книги:
• Управление диссертационным советом

• Диссертационный менеджмент: в вопросах и ответах
• Рабочая книга ученого секретаря диссертационного  

совета

• Рабочая книга научного руководителя аспирантов
• Как защитить свою  диссертацию
• Аспирант вуза

• Еженедельник аспиранта

Н.И. Аристер 
СДРйиик

У П Р А В Л Е Н И Е
Д И С С Е Р Т А Ц И О Н Н Ы М  

СОВЕТОМ
♦ «■urn— ntHWria
♦ Ш И* *!•■»!* (МОТЛИ

ючамкп самг*

@
МЙЙ

Н И . Аристер, С.Д. Резник, 
О.А. Сазыкина

С.Д. Резник

КАК ЗА Щ И ТИ ТЬ
СВОЮ ДИССЕРТАЦИЮ

Д rULLi тц п и п и ш п  
*Ш Ш т U C U r i ^ V f C U T  Г  1* ! J1 14 L П L Д У1\ . *1 L  П 1 *ИШ»|1Ш1Ш15»Ч|КИ»ЩН j

Д  В ВОПРОСАХ И ОТВЕТАХ
№рд ♦ (М Ш И» HCM'WMtK сип

* •»« •*♦««*■<» »»*» » • |И!|!||ИН14

|| ♦ **• »«n cm и  жммм iciHWxmn emit 
♦ Задт J iiH w i in  u«mt

i n
| K f l  tlnNiiiMuimuimiimn 

имсмкиа■ Л  * Ml NKItMli 1 w n n  HMUM
им**НИИВ * «НИШ МПМИ1Ы кем М««'Ы тичшт♦ III MtUIH 1 IH 'M * 1 inctiu

|1§зИ [f*ij

R i i iM in  сами

0

, Afi



Методический комплекс 
диссертационного совета
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РАБОЧАЯ КНИГА
УЧЕНОГО СЕКРЕТАРЯ 

ДИССЕРТАЦИОННОГО СОВЕТА

РАБОЧАЯ КНИГА
ПРЕДСЕДАТЕЛЯ 

Uiccm \UUOHHOI(HORFTA

ЕЖЕНЕДЕЛЬНИК
А С П И Р А Н Т А



Быстрый доступ к знаниям

ЭБС «ЗНАНИУМ»
Научно-издательский центр ИНФРА-М 
разработал единое образовательное 
пространство ЭБС «ЗНАНИУМ» для би
блиотек, профессорско-преподаватель
ского состава и студентов, где размести
лись электронные версии книг ведущих 
издательств России в формате on-line.

ВЫ ПОЛУЧАЕТЕ:
• Удобный, гибкий, самостоятельный функционал для работы
■ Доступ к более 3000 электронных изданий по базовым и вариативным дисциплинам
■ Быстрый доступ из любой точки при наличии Интернета
• Постоянное насыщение новыми электронными версиями книг

Приобретая ЭБС «ЗНАНИУМ», можете быть уверены — вы будете 
обеспечены актуальной востребованной литературой
ПРЕИМУЩЕСТВА
• 20 - летний опыт работы издательства на российском рынке учебной литературы
• Мы являемся создателем, правообладателем и распорядителем электронных ресурсов
• Права наших авторов переданы нам на длительный период времени, и поэтому не нужно осте

регаться, что какая-то книга через год или два исчезнет из каталога
• Индивидуальный подход
• Низкие цены

ВОЗМОЖНОСТИ
• Гибкий функционал для работы при подготовке различных научных работ значительно эконо

мит ваше время
• Специально для вас мы разработали возможность самостоятельного формирования издатель

ских коллекций, которые будут учитывать потребности вуза
• Преподаватель может создавать собственную аудитория для каждой студенческой группы или 

всего курса
• Цитирование текста

АССОРТИМЕНТ
• Учебники, учебные пособия, в т.ч. для бакалавриата и магистратуры
• УМК, монографии, авторефераты, диссертации, энциклопедии, словари и справочники, 

законодательно-нормативные документы, издания, выпускаемые издательствами вузов и спе
циальные периодические издания

• Литература по основным изучаемым дисциплинам
физико-математические науки, гуманитарные науки, образование и педагогика, экономика и 

управление, сфера обслуживания, естественные науки, социальные науки, культура и искусство, 

информационная безопасность, сельское и рыбное хозяйство, энергетика, энергетическое ма-

Электронно-

К иблиотечная
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шиностроение и электротехника, металлургия, машиностроение и материалообработка, 

транспортные средства, приборостроение и оптотехника;
электронная техника, радиотехника и связь, автоматика и управление, информатика и вы

числительная техника, химическая технология и биотехнология, технология продовольствен

ных продуктов и потребительских товаров, архитектура и строительство, безопасность 

жизнедеятельности, природообустройство и защита окружающей среды

ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭБС
• Соответствие основным требованиям ФГОС ВПО
• Одновременный доступ неограниченного числа пользователей предоставляется через сеть 

Интернет
• Персональная статистика для каждого вуза (посещаемость, книговыдача и.т.д.)
• Каждое издание сопровождается библиографическим описанием и изображением обложки

ИНСТРУМЕНТЫ ДЛЯ РАБОТЫ В ЭБС
• Регистрация собственного личного кабинета
• Удобная навигация в системе позволит провести быстрый поиск по издательству, автору, наи

менованию, тематике, ISBN
• Создание и хранение электронных конспектов
• Установка «Закладки» для быстрого возвращения к прерванной работе
■ Отправка конспекта по электронной почте для дальнейшего использования
• Автоматическое формирование списка используемой литературы

ЦЕНОВАЯ ПОЛИТИКА
• Стоимость подписки зависит от количества пользователей
• Бесплатный доступ к новым поступлениям в течение срока подписки

ДЛЯ ОЗНАКОМЛЕНИЯ РЕКОМЕНДУЕМ ВОСПОЛЬЗОВАТЬСЯ 

БЕСПЛАТНОЙ ДЕМОВЕРСИЕЙ

Для подключения демоверсии нужно сообщить только IP-адрес (диапазон 1Р-адресов) 
организации по тел.: (495) 363-42-60, доб. 250 или e-mail: library@infra-m.ru

КОНТАКТНАЯ ИНФОРМАЦИЯ
Состав ЭБС
и финансовые вопросы
Главный редактор 
Научно-издательский центр 
«ИНФРА-М»
ПРУДНИКОВ 
Владимир Михайлович 
(495) 380-05-41 
Сот : 8 (926) 577-13-36 
e-mail: 291 @infra-m.ru 
e-mail: f3800@yandex.ru

Для заключения договора
Директор библиотечного агентства 
НЕСТЕРОВА Надежда Ивановна 
(495) 363-42-60, доб. 230
e-mail: nadin@infra-m.ru

Технические вопросы
Директор информационной службы 
ПАШ ИНЦЕВ Игорь Владимирович  
(495) 363-42-60, доб. 320
e-mail: ivp@infra-m.ru

С И Н Ф О Р М А Ц И Е Й  О НАС И НАШ ЕЙ ЛИТЕРАТУРЕ  
М О Ж Н О  О З Н А КО М И ТЬ С Я  НА САЙТЕ W W W .IN F R A  M .R U
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МЕТОДИЧЕСКИЙ КОМПЛЕКС РЕКТОРА ВУЗА

Уникальная серия книг предназначена 
для руководящих кадров 

высших учебных заведений, ректоров, деканов, 
заведующих кафедрами, преподавателей, 

а также студентов, аспирантов, докторантов 
и всех, кто интересуется проблемами 

внутривузовского управления.


