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В инженерной практике нередко нельзя ограничиться нахождением 
решений задач в статической или квазистатической постановке и, 
следовательно, приходится рассматривать динамические задачи в соб
ственном смысле этого слова. Настоящая книга представляет собой 
третью часть учебного пособия «Прочность пространственных элемен
тов конструкций»* и посвящена рассмотрению такого рода задач.

В первой главе дано физическое описание процесса распространения 
возмущений в виде волн напряжений. Указаны способы возбуждения 
возмущений и методы измерения кинематических и динамических па
раметров волн напряжений. Сформулирована задача о распростране
нии волн напряжений и указан метод решения ее для областей возму
щений нагрузки , разгрузки и отраженной волны. Рассмотрены осо
бенности взаимодействия волн напряжений при их распространении.

Вторая глава  посвящена рассмотрению напряженного состояния 
деформируемой среды при распространении волн напряжений. Изу
чено напряженное состояние в вязкоупругопластическом пространстве 
при взрыве, а  такж е  в вязкоупругопластическом полупространстве 
при ударе. Рассмотрено распределение напряжений в областях воз
мущений преграды конечной толщины с учетом отражения и взаимо
действия волн.

Дано подробное описание процесса внедрения тела в деформируе
мую среду.

В третьей главе изложены результаты исследования напряженного 
состояния деформируемых тел при распространении волн напряжений. 
Дано решение задач о напряженном состоянии тонкого стержня при 
ударе, плиты при взрыве и ударе, сферы при взрыве и ударе о пре
граду.

Рассмотрено напряженное состояние в полом цилиндре и конусе 
при взрыве и ударе.

Четвертая глава посвящена рассмотрению напряженного состоя
ния в оболочках вращения при динамическом нагружении. В част
ности, дано решение задач для оболочек вращения нулевой и не

• И о н о в  В .  Н . ,  О ги б а л о в  П. М .  П рочность  про стран ствен н ы х  эл ем е н то в  к о н 
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М . ,  1979; Ч .  2 .  С т а т и к а  и к о л е б а н и я .  М .,  1979.



нулевой гауссовой кривизны при действии внешнего и внутреннего 
давлений, оболочек вращения цилиндрической и конической форм 
при сжатии и тепловом воздействии.

В книге изложена общая динамическая теория деформируемых 
тел, даны постановки краевых задач и эффективные методы их ре
шения. Решения конкретных задач представлены в замкнутой форме 
или указан алгоритм их решения, позволяющий широко использо
вать ЭВМ.

Учебное пособие предназначается для студентов и аспирантов 
высших технических учебных заведений, может быть полезно лицам, 
занимающимся механикой деформируемых тел и расчетами прочности 
конструкций.

А вт оры



Г л а в а  1

ОПЫ ТНЫ Е ДАННЫЕ, ПО СТАНОВКА 
И РЕШЕНИЕ ЗА Д А Ч И  

О  РАСПРОСТРАНЕНИИ  ВО ЗМ УЩ ЕН И Й

В настоящей гл аве  разъясняются физическая природа возникно
вения и распространения возмущений, рассматриваются разнооб
разные методы измерения кинематических и динамических парамет
ров. Приводятся динамические уравнения и определяющие соотноше
ния, даются необходимые механические пояснения, важные для пони
мания сущности рассматриваемой проблемы. Приведена физико-мате
матическая постановка динамической задачи и изложен общий эф
фективный метод ее решения. Достаточно детально обсуждены усло
вия на фронте волны возмущений, выяснены области возмущений, 
инициированные волнами нагрузки и разгрузки, а также проанали
зировано отражение и взаимодействие волн напряжений при их рас
пространении.

Таким образом, в этой главе изложены все сведения, уравнения 
и соотношения, необходимые для корректной постановки краевых 
задач с учетом физико-механических свойств материала при импульс
ном нагружении, и указан  эффективный общий метод решения.

§ 1. Физическая картина распространения возмущений, 
способы их возбуждения

Нагружение, при котором действующие на тело внешние факторы 
характеризуются внезапностью приложения и кратковременностью 
действия, измеряемого микросекундами, причем интенсивность их 
достаточно велика, для того чтобы произвести разрушение и большие 
необратимые изменения в теле, на которое они действуют, называется 
импульсивным.  Импульсивное нагружение имеет место при взрыве и 
ударе. Возмущения распространяются с конечной скоростью, образуя 
области возл1 ущений, в которых тело находится в напряженно-дефор
мированном состоянии.

Наиболее полной характеристикой динамического и импульсив
ного нагружений является  с к о р о ст ь  д еф о р м а ц и и , определяемая в об
щем случае тензором скоростей деформаций

( ¿ ) = — М- (1.1-1)

Д л я  одноосного деформирования

. ( 1 . 1 .2 )



Учитывая, что е  =  и/1, где и — перемещение, I — длина, (1 .1.2) м о ж 
но записать в виде

но йи!(И — V — скорость перемещения, которая характеризует про
цесс нагружения, следовательно,

е ^ ь П .  (1 .1 .4 )

Таким образом, динамичность нагружения можно характеризовать 
скоростью нагружения V.

Нагружение динамическое в случае, если скорость нагружения 
V  больше критической скорости 1>кр:

v > v кp\ (1.1.5)

где а*, соответственно интенсивности напряжений и деформаций; 
е  — средняя деформация; К  — модуль объемного сжатия; р — плот
ность материала.

В теле при динамическом и импульсивном нагружениях возникают 
возмущения различной природы (нагрузки, разгрузки, отражения 
и т. д.), распространяющиеся с определенными конечными скоростя
ми, величина которых зависит от состояния тела и характера дефор
маций, в виде волн возмущений (волн нагрузки , волн разгрузки, 
отраженных волн), называемых волнами н а п р я ж е н и й .

Возмущения, распространяясь в теле, образуют области возму
щений, которые расширяются с течением времени и ограничены 
частью поверхности тела и поверхностью фронта волны напряжений. 
Каждой области возмущений соответствует свое напряженно-деформи- 
рованное состояние, характеризуемое тензором напряжений (ст) и 
тензором деформаций (е) и определяемое природой возмущения. В з а 
висимости от вида и природы волн напряжений области возмущений 
разделяются на первичные и вторичные. П ерви ч н ой  является область 
возмущений волны нагрузки, так  как  в случае ее отсутствия не с у 
ществуют волны разгрузки и отраженные волны.Области возмущений 
волны разгрузки и отраженных волн в т о р и ч н ы е , они всегда находят
ся внутри области возмущений волны нагрузки и являются областя
ми с начальными напряжениями и деформациями.

Область возмущений волны нагрузки зарождается в окрестности 
непосредственного действия того или иного фактора и с течением 
времени расширяется с конечной скоростью, равной скорости расп
ространения волны нагрузки а й. Эта область ограничена частью по
верхности тела, включая загруженную поверхность, и поверхностью 
фронта волны нагрузки (рис. 1). Движение частиц тела характери. 
зуется вектором скорости у„аГр и плотностью р„аГр; напряженно.



деформированное состояние тела — тензором напряжений (а )нагр и 
тензором деформаций (е)нагр» компоненты которых являются функ
циями координат х1 и времени t. Состояние тела в области возму
щений нагрузки зависит от физико-механических свойств материала 
и может быть упругим, вязким, пластическим, упругопластическим, 
вязкоупругим и т. д . В области покоя V =  О, плотность р =  р0, 
тензор напряжений (а ) и тензор деформаций (е) также равны нулю.

В момент времени когда прекращается рост интенсивности 
возмущений нагрузки  (интенсивность уменьшается или остается по
стоянной), начинается процесс разгрузки. Возмущения, соответст
вующие процессу разгрузки , распространяются в теле с конечной

скоростью в виде волны, названной 
X. А. Рахматулиным [35] волной  р а з г р у з 
к и ,  образуя область возмущений волны 
разгрузки, которая расположена внутри 
области возмущений нагрузки и является 
вторичной. Область возмущений разгруз
ки ограничена частью поверхности тела, 
включая загруженную часть, и фронтом 
волны разгрузки, которая с течением 
времени расширяется со скоростью Ь 
(рис. 2). Движение частиц тела в этой 
области характеризуется вектором скоро
сти Ураагр И ПЛОТНОСТЬЮ рр©агр» Н З П р я *  

Рие. 1 женно-деформированное состояние — тен
зором напряжений (а )разГр и тензором 

деформаций (е)разгр, компоненты которых являются функциями ко
ординат х1 и времени ¿. Состояние тела в области возмущений раз
грузки в зависимости от физико-механических свойств материала 
может быть упругим, вязким и вязкоупругим.

При выходе волны нагрузки или волны разгрузки на поверхность 
тела или при столкновении двух волн напряжений друг с другом 
имеет место явление отражения, при этом зарождается отраженная 
волна нагрузки или разгрузки, распространяющаяся с конечной 
скоростью а 0 или Ь в обратном направлении, образуя область возму
щений отраженной волны. Эта область расположена внутри области 
возмущений соответствующей прямой волны и является вторичной. 
Она ограничена той частью поверхности тела, где имеется отраже
ние, и фронтом отраженной волны (рис. 3, а)  или фронтом отражен
ной волны и поверхностями фронтов прямых волн (рис. 3, б). Дви
жение частиц тела в области возмущений отраженной волны описы
вается вектором скорости у отр и плотностью Ротр'» напряженно-де
формированное состояние — тензором напряжений (о)0тр и тензором 
деформаций (е)отр. Состояние тела в области возмущений может быть 
упругим, вязкоупругим , упругопластическим и другим и зависит 
от природы возмущения и физико-механических свойств материала.

Волны напряжений различной природы, распространяясь в теле, 
взаимодействуют д р уг  с другом, что приводит к образованию новых 
областей возмущений, перераспределению напряжений и деформаций

нагрузки



й другим явлениям, характерным дЛя динамического и и м пульсив
ного нагружений. При интерференции волн напряжений их интен
сивности складываются и могут достигать значений, превосходящих 
предел прочности материала. В этом случае наступает разрушение. 
После трех-четырехкратного прохождения и отражения волн н ап р я 
жений в теле процесс распространения возмущений становится у с т а 
новившимся, напряжения и дефор
мации усредняются, тело находит
ся в колебательном движении.

На фронте волны напряжений 
при переходе из одной области 
возмущений в другую перемеще
ния частиц тела изменяются не
прерывно {в противном случае 
происходит нарушение сплошно
сти материала), напряжения тер
пят разрыв, величина которого определяется значениями интенсив
ностей возмущений в соприкасающихся областях.

Возмущения, распространяющиеся в теле при его нагружении, 
характеризуются величиной интенсивности. Могут быть возмущения 
большой интенсивности (большой амплитуды) и возмущения малой 
интенсивности (малой амплитуды), которым соответствуют определен

ные конечные скорости распространения. В особых случаях, когда 
на тело действуют внешние силовые факторы большой интенсивности 
з короткие промежутки времени, возмущения большой амплитуды 
имеют большую скорость, чем возмущения малой амплитуды. При их 
распространении возмущения большой амплитуды догоняют возму- 
щения малой амплитуды, в результате образуется волна со ступен
чатым фронтом, который представляет собой поверхность, где пре
терпевают разрыв непрерывности параметры состояния и движения 
среды. Такую волну принято называть у д а р н о й  (более подробно эта 
волна будет рассмотрена в дальнейшем).

Рассмотренная физическая картина волнового процесса распрост
ранения возмущений позволяет провести исследование напряженно-



деформированного состояния тела в областях возмущений в любой 
момент времени с учетом всех специфических особенностей рассмат
риваемой области возмущений*. Поведение материала при динами
ческом и импульсивном нагружениях предполагается известным, т. е. 
учитывается локальность напряженно-деформированного состояния, 
что характерно для динамического и особенно импульсивного нагру
жения.

Возмущения могут быть вызваны различно. В одних случаях 
возбуждение возмущений естественное, связанное с явлениями, ко
торые происходят в недрах Земли, атмосфере, Вселенной; в других 
случаях  возмущения создаются искусственно с помощью взрыва 
или удара. Изучение естественного возбуждения возмущений позво
лит наиболее полно познать природу таких явлений, к ак  землетрясе
ния, ураганы и др., предугадывать их возникновение и своевременно 
принимать меры к  частичной или полной ликвидации их вредного 
действия.

Рассмотрим искусственное возбуждение возмущений. Искусствен
ное возбуждение позволяет получать возмущения любой интенсив
ности. Существующие способы искусственного возбуждения возму
щений подразделяются на три типа: ударные, взрывные, смешанные.

Ударные способы возбуждения возмущений. Возмущения воз
буждаются в результате удара по телу каким-либо другим телом, 
при этом силы, вызванные соударением тел, называют у д арными .  
Целесообразно различать ударник и приемник удара. Тело, кото
рое ударяет, назовем у д а р н и к о м ; тело, по которому ударяют, — 
при ем ником .  Приемником удара могут быть полубесконечные тела, 
плиты, стержни и т. д . ;  в качестве ударника используются шары, 
стержни, пули, снаряды.

Изменяя скорость ударника, его материал и геометрические 
размеры, можно получить импульсы, которым соответствуют кривые 
о — /, изменяющиеся в широких пределах, а такж е распределение 
давления на поверхности контакта как функцию времени и закон, 
по которому нагрузка распределяется в ударнике и приемнике удара 
(причем следует принимать во внимание упругие, вязкие и пласти
ческие эффекты к ак  в ударнике, так  и в приемнике удара). В связи 
с этим ударяющие тела удобно разделить на два вида: 1) тела, ко
торые при ударе теряют свои размеры и форму; 2) тела, которые 
при ударе сохраняют свои размеры и форму.

Примером тела, которое при ударе сильно деформируется, может 
служить пуля, сделанная из мягкого материала и летящая с доста
точно большой скоростью. В этом случае напряжения, возникающие 
при ударе, значительно превышают предел прочности материала 
при сжатии и в первом приближении (по Гопкинсону 150], [51]) 
ударник ведет себя к а к  жидкость, что позволяет вычислить напря
жения при ударе и построить кривую а — При нормальном ударе

* О ги ба л о в  П. М . ,  К и й к о  И. А. Поведение в е щ е с т в а  под д а в л е н и ем .  М . ,  
1962; О ги ба л о в  П. М . ,  К и й к о  И. А. О черки по м е х а н и к е  в ы со к и х  п а р а м е тр о в .  
М . .  1966.



круглого цилиндра длины I о жесткую  плиту со скоростью ис перед
нее основание цилиндра останавливается, тогда к ак  заднее основа
ние продолжает движение вперед с неизменной скоростью (рис. 4). 
Каждое сечение цилиндра, достигая плиты, растекается в поперечном 
направлении, и основное движение прекращается. Задние части 
цилиндра продолжают движение со скоростью ис , доходят до плиты 
и теряют свои количества движения. Когда заднее основание цилиндра 
достигает плиты, поступательное движение частей цилиндра п рекра
щается. Продолжительность удара равна 
времени перемещения цилиндра на рас
стояние I:

=  т  с, (1Л.7)

напряжение, соответствующее удару ,

ударная сила
а  =  рсус%

7  =  Рс^с5,

(1.1.8)

(1 .1 .9)

г.

N
л

■/ ^ 1 *ударник

Рис. 4

где рс — плотность материала ударника ; 5  — площадь контакта ,  
величина которой определяется значениями рс, v Q и радиусом у д а р 
ника в различных сечениях. В экспериментах подобного типа в к а 
честве ударника используются свинцовые пули с головкой различной 
формы, что позволяет получать различные по конфигурации кривы е 
а — При обработке данных эксперимента со стержнями предпола
гаются известными плотность р и модуль упругости Е м атериала ; 
скорость волны расширения г0 =  У  Е/р; напряжения равномерно рас
пределены по поперечному сечению. Эксперименты показали, что 
кривые сг— полученные по теории Гопкинсона, имеют погрешности. 
На начальном участке они возникают из-за трудностей, св язан н ы х  
с точным измерением размеров ударника, на конечном участке пог
решности являются следствием того, что на заключительной стадии  
удара сопротивление ударника становится сравнимым с инерционны
ми силами, существенно влияющим на продолжительность у д а р а ,  
причем наблюдаемые величины на 30—40% превышают расчетные. 
С другой стороны, при условии, что в соударяемых телах пласти
ческие деформации при ударе отсутствуют, расчетные значения 
максимального давления в пределах точности эксперимента совпадают 
со значениями, полученными в экспериментах с мерным стержнем 
Гопкинсона. Однако такое представление о поведении ударн и ка  
сильно упрощено. В действительности не наблюдается полного соот
ветствия свойств материала ударника свойствам идеальной ж и д к о 
сти, поэтому необходимо рассмотреть второй предельный случай — 
ударник к ак  идеально-упругое тело.

Пусть ударник — идеально упругий стержень длины /, тогда 
при ударе о жесткий приемник (плиту) со скоростью ис  передний ко 
нец стержня останавливается, возникает напряжение а = р с 0ис, 
где р — плотность материала стержня, с 0 — скорость распрост
ранения волны расширения (рис. 5). Возникшее на конце ударн и ка



напряжение распространяется по стержню со скоростью с 0 (на рис. 5 
показано состояние стержня в различные стадии удара). В некото
рый момент времени часть стержня, пройденная волной, находится 
в покое и сжата, остальная часть продолжает движение вперед с не
изменной скоростью. Каждое сечение в момент прихода волны резко 
останавливается; когда волна достигает свободного конца, стержень 
приходит в состояние покоя и подобен сжатой пружине. На свободном 
конце давление отсутствует, стержень начинает расширяться, вдоль

него в обратном направлении распростра
няется волна разгрузки, сечения последова
тельно приобретают скорость ис. В момент 
времени 211с0 волна разгрузки достигает пе
реднего конца, стержень отходит от плиты 
и движется в обратном направлении со ско
ростью ис. Продолжительность удара

Ъ -  2Ис0-, (1.1.10)

давление на поверхности контакта постоянно: 

Р =  Р ^ с .  (1.1.11)

Изложенное применимо только к вполне 
упругому удару по бесконечной в попереч

ном направлении плите конечной толщины, следовательно, спра
ведливо только в начальной стадии любого удара.

Во многих экспериментах ударником являются сферические, ци
линдрические и другой формы тела вращения, для которых продол
жительность удара велика по сравнению с временем прохождения 
волной напряжений наибольшего размера ударника. В этом случае 
для  построения кривой о —/ используется решение Герца [23], [28], 
которое требует численного интегрирования. Достаточно знать 
продолжительность удара  £с, максимальный радиус контакта г т и 
максимальную осевую силу Р т , развивающуюся во время соударе
ния. Эти величины определяются экспериментально, значения их 
приведены в табл. 1 [8].

Т а б л и ц а  1

к , с м ®с, см/с <с, МКС ' т .  си Р т . 1 0 « ,  д и к

0 ,1 1 4 ,0 33 ,5 0 ,0071 1 ,63
0 ,2 5 2 2 ,2 30 ,6 0 ,0 0 8 5 2 ,8 4
0 ,5 3 1 ,4 28 ,3 0 ,00 98 4,31
1 4 4 ,3 26 ,4 0 ,01 13 6 ,5 7
5 9 9 ,1 22 ,5 0 ,01 55 17,1

10 140 21 ,0 0 ,0 1 7 8 2 5 ,9
25 222 19,1 0 ,2 1 4 4 4 ,9
50 443 16,7 0 ,2 8 2 103,2

ЗдесьЛ — высота падения ударника; диаметр шара 2Я — 0,636 см. 
Все изложенное справедливо при условии, что возникающие в удар

Л г - /
ударник

б  = о

1/с
I I

Рис. 5



нике напряжения по своей величине не превосходят предела упру
гости. В действительности всегда имеют место пластические дефор
мации, влияние которых можно уменьшить, если использовать 
наковальню, представляющую собой короткий элемент (плиту) из 
прочного материала. Ударник попадает на переднюю поверхность 
наковальни, задняя поверхность которой выровнена, отшлифована 
и с помощью смазки плотно прижата к  поверхности приемника, 
что обеспечивает передачу упругих волн без искажения.

Итак, на поверхности приемника имеют место ударные нагрузки, 
которые являются возбудителями возмущений, распространяющихся 
в теле. Однако, как  будет показано в дальнейшем, вид нагрузок 
и их интенсивность во многом зависят от поведения приемника.

Д ля  сообщения ударнику требуемой скорости используются 
ударные машины: копры различной конструкции и пневмо-газовые 
пушки*. Копры бывают трех типов: с  п а д аю щ и м  г р у з о м ,  м аят ник о* 
вые и р отаци онны е .  Работа копра первого типа основана на использо
вании энергии удара падающего с определенной высоты груза. 
Такой копер может иметь любую мощность, однако конструкция его 
громоздка и неудобна п эксплуатации, поэтому практически ско
рость удара от 3 до 10 м/с. В маятниковых копрах по телу ударяет 
маятник массы т,  имеющий заданную скорость движения. Такие 
копры, в основном, используются при испытаниях образцов на удар
ное разрушение. Измеряемой величиной является  энергия, погло
щаемая образцом при разрушении, которая равна разности между 
энергией удара, определяемой по начальному положению маятника, 
и основной энергией маятника, определяемой по наивысшему поло
жению маятника, которое достигается им после разрушения образца. 
Скорость удара обычно не превышает 10 м/с, хотя можно достигнуть 
и больших значений. Копры, в которых удар по телу  осуществляется 
за счет вращения маховика, называются ротационными. Он имеет 
неподвижную наковальню, образец крепится на маховике. Энергия 
удара определяется по изменению скорости вращения маховика до 
и после удара. Скорость удара не превышает 60 м/с.

Д ля получения большой скорости удара разработаны специальные 
ударные машины — пневмогазовые пушки [14,4] различной конструк
ции. В таких машинах ударник выстреливается с большой скоростью 
и ударяет по образцу в заданном сечении, сж и м ая  или растягивая 
его в зависимости от места приложения ударной нагрузки. Наи
большая скорость ударника, получаемая на таких  машинах, непре- 
вышает 300 м/с.

При высокоскоростном соударении ударник приобретает ско
рость в результате выстрела из артиллерийского орудия или с по
мощью специальной установки. В этом случае ударником является 
снаряд, приемником удара — испытуемая плита. Скорость удара 
может достигать (3—5) • 103 м/с.

* И л ью ш и н  А. -4., О ги ба л о в  П. М .  Н овы й  п н е в м а т и ч е с к и й  скоростной  ко* 
пер .  — И зв .  А Н  С С С Р . ,  О Г Н , 1957, № 3 ,  с. 5 7 — 65 .



Взрывные способы возбуждения возмущений. Возмущения в де
формируемом теле можно вызвать с помощью взрывчатых веществ 
(В. В.). К ак  известно, взрывчатым веществом называют вещество, 
способное под влиянием внешних воздействий (тепла, давления, ме
ханического удара) за короткий промежуток времени полностью 
или частично превращаться в другие, более устойчивые вещества 
(большей частью газообразные). Процесс превращения одного ве
щества в други е называется в зрывом , а образующиеся при этом 
газообразные вещества — п р о д у к т а м и  взрыва.  Взрывчатые вещества 
могут быть д е т о н и р у ю щ и м и  (характеризуются высокой скоростью 
реакции и высоким давлением) и в о с пл ам ен яющим и с я  (характеризу

ются медленным сгоранием и более низ
ким давлением). Больший интерес 
представляют детонирующие В. В., на
ходящиеся, к ак  правило, в твердом со
стоянии и обладающие свойствами 
упругости, вязкости и пластичности. 
Сравнительная оценка взрывчатых ве
ществ проводится по фугасному и бри
зантному действиям. Фу га сн ым  д е й с т 
ви ем  называется способность В. В. 
производить разрушающее взрывное 
воздействие, оно зависит от скоростей 
расширяющихся газов в области взры

ва. Б р и з а н т н о с т ь  является мерой дробящего воздействия В. В. 
Возбуждение взрыва во взрывчатом веществе вызывается каким- 
либо внешним воздействием и может быть реализовано в одной
или нескольких точках с помощью различных детонаторов. Детона
ция — процесс химического превращения В. В., распространяю
щийся в виде детонационной волны с большой постоянной скоростью 
£), измеряемой в тыс. м/с и зависящей от ряда факторов 147, 381. 
Процесс взрыва сопровождается высокими давлением и температу
рой, обладает энергией, освободившейся при химическом превраще
нии В. В. и способной совершить механическую работу при расши
рении продуктов взрыва со скоростью

и =  (1.1.12)

где к ~  1/3.
Высокие давления и температуры, имеющие место при расширении 

продуктов взрыва, постепенно уменьшаются, причем процесс рас
ширения протекает различно и в сильной степени определяется геомет
рической формой заряда . Динамика взрыва и расширения продуктов 
взрыва для плоской полосы В. В. показана на рис. 6, при этом пред
полагается, что детонация вызвана на большом расстоянии от рас
сматриваемой области. Перед фронтом детонационной волны находит
ся В. В .,  за  ее фронтом — продукты взрыва. Так как  продукты 
взрыва имеют высокое давление и высокую температуру, то они 
расширяются в поперечном направлении, при этом образуется волна 
разгрузки, скорость распространения которой равна скорости звука

Ш  на. 
ра згр узки

В =  75000 м/с

продукты

Епродукты .  (

—  ^  . ¡г
неразгруженные $  д

фронт
детонации

8олны

Рис. 6



в продуктах взрыва ( » 2 0 , 3  [47, 38]). Расширение начинается на двух 
граничных поверхностях заряда, следовательно, при установившемся 
процессе детонации всегда имеется область СЕР, в которой не ощу
щается влияние волны разгрузки. Д ля цилиндрического заряда 
область СЕИ является конической. При ограниченной длине заряда 
давление внутри конуса дает выброс вследствие резко выраженного 
краевого эффекта. Процесс расширения продуктов взрыва регулиру
ется изменением формы заряда.

Тела, находящиеся в области взрыва, испытывают действие про
дуктов взрыва. На поверхности тела возникают импульсивные на
грузки (в виде давления), которые и являются возбудителями воз
мущений, распространяющихся в теле. Давление р  распределено 
некоторым образом по поверхности тела и изменяется с течением вре
мени: р  =  р  (* ', (). Форма кривой р —1 в точке определяется х арак
тером расширения продуктов взрыва и зависит от формы заряда 
В. В .,  количества В. В. и степени стеснения продуктов взрыва. 
Рассмотрим, например, цилиндрический заряд  В. В., помещенный 
на абсолютно жесткой поверхности (рис. 7). При взрыве заряда 
по цилиндру В. В. распространяется детонационная волна. В момент 
полного прохождения волной цилиндра продукты взрыва начнут 
расширяться, в этот момент зарождается волна разгрузки . Если ци
линдр В. В. достаточно длинный, то волна достигает точек А В ,  С

Рис. 7



почти одновременно, давление в точках одинаково (картина расши
рения приведена на рис. 7, а) .  По мере распространения волны раз- 
хрузки давление уменьшается вначале в точке С (рис. 7, а) ,  затем 
в точке В  (рис. 7, 6) и, наконец, в точке А (рис. 7, в). Однако сум
марный импульс в точке А больше, чем в точке В,  и гораздо больше, 
чем в точке С. При взрыве плоского заряда динамика процесса на
гружения тела иная (рис. 8, а) ,  детонация распространяется слева

Рис. 8 Рис. 9

направо вдоль поверхности тела; кривая давления р —/ приведена 
на рис. 8, б .  Длина с1 участка, на котором давление постоянно, за 
висит от толщины заряда.

Если заряд  В. В. помещен в толстостенный цилиндр, то динамика 
взрыва принципиально отлична от вышеописанных (рис, 9). После 
инициирования вдоль заряда В. В. распространяется детонацион
ная волна со скоростью Ь  вправо, образующиеся продукты взрыва 
выталкиваются через левый торец цилиндра, зарождается волна 
разгрузки, которая распространяется вдоль цилиндра с меньшей ско
ростью, чем детонационная волна. В результате расстояние между 
фронтами волн с течением времени увеличивается. Детонационная 
волна, достигнув правого торца цилиндра, порождает волну раз
грузки, которая распространяется в обратном направлении (влево) 
навстречу детонационной волне, идущей вправо по цилиндру. В точ
ках  А, В ,  О  давления изменяются неодинаково, кривые давления 
р —t в каждой из указанных точек изображены на рис. 9. В точке С 
давление действует большее время, чем в любой другой точке цилинд
ра, продолжительность действия давления в этой точке определяется 
значениями скоростей волн детонации и разгрузки, а такж е длиной 
цилиндра, в котором помещен заряд  В. В. Все вышеизложенное поз
воляет судить о влиянии формы заряда , его размещении на теле и ви



де В. В. на характер распределения давлеиия по поверхности тела , 
его интенсивность н продолжительность действия,

Реальное тело не обладает абсолютной жесткостью. Поверх
ность тела, на которую действует давление продуктов взрыва, дефор
мируется, что оказывает влияние на интенсивность импульсивных 
нагрузок. Реакция тела на действие нагрузок сводится к следующему: 
1) вблизи поверхности материал тела под действием высокого д ав л е 
ния продуктов взрыва вначале сильно сжимается; 2) при внезапном 
уменьшении давления поверхность тела возвращается в ненапря
женное состояние, хотя материал может получить значительную плас
тическую деформацию; 3) в теле возникают возмущения, вызванные 
действующим давлением продуктов взрыва, длительность действия 
которых мала, так  что длина импульса в материале невелика, однако 
возмущения имеют вид волны с крутым фронтом. Распространение 
этих волн проходит с высокими скоростями, т. е. в этом случае , 
очевидно, зарождаются ударные волны. При большой интенсивности 
возмущений тело может разрушаться либо в отдельных локальных 
областях, либо по всему объему.

Таким образом, взрывные способы позволяют не только вызывать 
возмущения в теле, но и управлять этими возмущениями, изменяя 
вид В. В., форму заряда, место его приложения, способ иницииро
вания и т. д.

Смешанные способы возбуждения возмущений.’ В тех сл учаях , 
когда требуется получить и сохранить возмущения малой амплитуды, 
используются электрические и электронные способы возбуждения. 
В этих способах для приведения в действие преобразователя, прев
ращающего электрическую энергию возбуждающего тока в механи
ческую энергию волны напряжений в теле, используется переменный 
ток, частота волн при этом лежит между 20 кГц и 50 мГц. С помощью 
соответствующих контуров можно получать или непрерывный р яд  
волн, или импульсы, состоящие из коротких серий волн высокой 
частоты, повторяющихся регулярно с низкой частотой. Д ля  этого 
используются преобразователи, принцип действия которых основан 
на магнитострикционном или пьезоэлектрическом эффектах. М атериа
лами для пьезоэлектрических преобразователей кроме кристаллов 
кварца служат искусственные ферроэлектрические кристаллы (в част
ности, титанат бария в виде поликристаллической керамики), имею
щие по сравнению с естественными кристаллами большую чувстви
тельность и меньшее сопротивление. Однако температура Кюри ис
кусственных кристаллов сравнительно низка (при нагревании выше 
этой температуры пьезоэлектрические свойства пропадают). М ате
риалами для магнитострикционных преобразователей служат ферро
магнитные элементы и сплавы. Максимальные деформации в обоих 
случаях определяются механическими свойствами материала тел а .  
Д ля возбуждения слабых импульсов напряжений используют и ск 
ровой способ, предложенный Кауфманом и Ревером 152). П реиму
щество этого способа состоит в том, что искра действует как точечный 
источник, тогда к ак  пьезоэлектрический преобразователь, благодаря 
дифракции, дает сложную волновую картину .



Таким образом, в теле можно возбудить возмущения, имеющие 
любые характеристики, которым соответствуют волны напряжений 
любой интенсивности, а такж е ударные волны.

§ 2. М етоды  измерения кинематических 
и динамических параметров волн напряжений

Изучение процесса распространения волн возмущений в теле 
сводится к установлению зависимостей изменения во времени напря
жений, деформаций, скоростей или перемещений частиц и других па
раметров состояния материала в любой точке области возмущений. 
При экспериментальном исследовании необходимо измерять пере
численные параметры в любой момент времени для произвольной
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Рис. 10

точки тела. Эта задача имеет большое научное и практическое зна
чение, однако решение ее весьма сложно из-за быстрого изменения 
параметров во времени, малой продолжительности процесса и неко
торых других причин. Разработаны методы экспериментального 
исследования процесса распространения волн возмущений в теле, 
основанные на различных принципах измерения кинематических 
и динамических параметров. Это механич е ские ,  ф ото гр афич е с ки е  и 
э л е кт р ич е с к и е  методы.

В основу механических методов измерения положен принцип 
Гопкинсона1б0,51], сущность которого состоит в экспериментальном 
определении последовательных приращений количества движения, 
т. е. площадей под кривой о(^), и построении по ним полной кри
вой а  (/).

Рассмотрим два  стержня Л и В,  изготовленных из одного и того же 
Материала и находящихся в контакте друг с другом по поверхности 
торца т п  (рис. 10, а,  б ) .  Контакт стержней не сопротивляется рас
тягивающим напряжениям и пропускает волну сжатия без искаже
ния. Импульсивная нагрузка  р  (/), приложенная к левому торцу 
стержня А, порождает волну напряжений сжатия, которая распро
страняется по стержню А вправо, переходит без искажения в 
стержень В  и, достигнув свободного (правого) торца стержня В,  
отражается к ак  волна растяжения, распространяющаяся в обрат
ном направлении; скорость распространения волн постоянна; с 0 =



]/£/р. Напряжения в произвольном сечении стержня определяю т
ся как  сумма напряжений от прямой и отраженной волн. При до 
стижении волной растяжения контактной поверхности стержень В  
отлетает вправо, стержень А остается в покое; это произойдет в 
случае, если растягивающее напряжение превысит сжимающее, в 
противном случае стержень В  не отскакивает. Приобретенное 
стержнем В  количество движения можно вычислить. Пусть 5  — пло
щадь поперечного сечения стержня В,  I — его длина, сг — н ап р яж е
ние в волне в момент времени t. Количество движения, приобретен
н о е  стержнем В,  соответствует промежутку времени 2//с0 и равно

М в =  j* S a ( t ) d t .  (1 .2 .1 )
о

Следовательно, М в  зависит от длины I стержня В.  Если 1 > Х ! 2 
(X — длина волны напряжений), то все количество движения приоб
ретается стержнем В , причем это движение соответствует полной 
площади под кривой a  (t). Если I <  ?*/2, то только часть количества 
движения приобретается стержнем В  [ее можно вычислить по фор
муле (1.2.1)], остальная же часть не выходит из стержня А,  если 
волна имеет ударный фронт.

Таким образом, изменяя длину стержня В,  можно находить пло
щади под кривой о  (t) в различные промежутки времени.

Точную форму кривой а (¿) определить невозможно, так к а к  н еиз
вестны моменты времени, соответствующие началу различных интер
валов; продолжительность импульса Т  и максимальное значение н а 
пряжения сгт  можно найти. Действительно, для стержня В  продол
жительность импульса

Г  =  2 i/c0. (1 .2 .2 )

При определении а т используют очень короткие стержни, т ак  что 
в промежуток времени Т достигается максимальное напряжение, 
причем количество движения, заключенное в стержне В,

М в  =  o mS  (2¿/с0). (1 .2 .3 )

Если стержень В  отскакивает со скоростью v ,  то

М в =  р S î v .  (1 .2 .4 )

Сравнивая (1.2.3) и (1.2.4), находим^

v  =  2crm/pc0. (1 .2 .5 )

Д ля продольных упругих волн справедливо соотношение

о  =  р с 0и , ( 1 .2 .6 )

доказательство которого приведено в гл . 3. Если и т — м аксималь
ная скорость частицы в волне, то согласно (1.2.5) и (1.2.6) имеем

v  =  2 и т. (1 .2 .7 )



Если волна напряжений отражается нормально от свободной по
верхности, то скорость поверхности 2й,  поэтому скорость отделения 
V очень короткого стержня В  равна максимальной скорости, кото
р а я  сообщается волной напряжений свободному концу. Все сказан
ное справедливо для  равномерного распределения по поперечному 
сечению напряжений и перемещений в волне, вызванной переходным 
распределением нормальных напряжений, которые действуют на кон
це стержня.

Рассмотрим прибор, реализующий принцип Гопкинсона. Он 
состоит из цилиндрического длинного стержня А определенного 
диаметра, подвешенного в горизонтальном положении на четырех 
нитях и способного совершать колебания в вертикальной плоскости. 
К одному концу стержня А прижат цилиндрический стержень В , 
называемый хронометром, к другому концу стержня прикладывается 
импульсивная н агр узка  (давление при ударе или взрыве). Хронометр 
изготовлен из того ж е  материала, что и стержень Л, имеет одина
ковый с ним диаметр. Один торец хронометра и концевое сечение 
стержня А, к которому он прижат, притерты; хронометр удержи
вается магнитным притяжением или нанесением тонкого слоя смаз
ки на притертые поверхности. Такой прибор использовался Гоп- 
кинсоном при изучении удара снаряда в преграду. С помощью бал
листического маятника замеряется количество движения хрономет
ра, затем, используя приведенные зависимости, можно определить 
напряжение и другие параметры. Описанное устройство, называемое 
мерным с т е р ж н ем  Г о п к и н с о н а ,  имеет два существенных недостатка:
1) используя его, можно определить только продолжительность им
пульса Т и значение стт  и нельзя выяснить вид кривой ст (/); 2) рас
тягивающее усилие, необходимое для нарушения контакта между 
стержнем и хронометром, мешает использовать прибор для изме
рений импульсов малой амплитуды.

Р . Девис 18, 26] предложил мерный стержень, в котором изме
рения осуществляются электрическим способом, при этом обеспе
чивается непрерывная запись продольного перемещения, производи
мого импульсом напряжения на свободном конце стержня. С по
мощью стержня Девиса на основании соотношений (1.2.6) и (1.2.7) 
кривую и (() можно получить непосредственно, затем, дифференци
руя  эту кривую, найти кривую а  (/) для импульса. Если же вместо 
продольного перемещения и конца стержня измерять радиальное 
перемещение до в том ж е  сечении стержня, то получим

хз) =  {чГъ1Е)а, (1.2.8)
г д е  г 0 — радиус стержня; Е — модуль упругости; V — коэффици
ент Пуассона. В этом случае кривую а{1) можно получить из кривой 
о  (0  умножением на х г0!Е.  С помощью стержня Девиса получается 
правильная запись импульсивной нагрузки, если напряжение не пре
вышает предела упругости материала, а импульсивная нагрузка из
меняется так , что длины волн, связанных с импульсом давления, 
сравнимы с радиусом стержня. Принципиальная схема стержня 
Девиса приведена на рис. 11. Продольное перемещение и концевого



сечения стержня можно измерить, используя стержень в качестве 
заземленной обкладки в плоском конденсаторе. Изолированная об
кладка состоит из металлической пластинки, вмонтированной 
в узел стержневого конденсатора, который свободно скользит 
по концу стержня и содержит изолированную пластинку, параллель
ную концевому сечению стержня. При медленном движении стержня 
обе обкладки движ утся одновременно; при наличии импульса конец 
стержня перемещается свободно, тогда к ак  изолированная п лас
тинка по инерции в течение короткого промежутка времени оста
ется в покое. Изолированная пластинка заряжается до высокого 
напряжения с помощью узла питания конденсатора, который имеет

к о л ь ц е в о й  у з е л  с т е р ж н е в о ю
в ы к л ю ч а т е л ь  к о н д е н с а т о р а

Рис. <1

контур сопротивление — емкость с большой постоянной времени, 
чем обеспечивается медленное изменение заряда изолированной п лас
тинки. Быстрое изменение емкости плоскопараллельного конден
сатора приводит к  соответствующим изменениям разности потенциа
лов между его обкладками, при малом изменении емкости разность 
потенциалов прямо пропорциональна перемещению концевого се
чения стержня. Изменения разности потенциалов усиливаются и 
подаются на катодно-лучевой осциллограф, где они регистрируют
ся. На экране осциллографа имеются два пятнышка, которые д ви 
жутся одинаково в горизонтальном направлении, но могут иметь 
независимые вертикальные перемещения. Электрический сигнал  
от узла плоскопараллельного конденсатора после усилений исполь
зуется для перемещения одного из пятнышек осциллографа, тогда к а к  
другое пятнышко получает питание от осциллятора радиочастот. 
Горизонтальное перемещение пятнышка производится с помощью 
узла пробежки, который включается инерционным выключателем, 
расположенным на стержне. Выключатель состоит из изолированного 
металлического конца, который свободно скользит по стержню и 
находится в контакте с металлическими штифтами, ввинченными 
в стержень. Набегающий импульс отделяет кольцо от штифтов и 
зажигает газонаполненную термоионную лампу в узле пробежки, 
кроме этого, узел пробежки накладывает мгновенное положительное 
напряжение на контрольную сетку катодно-лучевой трубки, в ре



зультате чего яркость пятнышка возрастает при движении по э к 
рану. В описанное устройство Девисом были введены два конденса
тора цилиндрического типа, в которых изолированная металличе
ская  цилиндрическая трубка удерживается так ,  что ее ось совпа
дает с осью стержня. Первый конденсатор поставлен на конце 
стержня и измеряет продольные перемещения, второй устанавливает
ся в любом месте стержня и измеряет радиальные перемещения. 
Девисом показано, что для импульсов короткой продолжительности 
оба цилиндрических конденсатора дают эффекты искажения более 
сильные, чем плоскопараллельный конденсатор, поэтому эти 
конденсаторы применялись только для длинных импульсов. При 
измерении продольного перемещения и цилиндрический конденсатор 
имеет постоянную чувствительность даже при больших перемеще
ниях; конденсатор, измеряющий радиальные перемещения со, дает 
показания, пропорциональные напряжению о ,  следовательно, нет 
необходимости дифференцировать кривую ха{().

Д ля измерения параметров волн напряжений, вызванных взры
вом или ударом, при распространении их в металлах Райнхарт и 
Пирсон Г37] предложили другую реализацию принципа Гопкинсона, 
сводящуюся к  следующему. На поверхности массивной металли
ческой плиты устанавливается цилиндрический заряд В. В., на ее 
противоположной (тыльной) поверхности помещается маленькая 
шайба из того же материала, что и плита, по одной линии с зарядом 
(рис. 12). Заряд В. В. подрывали и измеряли скорость шайбы. 
Такая  процедура повторялась с шайбами различной толщины Н. 
В результате были получены необходимые данные для построения 
кривой а  (/) в соответствии с приведенными зависимостями. Спо
соб шайб дает хорошие результаты в том случае, если интенсивность 
волны невелика. При большой интенсивности волны напряжений 
шайба будет пластически деформироваться и может произойти откол. 
Представленная на рис. 12 схема не позволяет измерять скорость 
частиц (напряжение) точно в каком-либо месте внутри плиты, она 
определяет среднее напряжение в волне напряжений при падении 
ее на тыльную поверхность плиты, которое приближенно соответ
ствует пространственному распределению напряжений внутри плиты. 
Различие невелико д л я  волны, интенсивность которой затухает 
слабо, и значительно при быстром затухании, имеющем место в вол
не большой интенсивности. Отмеченные недостатки можно устра
нить или значительно уменьшить их влияние с помощью видоизме
ненного устройства, схема которого представлена на рис. 13. 
В плите с тыльной поверхности просверливается гнездо, в которое 
вкладывается несколько шайб, причем по отношению к  распрост
ранению волны сж ати я шайбы действуют так , к а к  если бы они были 
частями плиты. Откол шайб можно исключить путем разумного 
подбора их толщин. Шайбы в гнезде необходимо поместить так, чтобы 
стык соседних шайб всегда находился в том месте, где ожидается 
разрушение. Такое устройство позволяет получить в результате 
одного испытания достаточно данных для построения полного рас
пределения скоростей частиц. Оно позволяет такж е  измерять напря



жения, которые достаточно высоки, для  того чтобы вызвать откол 
тонких шайб, т. е. разрушение, параллельное их поверхности, иод 
действием отраженной волны растяжения, порожденной отражением 
прямой волны сжатия от свободной поверхности шайбы. Полученные 
результаты правильны, если волна имеет ударный фронт, з а  кото
рым следует монотонное убывание интенсивности напряжений. 
Продолжительность действия напряжений порядка 10 мкс, м акси 
мальное напряжение а т  =  7,5 • 1010 дин/см2, что в 5—6 раз превыша
ет предел прочности материала. Измерение скоростей частиц на 
тыльной поверхности плиты можно проводить с помощью отпечатка 
(вдавливания) по схеме, приведенной на рис. 12. Пусть 5  — пло
щадь контакта шайбы и плиты, И — толщина шайбы, I — время, от

считываемое от момента прихода фронта волны напряжений на тыль» 
ную поверхность плиты. В момент / =  0 частицы на площади 5  на
чинают двигаться вперед и их скорость равна половине скорости 
частиц, расположенных в окрестности площади 5 ,  так  к ак  в этой о к 
рестности скорости частиц удваиваются из-за отражения волн на
пряжений от свободной поверхности. Некоторое различие скоростей 
в этих двух  областях сохраняется до момента Т •= 2Ша0> когда 
контакт нарушится вследствие прихода в 5  волны растяж ения, от
раженной от свободной поверхности шайбы. Если материал плиты 
находится в пластическом состоянии, то различие в скоростях при
водит к  остаточному отпечатку (вмятине) на поверхности плиты. 
Если предположить, что уп р угая  деформация отсутствует, то 
глубина вдавливания

где V (0  — скорость частиц за фронтом волны. Следовательно, если 
брать шайбы различной толщины, то можно определить зависимость 
V (¿). Очевидно, такой способ измерения скорости частиц наиболее 
эффективен для материалов с явно выраженными пластическими 
свойствами, где обеспечено получение отчетливых вмятин.

Все вышеизложенное позволяет утверждать , что принцип Гоп« 
кинсона применим к  любым деформирумым телам при условии, что 
волны напряжений распространяются с постоянной скоростью а 0,

Рис. 11 Рис. а

2 Н/а,
(1.2.9)



Напряжение ст и скорость частиц и — V связаны соотношением 
о  =  р а 0и.

В схемы устройств для  измерения кинематических и динамиче
ских параметров процесса распространения волн напряжений вхо
д я т  датчики, являющиеся преобразователями механических возму
щений в электрические сигналы, и измерительная аппаратура, по
зволяющая регистрировать эти сигналы. Рассмотрим принцип 
работы и устройство датчиков и измерительной аппаратуры. Уста
новим требования, предъявляемые к ним, на примере аксельрометра 
[прибора для замера ускорения, представляющего собой систему 

с одной степенью свободы и состоящую из инер
ционного элемента массы М ,  упругого чувстви
тельного элемента с жесткостью К  и демпфера с 
коэффициентом затухания т  (рис. 14)]. При опре- 

Щ Ш к| деленных допущениях [1] систему можно считать ли-
У7Ш///Ш/Ш нейной и ее движение характеризовать уравнением

м

х +  2дд: {- <ù2x =  / (t), решение которого имеет вид 
Рис. 14 x ~ g n / ( ù 2 — ц ,  (1.2.10)

где g  — ускорение свободного падения; п  — (l/g)/ ( t) — перегрузка; 
f  — функция, определяющая измеряемое ускорение; со — собст
венная частота колебаний системы; # ~т/{2М ) — коэффициент демп- 
фирования системы;

t
т}= —£—e~~út Г (е-# т я (т ) ] '  coso ( t— x)dx  (1.2.11)

<os J 
o

— динамическая поправка к  перемещению системы. При отсутствии 
затухани я в системе ( т  — 0), к ак  показано A. Н. Крыловым,

П <  (g/®2) (T/2) n ' ( tm a i ). (1.2.12)

Учитывая, что период свободных колебаний датчика Т — 2я/со, 
неравенство (1.2.12) запишем в виде

í ¡ =  л '(*„„ ) ,  (1.2.13)
^шах

где  ¿max — момент времени, когда производная имеет максимум; 
г| — отношение динамической поправки т) к  максимальному стати
ческому отклонению (xmax)CT -= (gA¿max)/<°2; «шах — максимальная 
перегрузка. А. Н. Крыловым были рассчитаны и построены кривые 
записи импульса, из анализа которых следует, что при записи 
перегрузок с помощью аксельрометра погрешности могут быть как 
положительными, так  и отрицательными, что следует учитывать при 
оценке суммарной погрешности измерения. Следовательно, при из
мерении кратковременных импульсных процессов, какими являются 
нагружения тела при ударе и взрыве, желательно использовать дат
чики с высокой частотой собственных колебаний при наличии тре
буемой чувствительности.



Емкостный датчик, применяемый для изучения волн напряж е
ний в деформируемом теле, состоит из изолированного проводника, 
установленного на той части тела, которая исследуется. Вследствие 
малой продолжительности процесса должны выполняться следующие 
условия: 1) при медленных перемещениях изолированный проводник 
относительно тела находится в покое; 2) при перемещениях, вызван
ных волнами напряжений, поверхность тела движется свободно, тог
да к ак  изолированный проводник о стается в  покое.

Если тело заземлено, то движение, вызванное волной напряжений, 
изменит емкость датчика. Изменение емкости преобразуется в из
менение разности потенциалов, которая может быть усилена и пре
образована к ак  функция
времени на экране элек- А ч//м/’ У77\ ~В
тронно-лучевого осцилло- У//Л/////уу\Ё _
графа. Вообще говоря, 
изменение емкости датчи
ка является функцией 
статической геометрии си
стемы и соответствующих 
компонент поверхностных 
перемещений, осреднен- 
ных по площади изолиро
ванного проводника. Изменяя геометрию устройства, можно из
мерять компоненты поверхностных перемещений. На рис. 15 схе
матически изображены датчики, сделанные из проволоки с высоким 
электрическим сопротивлением, сложенной так, что образуется сис
тема последовательно соединенных замкнутых параллельных вит
ков; полученная решетка закреплена между слоями тонкой бумаги. 
Датчик приклеивается по всей площади к образцу, при деформиро
вании площадки контакта деформация образца передается датчику. 
Если имеет место деформация растяжения, то длина проволочки воз
растает, ее диаметр уменьшается; такое деформирование приводит 
к повышению сопротивления проволоки, в результате суммарное 
сопротивление датчика увеличивается. Деформация сж атия приво
дит к уменьшению сопротивления датчика. Пусть Ох — направле
ние оси стержня. Предположим, что датчик ориентирован так ,  что 
его ось параллельна Ох и что в недеформированном состоянии он 
простирается от 0 до I. Если е — деформация в точке с абсциссой х 
в момент времени t, то полное увеличение длины датчика Д^ в момент

I
t равно \ гАх. В этом случае имеем

о

Рис. 15

А!? =  —  Г Е(1х ,
О

(1.2.14)

где Я — сопротивление датчика до деформации; ЛЯ  — увеличение 
сопротивления, соответствующее увеличению длины / датчика на



А/; 5  — коэффициент чувствительности датчика. Д ля  плоской вол
ны вида

О

б0 ехр р ^ ) п р и  х / с < * ,

где 0 —• время, необходимое для  того, чтобы деформация в данной 
точке уп ала  от максимального значения е° до значения г°11, полу
чим

Отсюда следует, что по изменению сопротивления ЛЯ можно опре
делить деформацию е°. По сравнению с емкостными датчиками, ис
пользуемыми в мерном стержне Девиса, датчики сопротивления 
имеют преимущество, а именно: с их помощью возможно непосредст
венное измерение деформации и отпадает необходимость в диффе
ренцировании кривой и  (0- Однако датчики сопротивления обладают 
следующими недостатками: конечная длина датчика ограничивает 
его разрешающую способность при быстро изменяющихся деформа
циях; датчик сопротивления измеряет деформацию на поверхности 
стержня. В последнее время при исследовании процесса распрост
ранения волн напряжений широко используются датчики, основан
ные на пьезоэлектрическом эффекте. В зависимости от конструкции 
пьеэодатчиков можно получить высокие частоты собственных колеба
ний (до 60 кГц), что находится в соответствии с указанными требо
ваниями. Датчик содержит чувствительный элемент (цилиндрический 
или кольцевой) из поляризованной пьезокерамики, инерционный груз 
и контактное устройство, соединяющее пьезоэлемент с регистрирую
щей аппаратурой. Пьезоэлемент датчика, как  правило, изготовляется 
из титаната бария. Недостатком таких датчиков является непо
стоянство чувствительности, что требует тарировки каждого 
датчика отдельно. Как и датчик сопротивления, пьезодатчик изме
ряет среднее напряжение на площадке контакта, поэтому при про
ведении эксперимента, в котором спектр волн напряжений содержит 
компоненты высокой частоты, должна быть обеспечена высокая точ
ность его выполнения. В отличие от датчиков сопротивления, кото
рые позволяют производить измерения в одном направлении, датчи
ки с титапатом бария одинаково чувствительны к напряжениям в 
направлении длины и радиальном направлении.

Д л я  регистрации сигнала, снимаемого с датчика, используется 
измерительная аппаратура, описание которой дано многими автора
ми, в частности, для пьезодатчиков это сделано Г. С. Батуевым 
и др. [1]; ими же подробно рассмотрены вопросы тарировки датчи
ков, калибровки аппаратуры и оценки точности измерений кинема
тических параметров процесса распространения волн напряжений, 
что имеет большое значение при подготовке и проведении эксперимен
та ,  а такж е  при обработке экспериментальных данных.

ЛЯ/Я ~ (5в°с0//) (с^ е  -  1) (1.2.15)



Фотографические методы исследования успешно используются 
•для изучения движения точки поверхности тела при прохождении 
через нее волны напряжений, а  такж е при изучении распространения 
фронта волны напряжений. При изучении движения поверхности 
тела в одних случаях используется непрерывная запись движения, 
получаемая с помощью вращающегося барабана или вращающейся 
зеркальной камеры, в других применяется прерывная запись, полу
чаемая с помощью источника света, дающего вспышки малой продол
жительности. Изучение движения фронта волны напряжений осно
вано на использовании многократных вспышек.

Применение скоростной фотосъемки при исследовании процесса 
распространения волн напряжений в деформируемых телах связано 
прежде всего с обеспечением необходимого освещения изучаемого 
процесса. Освещение быстропротекающих процессов производится 
тремя способами: самоосвещением, источниками света, рентгеновским 
излучением. Выбор того или иного способа зависит от природы изу
чаемого явления, реакции на используемый источник освещения, 
тина камеры, фотооборудования и материалов, используемых для 
записи явления.

Некоторые явления, сопровождающие процесс распространения 
волн напряжений, являются самосветящимися и могут быть записаны 
с помощью скоростной фотосъемки без внешнего освещения (к  таким 
явлениям относятся детонация В. В., светящиеся ударные волны 
и др.). Интенсивность освещения в этих случаях бывает достаточной 
для записи явления при помощи специальных камер с движущейся 
пленкой. Частичная запись явления осуществляется с помощью 
щелей, механических и магнитооптических затворов и других 
приспособлений.

Источники света могут излучать свет непрерывно и прерывисто, 
в виде серии вспышек или в виде единичной вспышки высокой интен
сивности, продолжительностью в несколько мкс. При непрерывном 
освещении дискретность изображения на пленке получается с по
мощью оптико-механической схемы или же явление записывается 
в виде фотографического следа. В качестве непрерывных источ
ников света используются вольфрамовые лампы и ртутные дуговые 
источники [37]. Прерывистое освещение используется в сочетании 
с камерами, имеющими непрерывно движущуюся пленку. Величину 
экспозиции определяет интенсивность вспышки источника света. Ис
точники, дающие единичные управляемые вспышки света, можно 
использовать для камер с неподвижной пленкой, картина движения 
получается за счет кратковременности вспышки. Д л я  освещения 
высокоскоростных процессов применяются газоразрядные трубки 
с холодным катодом. Т акая  трубка  можеТ давать  одиночную вспыш
ку  или несколько вспышек подряд. Трубку поджигают разрядом 
конденсатора высокого напряжения, получается кратковременная 
вспышка света высокой интенсивности. Действие газоразрядной 
трубки с холодным катодом основано на следующем принципе. 
Напряжение от конденсаторов прилагают к главным электродам, од
нако вспышки газа не происходит до тех пор, пока на третий (пуско



вой) электрод не подан импульс. Трубка заполняется инертным г а 
зом (криптоном, аргоном, ксеноном). Высокая плотность тока в труб
ке дает повышение эффекта освещения и одновременно увеличивает 
длительность вспышки. Интервал экспозиции от 500 до 1 мкс. Осве
щение продолжительностью от 10 до 500 мс лучше всего обеспечивает
ся лампой-вспышкой, дающей вспышку при сгорании алюминиевой 
проволоки в кислороде. Кратковременные источники света очень 
высокой интенсивности используют свет от взрыва [37, 531. Экспо
зиция короткой длительности (от 1 до 0,1 мкс) обеспечивается 
с помощью электрической вспышки в воздухе. Искровые промежут
к и — результат  разряда заряженного до высокого потенциала кон
денсатора малой емкости (например, конденсатор на 0,1 мкФ , з ар я 
женный до 8 • 10а В). Увеличение потенциала и уменьшение емкос
ти приводят к  уменьшению длительности искры. Электрическую 
искру к ак  источник света используют в различных устройствах, 
например при получении теневой фотографии, многократное исполь
зование которой обеспечивает запись на неподвижную пленку до 
10е кадров/с, однако в этом случае за один раз можно получить ог
раниченное число снимков. При изучении процесса распространения 
волн напряжений в оптически непрозрачных материалах использует
ся техника вспышечной рентгенографии. Вспышечныерентгенограм
мы получаются синхронизацией с исследуемым явлением вспышки 
*-лучей продолжительностью в микросекунду. Характерным для 
всех типов рентгено-импульсного оборудования является осущест
вление разряда  высоковольтной емкости через рентгеновскую труб
ку .  Длительность л-лучей составляет около 1,5 мкс.

Съемка процесса распространения волн напряжений производится 
с помощью скоростных фотокамер различной конструкции. Выбор 
камеры зависит от желаемого времени развертки, длительности про
цесса, необходимого качества изображения, размера снимка, надеж
ности и экономичности съемки, количества и сложности необходимого 
для съемки оборудования. Камеры могут быть с неподвижной и с не
прерывно движущейся пленкой. В свою очередь, камеры с неподвиж
ной пленкой бывают двух  типов: в первом нет никаких движущихся 
частей, только освещение изучаемого явления обусловливает появле
ние изображения; во втором изображение быстро перемещается по 
пленке с помощью какой-нибудь оптико-механической системы. К а
меры первого типа применяются вместе с аппаратурой для одиночной 
вспышки или для  многоискровой съемки. При освещении процесса од
ной вспышкой света затвор камеры остается открытым, после вспышки 
он закры вается либо вручную, либо с помощью специального при
способления. При многоискровой съемке применяется схема, позво
ляю щ ая использовать несколько камер ящичноготипа и устроенная 
так , что к аж дая  вспышка дает изображение только в одной камере. С у
ществуют камеры, в которых пленка остается неподвижной, а само 
изображение перемещается по пленке с большой скоростью. Использу
ются схемы, в которых совпадение прорезей во вращающихся дисках 
аналогично работе затвора, что позволяет получить изображение 
в нужном месте неподвижной пленки. Вращающиеся зеркала в соче-



Тании с неподвижной пленкой используются для  получения штриховых 
или смазанных изображений. Камеры с непрерывно движущейся 
пленкой построены по одной из трех приведенных на рис. 16 схем. 
В камере схемы, изображенной на рис. 16, а , пленка устанавлива
ется в исходное положение, в течение процесса она быстро переме
щается в другое положение; в камере схемы, изображенной на 
рис. 16, б } кусок пленки прикрепляется к  барабану, вращающе
муся с большой скоростью; в камере схемы, приведенной на рис. 16, в,  
используется быстровращающийся диск, покрытый листом фотома
териала. Время развертки, которое можно получить с помощью ка-

линза

©
-пленка

о ) 5)

Рис. 16

меры, зависит от линейной скорости, которая в первом случае равна 
30 м/с, во втором — около 250 м/с. Скорость пленки в камере долж 
на быть такой, чтобы последовательные изображения не перекрыва
лись; для этого необходимо выполнение условия

( 1 .2 . 16)1000 '  1
где V  — скорость пленки, м/с; / — фокусное расстояние линзы, см; 
Л — расстояние до объектива, м; Н — высота объекта, м; Я  — чис
ло вспышек в секунду. Существуют три типа камер с подвижной оп
тикой: камеры с вращающимися зеркалами, камеры с вращающими
ся призмами и камеры с вращающимися линзами и щелями. 
В каждой из этих камер изображение, отбрасываемое линзой (объ
ективом), остается неподвижным относительно непрерывно движущей
ся пленки. Вращение зеркала, призмы или линзы приводит к движ е
нию изображения по пленке со скоростью, которая определяется 
движением самой пленки. Проектирование изображения и движение 
пленки согласованы так, что получается ряд отчетливых изображений. 
Увеличение скорости записи изображений без увеличения скорости 
движения пленки основано на принципе расщепления кадра, суть  
которого состоит в том, что с помощью специального устройства 
оптической системы на кадре вместо одного изображения, покрываю
щего всю площадь, образуются четыре последовательных изображе
ния в порядке, показанном на рис. 17. Тогда за время, в течение 
которого образовался бы один кадр, записываются четыре картинки, 
повторяемость кадров увеличивается в четыре раза. Аналогично мож 
но произвести расщепление кадра на 9, 16, 36, 64 части с соответст
вующим увеличением повторяемости. Этот принцип используется



в камерах барабанного типа, однако его можно использовать и в дру
гих типах камер с непрерывно движущейся пленкой.

Трудности, возникающие в эксперименте при фотографировании 
процесса распространения волн напряжений, обусловлены малой 
продолжительностью явления, сочетающейся при изучении движения 
поверхности с малостью перемещений, а при изучении движения 
фронта волны—с высокими значениями скорости распространения. 
Возникает потребность в синхронизации источника освещения 
с исследуемым явлением, при этом главная задача состоит в полу
чении хорошего снимка. Д ля этого используют особенности изу
чаемого явления, так ,  например, удар снаряда о преграду можно ис

пользовать для начального включения искры,
 1  разрыв проволочек на пути движения сна-
  ряда в преграде обеспечивает последующие

2 включения искры. Д ля  получения однноч- 
ного изображения движущегося объекта 
применяется метод, в котором объект пере
крывает пучок света между фотоэлементом и 
конденсатором. Синхронизация движения 
объекта с одиночной вспышкой достигается 

изменением расстояния между предметом и его положением, при ко
тором он прерывает луч. Если фотографируемое явление сопровож
дается звуком, то можно использовать микрофонный адаптер. Син
хронизация между явлениями, порождающими звук, и источником 
света достигается изменением положения предмета относительно ми
крофона; ряд последовательных фотографий повторяющихся операций 
получают изменением положения микрофона от экспозиции к экспо
зиции. В зависимости от конкретной задачи возможны различные 
комбинации микрофонного адаптера и связанной с ним аппаратуры,

Таким образом, фотографические методы позволяют непосредствен
но измерять только кинематические парамеры процесса распростра
нения волн напряжений, а именно перемещение и в некоторых слу
чаях скорость, другие же параметры определяются косвенно с по
мощью соответствующих формул, тогда к ак  методы, основанные на 
принципе Гопкинсона, в сочетании с электрическими устройствами 
(датчики, измерительная аппаратура) позволяют непосредственно 
измерять некоторые динамические параметры процесса распростра
нения волн напряжений.

§  3. Постановка и решение задачи 
о распространении волн напряжений

Пусть тело находится в условиях динамического или импульсив
ного нагружения, вызванного действием внешних объемных и по
верхностных сил, температуры и других факторов. При таком нагру
жении в теле распространяются волны напряжений, образуя области 
возмущений, в которых тело оказывается в напряженно-деформиро
ванном состоянии с тензором напряжений (а) и тензором деформаций 
(е), его частицы находятся в движении с вектором скорости V.



Отнесем тело к  системе координат х{ (£ =  1, 2, 3), которую вы
берем так, чтобы границы тела и области возмущений частично или 
полностью входили в число координатных поверхностей. В этом сл у 
чае граничные условия формулируются наиболее просто, следова
тельно, облегчается построение решения задачи о напряженно-дефор
мированном состоянии тела и движении его частиц в области возму
щений. Система координат х‘ характеризуется метрическим тензо-

соответственно ковариантные, контравариантные и смешанные 
компоненты, причем $'1 — здесь — алгебраические допол
нения элементов Цц определителя % — с!е1 ((£*/)).

Искривленность пространства с системой координат х1 опреде
ляется символами Кристоффеля первого рода

Форма тела и области возмущений произвольная, геометрия з а 
дается уравнениями ограничивающих поверхностей 5 .

Задача динамики деформируемого тела состоит в том, чтобы по 
известной геометрии формы тела и области возмущений, действую 
щим внешним силовым факторам и физико-механическим свойствам 
материала определить характеристики напряженно-деформирован
ного состояния тела и движения его частиц в любой момент времени. 
Искомыми являются тензор напряжений (о), вектор скорости частиц 
V и плотность материалар; компоненты их в зависимости от физико
механических свойств материала тела подчинены уравнениям дви
жения

ром (^) - - ё и ^ г 1 -  ¿иг/ , где (г*гД ^/ = (гУ ), £/ =  (Г'Г/) —

_!_ / —ЛЯП.)
2 \ дх! 1 дх1 дхп )

и второго рода Г?/ =  g nkTlj n , а такж е  тензором кривизны (Я) с ком
понентами

1 / д 2 в ,и  , д 2 8 т 1 & 8 п }  \ |

2  \ дх1 дхт д х ( д х п дхI дхп дх1 дхт )

(1 .3 .1)

уравнению неразрывности

+  (роО = 0 (1 .3 .2 )

и вариационному уравнению

или (1.3.3)



а т а к ж е  при / =  О начальным условиям
(а )  =  ( о ) 0, у  =  у 0, р =  р 0 (1 .3 .4 )

и граничным условиям в напряжениях на части поверхности

Р(п) =  (5) Пи
в  перемещениях на части поверхности

« г( 5 )  =  « гя, ■ (1 .3 .5 )
и на всей поверхности тела

^ ( 5 )  —  р (5 ) =  р 8.

Сформулированная задача относится к области возмущений В  
объема V, ограниченной поверхностью 5 ;  с течением времени область 
£> расширяется, так к а к  возмущения распространяются с некото
рой конечной скоростью.

Задаче динамики деформируемого тела можно поставить в соот
ветствие задачу о равновесии фиктивного четырехмерного тела. Для 
этого в рассмотрение вводится четырехмерное пространство с систе
мой координат а “ ( а  «  1 ,2 ,  3, 0 ) ,  в которой первые три координаты 
х? (£ =  1 ,2 ,3 )  —• пространственные; они совпадают с координатами х1 
основной системы координат, четвертая координата — временная: 
х° =  где и0 —• коэффициент пропорциональности, имеющий раз
мерность скорости. Координатная линия л;0 — прямая, ортогональ
н ая  к другим координатным линиям системы координат. Метрический 
тензор системы координат ха имеет компоненты g 00 =  —1, g i<} =  0, 
остальные компоненты g^ j  совпадают с соответствующими компонен
тами метрического тензора основной системы координат х1 (I =  1 ,2 ,3 ) .  
Введем в рассмотрение четырехмерный тензор кинетических напря
жений (Г), компоненты которого имеют вид [24]

Т ‘1 =  р и 'ц /  —  а '/ ;  Т /0 =  ри'и0, Т 00 =  ро°и° (1 .3 .6 )
и удовлетворяют уравнениям

у а Т а& +  я *  =  0, Я* -  0 . (1 .3 .7 )

Тензор (Т ) характеризует напряженное состояние фиктивного
тела, свойства которого определяются [19] следующими постулата
ми:

1) в направлении пространственных координат х1 свойства фик
тивного тела совпадают со свойствами реального тела;

2) в направлении временной координаты х° фиктивное тело аб
солютно жесткое (недеформируемое).

Перемещения частиц фиктивного тела характеризуются вектором 
V/ с компонентами

1&1 —  и 1 ( /  =  1, 2 , 3), =  о»0( 0 ;  (1 .3 .8 )
деформированное состояние — тензором малых деформаций фиктив
ного тела (е ) с компонентами

=  (1 /2 ) (уа О 'р  +  (« . Р =  1, 2 , 3 , 0 ) . (1 .3 .9 )



Движение частиц фиктивного тела характеризуется четырехмер
ным вектором скорости v с компонентами

vi — v t ([' =  1, 2, 3), щ  =  v 0. (1.3.10)

Ему соответствует тензор скоростей деформаций фиктивного тела, 
компоненты которого

с «р -= (1/2) f V o t ч-  Vp Wo,). ( 1 . 3 . 1 1 )

Тензор кинетических напряжений имеет основные инварианты:

Т,(Г) =  =  р (И2 +  о08) -  Т,(о),
Т а(Г) =  =  [р (о2 +  ом)Р -  2pa"i)|0y +  Т а(о),

Т , (Т)  =  T l T l T ?
и производные:

7 - Т 1(7)/3, 7 ; -  (1 /]/2) / ЗТ2 (Г) — ( Г ) .

Тензор деформаций фиктивного тела имеет основные инварианты: 

T1 i i ) = e aPg«P =  TI (e),

. Т2 ( ё ) =  ё ““ -  (W 2«T  Ч- Т2 (е ) , Т3 ( ё ) =  ? № ?
и производные:

е =  (1/3) T i f e ) ,  e t =  (К2"/3) J/3TS — Т? i ' R
Основные инварианты тензора скоростей деформаций фиктивного 
тела:

Ti ( * )  =

Ts (ё )  =  ёаР Г 0 =  Та i ё) +  ( ^ -  - g - j ,  Т3 ( ё )  =  ¿ 1 Ц  ё ? .  

производные инварианты:

ё  =  ( 1 / 3 ) т Д ё ) ,  г ,  - ( | / 2 / 3 ) / 3 T s ( e ) _ T ; ( e ) .

В соответствии с постулатами о фиктивном теле физические со
отношения, устанавливающие связь  между компонентами тензоров 
(7 ) и (е), следующие:

а) для упругопластического тела при нагрузке

<?“ В ~  20 

при разгрузке

Taf  -I П -  l )  Т А - 2 0 с с Т ^ ^  +  ,р(Та „ ~ Г й а1,)

I' ( ( j k  - 1 ) л Г  +  2СаЛ7’« )й „ е] ,  (1.3.12) 

при ф =  0 получаем соотношения для упругого тела:
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«ар =  - ^ г | Г вр + 1 1 —  - П П -  2 6 ' а Г » ) ^ ,
з к

+ - Т  \ ^ ^ 0 у 0) т ^ ( у 0) ^ ^ А ^ у <,) ~ Я ( ^ у 0) ] Т ( у п) я ^ \ а у г

(1 .3 .13)
Физические соотношения, устанавливающие связь между компо

нентами тензоров (Т) и (е), имеют вид:
а) для  вязкопластического тела при нагрузке 

1
ё  ар  : ТаЬ +  ( (“ *" - 1 )  ^  Н --^ -Р о )& Р (1 .3 .14)

при г| - ц получаем соотношения для вязкой жидкости;
б) для вязкоупругопластического тела при нагрузке

20

. BDa.fi (1) Стър'у

Т«р : = О ау ( Т ) й1(Т)  —  (2/3) Т а( 0  7-) £сф, .3.151
где

А - 7 Ф 4 - - 1
X

С  — у  Ф

( Г )

7

— ; В  - - 7 Ф
ОТ2 ( ^ 7-)

<4
дт3(П.

Здесь и =  | Та^е^1 ̂  — параметр упрочнения фиктивного тела,

Г (7ар) — / (Т ^ т ) ,  Т2{0т), Т я(0 г ) ) -ф у н к ц и я  текучести, определяе
мая экспериментально.

Неупругую составляющую е ($  можно представить в виде
1'  (р)

2Л
где

^ Р + 1 | ^ - 1 ) т + ^ р 0) * аР

т г -  ( 2 / 3 ) К Э Т , ( Г ) - Т ?  (Г), ^ = ( 2 / 3 ) / з т а ( ^ - Т ? ( 1 ) .
Принцип минимума дополнительной работы деформации фиктивного 
тела характеризуется вариационным уравнением

6 К Ф -  Ц/1ц Wa . f i Т^ (1 3 - .  (1.3.16)



V  

*1
+  |  [ £  ( * » ! / « )  Г а р (у0) + (Я, (х° у») -

О

- К ( ^ у / ‘у т ( у \  ё а1>\ау«}&т*ыу,

Тсв +  К ^ !  - 1 ) 7 4 - г о а Г » ] ^

для упругопластического тела

6 « ф - ^ | [ ^ ь ( ( ^ - - . ) Г - , 2 Са Г 0 ) ^

“I (Р {Тг) (Т'сф — Т'ё'сф) 6 Г “ Р ¿/V' .

При разгрузке имеем вариационное уравнение

^/1рДш«5бД № ¿ 8 ,  
5 ,

где

6ДЯФ = - ^ -
2 0

АГаР+  ||-?| _ 1 ] Д Т + 2 С а Д Р ] г а „

(1.3.17)

(1.3.18)

(1.3.19)

б д  т ^ а у .

Принцип минимума дополнительной мощности деформаций фик
тивного тела при нагрузке характеризуется вариационным уравне
нием

(1.3.20)б К 'ф -  $п р £ „з6 Т “М 5 ;

при этом для вязкопластического тела

-■ 5  _ Л г + 4 Р . 1

" • - Ц Т а $  - у б Та *с1У, 

(1.3.21)

для вязкоупругопластического тела

г « , , - - I I ^ - - 1 ) 7 4 - 2 0 0  Г » )го р

т ^ р  +  В Д ^ Г )  +  С т а р 6 Г « М У .
2*

(1.3.22)
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При разгрузке имеем вариационное уравнение

6Д ^  Лр «Д7'“Р ¿ 5 ,  (1 .3,23}
¿>1

где для вязкопластического тела 

6 Д Г , Ш ' Г'Л ( I V .

Здесь функция Лр =  И> +  ЪРЛ,<» причем т,р = -т?(у<) характеризует 
р азгрузку  тела и определяется экспериментально.

Начальные (1.3.4) и граничные (1.3.5) условия для'реалыюго тела 
переходят в граничные условия для фиктивного тела: на части по
верхности

Г °* (£ )л р  =  ^ о .  (1.3.24)

где =  <$)ПР* =  (риаи^)8 — рп&;
на части поверхности ¿>а

ш«(5) -  ш*.  (1.3.25)

При динамическом нагружении тела возмущения распространя
ются с определенной конечной скоростью в виде волн напряжений. 
Фронт волны напряжений является поверхностью разрыва 5 ,  на 
которой дожны выполняться кинематические и динамические условия. 
В момент времени I с одной стороны поверхности 5  среда возмущена, 
имеют место перемещения и ее частиц; с другой стороны поверхности
среда находится в покое, перемещений частиц нет. Однако выпол
нение гипотезы сплошности среды (материала тела) требует, чтобы 
при переходе через поверхность 5  перемещения оставались непрерыв
ными, вследствие чего они должны исчезать на поверхности 6’:

и =  0. (1.3.26)

Пусть п — внешняя нормаль к поверхности 5 .  Обозначим через 
в какое-нибудь направление в касательной плоскости, которая про
ведена в произвольной точке поверхности гак, что п и 5 взаимно ор
тогональны: — 0. Так к ак  перемещения и исчезают во всех точках
5 ,  то для  всех направлений в имеем уравнения

Ч ли* з !  =  0 .

(1.3.27)

Отсюда следует, что во всех точках поверхности &

4i.il1 __ У2Ц*' УдЦ* д и 1
л 1 п 2 ггз д п

Условие и1 =  0, относящееся к  поверхности 5 ,  должно выполняться 
при замене х1 и t  соответственно на х1 +  спШ  и I +  сИ, поэтому 
в каждой точке поверхности 5  должно иметь место равенство

c\/JUl n>r о .  (1.3.28)



Комбинируя (1.3.27) и (1.3.28), получим кинематические условия
У1 _  У» и1' ... Уз«1' _  ди*  ___1 ди1 (1 3 29)
п 1 п1 дп с д1 *

которые должны удовлетворяться в каждой точке поверхности. Для 
нахождения динамических условий на поверхности 5  рассмотрим 
изменение количества движения тонкого слоя, выделенного в среде 
вблизи поверхности. Рассмотрим на поверхности малый элемент (18 
и соответствующий ему элемент объема (IV — с18сШ. В течение малого 
промежутка времени ¿1 эгот элемент переходит из состояния покоя 
(деформации отсутствуют) в состояние движения (деформации имеют 
место), определяемое перемещением и. Сила, соответствующая этому 
переходу, равна усилию на элемент ({8; изменение количества дви
жения численно равно интегралу по времени от этого усилия. Внеш
ней нормалью к элементу поверхности является вектор п, и усилие 
на этом элементе действует на массы, расположенные в направлении 
нормали п, поэтому компонентами вектора напряжений являются 
Стл, усилие равно о 1пйБ,  импульс — уравнение количества
движения имеет вид

р й 8 с Ш ~ ^ ~ а 1п

откуда

р с ~  =  - о ‘„, (1.3.30)

причем все величины вычисляются с той стороны от 5 ,  где возмуще
ния существуют. Уравнения (1.3.30) являются динамическими ус
ловиями и должны удовлетворяться во всех точках поверхности 5 .

Если движение и деформации реализуются по обе стороны от 5  
и перемещения в этих областях различны (и* Ф  и2), то на поверхности 
5  должны выполняться следующие условия:

III =  щ,  (1.3.31)
кинематические

1̂ ( 1̂ цз) Уз (Ц1 —|Цз) Уз (Ц1 —Цд)
Л1 л а ПЭ

= ± - ( и [ - и ' , )  =  — х7  ^ - ( н ' - и у ,  (1.3.32)

динамические

рс ~ и * }  ^  ~  0^ '  ^  -3‘33^

Приведенные условия на фронте волны напряжений характерны для 
слабого разрыва, которому соответствуют почти непрерывные 
изменения параметров состояния и движения среды при переходе 
через фронт волны. Следовательно, волны напряжений являются сла
быми волнами, им соответствуют малые скорости частиц по сравнению



со скоростью распространения волны даже при интенсивных возму
щениях.

При постоянном модуле упругости Е импульс напряжений может 
распространяться на значительное расстояние без изменения фор
мы, изменение модуля упругости приводит к искажению импульса 
напряжений конечной амплитуды. Для большинства деформируемых 
тел Е уменьшается за пределом упругости и в материале при доста
точно больших деформациях возникают пластические волны, распрост
раняющиеся со скоростью, меньшей скорости распространения 
упругой волны. Однако существуют такие деформируемые тела (ре
зины, полимерные материалы), в которых большие деформации при
водят к ориентации длинных молекулярных цепочек, что вызывает 
возрастание модуля упругости Е.  Поэтому при распространении воз
мущений в таких материалах зарождаются волны особой при
роды, называемые у д арными  волнами.  В деформируемых телах 
ударные волны возникают и в том случае, когда распространяются 
волны расширения большой амплитуды. Как показано Бриджменом, 
зависимость между средней деформацией е  и средним напряжением а 
в твердых телах может иметь вид е  = (—а о  -}- Ьо'1)/'3, где a t b — по
стоянные величины. Модуль объемного сжатия К  при малых давлениях 
стремится к постоянной 1/а, при высоких давлениях принимает зна
чение 1/(а — 2Ьо) (т. е. при высоких давлениях К  растет). Упругие 
волны расширения распространяются со скоростью а 0, но модуль К  
при высоких давлениях возрастает, это приводит к тому, что скорость 
волны большой амплитуды больше скорости волны малой амплитуды. 
В результате образуется ступенчатый фронт, характерный для удар
ной волны. Модуль сдвига G в этом случае играет незначительную 
роль, так  к ак  задолго до достижения достаточно высокого давления 
предел текучести будет пройден и материал ведет себя подобно жид
кости.

Ударную волну в деформируемом теле определим как  волну силь
ного разрыва, на фронте которой терпят разрыв непрерывности пара
метры р, V, (а) и другие параметры, характеризующие состояние и 
движение среды. На поверхности разрыва должны выполняться 
определенные условия, выражающие законы сохранения массы, ко
личества движения и энергии, которым соответствуют III]: уравнение 
неразрывности

- 0 - = ^ ( Р « ' )  =  О, (1.3.34)

уравнения движения

р ~  V/ît'/ (1.3.35)

и термодинамическое соотношение

й Ф  — T°ds -  D ‘i (o ) d D l}{e) -h 3ade  — W*dt,  (1.3.36)

где Ф — удельная энергия деформации, s — энтропия среды, W* — 
функция рассеяния.



В деформируемых телах атомы находятся на близких расстояниях 
друг от друга и сильно взаимодействуют между собой, что удерживает 
их в теле. Силы взаимодействия имеют двойственный характер: с од
ной стороны, частицы, находясь на большом расстоянии, притяги
ваются друг к другу , с другой стороны, при тесном сближении — 
отталкиваются. Д ля того чтобы развести атомы на большие расстоя
ния, необходимо преодолеть силы сцепления и затратить энергию, 
равную энергии связи; чтобы сжать сре
ду, необходимо преодолеть силы отталки
вания, которые быстро растут при сбли
жении атомов. Таким образом, при сжа
тии деформируемого тела в нем разви
вается огромное внутреннее давление 
только за счет отталкивания атомов друг 
от друга. Все изложенное позволяет счи
тать процесс образования и распростра
нения ударной волны адиабатическим, 
протекающим при высоких давлениях.
В этом случае • 0, тензор напряжений (а )  (5 0), поэтому
уравнения (1.3.35) и соотношение (1.3.36) можно записать в виде

— =0.  (1.3.37)
с11 дх’

Д ля установления условий на поверхности разрыва (рис. 18) 
рассмотрим тонкий слой с большим градиентом всех параметров и 
проинтегрируем (1.3.34), (1.3.37) по толщине слоя /г, затем выполним 
предельный переход, устремляя к  к нулю. В результате получим сле
дующие условия на фронте ударной волны:

((>и)1 - (ри)а ш,  ш (у2 -  ^1) —П1 ! -
— (т, и ,  щ  [ ( 1 / 2 )  ( и З —  и , )  I'  Л / 7] ,  ( 1 . 3 . 3 8 )

предполагая (для простоты рассуждений) - (г//()2 - 0 (к 2, 3). 
Здесь Д/7 • - /\2 — /■', — изменение внутренней энергии в единице 
массы, причем Ь' -- Ф —

Если -  Vо, то из (1.3.38) следует, что р! р2, а г - ст2 и раз
рыва пет; если Ф  и2 ф  0, то плотность р, среднее напряжение и  и 
другие параметры претерпевают на поверхности разрыва скачок, ха
рактерный для ударной волны, которая распространяется со ско
ростью О  по направлению нормали к поверхности разрыва.

Из первых двух соотношений (1.3.38) находим в невозмущениом 
материале скорость распространения фронта ударной волны

О =  | (( - а ,  : а ,)  '(рг■■ !>■:))((>! |>г) (1.3.39)
и скорость частиц за фронтом ударной волны

 ̂ . (1.3.40)
Из третьего соотношения (1.3.38) получаем уравнение ударной адиа
баты материала

Л/; --= (1.2) (о, -г- о2) (1 (>2 — 1 |>д). (1-3.41)

Рис. 18



Следуя К. П. Станюковичу Í46], полагаем термодинамические 
параметры перед фронтом ударной волны постоянными; дифферен
цируя (1.3.41), после некоторых преобразований получим

¿s\ P i  Р а  2 Т ?  "Ь d g l  P i —  Рз  1 _  _  d(7i j CTi—Qj Ра
dpi P i — P2 L dsi P i  Рз I dpi ' p!—p 2 pi *

но на ударной адиабате

27J -f pl~ p2 >  0,
d s i  pi P2

поскольку в соответствии со вторым законом термодинамики ds l  >  О, 
Pi >  Рг- Тогда имеем

  дО] ^  _  CTl — Og P2
dpi pi—p2 pi

что эквивалентно условию
C i > v u  (1.3.42)

т. е. за фронтом ударной волны скорость дозвуковая.
Считая термодинамические параметры за фронтом ударной волны 

постоянными, устанавливаем
до2 rpi
др2 P i - P a  P2

что эквивалентно условию
с 2 <  v v  (1.3.43)

т. е. перед фронтом ударной волны скорость сверхзвуковая.
Знак равенства в (1.3.42) соответствует исчезновению поверхности 

разрыва, следовательно, и ударной волны. Таким образом, условиями 
существования ударной волны являются неравенства

Uj Cj, v 2 с%, (1.3.44)

что соответствует возрастанию энтропии частиц тела, проходящих 
через фронт ударной волны, причем если pj >  р2) то с г >  сг, i>j <  и2'» 
среда за фронтом ударной волны движется в сторону движения фронта 
со скоростью v y .*

Итак, ударные волны характеризуются следующими свойствами:
1) скорость распространения ударной волны больше скорости звука 
в невозмущенной среде; 2) на фронте ударной волны параметры сос
тояния и движения среды изменяются скачкообразно; 3) ударная волна 
сопровождается перемещением частиц тела в направлении движения 
фронта волны; 4) скорость ударной волны зависит от интенсивности 
возмущений; 5) при образовании ударной волны энтропия возрастает: 
d&x >  0.

Сжатие деформируемого тела ударными волнами, как было отме
чено ранее, сопровождается высоким давлением нетеплового проис
хождения (упругое давление). Однако в ударных волнах большой 
амплитуды наблюдается сильное нагревание тела, приводящее к по
явлению давления (называемого тепловым), которое связано с тепло



вым движением атомов. В ударных волнах с давлением 10“ кгс/см2 
давления обоих типов сравнимы друг с другом, тогда как в ударных 
волнах сдавлением в 10б кгс/см2 и ниже упругое давление преобладает, 
мала и тепловая энергия среды, сжатой ударной волной. Вся внут
ренняя энергия, приобретаемая средой в волне, затрачивается на прео
доление сил отталкивания при сжатии тела и является упругой энер
гией. Скорость распространения малых возмущений (малой амплитуды) 
в деформируемых телах не связана с температурой и определяется 
упругой сжимаемостью. Ударная волна с амплитудой порядка 
106 кгс/см2 является слабой, она мало отличается от упругой волны и 
распространяется со скоростью, близкой к  скорости а 0, сжимает 
тело на несколько процентов и сообщает частицам скорость в десятки 
раз меньшую скорости распространения самой волны. Сильными 
ударными волнами в деформируемых телах считаются волны, дав
ление которых 107 — 10е кгс/см* (волны большой амплитуды). Такие 
волны имеют место при контактном взрыве заряда или при высокоско
ростном ударе.

Задача о равновесии фиктивного тела сводится к  определению 
тензора кинетических напряжений в области возмущений.

При нагрузке требуется построить тензор (Т)  нагр, компоненты 
которого удовлетворяют уравнениям равновесия (1.3.7), граничным 
условиям в напряжениях (1.3.24) и в перемещениях (1.3.25), причем 
на фронте волны нагрузки

ы)? =  0, (1 .3 .45 )

и вариационному уравнению (1.3.16) или (1.3.20) в зависимости от 
физико-механических свойств материала.

При разгрузке требуется построить тензор кинетических напря
жений

(Лразгр =  (Лнагр -  А (Г ) .  (1.3.46)

Компоненты тензора Д(Т') удовлетворяют уравнению равновесия
УвДТъР  +  Д Л * =  0  (1 .3 .47 )

и граничным условиям: в напряжениях на части поверхности 5 г

Д Г “ Р(5) яр -  Д ^ л ,. (1 .3 .4 8 )

где =  Д?$)Яр. Д ? $  = Д { р ^ ) а — Д/?#>;
в перемещениях на части поверхности Дш“^ ) =  Дод“, на фронте 

волны разгрузки Ддо® =  0. Компоненты тензора удовлетворяют также 
вариационному уравнению (1.3.19) или (1.3.23) я зависимости от фи
зико-механических свойств материала.

По известному тензору кинетических напряжений находим для 
реального тела в области возмущений плотность

р  =  7’00/(а°(/)) 1 

компоненты вектора скорости частиц:
=  хРТ «/Г00, (1.3.49)



компоненты тензора напряжений
о*/ -  7 /0 7 7 1 ^ 7 4 1 0  _ 'рц^

Представим искомый тензор (Т)  в виде суммы основного (Т 0) и 
корректирующего ( Г и) тензоров:

(Г) <Г„) -!- (Г„). (1.3.50)
Компоненты основного тензора (7',,) должны удовлетворять урав

нениям равновесия (1.3.7) и граничным условиям в напряжениях 
(1.3.24). В этом случае учитывается действие внешних объемных и 
поверхностных сил, приложенных к телу, и независимость основного 
тензора от физико-механических свойств материала. Компоненты 
корректирующего тензора (Т к) должны удовлетворять однородным 
уравнениям равновесия:

-  о, (1.3.51)
нулевым граничным условиям в напряжениях:

Г “Р (5 )«Р ^0 (1.3.52)

и содержать достаточное число свободных параметров Сп , варьируя 
которые, можно было бы с любой степенью точности выполнить ва
риационное уравнение (1.3.16) или (1.3.20). Корректирующий тензор 
учитывает физико-механические свойства материала, тепловое воз
действие и другие факторы.

При разгрузке тензор кинетических напряжений (Г) ра3гр опре
деляется формулой (1.3.46). Тензор (Лиигр известен, следовательно, 
необходимо построить тензор А (Г) исходя из сформулированных 
требований. Представим тензор А (Т ) в виде

А (Г) - Д(Т(|) +  Д(7'и). (1.3.53)

Компоненты основного тензора должны удовлетворять уравнениям 
равновесия (1.3.47) и граничным условиям в напряжениях (1.3.48). 
Выполнение этих условий позволяет учесть действие изменений внеш
них объемных и поверхностных сил при разгрузке, а также незави
симость основного тензора от физико-механических свойств материала. 
Компоненты корректирующего тензора должны удовлетворять одно
родным уравнениям равновесия:

\’в д ■= 0, (1.3.54)
нулевым граничным условиям в напряжениях:

Д7 ^ ( 5 )  л р =  0 (1.3.55)
и содержать достаточное число свободных параметров АСп, варьируя 
которые можно было бы выполнить вариационное уравнение (1.3.19) 
или (1.3.23) [в зависимости от физико-механических свойств мате
риала]. С помощью корректирующего тензора учитываются свойства 
материала при разгрузке, изменение температуры и другие внешние 
факторы.

Требования, предъявляемые к основному и корректирующему
тензорам, одинаковы для всех видов нагружения, что позволяет пред-



ложнть единый метод построения этих тензоров для любого процесса 
нагружения независимо от его вида. Построение тензоров основано на 
использовании общего решения уравнений равновесия фиктивного 
тела, которое выражает компоненты тензора кинетических напряжений 
через соответствующие компоненты тензора функций кинетических 
напряжений (П) [24]:

Г “р 2 с“р (р) -  2 <Vv pv  4- (fga P -i (1 /2) (g** g№ —

- 0  +  2 ^ , VJ .

lap

(1 .3 .56)
г д е

4 л tlV, p *  . —  f  F“-- a  4 л  J d V ,

(p) (1 /2) (яаб Аб P* : V6 p«)

— характеристики объемных сил,

(1.3.57)

Я ь - д в
*  ]|?.б , ^ &  V 3 » l l ve

dxv дх'1 дх>*дхь dx v дхл dxl  dv11

- г Ц M a i \ i f  I  1
дх * дхк дха  )

J M 4  ‘ I
\ dxx dx& d #

-  г и
/ ЙГ/в , ¿ " А \ , ^  ( d " kv  , М ы (?n V(l

V дх'- дх* дх* ]  1
16>. i

I dx>1 dxY d x k

(1 .3 .58)

Л'Чуцб =:  - -  ГйХц l a i  Г /fiv I Г /evil г рбЬ

причем ■= (l/g)tf«p, g  det ((gap)).
Функции /Ссьр выражаются через функции кинетических н ап р я 

жений:

(1 .3 .59 )

/ g flpgpvW pe S^Pfi Hpv&'pe N p p £ p v £ p e

K<xa ' ( _ l ) a  , - a
#P v £vv Нув

- j .
gfly l^VY £yb 1- HpY gvY Svfi

\ £ р в £ у в  ^ 6 6 H y i  g66 Upa Sv& gM  ,

/ gap, gay g a fi  I lav  б а б HaP g a y  gaf>

K a p  - ( — l )« - i  И/ fiPv #YV -f- # P v  i fy v  fivft
1

* fpv £ w  gyb
\ #P6 gyb  Н м £ р в  •АубЯбб 1 Ipfl £y6  gf>6

В общее решение (1.3.56) входят десять компонент тензора ф унк
ций кинетических напряжений, тогда к ак  для  полного представления 
компонент тензора (Т) необходимы только четыре компоненты тензора 
(П). Следовательно, общее решение (1.3.56) содержит С]о различных 
эквивалентных форм, которые могут быть использованы при построе
нии тензора кинетических напряжений.



Основной тензор (Т 0) строится в форме общего решения (1.3.56), 
при этом уравнения равновесия фиктивного тела тождественно удов
летворяются. Функции кинетических напряжений Па01 (а =  1, 2, 3, 0) 
основного тензора определяются при нагрузке граничными условия
ми в напряжениях (1.3.24) и условиями (1.3.48) при разгрузке. Внеш
ние поверхностные силы, действующие на фиктивное тело, задаются 
матрицей нагрузок q =  ((<7(ар))), элементы которой

<7<*л =  (ру (Пи(;)Ь ~  Ризъ  
=  (Р^ш )^° . q ioi) =  (р^))о*Л ?оо =  p t 'V . (1.3.60)

Матрице нагрузок ставится в соответствие четырехмерный тензор 
нагрузок (q) с компонентами

qaf>-  Я Ш  У  g aa  g ^  ?«р = <7(«Р) У~Яаа £рУ- (1.3.61)
Объемные силы характеризуются четырехмерным вектором F 

с компонентами Fa , которым соответствует потенциал <р и вектор- 
потенциал р, определяемые по формулам (1.3.57). Функции кинети
ческих напряжений основного тензора представим в виде

=  S  Фар], (1.3.62)
ß = 0

при этом функции 0 Y(xß) (у =  1 ,2 )  выбираются так, чтобы выполня
лись следующие условия на концах интервала задания координат xh  
при XР =  * f ,>

(*ß) =  I, ъ  №) =  О, #а И  =  0, ^ ( * р) =  о, (1.3.63)

при х$ =
f l ^ ß )  =  0,  d i ( x P )  =  0,  tf2(*P) =  1, ö£(*P) =  0.

Вид этих функций можно легко -установить, например,

#!(*Р) =  (1/2) (1 +  cos ГР), 0*(*Р) =  (1/2) (1 -  cos *Р),
(1.3.64)

где х& =  л (*Р — Jcfi))/(^?a) — *Рп) — безразмерная координата.
Функции Fap удовлетворяют следующим дифференциальным урав

нениям

(g»v (Л* - ( 1  /2) g ^  g ^ )  g 6\iRiXU(F) +  m ^  ( f ) )  =2Q$>;
функции Фар удовлетворяют дифференциальным уравнениям 

g a v g P ^ ^ / ^ g a P g v ^ g » * .  C R & U m  + 2Л/ftW (Ф)) =  2Q“P. (1.3.65)

Правые части этих уравнений

е й  = 7 т -  2 [*>S(p)-(V,/>v +  <p) g «ß ](v). (1.3.66)

Уравнениям (1.3.65) соответствуют граничные условия: при ха =

( g ' W  (1/2)е“Р . г ,‘) е №( к В Д + 2 № , ! Й  =  о. (1.3.67)



При записи уравнений (1,3.65) и граничных условий (1.3.67) в раз
вернутом виде необходимо заменить в выражениях (1.3.58) функции 
Пар соответственно на или Фар, опуская члены, в которые входит 
производная функций (*Р). Структура уравнений (1.3.65) одинакова, 
поэтому достаточно знать решение одной из указанных систем, решение 
второй получается заменой индекса у  — 1 на индекс у  =  2. В результа
те решения уравнений определяем функции Р аА и Фар, следовательно, 
и функции кинетических напряжений основного тензора ГГ« \ подстав
ляя которые в общее решение (1.3.56), получим компоненты основного 
тензора (Та) фиктивного тела.

Корректирующий тензор (7\() строим в форме общего решения одно
родных уравнений равновесия фиктивного тела, полагая равными нулю 
в (1.3.56) потенциал ф и вектор-потенциал ра . Компоненты корректи
рующего тензора выражаются через функции кинетических напряж е
ний ПаЧа =  1 , 2 ,  3, 0), удовлетворяющие сформулированным уело, 
виям для тензора (7’,,). Функции кинетических напряжений п4*’, 
соответствующие нулевым граничным условиям (1.3.51) или (1.3.55), 
в форме Морера имеют вид:

Щ *)= 2  4nn.pl 1т  ( я 11 Па ^  Р р  (**)тпр1

п<‘ >= 1
т п р 1

П<*> =  2  Стпр1 Р т М  Ла М  Ср (**) Л  М >
(1.3.68)

тпр1

Щ‘ > =  2  (* ‘ 1 р „  И  р „ (*») р , М .тпр1

Системы функций ^ (д :1), Лп(*8). £;>(**). Ра№)  образуют полные сис
темы фундаментальных функций,удовлетворяющие нулевым граничным 
условиям и подчиненные 1191 следующим требованиям: 1) функции 
ограничены по модулю; 2 )  модуль функции убывает с ростом ее индек
са; 3) функции простые. Подставляя (1.3.68) в общее решение (1.3.56), 
после алгебраических преобразований получим выражения компонент 
корректирующего тензора

Г ? =  V  М т ,„„/??, \-Втп„ №  +  С т„т Г& !-От „р,/?ЙЬ (1.3.69)
тпр!

где !*§{тпр1) ( у  1, 2, 3, 0) - - известные функции координат, которые 
определяются по соответствующим формулам [19]. Параметры А тпР 1 , 
. . . , й т п Р 1 при нагрузке находим из условия выполнения вариационнс}го 
уравнения (1.3.16) или (1.3.20) в зависимости от свойств фиктивного 
тела, которому соответствует система алгебраических уравнений

2  ^1Р +  Дтпр! ^2Р 4 С тпР( /^зр-{-¿)тп р, Яор! +  £р — 0. (1.3,70)тпр1



Коэффициенты Fyp (m n p l i j k q ) уравнений и свободные члены ¿p (íjkq) 
вычисляются по следующим формулам:

а) для упругопластического тела

*2g~ J  /íém +  /(v) /<fV)) “b a 2 S ^ n S ^ h y )  /tfñ] dVi
к

Ц  =  j  k  gcv gPii ( T M  /Ж -i- /Ж) -r 2Ga7-» fo(t -r

+  « 2«Чц gcp T"¡S) / $ ]  dV -  f / $  ПЦ W a s  dS ,  (1 .3.71)
Si

где

a x — í r 9 - ¡ 4 T¡ ^

2a., ~ —  
2 3

2 1 ÜTi ’
2 0  , \ I ~  </ф— 1 — l( — -  Tt
3/C / ' 2 dTi

(1.3.72)

— функции состояния тела;
б) для вязкоупругого тела

F YP =  ' ¿ “ J  [a *ie) ^av ^  w m  +  /(V)/(fí) + a (af) gafl AV)/$)]
V'

+ ' v  Я  ^  { x° i f )  gav №|* (/ffi (д0) ^  ( y°] ' ' /ж  { x°]  ^ (í/0))+V o

+ (1 /3) (R t (x° i f )  -  R (x° y«)) g a f  g V(l (/Ж (x») / $  te0) -Г 

+  f ^ ( y 0) f ^ ^ ) ) \ d f d V -

¿ü =  - ¿ - | k ' , e= .vgp,( 7’m/,|í‘»-:' : 2 G a P gcíp / S  +

+  “ j*1 gdP gvn ТЭД /да ] íí^ T

4- - i -  [  j' [/? (Xo»») gav g Ptl (7-Й (*“) a ,  (í/°) ¡- ^ 0Ц) (!/°) /ffi (*")) ;■
V ó

(i,•з)(/г1 ( л - » ^ ) - К ( * « ^ ) ) ( 7 ’ГЛ М /Ж ('/л) : (1.3.73)

+ 7 ? i ? )  Ю  / Ж  (*")) gap gv„] </</" / Ж  4  ffias dS.
Sj

где

« (,е, = у ^ - 1 )  (1.3.74)

— функции состояния тела;
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в) для вязкопластического тела

/■ т е  — 5 1а х6) 8 а м 8 и |Х (/(V) / ( $  - Г  /ст) /(V)) * г  ъ [ Ь) ga . f i  / ( ? ) / $ > ]

Ц  ~  ]■ [«1* * 8 ^  (г ?? ,  / й  I- 7 - $  /Ж)+ - а -  г * .  /йВ - ь

где

« (2&) £«Р Ях» ] ¿ К -  Г / $  иа5 ¿ 5 ,  (1.3.75)

м м  (1.3.76)
2«1 4 ¿ Г ,  Г

—  ‘ 1 1 ' ^  4 (  13 '  X 2 П / б  ¿ т )  \ Л .
— функции состояния тела.

При разгрузке функции кинетических напряжений корректирую
щего тензора таковы:

Д11(*> =  ^  * А тпр1 Бт О Т  Л» Й  Рр Й  Л  Й .
тлр/

д и < * > -  V  д в и п р 1 5т ( ? ) Р в о т е я ( ^ ) Л ( * 0).
тпр1

Щ к) 2  Д С т п Л , Р т ( ? )  (** )  £ „ Й  ?1 Й ,
/пп р I

Д11<‘ > -  2  - 'О т „ „ , Я т  ( ? )  Р п ( ? )  Р „  ( ? )  Р , ( ? ) .  (1.3.77)
тпр1

Подставляя эти функции в общее решение (1.3.56), получим выражения 
компонент корректирующего тензора:

Д 7 - $ =  V  [Д Л т „ „ , /? Г ) + Д В т „ р , /? | ’1 +  Д С т „ р , / ? | ) +  Д О т „ , „ /? „ М .
тпр1

(1.3.78)

Параметры ДЛтплг, .. .,  &йтпр1 определяются из условия выполнения 
вариационного уравнения (1.3.19) или (1.3.23) при разгрузке в зависи* 
мости от свойств фиктивного тела. Это условие эквивалентно системе 
алгебраических уравнений

^  [Д^тпр; Н~ Д^тлрГ ^2Р “Ь Д^тпр! ^ЗР “  
тпр1

+  Д Д т „ 1,| ^ ]  +  Д ^ в  =  0. (1 .3.79)
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Коэффициенты /гур {тпрЩкд) уравнений и свободные члены Д1р(/;7?^) 
вычисляются по следующим формулам: 

а) для упругопластического тела

4  2 0 а Д 7 °  д * »  / $  +  а '2с) г ,.м д ^  Д7’Й  /Ж  | </У -  $ « р

— функция состояния тела.
Решая системы уравнений (1.3.70) и (1.3.79), определим параметры

ненты корректирующего тензора к ак  при нагрузке, так и при разгрузке. 
Однако для реализации решения необходимо иметь диаграммы 
(Т| -I-  е ( и т , т  У(, а также механические характеристики С, V, ц ,  Я 
функции сдвиговой Я ((, т) и объемной т) ползучести материала.

Функцию пластичности <р (7\) и ее производную йц>/(1Т1 можно вы
числить по динамической диаграмме сг̂  е { материала с помощью 
формул

где А =  2 — 377 (ри0*).
Системы уравнений, которым подчинены параметры компонент 

корректирующего тензора, однотипны. Различаются они коэффици
ентами /г.ур и свободными членами ¿р, однако все являются бесконечны

V'

- ‘ IV-.

V

(1.3.80)
б) для вязкопластического тела

I- (2Т)р/Х) Ар0 ё аъ /?(Р> -I- а<р> ё ^  ДГ?Й / $ ]  (IV -

— ] /“(Р) (1.3.81)
1

где
а (/,) — (2/3) (2т1?Д - 1 ) (1.3.82)

^  тп р I* • . . ,£)  тг1 р / , а также А А  ̂ . . . ,  АГ) р следовательно, и компо-

(1.3.83)
¿ Т 1 йо1 у 7 7 -(Л р ц о , )а



ми системами алгебраических уравнений с переменными коэффициента
ми, решение которых строится с помощью процедуры последовательных 
приближений Г19]. Упругому, вязкоупругому фиктивным телам и 
вязкой фиктивной жидкости соответствует бесконечная система ал 
гебраических уравнений с постоянными коэффициентами. Решение ее 
строится с помощью процедуры последовательных приближений, сущ
ность которой сводится к следующему. В первом приближении полага
ем т  — п - р  I 1. Имеем четыре уравнения с четырьмя неизвест
ными параметрами ЛШ1, 0 1Ш, решая которые находим параметры. 
Во втором приближении полагаем, что каждый из индексов ш, п, р ,  I 
принимает два значения (1 и 2). В этом случае имеем 64 уравнения с т а 
ким же числом неизвестных параметров, решая которые, находим иско
мые параметры. Последующие приближения строятся аналогично, 
однако в этом нет необходимости, так как второе приближение обеспе
чивает точность решения в пределах 5% .В результате находим компо
ненты корректирующего тензора. Суммируя основной и корректирую
щий тензоры, получим тензор кинетических напряжений для уп ру
гого, вязкоупругого тел и вязкой жидкости.

Упругопластическому и вязкопластическому фиктивным телам соот
ветствует бесконечная система алгебраических уравнений с перемен
ными коэффициентами и свободными членами. Решение такой системы 
строится с помощью процедуры последовательных приближений, сог
ласно которой первым (исходным) приближением считается решение 
соответствующей задачи для упругого тела или вязкой жидкости, т. е. 
известен тензор (Т (i>) для рассматриваемой задачи. По известным ком
понентам тензора (T(i)), используя приведенные формулы, вычисляем 
интенсивность кинетических напряжений интенсивность напря
жений и интенсивность касательных напряжений т(^. Имея дина
мические диаграммы материала a t -г- e t н -f- y t , где

т, = ( 2 ]  2/3) а „  v =  ( 2 K 2 ) e „  (1.3.84)
строим функции пластичности упругопластического тела ср (ст4) и в я з 
копластического тела х  (tj) и  определяем значения динамического пре
дела текучести а т>д< и т т д . Затем по формулам (1.3.72) и (1.3.76) 
находим значения функций состояния <xlt а 2, а**’*, а^К  По формулам 
для коэффициентов Fv$ и свободных членов Lp уравнений вычисляем 
их значения, в результате получаем бесконечную систему алгебраиче
ских уравнений с постоянными коэффициентами, решая которую рас
смотренным способом, находим параметры Amnph D mnpl , следователь
но, и компоненты корректирующего тензора. Суммируя тензоры 
(Т 0) и (Тн), получим тензор кинетических напряжений (Т{е)) второго 
приближения. По формулам

Та» -  T#  -  М  (ТЦ - -  ТМ g ap), (1.3.85)

где М =  ф/(1 +  ф) в случае упругопластического тела и М  =  х/( 1 +  х) 
для вязкопластического тела, определяем компоненты тензора кине
тических напряжений (Т ) во втором приближении. Последующие при
ближения строятся аналогично, однако в этом нет необходимости, так  
как  точность приближенного решения не превышает 5%.



Таким образом, изложен общий метод решения задачи динамики 
деформируемого тела, применение которого позволяет определить тен
зор кинетических напряжений (Т) для любой области возмущений и 
всего тела, находящегося в условиях динамического нагружения. 
По известному тензору (Т ) можно найти тензор напряжений (гт), вектор 
скорости V , плотность р  и  оценить прочность и степень разрушения 
тела в рассматриваемой области возмущений.

§ 4. Области возмущений 
волн нагрузки и разгрузки

Рассмотрим напряженно-деформированное состояние тела в облас
тях возмущений нагрузки и разгрузки.

Область возмущений нагрузки являете« первичной, тело находится 
в естественном состоянии (напряжения и деформации равны нулю, ча
стицы тела находятся в состоянии покоя). Область ограничена частью 
поверхности тела 5 Т и поверхностью фронта волны нагрузки 6’ф. С тече

нием времени область расши
ряется, так как фронт волны 
нагрузки движется с конеч
ной скоростью а. В зависимо
сти от интенсивности возму
щений и свойств материала 
деформации могут быть упру
гими, вязкоупругими, пла
стическими и др., однако пе
редний фронт волны нагрузки 

перемещается с постоянной скоростью а 0 распространения упругих 
возмущений, поэтому область возмущений нагрузки представляет собой 
совокупность сферических областей и области, имеющей конфигурацию 
той части поверхности тела, где приложена нагрузка (рис. 19). Ско
рость а 0 определяется из следующих соображений. Области возмуще
ний нагрузки соответствует сложное напряженно-деформировенное 
состояние, характеризуемое тензором напряжений (а) и тензором де
формаций (е), которые можно представить в виде

(*) =  (5а) +  (£>о), (е) -  (5 ,)  +  (Ое). (1.4.1)

Шаровые тензоры ( 5 С) и (5,.) соответствуют объемному деформирова
нию. Возмущения этого вида деформации распространяются со ско
ростью оу. Отнесем тело к системе координат х1 и запишем уравнения 
движения элемента тела:

д а
дх̂

=  р
д'1 и/

Дифференцируя по координатам х1 и суммируя, получим

«п*о =  р — Шуи.  (1.4.2)
у  Л »



Учитывая, что а  3 Ке,  div и : Зе, уравнение (1.4.2) запишем в виде
„  2 д * еК\ г е  - (>------ .

'  л *

Отсюда следует выражение скорости распространения возмущений 
объемного деформирования

пЬ -- /С/р. (1.4.3)

Девиаторы (Dc ), (D,) связаны с деформацией формоизменения. Воз
мущения, соответствующие этому виду деформирования, распространя
ются со скоростью a (t). Уравнения движения элемента в этом случае 
имеют вид

\ j  О" (а) - ! > ^ .  (1.4.4)

предполагается, что тело находится в упругом состоянии:

D ' i  (a) 2 G D 4 ( e ) .  (1.4.5)

Учитывая последнее равенство м выражения деформации =
=  (1/2) }- \'jUi), преобразуем уравнения (1.4.4) к виду

( 1 Л 6 )
Дифференцируя (1.4.6) по координатам д:' и суммируя их, получим

3()------- — 4 0 \ -  е.
1 №  '

Отсюда следует, что скорость распространения возмущений дефор
мации формоизменения

a i  - 4G3p. (1.4.7)

Для сложного напряженно-деформированного состояния тела, которое 
имеет место в области возмущений нагрузки, справедливы соотношения

а -  ЗКс,  (D a) 2G (О,,), (1 .4 .8)

так как па переднем фронте волны состояние упругое. Уравнение дви
жения в перемещениях имеет вид

« V 4  : (Ж - !-0 »  £ — ( > £ * ;  (1 .4 .9)dr  Ol-

дифференцируя по координатам х1 и суммируя, находим

{3 К  4G)V-! e - 3 p  —  ,
Л*

отсюда следует выражение для скорости распространения волны на
грузки при расширении

а% -  (Л" +  4/3G)/p. (1.4.10)
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Последнее выражение можно представить в виде

аЪ -- аЬ +  (4/3) а%у (1.4.10*)
где

а% -  О р (1.4.11)

— скорость распространения возмущений сдвига. Формула (1.4.10') 
показывает, что волна нагрузки расширения образуется в результате 
интерференции волны возмущений объемной деформации и волны воз
мущений сдвиговой деформации.

Установим теперь физический смысл коэффициента пропорциональ
ности у0, входящего в определение координаты х° — и0 ,̂ при распрост
ранении волны нагрузки. Из физических соотношений для упруго
пластического фиктивного тела следует зависимость

7 ,0 =  (1/2С)(1 +  <р)Г,0. (1.4.12)

Учитывая, что вщ =  (1/2) (У|/«°), Т1о — имеем

—  = -1±5- и0' (1.4.13)
2 у« 2С [

Отсюда находим и°г =  С/1 р (1 +  <р)1; при ф =  0 (упругое состояние 
тела) о01 =  С/р =  а%.

Следовательно, у0 — скорость распространения волны нагрузки 
сдвиговой деформации. Если тело вязкоупругое, то из физических 
соотношений, справедливых для фиктивного тела, получим зависимость

ткуда

1 = - ^ - У ° 2
G

[ Г

1 -1-2G^R{t ,  x )dx

i

2G f  R (t, т) dx (1.4.14)

При R (t, x) =  0 имеем v° =  a CQ, следовательно, и в этом случае vQ — 
скорость распространения волны нагрузки сдвиговой деформации.

Напряженно-деформированное состояние и движение частиц тела 
в  области возмущений нагрузки характеризуются тензором кинетиче
ских  напряжений (Т)„агр, компоненты которого удовлетворяют уравне
ниям равновесия

У„Г“Р -Ь Л* = 0; (1.4.15)

граничным условиям ТаР(5) щ  = q*n) — в напряжениях на 5 Т,

t M S ) - 0  (1.4.16)

—  в перемещениях на 5 Ф, v as ** ü«(S) — в скоростях на S ;



вариационному уравнению

в( '/ ?ф- ( ю « >л р 7-“Р ^ ^ = 0  (1.4.17)
Sj

или

 ̂ S ,  /

(в зависимости от физико-механических свойств материала фиктивного 
тела). Области возмущений волны нагрузки имеют различную конфи
гурацию, поэтому тензор (7 ) пагр целесообразно строить для каждой 
составляющей области отдельно, выпол
няя при этом у г  ювия сопряжения на 
границах раздела. В сферических обла
стях I (рис. 20) задача о построении 
тензора (7 )„ агр рассматривается в сфе
рической системе координат (0, ср, г ,  я 0) 
с началом в точке 0 , при этом предпола
гается, что текущие координаты изме
няются в следующих пределах: 0Х ^

0  <  0 2 , Фх <  Ф <  Ф 2, h  ^  г  < :  г а , 
х\ <  х° <  х°2 , где 0! =  л/2, ф2 =  0, 
г х =  0, х? = 0, ф2 =  ji, r2 = a 0t, 0 2 и х\ — известные величины, за
висящие от геометрии тела и продолжительности процесса деформа
ции. Граничные условия в напряжениях имеют следующий вид:

7 1а =  7па (а =  1, 2, 3, 0) при 0 =■= 0 ! ф  0,
Т [а =  (pv lv a ) з при 0 =  0 21 (1.4.18)
Г 00 =  р0и°\ 7°' = (puV)o при -  х\ =  0;

граничные условия в перемещениях таковы:
iM S )  =  0 при г  =  г2. (1.4.18')

Сферическая система координат характеризуется метрическим тензо
ром (g) с компонентами

g i l  =  Л  £22 =  Sin3 0, g 33 -  1, g 00 =  — 1, g i j  == 0 , g t о =  0
(1.4.19)

и символами Кристоффеля

Г 1 . 2 2  —  — r 2s i n  0 C O S  0 ,  Г з .п  —  — т> I ; j . 2 2  -  ~ r  s ¡ n 2  О ,

I'i i з -• г, 1'2 21 J г* s in  0 cos U, Г2 23 - r Sin20,
Г 2 2  = —sin 0cos 0, Г 3 1  -  —г, Г 2 2  г s in29, (1.4.19')

П з = IIr, Vh =  ctg 0, Г|з =  1 fr-
Тензор кинетических напряжении можно представить в виде суммы ос
новного и корректирующего тензоров:

(Лнагр =  (Г 0) +  ( 7 Н). (1.4.20)



П остроение этих  тензоров основано на использовании общего реше
ния (1 .3 .5 6 )  уравнений р авн о веси я , которое в сферических координа
т а х  имеет вид:

Т П  =  ~  Ф  + - 4 . —  I (R a 2 2 3  ■ 2 А ^ з 2 2 з )  (R o ? ¿ a  'b '  о22о) >'¿ г* s m J Н

r a s i n a 0 ( V ? Ü S 3 o  - 4 - 2 Л Г 0 3 3 0 )  I ,

2/V3

г 2 Ф о а а о ± 2 М о ш )],
Г ' 2 : ; =  Г" s i л и О <Р '2r‘ s 'in«e 2 Л ' з ш )  ' {R aU o  i ' 2 J V « « ) h

^ Э3— 2ф 2r4sj|¡'¿() ' (^1221 ' í  2 .V,2;1) ; г2 s in a 0 (Rfíllu 2,vülln) -) ■

2 Л Г « , ) ! ,

Г 00 - = 2ф т  I (/?1221 , 2Л/1:,21) j Г- Si П 20 ( R;tll4 г  2д?3ц 3)

- ¡ • ' * ( Я « »  +  2ЛГ>ет)1. (1-4.21)

г 12- ----- г 1 ^ !  - № « з  ; 2Д/3.,13) | - (/ W !-2 W 021u)],
Г1 S i l l2 ♦)

Т'13 —  r 7 ¡ ¡ n 2 0  . 2.'/.^^) , Г 2 siil2 О ( R 0 3 J 0 ! 2iVü310)],

7'23 ■ ■ 1 ~  (/̂ зиг ■ь 2Л,зш) л" (* ,m ~! 2JV«™}í
T l ° “  ; . S¡ U  ^ ”2iz:  ‘ 2Л,»2‘2) ■!-r2 si:1,2 0 + 2 •v °“ ) 1 ’

TW ~  —  ‘ 7 7 7  I '■2  № « 3  +  2 'V0«>  - ( ^ U 2  +  2 -V„112)],r* s i rr  U

r30 ^  r‘ ^ ‘ o H sin2° ^ n : .  (-2ЛГМИ) ; r2w „ Z23 í-2«vo2:3)].

Ф у н к ц и и  Ry, vv.a д л я  формы Л\орера таковы :
¿ 4 1 ,  , .  2 n  <9 1 1 ,

R m \ — — 2 ( 1 ' ' ' s i n 2 О, ’ (Зв
ñ  о  / Ó2 ^  t n n  '1 n
R v ¿  2 .4 - — 2  : s i n  0  e o s  0 , R oll()

\ drotp  d r  1
Ti II() , • l\ í\ aiíj) Q aiíjl
° u 2 ^ o  — --------------------  i s i n  0  e o s  t )   : - r s i n 2 ü

rfO dr

d Q  {  d Q  д ф  d r  J  r  < 5 0

5    д  / д П а  д П а . дП] \ 2 a n ,

3212 ()ф V ^0 <̂ф  ̂ г Зф
o  cí2 II.., ■ 1 <)II;l ?s ¿2 П,
^0323 ~  ~ГТТ г ---- ГТ ’ ' 'ü iu  —

a )|.

2 a* n 2
dr30 *

a» n 0
ae3 *

> a* nn
0Э30 — ar2 ’

ana , ¿ A
дф ar

дгдх0 г  дх " dftdx0



~  ¿41 о д Ч 1 а I d l l o  в  -  аЧ11 c i a  fi â IIi
И о Ш ~  дгдф ■ Ô *"1 Г * р  ’ 0112 » 0  С1* и  ахо ' ( 1 . 4 . 2 2 )

я  Ü J I l  r s i n 2 0 ^ b -  ,
âq'dx0 drc*x° /■ а*о

7ц а2 П., сЛ12
R n m  ' --------------------- COS 0  S in  0  — — ,ü22a ЛрЛс« <)х»

?-> Н о  i H i  „ 1 л . а ^ П 0

R ,
а* Но . ач/2 i air„

310 <М0 б)л"' г ан

Функции Л̂ .ущт для формы Морера имеют вид:

^ i 2 2 i — га [(c°s2 0 — sin2 0) 1I0 i (1/г) sin 0 cos 0П.,|, ^ Зи з  — 110,

N322,y  sin2 BII0, Лyii2  ~ ( i i i cos 0 4 J í3 л sin 0), (1.4.23)

^ 3 2 1 2 — —sin Ü (2r cos Uli0—sin Ш 2), -V3 2 1 3  - ( l/ r)II j .

Основной тензор строится по схеме, приведенной в § 3.
Для координаты 0 функции нагрузок QJP следующие:

QÍ!) == T \ l  Qiï, -= (püV),; (1.4.24)

им соответствуют функции кинетических напряжений

Hal -= (1/2) (1 г cos в) Fal -!- (1,2) (1 -  cos S) Ф м , (1-4.25)

где 0 =  л (9 -г л/2)(02 г  л/2) — безразмерная координата.
Функции F ai и Фа 1 определяются в результате решения уравнений:

' ---■;il --i sin Oí cos Ü1 - dF-  ) — 2 s in2 (>! F01 ■ 
d r ù y  iir }

. Í!Z°1 ..!./• gin3 Oj JÙ L . sin2 0i =  2ri  sin2 0iQ1]1
дф2 ôr дгг

1 - - - ^  %-Fn  \
d r  \ dtp d r  / â r  r  Or r-

&¿ F" .c tg Ü! - —2r4 sin2 Ü! Q l f h  (1.4.26)

ô  / f d f j i  ôE n \
дх1* дф

— 2 sin 0X (2л cos Ox Fvl —sin 0X F21) -j-
d(p дф dr

-hr2 sin2 9j -  — 2И sin2 0! Q,1,3,, 
dx°*

^ J lL  J_ r sin2 0, i f » ! — 1- r 2 sin2 Oj Ii ^ i -  -i —  =  2r4 s in2 0l QJÎ)
а^ало 1 a*» \ àràx* г д*> !



совместно с граничными условиями:

Fol  ^  0, F.n  =  О, / ’ Э1 -  0 при ф =  ф у ;

F 0l — О, ^  О. F ы  -  О, F 31 -- О при г  — rY;

Л 1 ~О, ^ - = . 0 , ^  =  0, - ^ - = 0  при *° =  <  (1.4.27)
дх° дх°

Интегрирование уравнении (1.4.26) рассмотрено авторами [191; 
функцию F  oí, учитывая произвольность выбора искомых функций, 
подчиним уравнению

£ L h i  - f  г 2 sin2 S í— + rS in “ 0 i -^ i a  2 sin» 0 ^ 0 ,= ,  О
d<p2 or* дг

и нулевым граничным условиям, следовательно,

F ü\ — 0. (1.4.28)

Д ля функции F 2 1  имеем уравнение

+  sin2 0Х - L  ( +  2 sin2 6, - i -  (ry) - 2  sin2 6 ^ -  
дф2 д г \ д г }  дг

_ r « s in > 0 1 - ^ -  =  ^ 1, (1.4.29)
дх°

где

- У, Лп  =  2 sin2 0,. Ап  =  г4 ^ - | - ^ - ( r * Q f f , ) ,
дх° дх° дг

и нулевые граничные условия (1.4.27). Решением такой краевой зада
чи является функция

х°
г/ =  У У  — \  (|) s in  01т п  (% — х а) t â r ~ V 2 J v ((ümn г) sin /тир,

«  я i

v =  (l/2) | / 9 +  ^ :  (1.4.30)

собственные частоты о>тп являются корнями характеристического
уравнения J v (cùf t ) =  0. Коэффициенты А ^ а) вычисляются но форму
лам

ГI Л
Í Г 9Г- 7/2

д { ш )  _  _ 0 J _________Ач  ^ v (<Qmnr) S i n / П ф ^ г  _

11 Г, Л
| f  (r~3f2  J v  (ыт п  г) s in  m y^ dyc lr 
о о

функция F  “i такова;
X o

Fzi =  $ у ( г > Ф. *°) (1.4.31)
о



Функция Г 31 удовлетворяет уравнению
а»Гз! _ о  
1 3 й  11.

Решая это уравнение с учетом граничных условий (4.27), находим

и нулевые граничные условия (1.4.27). Решением этой краевой задачи 
является функция

х°

Здесь собственные частоты а>п— корни характеристического ур ав 
нения У1/2(шг2) — 0. Функции Ф<х1  находятся по тем же формулам, 
что и /га1, однако индекс у  = 1 необходимо заменить на индекс у  = 2  
у функций нагрузок (¿¡у), координаты 0У и функции у у .

Для координаты х° функции нагрузок таковы:

соответствующие им функции кинетических напряжений П«®’ имеют 
вид:

(1.4.33)
о о

Д ля функции имеем уравнение

где

С„ =  2г4 8т> 01Сг,1?) -|-| - £ ^ с 1 х ° - с ^ в ^ В и ,Нг , (1.4.34)
о оо

причем

С<»>=$ Си гЗ/2У1/2(м„г)<;г ( г И Ч Ч 2 ( и п г ) уЛг .
о

д а  - р 0л » ,  о?,', -  (рЛ ')о ;  (1-4.36)

п',8' =  (1/2) 5 (1+со$х« ) с 1х°  Щ"0’ =  (1/2)(1 |-соз х”) Р„„, (1.4.37)



где Хо = t ia ;0 / ' . * 2  — безразмерная координата. Функции F a0 имеют 
вид [191:

F0 г г s in2 0 Qt0]0,, F30 -= 2r2 s in2 0 Qffj rftp, F2o =  О,

Flo =  2 r* tg 0 s in 2 0 Qn) — ( s in 2 9 J o f j 1, d y

(1.4.38)

Полные функции кинетических напряжений основного тензора 
таковы:

11(г0) =  (1/2) (1 i -  cos 0 )  Fn -, (1/2) (1 - c o s f l )  Ф „  ;
_

i (1/2)J (1 ¡-cosxa) d x ° F 10t 
о

II<°>=--(1/2)(1 -г cosí)) F.¿1 (1/2) (1 — cos0) Ф21, (1.4.39)

П<3°> -  (1 /2) (1 -¡-cos 0) F3l I (1/2) (1 —cos 0) Ф31 ;
Xu

4  ( 1 /2 )  ̂ ( 1  r c o s I « ) d x ° F 3„, 
b

11 o°} =  (1 /2) (1 -i-cos х") F00.

Подставляя последние выражения в (1.4.22) и (1.4.23), а затем в (1.4.21), 
получим компоненты тензора Т о1’ для самоуравновешенных частей 
функций нагрузок и Q(Cy). Ыесамоуравновешенным частям функций 
нагрузок Q(y> и Q(°f) соответствует тензор (7о2)) с компонентами:

r ; , í ,  (1/2) (1 -¡-cos 0 ) Q¡l ¡ - ¡  (1/2) (1 - c o s  В) Q^1,,

7 -,'2> _  (1/2) (1 -Í cos 0) Q('f) -f-(l/2) (1 —cos 6) Q^2,, (1.4.40)

TfS, - (1 / 2 )  (1 +cos 0)Q('i3) 4  (1/2) (1 - c o s  6)

T f g t = (1/2) (1 -I c o s 0) Q,',Vh (1/2) (1 - c o sO )  Ql°) +  (1/2) (1 4 -c o s ? )

TfSr  (1 2) (1 4 - c o s ? )  Q°r|t r J J . - d  2) (1 ; co s? )§ ,• ? „

TfS, - (1 / 2 )0  : c o s í ”) Q?,0,.
Сумма тензоров (T<,n ) - f  T{o02)) образует основной тензор (T0) в сфе

рической области / (см. рис. 20).
Построение корректирующего тензора ( Т н) для сферической облас

ти / выполняется по схеме, рассмотренной в § 3, с учетом физико-меха
нических свойств фиктивного тела, Системы фундаментальных функ
ций принимаются следующими:

lm  (*>) -  (1/m!) Q m (0) sin m0, r|„ (ф) — (1 /«!) sin лф,

(1.4.41)



где С?т (0) — полиномы Лежандра; J , ,  (г) — функции Бесселя. Ком
поненты корректирующего тензора

7?к) -  2  « ,  +  В«шМ П2, +  с тпр1 /«в +  О тпр1 /«3). ( 1 .4.42)
т пр 1

Здесь /{$ (тпр1)  — известные функции координат (191. Параметры 
Атщч,  ■ • •» В гппр1 определяются в результате решения системы ал 
гебраических уравнений (1.3.70), соответствующей свойствам фиктив

н ого  тела. Итак, корректирующий тензор для сферической области / 
построен.

В области I I  (рис. 21) задача о построении тензора (Г )нагр рас 
сматривается в криволинейной системе координат (а , (3, г, х°) с базисом 
(еа , ер, ег, е*«) и началом в центре области нагружения поверхности 
тела. Координатные линии а и ^  расположены на поверхности тела и 
являются линиями главных кривизн поверхности, координатная линия 
2  направлена по нормали к нагруженной части поверхности. Коорди
наты а  и Р связаны с областью нагружения тела (рис. 22) и изменяются 
в следующих пределах: ^  а  ^  а 2> Р1 ^  Р ^  Рг» причем и ру
(у =  1, 2) — размеры области нагружения; координаты г  и х{) изменя
ются в пределах 0 <  г  <  г2, 0 ^  <  х2°, где г г — глубина области
нагрузки ( г 2 г ' я<Д * 2° '  — координата, соответствующая
времени продолжительности процесса. Метрический тензор системы 
координат имеет компоненты:
§ п  =  А2, § 2 2  ^  В 2, £33 1, £0(, -  — 1, -- 0, =  0; (1.4.43)

символы Кристоффеля следующие:
тч д дА р  п  дВ   Р
Ч . Ц - Л - ;— » А 2.22— °  ’ 1 1.22 ' пда  ир

Г, „  - А —  . Г , п - Й
0$

■р! 1 с).4 -рг \ дВ
1 1 1 =  —  —  . 1 ^ 2 ^ —  -ГГ  > 1 ‘22 ~А да В др
„ в   А_ дА_ _1_ дВ_

В* зр ’ ~  В да.
где А и В  — параметры Ляме поверхности тела.

дВ
Г , . и —  ,4 дА

да Ф  ’

дВ

да ( 1 . 4 . 4 3 ' )

в дВ

А 2 да ’

I V
1 дА

”  А ^  1



Д ля  области I I  имеют место граничные условия*.
Т3а =  [(ри3и«)3 — /?3а](1) при г  =  0,

Шо, (я) 0 мри г =  г2,
Т00 - (ри°и°){0), Ты =  (ри°иО(0> при х° =  0.

Представим тензор кинетических напряжений для области I I  в виде 
суммы основного и корректирующего тензоров:

( Л п а г р  =  ( Г 0) - I - ( 7 \ (). (1.4.45)

Общее решение уравнений равновесия в выбранной системе коорди
нат имеет вид:

17 '11 = ------- —-
Л»

7̂ 22 __

2ф +  ^ ( ^ 3 2 2 3  Ь  2Л̂ 322д) —  1 ? 0220 * 0 3 3 0 )  | ,

2ф ~|' № «1. ' ! '  2/Узш ) —  * Шо ^оззо)] .

2ф +  —  ( да ^ 7  ^ 2 1 1 2  -Г 2Л^ш) — —  Йоио — - ^ 7  ^о2 2о)

Т00 2ф + Аа з"7 (^2112 +  2^ 2112)  ' (^3113 ^  2Л ,3113) - г

“Н (^3223 [' 2 Л̂ у2 2э)

712 = 1
!¿ А 2 В 2

(^1323 -1- 2А 1̂323 /?о21о)> (1.4.46)

7’13 = 1
2Л2 2321 I' 2^ 2321) "Г ^0310

719 ИТГ ( я* Я®212 ' ^ 0313) ’

Т23 -=
2 В 2 

Т20 -

2Л2 V В 

~ ^  ( ^ 121)1 “Ь 2  /V1 2 3 1) - [' Я 0320

2Вг 0̂112 ^0323

7 30 ~  2 ( ^ ^ 0Ш +_в Г ^ 0223) ‘
Функции /?^яа Для формы Морера таковы:

а»П! ¿)П, т̂ а



d  _  ^ /’дПа аП 2 af l^  \ /(ЗП1  ЭГ12  <3H;t

3 1 1 2  д а  \ д а  ар д г  )  1 1  \ д г  а р  * д а

т,2 /сШ;, a iL  , d l l t
—  l i o ---------------------4 ---------

" \ д а  ар д г

г ,  д  /аПп <)\\., , аГ ^  \ 1М ;<)ПЧ аН,, <Ш,
''¿212 ” ' —” 1~------------------------)— I 1: '

ар \ д а  ар д г  } '  \, д а  а р  д г

Шх '
~дг

п и /v*‘ 1 w * * 8  wl*3 1 Ol'l ^ 2  I 0 1 ' 2  ^К з т  -Г~\—---------“------- ;— ) i  ¿ i \2 —г~ —  -

T h
/ а п я а п 2

V д а  ар

а  , д и 1 а п а а п 3 \

д г  \ д г ар  д а  j

а > н г , 

а а ах"
(Г1

р 2  \ ^Hl 
1 ----1  1 2 ) —~

ад:"

(1 .4 .4 7 )

д г  ' д г

П w *4 1 /T'l Л2 \ w**l П И« i П»« о п г -  - г т г  (Гч Г 12) , , Я„™>- - Щ ь  г - ^ т  

Г, д 2 П а , Г 1  дП2 , r a  d l l ,  ñ  а »  По , д * П 2
*'0113 — т > „ г  А 1 I ~ Г —  T M I  » А()310

д а дх »  дх» дх « 0 0  и д а д г  ' д&*

ñ  п ;, , П 1  а п 2  , г а  а п ;, п  а г п 2

''022.» ~  ,0 .. Г -1 2 2  ~ Т —  ‘ Г 1 22 ~ ~  * ^0313
арад:у дх° а * и д г д х 0

?) IIi i ли т'з ñ  а̂ Пз
*'0212 - ^ Т Т  М- U  12— l 2 2 j - T 7  » *'0323 ~

0 ра*о дх» д г д х а

х  а® н 0  , а ч ^  Г 1  а п 0 1 1 2  а п 0

— 1 ,2 ^ r “ l i 2 i T '

Функции yVxuno для формы Морера имеют вид

^1221 ““ "дГд2~  ̂  ̂112  ̂122 '

¡ А  2 ( 1 221 Г 221 ! I 222 I 21]}] 1‘ ^ l (  21 112 , 1 221 i Г 12г I 211 " Г I 222 Г щ )} -
(1 .4 .47 ')

Построение основного тензора выполняется по схеме, приведенной в 
§ 3. Функции нагрузок для координаты г следующие:

<2??, =  ( р л * ) .  ~ р \ ь  (Р =  I ,  2 ,  3 ,  0 ) ;  (1 .4 .4 8 )

соответствующие им функции кинетических напряжений

П ^  =  (1/2) (1 +  c o s i )  F a s , (1-4-49)

где z =  лz!z-¿ — безразмерная координата. Функции Fa 3 удовлетворя
ют уравнениям:

_ ^ , а £ м _ а ^ а з \  /_ 1_ _ а л _  , i а д  w a f 3 3  dFta'
ар  [ д а  ар j  I а ар  г в  а р } [  да  ар

— 2Лг Я2 Qf x̂,
дх"3 ( ’



л .
д а

дГю
д а ар )

- А2

1_ НА.
Л аа

£1^21 = 
дх о ‘

_1_ _<)Д 
Д аа

■'ОГм 
\ да

д* Лэ 
аадр

1 ¿Л д/У,

- М

А д а

т ! В2
ал

ар

/'п;’ .:. /}2

1 дВ  д /у ., 
я  ар <3а 

(У1 Г п , ,

ар

аа2 
л 2 ад  , а /7, 

арв
( ал ал  

ар ар

ар

Р̂-

‘ — 2

2Л2Й2 (¿¡¡1,

’ 1 [ М  дВ
АВ \ да  ар

( в  В1 дА

ОГу
ар

ал д в
ар да  

а/'оп
да

;  д в  о в
Л да да

 , л _ д в _  ал \
д а  д а  В  ар ар  /

(1.4.50)

т  •
в  д в  ал
А д а  д а

/\и} “= Аг в -  (з;1,3), 

д  2 д2 ^ г '<  ^  I й  ал_____ ад  \  д р ац , № Г;уЛ __
д а д х 0 Л д а  д а  / ах° ар а х 0

_  Л  | ' А  _ _ )  ^ ¡ к .  _= 2 Л 2  д *  р (31*»)
д  ар ар /  а*<> 

и граничным условиям: при л-0 0

^03 — 0 > Р 23 О, У7ЗЛ -  О, д1?2Л - О , дГля -0. (1.4.51)
дл° ' дх"

Учитывая произвольность функций /'аз , подчиним ^ 0 3  уравнению

В 2 а» Л,:, 
аа2

Л2 а8 /-о:, 
ар2

В  —  — —  дА \дГол 
да А да I да

-1[А
ар в  ар ) ар

' - 2 д В  д В  
д а  д а

а д в  ал  
в  ар ар

/  ал  ал , д  а д  ал  
ар ар ' л  а а  а а /•’о,- о. (1.4.52)

Тогда третье из уравнений (1.4.50) можно записать в виде
а2/ ^ __ 1_ _ а л _ а ^ ,___ 1_ д в _ д ^  ,

в  ар а а  '

| Л , - *  В* <???,. (1.4.53)

л а а  ар 

, /дА_ дВ_
' л д  I  а а  ~ар~

Рассматривая совместно первое и второе уравнения (1.4.50), для

(1.4.54)дГм
да

а/'а;, 
ар

получаем уравнение 
1 а21 . 1 а2 5

Л 2 а а 2 в*  ар*
д^

■й\  а 2
д а

Л .
ар

—а , дП
дх»‘ --2Р, (1.4.55)



где

Р  .  -±-(В* <?»,’ ,) — (Л’ <№',),
да  ор

_ _а_ 4_ 1 дд \\ ■ а / ! / 1  <зл , 1 д в
а ° ' да  [ Д* А да В да ) )  ' ар \  й а V Л  ар В ар

1 /_3_ _дА_ 2-_дВ_\ -] 1 дЛ
01 А2 [ А да  В д а ) '  ^ " ' в *  \  В ар Л ар 

и граничные условия: при л:0 - О

I -  О, -£-■ 0. (1.4.56)дх{>

Считая | (а , р, х°) известной функцией и рассматривая совместно
(1.4.54) и четвертое из уравнений (1.4.50), записанное в виде

- A  íjL <)b ()А

да  I. А да  <)а J ' ар
X11
[ QfWdv»  (1.4.57)в  ар ар ! 3,‘ J  ч<п“ л ■ v '
о

можно определить функции F 2:i и FXi. Интегрирование уравнений це
лесообразно выполнять для конкретно рассматриваемой задачи при 
известной области возмущений.

Для координаты х° имеем функции нагрузок

ОД, [)0Л " ,  Q°¡, (puV )(1); (1 .4 .58)

им соответствуют функции кинетических напряжений

В Д - ( 1 . 2 ) ( 1  ; соs x ° ) F M, l i ; r - ( l ' 2 )  |‘ (1 J - c o s ? ) d x ° F ¿ü. (1.4.59)
ó

Функции Faо удовлетворяют уравнениям:

Л/'о« /1г Яа (?(пГ),

I L ! í l  t  )/-1(( , B * - ? ^ ^ 2 A 2B2Q'{!h
ар I а ар в  ар ) д" д г  1

 !_ J ”L W  í 0—A * - ¥ ^ -  =  2A*B*Q?f ]t (1.4.60)
да  \  А да  В да  /  дг

f í 2 _dF^_ В ; д в — й_ал_\ /.• + Л 2 _^зо_ + 
д а  \ да  А д  а  /  ар

. л/ — 2. 42 В - Qm1,,
\ ар В ар !  J', ^  п



д а  j  v / В д $  д Р А д а  д а  

Из первого уравнения (1,4.60) находим

Исключая функции F2Q и Fa0t для функции Flf> получим уравнение

В результате интегрирования уравнения (1.4.62) определяем функ
цию F10, затем из второго и третьего уравнений (1.4.60) находим функ
ции F 2 0 1 Fn0 (решение этих уравнений следует строить для конкретной 
задачи).

функции кинетических напряжений основного тензора имеют вид

Подставляя их в (1.4.47), а затем в (1.4.46), получим выражения компо
нент основного тензора области возмущений 11 от самоуравновешенных 
частей и функций нагрузок^

Несамоуравновешенным частям (???> и функций нагрузок соот
ветствует тензор {Т[2)) с компонентами:

д* F l о 1 д В  d F U) _1_ дА d F l0
д а д $  В  д §  д а  А д а  ар

- a F l 0 = P ,  (1.4.62)

где

a W l l  ( . 4 2  Q.0 1 )
д г  д а  к * { ]>

ар V ар

1Г;0) = (1/2) (1 -f- eos ?) Fia -|- (1/2) \ (1 -[-eos x°)dx°F i0,
<¡ (1.4.63)

По01 =  (1 /2) (1 ¡- eos z) F03 H-(1/2) (1 +  eos x°) F00.

7’,1Í ) = (1/2) ( l+ c o s z )  Tfo> — (1/2) (1 -¡ cosz)Q??l



Основной тензор области возмущений I I
(7’о) =  ( П ,,) +  (7 ’В } ) .  (1 .4 .6 4 )

Построение корректирующего тензора для  области возмущений I I  
выполняется в соответствии с соображениями, изложенными в § 3 в 
координатах а ,  р, г ,  х0 с учетом физико-механических свойств материа
ла тела. Системы фундаментальных функций (а), т]п ((3), (г) ,
Рь  (хб) выбирают применительно к рассматриваемой области возмуще
ний на основании общих требований [191. Для формы Морера 
компоненты корректирующего тензора таковы:

7 Т / ) =  У  1 - й ....Р , П 1 ) + С ш п , п { ^  \ - О т п г 1 Г А ) ,  ( 1 . 4 . 6 5 )
тпр1

функции/(?) (тпр1)  определяют по общим формулам [191 с учетом гео
метрии области нагрузки и вида фундаментальных функций. П арамет
ры АтпрЬ 0 , „ пр1 компонент корректирующего тензора находим в 
результате решения системы 
алгебраических уравнений
(1.3.70), соответствующей фи
зико-механическим свойствам 
материала фиктивного тела.
Итак, компоненты корректн 
рующего тензора для области 
возмущений I I  известны. Сле
довательно, полностью опре
делен тензор кинетических 
напряжений области возму
щений нагрузки.

Возмущения, распространение которых рассмотрено, соответству
ют процессу нагрузки. Нагрузка является процессом активного дефор
мирования и характеризуется неравенством ^  (¿2) >  е 1 (^) при >  Ъ-

Для реализации такого процесса требуется непрерывный рост внеш
них силовых факторов. Однако наступает такой момент времени ¿р, 
для которого условие нагрузки не выполняется. В этом случае начина
ется процесс разгрузки (пассивное деформирование), характеризуе
мый неравенством (¿2) ^  е-х (/х) при /3 >

В момент (р зарождается новый вид возмущений, который соот
ветствует процессу разгрузки. Возмущения разгрузки распространя
ются с конечной скоростью в виде волны разгрузки, образуя новую об
ласть, называемую областью в о зм ущ е н и й  волны ра з г р у з к и ,  которая 
находится внутри области возмущений волны нагрузки и я в л я ется  
вторичной (рис. 23). Область возмущений волны разгрузки ограничена 
частью поверхности тела, включая загруженную, где идет р аз гр узк а ,  
и фронтом волны разгрузки. Движение частиц тела в этой области х а 
рактеризуется вектором скорости Ур<,у,.р и плотностью Рразгр• Н а п р я 
женно-деформированное состояние характеризуется тензором н ап р я 
жений (а)разгр и тензором деформации (е)Разгр» которым соответствует 
тензор кинетических напряжений (7')разгр и тензор деформаций фик
тивного тела (е)ризгр, связанные между собой физическими соотноше-



ниями. Вид соотношений определяется свойствами материала фиктив
ного тела в рассматриваемой области возмущений. С течением времени 
область возмущений разгрузки  расширяется, так  к ак  фронт волны раз
грузки  перемещается с конечной скоростью Ь в предварительно напря
женной области возмущений нагрузки, которая характеризуется тен
зором (Т)!1ЦГр. Д ля упругого и вязкоупругого тел физико-механичес
кие свойства при нагрузке и разгрузке одинаковы, поэтому для соот
ветствующих областей возмущений нагрузки и разгрузки имеем еди
ные физические соотношения. Следовательно, скорости распростране

ния волн нагрузки и разгрузки одина
ковы и определяются по одним и тем же 
формулам. Для упругого тела

(1.4.66)

для вязкоупругого тела

1 . 2 6  | *  Н  ( / ,  г )  ( { х  

о

, ,(> ..IIУ{Ь)— (̂е)

Д ля тел, обладающих пластически
ми свойствами, физико-механические

Рис. 24 характеристики материала при нагруз
ке и разгрузке различны. Если при

нагрузке материал тела пластичен, то при разгрузке он является 
упругим. В связи с этим физические соотношения для областей 
возмущении волны нагрузки и разгрузки различны. Следователь
но, скорость распространения волны разгрузки иная, отличная от 
скорости волны нагрузки (6 Ф  а).  Скорость и?Г) при разгрузке оп
ределяется исходя из следующих соображений. Пусть началу рагруз: 
ки соответствует точка .И диаграммы сгг- ч- e¡  (рис. 24) с характерис
тиками (а)д*, {>м, у м . Р азгрузке  в точке М  диаграмм!,I соответствуют 
характеристики (о)^, Воспользуемся физическими соотноше
ниями, справедливыми при разгрузке,

Т\0Г>=  2&№ 4  Л̂ о =  П ? 20е№\ (1.4.67)

По определению ТЩ =  р 1г)и\г> Vо'”' ,  е\о =  (1/2) (сГ,/уо’’); подставляя 
последние равенства (1.4.67), получим

■.('КМ

><'> и{[ ] Лг) О ^ 0 .

Разделив обе части равенства на р0,) о|н), имеем

где

</»

п1г)'

, ( Н )

( I I )

— — (¿0 =  0,

( /1 -- ,00
, 0 1 ) ví¡ н)

Г '

(1.4.68)

(1.4.68')



Уравнение (1.4.68) имеет корни

ИГ.1,2 -<*1 / 2  ± 1  ( 4  2 )а~  </„, 

однако Во2  <  0 Чо? >  0 при А',:о 0, 0, поэтому

1 'Г = Ч '2 - г  \'г Ш Г Г Т й а. (1.4.69)

Запишем коэффициенты (1.4.68') в виде =  о<м) р (О/ТЭД), =
— ио^рО) (1 — С/Т'оо), где р =  р(н,/р(г\ — v\к)lv\r)■ Подставляя
значения коэфс|)ициентов в (1.4.69), получим

о(0О=  (1/2) ^ и,р | ( 1 - О /т 1 й0)) ^  + ] / ( 1 - 0 / О 2^ 2 -1-4(0/7'Й))2] .
(1 .4.70)

При р =  1, VI : = 1 имеем 

в!,'’ -- (1/2)»!1,,1 [ ( 1 - С ;7 'Й 1) !- | "(1 - С 0 /ГЩ)2-; 4(0/Т<”>)5]. (1.4.70')

В области возмущений разгрузки, как  и в области возмущений на
грузки, напряженное состояние сложное, ему соответствуют объем
ные и сдвиговые деформации, поэтому волна возмущений разгрузки 
распространяется со скоростью

Ь* =  ау +  4е>о,,/3 . (1 .4.71)
Напряженно-деформированное состояние и движение частиц тела 

в области возмущений разгрузки характеризуется тензором кинетичес
ких напряжений

( Г ) разгр =  ( Г ) „ а г р - Д ( Г ) .  (1.4.72)

Если тензор (7 )„агр известен, то тензор Д (Т)  необходимо строить так,
чтобы его компоненты АТа& удовлетворяли уравнениям равновесия

УаАТ “ Р +  Т Л *  -  0, (1 .4.73)

граничным условиям в напряжениях на

Л Т “ Р ( 5 ) п р  -  Д ?5), (1 .4 .74)
в перемещениях на

АяИа ( 5 )  =  0 

и вариационному уравнению

6 / Л Д ф~  $ Д ш а5 = 0  (1.4.75)
I 5, )

или

-  ^ Д и а, «р Д Г “ М 5  |  =  0

(в зависимости от физико-механических свойств материала фиктивного 
тела).



Учитывая сложную конфигурацию области возмущений разгрузки, 
разобьем ее на составляющие: сферические области / и область //, 
форма которой зависит от вида загруженной поверхности тела. Тен
зор Д (Т ) следует строить для указанных областей отдельно, выполняя

при этом условия сопряжения на гра
ницах раздела областей.

В сферических областях (рис. 25) 
задача о построении тензора Д (Т) 
рассматривается в сферических коор
динатах (0, ф, г,  х°) с началом в точ
ке 0 ; при этом предполагается, что 
текущие координаты изменяются в 
следующих пределах: 0Х <  0 ^  02,
Ч’ 1  <  Ф <  Ч'г. >4 <  '  <  г г» * i  <  
^  Х°  <  х \ ,  Г Д С  0J, cpl t  =0, =-
-  u‘!% ,  с|\, = я ,  r2 -- b ( t  — /р); 02

и х \  —  известные величины, зависящие от геометрии тела и продол
жительности процесса разгрузки . Для этой области имеют место сле
дующие граничные условия:

ДГ'Р =  Д7пр ф  =  1, 2, 3, 0) при 0 =  0„
ДГР =  (ДрД^Ди^я при 0 -= 0а,
Ди'ои =  0 при г  — г2,

АТ00 =  0, ДГ'° =  0 при х° =  л;°; (1.4.76)

им соответствуют функции нагрузок

AQt'fi -  Д Г /f, AQfn -  О, AQ?i, --- 0, \ ( Д  -■ (ApAtMoP),.
(1.4.77)

Тензор Д (Т ) можно представить в виде суммы основного и корректи
рующего тензоров:

А (Г) =  Д (Г 0) I- А (7’Д  (1.4.78)

построение которых проводится на основании общих соображений, при
веденных в § 3, как  и в случае нагрузки, причем

Д (Т 0) =  Д ( П 11) +  А (П 2>). (1.4.79)

Тензор Д ^¡/^соответствует самоуравновешепным, а А (7’о*>) — неса- 
моуравновешенным частям функций нагрузок; корректирующий тен
зор в форме Морера имеет компоненты

2  (Д Л т п л г / “ ,|> Д О т „ , , / Й ) ,
mnpl

(1.4.80)
параметры ДA mnPi, . . ДD mnp i определяются в результате решения
системы алгебраических уравнений (1.3.79), при этом учитываются
свойства фиктивного тела.

Рис. 25



В области возмущений И  (рис. 20) задача о построении тензора 
Л (Т) рассматривается в криволинейной системе координат (а , р, г, .V0) 
с базисом (еа , ер, е г, е**), начало которой находится в центре области 
нагружения поверхности, где идет процесс разгрузки. Координатные 
линии а и р  расположены на поверхности тела и являются линиями 
главных кривизн поверхности, координатная линия г  направлена по 
нормали к поверхности. Координаты а и р  изменяются (рис. 27) в пре
делах: а 1 ^  а  <1 а 2, Р1 ^  Р ^  р2, где а у, и р-у — размеры области раз
грузки. Координаты г и х° изменяются в следующих пределах: 0  
^  г2, х\ ^  х° ^  Х2 , где г 2 ЬА( — глубина области возмущений раз-

 —  ^

...

Рис. 26

грузки, причем Ai — t — tp , х\ — v [p  Аt2 — характеристика про
должительности процесса разгрузки, которой соответствует время 
At2 =  t2 - t p .

Компоненты метрического тензора и символы Кристоффеля систе
мы координат определяются по формулам (1.4.43). Д ля области воз
мущений имеем следующие граничные условия:

д^зр _  — д^зр) ПрН z — О,

Awas =  0 при 2  =  z2, (1.4.81)
А Г00 =  0, А Т01 =  0 при х° =  х\.

Им соответствуют функции нагрузок
AQff, =  (ДрДи3АиР)в -  Др?р„ AQZ  -  0, ДQ?{} =  0. (1.4.82) 

Тензор Д (7') можно представить в виде суммы:
АТ =  Д (Г0) +  Д (Г и). (1.4.83)

Построение основного Д (Т0) и корректирующего Д ( Т к) тензоров вы
полняется на основании общих соображений, изложенных в § 3, так же 
к ак  это было сделано в случае нагрузки.

Функции кинетических напряжений основного тензора

ДЩ =  (1/2) (1 -(-cos г) AFa3. (1.4.84)
Здесь функции AFas  определяются в результате решения уравнений
(1.4.50), при этом Qff) заменяется на AQfft. В результате подста
новки формул (1.4.84) в общее решение (1.4.46)^находим компоненты 
тензора А [То1}) для самоуравнопешенных частей функций нагрузок.



Несамоуравновешенные части (функций нагрузок учитываются тен
зором А (То2>) с компонентами

ДГ,3»3) =  (1 /2) ( +  cos г) ЛтЦ, =  (1/2)(1 Ч- cos 2 ) Af,'„

ДТ?о°|=(1/2)(1 i- c o sz )  AQf?). (1.4.85)

Основной тензор

Л (Т 0) Л ( П 11) -|- А ( П а))- (1.4.86)

Корректирующий тензор А(71|<) имеет компоненты

АГ“̂  =  ^  ( A ^ 4 m riJ3i / Г о  ' f '  A B m n p l f l f )  "1“ A C m n p l /(З1) -f- A D m ;tp i / {'оР)).
mnpl

(1.4.87)
Параметры AA mnPi, . . . ,  AD mnvl  находим в результате решения систе
мы уравнений (1.3.79), учитывая физико-механические свойства мате
риала фиктивного тела при разгрузке. Итак, тензор А (Т) построен, 
следовательно, определен и тензор кинетических напряжений (Т^разгр.

Все вышеизложенное позволяет исследовать напряженное состоя
ние тела при нагрузке и разгрузке в условиях динамического нагруже
ния, которому соответствует распространение волн напряжений в теле.

§ 5. Отражение и взаимодействие волн напряжений 
при их распространении

При выходе волны нагрузки или волны разгрузки на поверхность 
тела или при столкновении двух волн напряжений наблюдается явле
ние отражения волн, при этом зарождается отраженная волна нагрузки 
или разгрузки, распространяющаяся с конечной скоростью в обратном 
направлении по предварительно напряженной области. Образуется

вторичная область возмущений 
отраженной волны, которая ог
раничена частью поверхности 
тела, где наблюдается отраже
ние волны, и передним фронтом 
отраженной волны (рис. 28). 
Эта область увеличивается по 
мере распространения отражен
ной волны. Движение частиц 

тела в области возмущений отраженной волны описывается вектором 
скорости v 0Tp и плотностью р 0тр- Напряженно-деформированное со
стояние характеризуется тензором напряжений (о)охр и тензором де
формаций (е)отр. Им соответствуют тензор кинетических напряжений 
(Лотр и тензор деформаций фиктивного тела (е)отр, связанные между 
собой физическими соотношениями, которые определяются физико
механическими свойствами материала в рассматриваемой области воз
мущений.



Тензор кинетических напряжений (Г )отр можно представить в виде 
суммы:

( Л о т р ^ Л п р - А Л П  (1.5 .1)
где (Т)пр — известный тензор кинетических напряжений прямой вол
ны нагрузки или разгрузки; At (Т) — дополнительный тензор кинети
ческих напряжений, подлежащий определению. Построение тензора 
Дх (Т) выполняется на основании соображений, изложенных в § 3 н а
стоящей главы, при этом используются результаты, полученные в
§ 4. Компоненты тензора А{ (Т)  должны удовлетворять уравнениям
равновесия

-  0; (1 .5 .2)

граничным условиям в напряжениях: А 17’“Р (S)/?p - Atf(«> и в скорос
тях

A ^ ( S )  -■ AjVs (1 .5 .3)

на поверхности тела, где имеет место отражение волны; граничным у с 
ловиям в перемещениях

Д ^  (S) Д ^ “ ; (1 .5 .3 ')
вариационному уравнению 

6 | 'Д ^

или

«  | А  j  « а  Al Was Al т“Э dS'j =  U

(в зависимости от свойств фиктивного тела), причем Дх/?ф и A iU ^  
вычисляются по соответствующим формулам, приведенным в § 3, ком
поненты заменяются на Д ,ГаР.

При переходе из области возмущений прямой волны в область воз
мущений отраженной сплошность материала должна сохраняться. 
Условие сохранения сплошности эквивалентно выполнению на фронте 
отраженной волны условия Д^® =  0, следовательно, граничное у с 
ловие (1.5.3') принимает вид

Д ^  (s) 0. (1 .5 .5)

Внешние силы А ^ ^ ,  входящие в граничные условия (1.5.3), 
определяются из следующих соображений. В момент подхода перед
него фронта прямой волны к поверхности тела на последней возникают 
напряжения, связанные между собой соотношением Т%Р — ТпрЯр, здесь 

— компоненты внешней нормали к  поверхности тела; rjjj} — 
компоненты тензора (Т)пр, на поверхности тела, где имеет место отра
жение волны. Напряжение Т„р является внешней силой AtfJo по от
ношению к области отраженной волны:

Т[% - T [ f , {S)  «|*. (1 .5 .6)

ф- J h „ A д шр, Д2 Г«Р dS\  =  0 (1.5.4)



Итак, компоненты тензора Дх (Г) должны удовлетворять уравне
ниям равновесия (1.5.2), граничным условиям в напряжениях

=  7 $  (5) (1.5.7)
на поверхности тела, где отражается волна, граничным условиям в 
перемещениях

Д!Ша (5) =  0 (1.5.7')
на фронте отраженной волны; вариационному уравнению (1.5.4) с 
учетом свойств материала фиктивного тела. Тензор (Т) можно пред
ставить в виде суммы:

Д, ( Л  =  М Г 0) +  д ,  ( Г к). (1.5.8)

Компоненты основного тензора Дг (Т0) должны удовлетворять уравне
ниям равновесия (1.5.2) и граничным условиям (1.5.7); компоненты 
корректирующего тензора Дг (7"к) должны удовлетворять уравнениям 
равновесия (1.5.2), нулевым граничным условиям в напряжениях

д хт*ъ (5 ) о, (1.5.9)

граничным условиям в перемещениях (1.5.7') и вариационному урав
нению (1.5.4) с учетом свойств материала.

Учитывая сложную конфигурацию области возмущений отражен
ной волны, разобъем ее на составляющие и построим тензор Дг (Т)

для каждой составляющей 
области отдельно, выпол
няя условия сопряжения 
на границах раздела обла
стей.

В сферических областях 
возмущений / (рис. 29) з а 
дача о построении тензора 
Д  ̂ (Т ) решается в сфериче
ской системе координат 

(0, ф, г, х°) с началом в 
точке О, причем полагает

ся , что текущие координаты изменяются в следующих пределах: 
е 1  <  0 ^  02. Ф1 <  Ф <  Фа. Г 1  <  г  <  'я , х\ <  <  х$, где 0! =  О,
Ф1 ~  0, гх =  0, фа — я ,  г 2- - а 01, х\ = ^ 0тр 2̂ » и х1 — известные ве
личины, зависящие от геометрии области и продолжительности про
цесса распространения отраженной волны.

Граничные условия для этой области таковы:

область „ 
отраженной 

болны
Ж

Рис. 29

II*

(1.5.10)
ДХГ »  - - \ Т 1п

Д 17,|р =  ( Д ^ Д ^ Д . у Р ) ,
Д ^)“ (5 ) — 0

-  Д ,Г00 -  О, Д = О
Построение тензоров А! (Т 0) и Д: (Т 1{) для эти? областей выполня

ется аналогично изложенному в § 4.

при 0 0ц 
При 0 =  0!, 
при Г ---- г2,
при л:0 =  0.



В области возмущений I I  (рис. 30) задача о построении тензора 
Д1(7') рассматривается в криволинейной системе координат ( а ,  р,г,л:0) 
с началом в точке 0  поверхности тела, где имеет место отражение. 
Характеристика этой системы дана в § 4, текущие координаты изменя
ются в следующих пре
делах: а г а  <  а 2, _

0 < г < г 2, 
здесь а у н 

Ру (У “  1»2) — размеры 
области на поверхности, 
где наблюдается отраже
ние волны; г2 =  а/ — 
глубина области возму
щений //; х\ ~  и0/* — 
координата, соответствующая продолжительности^ процесса распро
странения отраженной волны.

Д ля области возмущений I I  имеем граничные условия:

Рис. 30

Д, 7 *  (5) -  Г»» (Я) при г -  0 ,

Д ^ а  ( 5 )  =  0  П р и  2  =  2 „

Д1 741 0 =  0, Дх Т°* =  0 при -  0.

(1.5.11)

Построение тензоров Дх (Т0) и Дх (Т к) выполняется аналогично 
изложенному в § 4 для области возмущений I I .

Таким образом, для области возмущений отраженной волны допол
нительный тензор кинетических напряжений (Т) можно построить, 
следовательно, определить тензор кинетических напряжений (Т ) отр от

раженной волны нагрузки или раз
грузки . Пользуясь формулами, 
приведенными в § 3, по известному 
тензору (Г)отр находим плотность 
Ротр» вектор скорости у отр и тен
зор напряжений (сг)отр в области 
возмущений отраженной в о л н ы  на
грузки или разгрузки.

Покажем теперь, что при отра- 
и У жении прямой волны напряжений

Рис. 31 возникают отраженные волна рас
ширения и волна сдвига. Д л я  про

стоты рассуждений условимся считать прямую волну плоской волной 
расширения, направление распространения которой в плоскости хОу  
составляет угол а х с осью Ох; свободной границей является плоскость 
уОг  (рис. 31). Рассмотрим простую гармоническую волну, в которой 
перемещение перпендикулярно фронту волны:

и х =  Ах$\п{р1 +  к х  +  (1.5.12)

X
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где Лх — амплитуда прямой волны; Д =  р  cos с^/а,; g l — р  sin a j a x  
( a t  — скорость распространения волны). Перемещения их, соответ
ствующие прямой волне вдоль осей Ох и Оу , таковы:

ui ~  U \cosa! =  in (pt -f fxx +  gill) cosa^

-  Ux sin a ,  — Л , sin íp t  - f  ¡iX -|- g,í/) sin a , .

Пусть отраженная волна расширения составляет угол а 2  с осыо 
Ох и ее перемещение, перпендикулярное фронту волны,

U2 А 2 sin {pt — f 2x 4- g 2y  -I- 6 1 ), (1.5.13)

где  А 2 — амплитуда отраженной волны; / 2  - = p c o s a j a ú  g 2 ~
=  p s m a 2 /a1 (6 1 — постоянная изменения фазы волны при отражении). 
Перемещения и 2, v t , соответствующие отраженной волне, имеют вид:

и 2 ■■ — U2 cos a 2  — — А 2 sin {pt — f 2x 1- g^ y  +  8: ) eos a 2, 
v 2 =  V2 sin ct2  — A 2  sin (pt  — f 2x g 2{! +  6 1 ) sin a 2.

Полные перемещения w, v ,  производимые прямой и отраженными вол
нами, таковы:

и  — - h  и 2 =  Д ^ п  {pt  - i-  f i x  g i ^ c o s a i  —

— A2 sin (p t  — f 2x -f g 2y  +  ^i) cos a 2, (1.5.14)
v  — +  v 2 - -  A¡  sin (pt  -b f ix -h gj//)sin a x +

-|- A2 sin ( p t — f 2x  !- g 2y  !- 6 Х) sin a 2;

этим перемещениям соответствуют деформации:

е п  =  cosа г U 2  f 2 cos а 2,
ах

$ (}
* 1 2  - U  i ( g i  c o s a j  -\-h  sin а ,)  — U'¿ ( g 2 co s a 2-f / 2  s in a^ ,

óy úx

e  =  T { l t ' l' l ¡ i ) ^ T Í U '] ( f í r o s +  * s in a i )  '■

+  и 2 ( h  cos a 2  + g% sin a *)J. (1.5.15)
где

U¡ =  Ax cos {pt -f f xx +  g ty ) t (1.5.16)
U'2 =  A 2 cos (p t  — f2x -i- g 2y  +  6 J .

Физические соотношения упругого тела a u  =  (3/С — 2G) е  -f- 2 Gen , 
°\ъ ~~ учитывая выражения (1.5.15), запишем в виде

on  =  U ' J p t a J  [ (К  — (2/3) G) +  2Gcos2  а х] +
+  ^ 2  {pfa 1 ) ЦК — (2/3)0) -Ь 2Gcos2  а 2], (1.5.17)

а 1а — 2 0  (р/Дх) [ i cos a x sin a x — U '2 cos a 2 s>n а аЬ



На свободной поверхности при х =  0 имеем <тп =• 0, <т1а -  0. Эти усло
вия эк вивал ентны  соотношениям:

А !  cos (p t  - f  ё\У) [(/С — (2/3)G) +  2G cos2  a j  +
-f  А 2  cos fp t  +  gaí/ +  6 i) [(/C — (2/3)G) +  2G cos2  a 21 =  0, (1.5.18)

Ax cos (pt -I g i i j )  cos a x sin a x —
- - A2 cos (pt  -f g 2y  - f  6 j )  cos a 2  sin a 2  — 0 .

Первое из соотношений (1.5.18) выполняется, если g i  : g 2 (что рав
носильно a x =  cu), 6 t =  0 и Ai =  А 2- Второе из соотношений при у к а 
занных условиях не выполняется, следовательно, предположения об 
отражении только волны расширения недостаточно для полного удов
летворения условий на свободной поверхности.Если же предположить, 
что отражается не только волна расширения, но и волна сдвига, то 
возможно удовлетворить обоим граничным условиям. Действительно, 
пусть направление распространения отраженной волны сдвига обра
зует угол )32 с осью Ох; перемещение производимое ею,

U 3 — А з sin (p t  — f 3x 4- g 3y  -1- б2), (1.5.19)

где A 3 — амплитуда отраженной волны сдвига, f z ~ P  cosp 2 /a2, 
g 3 =  p  sin p2 /a2  (a2 — скорость распространения волны сдвига), 6 2 — 
постоянная изменения фазы при отражении. Перемещения вдоль 
осей Ох и Оу,  соответствующие волне сдвига,

u a г - U 3 sin р2  - - Л з sin (p t  — f ax -i- g 3y  +  6 2) sin p2,
v 3 U 9 eos p2  -- .4 3  sin (p t  — f 3x ~f g 3y  +  6 2) eos p2.

Полные перемещения вдоль осей Ох и Оу  таковы: 

u  — Ml - 1-  ы2 -1- « 3  =•• А г sin ( p t - i - f i  х-\ g xy )  COS а х — Л 2  sin ( p t  — f 2x +  

+  gaí/ +  fil) eos « г - М в  sin (p t  — f 3 x +  g 3 í/ +  6 2) 4 -sin p2, (1.5.20)
v  v,¿ -í- v 3 =  A ^ in  (p t  - f  - f  &*/) s in ax +

-f  A2 sin (/>/ — f 2x +  g 2y  +  6 i) sin а 2  -Ь Л 3  sin (pt  — [ 3x - f  g 3y  -f-
- f  Ó2) eos p2.

Им соответствуют деформации:

¿ n  — U \ f i  cos ctj +  U f a  cos a 2 —  £ /з/э sin  Ра. 

е п  ~  V I  ( 8 1  cos - f  /1 sin  a x) —  U 2 ( g 2 cos a 2 -|- s in  a 2) i-

- f  í/з ( g 3 sin P2  — / 3  c o sp a), (1.5.21)

e =  (1/3) [ Í/Í ( ^  cosctj +  gi sin aj) - f  U 2 ( [ 2 cos a 2 +  g 2 s in  a 2) —

— £ / 3  (f3  sin p 2  — g 3  cos p2 )l,
где

t/з =  A3 cos (pi — +  gsí/ +  6*)- (1.5.22)
75



Отсутствие касательного напряжения на свободной поверхности 
равносильно условию е1 3  • 0. Подставляя в это условие (1.5.21), по
лучим соотношение

Аг (p/d)) cos (p t  Н- g xy )  sin 2 а х — А2 (р !ах) cos (p t  +  g 2y  - f  6 j) X
X sin  2  a 3  — A 3 (p/a2) cos (pt  -•- g 3 i/ -f- 6 2) cos 2 0 2 — 0 .

которое можно удовлетворить для всех у  и t только в случае, если g x =  
— ё ъ  г ё з  или, что равносильно, когда

sin a J a x =  sin сс2/а1 = sin $ J a 2. (1.5.23)
Отсюда имеем а х — a.¿, sin a x/sin р 2 ~ а х/а9. Это означает, что волна
расширения отражается под углом, равным углу падения прямой вол
ны; отражение волны сдвига подобно преломлению с коэффициентом

« í . ' íV - :  а 0/аС1/ ^  | K i G  ¡ 4/3, (1.5.24)
кроме этого, должны удовлетворяться условия — 0, б2  -  0. В этом 
случае получим следующее соотношение между амплитудами:

(Л, — A.¿) cos — Л ;i cos =  0. (1.5.25)
Равенство нулю нормального напряжения <ти на свободной поверхно
сти эквивалентно соотношению

(Ах Л 3) 1(/\ —  (2/3) 6 ’) - (■ 26’ eos2 ct j - Л  sin а х c j s  - 0 .
(1.5.26)

Решая совместно уравнения (1.5.25) и (1.5.20), определяем амплитуды Аг и А3 отраженных волн.
При нормальном падении волны расширения А 3 ~  0 и отраженные 

волны сдвига не возникают; амплитуда отраженной волны расшире
ния Л 2  равна амплитуде прямой волны Ах, фаза при отражении может изменять
ся на л .

Приведенные рассуждения относятся 
к гармоническим волнам любой частоты, 
следовательно, справедливы и для волн 
произвольной формы.

Процесс отражения плоской волны 
сдвига также связан с возникновением 

0  у  отраженных волн расширения и сдвига.
Рассмотрим отражение волны сдвига, 

рис- 3 2  распространяющейся параллельно плос
кости хОу и падающей на свободную 

границу (плоскостьуОг )  под углом (рис. 32) с направлением коле
баний, перпендикулярных оси Oz. В этом случае движения в на
правлении оси Oz нет, на границе имеем условия a u  =  0 , ст1а =  0 , 
которым можно удовлетворить только в предположении, что отра
ж ается  не только волна сдвига, но и волна расширения, причем пер
в а я  отражается под углом р2, равным углу падения рх, а вторая — под 
углом  а 2, для которого

а х/а2 *= sin a 2/sin (1.5.27)



Пусть амплитуда прямой волны сдвига В г , отраженной волны сдви
га В г и отраженной волны расширения б 3. В этом случае условия 
на границе при х — 0  эквивалентны соотношениям:

(В!  +  В 2) sin 2р, sin р! — В 3 sin а 2  cos 2 ^  =  О,
( 1  iD «¿о j

— B 2) cos 2p! — 2 B Z sin p! cos a.¿ =  0,

решая которые, определим амплитуды В 2 и В 3 отраженных волн через 
амплитуду В х прямой волны.

При нормальном падении отраженная волна расширения не возни
кает (В 3 — 0). Если направление колебаний параллельно оси Oz, 
то движения в направлениях осей Ох и Оу нет (и — 0, v  =  0). Следо
вательно, волна сдвига с/га- 
кой же амплитудой и проти
воположная по фазе, которая 
отражается под углом, рав
ным углу падения, удовлет
воряет граничным условиям 
на свободной поверхности и 
волна расширения не возни
кает.

Задачу об отражении воли 
для любого другого направ
ления колебаний можно ре
шить, комбинируя найденные 
выше решения, при этом на 
свободной границе имеют место следующие условия: а п  -- 0 , о1 2  = 
~  0, а 1 3  =  0 при х =■■■ 0. Таким образом, волна напряжений лю
бого типа при отражении порождает как отраженную волну расшире
ния, так  иотраженную волну сдвига, которые распространяются с ко
нечными скоростями в предварительно напряженном теле, образуя вто
ричные области возмущений отраженных волн.

Распространение волн напряжений в теле при его нагружении внеш
ними динамическими силами связано с их взаимодействием, что приво
дит к перераспределению напряжений и деформаций в теле и появле
нию новых явлений, характерных для волновых процессов. Взаимодей
ствие волн напряжений друг с другом связано прежде всего с явлением 
интерференции волн, а также с явлениями отражения и преломления 
волн и др.

При интерференции волн напряжений происходит наложение полей 
напряжений (полей деформаций) друг  на друга. В результате образует
ся новое поле напряжений (поле деформаций), интенсивность которого 
существенно отличается от интенсивностей исходных полей. Интен
сивность суммарного поля напряжений может превышать предел проч
ности материала, что приводит к разрушению (образование трещин, по
явление отколов).

Рассмотрим с этих позиций взаимодействие двух  волн нагрузки 
(рис. 33). Пусть волны несут возмущения с интенсивностями кинети

Рис. 33



ческих напряжении 7|у) нагр (у =  1, ?). При интерференции волн сум
марная интенсивность кинетических напряжений результирующего 
возмущения

Т 1 пол  -  В Д а г р  4 -  ( 1 . 5 . 2 9 )

Если выполняется условие

^ „ о л  >  ^„ред, (1.5.30)

где Т 1 пРол — предельное значение интенсивности кинетических на
пряжений, то в рассматриваемой области наступает разрушение тела.
Разрушение продолжается до тех пор, пока 7,- Ш)Л не станет меньше 
7*1 пред н ,1е будет выполнено условие

^ п о л  < ^ п р е д- (1-5-31)

В качестве 7 ^ прсд можно принять 7 д — интенсивность кинетиче
ских напряжений, соответствующую пределу прочности материала, 
которая определяется из следующих соображений. Согласно соотно
шениям, полученным в § 3, о*  = 77 +  37'* (ру02) — 2  (ру02)2; для 
предельного состояния =  а в , Т 1 ~  Тп , а 0’ =  С/ [р ( 1  +  (рв)], 
поэтому

1 -¡-Фв  \ 1 -I Фв  } '

Таким образом, предельному состоянию соответствует уравнение

7^ +  3 — ^ — 7 а = о | + 2  / °  '1>
1 +  Ф в *  "  1 I 1

решая которое, находим 

GТ п  =
2 ( 4 -  Ф в)

- 3  4- 17 : - 4 ( ^ L < l  f- Ф а) (1.5.32)

Следовательно, по известному пределу прочности а в  материала с по
мощью динамической диаграммы — e t можно вычислить значение 
кинетического предела прочности материала 7 в . Во многих случаях 
для материала тела известна деформация е в , соответствующая пределу 
прочности о  в,  в этом случае необходимо выразить Тв  через е в .

В соответствии с постулированием фиктивного тела связь между 
7{ и можно представить в виде

е, -  И +  <р (Г,)1Г£/(3 G). (1.5.33)

Функция пластичности ср (T t) определяется по динамической диаг
рамме a t — e t, при этом используются соотношения (1.3.83). Учитывая, 
что e f  — е\ -!• (1/3) (t'/у0)2, получим уравнение связи между Т 1 и e t :

1 : ф(7У



Отсюда при е 1 -  е в  находим

тн-= ] г ^ Г/|)"  I 4 - 1 /3) и°)г =  30 ( 1  — и (ев))!' евг(1/3)(Уа/иО)2.

(1.5.34)
Однако для большинства деформируемых тел 1)ц/и° 1. поэтому при
ближенно можно принять

Г й = Н Т ^ ^ = 3 0 Ы 1 ~ (,)(Сл)>- (1-5 -35)
Изложенное позволяет оценить явление откола, которое может 

иметь место при отражении волны напряжений от поверхности тела. 
Механизм откола сводится 
к тому, что при отражении 
волны нагрузки от поверх
ности тела возникает отра
женная волна, обратная 
прямой. Прямая и обрат
ная волны нагрузки интер
ферируют между собой и 
создают такое результи
рующее распределение на
пряжений в теле, интен
сивность которого может 
превысить предел прочно
сти материала, что приво
дит к разрушению (отколу). Количественную оценку явления откола 
можно получить с помощью приведенных выше соотношений. Откол 
происходит, когда

Т 1 - 7 ' (п р - !- 7 ' ( 0 Т1. > 7 ' л; (1.5.36)

множественный откол имеет место, если
Ъ „ 0Л> 2 Т В. (1.5.37)

При этом число отколов п  равно первому целому числу, определяемому 
неравенством

«  <  Т 1 иоя/Тв . (1.5.38)

Взаимодействие воли напряжений характеризуется не только их 
интерференцией, но и взаимным отражением и преломлением, в резуль
тате которых возникают отраженные и преломленные волны напря
жении и образуются новые области возмущений (рис. 34). Исследова
ние напряженно-деформированного состояния в областях возмуще
ний проводится на основании общих соображений, изложенных в § 3, 
аналогично рассмотренному в § 4 и настоящем параграфе, причем после
довательно переходят от одной области возмущений к другой.

Оценка взаимодействия волн напряжений проводится по их интен
сивностям, исходя из изложенных соображений, при этом предпола
гаются известными тензоры кинетических напряжений для соответ-

Рис. 34



ствующиих областей возмущений. Результатом взаимодействия волн 
напряжении является образование местных внутренних трещин и от
колов, что приводит к ослаблению прочности тела и его ускоренному
разрушению.

Рассмотрим процесс отражения и преломления волн напряжений 
внутри тела при их взаимодействии друг с другом, учитывая при этом, 
что переднему фронту волны напряжений всегда соответствует упругое 
состояние и тот факт, что отражение и преломление прямой волны про

ходят и предварительно напряжен
ных областях тела. Передний 
фронт прямых волн напряжений
при их взаимодействии является 
границей раздела двух сред (обла
стей возмущений с различными
физико-механическими свойствами 
материала). Предположим, что 
волна расширения нагрузки рас
пространяется параллельно плос
кости хОу  и падает на границу раз
дела под углом а и  углы отражения 
и преломления волн расширения 
соответственно равны а 2 и а 3, углы 
отражения и преломления волн 

Рис. 35 сдвига —  р2  и Рз (рис. 35). Пусть
А ! — амплитуда прямой волны рас

ширения, /1 2 и /1 4— соответственно отраженной и преломленной волн 
расширения, А 3 и Аь — отраженной и преломленной волн сдвига. 
На границе раздела при х — 0 имеем:

! ia =  » 6 . va f,,, &а " &Ь>
(CTll)a (0 ll)fc» (а 1 2 )а (a i 2 )¿* (а 1 э)и ~  (СТ1 з) -̂ (1-5.39).

Здесь индекс а  относится к первой среде, индекс b — ко второй. Рас
суждая аналогично, в результате некоторых преобразований приходим 
к соотношениям

sin olJ üi - -  sin a.¿ 'a.¿ — sin р2 /яа — sin a 3 /a8 --s in  p 3/a4, (1.5.40)
где a lt q 2  — скорости распространения волп расширения и сдвига в 
первой среде, й 3 и  й /( —  во второй среде. Фронт волны представляет 
собой огибающую сферических волн, исходящих из точек фронта вол
ны в предшествующем состоянии. Из граничных условий (1.5.39) име
ем:

M i  А2) cos +  А з sin р2 — А4 cos а 3  — Аъ sin {53 =  0,
+  А<ь) s in  а !  +  Л э cos (U — Л 4 sin а 3  - f  А3 cos — 0 ,

(Ау +  А2)аг cos2p3  — /13 а 2  sin 2р2 — (1.5.41)
— А ,а3 (р„/рй) cos 2р 3 — Аьак (р„/ра) sin 2 0 3  =  0, 

раа\ [(Лх —■ А2) sin 2 а ,  — {axl a 2) cos 2(32| —
— p ba \ [ A ¿ a J a ^  sin 2ос3  — Аь (а/а*) cos 20у) =  0.



Решая эти уравнения, выразим амплитуды отраженных и преломлен
ных волн через амплитуду прямой волны.

При нормальном падении волны расширения а 1 — 0, согласно 
(1.5 40), и все другие углы также равны пулю, следовательно, из у р а в 
нений (1.5.41) получим А з — Л 6  — 0. Таким образом, возникают толь
ко волны расширения с амплитудами

' 2 1 ^ 0 1Л. Pf< Дд "  Р а «1  

Рь аэ
Ли /Ь л ,. (1.5.42)

Ра f>b "., I р я  а х

Следовательно, амплитуда отраженной волны зависит от величины раз
ности р ^ з  — Если эта величина равна нулю, что равносильно 
равенству рьа 3 р ^ ,  то отраженные волны не возникают. Произве
дение ра  называется характ ери 
стиче ским  им п ед ан с ом  среды. Из 
(1.5.42) следует: если р ьа э >  раа х, 
то амплитуда перемещения при от
ражении сохраняет знак амплиту
ды прямой волны, фаза колебаний 
изменяется на я ;  если pba 3 <  paa lt 
то амплитуда перемещения при от
ражении меняет знак, фаза не из
меняется.

Пусть прямая волна является 
волной сдвига, амплитуда которой 
В х. Эта волна распространяется 
параллельно плоскости хОу и 
встречает границу раздела под уг
лом pj, затем происходит отраже
ние и преломление волны сдвига,
в результате возникают четыре волны (рис. 36). На границе раздела
(х — 0) имеют место условия (1.5.39), выполняя которые, приходим
к соотношению

sin |\ ! а г sin р 2/а2 =  sin а г! ах — sin а 3 /а3  =  sin p 3 /a4 (1.5.43)

и следующим соотношениям между амплитудами:

(B i — В 2) sin р! +  В 3 cosа 2 +  В 4 cos а 3  — B R

(Вх Ч- В 2) cos рх +  В 3 sin а 2 — Ви sin а 3

\ _ ! П П П  ПО I
(1.5.44)

'б sin Pa О,

Г 1  , ~ 3 sin а 2 — Ви sin а 3  — В ь cos р з - О,

а 2 (В х -|- В г) sin 2  р2  — cos 2 рх +

(рь/ра) cos 2р2  — В ъа 4 (рь/ра) sin 2рз =  О,

[(Вх — В 2) cos 2Pi — В э { a J a -Г) sin 2 а 2]Ра« 2 -ч х , х (a J a \) s m  2 а 2]

Р ь а 4 ( [ ( а 4/ а э) B k s i n  2  а з  +  В

2 Р 3

2 а

' 6  COS 2 р 3 1,

решая которые, определяем амплитуды отраженных и преломленных 
волн через амплитуду прямой волны.



При нормальном падении волны сдвига отраженная и преломлен
ная волны расширения не возникают, уравнения (1.5.44) упрощаются 
и принимают вид

^ 1  +  ^ 5  ~  0, рай2 (Вх В 2) рьа^Вь — 0. (1.5.45)

Если ряа 2 '  р6 а 4, то В 2 — 0 и волна сдвига не отражается. Если ко
лебания параллельны оси Ог, то перпендикулярно границе раздела 
движения нет, следовательно, отраженные и преломленные волны рас
ширения не возникают. Амплитуды отраженной В 2 и преломленной В ъ 
волн сдвига можно определить. Первая из них отразится под углом, 
равным углу падения, вторая — преломится под углом рз, так что

sin ß3/sin =  a j a 2.

Из граничных условий (1.5,39) находим:

f l i  +  ß a - / 3 6 -  0 ,
(Bi  — В 2) pfl sin 2ßt — Bbi)b sin 2 ß 3  =  0.

.5.46)

.5.47)

О
777̂ ^7777777*27777777777777,

Решая эти уравнения, выразим В 2 и В ь через В 1.
Все изложенное позволяет сделать вывод о сложной картине волно

вого процесса, возникающего в теле при динамическом и импульсив
ном нагружениях в начальный период. После четырех-пятикратного

прохождения волн напряжений в объеме 
тела процесс стабилизируется и стано
вится установившимся. Напряженно-де
формированное состояние тела характе
ризуется тензором напряжений (а) и 
тензором деформаций (е ).

При распространении волн напряже
ний у поверхности тела зарождаются 
поверхностные волны, впервые обнару
женные Релеем [391 и Лявом [281. Опи
сание этих волн рассмотрим на примере 

упругого полупространства, отнесенного к системе координат х‘ (/ — 
=  1 , 2 , 3) с началом в точке О на свободной от напряжений поверх
ности (рис. 37). Уравнения движения в перемещениях, записанные 
в форме

°СЧ V2  «У - Г (я о — 03сд) ? У Уа ^  ^

Рис. 37

dt*
(1.5.48)

где y 2Uj — оператор Лапласа от компонент вектора перемещений, име
ют решение

u j  =  (1.5.49)

Подставляя это решение в уравнения (1.5.48), получим соотношения: 

\а% а 2  — (а “ — а 2) q2] — А 3i aq  (ag — а^ )  =  0,
А2 1а& ( а 2  - q 2) +  a V  1 =  0, (1.5.50)

— Axiaq  (ag — а%) -f- А 3  l a l a 2 -f- (а2  — a l , )q2] =  0.



=  0 ,

Из второго соотношения (1.5.50) следует, что А2 0; первое и третье 
соотношения можно рассматривать к ак  систему однородных ур авн е 
ний относительно А1 и А 3, определитель которой должен быть равен 
нулю:

а 2 —  (а Ц а 2Сд —  аг1а2сд) с/2 —  ¿си/ {а Ц а %  —  1 )

— /«7(1 —а?я/ао) а 3“  (огУ « о  ~ а^ аЬ) 9~ 
или

а 4 —  а V  (2 —  а2/«3 —  а2/а*?) -{- ? 4 (I —  а г!а \ )  (1 —  а %!а% ) =  О.
(1 .5 .51)

Отсюда находим:
а?  (1 — аа/ао)<Д « Г  = (1 -  ^ ¡ а ^ ц К  (1 .5 .52)

В результате подстановки этих значений в (1.5.50) приходим к зависи 
мостям ¿а ХАХ =  цА.л, — гсс2Л з =  цАх. Первую зависимость можно удов
летворить, если Ах =  — 1<7 С], Л 3  ~  « А .  Величинам и Л 3  соответ
ствует перемещение

— щСх )
и1= о | е ~а ' ^ (1.5.53)

а 1 )
Вторую зависимость удовлетворим, если Ах ~  — №гСг > А 3  =  ^С2; 
величинам А1 и А я соответствует перемещение

— С2  1

и , =  о лМ !д (1.5.54)

чС-1 !
Общее перемещение и - и1 -{- и2  имеет компоненты

я , -  ( 1  5  55)
и3— ( а 1 Сх <?"“< [-цСг е ~ а* х*) /

напряжения, соответствующие этим перемещениям, таковы:

ст1:1 “  Шс1[2а1С1е ^ ^  ** - — цС2е-<**х1\ | с^ (е1_ д0> ( 1 . 5 . 5 6 )
°аз - —  2) С , с ~ а ' * ’ —  2 а 2 С 2 <Г"“ * (>| I

На свободной поверхности (г 1 - • 0) имеют место условия ст1 3  — 0 ,с г 33-- 
: 0 , эквивалентные соотношениям

2 с с1С 1 -1- ( 2  —  а2/а%) цСг 0 ,
? ( а аЯ \  2 )  С \  —  2 а яС а - П .

Последние соотношения можно рассматривать как однородные у р а в 
нения относительно Сг и С2, следовательно, их определитель равен 
нулю, что эквивалентно уравнению 4 а 1а 2  (2 — а 21а?п)2д 2, подстав
ляя в которое выражения (1.5.52), получим уравнение

1° - -  8 А4 Н 8  (.4 2{Уг)Х2 — 16 ( 1 -  р2) -- 0. (1.5.57)
где I  =-= а/«сц, р а С(/а0 =  (Л76' +  4/3)—1.



Легко показать, что уравнение (1.5.57) имеет единственный действи
тельный корень X*, лежащий в интервале О <С Х*<с 1, следовательно,

а  =  й^Х* (1.5.58)
— скорость распространения поверхностных волн Релея, которым со
ответствуют перемещения:

и г ^  Dq (2 — X®) 1е~а >к3 — (1 — VJ2)e~a*x*\ sin q (х1 — ai),
(1.5.59)

u 3 =  2 a t D 1(1 — X?/2) e~a 'x' — e~a>x‘\ eos q { jc1 — at).
Волны Релея наблюдаются вдали от источника возмущения, по

скольку энергия, которую они несут, сконцентрирована у поверхности
и рассеивается по ней. Поэтому рас
сеяние происходит медленнее, чем 
в волнах нагрузки и разгрузки, где 
энергия рассеивается по объему об
ласти возмущений.

Нели тело двухслойное, причем 
области х3  ;> 0  и — h  <  л- 3 <  О 
обладают различными свойствами 
(рис.38), то появляются волны Лява . 

Следуя Л яву , принимаем следующие перемещения: в верхнем слое
— h  <  х9 <  О

О
U  ( х 3) \ e lq " в ' \  (1.5.60)

0

'ГГ,

X'

Рис. 38

в области jc3  >  0

подставляя (1.5.60)

О
giq -- о/).и -  V o (А-3)

О
(1.5 .60 ') в (1.5.48), получим

d2 V 
dx#

-f X2  q¿ V =  О,  1 .
cq

Таким образом, в слое — h  <С х3 < . 0  имеем
V (л;3) Л sin t y x 3 -|- В  cos X qx3, 

в  области. хэ >  О
Г  (ха) - Xo •• 1 — а®/«!),.,,.

На верхней границе слоя х 3  - — h напряжений нет: 
а /з — 0 ([ =  1,2,3); 

на границе раздела х 3  — 0  имеем:
i n  =  uU <т{ 3  =  a&;

(1,5.60')

(1.5.61)

(1.5.62)

(1.5.63)

(1.5.64) 

(1.5.64')



Выполнение граничных условии (1.5.64) — (1.5.64") приводит к 
соотношениям:

в  -  с ,  в л к  - — с 0а ° ,  

А соэ к  ф  Ь В  вш к  дк — 0.
Отсюда следует

с о э  кс/к &ш кдк О 
Ск 0 —  0 \ Д °
О 0 — 1

0 ,

что эквивалентно уравнению
С0  ( 1  -  аУа°с№ 2 -  в  (а*1а?ч — О1 ' ' 2  ^  I(«2/ <  -  I ) 1 / 8  ф\.

(1.5.65)
Из уравнения (1.5.65) видно, что волны Лява существуют только в том 
случае, если скорость волн сдвига а% больше скорости а с<1. Если а  — 
действительный корень уравнения (1.5.65), то решение задачи опреде
ляется выражениями

V ( * 3)  -  У 0 со э  \Ц  [х л +  /1)1 ( -  /( <  -V3  <  0 ) ,
(1.5.66)

1/°  СX3) -  V» СОБ (к Ф)<г- '̂ (.V2 >  0) ,
где У0 — постоянная интегрирования.

Перемещение и 2 определяется следующими выражениями:

и о =
К 0с о 5  [кд ( х 3 \-к)]е̂ (в слое),
У0 соэ (лс//г) е  я*1 е"> (в области).

(1.5.67)

Таким образом, волна Лява распространяется вдоль оси Ох1 со 
скоростью а , перемещения в волне лежат в плоскости, перпендикуляр
ной направлению их распространения, и параллельны границе раздела 
(вдоль оси Ох2).

Волны Лява имеют дисперсию, т. е. их фазовая скорость зависит от 
частоты а  (</), тогда как волны Релея дисперсии не имеют. Общность 
волн Релея и волн Лява состоит в том, что они наблюдаются при земле
трясениях на значительных расстояниях от источника возмущений, 
энергия их концентрируется вблизи свободной поверхности, поэтому 
они затухают медленнее, чем другие волны напряжений.



Г л а в а  2

ВОЛНЫ  НАПРЯЖ ЕНИЙ В Д ЕФ О РМ И РУЕМ О Й  СРЕДЕ

Настоящая глава посвящена исследованию эффектов кратковре
менного возмущения большой интенсивности (взрыв и удар) в прос
транстве и полупространстве. Средой является материал, обладающий 
следующими свойствами: упругостью, вязкоупругостью, упругоплас- 
тичностью и вязкоупругопластичностью. Рассматривается задача о 
внедрении тела в деформируемую среду и определяется напряжение 
в среде при внедрении, а такж е  задача об ударе тела в преграду ко
нечной толщины. Решения задач представлены в виде, позволяющем 
широко использовать при их реализации ЭВМ.

§  1. Взрыв в вязкоупругопластическом пространстве

Рассмотрим пространство со сферической полостью радиуса г 0, 
заполненное деформируемой средой с известными физико-механичес
кими свойствами; среда может быть упругой, упругопластической, 
вязкой, вязкоупругой, вязкопластической и др.

В сферической полости производится взрыв, в результате которого 
на ее поверхности возникают давление р 110:1 и высокая температура 
Т пол; частицы среды, расположенные на поверхности, получают ско
рость у пол, полость расширяется. По среде распространяются возму
щения в виде волн напряжений, образуются области возмущений, в ко
торых среда находится в напряженно-деформированном состоянии, 
частицы ее оказываются в движении.

Определим характеристики напряженно-деформированного состоя
ния среды: тензор напряжений (а) и тензор деформаций (е), а также 
характеристики движения — вектор скорости V и плотность р среды 
в областях возмущений.

При изучении напряженного состояния среды и движения частиц 
ее в областях необходимо решить: 1) задачу о динамическом расшире
нии сферической полости при взрыве; 2 ) задачу о расчете напряжений, 
скорости частиц и плотности среды в областях возмущений. Решения 
этих задач строятся на основании следующих физических представле
ний. Пусть в сферической полости, заполненной газом под давлением 
р 0, в момент времени £ =  0  в результате взрыва образовался некото
рый объем другого газа с большим давлением и высокой температурой. 
На поверхности объема оба газа  находятся в свободном соприкоснове
нии, поэтому с течением времени их давления выравняются, при этом



в  г а з е  с нйзким давлением распространяется возмущение сжатия, а в  
газе с высоким давлением — возмущение разряжения. Возмущение, 
возникшее при взрыве, является результатом обмена энергией между 
продуктами взрыва и окружающей средой. Источником энергии слу
жит сферический заряд радиуса г 0, физика детонации которого не за
висит от окружающей среды. Если предположить, что инициирование 
производится в центре заряда, то движение фронта детонации во внеш
нюю область и изменения физико-химических свойств газов в сопутст- 

* вующем потоке описываются гидродинамической теорией сферических 
детонационных волн [47, 10], причем на фронте детонации давление по
рядка 105 — 10е кгс/см2, температура около 3000й С. В момент выхода 
детонационной волны на поверхность заряда, где окружающая среда 
находится в покое, по поверхности полости производится удар боль
шой интенсивности, в результате которого распространяется ударная 
волна сжатия по невозмущенной среде; одновременно по продуктам 
взрыва внутрь распространяется отраженная ударная волна разряже
ния. В силу диссипативных процессов и сферического расхождения 
ударная волна, распространившаяся во внешнюю область среды, зату
хает и вырождается в упругую. За фронтом ударной волны среда нагре
вается и вовлекается в движение (направленное во внешнюю область), 
которое значительнее движения, вызванного непосредственным давле
нием продуктов взрыва на поверхность полости. В результате последо
вательного отражения волн от поверхности полости и ее центра проис
ходят быстрые колебания давления в продуктах взрыва, однако по
вторные волновые движения вызывают в какой-то мере равномерное 
движение в продуктах взрыва. Основная энергия ударуюй волны излу
чается в среду за очень короткий промежуток времени, пополнение 
происходит за счет уменьшения энергии продуктов взрыва, связан
ного с их расширением, что приводит к расширению сферической по
лости. В начальной стадии процесса силы сцепления мало влияют на 
движение среды вблизи поверхности полости. Среда ведет себя подобно 
жидкости, сжимающейся под действием интенсивных напряжений, 
вызванных взрывом; в дальнейшем, при меньшей интенсивности напря
жений, поведение среды определяется ее физико-механическими 
свойствами. С известной степенью точности можно считать, что движе
ние поверхности полости от центра происходит вследствие равномер
ного расширения продуктов взрыва, общая энергия которых уменьша
ется из-за передачи энергии ударной волной в среду. Инерция среды, 
механические свойства продуктов взрыва и материала среды обеспе
чивают необходимые условия для образования демпфирования, что 
приводит к  апериодическому процессу расширения полости с малой ам
плитудой. В начальный период расширения полости движение сильно 
демпфировано интенсивными пластическими деформациями среды, в 
дальнейшем происходит незначительное обратное движение. Оконча
тельное затухание колебательного движения — результат распростра
нения энергии на большие расстояния, вязкости среды и продуктов 
взрыва.

Теоретическое исследование расширения сферической полости при 
взрыве проводится при следующих предположениях: 1 ) известная часть



Первоначальной внутренней энергии расходуется непосредственно на' 
образование ударной волны, причем энергия движения, связанного с 
ударной волной, не учитывается и принимается равной /г¿У, где к < 1 — 
коэффициент отдачи, V — энергия заряда В. В.; 2) функция р  (р) про
дуктов взрыва аппроксимируется известными теоретическими зависи
мостями [47]; 3) волны сжатия в продуктах взрыва двигаются с высокой 
скоростью по сравнению со скоростью их движения в полости (в основ
ной стадии движения полости продукты взрыва равномерно расширяют
ся в адиабатических условиях). Эти предположения равносильны ут
верждению, что давление, приложенное к поверхности полости, опре
деляется начальной величиной, соответствующим уменьшением плот
ности энергии продуктов, взрыва и текущим радиусом полости. В соот
ветствии с этим, к ак  показали Джонс и Миллер [553, закон изменения 
давления продуктов взрыва в полости радиуса г„ол следующий:

—  п - I - ) Р о{^по:1^о) 1 "̂пол/̂ п ^  У /̂ "о* ^ 2  1 1 )
I Р о ^ / Г о ) “ *3' ’1 (гпол/ г+) - ^ ,  г поп! г 0 ^ г * 1 г 0,

причем при взрыве тротила г*/г0 =  1,53; по данным Джонса и Мил
лера, Р 0  =  3 ,1 3 - 104 кгс/см2; постоянные VI и определяются по таб
лице [491 в зависимости от температуры взрыва.

Предположения относительно механического поведения среды сво
дятся к тому, что вблизи поверхности полости вынужденное движение 
среды вызывает большие пластические деформации, развивающиеся 
в относительно короткое время. На достаточно большом расстоянии 
это движение вызывает лишь упругие или вязкие возмущения малой 
амплитуды, средние значения скоростей деформаций во всех областях 
деформации за время образования полости, вплоть до конца первой 
стадии расширения, оказываются небольшими, влияние упрочнения и 
скорости деформаций учитывается динамической диаграммой а^-т-е* 
или диаграммой ч- у г, полученной пересчетом с помощью зависи
мостей

т, =  (2У 2/3) «,*= (1/[ ~2) (2.1.2)

Материал среды принимается однородным, изотропным, подчиняю
щимся определяющим уравнениям среды, а также условию пластично
сти Треска. Предполагается, что движения продуктов взрыва и среды 
изохронны, причем распространение возмущений на большие расстоя
ния происходит мгновенно, скорости частиц среды во всех точках вы
ражаются через скорости частиц на поверхности полости.

Таким образом, на основании изложенного решение задачи о дина
мическом расширении сферической полости при взрыве строится при 
следующих предположениях: 1 ) движение имеет сферическую сим
метрию и проходит в радиальном направлении; 2 ) движение продуктов 
взрыва после излучения в среду ударной волны, которая уменьшает 
первоначальную энергию заряда, является равномерным и адиабати
ческим; 3) среда в пластическом состоянии несжимаема, ее движение 
подчинено соответствующим определяющим уравнениям и условию



пластичности Треска; 4) эффект упрочнении и скорости деформаций 
' учитывается динамической диаграммой а ,  -г- е 1 или т, -— у^

Геометрия расширения сферической полости, соответствующая 
принятым гипотезам, представлена на рис. 39.

Задача о динамическом расширении полости сводится к определению 
радиального перемещения ни (г, I) или радиальной скорости движения 
частиц V (г, I). Радиус по
лости

Люл=г0 -\-W(r, /),
(2.1.3)

t
^пол=^о+5 V(r, T ) d T ,  

о
поэтому решение будем 
строить в сферической систе
ме координат 0 , ф, г, /.

Напряженно - деформиро
ванное состояние среды ха
рактеризуется тензором на
пряжений (а) с матрицей

СТ0 0 0 1

0 Оф 0
■ '

0 0 Рис

причем а ф — de, и тензором малых деформаций (е) с матрицей

ее 0  0

0 i-ф о

0 0 ет

элементы которой определяются через радиальное перемещение с 
помощью соотношений

ев -  wir ,  --- wir ,  е г dw/dr.  (2.1.4)

Частицы среды в областях возмущений движ утся в радиальном на
правлении со скоростью и, которой соответствуют скорости деформа
ций

Со — vi r,  еч vi r,  е г dvldr\ (2.1.5)

плотность среды в областях возмущений равна (>, в тмюзмущенпои 
среде — р0.

Уравнения движения (1.3.1) и уравнение неразрывности (1.3.2) 
принимают вид

d v
V

даг . 2 , ч
—— -I —  К — Он)иг г dt

& д г
(*ш) - U .

(2 . 1 .6)

(2.1.7)



В начальный момент при / =  0 имеем
ш — О, и =  у0; (2 . 1 .8 )

на поверхности полости при г  = гпол

" /*пол (0>  ^  ^ 'пол (О»
при Г =  0 0

да О, V = 0. (2.1.9)

Связь между напряжениями и деформациями или скоростями де
формаций задается определяющими уравнениями, вид которых зави
сит от физико-механических свойств рассматриваемой среды. Для 
упругой среды справедливы соотношения

а г ( К  -1- (4/3) 0) е г -}- 2 (К  -  (2/3) О) е0 1  (2.1.10)
ст0  -  ( К  -  (2/3) О) ег +  2 ( К  +  (1/3) б) ев.

Последовательно подставляя (2.1.4) в (2.1.10), а полученный резуль
тат — в (2 . 1 ,6 ), приходим к уравнению

д2 и , 2 ды> 2  \ д2 т / 0  , |Пи) —------------ , (2 . 1 . 1 1 )
дгг г дг г- а% д(2

где а\ ---- (1 /р) (К  Ь (4/3)6) — скорость распространения волны на
пряжений в упругой среде. Для упругопластической среды справед
ливы соотношения

а т =  ( К  +  (4/3) G) е Г 2{К -  (2/3) G) ев - (4 / 3 )  Сш (ет -  е в),
(2 . 1 . 1 2 )

ст0  -  (К  -  (2/3) G ) e r ■{- 2 (К  +  (1/3) G ) e„ (2/3) Go>(ir - e e),

где о) (?i) ^  0 —'функция пластичности. Предполагается существова
ние конечной пластической области /•„<„, ^  г  ■< г пл (?), окружающей 
полость г110Л бесконечной упругой области /* >  гпл (0 - Упругие де
формации е\е) и связаны с напряжениями о г и ац законом Гука 
[см. формулу (2 . 1 . 1 0 )], пластические деформации таковы:

=  е е  -  еХК е™ -  е г -  (Р.1.13)
Следуя Р. Хиллу (48], считаем, что скорости пластических деформа
ций б0Р>, е\р) связаны с параметром скорости пластического течения 
к  ^  0  зависимостями

- -  2-Л, е\)р) -  к)., (2.1.14)

где х — параметр, меняющий свое значение при повторном пластичес
ком деформировании (в случае расширения х =  1 , в случае сжатия 
х  =  —1). Интегрируя по пути пластического деформирования соот
ношения (2.1.14), получим

-  2 \ уМК Йр> - .1' тиИ. (2.1.15)



Для идеальнопластической среды условие пластичности Треска имеет 
вид

0 0  — ог х о т. (2.1.16)
Уравнение сжимаемости, полученное исключением несжимаемых плас
тических деформаций (е\р) + 2 ^ 0> =  0 ), можно записать в следую
щем виде:

<уг - f  2сту — 3/С (ег -Ь 2е,}). (2 .1 .17)
Объединяя уравнения (2.1.6), (2.1.16) и (2.1.17), получаем уравнение 
для перемещения w:

i l i L  : ± J S L — L w = 2 * - Z l-  +  ± - ^ -  (2.1.18)
d r a ' r  d r  r 2 K r  a} d p  '

где a} =* /С/p — скорость распространения волны напряжений в иде
альнопластической среде.

Д ля упрочняющейся уиругопластической среды, которой соответ
ствует зависимость

<Ji -= о т +  (ef),

где v ‘t (<?i) — функция упрочнения, определяемая динамической диаг
раммой -г- e t  и связанная с функцией пластичности соотношением

a? (^) =  3 Get (1 — со — e ? ! e t) .
Условие (2.1.16) можно обобщить:

о0  — о г - х а г о; (— €q -Ь а е/3 К) ,  у. =  4= 1 • (2.1.19)

Система уравнений (2.1.6), (2.1.17) и (2.1.19) — нелинейная гипер
болическая, решение ее в общем виде получить довольно трудно. 
Однако в случае линейного упрочнения о* (е*) = Еи =  const, система 
является линейной и решение ее можно получить в явной форме. 
Пусть уравнение (2.1.19) имеет вид

Do — a r =  ко т +  Еу (— е г -\- о 0 /3/С — хот/£). (2.1.20)

Тогда, рассматривая совместно уравнения (2.1.6), (2.1.17) и (2.1.20), 
приходим к уравнению

d 2 w  , 2  d w  2 _  I d 2 w  , 6 x a T ( l  — E y j E )  1 fO ] o n

d r 8 1 ~ T ~ dr  T Ш ~  a p d t 2  : 3/C | / ’

К  1 —J E  /ЗА'где Qp -- —-  J  .qu скорость распространения волны напря-р  1 —  С у / У д
жений в линейно-упрочняющейся упругопластической среде. Следует 
заметить, что уравнение

d2 ш , 2  2  1 ш I ¡л гу /с% 1  оо\ w — ------------ j- 2 x ——В  (2.1.22)
dri ' г дг г2 а1 dt̂ i ' г

является обобщающим, принимает вид (2.1.18) при В — 1//С, й\ —
= /С/р; вид (2 . 1 .2 1 ) при

в __ 3 (1-Еу!Е) а*=А±Ь1иЖ- 
ЗК |-Еу ’ Р р  1 -Еу/ЯК ■



Вязкоупругая среда (полимерные материалы) характеризуется 
соотношениями

Экспериментальные исследования распространения волн напря
жений в полимерных материалах позволяют сделать вывод, что в та
ких быстрых процессах, каким является процесс распространения 
импульса, на фронте волны напряжений среда упругая , коэффициент 
Пуассона изменяется в интервале %  ^  V ^  1/8, модули упругости 
б  и Е имеют порядок 0 ,5 К  и К  соответственно. Это обстоятельство 
позволяет при оценке степени расширения полости считать среду 
упругой ( $ 1 (/, т) 0 , (¿, т) =■-= 0 ), для которой справедливо урав
нение (2 . 1 . 1 1 ).

Д ля  вязкой жидкости справедливы соотношения

В результате последовательной подстановки (2.1.5) в (2.1.24), а полу
ченного результата — в (2 . 1 . 6 ) приходим к уравнению

кой жидкости.
Д ля  вязкопластической среды имеют место соотношения

~  -  Ро +  (1/3) (Я -I- 4г|) е'г +  (2/3) (X -  2г|) *е, (2.1.26)

<*е — — Ро +  (2/3) (Я-|- г]) ¿о +  (1/3) (Я — 2т|) е г>

причем г) =  (I +  Компоненты тензора скоростей деформаций 
можно представить в виде суммы: ет =  е\Ь) +  е {р\ =  е\)Ь) +  е\>р). 
Пластические составляющие скоростей деформаций е\р\ е р̂) удовлет
воряют условию несжимаемости е {гр) -I- 2е^р) = 0 .  В этом случае 
уравнение сжимаемости среды имеет вид

Если среда без упрочнения, то условие пластичности следующее:

I
$ [(# ! (Л г ) —  Я  (Л т))а (г)^т/ г | Л! (/, т) а  и  (т)| (1т. (2.1.23)
о

стг -  -  р 0 -I- (1/3) (Я -|- 4ц) ег -ь (2/3)(Я — 2[л,)е0, (2.1.24)

Оо =  — Ро -Ь (2/3) (Я ц)ео -}- (1/3)(Я 2ц) е$.

д2 у 2 ди

дг2 г дг
(2.1.25)

где а* - • (Я -|- 4ц) — скорость распространения возмущений в вяз-

а г -{- 2 ае +  З^о — X (ет -|- 2ео). (2.1.27)

а,, — стг =  2 х<''>тт. (2.1.28)



Рассматривая совместно уравнения (2.1.6), (2.1.27) и (2.1.28), приходим 
к уравнению

1,2 “  + —  — ----------—  V  - 1  (2.1.29)
дг2 г дг г- а 2 М кг

где а\ =  Я/Зр — скорость распространения возмущений в вязкоплас
тической среде без упрочнения.

Если среда обладает линейным упрочнением: (у/) — £ уУ/.
где Еи — модуль упрочнения (константа), то

= ц ч- т,/у*( =  11 +  Еу  

и соотношения (2.1.26) принимают вид

<*Г =  ~  ро  +  (1/3) (X +  4 (ц +  Е у))'ег -ь (2/3) (X -  2  ( ( 1 Е у ) ) е 0,
(2.1.30)

^ 0  — р 0 -I' (2/3) ( I  (ц +  £у)) ¿о +  (1/3) (Я — 2 ((I [ Еу ))ег .

Последовательно подставляя (2.1.5) в (2.1.30), а полученный ре
з ул ь тат— в (2 . 1 .6 ), приходим к уравнению

+ (2.1.31)
дг* г дг г2 ар Ш

где а 2р — [Я+4 (ц +  £ у)]/3р — скорость распространения возмуще
ний в линейно-упрочняющейся вязкопластической среде.

Д ля среды с произвольным законом упрочнения т* (у|) условие 
пластичности Треска записывается в обобщенной форме:

а 0  -  стг -  2т, (у(). (2.1.32)

Объединяя (2.1.32) и (2.1.27), получим

- Р о + (  я/3)(*, + 2е ‘е ) -  (4/3) т, (у,). (2.1.33)
В результате подстановки (2.1.32) и (2.1.33) в (2.1.6) приходим к  не
линейному уравнению

' %. &ут2 йхI \ д*и я , 41/2 (1Х( \ I ди V
9 )  °г2 г \ 3 9 )  \ дг г

= Ч Т<+ р ^ г - <2Л -34)о я/
Анализ полученных уравнений показывает, что уравнения (2.1.25), 
(2.1.29) и (2.1.31) — линейные и могут быть записаны в форме

дг v , 2 дv 2  г , 1 ¿о /п , пс\
 :----------г « = /  - г — —  , (2.1.35)дг2 г дг г 2 а2  Ш

где а 2  — скорость распространения возмущений в среде; / — свобод
ный член, равный нулю для уравнений (2.1.25) и (2.1.31), для уравне-
ния (2.1.29) / =  12-г-ут- Уравнение (2.1.34) — нелинейное, решение

Яг
его довольно сложно.



Таким образом, для рассмотренных сред получены уравнения, 
решения которых с учетом начальных (2,1.8) и граничных (2.1.9) ус
ловий определяют перемещение ну и скорость V частиц на поверхности 
полости. Так к ак  движение безвихревое, то, следуя Г. Гопкинсу 
[73, для уравнения (2.1.11) введем потенциал перемещения <р (г, () с 
помощью соотношения

решением которого с учетом начальных и граничных условий явля
ется функция

При / <  0 (т <  0) потенциал <р =  0. Д ля малых т давление р  (т —5 ) в
(2.1.38) можно разложить в ряд Тейлора по степеням в и проинтег
рировать, в результате для фронта волны г  — г 0  +  а 01 (т =  0 ) име
ем

поэтому и/я0  ~  О [р (0)/Е) и очевидно, что если предел упругости <зр 
не превзойден, то {р (0)/£) =  О {ар/Е), т. е.

(2.1.36)
0г

Тогда уравнение (2.1.11) принимает вид

где

(2.1.37)

Следовательно, потенциал ср удовлетворяет уравнению

т

<Г(т) = — —  \ ехр / — (т— 5 )г/5 , (2.1.38)
ран г J  \ г 0 I \ А г 0 1

о
где

2 -1 - ЗХ/2С о 3

а ,  =  - - ^ р ( 0 ) ,  ов=  — С —- р (0), р а а и — — р(0 ) ,  С
Г Г Г

3/СД2С)—  1

З К / ( 3 0  -1- 2

Таким образом, на фронте волны
т 0 , о г =  р е д (2.1.39)

и/а0 ~  О (Ор/Е) 1.

Подставляя (2.1.38) в (2.1.36), определяем перемещение:



Е|У0= —- — ( е Р '• з т ( 4 “ ”  Р С*0 -  (2.1.42)
Ро °и асп ,) V ^ аса Г0 ]Ро °о асп .) \ л acqО

ему соответствует скорость

-р л°
V, - — е  (0 ) (2.1.43)

риОо \ л  а сч г  о !

и радиус полости

'пол с  г 0 (1 -I- щ ! г 0).  (2.1.44)
Уравнение (2.1.22) позволяет ввести в рассмотрение потенциал плас
тических перемещений г}) {г, 0  с помощью соотношения

'  ^ - ^ т И ' п ^ - т Н '  (2Л -45)
Здесь второе слагаемое — частное решение уравнения (2.1.22). В ре
зультате подстановки (2.1.45) в (2.1.22) приходим к уравнению

IV =
дг

у 2  !_ ф а - 0

у  д р ) 4 '
решением которого с учетом начальных и граничных условий я в л я 
ется функция

!}> = -----^  ( Л )  —  [р Г т -зЬ / в .  (2.1.46)
Р«;> \ г / \ А г о /и

При расширении полости (х — 1) имеем: в пластической области 
при г ,  <  г  <  г Ш1 ( 0

( 1  + 2  |' ЗД-̂ 2б> ( 1  - Е У! (9К) )  ( ги , / д 8-
I ^  ЗК .* от г 1 -;-з/С/ 0  к 4  м

- ( ! - £ „ / £ )  ('И- 3 1 п ^ - ' ) ,
1 - 1 з/с/.о4 » V

в упругой области при г >  гпл (¿)

_£йУ ----- !----- г (2.1.47)
(ТГ 2С 1 -] З К / О  ,К1 1Ч г  /

Па поверхности полости при г  — г{) имеет место перемещение

^ ^ 0 1 /'-^Д-У‘ - и г |'1 ] - 3 1 п - ^ Ц .  (2.1.48)
Го \ г о / V Г„ !

где

о ,  Л1 !--------. 2 +ЗК1 20> ( 1  — Еу1(9К)),
Е \ \-Еу К Ж )  1-| 3К/О '  у  4



давление в полости
Р т =  От 1СХ {1 +  3 In (гиа/г0)) +  С 2  (г11Л/г0)8], (2.1.49)

где

—  -  Еу
г \ е  ) 1 + яу/(з/с) •

4_ Еу  2 + 3 K / 2 G  1

3 ~  1 - ( -3К /G 1 + Е у { ( г К ) '

V0 =  3 r 0 i/C(J ( г пл/го) [О х ( г п л /'Г0)2 —  D 2 (Г и л /Г у )"1].

скорость частиц
d_ 

dx о
Но гпл =  r 0  +  =  a c g t, поэтому

r aJ r Q =  1 t- (ар/ас я ) (х°/г0), (2.1.50)

производная d/dx° ( г ая/г0) =  (\/г0) (ар1ас д ), следовательно, скорость
частиц

»о =  За,, Ю, ( r j r 0y  -  D 2 (гпл/г0 )-Ч. (2.1.50')

Введем в рассмотрение потенциал скоростей <p (г, t):
v  =  dy/dr.  (2.1.51)

Подставляя (2.1.51), в уравнение (2.1.35), получим уравнение
_д_ !  „ 1 д
дг

которому соответствует однородное уравнение

—  ( V - -  — — ] ф = о .
д г  Г  « 2  д ( )

Следовательно, в случае / =  0  потенциал скоростей <р удовлетворяет 
уравнению

<2Л -52)

Вводя безразмерные переменные г  =  г/г0, I  =  аЧ1гЪ, преобразуем 
уравнение (2.1.52) к  виду

_^Е_ _!_ А  =  (2.1.52')
дг* г д~г д( ’ х

которому соответствуют начальные условия (2 . 1 .8 ):

Ф — (г) мри I =  0 (2.1.53)
и граничные условия (2.1.9):

Ф ‘ (Гпо,,)а ( / ? 11о;1 +  р 0) при 7  -  Гппл, (2.1.53')

<р — 0  при г  оо.
Такие краевые задачи рассматривались Г. Карслоу и Д. Егером 122]. 

96



Для уравнения (2.1.52') и условий (2.1.53) имеет место решение

1
00

 77==- Г г ' й о ( г ' ) [ е

2г0У I ^

* ^ + ‘ ' - 2 'пол>,/4‘ +— е

гГ  ̂ ' иил

(г ~ги о л ^ 2У  г

р„„л [ и ~ : д . ° л > 1  ) + Р о ] е - ‘ , йт4та

( 2 . 1 . 5 4 )

В данном случае р0  =  0, следовательно, решение (2.1.54) можно з а 
писать в виде

2 / 'и Г иол
хУ л  7

гпол)/^ V  <

^ (/*  ̂пол)'

4х2
Ро е ~ г*^т.

( 2 . 1 . 5 4 ' )

Подставляя потенциал скоростей (2.1.54 ') в (2.1.51), определяем 
скорость частиц среды:

V  ~

Р о

2 гр г пол 
ХУ л г

е _т '^ т  +

г*'  ПОЛ Рпс
^ (Г— '’пол) 1

4т 9

2  _  _  л _  та
('■-'■пол>/2У  Г

Г"ол Рпол I е - т *  ах
4та

( 2 . 1 . 5 5 )

На поверхности полости при г  =  гпол частицы среды имеют скорость
I  00

2 г0 1

Х У  л 'иол
'пол [ р 0 ол ( 0 4  Р о ] е - т* ^ Т  +

2  „) т*о
Рпол ( 0  е - т* (1т\, ( 2 . 1 . 5 6 )

в частности, при гт,я  ~  1 имеем

2 ' о
уяо I —

хУп

0 0  ОО

и) | е - ^ 4 т  + ^ -Р п о л ( 0  ^  е - ч ' й х  
п о J

(РШ.п (0 - 1  Рс
О о

(2 .1 .56 ')
Таким образом, используя формулы для перемещений и скоростей, 

а также формулу (2.1.3), находим радиус полости гцол как  функцию 
времени.



Исследование напряженно-деформированного состояния среды при 
взрыве в областях возмущений проводится в сферической системе 
координат (л;1  =  0 , х 2  — <р, х3 — г) с учетом сферической симметрии, 
изотропности и свойств среды, которые определяются уравнением 
состояния и динамической диаграммой о 1 ч- е-, или г-ь у г, Частицы 
среды движутся в радиальном направлении со скоростью и т V, 

ио — 0, иф: ; 0 ; напряженное состояние характеризуется тензором 
напряжений (о) с компонентами оп, о,, стй, стГ; деформированное
состояние характеризуется тензором малых деформаций (е) с компо
нентами ео, с,р г - ¿о, ег для упругой, унругонластической и вязко- 
упругой сред и тензором скоростей деформаций (е) с компонентами 
£(3 . =  о̂, г̂ Для вязкой жидкости и вязкопластической среды.
Связь  между тензорами (о) п (е) или (<>) устанавливается соответст
вующими физическими соотношениями.

Искомыми величинами являются тензор напряжений (о), скорость 
V и плотность р. Они удовлетворяют: уравнениям движения

- ^ +  —  К - " о )  - ¡ ’ 4 -  . (2-1.57)дг г (¡1
уравнению неразрывности

+ 4  ([«>)-(> (2.1.57')
й£ ог

и вариационному уравнению
г и
|‘ ( е г 6 о г -\-2ев Ы г ' 1(1 г= 0  (2.1.57")

или

г!'
| ( е г 6 о г 2 <?е 6 сго) г2(!г ^ 0 ,

Го

а такж е начальным условиям

ш - -  0, V =- 1>0 1 р = Ро при t =■- 0, (2.1.58)

и граничным условиям

°г '-= Риол (*). V - уи о : 1  (/) при г  -- гш,л, (2.1.58')
У1> ~  0  при Г -■■■ Гп.

Д ля  расчета напряжений, скорости частиц и плотности среды в 
областях возмущений, к а к  показано в гл. 1 , необходимо построить 
тензор кинетических напряжений (Г) с компонентами

?'(> "  - я„, Т ч п 1(1 Т г - рь"- - пм Тпп -  ри02, Тгп ■ - рги°.
(2.1.59)



область
покоя

При взрыве на поверхности полости возникает давление /?пол(/), 
которое быстро достигает .максимального значения, а затем падает, 
частицы среды на поверхности полости приобретают в радиальном 
направлении скорость а пол (0- Следовательно, вначале идет процесс 
нагрузки, связанный с распространением волны нагрузки и образова
нием области возмущений нагрузки, затем идет процесс разгрузки,

• связанный с распространением волн разгрузки и образованием обла
сти возмущений разгрузки.

Волна нагрузки зарождается в момент приложения давления р иоп(() 
к  поверхности полости и распространяется в среде с конечной ско
ростью а 0, образуя область возмуще
ний нагрузки, где среда находится 
в напряженно-деформированном со
стоянии, которое характеризуется 
тензором напряжений (а)„агр и тен
зором деформаций (е)пагр; частицы 
среды перемещаются в радиальном 
направлении со скоростью и ]1агр, 
плотность среды риагр- Этим харак
теристикам соответствует тензор ки
нетических напряжений (7 )нагр* ко- 
торый необходимо построить. Область 
возмущений нагрузки ограничена 
поверхностью полости радиуса гпол 
и поверхностью фронта волны на
грузки г и = г 0 +  а 0г (рис. 40).

Тензор кинетических напряжений (Т )„агр можно представить в 
виде суммы основного (Т0) и корректирующего (Т 1{) тензоров:

(Т )п агр =  (Т 0) +  (Т„) .  ( 2 .1  . 6 0 )

Построение этих тензоров основано на использовании общего реше
ния (1.3.56) уравнений равновесия фиктивного тела, которое в рас
сматриваемом случае(при минимальном числе функций кинетических 
напряжений) имеет вид:

7 "  = г4 дг
p o = _ L c tg o | —  н а —  дП

г 2 ' г

Г 33- -----— ctg 0 1 1 2,
Г'Л

Г 3° =  —  c t g ö - ^ b  
г* & а*одг

Исключим ctg 0. Д ля  этого представим П 2  в следующем виде: П 2  

“  tgO/ (г, х°). Тогда имеем:

1 1  
дг

j ' i  i _ Т'ЗЯ   _____]_ Д  J'OO _ _ L  I J L / ___д± -
дг

7'3 0 =з. L J L
г 2 дх0

(2 . 1.61)

где / (г, #°)— функция кинетических напряжений / — /(0 )-|-/(к), 
причем слагаемое /<0) соответствует основному тензору, слагаемое 
/со — корректирующему.



Функция кинетических напряжений основного тензора /<0) (г, л:0) 
определяется из граничных условий в напряжениях:

при' г -  г П 0 Л 1

(2 . 1.6 2 )
Т00 -  Т30 =  ОД при =  х\ О,

где ОД =  (ptia)n(1JI — Япол* ОД ^  ОД (p .W o j)  — Функ
ции нагрузок.

Д ля координаты г  функцию f\0) {г, л:0) представим в виде

/<°> -  (1 / 2 )  (1 +  c o s  7) F ,  ( * * ) ,

где г  =  л (г — ^полУ^н — гоол) — безразмерная координата. Гранич
ным условиям (2.1.62) соответствует функция Г^ (,v°) ~ — /'полФц) 
В результате имеем

/(»> =  -  (1/2) (1 -i- cos г) rfIOJIQ (2.1.63) 

Д ля координаты л: 0  функцию /<0> (г, х°) можно представить в виде 

л 0,= ”  О 4- cos *и) F 0  (г)н- j  ( 1 -Ь cos *°) ^ " фо И .

где х° =  лл:°/л:“ — безразмерная координата, х\ — a CQt2 — значение 
координаты х°, соответствующее продолжительности процесса. Гра
ничным условиям (2.1.62) соответствуют уравнения

О 1 г    _2 П 0 0 fh    г2 л  о 3: ----------------‘ о — —  Г У( |), Ф „  — Г (¿ (1 ) ,
УГ г

решения которых
Г

Л> = ------ —  I' г* Qff, ^ 1 rfr, Ф0  =  г* Qff,.
f ПОЛ J  \  ГПил /

г пол

В результате имеем
Г

/'»0,= - 4 +cosi“>—  1’ 'aw >H —У"'* +*  тпол J  \ г пол I
Г пол

+  b c° sx 0) £/л: 0  г2 Qfp). (2.1.64)

Функция кинетических напряжений основного тензора

f m =  j - ( l - b c o s O /•„"«,<2?,*,+-1- f  (1 - t - c o s * > ) d * > , « Q ? r , -

Г
 L ( 1  +  c o s  ; ■ > ) - ! -  \ r 2 Q ” ) /— -— I-  ' d r .  ( 2 . 1 . 6 5 )

^ гНОЛ J  V Г1К1Л /
Г HO.'X



Подставляя /<°> (0) в (2,1.61), находим компоненты основного тензора:

7П 1 ___‘
МО) “ Т

лг 2

——  sin г  Q(\) -\- г 1 ( 1  +  cos х°) d  х° Q(°и — 
2 (fji —  г пол) л Jо

£ - ( 1  -¡-cos х») ( 5  —
8гпол

МО) — “ Г (1 -fcosr) Гпол Qc Р) — j  ” Г  j (1 +  cos* V * 0 Q (n+

 ( 1  -|- cos x°) 1
8r

. 4  \  ,
' п о л  \ /- i 00

Qm

TOO __ 1
M O )  Г

_!_( 1 .¡_cosx°)_£ QO.o

Л
f II    Г 1Ю Л

-Sпол

г *

( i ) 2  v — ( 1  +  C O S T )

^  \ ( l - l -co s i :° )d * 0 5??> 
2  л

(2 . 1.66)

тз 0   1
M°>“ 7T

r2 -r a
( 1  1- C O S  J t ° )  Q (° 13) ---------   ( 1  - I-  C O S  r) ~ ~ ~  ( / ' п о л  Q ? ? ) )  +dx°

ПОЛ

t-o
c a  пол

sin jc° -|— —  ( 1  -bcos x°) dfinon—) Q?i°)-3
ПОЛ

dx°

где QJj*), Q(t°), Qfi) — самоуравновешенные части функций на
грузок, которые в рассматриваемом случае можно принять равными
нулю. В этом случае компоненты основного тензора упрощаются и 
принимают соответственно вид:

Г “  =  О, Г »  =  ( 1 /2 ) ( 1  +  cos ? )  Qft,

ТЦ) =  ( 1 /2 ) ( 1  +  cos 7) {rnJ r Q)* ( rnoJlf r 0 +  у/ ) - я QJf,, (2 . 1 .6 6 ')

TISi =  d/ 2 ) ( 1  -I- cos*°) ( r nJ r 0)~* {rnJ r 0 -I к ?  Q?,V



где х =  0 /л) (a oXQi a c q r Q — w 0l r Q), rnon/ra - 1 w 0l r0 для упруго
пластической и вязкоупругой сред;

D

д ля  вязкопластической среды и вязкой жидкости.
Функцию кинетических напряжений корректирующего тензора 

/(к) (г, xü) представим в виде

f lK) Ат п %т {г) Р п (х?) (т, п  =  I, 2, ...). (2.1.67)
т,п

Здесь |ni (г) -  ( i l t n \ ) ( J m (r) sin wr) — система фундаментальных 
функций.

Подставляя (2.1.67) в (2.1.61), находим компоненты корректирую
щего тензора:

Т'Л ~ 2  Ama Г  (mn) ,  Г й  =  V  Amn г  (mn),
nt.n m.n

(2 .1.68)

T{& =  V Amn / 0 0  (m n ) ,  T $  =  V A m n f * ( m n ) ,
m,n m,n

где
/п =  [я/(гп — гпол)] (1/г1) l ’m (г) Р п (х°),

/ м =  - ( ! / / * )  ( 7 ) /> * (? ) ,  {2 .1.68')
г  -  (1/^) ((1/г) (г) -  [я/(г„ -  гиол)| (7)) р п ( ? ) ,

Г  -  (я/ЗД ( 1 /r2) (г) (х°).

Коэффициенты Л тп компонент корректирующего тензора, как 
показано в гл. 1 , удовлетворяют системе алгебраических уравнений

^  Amn f u  (m n i j ) + ¿ !  (i/) =  0, (2.1.69)
rn,n

коэффициенты F n  (mn i j )  и свободные члены Lx (//) которой опреде
ляются различно в зависимости от физико-механических свойств 
рассматриваемой среды. Коэффициенты Fn  (mni j )  соответственно 
равны: для упругой среды

Fn  =  (1/ (2G)) ( a (2-1. 70)

где функции состояния — 1 , а!/) — (2/3) (2G! (ЗК) — 1); для 
упругопластической среды

/'„ -  ( 1 /(2 0 ) («г/7;1;  -I ^ ; V ) ;  (2-1-70')



где
а 1  =  1 +  ф + Л ^ 2 . ,

1 * ' 2  сП\ *

а „ =  _1 [ ( Л _  Л _ ф _ Л  1 *
3 [' 3/с / 2  с1Т I

для вя зк о у п р у го й  среды

Яп =  ( 1/(2 0 )) ( а ^ Я " »  +  а ? * ' “ ») -!■ ( 1/аС1/) “I (1/3) Я“ ’):
(2.1.70").

ДЛЯ вязкой  жидкости

Р , 1  Ь а ^ Я “ *, (2.1.70”')
где

*(/»  ̂ 1/ (2ц), а (*> -  (2/3(0 (и/*-“  1/2); 
д л я  вязкопластической среды

Яи -  а , Я “ > + а а/?«;>. (2 .1 .70й')
Здесь

« !  =  ( 1  ;(2 »))) ( 1  — 1/(2т1)Т|/7(),
а ,  =  (1/(3Л)) 12 (<|Я -  1 /2 ) ( 1 / ( 2  Л)) (х(/^|)1-

Интегралы Я[*> (гп п ц ), входящие в формулы (2.1.70) — (2.1.701У), 
соответственно равны:

Я 1» 
1 1 1

32

/о т!г! ■ г ц \
о

 ̂— / ,(т* ,  2) -ЬхЛ> (гпЬ 4) —

-  / 3  (т/, 3)) Я„ Я, л* х (го/дсгВ) 2  / 2 (™\ 2) Л'. Я/ б!*",

Я<Л> = Ш  , .V '

гЪгп'. {! ' г„ ,} I \ X 
о

 /! (Ш|\ 2 ) -I Х̂ 2  ('»*. 4) —

— 3 ) — /3 (1ш, 3 ) ) я „  я ,- ;-

+  лХ (/-„/*§)/а (/т\ 3 ) (Я ПЯ/ -| Р ; Р , ) 1 ^ ° ,  (2.1.71)

Я 3) = 32x1! / ^ 1  . I ^ ( х о у «)
гго т !  /! я V ги ,

( —  Л И ,  2) ! х Л И .  4 ) -
\ X

—  / 3 (//и, 3 ) ) Я„ Я ,  -л 2  X (г„/х5)а /а (//»', 2 ) я ; ,  я / <1у° 11х",

Я 4> = 7 1 1 лг^ т !  г! \  г0 / .

х [ ( ( 1  /Х>Л(л». 2) +  */, (*«*» 4) — (/:!(иг/, 3) +  А, (/'т, 3))] Я„ Яу

-¡- л х М * * )  /-2 ("»> (я , ( я/ -|- я;, я , )  | ^



От (?) вН1 тг)' (У  ̂ (г) БШ ¿г)' йг 

О’пол/Го + Х г)*О
яя

(■/т ( г ) 81п т г )  (У, ( г ^ т / г )  

{̂ пол/Го “Ьх^)^
/8 (т*, ¿) =  |

о
я

/ 3  (т/, А) =  Г и т ( г ) и Пт г ) ( ^ ( г ) ^ П 1г)  й~
0'пол/''<гЬХл )*

Свободные члены ¿ 2  Щ) таковы: для упругой среды

1 Х =  ( 1 /(2 0 ) («(«»¿а> +  «(-) ¿<а> -|- 2 0 а 1 <в));

для упругопластической среды
( 1 /(2 0 ) ( а ^ “ » +  +  2 0 а ^ ) -

для вязкоупругой среды

для вязкой жидкости

I . ,  =  +  а * » ) / - ! * »  а ! « ”  +  (/ 7 0 /Я.)  / " > ;

для вязкопластической среды

=  а ^ 1* +  <*2Ц г) +  а Ц »  +  ( р Л )  Ц в\ 

Интегралы Ц*> (¿/), входящие в (2.1.72), имеют вид:

о

+ (1 -К о з  х») ((}№ р п К н - 2 я < } Ц )  (га/хЪ) Рп * „ ) ]  йх\

Л

-  [<3(3 |)/С2 1 + 2 <г??,/(в -|-(Ц-.со 5 ? ) ( 3 К а ]
Я

О

х [ ^ т ъ т т ? ) ‘ + г ) ) у т 5 шшл)] Р„11г, (2.1.73)



X [ — Qff, P n K Vi+  (1 +  cos лг°) (Q<V, p n К ц ~
- 2 n Q i f , ( r 0 /4) Pk K n ) } d y * d x \

L'5) = ~~ ̂  (ir) j  J (* 1 (*° * (*° ̂  X
X (х^/гпол) P n (2Q(8?> K2 2  +  (1 +  cos x°)Q(7) K 23] dj> dx\

M 6, =  — ~  ( - £ ) ? * . />n <£•,

где

K n  — K “ ^ + T “ )  ! - ' ) z S in г ( У т  sin m r ) ' —  (1 - f c o s r - f  Д + r ) x
0

x ( / m sin m r—(Д -f  r) ( J m sin m r ) ' ) ]  dr,
Л

K12 =| (-^7 )2 0 + C0S Ö (̂ m Sin mr)
я

^ 13 =  [  ( д + 7  )4 ^  “hcos ^  Sin d^
0

n
K u = §  ( 7 7 7 ) s i nm'r—(д  't -ö  (ßm  sin mr)') dr,

0

K i 5 =  s in  m r d r .

K 2 1 —J ( " ^ т “ ) 4  [ ~ ( 3 (д  + r ) s in r  -f- 2 ( 1  -b cos r)(/m sin mr) +
0

+  (Д +  г) (I -f cosr + 2  (A-f- r) sinmr) (J m s inm r) ']  dr,
л

K 22 = j  Í1 + cosr) ( —J m sin m r  +  (Д - f r )  ( J m sin m  r) ') dr ,

Л

к 23= j  1 (2Ут sin +  r> sin mr^  d~r '
0

n
Ke= j* [V m sin mr) '  — ( J m s in  m r ) } dr,

0

причем А =  ( 1 /х) (гпоя/г0).



Решение системы уравнений (2.1.69) находится с помощью про
цедуры последовательных приближений, изложенной в гл. 1. В ре
зультате вычислим коэффициенты Л чт , следовательно, и компоненты 
корректирующего тензора по формулам (2 . 1 .6 8 ).

В случае упругой и вязкоупругой сред и вязкой жидкости коэф
фициенты /ги и свободные члены в системе уравнений (2.1.69) 
постоянны. Положим во втором приближении параметры т, п,  г, / -
--  1; 2 и вычислим интегралы (2.1.71) и (2.1.73). По формулам (2.1.70) 
и (2.1.72) находим коэффициенты /; п (т/?1 /) и свободные члены 
I ,  (//) уравнений, из которых затем составим определитель системы 
уравнений:

Л ,  ( 1 2 1 1 )
Р ц  ( 1212)
/'и ( 1 2 2 1 )

Г и ( 1 1 1 П  
Рл  ( 1 1 1 2 ) 
/=■,1 ( 1 1 2 1 ) 
Г и  (П 2 2 ) Р ц  (1 222)

(2 11 1 ) 
(2112) 

/■и (2121) 

Г п (2122)

/-п (2 2 1 1 )
Л х  (2212)
/•"п (2 2 2 1 ) 
/•'л  (2222)

(2.1.74)

и определители
¿ 1 ( 11) 
¿ 1 ( 1 2 ) 
и (21) 

¿ 1 (2 2 )

( 1211 ) 

и  (1212)
/•п
Л
-^п ( 1 2 2 1 ) 

(1222)

Г п ( 2 1 И )  
/ * 11 (2 1 1 2 )
Ри (2121)

/’и  (2122)

Л 1  (2211) 
Гп (2212) 

Л 1  ( 2 2 2 1 )

/•’и (2 2 2 2 )

Искомые коэффициенты таковы: Атп - О тпЮ.
Компоненты корректирующего тензора (Т,<) во втором приближении 

имеют вид
=  (1/Я) , -(■ 0 1 2 ДОа) Н- +  й 2̂ я)). (2.1.75)

Суммируя основной (2.1.66) и корректирующий (2.1.75) тензоры, полу
чим тензор кинетических напряжений (71)|1агр во втором приближении 
с компонентами

Т-„Р -  Г#, -I- г Д .  (2.1.76)
Для упругопластической и вязкопластической сред со ( е () Ф  0 

и т1 Ф  0 , поэтому, зная компоненты построенного тензора (Т)[$г 
вычисляем Т(е> и 7 '^ ,  а по формулам (1.3.83) и формуле

' н а г р »

е Г  -

находим величины о-° и е\е), функцию пластичности гр (а ,) и ее про
изводную, используя динамическую диаграмму о 1 е 1. Точно так же 
по диаграмме т / ч- ^  материала среды определяется функция 1 | = 
=  (.1 +  Используя полученные результаты, по приведенным вы
ше формулам находим соответствующие функции состояния среды 
<хг и а 2. Затем вычисляем коэффициенты (т п ц ) и свободные члены 
^Лч)  уравнений, строим определители й  и О тп, находим компоненты 
корректирующего тензора по формулам (2.1.75). По формулам (2.1.76) 
находим для рассматриваемой среды компоненты тензора кинетиче
ских напряжений (Г )Нагр во втором приближении.



По известным компонентам тензора (Т )нагр определяем: компоненты 
тензора напряжений Оо = — r2 7’llia1rpi о,, =  сте, а г =  (7'3 0 7'Э0 /7чю) нагр— 
— Тмгр. скорость частиц v  Т'^гра с0/ Т ^ гг> и плотность

р -  т а гр/огв (2.1.77)

в области возмущений нагрузки среды.
В момент времени давление в полости начинает уменьшаться, в 

среде у ее поверхности зарождается волна разгрузки, которая распро
страняется с конечной скоростью Ь, образуя область возмущений раз
грузки, которая расположена внутри области визмущений нагрузки , 
ограничена поверхностью поло- 
сти гпол и поверхностью фронта 
волны разгрузки гр =  гипл -f bt 
(рис. 41). Напряженно-деформи
рованное состояние области воз
мущений разгрузки описывается 
тензором напряжений (а)разго и 
тензором деформаций (е)разгр; 
движение частиц среды — ско
ростью Уразгр; плотность среды 
Рраэгр- Д ля определения пере
численных характеристик необ
ходимо построить тензор кине
тических напряжении

(7)[,а;)П, (^)iiarp Д (7).
(2.1.78)

В свою очередь,
4  (Г) - - Л (Г  „ )4-  4(7-,,). 12.1.79)

Слагаемое Д (Т 0) — основной тензор и имеет компоненты:

Д Г“  -  О, ДТ™ -  О, Д Г "  =  О,

Д Г?;,  =  (1/2) (I +  C O S  г)  {rnJ r f  Д(3» , (2.1.80)

где AQJf, =  (ДрДиДу)пол — Др пол — функция нагрузок при р аз гр уз 
ке. Здесь учтено, что ДQJ®, =  (Дрр<0, ) ) 0  — 0 , AQJ®, =  (ДрД^(/-))0=
= 0, так  к ак  в момент начала разгрузки Др =  0, Ди — 0, а т а к ж е  что в 
рассматриваемой задаче AQff, =  0. Слагаемое Д (Т„) является  кор
ректирующим тензором и имеет компоненты:

ДТ(1А =  V Д ^т п /И И '0 .  д т а  -  V д Ат п Г ( т п ) ,
т .п т.п

Д Г М =  У  Д Л т п Г  ( т / г ) .  Д Г ^  «  2  Д A m n f * * ( m n ) .  (2 .1 .8 1 )
т.п т.п

Коэффициенты Д Л т „ находятся в результате решения системы алгеб
раических уравнений

v  Д/1т г 1  /-и {mni f t  +  A h  (if) = 0 .  (2.1.82)
т.п

Рис. 41



Коэффициенты Рп  (т п ц )  соответственно равны: для упругопластичес
кой среды

¿П =  (1/(20)) ( а (2-1. 83)  

д л я  вязкоиластической среды
=  а[»Г[\> -г * < № » .

Свободные члены уравнений Д/,х (//) таковы: для упругопластичес
кой среды

АЦ -  ( 1 /(2 0 ) (Д Ц па</> -г а<‘>Щ 2)) +  а Д Ц 3\

д л я  вязкопластической среды

=  а ^ Д / ,“ ' +  а<*>Д1‘2) -1- а Д Ц 3). (2.1.84)

Следует заметить, что интегралы Д ^  вычисляются по формулам 
(2.1.73), причем функции нагрузок ф” , ф™1- заменяются соот
ветственно на Д<???,, ДФ(1 Р Д<?а). а температура Т° на ДТ°. Система 
уравнений (2.1.82) с постоянными коэффициентами и свободными чле
нами решается с помощью процедуры последовательных приближений, 
изложенной в гл . 1 , в результате решения находим коэффициенты ДАтп, 
следовательно, и компоненты корректирующего тензора Д (Т („>).

Во втором приближении полагаем параметры т , п , I ,/ =  1; 2 и со
ставляем из коэффициентов Р и  ( т т / )  и свободных членов ДЬх (//) 
уравнений определители О и АГ)тп вида (2.1.74). Компоненты коррек
тирующего тензора

ДТТк) =  (1/0) № Ж > +  ДОг2/?Р2, + Д0.1 +  Д£>8г/?Д,). (2.1.85)
Суммируя тензоры (2.1.80) и (2.1.85), получим тензор АТ во втором 
приближении, затем в соответствии с формулой (2.1.78) находим тен
зор кинетических напряжений разгрузки (Т)рд ,̂р . По известному тен
зору (Лрдзрр определяем в области возмущений разгрузки следующие 
величины: компоненты тензора напряжений ст9  = — г2 Т ^ зг?,

=  (Те, о г =  (7,3 0 7л3 0 /Г00)разгр — Гр3а3згр, скорость частиц V = 
=  (Т ^/^раэгр^ г) .  плотность среды

р =  {Г»/и№,т . (2 . 1 .8 6 )
Следует отметить, что скорость распространения волны разгрузки Ь, 

определяемая по формуле

г>2 = = аМ -(2 ^ )/ К  З)2, (2.1.87)

зависит от физико-механических свойств среды. Так, для упругоплас
тической среды

ч ° г ) = ( 0 с , 1 2) [(1 - 0 / 7 ’,",°,)+ К ( 1 - 0 / Г (»„»1)г+ 4 (0/ 7 ’М)! ], (2.1.88)

для вязкопластической среды
а у  =- Х/(Зр),

=  (ас,/2) [(1 - ^ / Г й ) +  V  (1 -и / Г Д )Ч  4 (р/ТМ)'].



Перейдем к исследованию напряженного состояния среды, заклю
ченной в полупространстве, при ударе. Пусть в момент времени /0, 
принятый за начальный, по деформируемой среде (упругой, упруго
пластической, вязкой, вязкоупругой или вязкопластической) произ
веден удар, в результате которого на некоторой области свободной 
поверхности полупространства возникло давление р ,  частицы среды 
этой области получили скорость ус .

По среде распространяются волны напряжений, образуя области 
возмущений, где среда находится в напряженно-деформированном со
стоянии. Это состояние характеризуется тензором напряжений (а) 
и тензором деформаций (е); движение частиц среды характеризуется 
вектором скорости у; плотность среды р. Требуется определить харак
теристики напряженно-деформированного состояния и движения час
тиц среды в областях возмущений. Для этого согласно общим сообра
жениям, изложенным в гл. 1 , необходимо для каждой области возму
щений построить тензор кинетических напряжений (Т ) (с учетом фи- 
зико-механических свойств среды), затем по формулам (1.3.49) найти 
тензор напряжений (о), вектор скорости V и плотность среды р.

Первичной является область возмущений нагрузки, которая ог
раничена свободной поверхностью, включая загруженную часть, и по
верхностью фронта волны нагрузки, распространяющейся со скоростью

а = К а Я -  (4/3) а ‘„  (2.2.1)

где а у  =  К1 р, йсЯ — С/р, а гсд -  в  ( 1  — со)/р для упругой, вязко
упругой и упругопластической сред; а у  — Я/Зр, а1я =  ц/р, а%
= (ц +  т ^ ’|)/р для вязкой и вязкопластической сред.

Область возмущений нагрузки характеризуется тензором кинети
ческих напряжений

(7%агр =  (Т 0) +  (Т к). (2.2.2)

Построение основного и корректирующего тензоров выполняется по 
схеме, приведенной в §4  гл. 1.

Д ля области возмущении I I  эти тензоры строятся в системе коорди
нат (а ,  р, г, х0), выбираемой в зависимости от формы загруженной об
ласти свободной поверхности, при этом учитывается, что последняя 
слабо искривлена и близка к плоскости. В общем случае считается, 
что загруженная область имеет произвольную форму, однако практи
чески встречается прямоугольник или круг, поэтому рассмотрим декар
тову систему координат (а х, р — у )  с параметрами Л яме А =  1, 
В — 1 и полярную систему координат (а  — г, (3 =  0) с параметрами 
Ляме А =  1, В  =  г. > *

Декартовы координаты соответствуют загруженной области,  име
ющей форму прямоугольника, размеры которого 1Х, 1У (рис. 42) изме
няются в следующих пределах: — 1Х ^  х 1Х, — ^  у  ^  0

^  г ^  0  ^  ^  йСд(2, где 1г — продолжительность процесса на-



грузки . Д л я  координаты Oz имеем следующие функции нагрузок: при 
косом ударе с углом 6  Ф  л/2 к  свободной поверхности (рис. 42, а)

Qfí, = Q?i, sin б, Qfí,=--=Qfn cos 6  cos а ,

Q (h  ^  Q?i) cos 6  sin “ * ^ Ps^cfl V C  sin (2.2.3)
где =  psi/c sin б — p ;  при нормальном ударе (б =  л/2 )

Gu) -  Q?1 ,. Q?í> =  Q?í> =  0. = P s a c9v c) (2,2,4)
где Qfn =  p s v 2c ~  p.

Функциям нагрузок <2 ,̂ соответствуют функции кинетических 
напряжений (1.3.62), которые содержат неизвестные функции Раз, 
удовлетворяющие уравнениям:

Ü Í Í S : L - i - i L f ü ^ o ,  = Q i ' , i  м и  6 ,
дх2 ду* Охду '

а а , Ó* Faa с  д* а- с
аха г  % 2 2 3 1 dy'-1 ' ;,'i’

где

c - = í 2 s in 6 ^ ( j ’ , ’“ <,' " !J' í/-l 0 ) - l - '
Vo '

(*°
C33 = 2  sin 6  j  p 3a c q vc dx° ). +  - ^ -

и граничным условиям (1.4.51).
Функция И (лг//л°) подчинена уравнению

<П .. _ ^ l L
Ja:2 ' ду г <Jxu*

2 Я,

(2.2.5)



р =, i cüs a  — s ¡n a  i cos (S, (2 ,2 .6 )
l  dx dy ’ V '

где

и граничным условиям: £ 0, d\!dx0 •- 0 при х° — О.
Решением такой краевой задачи является функция

Xq

I ~ V  —Н- ¡ Р тп {if>) Sin l mn {у п — Л-")  dy» r mn (xy) .  (2.2.7)
^  Amn Jrn.it „

Здесь Xmn — собственная частота, r mn (xy) — собственная функция, в 
частности,

r mn =  sin /гл: (1 |- x ¡ l x) sin/mi (1 -]-• y/ l y),

К * » - -  \ (n n il, , ) '2 ¡- ( п п / ! х)2 ( т ,  n - I ,  2 ,  . . . ) ,  ( 2 . 2 . 7 ' )

1 х  ! !/ I  ! х  1U

р т п ( х а) 5 Р ' Г тп d x d y  jj jj ( r m„) a d x d y

— коэффициенты Фурье функции Р  (хух°).
Из первых двух уравнении (2.25) следует, что

/■ пи' "0, }'и - J Ql\)^\nbdydx\ . (2.2.8)
" ! х  ~~ V

третье и четвертое уравнения (2.2.5) имеют соответственно решения:

1х  1у

Í  I  Ca ( , ’ g - ) l n

(2.2.9)

Л .,“
l x  1 IJ

l X l u

Д ля координаты х° функции нагрузок имеют вид: при косом уда
ре с углом б

Q m  ^  Р о Q11  ■" Q?d cos 6 cos Qu> =  Q<l .  cos 6 s in  a >
Q(1) -  Q m S in 6 , (2.2.10)

где Q°n p0a cgyc; ПРИ нормальном ударе

Q(!, =  Peflb. Qft! =  QJi) =  0, Q?’ , =  Qa, -  (2.2.11)

i l l



Им соответствуют функции кинетических напряжений

1 1(0 ) = -1 -(1 ¡..созХ-'О/7 1 (1 | -с о 5х° )с1х°Г10,
о

(2 .2 . 12)
х”

ПЙ’ =  - у  |  О !-С05 *«) их." Изо’ = у  |  (1 -|- сое *«) (1х° Ря , 
о о

содержащие неизвестные функции Р, 0, которые подчинены урав
нениям:

д* I /—10 д/-10 I ^20 ЛЛ(|1= —^(1). —;------ 1---;— —АЛп»
д х д у  д у  д г

(2,2.13)
^10 I а/*80 ОГ1О2 ^20 I дР,0 О/"103—:----- 1 :— —— + —— =2(^1).

ох  и г  д х  д у

Частным решением первого из уравнении (2.2.13) является функция

/ ■ = -  | 5 Ч^ЛуЛх.  (2.2.14)
~ 1Х  ~ ~ 1у

Исключая 1\о и Рзо из остальных уравнений (2.2.13), получим для 
функции Г 10 уравнение

= — Р,
д х д у

где

_ / _ ^ iL L c o s a  ^  sin a  ) cos 6 -{- M l^ s in S ,  (2.2.15)
\ дх  д у  I  г  д г  К ’

решение которого таково:
* и

i \ о = — 5 5 P dydx .  (2.2.16)
~ ‘х - 1у

П одставляя (2.2.16) во второе и третье уравнения (2.2.13) и интегрируя 
их, находим:

* I к.
=  J ^2Q®i j cos Ь cos a  - f  jj P d x  J  d 2 t

z
F 30 ^  — 2Q°i) cos 6 sin a  -f jj P d y  j d z ,



Полные функции кинетических напряжений основного тензора имеют 
вид:

JI^o) =  -L  (1 c o s  +  ~  (1 i cos ,vü) /■ ¡ (1-! соs  x(i) dx° F l(},

X е

n ' ° ' = 4 (l 1 c o s ¿ j/ > M -Y  J ( H  eos # )  dx« F№, (2.2.18)
0
X я

Щ0) *  - L  ( l  +  cos ¿ j  /гм +  i _  J  (1 +  cos *o) d xo f 30_

Подставляя эти функции в (1.4.47) и (1.4.46), определим компоненты 
основного тензора от самоуравновешенных частей функций нагрузок 
(Т ‘ п ). Несамоуравновешенные части функций нагрузок характери
зуются тензором (7^а)). Сумма тензоров ( Т {01)) и (Т (02>) согласно 
(Í.4 .64) определяет основной тензор (Т0) области возмущений // в де
картовой системе координат.

Если самоуравновешенные части функций нагрузок принять равны
ми нулю, что допустимо в простейшем случае, то компоненты основ
ного тензора таковы:

Г?», =  (1/2) (1 +  cos г)  Q*lt sin 6, Г »  =  (1/2) (1 +  cos ? )  Q » ,

Г »  -  (1/2) (1 +  cos z) Qfj, cos 6 cos a ,  T™} =  (1/2) (1 +  cosz) X
xQ f1? cos 6 sin a ,  (2.2.19)

77o> =  (1/2) (1 +  cos x°) cos 6 cos a ,

Г™, =  (1/2) (1 +  cos x°) Q°n cos 6 s in  a ,

77o°, =  (1/2) (1 +  cos z) Qf?,  +  (1/2) (1 -f  cos ? )  sin 6.

Корректирующий тензор (Т к) имеет компоненты
1  (AmnPJ n ^ B mnP l f ^ - h C mn íü f %  +  D m n p l [ f i }), (2.2.20)

mnpl

где f ( m n p l )  (у =  1, 2, 3, 0) — известные функции 1191, причем

x =  (n i2 )(\ +  x l lx), у = ( п / 2 ) ( \ + у Ц у), z =  nz/z2, х» =  лх°1х°2.
(2 .2 . 2 1 )

Параметры Amnpl , . . DmnPl подчинены уравнениям

ü  {Amnpl Л р  + B m n p l  ^ ’mnpl ^  зр +  Dmnpl  ^  op) +  ¿р = 0  (2.2.22)
mnpl

и определяются в результате их решения с помощью процедуры по
следовательных приближений, изложенной в § 3  гл . 1. Коэффициенты 
Fy $ {mnp i jkq ) уравнений (2.2.22) таковы: для упругой и упругоплас
тической сред

Fy> =  (1/(2G)) ( a ^ V  4- a ,^ V ) .



^ = ( 1 / 2 С ) )  («<'> ^ » - г с х И  Г $ )  - г ( 1 а сд ) (/-^> (1/3)  Р ф ) .  ( 2 . 2. 23)

для вязкой и вязкопластической сред

'ЧР ~-а \Ь) ? уУ +  /=*»’■

Интегралы Р $  (тпрИ(кд ) (к - 1,2, 3, 4), входящие в приведенные 
формулы, имеют вид:

/эд  =, 2 Щ |  х" ШТуЛШ»,

* » А хГ у Л н Ь Р ,
' о 1(1

(2.2.24)

=  2 4;х М ^ ) 3 | | | | - 0 |  £  (- 0 - 0) л $  (*о“ ц) (ф \ Ы у ( Ш х \

(1 С,? и
л  Г°

их подынтегральные выражения:

AW = g „ g J M >  +  ¡ Ш >  +  2 ~  Ы т Г т ) .

A ' y l '  -  е „ е , / М >  +  П Ж  - I -  ( 2 - 2 - 2 4 ' )

+  8 ч 8 и  ( f l i A  H- fl\if(h i)— gu ( / ¡ « Ж  +  Г М ) -

Свободные члены L$( i fkq)  уравнений (2 .2 .2 2 )  соответственно равны: 
для упругой и упругопластической сред

L p  -  (1 /(2G)) ( а жХ.4“  +

для вязкоупругой среды

Ц  =  ( 1 / ( 2 0 ) ) « > Ц ’ > +  a W L ÿ ' )  -I- ( l a c 9 ) ( L ^  - f  (1 /3 )  L $ %  (2 .2 .2 5 )  

для вязкой и вязкопластической сред

¿р  =  I ^  +  ay»Lp> +  ( Р А )  Ц "  -  ¿ е ’ •



Интегралы ¿¡^(¿/Т^))/ =  1 ,2 , . . 8), входящие в приведенные фор
мулы, имеют вид:

1> _  2

М 2 )  ___

пь-

——  .Vo Я«11 dxd i j d z dx0,
Qcq

- —  х° Sp2) d x d y d z d x , ) .
Ocq

7°
я « ( i)

Joq
R (*° </n) Bp (x° f/°) d y Q dx d ydz dx0,

M l )  4/x  l u (* § )3 

^  “
a  “ f t  X° (2.2.26)

— Я (x° i/°))Sp2) (лс° y°) dy°  d x d y d z d x 0,

Ц
e )   4lx ly (*§ •x° £¡}6) d x d y d z d x °,

Lb*

Jcq

4/* '»  П-B ^ d .v d y ;

их подынтегральные выражения таковы:

4 -  С Л ( ? )  -i- ^ i i g j í T \ U m ~ 8 i t ^ ° J & ^

В Г - ё а ё п П ь Л )  +  ТЖ  -Ь А  +  Г Й Л ) -

- g i t i T f M )  +  Г?.У<Р>)> (2.2.26')

йрв) - / ? А ,
В р 8 >  =  и с  [ c o s  6  ( c o s  а / | р )  - I -  s i n  a / f e 2 , )  4  / ? ря ,  s i n  6 ]  4 ~  a c g / ( í > ■

Упругому, вязкоупругому и вязкому решениям в первом прибли
жении ( т ,  я , р, / :Т̂ 0; 1) соответствуют компоненты корректирующего 
тензора

ТЙ  - (1/Л) (Д ^Г , -1- ДДР -!■ Aaf“P 4- AoW,), (2.2.27) 

где Д и Ду (y 1,2, 3, 0) - -  определители вида

, .... (2.2.28)
F u ^12 ¿ 1 3 /■ю ¿ 1 ¿1, ¿  13 Л о

^21 Я ,
. Л.

/' Й2 /Чч
Л м Р. ч о

/'02 U /’ (J0 /-0 /=■«3 F  оо



Упругопластическому и вязкопластическому решению в первом приб
лижении соответствуют компоненты корректирующего тензора (2 .2 .27 ), 
однако, прежде чем вычислять определители Л и Ду, а такж е их эле
менты /%р и ¿р , требуется найти функции состояния а ь  а 2 для упру
гопластической среды или а [ ь\ для вязкопластической среды. 
При определении функций состояния используется динамическая диаг
рамма а* — в 1 или — у 1 материала среды, а также построенный тен
зор (Г )(е> (упругое решение) или тензор (Т )1Ь> (вязкое решение) рас
сматриваемой задачи. Находим Т и затем по формуле (1.3.83) вы
числяем ст* и перестраиваем диаграмму а/ — в диаграмму — е и 
по которой строим зависимости ср ( 7 \ )  и с1ц>/с1Т( . По формулам (1.3.71) 
или (1 .3 .76 ) определяются функции состояния а ь  а 2 или а ^ > , а<ь>, 
необходимые при вычислении Ру р — по формулам (2 .2 .23) и ¿р  — по 
формулам (2 .2 .2 5 ). В результате определяем компоненты корректирую
щего тензора, следовательно, и тензор кинетических напряжений 
(7')нагр Для области возмущений I I  в декартовых координатах.

Полярные координаты соответствуют загруженной области, имею
щей форму кр уга  радиуса г 0 (рис. 42, б) ,  и изменяются в следующих 
пределах: 0 ^  г  ^  г0, 0 <  0 <  2л, 0 <  г <  а(, 0 ^  х\ <  а ся  12.

Для координаты г  функции нагрузок имеют вид: при косом ударе

¿¿т  =  <??и 5‘п б- <??/) =  Ф и  005 <2о> =  °> =  6,
(2 .2 .29)

где =  рви| бш б — р ;  при нормальном ударе

% а, =  -  <?и> =  0. (К?, =  Р,Ас^с. (2,2.30)
где — р .

Функциям нагрузок соответствуютфункции кинетических напряже
ний (1.4.49), содержащие неизвестные функции Раз, которые подчине
ны уравнениям:

а2 Л,, . аа/го, =  /-2 Q ^ s in 6 ,
агг а е 2 аг дгд о

dB Fаз j dFZ|1 | р  _|. a3 Fч-л _ dFas  t  1 ^ 2

(2.2.31)

ar 2 1 дг ао2 а/- ао

где

Св - 2 г ( л
V 0 О

и граничным условиям (1.4.51).
Функция | (г, 0 , х°) удовлетворяет уравнению

^ ------- ! - Л ------ ^ - = 2  Р, (2.2.32)
аг2 г2 аоз г аг а*°2

где Р  = — ( d / d Q )  (Qfn cos б), и следующим граничным условиям: 
| — 0, d l / d x °  =  0 при х° =  0.



Решением этой краевой задачи является функция

2 гп
У  Р.

+  P S  (¡Л  Sin «()) sin Р„, d l f

j1 (P l¿ !  (У°) eos H() +

/ r
r j | ] -t- fl> rni

где pm (n) — корни характеристического уравнения

Л  T + ñ *  ~
2л  г? I 2 л r®

ñ ¡ i  =  f  í p v t t d r d 0  f  f  T O 2 d r d 0

(2 .2 34) 

(2 .2 .35)
0 0 / 0 0  

— коэффициенты Фурье функции P  (г, 0, x°), причем

f J }TT- i ^ m r/rQ) c o s n Q ,

r y i T + ̂ ff(ñm /7r0)s in/ lü .

(2 .2 .36)

Функцию /^, удовлетворяющую первому из уравнений (2.2.31), можно 
принять равной нулю; второе из уравнений (2.2.31) имеет решение

0 г
^1;1 = ^гЧ>(]> sin bdrdk) ; (2 .2 .37)

о и
частным решением третьего из уравнений (2.2.31) является функция

г
№ \ » o ( r '* 0)cos/IÜ-¡-

+  С$\н) ( г '* ü) sin п( ) ) е
0 r ' r '2r t „ r 2 n

.'n+ 1 d r \
(2 .2 .38)

где
2;i j 2¡l

C¡>V(„ , — C a c o s  nOííO / ^ e o s 2 /iücíO,

o / o’
1!л j  2П

CiVtHj — J C 23si i i/ i0t íB /  ̂ s in2 /i0d0;

четвертое из уравнений (2.2.31) определяет функцию
Г



где
f

c x¡ =  i  + 2 ~ ^ Т Т  í  C¿13,(rt) s in/¿0) X
n r o 

f  ( 3 / r ' ) d r '

x é  (r '2n — r '2n)/r ' a -\-1 d r ' .

Д л я координаты x° имеем функции нагрузок:

Q™ -  р0а,%, Q°(l\ =  QJn cos б, Q”  - 0, Q »  =  Q°u sin б, (2.2.40)

где Q°n )  =  р0a c g v c .-
Функциям нагрузок (2.2,40) соответствуют функции кинетических 

напряжений (1.4.59), содержащие неизвестные функции Fa о, которые 
подчинены уравнениям

/ r ün =  ^Q (i° ). (2.2.41)
dFl0д* _  p t г гЛЬ±.  =  2r 2 Q f,, cos 6 дг.дгдд

dFs
дг

dfi 1
ar 10 (2.2.42)

где

Р  =  г  | г sin б — |V - f -  Q (n i ) j  cos 6

Первому из уравнений (2.2.42) соответствует функция
0 г

F w - ^ - ^ P d r d d , (2.2.43)
о о

второе и третье из уравнений (2.2.42) можно проинтегрировать:
г  г  г  •

Fzо =  j" 2Q(°i j cos б -(—~ J  P d r  
ó  -  ü

dz,

(2.2.44)
О г  -

M í  P ^-rSPdr0 0 -  o
dzdl).

Полные функции кинетических напряжений основного тензора имеют 
вид

л*
Ш 0)=  (1/2) (1 +  cos z) Fj-j i - (\ ‘2) j¡ (1 -f-cos x° )dx°F l0,

И,V” -(1/2K 1 • cos .v''i F с



и соответствуют самоуравновешенным частям функций нагрузок. Под
ставляя эти функции в (1.4.47) и (1.4.46), получим компоненты тензо
ра (7'(0П), суммируя который с тензором (1 .4 .64), найдем основной тен
зор (7'0) области возмущений I I .

Если самоуравновешенные части функций нагрузок QJf,, р ав 
ны нулю, то

Г ” , -  (1/2) (1 -Ь cos i )  sin 6, T f“, -  (1/2) (1 -I- cos ? )  QJJ*,,

T'( *t (1/2) (1 I- cos7) Q3tl) cosfi, T^", (1/2) (1 cos ? )  Q(0U cos 6,
(2 .2 .4 6 ;

7 ?0°, -  (1/2) (1 +  co s l) +  (1/2) (1 -I- c o s ? )  Q*ll} sin 6.

Компоненты корректирующего тензора определяются по форму
лам (2.2.20), однако функции /“Yp> (m n p l ) будут другими [191, так  к а к  
приняты следующие фундаментальные функции:

Sm(r) ~  (l/'m!) J m {ñ s in m r, r|(l (0) « (1 / л !)  sin/i О,

l p (z )={\/p\) s\npz ,  (2 .2 .47)

причем г  =  лг/'г0, Ö =  0/2, z = n z l z2, хп *=пх1Чх\.

Параметры Amnp ¡, . . . .  D mnpi находим в результате решения ур а в 
нений (2.2.22), коэффициенты Г ур и свободные члены которых вы 
числяются соответственно по формулам (2.2.23) и (2.2.25). Интегралы 
F^p (mnpl ikq) имеют вид:

о

= т ( ^ ) 21 Ш ^ л"^"7 Ж й п '
о

™ х  (2 -2 -48) 
о О

х  Аур (xfl у а) dy*  x° rd rdQdzdx°,

л х°

X Аyß (я0 у 0) d y °  х° r d r dB d  zdx0-



Подынтегральные выражения получим по формулам (2.2.24), заме
няя /®р (тпр1 ) их выражениями; интегралы 1.Ц* имеют вид:

^  ~ ~ ~ [  Г̂ 2 У и ]" ]* - ~̂ В $ [) х° г& и Ы гй х 0,
п  V л '

и 2 ,= = — ( - ^ ) 2 ( П Т — й рЭ)

я- \ л

>(1)

‘ с о0 " 4 б

X в у 1 (х° у °) йу о  х° гИг(1г<1Мгс1х0, (2.2.49) '

 ̂  ̂ “сдО
г<_2) :

л
— /? (х° у ° ) ) бр (лс° 0 °) с{у° х° г(1гс1Мг(1х°,

ц »  ГГ ГГ
•II) \ л  !  J  ^  ^  ^  ис,,

I)
л

/.¡)8> = 2 ^ ) 2 и  В ^ Т с й ё Т к
о

подынтегральные выражения получим по формулам (2 .2 .26 '), заменяя 
!%{тпр1 )  и Т?Ц, их выражениями. Дальнейшее построение тензора 
(Т*) проводится аналогично предыдущему случаю.

Итак, основной ( Т 0) и корректирующий ( 7 К) тензоры известны, 
тензор кинетических напряжений (Т)нагр области возмущений I I  равен 
их сумме, следовательно, и его можно считать известным.

Построение тензора (Танагр области возмущений I I  в других коорди
натах выполняется аналогично изложенному.

Тензор кинетических напряжений (Танагр области возмущений / 
строится в сферической системе координат (0 , ср, г, х°) по схеме, рас
смотренной в § 4 гл . 1, с учетом формы области возмущений I I .  Д ля 
загруженной области, имеющей форму прямоугольника, координаты 
изменяются в следующих пределах: —я/2 ^  0 ^  02, — л/2 ^  ср ^  

я/2, 0 ^  г  ^  а/, 0 <  х° <  а с д12. Граничные условия (1.4.18) при
нимают вид: при 0 =  — я/2

X =  ±  1Х, Т'*  =  Г ,? , у  =  ±  Т>» =  ТЦ- (2.2.50)
7м & =  (риЧ*Р) 5  при 0 =  0г;

Тт =  р 0а Г ‘° =  (ра^иОо ПРИ *° =  0; 
ьуа (5 ) =  0 при г  =  а^.



В частности, если принять основной тензор в виде (2 .2 .19), то гра
ничные условия (2.2.50) для координаты 0 при 0 =  — я/2 преобразу
ются следующим образом: при х  - -  ±  1Х

7 1 1  =  0 , Г 1а =  О, Г 13 =  (1/2) (1 +  cos z) Qfj) cos ô cos et,

TL0 =  (1/2) (1 + cos 7 0) Q(i, cos fi cos a ;
при у  =  ±  ly

T 11 =  0, T12 =  0, T18 -  (1/2) (1 +  cos z) Qfn cos 6 sin  a ,

Г 10 =  (1/2) (1 +  c o s ? )  Qf,, cos 6 sin a ;  (2 .2 .50 ')
при 0 — 02 имеем: T'P — (py^^s-

Д ля загруженной области, имеющей форму круга , координаты из
меняются в пределах:— л/2 ^  0 ^  0 2, 0 <1 ф ^ 2 л , 0 ^  г  ^  at,  

• 0 ^  х° fleg/gî граничные условия (1.4.18) принимают вид:

7м Р — T íf при 0 =  — я/2, г =  г0,
Г ‘ 0 = (рv W ) s  при 6 -  02, (2.2.51)

Т00 =  р0а “9, =  (p-«cqu% при х° =  0,
wa (5) — 0 при г  — at.

В частности, если принять основной тензор в виде (2.2.46), то гранич
ные условия (2.2.51) для координаты 0 преобразуются следующим об
разом: при 0 =  — л/2 и г  = г0

Тп ^  0( т’дз =  0/2) (1 cos q *^ cos т»  =  о,

Г 10 = (1/2) (1 +  cos ? )  Q«u cos Ô; (2 .2 .5 Г )
при 0 =  02 имеем: Т ‘Р = (p^u^s-

Координате 0 соответствуют функции нагрузок

Q!?, -  Tl f .  ОД, =  (p«4#)s. (2-2.52)
и функции кинетических напряжений (1.4.25), которые содержат неиз
вестные функции Fа\ и Фоь подчиненные уравнениям (1 .4 .26) и гра
ничным условиям (1.4.47). Решение указанных уравнений определяет 
функции

ж»
F n  = 0 , F n  =  V —L  Г C('¡» ©  s¡no)n (1 -  *°) d ^ ! 2 j  t (M„ r),

^  Jn 0
(2.2.53)

Xa Г Ф

^ 2 1  --=5 ydx°,  =  $ $ Bn d<fdr.
О Ь — л / 2

Здесь

Ли - H Q ,1,1,.

C(«> =  f  C u  r3/2 J I/2 (o,„ r )  d r  r ^ ( r * i * J i , 2 К  Г))2 rfr
o I 0



— коэффициенты Фурье функции

Си = 2 ^ ,  + } - ^ ,
О

где соп — корни характеристического уравнения J \¡2 (о)r.¿) =  0> 
функция

у =  V  — Г s in o m,t ( I— х°) d t y ~ 3/2 J v (<отп г) sinm<c,
é *  ® т п  J

где

=  \ \  2 г - 7^2 ,4П1/у (й)т » 0  s i n m n d y d r  I V j ’ ( r ~ 3 / 2 X

-Я/2 о '

Л / 2  г ,

I Í-Л/2 О
X  J v  ( « т  н г )  s ¡ n  ^ ф ) 2 d y d r

— коэффициенты Фурье функции

л и = г * ^ + ^  (HQ;?,),
(УХ(\ dr

comn — корни характеристического уравнения

J v (<ог2) = 0  (v -- I 9 -r  4m'2/2). 

Координате x° соответствуют функции нагрузок

Q” 1 , Po^V Q?í, (pacgu¡)o (2.2.54)
и функции кинетических напряжений (1.4.37), содержащие функции:

Л)о = 7-2 s ¡n2 8 Q(\°), F ;t0 -  2r2sin20 (
ф!

(2.2.55)

F 20 — о, Fl0 —• 2r4 tg  0
ф

sin'2 BQ(V) — ^  I sin2 e J  Q¡V<p

Полные функции кинетических напряжений основного тензора таковы:
* о

Ш 0) =  ~  (1 -feos 6) Fn  I— (I — cos 0) Фи - : -L  f  (1 -feos Xo) dx" Fia,

U(2U)- ( l / 2 ) ( l  - I  c u s0) F-¿\ i - (1.2) (1 —-co s0) Ф21,
(2.2.56)

1| : i 0 )  = - ^ - { 1 c o s  0 )  у  ( 1  c o s  0 )  ФЯ1f  (  ( 1  - ¡ - c o s  xn) d x a F^,

l C = ( l / 2 ) ( l  : cos,vu) /’oy.



Подставляя эти функции в (1.4.22) и (1.4.23), а полученный результат— 
в (1.4.21), получим компоненты тензора (7 ¡,n ) для самоуравновешен- 
iibix частей функций нагрузок. Несамоуравновешенным частям функ
ций нагрузок соответствует тензор (7j,2)) с компонентами (1.4.40). 
Основной тензор (7 0) является суммой тензоров (7£п ) и (7[,а>), постро
енных для области возмущений /. Если считать самоуравновешенные 
части функций нагрузок равными нулю, то компоненты основного тен
зора соответственно равны:

7 I 1 -  ( 1 /2 ) ( 1  4- cos 0) Q”  -I- ( 1 /2 ) ( 1  -  cos 0) Q(V,,

7 “  ■= (1/2) (1 +  cos 0) Q“  -; (1/2) (1 -  cos~ë) Q » ,

7 “  = (1/2) (1 - f  cos 0) Q »  - f  (1/2) (1 -  cos 0) Q » .  (2.2.57)

7 ;0°, -  (1/2) (1 - f  cos OjQff, +  (1/2) (1 -  cos 0) Qf®, +

+  ( 1 /2 ) ( 1  +  cos I o) Qfi,,

7 (0a, -  ( 1 /2 ) ( 1  +  cos I o) Q " ,  7 » f  = ( 1 /2 ) ( 1  -[- cos ? )  QJ*)f

T(0°, =  (1/2) (1 - I -  cos ? )  QZ- 

Компоненты корректирующего тензора (7„) имеют вид 

TfP =  V (2.2.58)
mnpi

но в отличие от предыдущих случаев fff} (mnp l )  ( 7  =  1 , 2 , 3, 0 ) — 
известные функции сферических координат [19], причем

л ( 9 - | - я / 2 )  -  я  (ф — tpQ л  а Сд  Г ~п лх*

02 •}" я/2 (р2—ф! о *0 2̂
(2 .2 .58 ')

Параметры Amnph .. . .  D mnpl подчинены уравнениям (2.2.22) и оп
ределяются в результате их решения. Коэффициенты Fy $ (mnp l i jkq)
уравнений вычисляются по формулам (2.2.23), однако интегралы
F ($  (mnp l i jkq) (k =  1, . . . , 4) следующие:

/где =  —  (в»Н- Д/2) ( фа —  Ф1) j  j j * J  Г2 Й я X

X cos -9 — 11--2- 8ri9d<rdrd.v°,

^  =  „ ( е ,+ п / 2Н у , - ф1) (х5 )4 Щ |  А $  г2 (х°)3 х



X А $  (х° у°) d y °  г'2 (х°)3 cos i? + -n/2 QdQdydrdx»,
я

О

— Я (х°у°) I /1$  (л° г/°) ¿г/0/-3 (л:0)3 cos ^ - ^ ^ - d d Q d y d r d x 0.
л

Их подынтегральные выражения определяются по формулам (2.2.24 '), 
причем функции должны быть записаны в сферических координатах.

Свободные члены Ip  (ijkq) уравнений вычисляются по форму* 
лам (2.2.25), однако интегралы ( i jkd),  входящие в эти формулы, 
в этом случае имеют вид:

4 11 =  -  (х%)'(9г |-я/2НЧ’* -  **> j j j j  ('- 5 L -  J  В^'1 г 2 ( I » )3 х

о ' cq

X cos 9;i  ̂ л 2̂ OrfOrffptirdj:0, 
я

Z-f,2’ =  -  (л;?)4№ и/2)(ф а-ф .)  Г (ТГ f - 2 - V  В(р2)л2 (*»)* X
J О \ исао

X cos в*~1'я /2 Odfldtpdrdjc0,

ф  =  _ (*0)6 (6з + я/2̂ Уз~ ф1) j1 j*|  j1 J  *  (JCÔO) S^1> (*0 ¿,0) X

X ra (x0)3 cos —— Qdedrpdrrfx", (2.2.60)

¿ ¡ 5 > =  -  ( 4 ) а <9» + " / ^ ( ’и - ф - )  j ' J J f  j  ( ^ ( > ¡ , 0) — r  (¿o p «))  x

О СЧ  0

X 6p2> (jc° y°) d y n r % (jc°) cos Ba  ̂ nt<1 ftd f ahpdrdx0,



/..nu (0« +Л/2) (ф2 —Ф1 )- (X2) -------------- :------------
л 9

X cos ü,

1cq

Ü dt i dy dr dx0,

i  n i  __  _  л - о \ а  (ф а  <Pi) 

'** ‘ ¿> л*
^ 8 )r(.v«)2cos (П2-!- л/2) </*/<!'.

acr;

Их подынтегральные выражения определяются по формулам (2 .2 .2 6 ') , 
в которых вместо T f^  следует подставить компоненты тензора ( Т 0) 
области возмущений /, функции f f y  должны быть записаны в сферичес
ких координатах.

Решение уравнений (2.2.22) находится с помощью процедуры по
следовательных приближений. В результате будут найдены параметры 
AmnP¡, • • • » D mnpl , следовательно, компоненты тензора (Т к) в 
первом приближении таковы:

r f f i  =  (1/Д ) ( Д , И  !- Д г/?Й г  Д з/ f f , -Г  Д „ Ш .  ( 2 . 2 . 6 1 )

Складывая тензоры (Т 0) и (Т1,,), получим тензор кинетических н а
пряжений области возмущений /.

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Г )нагр постро
ен во всей области возмущений нагрузки.

Вторичной является область возмущений разгрузки (рис. 43), о г
раниченная свободной поверхностью, вклю чая загруженную часть, и 
поверхностью фронта вол
ны разгрузки, распростра
няющейся со скоростью
b -  I û T T W R Ï  ко
торой соответствует тензор 
кинетических напряжений
(Лраягр- Т е Н З ° Р  (Лраагр 
определяется по формуле 
(1.4.72), причем тензор 
(Т )нагр известен, а по
строение тензора А (Т) 
проводится как  и для об
ласти возмущений на
грузки.

Как уж е отмечалось ранее, при разгрузке наблюдается уменьш е
ние давления, скорости и плотности соответственно на величины 
Ар, Avc  и Ар, что приводит к изменению функций нагрузок области 
возмущений I I .  Если загруженная область имеет форму прям о
угольника, то для координаты z при косом ударе

AQ” , =  AQfn sin 6, AQ” , =  AQ3(l)  cos 6 cos a ,  (2 .2 .62 )
AQf,2, =  AQ3U) cos fi sin a ,  AQff, =  ApaAüct»(0r> sin ô, 

где AQfn =  Арз (Arfc)2 sin fi — Ap\

Рис. 43



АС?!1, - О, (2.2.63)

А(3и , АрвДиси(г),

где Д(3^) ~ Ар3 (Аис)2 — Ар\ для координаты имеем: Дф?“, — О, 
АО?/,  ̂ О (I 1 , 2 ,  3).

Изменениям функций нагрузок соответствуют функции кинетиче
ских напряжений основного тензора

ЛШ0) -  (1/2) (1 +  соэ г) Д/ г̂з (/ =  1, 2, 3). (2.2.64)

Функции Д^гз таковы:
х  у

Д^ 1 .ч =  ¡j jj AQ,3i ( sin 6íí//íía:,

?г/
AF23 =  АСгъ{х ' y ' )\  n d x ' d y ' ,

1 ’ V (* —x ')a-i-(y—y ' ) %

(2.2.65)

A ̂ 33 f Г АС33(л:'</-)1п-^ ‘ ,
J  J  У (* ~ *  )2+(í/ — y ' f

где

ДС2,  =  2 sin S I f  APS Aí’c у ' ;1 dxa ' dAl
a*  U  a y  ’

sí)
/*°

ДС33 =  2 з т 6 ~ у  Др8Дис .

Функция Д| имеет вид

А£= 2 “Г~~ Г д р тпИз1П^т)1( ^ - Л ° ) ^ 0 г тп (хг/), (2.2.66) 
^  т ” я

где

^ Р т п ( х ° ) =  $ S &P r mn d x d y  ¡J j  r*mn d x d y
~1х - ‘у I ~ 1х ~ 1у

— коэффициенты Ф урье функции

ЛЯ =  ( —  AQfi) cos а  — — AQn) sin а  ) cos 6.
V ал- д у



В результате подстановки (2.2.64) в (1.4.47) и (1.4 .46) опреде
ляем компоненты тензора А ( Т [ и ) от самоуравновешепных частей 
функций нагрузок A Q ^, иесамоуравновешенные части функций 
нагрузок AQff, характеризуются тензором А (Т 102)) с компонентами 
(1.4.64), в которых QJfj, Qffj необходимо заменить соответственно 
на AQfpj и АС??) - 0. Сумма A (Tf,1*) -\- A (Tí,21) есть основной
тензор А (Т 0) области возмущений // в декартовых координатах.

Если AQff, о, то компоненты основного тензора таковы :

ДГ™ = (1/2) (1 +  cosz) s in fi,
A7 J03j - - (1/2) (1 +  cos z) AQJn cos Ь cos а ,

АТ*„3, (1/2) (1 -f- cos z) AQ“1( cos 6 sin a ,  (2.2.67)
Д Г ^ ^ ( 1 / 2 ) ( 1  -[- c o s í)  AQa’,,

остальные компоненты равны нулю.
Корректирующий тензор Д (Г и) имеет компоненты

(2 .2 .68)

где f f y){mnpl ) ( у  ^  1, 2, 3, 0) - известные функции координат 
[191; безразмерные координаты х, у ,  z, х° определяются формулами
(2.2.21); параметры ДЛт71,,ь .. . , AD mn}li подчинены уравнениям

2  (ДЛшн/)! Л р  -г ABmHJJ¡ /\>р ! ACmilíW 4- i\0„ia}ll /*ор) } -ААр= 0
mnpl

(2.2.69)
и находятся в результате их решения с помощью процедуры после
довательных приближений. Коэффициенты /;тр (m n p l i j k q ) уравнений
(2.2.69) вычисляются по формулам (2.2.23), однако функции состо
яния а ь  а 2 или а [ ь\ а<2'') должны соответствовать упругому или 
вязкому состоянию среды, скорость а сд  следует заменить на v (p .  
Свободные члены Д (ijkq) уравнений (2.2.69) вычисляются по фор
мулам (2.2.25), в которых следует произвести указанную  замену 
функций состояния и скорости а с „,  в подынтегральных выражениях 
(2 .2 .26 ') необходимо заменить на ATr$ v  v c на Avc> а с0 на 
Дальнейшие вычисления выполняются совершенно аналогично слу
чаю нагрузки . В результате находим компоненты корректирующего 
тензора А ( Т и) области возмущений // в декартовых координатах.

В случае загруженной области, имеющей форму кр уга , для коор
динаты z имеем:

A - Д si n fi, AC?“; ,  -  AQ?n cos fi,

AQ™, ~ A p A v d W  sin 6, (2.2.70)

где AQ*U - A¡is (A fJ2 sin i) - Ap ;



д<2”  =  AQ*U, Д -  Aps A ^ ,

где AQJ1} =  Др5  (Д»с)® — Ар; Дл* координаты

AQm = 0 ,  AQ« = 0 .

Изменениям функции нагрузок соответствуют функции 
ских напряжений основного тензора

ДП,(0) =  (1/2) (1 -Ь cos г) AF¿3.

Функции AF¡ з , входящие в (2.2.73), таковы:

0 г г
AFí9 =  J J г2 Д Q fi) sin  t)drdQ, AFXi =   ̂ДС33 dr ,

0 0 о

г
2 3  —  У ,  — — ~ Г  f  ( A C i V ( n )  ( г * Х 0)  c o s  л ( )  - f -  

м *  r n +  1 J n 0

-f  ДСЙ> „ 0  (/•' JE») S i n  га 6) е J 3/Г *  r"  dr ' .r'n+l

Здесь
2 л

A C 23(n)= “ J  A C 2acos n Bd O ,  
o
2л

A^23(/i) =  “  j* A ^sin/ífldO
0

— коэффициенты Фурье функции

/ X o Xе

ДСЫ -  2г |̂ г J  -Ц- AQf^dx* --  2 1  AQ??>dx° 

функция AC.-,a имеет вид

/*
АСаз =  Д6 -{- 2  f  (ДСЙ\Я) cos n O -  

« Г о
1 3 I r ’ dr'

— ДСЩл) sin  /¿0) e
r'H+l

(2.2.71)

(2.2.72) 

кинетиче-

(2.2.73)

(2.2.74)



Функция AS имеет вид

М  =  —  2 Г0 2  ßm I  ( А Р т ]п (Уй)  COS rtf l  - f
т.п L О

+  APmn (í/°) sin/íO) Sin í i /Рпг —
/*0 /■о

где
2 я г0 2 я Го

• тп 5 5 APVin drdQ
О О

drdö
о о

— коэффициенты Фурье функции АР =  (AQfn cos 6).
Подставляя (2.2.73) в (1.4.47) и (1.4.46), получим выражения ком

понент тензора А (7 ,̂ 1)) от самоуравновешенных частей функций 
нагрузок AQJf,, несамоуравновешенные части функций нагрузок 
AQff, характеризуются тензором А (Т{д2)) с компонентами (1.4.64), 
в которых QJf,, Qff, следует заменить на AQff, и AQffj =  0. Сум
ма тензоров A (Tj,1*) +  A (7^в)) есть основной тензор А (Т 0) обла
сти возмущений // в полярных координатах (г, 0, z, х°).

Если AQfPj =  0, то компоненты основного тензора соответственно 
равны:

д у ’»  =  (1/2) (1 - f  cos 7) AQ?n sin  б,

ДГ}»- -  (1/2) (1 +  cos z) AQsn )  cos 6, 

AT“  -  (1/2) (1 -t- cos z) AQf1},

(2.2.76)

остальные компоненты равны нулю.
Компоненты корректирующего тензора А (Т к) находятся по фор

мулам (2.2.68), однако функции (mn.pl) имеют другой вид [19], 
так  как  фундаментальные функции имеют вид (2 .2 .47). Параметры 
AAmnpi,  . . . .  ADmn,,i подчинены уравнениям (2.2.69) и определяются 
в результате их решения. Коэффициенты Fy $ (m n p l i j k q ) уравнений 
вычисляются по формулам (2.2.23), причем функции состояния долж
ны соответствовать упругому или вязкому состоянию среды, скоро
сти а  и а сд следует соответственно заменить на b и ü(0r). Свободные 
члены А Lp (ijkq) уравнений вычисляются по формулам (2.2.25) [при 
этом производится указанная замена функций состояния и скоростей!, 
в подынтегральных выражениях (2 .2.26 ') необходимо заменить Tffa 
на А v c — на Дис, а сд и а  — соответственно на v [r) и Ь. Д аль
нейшие вычисления выполняются в полярных координатах аналогич
но случаю нагрузки. В результате находим компоненты корректирую
щего тензора А (Т к) области возмущений I I  в полярных координатах.

Построение тензора А (Т) в любой другой системе координат вм- 
полняется аналогично изложенному.



В области возмущений I  тензор Д (Т ) строится (так же как  при 
нагрузке) в сферических координатах (0, ф, г, *0), при этом учитыва
ется форма области возмущений ¡1 .  Однако скорости а  и а сд следует 
заменить скоростями Ь и функции нагрузок С?,1̂  и заменя
ются на следующие: для координаты 0

Дальнейшее построение тензора Д (Т) аналогично построению 
тензора (Г )нагр, поэтому тензор Д (Т) можно считать известным в об
ласти возмущений I .

Таким образом, определен тензор кинетических напряжений раз
грузки

Давление р  и скорость частиц V, возникающие при ударе на сво
бодной поверхности среды, нарастают и падают в очень короткий про
межуток времени. Д ля определения закона изменения давления и

причем поверхности в окрестности точки касания имеют определенные 
нормали и кривизну. Допустим, что на каждое тело действует система 
активных сил, равнодействующая которых Р  направлена по внешней 
нормали к  поверхности тела в точке касания со вторым телом.

При статическом равновесии такой системы

где р  (ху)  — давление, распределенное по области сжатия (со), фор
ма и расположение контура^которой неизвестны. После сжатия урав
нения поверхностей тел имеют вид: г\ =  ¡ х [ху) Ч- ы>1 — —

Д О Д ,  =  дг.т, Щ Ъ  =  (ДрДк'Д^).,

для координаты хь
Д<?™ =  О, ЛСД, = 0 . (2.2.77)

(Л р азгр  =  (Л н а гр  -  А  (Г ) .раагр (2.2.78)

скорости, вида распределения их на 
свободной поверхности полупростран
ства, определения продолжительно
сти нагрузки и разгрузки необхо
димо исследовать процесс соударения 
и сопровождающих контактных яв 
лений.

X

2 ;

Прежде всего остановимся на кон
тактной задаче Г. Герца [23, 28] оп
ределения статического сжатия двух 
упругих изотропных тел в предпо
ложении, что их поверхности идеаль
но гладкие и заданы уравнениями 

~ ! I (ху) (* =  Ь 2) в системе коор
динат Охуг 1 (рис. 44).

Рис. 44 Пусть два ненагруженных тела 
соприкасаются в некоторой точке,

(2.2.79)



— 62доао, 2а =  /а (ху) -г- До2 — (1 — 60 до10 — (1 — 6 2) ш10.3десьа'|0 —
перемещения до первого и второго тел вдоль оси Ог  в начальной точ
ке касания; — некоторые коэффициенты, характеризую щ ие пере
мещения тел при местном смятии поверхностей тел в окрестности на
чальной точки касания. Условие контакта тел г\ ~ г \  можно записать 
в виде

где / {ху) — Л {ху) +  /о (ху), а  =  до10 +  до20 — характеристика мест
ного сжатия. Рассматривая локальное распределение напряжений 
и считая область контакта (ш) малой по сравнению с поверхностями 
тел, можно считать, что это распределение незначительно отличается 
от распределения напряжений в упругом полупространстве с пло
ской свободной поверхностью, которое находится под действием сил, 
приложенных в области (со) свободной поверхности. Это соображение 
позволяет использовать известное решение Буссинеска [28] и преоб
разовать соотношение (2.2:80) к  виду

где Ф| =  [(1 — у)/(2л0)1* (£ =  1, 2), г =  V (х  — * ') 2 +  (У — уУ\  за

Итак, соотношения (2.2.79) и (2.2.80') образуют систему уравнений 
контактной задачи Герца. Решение этой задачи общеизвестно, оно 
основано на представлении

ДО1  +  ша =  а  — / {ху), (2.2.80)

пределами площади контакта

дох +  ш2 >  а  — I (ху). (2.2.80й)

/ {ху) =  Ах2 +  В у 2
и имеет вид

4 (Ф1+ Ф 2) (ф3 { К ) ) - 3/2 (2-2.81)
з ( $ 1- | - Ъ ) У Я + в

или

а = К 1 р 2 , з 1 К  [ ± ( д 1^ д 2)12/3Л ‘ / з ^ М г , (2.2.82)
1 1 • 4 ]  У п . ( к )V  Ф1 (к)

причем
00 00

(2.2.83)
оо



Здесь К  — о/Ь» I  =  полуоси эллипса контакта

3 Р (д х + ^ )
4 (Л + В )4 (Д +  5 )

Приведенное решение статической контактной задачи Герц счел 
возможным применить при изучении удара упругих тел в тех слу
чаях, когда продолжительность удара значительно превосходила 
время прохождения прямой и обратной упругих волн по соударяю
щимся телам, т . е. когда можно пренебречь колебаниями, вызванными 
соударением. В этом случае сила удара Р  — а/Д'2, где К 2 =  (т  1 +  
+  т 2)/{т1т 2), Ш1 (£ =  1, 2) — массы тел.

Интегрируя уравнения движения соударяющихся тел

а  +  К 3/Са3/2 =  о

с учетом начальных условий а  =  ус> а  =  0 при 1 =  0, находим

а 3 -  VI =  -  (4/5) ЛУСа6' 2. (2.2.84)
Откуда следует, что наибольшее смятие

«шах =  ((5/4) К * № ) ) (2.2.84')

и максимальное значение силы соударения
Р ш ах =  К  ((5/4) К г № с у ‘ \ (2.2.84")

Интегрируя (2 .2 .84), находим

/ = ¿а
VV I  — 4/5 ( К г К а 5^2)

(2.2.85)

При а  =  а т а х  зависимость (2.2.85) определяет продолжительность 
контакта при соударении:

Т =2 ¿а
V  — (4/5) К 2 К а 5 / 2

(2 .2 .85 ')

При ударе ш ара радиуса # о свободную плоскость полупространст
ва упругой среды имеем:

Л = 5 =  — ,
2Я т
15пц* (<К+ Оа) т

16 уя 
-Ртах = 0,2515

4 л р / ? 3

2 / 5

1

т =  4,53
2 / 5

+ /?з

1 / 5

Д ля проверки законности применения статической зависимости 
(2.2.81) к  решению задачи о соударении упругих тел сравним про
должительность контакта т  с периодом медленных собственных коле
баний соударяемых тел Г шах, используя для этого шары радиуса Я ,



наибольший период колебаний которых приближенно равен Т т а х  ~  
«  2,5 Я/а0, где а  о — скорость распространения волн сж атия. От 

т (2,9432\ ( 5 \2/5 { а0 \ , , Ч1 «
ношение~ ^  =  ( ^ г )(щ ) Ы  ™ еет порядок (й/ис) ■
но а 0 ~  5000 м/с, следовательно, всегда можно указать интервал и з
менения скорости v c , где а 0/ус >  1» и решение Герца применимо.

Обобщение теории удара Герца, предложенное Н. А. Кильчев- 
ским [23], основано на применении интегрального преобразования 
Лапласа—Карсона к  динамическим уравнениям упругости

У2и + Т ~ 2 7  е г^с1п/1^ +  рГ  =  р ,

начальным и граничным условиям задачи. В этом случае динамиче
ская задача по определению перемещений, напряжений и деформа
ций сводится к статической задаче относительно изображений этих 
ж е величин. Учитывая аналогию м еж ду задачей Герца в простран
стве изображений и статической задачей, находим

=  /С^‘2/3. (2 .2 .86 )

Принятие этой зависимости аналогично принятию основной гипотезы 
Герца в теории удара, однако, к ак  отмечает Н. А. Кильчевский, от
носительная погрешность, связанная с использованием равенства 
(2.2.86) для изображений, меньше, чем погрешность, которая возни
кает при введении соотношения (2.2.83) в пространстве оригиналов 
(равенства (2.2.86) и (2.2.82) не эквивалентны). Кильчевский оценил 
погрешность такого квазистатического решения, сравнивая его с точ
ным решением задачи, основанным на использовании метода Сомилья- 
на интегрирования динамических уравнений упругости. В результате 
установлено, что погрешность не превышает 20% , следовательно, при 
вычислении давления и скорости можно ограничиться квазистатиче- 
ским решением.

Предложенные Н. А. Кильчевским уточнения квазистатической 
теории Герца соударения трехмерных упругих тел, основанные на 
учете динамических эффектов, не внесли существенных поправок 
и подтверждают ее справедливость; при этом следует отметить, что 
теория соударения Герца экспериментально подтверждена мно
гими исследователями. Следует отметить такж е, что вывод Б . М . М а
лышева [2, 3, 31, 29] о том, что уточненная теория соударения 
Н. А. Кильчевского лучше согласуется с опытом, чем теория Герца, 
неверен. Ошибочность такого утверждения объясняется тем, что при 
расчете продолжительности удара т по теории Герца вместо скорости 
распространения пространственных волн сжатия была взята скорость 
распространения волн в стержне.

Влияние волн напряжений на процесс соударения трехмерных 
упругих тел рассматривалось Б. М. Малышевым [29], который эксп е
риментально изучал продолжительность удара т стальной линзы по 
массивному телу с плоскостью. Линза имела сферическую поверх
ность с центром в точке контакта, возникающие при ударе сфериче
ские волны сжатия после отражения от свободной поверхности ф оку



сировались в точке контакта. Полученные данные о продолжитель
ности удара согласую тся с теорией Герца даж е в случае наиболее 
неблагоприятных условий для подтверждения этой теории, когда 
учитывается влияние волн напряжений. Показано такж е, что при 
расчете по формуле Н. А . Кильчевского для контактной силы Я (¿) по
лучаем больший импульс за время удара, чем по теории Герца, что 
не согласуется с опытным фактом (одинаковые упругие тела после 
удара почти точно обмениваются скоростями, и кинетическая энергия 
тел не возрастает). Объяснение этому противоречию дано в статье 
[25], там же указан  способ его устранения.

При плотном начальном касании поверхностей контактирующих 
тел вращения формула (2.2.86) принимает вид

а  =  к 1р(2п)Ц2п + 1)> ( 2 .2 . 8 6 ' )

где
Г 2 - 4 . . .  2п 4 - Г  2п - г  1 1 - 3 . . . ( 2 л  — 1) Л ( ^ !  +  д 2) ( 2 п)/( 2 « + 1 )

1 . 3 . . .  ( 2 л — 1) j 2п  2 - 4 . . .  2л 2 А

Итак, можно считать обоснованной квазистатическую теорию со
ударения упругих тел.

Рассмотренное упругое соударение тел соответствует малым ско
ростям, поэтому возникает необходимость заменить решение Герца 
таким решением, которое учитывало бы пластические деформации при 
контакте, что можно сделать только полуэмпирическим путем (в силу 
сложности процесса пластического деформирования).

Предположим, что в процессе нагрузки после превышения преде
ла упругости местная деформация состоит из упругой и пластической 
и что при разгрузке пластическая деформация сохраняется. В соот
ветствии с эмпирическим законом Герстнера считаем, что упругие де
формации при нагрузке развиваются независимо от пластической. 
Зависимость между сжимающей силой Я и упругой частью местного 
сж атия а<е) соответствует решению Герца

а »  =  /(,/>2/3 ; (2.2.87)

зависимость между пластической частью местного сжатия а^> и сжи
мающей силой устанавливается полуэмпирически: при нагрузке 
а(р) =  к Р г при разгрузке

а  (р) =  хЯщах = const, (2.2.87')

где х — коэффициент пропорциональности, определяемый экспери
ментально.

Таким образом, при нагрузке имеем:
а  =  а (е> при Oi <  а т, а  =  а<о +  при o t >  а т; (2.2.88)

при разгрузке а  — а ^  +  оЙ х.
Учитывая (2.2 .87), окончательно получим: при нагрузке

а  =  К г Р 2̂  +  хЯ,
при разгрузке

а  =  K l p m  + а Ц х. (2.2.89)



В случае чисто пластического процесса деформирования соуда
ряющихся тел упругая составляющая a (i> отсутствует, тогда при 
нагрузке a  =  хР?, при разгрузке

a  =  Х^тах, (2.2.90)

где q  — характеристика свойств материала, определяемая экспери
ментально. Зависимости (2.2.89) и (2.2.90) являю тся частными слу
чаями общего соотношения

a  -  K i P 2/3 +  y.Pq- (2.2.91)

При ударе жесткой сферы, радиус которой R  и масса т,  со ско
ростью v c  в пластическую среду с плоской свободной поверхностью 
(х =  (2я/?ат)"1, 7  =  1) уравнение движения имеет вид

a  - f  2 n R o T<x/m =  0,
его решение

a  =t>c }'/rTn/2nRoT sin \/r( 2 n R a Tlm) i. (2.2.92)

Максимальное смятие

° W  =  v c Vm/2n ,RoT (2 .2 .92 ')

наблюдается в момент времени

т =  л/2 Vm/2 nR o ? ,  (2.2.92")

которым определяется продолжительность контакта.
Решение Герца можно распространить на вязкоупругие тела и 

среды, в частности на среду Больцмана, для которой средняя дефор
мация не зависит от скорости деформирования, а деформация фор
моизменения характеризуется функцией релаксации Г к ( t). Этой 
функции соответствует соотношение

г t
o u = 2 G ( e u — Г„ ( t —т) d e l}( j )

\ о

причем Г,< (0) — О, Г к (оо) =  1, и ее можно представить в виде ряда 

СГК (/) = 2  Gt (1 — exp ( —//т()).
t

При соударении закругленного металлического тела массы т г 
с вязкоупругим телом, масса которого т и  величина 0 2 мала по 
сравнению с Предположил!, что площади контакта тел неизменны 
во времени и что давление распределено по эллипсоиду. Применяя 
преобразование Лапласа

¿ (/ (¿ ) )s a   ̂f ( t ) e x p ( — s t ) d t ,  (2.2.93)
о



Ki¿ ( a 3/2)==A J k j i ± £
4 q

+

+
4nGi(l~L  (Гк))[/Сг + (Сг/3) (1 - I  (Г,())]

L{P),  (2.2.94)
ЗяГ^Ч-^/З) ( I — Z, (f,,)]

где я  =  (ф! +  ф2) 1/2 Ф73/2.
Д л я  большинства вязкоупругих тел вторым слагаемым в (2.2.94) 

можно пренебречь, а такж е считать С ( 1 — 1 ( Г К) ) <^ 3 К-  Тогда 
оригинал, соответствующий изображению (2.2.94),

I
р  (/) а л  из/2_   ̂г к (¿-X ) (т) | (2.2.95)

У/Н-й у *0

выражает приближенный закон деформации вязкоупругого тела.
Местное смятие а  тел при соударении удовлетворяет интегро- 

дифференциальному уравнению

t
•• 16л, о пт а   ---------------- ------ Gi

з у л + в

I
а3/2- | Г к  (¿ - т )а З / 2 (т) dr , (2.2.96)

о

которое следует решать совместно с начальными условиями:

а  =  0, а  =  v c  при / — 0. (2.2.97)

Таким образом, все вышеизложенное позволяет определить давление 
р  и скорость v ,  входящие в приведенное ранее решение. Приближенно 
считаем, что давление р  и скорость частиц v  изменяются во времени 
по законам: в случае нагрузки при 0 t ^  tp

Р (0  =  Ро +  Pi tmt v  (t) =  v c +  v xtn, (2.2.98)

где р ъ  т  — характеристики давления; v x, п  — характеристики ско
рости частиц, определяемые из вышеприведенных соображений; 

в случае разгрузки при tp ^  т

(2.2.98')
Р  ( t )  =  Р т а х  е х Р  [ —  a ( t  —  у ] ,

> (0  =  t'raax exp [— f> (t — у ] ,

где а ,  р т ах  — характеристики давления, причем

ртах  =  Рй +  Pitp\ (2.2.99)

^тах — характеристики скорости, причем

Ушах =  VC t>itp\ (2 .2 .99 ')



Се и р определяются на основе вышеизложенных соображений о про
цессе соударения тел. Изменения давления и скорости частиц при раз
грузке таковы:

Лр =  р гаах 11 -  exp ( -  a  (t  -  t p))} (2.2.100)
Ду =  Vmax — exp (— Р (/ — /„))!. '

Итак, задача об ударе тела в полупространство, занятое средой, 
имеет законченный вид.

§ 3. Удар в преграду конечной толщины

Рассмотрим состояние преграды конечной толщины при ударе. 
П рег р а д ой  конечной  толщин ы  называется область, заполненная средой 
с известными физико-механическими свойствами и ограниченная двум я 
поверхностями бесконечной протяженности, которые расположены 
друг от друга на расстоянии h,  принятом за ее толщину.

В зависимости от формы ограничивающих поверхностей преграды 
могут быть плоскими и кривыми (для плоской преграды ограничиваю
щими поверхностями являются плоскости).

Пусть тело массы т  ударяется в преграду со скоростью vc . В ре
зультате в теле и преграде образуются области возмущений, вызван
ные распространением волн напряжений различной природы. Н апря
женно-деформированное состояние области возмущений характеризу
ется тензором напряжений (о) и тензором деформаций (<г), движение 
частиц в этой области описывается вектором скорости v и плотностью 
р. Указанным характеристикам напряженно-деформированного со
стояния преграды и движения частиц в области возмущений ставится 
в соответствие тензор кинетических напряжений (Т),  принимаемый 
за основную искомую величину.

Зная тензор (Т ), по формулам (1.3.49) определяем компоненты 
тензора напряжений (а), вектора скорости частиц v и плотность р 
преграды в рассматриваемой области возмущений.

Первичной является область возмущений нагрузки , ограниченная 
частью свободной поверхности преграды, вклю чая ее загруженную  
область, и поверхностью переднего фронта волны нагрузки, который 
распространяется с конечной скоростью а 0. Область возмущений на
грузки произвольна, форма ее зависит от вида загруженной части сво
бодной поверхности преграды и может быть прямоугольной, круглой 
или другой со сферическим окаймлением (при ударе плоским торцом 
тела), сферической (при ударе шара и тела другой формы с малой 
площадкой контакта).

Построение тензора кинетических напряжений (Т ) для области 
возмущений нагрузки полупространства подробно изложено в преды
дущем параграфе, полученными результатами можно воспользоваться 
в данном случае. Д ля области возмущений I I  тензор кинетических 
напряжений (Т )Нагр зависит от формы загруженной части свободной 
поверхности преграды. Если она имеет форму прямоугольника, то 
компоненты основного тензора (Т0) определяются по формулам (2.2.19), 
компоненты корректирующего тензора ( ? „ )  — по формулам (2 .2 .27),



ёсли форму кр уга , то компоненты основного тензора определяются по 
формулам (2 .2 .46), компоненты корректирующего тензора — по форму
лам (2.2.27), однако определители Д и Ду (*у =  1, 2, 3, 0) содержат
интегралы (2 .2 .48) и (2.2.49), в которые входят функции (тпр£)
координат г ,  0. Д л я  области возмущений I  компоненты основного
тензора определяются по формулам (2.2.57), компоненты коррек
тирующего тензора — по формулам (2.2.61), однако определители Д

и Ду содержат интегралы
(2.2.59) и (2.2.60), в кото
рые входят функции 
сферических координат.

Итак, тензор кинетиче
ских напряжений (Г )нагр 
для области возмущений 
нагрузки найден.

При ударе шара или 
тела с малой площадкой 
контакта область возму
щений нагрузки является 
сферической радиуса г* =  
*= (а/асд ) х°, в которой 

Рие* 45 построение тензора (Т ) от
личается от вышеизложен

ного и выполняется для всей области возмущений нагрузки. Т еку
щие координаты 0, ф, г,  х° изменяются в следующих пределах 
(рис. 45):

(2.3.1)

где г г — характерный размер площадки контакта.
Удар имитируется приложением давления р  на малой площадке 

контакта и сообщением скорости v c  частицам этой площадки. Величины 
давления и скорости определяются в результате решения задачи 
о соударении тела с преградой. Д ля задачи о напряженном состоя
нии преграды в области возмущений нагрузки имеем следующие 
граничные условия:

J30 =  q3ím ПрИ r  _  rj) Wl — о при г  — г*, Т°Р =  Qffj при х° — 0.
(2.3.2)

Здесь функции нагрузок имеют следующий вид: при ударе под 
углом б

=  Q?i) s in  Q\\V =  Q fi) cos 6 cos a ,
Q m ' =  Qtiy cos 6 sin « .  QilV =  sin 6, (2.3.3)

Q S ’ =  pot iq,  Q af1 =  Qi cos 6 cos a ,

QaV  =  Q ? i)cos 6 sin a > QÍ5" =  Q?d sin 

где Q”  =  peUc sin  fi — p t Q°a i  =  p0fleaüo;



при ударе по нормали (под углом 6  =  я/2 ):

« ! ? ’ -< & > . С !!? ’ “ Роя?,, <2!!?’ =  <?!;!’ « о,

где (¿¡и  =  ряу? — р ,  (¿Чи  =  р0 а с(1ис.
Тензор кинетических напряжений (Г )нагр можно представить в ви

де суммы основного (Г 0) и корректирующего ( Т к) тензоров, построе
ние которых в общем случае рассмотрено [19].

Д ля координаты г функции кинетических напряжений принимают
ся в виде

П^з =  (1/2) (1 +  cos г)  Fa3 (а  =  1, 2 , 3, 0). (2.3.5)

Здесь г =  л (г — г1 )/1(а0 /ас<?) х° — г, ] — безразмерная координата.
Функции Faз, входящие в (2.3.5), удовлетворяют следующим урав

нениям:

s i n 2  0  д1 1 в  + s in  о cos е JEsl.  + 2  (cos2  0 — sin 2  0) F03 =  0,
50a dma ¿Ю

а» а/7,^а3 —— /sin28 и1 аЯ' 4 -s in 0 c c s 0 f 2S)— 2 - ^ -  (sin2 QFZ3) 4- 
ae a l  a e  23 a e  v 23

i s a  / • о Л a® f 23 + n   sin20 — —
ae  l  a^o*

— 2  f s i n
dF*
ae

(2 .2 .6)

sin 0 eos QF2S) =  — 2rf Л81,

&F,
аеаф — ̂ Я1*

где

^31 — Л1

Ü Z s a  _ c í g  0 + 2 / ^ — r \ - ^ 1  = C 3 l ,
ae* 6  a e  88 a*«* 81

*0
sin8 0QÍ?)1 + - ^ -  (sin1 0QÍ ?,*>)] -  j  ~ ( s i n a OQff,) dx\

B 31 = rx sin 0 d  s in 0 Q ¡!;’ - ( s i n e - ^ - + cos QF.23

C31= 2 d s in 0 < 3 í!!, + - ^ - / dF
a<p \ ae

e

C t g  0F23| — 

j* í 5 3 x + c t g 0 jB 31íie^ íí(p ,

и граничным условиям:

=  o, J í s s - ^ 0  при 0 = 0  и 0  =  я  ( а  =  1, 2 ,  3, 0 ) ,



по координате <р функции периодические (период 2л);

=  °, - г г  =  О- - х г  “  о ПРИ *° =  °- (2-3-7). од;0 О Х °

Первое из уравнений (2.3.6) и нулевые граничные условия (2.3.7) вы
полняются в случае, если

Л,з =  0. (2.3.8)

Д ля второго из уравнений (2.3.6) собственные функции Утп (0, <р) 
определяются уравнением

аз к  , а» / • , л  ^  , п  ЛтлБШ 0 -------- [- БШ 0 СОБ 0У I —
аеа<р* а е 2 \ ае  

— (4 + ^ 2 М) ^sin2 0 - f  cosG sinO V j—(2 -bX2r j)s in 0  cos 0V = 0 ,

(2.3.9)
условием периодичности с периодом 2 я  по координате ср и нулевым 
граничным условием по координате 0:

V =  0, = °  при 0 = 0 , 0 =  я . (2 .3 .9 ')
ав

Уравнение (2 .3 .9) и граничные условия (2 .3 .9 ') показывают, что 
в рассматриваемом случае имеют место две системы собственных функ
ций:

V™ =  ©ш1 (0) eos mp, VJ&í — 0 J J1 (6) sin mp

(m =  1, 2, n  =  0, 1, ...) , (2.3.10)

причем функции ©¡^ (0) (/ =  1, 2) подчинены уравнению

[sin2 00'" +  5 sin 9 cos 00" +

+  [4 cos 20 — п ъ — (4 -f- ^VJ) sin2 0] 0 ' — (5 +  tfr») sin 2 0 0  =  0
(2 .3 .1П

и граничным условиям: 0  =  0, 0 '  =  0 при 9 =  0, 0 =  л .
Уравнение (2.3.11) можно преобразовать к  виду

^ - ¿ ( в ) + Л ( 0 ) £ ( 0 ) = О ,  (2 .3 .12 )

которому, очевидно, удовлетворяют решения уравнения
L (0 )  =  / (0) 0 "  +  g  (0) 0 '  +  h  (0) 0  =  0, (2.3.13)

причем функции f  (0 ), g  (0), h  (0) и А (0) выбираются так , чтобы урав
нения (2.3.11) и (2.3.12) были тождественны. Это приводит к следую
щим соотношениям:

/ =  sin2 0, /' +  g  +  Af =  5 sin 0 cos 0,
g '  +  A .+  A g  =  4 cos 20 — n2 — (4 +  A.VJ) sin2 0,

h '  +  Ah =  — (10 +  2XVJ) sin 0 eos 9,



откуда следует, что
f  =  sin2 0, g  — 3 sin 0 cos 0 — A  sin* 0, (2 .3 .1 3 ')

h =  cos 20 — n2 — (4 +  b2r*) sin2 0 — A  sin 0 cos 0 +  ( A '  +
+  A2) sin2 0;

при этом функция A  (0) удовлетворяет уравнению

А" — 2Л9 -  {Кг\ — 2 +  na/sina 0) А =  0. (2 .3 .14 )

Учитывая (2 .3 .13 '), запишем уравнение (2.3.13) в развернутом виде: 

sin2 00" +  3 sin 0 cos 0 0 ' -Ь (cos 20 — n 3 — (4 +  fcVJ) sin2 0) © —
— [ A  sin2 0 0 ' +  ( A  sin 0 cos 0 — ( A '  +  A 2)  sin2 0) 0 ]  =  0 . (2 .3 .15)

Уравнение (2.3.12) выполняется, в  частности, при А (0) =  0, 
следовательно, вместо уравнения (2.3.15) можно рассматривать более 
простое уравнение

sin2 0 0 я +  3 sin 0 cos 0 0 ' (cos 20 — п 2 — (4 +  ^*rj) sin *0) 0 = 0 .
(2 .3 .1 5 ')

С помощью подстановок
х =  (1/2) (1 +  cos 0), 0  (0) =  (cos2 0 — i)o.»<n-i»^ (X) (2 .3 .16 )

уравнение (2.3.15') приводится к  гипергеометрическому уравнению

х ( х - \ ) - ^ + ( п  +  \ ) ( 2 х - \ ) - ^ ~  +  ( я = + я + 4 + Р г ? )  у  =  0, (2 .3 .1 6 ')
ах2 dx

решение которого выражается через гипергеометрические функции 
или функции Лежандра:

F  (а , р , у, х ) =  1 ' + У  С* + * +1 СР +  * - | х * ,  (2 .3 .1 7 )
kí\  c v+ ft-i

при этом y  не должно равняться никакому целому числу, меньш ему 
или равному нулю. Р яд  (2.3.17) сходится при \х\<  1 и имеет вид

У ( * )  “  СхУъ (х) +  С&ъ (jc ), (2 .3 .18 )
где , . .

Ул. (*) =  F  (« . Р. Ь , х ), '  - ‘

'Уг (#) 35 Нш —Ц -  [F  (а , р, у, х) —х1 vF' (а—  y-f-1 , р ггу  ¿ r  U 2 — Y +  х)], 
v - i  7 ~ 1 ,• . . -U

причем а  +  {$-~ 1, ар  — 4 +  У 554' U- • - • • •  _
Таким образом, имеем ф у н к ц и ю ......................... '

в (0 )= (с О 8 » 0  1)0.5 (л 1) + С О ^ 0 ) ) + С аЦ - 1 - ( 1  +CO S 0 ) j  .

Постоянные Сх и С2 определяются граничными условиями (2 .3 .11 ) 
и соответственно равны: Сх =  — С2 у г (l)/*/i (1), Сг =  1.



Окончательно имеем

© (0) = ( c o s a 0 — I)0-5 t « - l )  Ц - у ( 1  +  COS 0)j —

— У*!}! у  ( J - ( j  -[-cos fl) 
i/1 (1) s i  2 l '

Неизвестная № — корень характеристического уравнения
Ух (1) Уг (0) -  у х (0) у 2 (1) =  0, (2.3.20)

которое является трансцендентным и имеет счетное множество кор
ней к т (т  =  1, 2, . . .) ,  таким образом, функций 0  (0) также счетное 
множество. В результате имеем

Утп =  (9) C O S  Лф, У ^  =  0 т  (0) sin шр. (2.3.20')

Решение второго из уравнений (2.3.6) представим в виде ряда по соб
ственным функциям (2 .3 .10 ') :

т , п

полагая, что функцию А 31 можно представить в виде ряда

4 . 1 - 2  \А«п 4 г ( 5ЫЧу1^ + А Ж ^ ( 5\п*вУЖ)

(2.3.21)

(2.3.22)

где
я 2  я

^ З ^ ( т я )  (Х°)
о о
Я 2л

— коэффициенты Фурье функции AS1.
Подставляя (2.3.21) и (2.3.22) во второе из уравнений (2.3.6), для 

функций ХЩ (дс°) приходим к  уравнению

у М  -L  18 y i / )  _Л- тп “  ЛлиЛип — */»31(тл)»
решение которого

X*
Х Й (* ° )= -Г ^ -  Г (««I (S) s in x m„ (g — дг») dg. (2.3.23)

Лтп Jо
В результате подстановки (2.3.23) в (2.3.21) находим функцию

JK®
а̂а *= У  -7̂ — (* MV(«B) (?) COS Яф +

Т п  Атп i

+ -4H1mn(D sinrt<p)sinXmn(5 —x °)d | em {0). (2.3.24)



Интегрируя третье из, Уравнений (2.3.6), получим
8 ф

f i s = : l \ B s i d Q d ^
о о

причем функция 5 31 имеет вид 

В а i  =  sin 0 r \  s i n 0 Q ¡ ? f ) — У  f  ( Л 3 1 W )  { Ь )  c o s  « ф  +
L T f n lmn í

+ i 4 3 V ( / n n )  (i) S i n  rt<F) sin Xmn ( i  — *°) d l  (sin 00¿, +  cos 0 0 m)

Четвертому из уравнений (2.3.6) соответствуют собственные функции

е " <0) =  - 1 ^ !  (0) + 6 *» <°) <п = '■ 2>-> <2-3 -26)©in(0)
и их собственные значения Xjj, которые являются корнями характери
стического уравнения

©in (0) 0*1 (я) -  вщ  (я) ©2,  (0) = 0, (2.3.26')
где Qjn (0) (/ =* 1, 2) — частные решения уравнения

sin 00" -  cos 0 0 ' +  (2 +  №г\) sin 00  == 0. (2.3.27)

Искомую функцию F 3 3 представим в виде ряда F 3 3  —  2 Х п  ( ф ,  х ° )  X
п

X 0 п (0), полагая, что функцию
ф , е ,

Са1 =  2 r\ s i n  BQ¡;;> - ± - 1  [ В 31 + ctg  0 1  B 3l d0 j  dtp +

2 n
Xo

j  © COS Л ф  —

-& m n  (I) S i n  шр) Sin Xmn ( I — *°) d l  {®m— Ctg 0 0 m) (2.3.28)

можно представить в виде ряде Фурье по собственным функциям
е п (В):

с 31= 2 О Д (ф , х°) 0„ (ад,
п

я I я
где Су? =  ^ Сз!©,! (0) ¿0  К  0 „ (0 ) ¿ 0 —коэффициенты Фурье, 

о I о

Подставляя выражения для функций ^ 98 и С 31 в четвертое из 
уравнений (2.3.6), приходим к  уравнению для функций Хп (х°)

X»  +  К Х п -  CJ!>.



решением которого с учетом граничных .условий (2.3.7) является
х»

X „ = - i - [ C f t i ( v .D s i n M * o- 0 d £ -

Следовательно, имеем

= 2 т ~ 1  (ф’ е)^1ПЙ.„.(дс°—ё) ЙЕ6„ (0). (2.3.29)
« П О

Координате х° соответствуют функции кинетических напряжений ос
новного тензора

П Й > -(1 / 2 )(1 + с о 5 »Я в01 

П/о’ =(1/2) (1 4-С08*“) йх^Р^  (¡ =  1 , 2 , 3 ) ,  (2.3.30)
О

которые содержат функции

Л о = 2г3 tg е

/Г30= 2 га 51п2е^ { ??^ ^ р , /г£0= 0 , Я00 ---л281'п20(3(1)О). (2.3.31)
о

Следует отметить, что функции нагрузок <2^*, должны быть
самоуравновешенными.

Полные функций кинетических напряжений основного тензора 
соответственно равны:

По01 =(1/2) (1 cos г) /̂ оа -1(1/2) (1 -\ - c o sx0) Г00,

— ■** _
Т1/0) =(1/2)(1 -fco sr) F i3 -f (1/2) J (1 -\ c o s x Q) dx* F l0.

(2.3.32)

П одставляя (2.3.32) в выражения (1.4.22) и (1.4.23), а затем в (1.4.21), 
определим компоненты тензора (Т ^ ) ,  который соответствует само* 
уравновешенным частям функций нагрузок; несамоуравновешенным 
частям функций нагрузок соответствует тензор ( Т ^ }) с компонентами:

т ц ,  =  0.
^ ( 0 ) —(1/2) (1 H cos г) Qi??1, Т°§) =(1/2) (1 + c o sх°) Q™),

ТЦ) = (1/2) (1 -bcosr) (1/r) Q(3j), Tio”, =  (1/2) (1 +cos Ъ)  Q i?)1, (2.3.33) 

rfo3, = (1/2) (1 +COS 0 — i -  Q i?r , 7-fi, =(1/2) (1 +  co s^ )
Г S i l l  w

T f i , = ( l / 2 ) ( 1  + c o s r )  Q{?J’ +(1/ 2)  (1 +C0SX«)Q{!?>,  

где x° =  nx°/x l — безразмерная координата.



Сумма тензоров (Г*,1’) -[• (Т\Ц) есть основной тензор (Т0) области 
возмущений нагрузки . Корректирующий тензор (Т к) имеет компоненты

Г?к>= 2  ( Л „ , „ р ' ,) + С т „р1/ ? ? , + О т „р,/“ В); (2.3.34)
т пр1

функции /5?) (mn.pl) ( у  — 1, 2, 3, 0) определены во второй части книги, 
причем 0 =  0, <р =  ф/2, г  =  [п (г — г^\1\{а1ас( )̂ х° — гх], х° — 
=  лх°/х°, параметры Л тпрг, 0 тпр1 удовлетворяют уравнениям
(2.2.22) и находятся в результате их решения.

Коэффициенты Ру$ (тпрЩкд)  уравнений вычисляют по формулам
(2.2.23), причем интегралы таковы:

4x2

о

х
а , 0  —

---------------- — ГI
а сд я  / я

£<У— ^
я

А12»1

бш в(1Мус1г(1х0,

~ Г1 х
О *сд

'VI*

X

А х \
лз

X

—  I 1" Г\
асд п I я

я  х п

вш 6<Шф4г4х0, (2.3.35)

о/ аЯ {х° у 0) А $  {х° у 0) (1у 
0 - 0  

а  х

& -о
~ - х X

0 I ' I
• *  —  Г Х —  -1 Г \  асч я / я

л®

этОсШ срйгйх ,

КЛх°У°)—-$ (х°у ° ) )  4 $ ’ 0 е" 5°) X

X
а  х% -о

Осд Я
X —Г! —  X — г х 

я  !  я
э т  0^0^фс/гс/лг°.

Свободные члены £р (//&?) уравнений вычисляются по формулам
(2.2.25), причем интегралы Ц г> соответственно равны:

I <п В\С1 > / а

( — — л:0 —  гЛ —  Г! 1 в т  б^В^ф ^л :0,
Л «сд  я  / Я  ]



X
* с д

— + г, 
п 1 л

х*

¿ т Ъ й М ц & йх 0, (2.3.36)

I I  § & ВР {77) ® х

( —  V ася
С° —— Хп— Гл

icq
■г Л ~ + г 1 в т  ОсИ)с1<рс1гс1х0,

ц <в) 2x8 в р
, 0  —

X

X л:0— л —  +  >1 
Л.

^8,= т 1 К

5т0<Ш<р^г<1*0, 

+/-1 X

X
,.0 -  С* гО.

*С<?

Подынтегральные выражения в (2.3.35) и (2.3.36) определяются со* 
ответственно по формулам {2.2.24) и (2.2 .26 '), в которых функции /¡$ 
записаны в сферических координатах, компоненты 7 “р, основного 
тензора определены в виде Т Д  =  Т $ )Ш +  Т ^ ПйУ Решение урав
нений (2.2.22) строится с помощью процедуры последовательных 
приближений аналогично предыдущим случаям; в результате нахо
дятся параметры А тпр и  •••»^тпрг- В первом приближении компоненты 
корректирующего тензора

7-Й! =  (1/Д) (Л */$ +  Ш  +  Ш , ) <  (2-3.37)
где Д и Ау — известные определители, составленные из коэффициентов 

и свободных членов 1р.
Суммируя тензоры (Т 0) и (Т „), находим тензор кинетических на

пряжений (Т )иаГр области возмущений нагрузки .
Область возмущений разгрузки является вторичной и расположе

на внутри области возмущений нагрузки, она ограничена свободной 
146
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поверхностью преграды, включая загруженную  часть, и поверхностью 
фронта волны разгрузки, распространяющейся со скоростью Ь =  
=  V  аЪ +  (4/3) (а[,г))®. Этой области соответствует тензор кинетиче
ских напряжений

(7 )разгр =  (Г )нагр -  Д (7 ) , (2 .3 .38 )
причем тензор ( 7 )Нагр известен, построение тензора Д (7 ) аналогично 
рассмотренному в § 2 настоящей главы для составляющих областей 
/ и // возмущений разгрузки полупространства при ударе. Поэтому 
можно считать, что тензор кинетических напряжений области возм у
щений разгрузки (Г )раэгр

площадкой к о т а ^ Г в ™  • » • » » » * #
ме прямоугольника или 
круга определен.

При ударе тела с малой 
площадкой контакта об
ласть возмущений разгруз
ки сферическая, ее радиус 
г* *= Ьх0/и[г> (рис. 46).
Построение тензора Д (7) 
выполняется для всей об* 
ласти возмущений раз
грузки в сферических координатах (0 , ф, г, х°) и отличается от выш е
изложенного. Текущие координаты 0, ф ,  г , * °  изменяются в следую 
щих пределах: 0 <  0 ^  л, 0 <  Ф 2л , г г  <  г  <  г„, 0 х° < ; х\, 
где х1 — координата, соответствующая продолжительности р а з гр у з 
ки; при ударе х\ -= и[гНр.

Разгрузка сопровождается уменьшением давления и скорости 
частиц загруженной части свободной поверхности на величины Ар 
и Ди, определяемые в результате рассмотрения процесса соударения 
тел, которым соответствуют следующие изменения функций н а гр у 
зок: при косом ударе

ЛС??>=—  Л С Д )« « « ,
Т\

(2 .3 .39 )

Рис. 46

AQ,3ia)=  AQh) s in 6,

AQ,«  =  ApaAvc v ^ s i n  6, AQ™ =  О, ДОД, -  0,

где AQ3n )  =* Др3 (Дис)а sin 6 — Ap\ 
при нормальном ударе

AQ\l =  AQ3n ) , =  ДрвД ^ 0о , AQJ», =  0, AQ°‘y =  0 , (2 .3 .40)

где =  Др8 (Avc f  — Ap.
Граничные условия имеют вид:

ДГЗР -  AQfe, ПрИ г =  г г ф =  и  2, 3, 0),
Дw t =  0 при г  ~  г щ ( i  — 1, 2, 3), 

ДТ°Р — 0 при х° =  0.



Следует отметить, что координата х° =  0 соответствует моменту 
начала разгрузки.

Дополнительный тензор кинетических напряжений Д (Т ) будем 
строить в виде суммы основного А (Т 0) и корректирующего (Д ( Т „) 
тензоров, опираясь при этом на результаты, полученные в § 2 данной 
главы .

Д ля координаты г  функции кинетических напряжений принимаем 
в виде

ДПЙ» =  (1/2) {1 +  cos 7) A fe3(os =  1, 2, 3, 0), (2.3.42)

где 7  =  [я  (г — Гх)\/[(Ь/и(̂ )  х° — гг] ■*— безразмерная координата. 
Функции ДКаз определяются как и в случае нагрузки и таковы:

6 ф
ДКоз =  о, AFl3 — [ I &В31 

2

о о

AF 2з =
_  „ тппт. п  о

3 1 ; ™  ( £ )  C O S  ПЦ> +

-f  ДЛ^У™ (£) s i n  n<p]s\nlm n ( l —x°) d i e m (Q), (2.3.43)

x"

Afs3==2 l ^  I ЛС<Л'(Ф.1)йп^Л*“- Э ^ в „ ( 9 ) .
0

Здесь:

ДЛэ1 — 'sin* 0AQff, +  г г (sin2 0AQff,)] -  j  - J L  (sin3 6AQf?)) dx\

ABsl —
xo

r\ sin GAQffj — 2  (A^V™  (£) cos Лф+

+  (|)sinnq>)sin Xmn [ I —X °)d i(s in 6 0^  4-cos60m)

/ \ 
ДСз1= — —  J  f AB31+ c tg 0  j" AB31d 0 j +

s i n 0 ,

(2 .3 .44)

+ У
»1, n

2 n
(i) cos Лф — •

— ДЛ W(mn) ( i )  Sin Лф) s in  Xmn (£— *°) d i  (0 Д  — ctg  0 0 J



коэффициенты Фурье

J  J  АЛ« ' ^ ( $‘па01/™ ) да<|>

О о

дс<»>=5 д с „  е „  (0) do 11 (0 „ (0) f  d0.
О / О

Д ля координаты х° функции нагрузок AQ?f, =  0, поэтому и функции 
кинетических напряжений ДП/о* =  О, ДЩП0’ =  0. В результате для 
основного тензора имеем следующие функции кинетических напря
жений:

А П Г =  (1/2) (1 +  cos 7) AFa3, (2.3.45)

которые соответствуют самоуравновешенным частям функций нагру
зок AQffr  Подставляя (2.3.45) в (1.4.22) и (1.4.23), а полученный 
результат — в (1.4.21), определим компоненты тензора А (Т ,̂11), ко
торый соответствует самоуравновешенным частям функций нагрузок. 
Несамоуравновешенным частям функций нагрузок AQff, соответст
вует тензор А (Т ¡,а)) с компонентами (2.3.33), в которых вместо Qff, 
следует подставить AQff,, a заменить на AQ?f, =  0. Тогда
в области возмущений разгрузки основной тензор

А (7 0) =  Д (Г<1}) +  Д (7 Г ) -  (2.3.46)

Корректирующий тензор Д (Тн) имеет компоненты

Д Г $ =  s  ^ A m n p l f f i + H B m n r l f f f , + & C m n p l i ^ > + & D m n p l f f S )) ,
tnnpl

(2.3.47)

где функции f w  (mnp l )  определены во второй части книги, причем 
0 =  0, ф =  <р/2, г  =  { я ( г  — r^Vl ib/vp )  х° — г г ], х° =  лх°/х1, пара
метры ДЛтпрг, . . ., AD mnpi удовлетворяют уравнениям (2.2.69) и
определяются в результате их решения.

Коэффициенты Fvp (mnp l i jkq ) уравнений вычисляются по формулам
(2.2.23), при этом интегралы имеют вид (2.3.35) с той лишь разни
цей, что а  заменено на b и а сд  на v {p\  функции состояния а ъ  а г или 
a [6>, должны7 соответствовать упругому или вязком у состоянию 
среды. Свободные члены ALp (i jkq) уравнений вычисляются по фор
мулам (2.2.25), причем производится указанная замена функций со
стояния и скоростей, в подынтегральных вы раж ени ях ''(2 .2 .26 ') не
обходимо заменить компоненты на ATfJ>. Решение уравнений
(2.2.69) строится с помощью процедуры последовательных прибли
жений аналогично рассмотренным случаям. В результате параметры 
Д Л т п Р 1 ДОтпр1 определены, следовательно, определены и ком-



поненты корректирующего тензора Д (Т „) для области возмущений 
разгрузки .

В итоге получим дополнительный тензор кинетических напряже
ний

Д<Г) =  Д (Т 0) +  м г д  (2.3.48)
подставляя который в (2.3 .38), найдем тензор кинетических напряже
ний области возмущений разгрузки.

При выходе волны нагрузки  на тыльную поверхность преграды 
происходит явление отражения, в результате которого зарождается 
отраженная волна нагрузки , распространяющаяся в обратном на-

Рис. 47

правлении со скоростью а  по предварительно напряженной области. 
О бразуется вторичная область возмущений отраженной волны на
грузки , ограниченная тыльной поверхностью преграды, где наблю
дается отражение волны, и передним фронтом отраженной волны 
(рис. 47). С течением времени, по мере распространения отраженной 
волны, область возмущений отраженной волны нагрузки расши
р яется . Движение частиц среды в этой области характеризуется 
вектором скорости уотР и плотностью ротР, ее напряженное состоя
ние — тензором напряжений (а )отР. Им соответствует тензор кине
тических напряжений (Т )отР, принимаемый за основную искомую 
величину. Тензор кинетических напряжений (Т)отР можно предста
вить в виде

(ЛотР ~  (Лнагр ^ 1  (Л » (2.3.49)
где тензор (Лнагр известен, тензор (Т ) подчинен условиям, при
веденным в § 5 гл . 1, и строится как  сумма основного Д1  (Т 0) и кор
ректирующего Дх (Т к) тензоров:

М Л > ) +  М ^ к )  =  М Л -  (2.Э.50>
Д л я  каждой составляющей области возмущений тензоры строятся 
отдельно, при этом учитываются условия сопряжения на границах 
их раздела.



В зависимости от формы области возмущений I I  выбираем систё* 
му координат (а , ¡3, z, л:0) с началом в центре области отражения волны 
нагрузки от тыльной поверхности преграды. Граничные условия сле
дующие: при г =  0 (что соответствует тыльной поверхности):

=  0 при г  =  2 а =  ax°lac q , (2,3.51)
Д17'°Р = 0 при х° =  О,

где A.Qft = Т„3?ГР (S,  К).
Если область отражения имеет форму прямоугольника, размеры 

которого 1Х, 1у, то координаты изменяются в следующих пределах: 
— 1Х <  х <  l x, — 1 у ^ У < ^ 1 у ,  0 ^  z ^  ах°1асд, 0 <; jc° <  a cqhla.  

Функции кинетических напряжений основного тензора

Д¿1Í0' =  (1/2) (1 +  cos z) Д ^ (3 (/ =  1, 2, 3); (2.3.52)

функции Д ^ з  таковы:
lx lij

A lf l3 =  I  $ &iQ*?)dydxt

lx ly
=  f  Г ^ C ^ { x ' y ' ) \ n  _ _   ~ á x ' á y \  (2.3.53)

J _J V ( * '—*)“ +  &' — y)*
‘x ‘y

где
X o

&í C i s  =  2 g - ,
o
д:и

á I C33 =  2 ^ - f á I Q(7 ) d ^ + - S - .  
ay j  a*

o

Функция £ определяется формулой (2.2.7), в которой следует при
нять

(2.3.53-)
дх  д у

В простейшем случае компоненты основного тензора имеют вид 

A J W ,  =  (1/2) (1 +  cos г) Т Ц Р (S ,  h ) ,  (2.3.54)

остальные компоненты равны нулю.
Корректирующий тензор Д* (Т к) имеет компоненты

4 1 ^ , =  2  (A1Am m f f i 1+ \ B mnpi f %  +
mnpi

+Ai c ran,  ,/*»,+Al D m n p i  Ш .  (2.3.55)



где / $  — известные функции. Параметры А ^ ^ , ,  . . . ,  Ax£>m„pi 
подчинены уравнениям

ü  (A l -г  A jf i^ p j  /72р + A 1 CrnnpI F3p +
m n p l

+  A1 Dmnp¡F 0 p) +  АхЦ = 0 ,  (2.3.56)
коэффициенты F y 3  (mnp l i jkq ) и свободные члены Д ^р  (¿/ОД которых 
вычисляются соответственно по формулам (2.2.23) и (2.3.25), причем 
в подынтегральные выражения (2 .2 .26 ') вместо T f f } следует под
ставить Д О с т а л ь н ы е  вычисления проводятся аналогично рас
смотренным в § 2 данной главы. В результате найдем компоненты 
корректирующего тензора, следовательно, и компоненты тензора Дх (Т ).

Если область отражения — круг радиуса r 0t то координаты изме
няются в следующих пределах: 0  ^  г  <  г 0, 0  <  0  ^  2 зх, 0  <; г  
<  ах°/аСд , 0 ^  х° <  a CQh/a. Функции кинетических напряжений ос
новного тензора

Д Д ' »  =  ( 1 /2 ) (1 +  cos 2 ) A.Ft ,  (i  =  1 , 2 , 3). (2.3.57)
Функции A i^ ¿ 3  имеют вид:

г 0
A iF13 == j1 j‘ r 2 AiQf i )  drdQ,

Q ó
r

Ai^aa =  2  “ ¿ 7  [  (A iC ^ iu t r '’ x° ) c o s nQ  - f  ( r '* ° )s in  л0) X
л r ó

i‘ 3 / л ' d r ’ f ' 2 n . 2 n

x e  - tn+\ d r ',  (2.3.58)

Г
Ai F33 =  ̂  Ai 3  d r ,

o
где

,  X я X o  v

Д , C 23 =  2 r  ( Л f  Q*f) d i »  f  2  f  A j  Qff, d x ° ) — Ц -  ,
4 0 0 ^

Г
A iC 3 3  =  £ + 2  “ T 7  f  ( A i ^ l )(„)cos/i0 — A jC H V jsin n e ) x

« r Jo
Г 3 / r '  d r ’ r '  2n —  r 2n  J  ,

X e¿ ------------d r  ,,n+ 1

причем

Al е й 1,», =  f  Д, c „  ( cos " e de / я  0  =  1, 2). 
i  1 SMrtO I



Ф ункция.! определяется по формуле (2 .2 .33), одн акоР = (—(5/50)(Л1(5(311)). 
В простейшем случае компоненты основного тензора таковы:

АхТ”  =  (1/2) (1 +  cos^F) TUrp (S,  А),
Д ,7 »  =  (1/2) (1 +  cos г)  Щ тр (S,  К), (2 .3 .59 )
АХТ\1 =  (1/2) (1 +  cos г)  TUrp (S , h),

остальные компоненты равны нулю.
Корректирующий тензор Ах ( 7 К) имеет компоненты (2.3.55), од

нако функции (m np l )  имеют другой вид, так  как  фундаменталь* 
ные функции определяются формулами (2 .2 .47); параметры AxA mnJ,i,
. . . .  АхD mnpi  находятся в результате решения уравнений (2 .3 .56),
коэффициенты F Yp (mnp l i jkg )  и свободные члены Д ^ р  (ijkq) которых 
вычисляются соответственно по формулам (2.2.23) и (2.2.25). Инте
гралы У7*? имеют вид (2.2.48), интегралы AiLp* — вид (2 .2 .49 ), 
в их подынтегральные выражения вместо 7®$ следует подставить 
Д17 ^ ). Дальнейшие вычисления проводятся аналогично приведен
ным ранее. В результате будут найдены компоненты корректирую 
щего тензора Дх ( 7 К), а также компоненты тензора Д х(7).

В области возмущений / дополнительный тензор кинетических 
напряжений Ах (7 )  строится в сферической системе координат (0 , ср, 
т|, i° ), при этом учитывается форма области возмущений I I .  Д л я  
области отражения, имеющей форму прямоугольника, координаты 
изменяются в следующих пределах: — л/2 0 ^  02, — я/2 ^  Ф ^
^  л/2, 0 ^  г  ^  (й/ас9) х°, 0 ^  ^  (a c g /a)h\ при этом граничные
условия имеют вид:

Д ^ 'Р  =  Д 1 ТJР при 0 =  — л/2 и х =  ±
ДХТ ^  =  A iTff при 0 =  — я/2 и у ±

Д ,7'В  =  7 ' flprp (S , h)  при 0 =  0 2, (2 .3 .60)

Д ^ а — 0 при г  =  ax°faCg t 
АхТ°а =  О, АхТ°г =  0  при лг° =  0.

Для загруженной области, имеющей форму круга , координаты из
меняются в пределах — л/2 <  0 ^  02, 0 ^  ф <  2п; 0 <  г <  {а/ас9) xQt 
О ^  х° ^  (acg/a) h\ при этом имеют место следующие условия:

Д17 1Р —AxTi f  при 0 =  — я/2 и г  — гй,

Al T'Q =  Tharp ( S ,  h)  при 0 = e 2, (2 3 61)
Д1и)а = 0  при r = a x ° / a c g ,
Д17 00 =  0( A1 Tot =  0 при x ° ^ 0 .

Функции кинетических напряжений основного тензора

A J l ^  =  (1/2) (1 +  cos 0) AiFn  +  (1/2) (1 — cos 0) АхФ п



содержат функции

A i  F n  =  ^  —  f  A i  c i í ’ ( ? ) s¡n м » ( 6 — Jí") d | r 3/2 J 1/2 К О ,  (2 .3 .63 )

*1^21- У
" мл ¿ ¿

где

Xsin wmn ( i —л°) d i  ¿x0*/-3' 2 J v (wmn r) sin m<p,

Ai ^31= f [^ A jQ fn rfrd íp , 
ó ó

г , я /2
¡ f 2 r_ 7 /2  Д! Ли  J  (Mmn r) sin

/■j Л/2
f í  ( r - 3J2 J v (®mnr)sinmq>)*dydr
o — я/2

A i C f f = 5  A iC n (r3/2/1/8(oBr))d r l ] { r 3^ J l f 2 ((on r ) y d r  
o / o

— коэффициенты Ф урье функций

Al A l  =  r4 л 1 ОД + - £ -  (r* Ai «?!*)).

Д1Си = 2 г1 Д1(3|1' ) + 2  — 1—  X
m, а ш5пп

х°

X J  J  Aj A < ^  (£) sin  wmn ( i —-Vo) d l dx0 ~~~ (r~3^  J v (wmrl r)) cos mep. 
о

Функции АхФл определяются по формулам (2.3.63) из граничных 
условий (2.3.60) или (2 .3 .61), причем индекс 1 у  функций нагрузок 
Aí Qíy) заменяется на индекс 2, при этом функции нагрузок предпо
лагаю тся самоуравновешенными. В простейшем случае компоненты 
основного тензора имеют вид

А ^ 'Р  -  (1/2) (1 -f-  cos 0) Д ^ 'Р , +  (1/2) (1 -  cos 0) AiQjfc
(Р =  1, 2, 3, 0), . (2.3.64)

остальные компоненты равны нулю.
Корректирующий тензор Дг (Т к) имеет компоненты

Д> г й  =  2 Г (Al Amnpl f f l t  +  B mnpl  /«р +
m n p i

+  А* Ст „р, f f l  + Ax Dmnpi Ш ,  (2.3.65)



где (mn.pl)  ( 7  =  1, 2, 3, 0) — известные_ функции сферических 
координат, причем безразмерные координаты 9, ср, г , л:0 определяются 
формулами (2 .2 .58 '). Параметры ДхА тпр ь  • ••> ^ 1  &тпт>1 находятся 
в результате решения уравнений (2 .3 .56), коэффициенты Кур (тпр1 Цкд)

■ и свободные члены (цкц)  которых вычисляются по форму
лам (2.2.23) и (2.3.25) соответственно, однако интегралы Кур имеют 
вид (2.2.59), а интегралы А^р* — вид (2.2.60), при этом в подынте
гральных выражениях следует заменить на А1Т®Р) для области 
возмущений /. В результате решения уравнений (2.3.56) находим па*

раметры АИттцл» .. .. AxD mnvu следовательно, и компоненты коррек
тирующего тензора Ах (Тн). Затем по формуле (2.3.50) определяем 
тензор Ах (Т)  области возмущений /.

Таким образом, для всей области возмущений отраженной волны 
нагрузки построен тензор кинетических напряжений (Г )отр.

При ударе тела с малой площадкой контакта область возмущений 
отраженной волны нагрузки сферическая радиуса г* =  ax°!acq 
(рис. 48). Построение тензора Ах (Т ) в этом случае выполняется для 
всей области возмущений отраженной волны нагрузки в сферических 
координатах (0, ср, г, я 0), причем текущие координаты изменяются 
в пределах — л/2 ^  0 <  я/2 ,0 ^  ср ^  2 я , ах°/ас д , 0 ^  х° <
^ . a oqh/a. Граничные условия в этом случае следующие:

М ’ 1? =  T i l р при 0 =  ±  п/2,

А1Т°Р =  0 при х° =  0, А ^ а  =  0 при г  — г* ; (2.3.66)

им соответствуют функции нагрузок

AiQi'f) =  Г ',%  | &.QH, =  T i t ,  14 . (2 .3 .66 ')

Д ля основного тензора Ах (Т 0) функции кинетических напряжений 
таковы:

A J I ? ” =  (1/2) (1 +  cos 0) А ^ и  - f  (1/2) (1 -  cos ö) Д ^ .  (2.3.67)



Функции А и  A^ ¿1 имеют одинаковую структуру и соответствен
но равны:

' Aj 7 ^  =  ^  г4 Дх Q l h d y d r ,  
о о

X a

A j / ^ x ^ V  — i—  Г Г Л х (g)sintom n (i— л°)di X  
m n  “ mrí V

X  [r~ 3 / 2  J v {an (r)) sin ту,

X o

Ai F n  -  У  —  f  Ax C<"> (I) sin 4 l  ( l - x ° )  d i  (г*** /1/а <щд r)), (2.3.68)
n ¿

где

гг 2n
j' j  2r“ 7/2 Д;ЛП /v (£úmTi r) sinmydydr

Ai A1™) o o
r t 2Я
í í ( r-3 ^2 /v (túmn r) sin m<p)2 dcpdr 
o ó

Al О Д  =  j  Д2 Сц гЗ/2 y i/2 (ojfl r) dr / f  (гЗ/2 У1/2 (О), Г))» dr

— коэффициенты Фурье функций

A i ¿ u  ^ - j - A x Q ¡f )  +  - f  ( г 1 Д , Q }f,) ,
ал: 0  o r

X o

A ,  C u  =  2 г 4 Д ,  Q ( f ,  +  V  f  f  Л ';»>  ( ? )  x
Wmft J J

m,  n  0

X sin coma ( i  — x° )d ld x°  J v {o)m n r ) ) c o s m ( f .
or

Д л я  А хФ ц следует  зам ен ить  индекс 1 у  функций н а г р у з о к  Д ^ ’у) 
н а  и нд ек с  2.

П одставляя (2.3.67) в (1 .4 .22) и (1.4.23), а полученный резуль
тат — в (1.4.21), определяем компоненты тензора Дх (Г*,1’) для само- 
уравновешенных частей функций нагрузок AiQJf,- Несамоуравно- 
вешенные части AíQ'y) функций нагрузок характеризуются тензором 
Ai (7,<0а>) с компонентами (1 .4 .40), в которых следует заменить 
на Д ^/у). Сумма тензоров Дх (Т [1)) 4  Д1 (ТУ1) есть основной тен
зор Д2 (Го). В простейшем случае компоненты основного тензора

Д -  (1/2) (1 -|- cos 0Т А ̂  4  (1/2) (1 -  cos 0) А Д '« .  (2.3.69) 
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Компоненты корректирующего тензора А! (Т к) таковы:
7ТЙ =  2  (&1Атпр, + + +

тпр1

(2.3.70)

Они содержат известные функции сферических координат ^
> (тпр1 ), где ~0 =  (0 +  п/2), ф =  ср/2, г  =  п  (г ~  г1)/[(а/асв) х° — г^ , 

х° =  лх°/(аСС1/а) И. Параметры А1Л тпрЬ А 1О тпр1 компонент 
корректирующего тензора подчинены уравнениям (2.3.56) и опреде
ляются в результате их решения. Коэффициенты Fy$ вычисляются по 
формулам (2.2.23), интегралы (тпрИ}кд ) имеют вид (2.2.59), 
причем 02 =  л/2, <рх — 0, ср2 =  2 я . Свободные члены Дх1р (//&?) вы
числяются по формулам (2.2.25), интегралы AiZ.jP имеют вид
(2.2.60), в их подынтегральных выражениях следует заменить 
на А! 7 ^ , .  В результате будут найдены параметры А^АтпР1 , . . . .  А О тпри 
следовательно, компоненты корректирующего тензора. Сумма основ
ного Ах (Т0) и корректирующего А1 (Т к) тензоров есть дополнитель
ный тензор кинетических напряжений Аг (Т ) области возмущений от
раженной волны нагрузки . В соответствии с (2.3 .49) имеем тензор 
кинетических напряжений (Т )01Р рассматриваемой области возмущений.

Построение тензора кинетических напряжений (Г )отр области 
возмущений отраженной волны разгрузки проводится как  и в случае 
нагрузки, поэтому можно считать искомый тензор для разгрузки 
известным.

Прямой волне нагрузки соответствует интенсивность кинетиче
ских напряжений Т"агр, отраженной волне н а гр у зк и — интенсивность 
кинетических напряжений Т°тр, определяемые по известным тензо
рам (Т )наГр и {Т)о г р . При интерференции волн суммарная интенсив
ность кинетических напряжений

77ол =  77агр +  т°тр. (2.3.71)
Если условие

Т Г Л< Т 3 (2.3.72)

выполняется, то сплошность среды не наруш ается и преграда будет 
прочной; если же имеет место условие

Т Г * > Т В, (2 .3 .72 ')

то происходит явление откола на тыльной поверхности преграды.
Характер откола определяется величиной Т в ,  вычисляемой по фор
мулам (1.5.32) или (1.5.35). При выполнении условий

Тв <  Т1 <  2Тв  (2.3.73)

имеем простой откол; при выполнении условий



— множественный откол, характеризующийся числом отколов

п  <  Т?0Л1ТВ. (2.3.74)

§ 4. Внедрение тела в деформируемую среду

Удар тела по деформируемой среде сопровождается, к ак  правило, 
внедрением его в среду, особенно при достаточно высокой скорости 
соударения.

Назовем тело, которое внедряется, в н е д р яющим ся  (оно должно 
иметь криволинейную выпуклую или заостренную поверхность); сре
ду , в которую внедряется тело, условимся называть пр е г р а д о й .

При внедрении (как  и при соударении) возникают силы, которые 
нарастают и уменьшаются в короткий промежуток времени, при этом

как  во внедряющемся те- 
0  г_ ле , так и в преграде за

рождаются волны напря
жений различной природы.

При внедрении в пре
граде можно выделить три 
области: область внедре
ния, область возмущенного 
состояния и область покоя 
(рис. 49), размеры и кон
фигурация которых зави
сят от скорости внедрения, 
массы и геометрической 
формы внедряющегося те
ла, свойств преграды и 

других факторов. Большая часть кинетической энергии внедряю
щегося тела переходит в тепловую, при этом в области внедрения 
развиваются высокие температура и давление, материал преграды 
сильно разогревается и при наличии большого давления находится 
в жидком или газообразном состоянии в условиях ударного сжатия. 
Ударное сжатие характеризуется ударной адиабатой р  =  р  (р), кото
рая предполагается известной. Покажем, каким образом по извест
ной ударной адиабате материала среды можно определить р у (К), 
Т  и Г, знание которых важно при изучении процесса внедрения тела 
в преграду. При ударном сжатии состоянию среды соответствуют 
давление р  и объем V, его начальному состоянию — давление р а 
и объем У0 причем для сильных ударных волн (что имеет место при 
внедрении) давлением р0 С  Р можно пренебречь. Единице массы среды 
сообщается работа р  (К0 — V), половина которой превращается в ки
нетическую энергию: (1/2) р  (К0 —  V )  =  и2/2, где V  — скорость ча
стиц на фронте ударной волны. Остальная работа идет на повышение 
удельной внутренней энергии: (1/2) р (У0 — V) =  Е — Е0. Прира
щение внутренней энергии Е — £ 0 складывается из тепловой состав
ляющей 1/1} характеризующей энергию колебания частиц около их 
положения равновесия, и упругой составляющей и 0, которая ха-

обпасть
возмущений

Г-1 — область

область
покоя



рактеризует упругое взаимодействие частиц при Т° =  О К , следо
вательно,

Е -  Я 0 =  и 0 +  и ,  =  I р у (V) йУ  + С у  ( Т - Т 0),
о

отсюда и 1 =  Е0 +  с у  (Т  — Т 0).
Давление р  на ударной адиабате равно сумме упругого р у  и теп

лового р т давлений: р  =  р у  (V7) +  р т (У, Т) .  Из термодинамического 
равенства Т(Ь =  йЕ +  р(1У при Т =  0° К  находим р у  =  сШ0/с1У\ 
тепловое давление можно представить в виде р т =  Г (К) ( и ^ У ) .  
В результате получим

р = : Л Н ^ + т ( У ) - ^ - .
и дУ V

Объединяя полученные соотношения, имеем

р  =  Ру  +  Г ( с у /V) (Е0/су  +  Т -  Т0),
(2 .4 .1 )

(1/2 ) р ( У 0- У ) = * с у ( Т - Т 0) +  1 р , ( У ) й У .
о

При давлениях порядка 108 кГ/см и выше, важную  роль играет элек
тронная составляющая давления, следовательно, имеем

р  =  Р у  +  Г  {с у IV)  {Е0/Су +  т -  Т0) 4- г 8 (Ро/(2К)) (У/УЕ? *  Т\
(2 .4 .2)

V £

(1/2) р (1/„-У ) = с„  ( Г - Г , , )  + 5  ру ¿V +  А .  (У/У£)г ° Р ,
о

где (30 — коэффициент электронной теплоемкости, Га — коэффици
ент Грюнайзена для электрона*.

Итак, используя уравнения (2.4.1) и (2 .4 .2 ), по известной уд ар 
ной адиабате материала преграды можно найти р у (V), Г  и Г .

Давление, возникающее при внедрении, вынуждает материал 
среды растекаться, в результате образуется кратер, в который вхо 
дит внедряющееся тело. Кратер окаймлен пограничным слоем, где 
среда находится в пластическом состоянии или является вязкой  
жидкостью с коэффициентами вязкости к  и ¡л. Область внедрения 
включает кратер и пограничный слой, граница ее определяется фор
мой внедряющегося тела, степенью деформации и его агрегатным 
состоянием, а такж е условиями встречи тела с преградой, т. е. ско 
ростью ис и углом встречи \р.

* Огиб ал о в  П. М . ,  К и й к о  И. А.  Оч ер к и  по м е х а н и к е  в ы с о к и х  п а р а м е т р о в .  
М . ,  1966.



Пусть тело массы т  имеет скорость ис и внедряется в преграду 
под углом ^  (рис. 50). Введем в рассмотрение тело единичной массы 
т е =  1 так, чтобы кинетическая энергия при ударе не изменялась. 
В этом случае скорость и =  Ут1теис можно разложить на состав
ляющие:

у Т — \/т1те х}^\П' ,̂ ув =  У  т/тс ис  соэ (2.4.3)

Вертикальная составляющая скорости определяет наличие 
внедрения и его глубину. Внедрение имеет место в случае, если

ия > 2 у  | ( Г ( ^ ( + З К е 2 .  (2.4.4)

где е„ — значение интенсивности деформаций предела прочности ма
териала преграды при динамическом сжатии. Горизонтальная состав
ляющая скорости иг определяет размеры области внедрения на по
верхности преграды.

В зависимости от скорости и„, свойств материала взаимодейст
вующих тел, формы и массы внедряющегося тела и других факторов

процесс внедрения может быть раз
личным. Классифицируются процессы 
внедрения по скорости и пара
метру

п  =  рта^/рнрст^, (2.4.5)
где р т и рпр соответственно плот
ность внедряющегося тела и прегра
ды, авТ\ с^пр) — пределы прочности 
материала тела и преграды, которые 
учитывают инерционные и прочност
ные свойства соударяющихся тел.
Экспериментально показано, что при 
классификации процессов внедрения 
пределы прочности авТ), сг£пр) можно 

заменить на а ^ ',  кроме того, установлено, что предел проч
ности материала внедряющегося тела оказывает слабое влияние на 
характер процесса внедрения, поэтому можно принять

л =  (Рт/РпРЖ М пр)), (2 .4 .5 ')
где ст0 =  50 кгс/мм2 — константа. Параметр л изменяется в интер
вале 0,05 ^  л ^  50 для широкого диапазона условий.

В зависимости от значений параметра л  и скорости v I¡ процесс 
внедрения может протекать различно (рис. 51). Область / характе
ризуется большими значениями параметра я , которым соответствует 
процесс внедрения жесткого тела в мягкую  преграду. Назовем его 
а э р о д инам ич е с ким , а область 1 — о бластью  аэр одинамич е с ко го  в н е д 
р е н и я ,  для которого характерна большая глубина внедрения. При

_ . ( т 1 _ Г п Ы  ___



небольших скоростях внедрения диаметр кратера равен диаметру 
внедряющегося тела, при больших скоростях внедрения диаметр кр а
тера больше диаметра внедряющегося тела, что объясняется радиаль
ным инерционным движением частиц среды преграды в области внед
рения. Внедряющееся тело считают или недеформируемым, или ис
пытывающим малые деформации. Схема аэродинамического внедрения 
реализуется при внедрении прочного тяжелого тела компактной 
формы в легкую непрочную преграду. Запишем условие, при котором 
происходит аэродинамическое внед
рение:

■< Укр, (2 .4 .6)
или

t,K P « l ' ' 2 a ' np; / ( T , p n l l )  '  ( 2 . 4 . 7 )

— критическая скорость, при кото
рой в теле возникают пластические 
деформации или наступает хруп
кое разрушение; г] — коэффициент 
вида напряженного состояния 
внедряющегося тела.

Область I I  является переход
ной от аэродинамического внедре
ния к кратерному. Тело в процессе 
внедрения деформируется, но оста
ется компактным. Глубина внедре
ния меньше, чем при аэродинамическом внедрении. При небольших 
скоростях внедрения диаметр кратера равен диаметру деформиро- 
ванного внедряющегося тела, при больших скоростях внедрения на
блюдается увеличение размеров кратера вследствие инерционного 
движения частиц преграды. Такое внедрение происхоит при следую
щем условии:

УЛ> У 1!Р. (2 .4 .8)

В области I I I  внедряющееся тело сильно деформируется. Материал 
тела и преграды, находясь в пластическом или жидком состоянии, 
растекается по стенке кратера. Скорость, при которой начинается 
течение, зависит от формы внедряющегося тела и его физико-механиче
ских свойств, однако существует такая  скорость v ,  выше которой 
тело любой формы при внедрении ведет себя к а к  пластическое. При 
этом кратер имеет сферическую форму, размеры его превосходят на
чальные размеры внедряющегося тела.

В областях IV и V внедрение тела в преграду отсутствует, этот 
случай был рассмотрен в предыдущем параграфе.

Таким образом, все вышеизложенное позволяет сделать следующие 
выводы:

1) область внедрения представляет собой кратер, окаймленный 
пограничным слоем;



2) материал преграды в пограничном слое (в зависимости от вели
чины скорости ув и степени разогрева) находится в пластическом или 
жидком состоянии;

3) в областях переходного и аэродинамического внедрения внед
ряющееся тело сохраняет компактную форму, поэтому его можно счи
тать жестким, имеющим известную геометрическую форму;

4) в области кратерного внедрения внедряющееся тело имеет полу
сферическую форму, размеры которой известны.

Такое представление о процессе внедрения соответствует опытным 
данным и положено в основу при его математическом описании.

Изучение состояния преграды в области внедрения сводится к оп
ределению давления среды на поверхность внедряющегося тела и ха
рактеристик напряженно-деформированного состояния среды в по
граничном слое. Исследование проводится в цилиндрических коорди
натах г, 0, г  при следующих предположениях: а) материал преграды 
идеально пластический с характеристикой от>д; б) внедряющееся тело 
абсолютно жесткое, причем геометрическая форма при аэродинамиче
ском и переходном внедрении известна, при кратерном внедрении 
форма тела сферическая; в) сопротивление преграды внедрению можно 
представить в виде совокупности двух составляющих: собственного 
сопротивления а соб и динамического сопротивления сгдин.

При определении а соб считаем, что напряженное состояние пре
грады в области внедрения характеризуется тензором напряжений 
(о) с компонентами с т, сте, а 2, а гг. Учитывая симметрию по координате 0 
и тот факт, что координатная линия 0 совпадает с главным направле
нием, имеем главное напряжение о2 =  Оо; два других главных на
правления совпадают с направлением нормали к поверхности тела, 
которому соответствует главное напряжение о г , и с направлением ка
сательной к образующей поверхности тела, которому соответствует 
главное напряжение а а. Главные напряжения о 3 связаны с напря
жениями стг, (Т2, ст„, причем а 2 =  а 8 =  а г при г  =  0 на оси Ог 
(рис. 52, а).

Траектории максимальных касательных напряжений т тах =  (а х — 
— а 3)/2 в меридиональных направлениях называются а -л ини ями  ск оль 



жения\  угол касательной к Линии скольжения в точке /< оси Oz обоз
начим через ф; (3-линии скольжения имеют угол ф' =  ф +  л/2 
(рис. 52, б ) .  В области внедрения среда идеально пластическая и не
сжимаемая, поэтому из условия пластичности Мизеса

(a i — ст2)2 +  (ст2 — с 3)2 +  (ст3 — a t f  =  2 а?.д 

следует, что на оси Oz имеем a 2 =  a lf поэтому
сгх — а я =  2тгаах =  а т д . (2 .4 .9 )

Угол наклона главного направления / с осью Oz равен ф — я/4 и на
пряжения a r, a z, a zr можно выразить через главные напряжения a b Сд:

а г =  (1/2) (Oj +  а 3) — (1/2) (а г — ст3) sin 2ф,
а г =  (1/2) (a-t +  а 3) +  (1/2) (а х — ст3) sin 2ф, (2 .4 .10)

а гг =  (1/2) (а х — ст3) cos 2ф.
Пусть

а  =  (1/2) ( о ,  +  а э) =  а ,  -  (1/2) от.д, (2 .4 .11)

тогда (2.4.10) можно записать в виде
о г =  о  — (1/2) стт-д sin 2ф,

L-= a  +  (1/2) от,д s¡n 2ф, <тгг =  (1/2) (Тт,д cos 2ф. (2 .4 .10 ')

При нахождении неизвестных ст и ф воспользуемся уравнениями р ав 
новесия среды в области внедрения

д о г , d a rz  , а г —  ст9  

дг дг г
0(Уг7 i d o ¡  ^  &rt __ Q
дг д г  г

Подставляя в эти уравнения выражения (2.4.10)' и выполняя необ
ходимые преобразования, получим:

=(1/г) (в!пф — cos ф), ( 2  4  12)

-^ -  = (1//-) (sin  ф — cos ф),

где
(1/2) стт .д£ -  а т.дФ +  ст, (1/2) <ут . д 11 ■ -= а  — от.д<р, (2 .4 .13 )

причем dSx — Ada,  d S 2 =  Bdj¡i — элементы длины а- и fi-линий сколь
жения. Если а- и p-линии скольжения известны, то, интегрируя 
(2.4.12), находим

I  =  J  —  (sin ф — cos ф) d S 2H - f i  (a),

11 =  ̂ (sin ф— cos ф) d S i  4 / 2  (Р)- (2 .4 .14)



Пусть одна из «-линий скольжения построена, тогда разность 
значений ц  в точках М  и N a -линии устанавливает связь между о 
и ф:

( 1 / 2 )  огт д (r|AJ —  11 n )  =  о м  ~~ Gn  —  <*т.л  { у м  —  ф л ) .
Учитывая, что

<Taí — ф/̂  ==7 + л/4 — л/4 =  7,
N N

Цм —'T)jv ~/а —/а—J ( s i n  Ф — cos ф) d S t =  — Г —  (siпф — cos ф) nSx, 
м  м

получим
N

1 С 1
о м  — On — <*т . д 7 =  2” а т -з \ — (s in ф — cos ф ) ^ .  (2.4.15)

AÍ
В точке М  главное напряжение (М) - • — р,  следовательно, а Л1 = 
=  — р  — <*т.д/2; в точке N главное напряжение o l (N) =  а т-д, по
этому a.v =  а т.д — °ч.д/2 г сгт.д/2. Подставляя найденные значе
ния Ом и c N в (2.4.15), находим

N

. (2.4.16)— р = а  т. 1 + 7  'f I ■*— (cos<|?—sinq>) dS-L
2  J  f  

M
Если уравнение a -линии скольжения задано в виде г  — г  (г), то 
d r  =* d S i  sin ф, dz — d S x cos ф и интеграл можно преобразовать к виду

ЛГ N
'  d z — drI* —  (cos ф — sin ф ) dSx ~ I —

Л( м
а  выражение (2.4.16) — к  следующему виду:

(*)

- Р ^ т . д \ + Y -i—i .  j  (dz — dr)/r{z)
м

Главное напряжение на поверхности тела (М) 
(2 .4 .1 6 ') имеем

*1 ( М ) = ° т . д
1 Г  d z — drI I  i 1 Г ¿г

1 + т + Т  -
м (*)

или
а г ( М )  =-от> >4a lt

N
1 Гa  =  l  - b 7 + —  \ {dz—dr )/г (г).

м
N

(2 .4 .16 ') 

р,  поэтому из

(2.4.17)

(2.4.17')

Чтобы вычислить интеграл С (6.г — ¿г)/г (г), необходимо знать урав-
М

нение а-линии скольжения, поэтому, следуя А. А. Ильюшину и 
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в
а ,  = 1 ^ (2. 4. 18)

с
где у А — угол наклона касательной в точке А (рис. 53), Н — глуби
на внедрения тела, СВ  — а-линия скольжения, которую необходимо 
построить. Кривая СВ  строится следующим образом. На участке кон
такта АС проводим семейство прямых АА',  М М ', СС’ под углом я/4

Начиная с точки С, строим графически кривую, пересекающую 
лучи СС',  М М' ,  .. .,  АЛ' под прямым углом; продолжением ее 
между линиями АА' и АА" является дуга окружности с центром в 
точке А, от луча АА" в точку В  идет прямая. Полученная кривая 
СВ  и есть искомая линия скольжения, вдоль которой необходимо 
интегрировать при вычислении интеграла (2.4.18).

В пограничном слое области внедрения, который предполагается 
узким, материал преграды находится в пластическом состоянии с ха
рактеристикой а т д. Геометрия пограничного слоя определяется фор
мой внедряющегося тела, поверхность которого описывается урав
нением образующей г  ~  г (г). Д л я  пограничного слоя принята криволи
нейная система координат а ,  координатными линиями которой яв
ляются: образующая тела АВ  линия а ,  нормаль ММ к образующей 
линия р (рис. 54). Параметры Л яме координатных линий [45] Н1 ~

Напряженно-деформированное состояние среды в пограничном 
слое характеризуется тензором напряжений (а) с компонентами о а , ов, 
а ар, тензором скоростей деформаций (е) с компонентами

к кривой АС с наклоном пря
мых в сторону движения и про
водим прямую АА'\ наклонен
ную к прямой А В  под углом 
я/4.

Рис. 53 Рис. 54

И =  1 +  р/г, я 2 -  1.

(2.4.19)



где v a , У0  — компоненты вектора скорости частиц среды. Учитывая 
выражения напряжений

0<х =  о •+* t  cos 2ф, op =  а  — т cos 2<р, а а0 =  т  sin  2qp, (2.4.20)

где а  =  (о а  - f  ср)/2,т =  a T. j V 3; для условия пластичности Генки— 
Мизеса и т: =  0,5тт .д для условия пластичности Треска—Сен-Ве- 
нана, уравнения установившегося течения

даос ■ я  
<9« ар

“Р 4 - Я —i

■f— оар = 0 , 
г

д а

можно преобразовать к виду

д о
д а

— 2т дер

д а
sí п 2ф—Н —— cos 2ф

+  2т ------- —) cos 2ф ~\~Н -^ -зш 2ф
 ̂ д а

dtp
Ж

= о ,

= о .

Последние уравнения эквивалентны уравнениям

д о
2т ' И

д о
-  2 т  ^

д а \ д а '  /J L ар ар
дер

д а [ i « -

4 / ° ’ (2.4.21)

которым соответствуют следующие условия на поверхности тела: 
при р — 0 вдоль кривой АВ

=-■ л/4, о  ~  а 0 (а). (2.4.22)

Оценивая порядок различных членов уравнений (2.4.21), полагая 
при этом о  — ст0 и ф — л/4 малыми величинами и отбрасывая те из 
них, которые малы по сравнению с остальными, получим приближен
ные уравнения:

д о

(2.4.23)

Интегрируя первое из уравнений (2.4.23) с учетом граничных ус
ловий (2 .4 .22), находим

а  — а 0 =  — 2т (ф — л/4);

второе из уравнений (2.4.23) преобразуется к  виду 
д



Интегрируя последнее выражение, учитывая при этом граничные 
условия (2.4.22), получим

ф - - '  -

1 ¿)д0
2 т  д а

Р. (2.4.25)

причем д о 01да ^  — 2х!г, так как  р > 0 .
Принимая во внимание выражения компонент тензора скоростей 

деформаций

ёа  =  е  +  g  cos 2ф, ¿p — е  — g  cos 2ф, ¿a p -  g  sin  2cp, (2.4.26)

где ¿ =  (1/2) (*еа +  ¿p), g 2 ~  (1/4) (éa — ¿B)a +  ¿£p, и считая мате
риал среды несжимаемым (е =  0), из кинематических соотношений
(2.4.19) находим уравнения

/ d v „  Va \ I d va  v n  d v „  \
2 Sin 2 c p -  — a  eos2<p =  0,

д а  г  I l д а  r  dp

2Я  [ sin 2ф -f  i ^ —  Л ' Н ^ ~ Г  lcos2(P = 0 '
r  o p

эквивалентные уравнениям

Í üh
da

do
+

r  d a  * 4  4

dv
Ч - t ) - '  ™

Í !2 _  +  _ !L  +  - ^ t g ( < p +  —
d a  r d a  6 1  4

Я .
da.

H
dvt

■tg(cp+

+

t g |  Ф +  =

Последним соответствуют следующие граничные условия: при Р =  0 
на поверхности тела вдоль кривой АВ

в этом случае
Va =  v i  ( a ) ,  =  v i  ( a ) ,

' 0 / \ , 1 „e ¿ (a  =  —— -----
d a  r

(2.4.28)

Аналогично изложенному, оценивая порядок членов в уравнениях 
(2.4.27), полагая иа — и ир— о} малыми величинами и опуская 
те из них, которые малы по сравнению с остальными, получим при
ближенные уравнения

do. о
a  •



Эти уравнения можно проинтегрировать, учитывая граничные усло
вия (2.4.28). В результате имеем

Va — v£ = 2¿a „ ,Р , U f i - u l  =  -  ¿¿p . (2.4.30)
г ф — л/4

Следует отметить, что величины о  — ст0, ф — я/4 и v a — имеют 
порядок тогда как  величина up — v$ имеет порядок р.

Уравнения линий скольжения в пограничном слое получим, если 
в соотношения <р Н- 0 а/(2т) - const подставить выражения (2.4.24)
и (2.4.25). Одна из линий скольжения, проходящая через точку ( а 0, 0) 
на граничной кривой, есть прямая а  -  а 0 или 0 =  0П; другой линией 
скольжения является  кривая

[Со (et) —  <7(1 (ctp) — 2 т  ( 0 — ~6о)]а 
8 т  ( д о 0/да  +  2 т 0/г)

которая приближенно определяется уравнением

Р =  —  
5 8т дсс

2 т\ (а  — а 0)а. (2.4.31)
/а в г ( а 0 )

На основании изложенного получим выражения компонент тензора 
напряжений в пограничном слое:

, п Г  i ctooо а  =.= Од -Ь 2 ’  - 11/  х 12тр sign (Ста— ар)»

Р;

da г

стр =  а й (а), 
доп . _2т 
да  г

(2 .4 .32)

компоненты вектора скорости имеют вид

\ ' W\ ; — ) -Í- 2ба
г <Эст0/да -| - 2т¡г

Sign (аа —ар),
(2.4.33)

Выражение а 0 (а ) =  — сгт д/2, учитывая (2.4 .17 '). можно привести
к виду

сто (“ ) =  от.д(<Т1  — 1/2). (2.4.34)

Подставляя (2.4 .34) в (2.4.32), получим выражения компонент 
тензора напряжений в пограничном слое для условия пластичности 
Генки—Мизеса:

Оа —  СГт ,д о "I 2 J L
уъ

doi

t f a p  —• O'-т.д

ôa \ Ът

= : От.д (о -!  —  1 / 2  1 ,

I

sign (aa — Op)

.1 з
j^ L .r  _ _ L -  |P 
to I 3 r



На поверхности внедряющегося тела действуют нормальное (рп) и 
касательное (рх) давления:

Рп  Ор | р =  о ^т .д  (*^1 1 /2 ) ,

Рх =  1(3 =  0 =  ° т .д  (^1 1 /2 ) ,  ( 2 ,4 .3 6 )

которым соответствует сила собственного сопротивления:

¡Г =  —  2лс*т .д Г  ( / г ) , (2 .4 .3 7 )

Р{Н) =  | (ах — 1/2) г (1 н - г ') * г ,  
о

направленная против движения тела.
Экспериментальные исследования процесса внедрения показывают, 

что при внедрении впереди тела образуется присоединенная масса 
материала среды большой плотности, величина которой зависит от 
степени заостренности внедряющегося тела. Чем больше заострен
ность тела, тем меньше присоединенная масса. Следовательно, внед
ряющееся тело является заостренным телом вращения массы т е +  т 2, 
где т г — присоединенная масса среды.

Движение тела в преграде описывается уравнением

(I [(т е +  т г) иг ] =

где иг — скорость тела при внедрении. Умножая правую и левую 
части уравнения движения на ( т е т г)  и г и интегрируя, получим

/1
(та т г)2 VI —т\ VI =  2 (те +  т Т) &йг.

о
Отсюда находим скорость внедрения:

л
о -  1 -

те VI

или, учитывая (2.4.37),

1>Ь

2

т..

4 л а т .л

П1д
Р(1г

п е }

1/2

1 / 2

(2.4.38)

(2 .4 .38 ')

Граничные значения компонент вектора скорости частиц среды 
определяются по формулам

v 0a = v z c o ъ y ^ v z■ = и2з т  у  =  и2—-  г. .. . (2.4.39)г г у \ 4-г '2 '  'У * -!• г ' 2
Дифференцируя (2.4.38) по времени, найдем ускорение тела при

внедрении:
йуг
л

2л стт . д  I [  " ‘г

т.
1 ¿пи , (2.4.40) 
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которому соответствует коэффициент перегрузки

(знак «—» указы вает на то, что эта сила направлена противоположно 
движению тела).

При изучении процесса внедрения тела в некоторые деформируе
мые среды важно учитывать влияние внутреннего трения, характери

зуемого углом <р — а п ^  (с1т/с1о) при наличии диаграммы т (а) (рис. 55), 
которой является огибающая предельных кругов Мора.

Д ля бетона, например, огибающая — прямая, уравнение которой

где Ов, кгс/сма — марка бетона ( к у б и к о в а я  прочность), о п р е д е л я е м а я  
экспериментально по результатам испытаний на сжатие кубиков с 
размерами 20 см в возрасте 28 дней.

В зависимости от времени действия нагрузок деформации бетона 
могут быть упругими, пластическими и др. При кратковременном дей
ствии нагрузок и малых напряжениях бетон является упругой средой 
с модулем упругости £  =  10в/(1,7 +  360/сГв) кгс/сма; упругопластиче
ские свойства характеризую тся модулем пластичности Е' =  £ ев/е.

Моделью бетона служ ит тело А . Ю. Ишлинского [20, 21] (рис. 56), 
которому соответствует уравнение

г

о б

Рис. 55 Рис. 56

а  =  £ 0е0 +  (Е — £„) е0 ехр (— т£1/ц1),



где Е =  Е0 +  Ех — модуль мгновенной упругости; т  — время дей
ствия нагрузки . Однако при динамическом нагружении большой 
интенсивности и малом времени действия тело Ишлинского переходит 
в абсолютно упругое тело с модулем упругости Е.

При внедрении тела в среду образуется область возмущения с 
тензором напряжений (а ). Для элементарной площадки ¿ 5  произволь
но выбранной в области возмущений, условием предельного равнове
сия является равенство

— /с -к Ср. (2 .4 .43 )
Площадки, взятые в окрестности точки М  среды, для которых про

цесс нарастания напряжений соответствует выполнению условия 
(2.4.43) раньше, чем по другим площадкам, называются площадками 
скольжения.

Поверхности скольжения в состоянии предельного равновесия 
образуются так , что площадки скольжения для них — касательные 
плоскости. При определении положения площадок скольжения и у с т а 
новления условия предельного равновесия среды используется з а 
висимость

шах Т7 (л) =  К ,  (2 .4 .44)
где ^  (п) =  [ т„ | — <г„ ср.

В пространстве главных напряжений (с^, а 2, а 3) составляющие на
пряжений а п и т„, действующие на элементарную площадку поверх
ности скольжения, соответственно равны:

а п =  4- а 2п1 +  о гп\,

хп =У(<зг п ^  +  (а а п г)2 + (а 3 п л) 2~ ( а 1 п\ +  а 2 п\ + о 3 п 23)2 7  
Подставляя значения ап и т„ в (2 .4 .44), находим

Р л =  У  « 1? +  ( ° 2  Я:)2 +  К  (а г п \ ' + о г п1 +  ста п\)2 —
— (ах л? + п? +  а 3 п|) ф , (2 .4 .4 5 )

где — компоненты вектора нормали п к  элементарной площадке,
связанные между собой соотношением п\ +  п\ +  п\ =  I.

Д ля определения экстремального значения ^  (л) продифференци
руем (2.4.44) по П1 и приравняем нулю частные производные д Р  (п)/дп  
Решая полученные уравнения относительно п }, установим комбина
ции значений когда Р  (п ) достигает максимума:

/»1 П1 л»

±  / ( 1 - в Щ ф ) / 2 ±  } ' ( 1  + з ш  ф)/2 0

±  V  (1 —  ф )/2 0 ±  У  ( 1 -1- в т  ф)/2

0 ±  V  (1 — 51п ф)/2 ±  У  ( Н - 8 Ш  Ф)/2



=  — - a ± ^ . tg(p,2 cos ф 2
F ,  (л) =  — !--------- -Hl+HiL tg  ф,2 cosy 2 K 1 ’
/rs ( « ) = - ^ * - —  tgq>.2 cos ф 2

Т ак как  a x ^  a 2 ^  a 3, то наибольшими оказываются Fz (n) и, сле
довательно, одно из условий предельного равновесия имеет вид

_о1̂ а з _ _ !-------_2i±£3_t (2 4 46)
2 cos ф 2

Аналогично изложенному для других значений компонент tii 
получим условия предельного равновесия:

а , — а 2 1 а Н -а я tg m =  К ,  
2 cos ф 2 6 Т

tg ф = К .
о2- - а 3 I о2-1-о3 , _  ^  (2.4.47)

2 cos ф

Существование одного из условий (2.4.47) приводит к равенству 
главного напряжения а 2 одному из других главных напряжений, т. е. 
о 2 -  о 3 или а х =  а 2: выполнение всех трех условий приводит к  ра
венству о х =  сг2 =  °з> что соответствует всестороннему сжатию.

Таким образом, (2 .4 .46) — условие неполного предельного равно
весия для пространственного напряженного состояния, тогда как  од
новременное выполнение условий (2.4.46) и (2.4.47) соответствует 
состоянию полного предельного равновесия.

Нарушение равновесия среды в пространственном случае в виде 
сдвига по поверхности скольжения возможно только при переходе 
среды через состояние полного предельного равновесия. Далее рас
сматривается только состояние полного предельного равновесия.

При деформации, симметричной относительно оси вращения тела, 
вблизи этой оси равенство а 2 =  сг3 имеет место при внедрении тела 
вращения в преграду (среду). Итак, условия полного предельного 
равновесия среды при внедрении тела вращения являются

° 2  ~~  ° 3 i

g , ^ a a _ _ ! -------- _ 2 i ± £ M g q > = K .  (2.4.48)
2 cos ф 2

Условия (2.4.48) получены для площадок, положение которых 
определяется значениями компонент«! =  ±  V (1/2) (1 — sin ф), п г =  О, 
п 9 —  ±  V (1/2) (1 +  sin  ф7, поэтому можно утверждать, что в каждой 
точке среды имеют место поверхности скольжения, касательные пло
скости к  которым проходят через направления главного напряжения 
ст2 и составляют с направлением главного напряжения <тх угол



±  (jt/4— ср/2). Условимся называть первым семейство поверхно
стей скольжения, для которых указанный угол положителен, вто
рым — семейство, для поверхностей которого этот угол отрицателен.

Рассмотрим теперь с изложенных позиций сопротивление бетона 
при внедрении заостренного тела вращения. Решение задачи о расчете 
сопротивления среды строится на основе следующих предположений: 
1) бетон считается квазиизотропной сплошной средой связанной струк
туры с известными физико-механическими свойствами; 2) внедрение 
тела проходит по нормали к  свободной поверхности; 3) внедряющееся 
тело абсолютно жесткое заданной геометрической формы; 4) трение 
на поверхности тела не учитывается.

Решение строится в цилиндрической системе координат (г, 0, г), 
при этом учитывается симметричность по координате 0 . Уравнения 
движения элемента среды имеют вид

до г , дт j a r —°o  _ ds иг
" дг~ ~1Г Г г Р ~~dF~ 

f a  , , т &uz
дг dz "Г  г  ’

к ним необходимо добавить соотношения

<Т,-1-ОГя 1 оо , : — —-  -— 5----1 cos 2у,2 2
— <73 о

a z -- ■———  ----------   — c o s 2 v ,
2 2 2 *

*7t — n ‘l • C~l
X  í    s i n  2 v ,

выражающие напряжения crr> o z, т  через главные напряжения a t и а 8.
Следы поверхностей скольжения на меридиональной плоскости 

rOz будем называть линиями скольжения. Обозначим через у  угол, 
образованный направлением главного напряжения o ¡  с осью Or; через 
б — угол, образованный осью Or и касательной к линии скольжения 
первого семейства. Из второго условия (2 .4 .48 ) находим

К  +  0 / 2  = о '  — К  ctg ф , (2.4.51)

где а ' =* (ах — о 3)/(2  sin ф); подставляя (2 .4 .51 ) в (2 .4 .5 0 ), получим: 
сгг =  о ' (1 -}- sin ф cos 2у) — К  ctg ф, 
tJz о' (1 — sin Ф  COS 27) — К  ctg ф, 

т =  о' sin  ф sin 2у,

но у  =  6 — (я/4 — ф/2), поэтому

o r =  о '  [1 -f sin  ф sin (26 +  ф)] — f (  ctg  ф, 
а 2 =  о' [ 1 — sin  ф sin (26 +  ф)] — К  c tg  ф,

т =  — о' sin  ф  cos (26 I- ф ) .  (2.4.52)

(2.4.49)

(2.4.50)



Д л я главных напряжений а г и а 3 имеем выражения
Ci =  о '  (1 -f- sin  <р) — /С ctg ф,
<т3 =  о ' (1 — sin ф) — К  ctg ф. (2.4.53)

Из первого условия (2.4.48) получим ао =  а 3, следовательно,
<х0 — о ' (1 — sin ф) — к  ctg ф. (2.4.54)

П одставляя (2.4.52), (2.4.53) и (2.4.54) в уравнения (2.4.49), счи
тая  инерционные члены равными нулю, приходим к  уравнениям

д о ’ 
’ дг

д г

sin (б

д б

д г

д о ’ (. , д о ' . с
c o s  о  4  s i n  о

д г

4 — ^ —  [ s i n  ( б  |- ф )  
г

д о '

4- 2 а ' tg ф дб
дг

cos б

cos6 j tg  ф •s in  ф
COS ф

д б

д г

= 0 ,

sin б 4

ф ) дг cos (6 4- ф) — 2 а ' tg ф - sin (б +Ф) —

cos (б 4 - ф) 4- [sin (б 4  ф)4- cos 6] tg ф - — =
J  г  COS ф

Выражения в квадратных скобках первого уравнения — это про
изводные от а ' и б по элементам д уг  первого семейства, выражения в 
квадратных скобках второго уравнения — это производные от а ' и б 
по элементам дуг второго семейства линий скольжения. Обозначим 
через длину пути линии скольжения /-го семейства (i =  1, 2) и за
пишем уравнения равновесия в виде

do '  . г. / 1 d6
dSx
do'

4 -  2 а '  t g  cp 

- 2 а '  t g ф -

dSj,
rd6

—  [sin (6 -f ф) +  cos 6] tg  cp - — = 0,
r  COS ф

1—  [sin  (б-ь ф) 4- cos 6] tg ф • S in  ф

COS Ф
0.dS2 °  1 dS2

Введем новые неизвестные:
£ =  (1/2) ctg ф In (a 'A ) 4- 6, t) = (1/2) ctg ф ln (a 'A ) — 6,

где А, — произвольная постоянная с размерностью напряжения, ко
торую принимаем равной 1 кгс/см2, тогда уравнения равновесия 
преобразуются к  виду

d l
dSi.
dr\
dS,

 —  [sin ( б  4 -  9 ) 4 cos 6] - — sin(p- ,
2 г  '  co s  ф

- — ------— [sin (б +  ф) 4  cos Öl Ф t
2 г  со эф

(2.4.55)

Если линии скольжения известны, то, интегрируя (2.4.55) вдоль 
этих линий, находим:

е = л -

*П

1 — s i n  ф
—  Г [ s i n  ( б  4 -  ф ) 4  c o s  б ]
Ф J  г2 c o s 1

1Q~ Sin ф- f  [sin (Ö+ ф) 4  cos б] -^ 2  
2 cos ф J  г

где f ¡  (i — 1, 2) — произвольные функции.



Пусть одна из линий скольжения второго семейства, На которой 
£ ~  const, известна, тогда для решения задачи достаточно рассмотреть 
только второе из выражений (2.4.56). Разность значений в точках 
Л и D (рис. 57) устанавливает связь между а '  и б в этих точках. 
Д ля точки D

Л о  — ¡ 2 , Ло =  (1/2) ctg ф ln (а/Л ) — 6D;
для точки А

1 siÜJE- Г [sin (б -J- ф) +  cos 6] ,
ф  J ГCOS

11л  =  —  ^ ф  I n —  б Л .

Разность rio — г\А преобразуется к  виду
Л

In  2tg ф{6о  — м  — ?1ПФ tg ф Г [sin (6 +  ф) +  cos 6 ] .
Од COS ф J  г

(2.4.57)

Линии скольжения строят на основании следующих соображений. 
Первое семейство линий скольжений представляет собой три семей
ства прямых: 1) прямые, наклоненные под углом (л/4 +  ф/2) к  кон
тактной поверхности; 2) пучок прямых, исхо
дящих из точки пересечения образующей по
верхности внедряющегося тела и свободной 
поверхности среды; 3) прямые, наклоненные 
под углом (л/4 — ф/2) к свободной поверх
ности среды (оси Or). Линии скольжения 
второго семейства — кривые, пересекающие 
линии скольжения первого семейства под 
углом (л/2 — ф). Д ля тела с произвольной 
криволинейной образующей линии скольже
ния второго семейства состоят из трех уч а
стков: 1) на участке АВ  — отрезок прямой,
углом ((Зя)/4 +  ф/2) к оси Or; 2) на участке В С  — отрезок логариф
мической спирали с полюсом в точке Е, L =  a F  exp (— б tg ф), где 
L — радиус к рассматриваемой точке линии скольжения, F  — по
стоянная, характеризующая линию скольжения, а  — радиус сечения 
в точке £ ; 3) на участке CD линию скольжения строят графически; 
она представляет собой отрезок кривой, пересекающий линии сколь
жения первого семейства под углом (л/2 — ф).

Если уравнение построенной линии скольжения AD задать в виде 
г (2 ), то имеем d r  =  d S 2 sin (6 +  ф), dz  =  d S 2 cos (6 +  q>) и соот
ношение (2.4.57) перепишем в виде

Рис. 57

наклоненный под

In Ц — 2tg ф (бд — 6А) =  siny tg ф 
оА 2 cos ф

In
r D

COS б
dSo



углы 6 0  и б А соответственно равны; 6 , 4  =  я/4 — ф/2, 6 0  =  
— а гс 1 ё  { й г / й г ) о  —  (я/4 +  ф/2), где г  ( г )  — уравнение образующей 
внедряющегося тела, разность углов

6 о  — 6 л  arctg ( ~ ^ ~  =  arctg 
\ d r  d  2

dz

dr
(2.4.59)

Учитывая структуру линии скольжения АО , интеграл, входящий 
в  (2.4.58), можно разбить на три интеграла:

|  ^  с132 -¡- |  йв*  |  < «а ;
о  Ъ с  в

на участке АВ  линии скольжения (отрезок прямой)
А

i c o s б d S n ln- А

D

на участке В С  (отрезок логарифмической спирали), уравнение которой 
г  =  а  [1 +  F cos 6  exp (— 6  tg г р ) ] ,

имеем

c o s 6
бс

dS<
dS

co s  ф J  [F  co s  6 ] - 1  e x p  ( 6  t g  ф ) -|- 1

вычисление производится численным интегрированием; на участке СО 
линию скольжения с достаточной точностью можно аппроксимиро
вать отрезком параболы, уравнение которой г  =  а г2 -г Ьг -Ь с ,  тогда

, Л  при гс >  г р > r D , f  c o s o  ,0
J =  J 2 при Гp >  Гс >  f f t  ,

J 3 при rp  < r D,

где r p — расстояние вершины параболы от оси Oz, равное г р ~  Ы(2а), 

=  sin ф In 2а cos ф(гд ~\-гс ~- 2гр) — бсоэф In [гЦ(гс г0 )\,
r  D

J 2 =  [s in ф — Feosф] In(гс/го) — 2 асо яф (гс —r D),

J 3' =  ^ П ф + б со вф ] In (гс!гг>) -г  2acos ф(гс— г0) . 
Подставляя (2 .4 .59) и вычисленные интегралы в (2.4.58), получим

(?Ь =  °'л ехр ^ 2  tg  ф arctg 

бс

T Í

dz \

dr
e x p

d )

I — sin  Ф , / , ГА   tg  ф In ------
COS ф rB  rD

F co s

co s  ф  J  F  co s  f l - ¡ - ex p  ( 6  t g  ф)



причем аД определяется из граничных условий и оказывается равным

aj¡  =  К  ctg ф/(1 — sin  ф). (2 .4 .61 )

Подстановка (2.4.60) и (2.4.61) в первое семейство (2.4.53) приво
дит к  выражению для главного напряжения а 15 численно равном у 
давлению на внедряющееся тело в рассматриваемой точке поверх
ности контакта, следовательно, имеем

tfCoö= К  ctg ф ■■■— ш-ф exp Í2 tg  ф arctg 
COS ф V

dz

dr
X

xex p

Ьс
l

1 —s i n  ф
tg  ф

COS ф

F c o s  6 d 6

соэф J  /'cos 6  ¡ е х р ( б 1 0 ф)

в '  D

+  J  i —  1 (2 .4 .62)

При наличии трения между внедряющимся телом и средой линия 
скольжения первого семейства составляет с образующей поверхности 
внедряющегося тела угол (л/4 -|- ср/2 —■ ц), где ¡л — угол трения, что 
приводит к  изменению угла 6d arc tg  (dzldr)D — (л/4 +  ф/2 — ¡u) 
и разности углов =• arctg (dz íd r )d +  ¡-i. Линия скольж е
ния второго семейства несколько сместится за счет увеличения рас
стояний точек Л, В, С от оси Oz, построение линии скольжения AD

ĈOS 6
и вычисление интеграла '  d b *  выполняются так же, к а к  в пре-

D Г
дыдущем случае. Следовательно, c'D определяется по формуле

OD
К c t g  ф  

1 —sin ф
ехр 2íg<P ( a r c t g

dz

dr
exp 1 —sin ф

COS ф
X

X ln +  -
F  cos

rB rD  с о э ф  J  ^ • ' c o s б - l - e x p ( б t g ф )
(2 .4 .63)

Анализ этой формулы показывает, что изменение оЬ по оси Ог 
при данной глубине внедрения можно считать линейным. ¿Минималь
ная ошибка в определении величины силы сопротивления имеет ме
сто тогда, когда прямая, характеризующ ая изменение о '  по оси Ог,  
проходит через значение о '  в точке с координатами г  =  (0,75 — 0,8) к  
(рис. 58). Уравнение прямой имеет вид



Величина характеризует напряжение, действующее на тело 
в точке Е, и равно

^ = 1 ^ 7 ехр [ ^ ф ( агс‘е | 1 г  | , + 1 * ) ] ;

оно не зависит от глубины внедрения Н для заданной формы тела.
Величина а* характеризует напряжение, действующее на тело 

в  его вершине, и не зависит от глубины внедрения Н для заданной фор
мы тела. Д ля определения а* необходимо построить линию скольже
ния второго семейства, начинающуюся в точке с координатой г  =  
«  (0,75 — 0,8) Л.

Таким образом, зная напряжение а\  по формуле (2.4.53) опреде
ляю т главные напряжения и а 3, действующие в области внедрения.

При учете трения первое главное напряжение a t составляет с нор
малью к  образующей поверхности внедряющегося тела угол (д, 
(рис. 59).

На поверхности внедряющегося тела наряду с нормальным напря
жением стп действует касательное напряжение тп. При определении 
напряжений а п и тп воспользуемся зависимостями сгп =  cos2 jx +  
+  Og sin2 ц,  r n — (ах — а 3) sin  |д, cos |х. Подставляя сюда (2.4.53) и 
(2 .4 .64), находим:

+  ( f f ¿  —  g'e) (z/h) 1 (1 -1- sin cp eos 2 ja)  — К  ctg Ф ,
+  (o'h — o¿) (zíh) 1 sin  cp sin  2\i. (2,4,65)

Сила собственного сопротивления бетона равна

Л; об =  j*((TB s in a  +  Tncosa)£/5 , (2.4-66)
s

где а  — угол между нормалью п и осью г,  S  — площадь контактной 
поверхности.

При ударе тела в среду имеет место динамическая составляющая 
давления /?дин, что приводит к  увеличению силы сопротивления. Вы
числяя давление рдин по формуле Ньютона р лан =  p v 2 sin2 а  и ин»



‘тегрируя по г , определим динамическую составляющую силы сопро
тивления:

а
^дин — 2яриа J  sin3 fxrdr, (2 .4 .67)

о

где р — плотность бетона, v  — скорость внедрения.
Полная сила сопротивления будет равна сумме составляющих:

р  =  ^соб +  Р №н- (2.4.68)

Изложенное решение задачи о расчете силы сопротивления бетона 
при внедрении заостренного тела вращения предложено В . П. Баби
чем.

Приведенное решение задачи о внедрении тела в среду построено 
на основании результатов, полученных А. А. Ильюшиным, А . Ю. Иш- 
линским, В. В. Соколовским и др. 113, 20, 45]. Оно пригодно для ско
ростей встречи v0 <  1000—1500 м/с, однако возможны и более высо
кие скорости и0, для которых решение непригодно. Возникла необ
ходимость в построении решения задачи о внедрении тела в случае 
большой скорости встречи, основанном на том экспериментальном 
факте, что в процессе внедрения тела (при нагрузке) плотность среды 
изменяется от р0 до р, после же внедрения (при разгрузке) изменение 
плотности незначительно, им можно пренебречь и считать плотность 
постоянной, равной р. X. А. Рахматулин и А. Я . Сагомоняи [40], ис
пользовав идею А. А. Ильюшина, ввели в рассмотрение пластиче
ский газ , представляющий собой сплошную пластическую среду, 
плотность р0 которой при нагрузке изменяется по некоторому закону, 
а затем остается постоянной, равной р. Моделью пластического газа 
описываются грунт, бетон, кирпич и металлы в случае, если напряже
ния в них значительно превосходят динамический предел текучести 
сут.д. Экспериментально установлено сильное влияние сил трения на 
процесс внедрения тела в перечисленные среды, поэтому при решении 
рассматриваемой задачи их следует учитывать.

Пусть тело массы т ,  имея скорость встречи v c , внедряется в пре
граду со свободной поверхностью, занимая полупространство. При 
ударе тела в среде распространяется ударная волна, которая обра
зует область возмущений, ограниченную фронтом ударной волны, 
поверхностью внедряющегося тела и свободной поверхностью пре- 
'рады. В области возмущений давление р ,  плотность р; в области по- 
:юя  давление р 0, плотность р0. Движение частиц среды описывается 
/равнением неразрывности

+  di v (pv) = 0 ,

/равнением движения

d iv (o )+ p F  =  p -~ -,di



начальными и граничными условиями. Так как  d\/dt =  dv/dt  -Ь 
+  (v  • V) v и, кроме того, (v • V) v =  (1/2) grad v2 —  v X  rot v, to

d v  5 v  . i ,  0 ,
  -------- grad v 2 — v x  rot v,
dt dt 2

и уравнение движения можно преобразовать к виду

+  —  grad v 2 — v x ro t v =  F -|- —  div ( а ) . 
dt 2  р

Задачу о внедрении тела в среду решаем при следующих предпо
ложениях: а) вектор объемных сил F — 0; б) движеиие частиц среды 
в области возмущений потенциальное: v =  grad ср, где ср — потенциал 
cKopocTev'i; в) девиатор напряжений (D0) среды мал по сравнению со 
средним напряжением (D 0) <<; о  =  — р\ г) среда является пластиче
ским газом: р •= const.

В этом случае уравнение неразрывности упрощается и принима
ет вид

d iv  v =  0, (2.4.69)

уравнение движения таково:

g r a d f i iL - b - iL  +  J L U o .
V dt 2 9 1

Отсюда следует интеграл Лагранжа

- £ + ^ Т = т ’ (2 -4 J 0 )
где / (¿) — произвольная функция времени, которая определяется 
из условия, имеющего место на поверхности внедряющегося тела. 
Необходимо отметить, что интеграл Лагранжа является энергетиче
ской трактовкой уравнения движения частиц среды в области воз
мущений.

Все изложенное показывает, что задача о внедрении тела в пре
граду состоит в том, чтобы по заданной форме тела, его массе m  и ско
рости встречи ис найти закон движения тела при внедрении, т, е. 
определить давление р  на поверхности внедряющегося тела, скорость
v и ускорение dv/dt  тела при внедрении. Давление р  и вектор ско
рости v подчинены уравнениям

div v — 0, v =  grad ср, (2.4.71)
dcp/dt +  vV2 +  p/p (0,

начальным условиям v  =  v c  при t =  0 и условиям, имеющим место 
на поверхности внедряющегося тела.

П режде чем перейти к  непосредственному построению решения 
сформулированной задачи, обратим внимание на следующий экспе
риментальный факт. Установлено, что при внедрении в среду тел 
вращения с различной степенью заостренности заметного изменения 
формы свободной поверхности преграды не наблюдается.



Так, при внедрении конуса с углом конусности б =  15° отношение- 
высоты наибольшей выпуклости на узкой полосе свободной поверх
ности, примыкающей к  отверстию, к  диаметру кратера составляет 
не более 8%.  Это означает, что движение частиц среды при внедрении 
заостренного тела происходит в плоскости, перпендикулярной на
правлению движения. Отмеченное свойство тем более верно в сече
ниях, расположенных на некоторой глубине от свободной поверхно
сти. Поэтому при решении задачи о внедрении в среду заостренного 
тела вращения целесообразно воспользоваться гипотезой плоских се

Рис. 60

чений, согласно которой движение частиц среды при внедрении тела 
проходит в плоскостях, перпендикулярных направлению движения 
тела.

Решение задачи строится в цилиндрической системе координат 
(г, 0, г). Обозначим через к  (0  глубину внедрения в некоторый момент 
времени I, скорость тела в этот момент равна V — к  (/), вершина внед
ряющегося тела находится в точке О на глубине к  (рис. 60, с ) .

Рассмотрим движение среды в произвольном сечении гп ч- т ,  н а
ходящемся на глубине к г (?), причем (¿) < : к  (/). С момента прихода 
вершины тела в это сечение возмущения в среде распространяются 
в виде ударной волны. Область возмущений ограничена фронтом уд ар 
ной волны, представляющей собой окружность радиуса г* ,  и о к р уж 
ностью радиуса Н, которая является линией пересечения тела с пло
скостью гп ч- т  (рис. 60, б).  Учитывая симметричность задачи, пер
вое из уравнений (2.4.71) можно записать в виде ди/йг +  ч!т =  О, 
которому удовлетворяет функция

* =  (2 .4 .72 )

причем функция / (¿) определяется из следующего условия на поверх
ности внедряющегося тела:



Потенциал скоростей <р, соответствующий выражениям (2.4.72) и
(2.4.73), равен

Ф =  ЯЯ  1п г .  (2.4.74)
Установим с помощью интеграла Л агранжа связь между давлением 

р*  на фронте ударной волны

Р* =  Ро +  (Ро/(1 -  Ь)) Ю \  
где Ь =  р0/р <1 1, и давлением р  на поверхности внедряющегося те
л а . Имеет место соотношение

(Я К ); 1 п «  + К “/2 +  р/р = (ЯК );1п/-*Н -(К Л )а/(2г*)+Р*/р. (2.4.75)
Из закона сохранения массы для области возмущений следует, 

ЧТо г*2 =  Я2/(1 — Ь). Давление на фронте ударной волны р*  с уче
том выражения скорости ь* —■ ЯЯ1г* равно р* =  р0 -Ь р0Н2« Под
ставляя найденные выражения в соотношение (2.4.75), получим

1 , Ь( ^ ) /1п + _ ( * Й УР = Р  о +  Р

Однако (Я#)/ =  Я 2 +  Я Я ,  поэтому давление на поверхности тела

р = » +  р И |пт ^ г + « а ( 1пт т Ь - + т ) ] -  ( 2 -4 -76)

Предположим, что уравнение образующей внедряющегося тела 
имеет вид Я  =  Я  (г) ,  начало координат взято в вершине тела, ось 
Ог  направлена вдоль его оси, радиус сечения тела на свободной по
верхности в момент времени Ь равен Я =  Я [к (¿)]. Если через ^ 
обозначить время прихода вершины тела в сечение т  — т  на глуби
не к  (?х), то радиус сечения тела Я 1 =  Я [ к  (0  — к  (^ )]. В этом слу
чае скорость расширения радиуса в этом сечении =  Ян № (0  —
— к  (¿1)] V, ускорение

&  =  1й (0  -  А &)1 ^  +  Ял 1А (0  -  к  &)| 6.
Подставляя эти выражения в (2.4.76), получим выражение для дав
ления:

Р =  Ро +  с(1  (А) иа +  а2 [к) Ь, (2.4.76')
где

01((!) =  р [ т е 1 п ( 1 / | / Т ^ б )  +  « Г  +  1 п (1 / У Т ^ * ) ) ] ,  

а ,(й )  =  рКад 1п(1/1/Т=1)
— коэффициенты давления.

Скорость V в ускорение и, входящие в формулу (2,4.76 '), опреде
лим в результате интегрирования уравнения движения внедряюще
гося тела. Д ля этого вычислим составляющие силы сопротивления 
и силы трения среды в направлении движения тела. В момент времени 
* элементарная площадка

¿ 5 -  2 пЯ  (г) у  1 -тЯ'нфйг ' ,



вертикальная составляющая силы сопротивления, действующая на 
площадку с1Б поверхности,

с1§ = р й Э  — ^ ■= =  2 прЯК'(1г\
\ 1-1- Я '3

элементарная сила трения которая действует на площ адку йЯ  
поверхности тела; ¿С} — где |Л — коэффициент трения скольж е
ния, направлена по касательной к  образующей поверхности в р ас
сматриваемом сечении, ее вертикальная составляющая

¿ ( 2  := ^  =  2 п\ьрЯ<1г.
V 1+ Я'*

В результате интегрирования полученных выражений по г  находим
Н к

& —Я п^рН Я 1 й к и  (}= 2зх\х^рШЬ1. 
о о

Подставляя в последние выражения (2.4.76'.), получим

$  = А й (к) +  Ах (к) V2 +  Л 2 (А) (2 .4 .77)
где

Л Н к
Ац =  2 п ^ р й №с1Нъ  А1~ 2 п ^ а 1Я , Я ' Л 2 =  2л  ̂ а2РЯ'с1кг \ (2 ,4 .7 7 ')

О О О
<? =  в 0 (к) I- В А (Л) +  Я 2 (к) V,  (2 .4 .78)

причем
А А А

В0 — 2л[^ | роИШ^, В1 — 2д[л | а ^ Я й к ь  В 2 ^ 2 л [г ^ а 2 (2 .4 .7 8 ')
О О О

Уравнение движения тела имеет вид т и  =  §  Q !- тц.  П одстав
л яя  в это уравнение (2.4.77) и (2.4 .78), имеем

С2 (к) V +  Сг (к) & 4- С 0 (к) =  0, (2 .4 .79)
где

С2 =  пг +  А2 +  Й2, Сх =  ¿4* -1- В ъ  С0 =  т ё  Ь 5 0.
(2 .4 .79 ')

С помощью подстановки и2 =  у  уравнение (2.4.79) можно привести 
к виду

у '  +  (2СУСа) у  +  (2С0/С2) -  0. (2 .4 .80)

Решение уравнения (2.4.80) находится в квадратурах с учетом началь
ных условий и =  ие при / =  0.

Используя полученные зависимости, рассмотрим задачу о внед
рении конуса в преграду (рис. 61). Зададим уравнение образующей
конуса в виде Я =  г  tg б, где б — угол конусности. Тогда в сечении



т —m имеем: z =  h  — h L, R  =  (h — Л,) tg 6, =  tg 6, %" =  0. Ко
эффициенты давления таковы:

а х=  р (6/2 + ln (1/ У 1 — Ь )) tg2 б , (2.4.81)

а я - р 1 п ( 1 / К  1 —* )(А — Ai) tg2 6.

П одставляя эти значения в (2.4.77'), находим:

А0 =  п р 0 h? tg2 б, А1 =  лр [Ы2 -f 

+  In( I f V ^ — b )) h? tg4 6,

А2 ~  (2л/3)р \п (\1У~Ь)№  tg4 б.
В результате подстановки най
денных значений в (2.4.78') 
имеем

В 0 =  п[1рй h2 tg2 б, 

лц р  [Ь /2  +  ln (1 / ]Л  — £>)) х  

X /i2 tg3 ö,

В . =  % | г1 п (1 / У Т ^ б )> гЧ §3 8. 
3

Коэффициенты С* имеют следующий вид:

С0 =- m g  +  л/?0/12 tg2 Й (1 - г  [I ctg б),

Cj =  лр ( b l2 -|-In (l/K  1 — b )) № tg46 (I  +  ja ctg  6),

C2~ m  +  (2л/3) p In (\ lY  1 — b ) h3 tgJ 6(1 +  [xctg6). 

Уравнение (2.4.80) можно преобразовать к виду

x/ i2 . , —  2 m g +  v
У У -  !- - О ,

где
—  m-\-o)hз -т - \  «/¿3

И — 2яр (б/2 г  ln ( l/ f7 1— b )) tg4 б (1 +  f ic tg  б),

o> =  (2n/3)pIn (l/| 1 — b ) tg4 б (1 H-fi ctg 6),
v -  2 я p Q tg2 б (1 У  (i ctg 6).

(2.4.82)

(2 .4 .82 ')

Пренебрегая давлением р 0 и весом тела т ц  к ак  малыми величи
нами по сравнению с силой сопротивления и интегрируя уравнение 
(2.4.82) совместно с начальными условиями, находим скорость и уско
рение при глубине внедрения Ь ^ / г кон:

»с
((с о / m )  л з ~ 1 ) * / 6 <* * 

( х / т ) Л а р»



При глубине внедрения h > h H0H коэффициенты A t и В ¡ ( i  =  О, 1 ,2 )  
вычисляются по тем же формулам, однако нижний предел интегри
рования заменяется на h  — /гкон. В результате получим формулы дл я  
скорости и ускорения:

V =  о к ехр [— (Р/2) (h — Ли)1, v  =  — {PI 2) v l  exp [— P  (h — h K) ],
(2 .4 .84)

где

л р ^ - ~  -[■ l n ( l / J  1— ) j t g 4 б/i« (1 r ( i c t g S )

(np/3)ln(l/| 1— b ) tg4 6/ík (1 i-(Actg6)-¡-m 
Скорость v R при h  =  h K вычисляется по формуле (2.4.83):

y „ = v j ( (úh l/m ~  l)*/e»
Приведенное решение задачи о внедрении тела в преграду при

ближенное, так  как  оно основано на гипотезе плоских сечений, кото
рая справедлива только для тонких тел. Расширим решение, восполь
зовавшись гипотезой нормальных сечений, которая предложена 
Б. И. Носковым [40]. Соглас
но этой гипотезе, частицы 
среды в области внедрения 
движутся в поверхностях, 
перпендикулярных образую
щей поверхности внедряю
щегося тела. Учитывая сла
бое влияние формы тела вра
щения на процесс внедрения, 
условимся считать, что внед
ряющееся тело имеет кони
ческую форму (рис. 62), урав
нение образующей которой 
R =  (хк — г) tg б. Решение 
задачи строится в системе 
координат (.х, у ,  ср), коорди
натные линии которой определяются уравнениями г  — (х — г) tg  б, 
г  =  (г  — у )  ctg б; параметры Л яме таковы : Нх - sin б, //а =  cos 6, 
Н 3 — ((х — у ) ! 2) sin 26.

В соответствии с принятой гипотезой вектор скорости частиц на
правлен вдоль х-линии, т. е. имеет компоненты их ■■= v, v y — 0, v v  =* 0; 
плотность среды в области внедрения постоянна: р =  const. У р ав
нение неразрывности принимает вид

- f - (// ,« ,) =  о,
дх

его решением является функция v x =  D/II3, где D — постоянная 
интегрирования, определяемая из условия, имеющего место на по
верхности конуса: v x =  v c  sin б при х =  х к . Отсюда находим

D =  (1/2) (хк — у )  и sin  б sin 26.



В результате имеем

VX = VH — — — S i n  б  , 
х — У

где ük — скорость внедрения конуса.
Если считать среду в области внедрения идеальной сжимаемой 

жидкостью, движение частиц — потенциальным:

v
" И г Ох ’

причем (р =  v K sin2 б (* к — у )  1п (х — у ) ,  то справедлив интеграл 
Л агранжа

5ф  v% р
- s r + - t + T = f ® -

Записывая этот интеграл для поверхности конуса х — х1{ и фронта 
волны х — Хф, получим соотношение

Ар к 4-»ÍK  +  — = • (2-4.85)д( 2 р д( ' 2 * р

Координаты фронта волны Хф найдем из закона сохранения массы:

Хф — У*=(хк—у)1У \ — Ь.
Давление на фронте волны

Рф t= Ро Н-Ро vil{\ — b),
однако

vc- ^ ^ s i n  б =  ис У  У—b sin б , (2.4.86)
Хф~У

поэтому окончательно имеем
Р ф  =  Р о  +  Ро̂ к sin2 б, (2.4.87)

Подставляя (2.4.86) и (2.4.87) в (2.4.85), получим

Ри  =  Ро +  W l  +  a 2i) (2.4.88)
г д е

а х =  l b - \ - \ n  —  - --- Л  sin2 б,
1  26 \ \/\ ~ Ь  )

а 2 =  -^Ч1п (хк — у )  sin3 6.2 2Ь 1 У 1 —Ь Л

Считая среду в области внедрения пластической, запишем урав
нения движения через главные напряжения ог1, сг2, <т3:

Нг н ° ( a i ~ аз) = р ~ 1 Г Hí н * н * , (2-4 -89)

I - о,
Оу ду



причем 

Так как

dvx

~dt

dv-,
di

I дН 3

f - И̂х
óv.
дх

Hi Н г дх

то из физических соотношений а х —
J— о =  Яе3 следует, что ) а 0 =

Ух ^ 0 .

<т =  сг2 сг —  ^62, СГо —

-  (<*1 +  сгэ)/2.
Из условия пластичности Сен-Ве- 

нана имеем

CTl — ст3 =  V O l —  T0/ ( l  +  ц), (2.4.90)

где v =  2р/(1 +  р), ^ = sin v (v — 
угол внутреннего трения (рис. 63)];

vx =  { \ i H , ) D - { H ¿ H l ) D \  (2.4.91)

где D =  f í l  f J 2xKv Kt D — Н\Нг (и^.-|- 
+  x Kv K).

Д ля многих сред при внедрении xKv K <  ^к» поэтому можно счи
тать D =  Н\Н&\. Подставляя (2.4.90) и (2.4.91) в первое из уравн е
ний (2.4.89), запишем его в виде

дох v   I _
дх  х  — у 1 х — у  1 + j i  ^  ^  На I  Н%

Вводя новую переменную х — у  - г\ и обозначая

О  —  Л * .  о *).

4 - р —  I D  
п Н-Ц Я3 Я 5

перепишем уравнение в виде
да^дт) Р о х =  Q.

Последнему уравнению соответствуют следующие граничные уело* 
вия: о х =  сг1а =  — р а при 11 =  т|и =  х к, о х =  а 1ф =  — />ф при 1} =  
~  Лф “  ^ф*
В результате интегрирования получим

—  Р ф =  —  Ра

где

л = —
V

/_ЛФ \ - v _L z ЛФ \ ~ v т 0
h +  Ро

/ / i  ,

~ T h\ Лк /  1 Í Пк 1 . 1 + и
H ,H .¿

í>0 Ь
У ,  / Я '

, h  =
2 7 _ п ф Л v - f

v sin 20 А Ли ,

1 2 )*
1 7 л ф _ ) V —

2 —  Г
V sin 26 j  v - - 2  4 А  л к ,

(2 .4 .92)



Из соотношения (2.4.92) находим

Ра =  Рф (— У  +  V 7 -  Л + - Т - Я 1 1 Л О  - я а Л  о а).
\ Чк / 1 4И  Ь

Зам ен яя в этом равенстве р ф, D  и D  их выражениями, после очевид
ных преобразований получим

Ра —  а0 +  - г  a2vKt (2 .4 .93)
где

а =  Ро ('Пф/'П k)v -I- т< Л /(1  И- ц ),
Й1 =  р 0  sin 2 б [(Лф/л k)V "f~ (1/Ь) sin б cos 6  (J 2 — sin 2  6  COS2 {¡>XkJ 3 )J,

a ‘¿ ~  (Po/Ь) s*n3 6 cos bxKJ 2,
причем г)ф/г|к -• \ 1 — b\ т 0 — характеристика пластичности среды. 

В частности, для металлов v -- 0; в этом случае имеем

Ра =  Рф - Ь  V i / í l  +  ц )  4  ( p o / b )  sin б ( У 2Ь  4  cos бУ 3£>2) ,

где

У1 =  1Пж ,  /2 inJW  , Л =  — /— — У
Пи s i n  2 6  Пи V s i n  2 6  У \ Т]К /

Коэффициенты, входящие в выражение (2.4.93), соответственно равны 

«о ^  Ро +  v V ( l  4- ц).
Oí =  ро sin2 б [1 4  (1/Ь) (Уа 4  У»*5 sin2 б cos2 6) sin б COS б], 

а г ”  ( ? J b )  sin3 б cos б У2 хк .

Объединяя рассмотренные случаи и учитывая вязкость жидкого 
состояния среды, получим

р а =  а 0 -h fliü* 4  “I“ а яи к , (2.4.94)

где a Q, а х, а ъ  а 3 — характеристики свойств среды и геометрии внед
ряющегося тела.

Скорость внедряющегося тела v  определяется в результате ре
шения уравнения движения tnv ■- §  -\~ Q — m g .  Силу сопротивле-

h h
пия §  - -  2л j pR R 'dh i  и силу трения Q 2ли J p R d h u  входящие в 

о о
это уравнение, учитывая выражение (2.4.94), можно преобразовать 
соответственно к виду

где
$  - Л о 4  Л i f 2 - I- A¿) 4  A 3v,

h h
Al} =  2ti j  a o R R h d h b  A1= 2 n  j‘ a x RR'h d h lt 

o ó
/I h

A2 — 2л \ a 2 RRh d h l t Az — 2л l a 3 RRh d h lt



Подставляя найденные выражения сил в уравнение движения 
получим

С26 +  ( V  +  С 3и +  С0 -  0, (2,4.95)

где С0 =  А0 +  В 0 — тц,  6\ -  Ах +  В ъ  С2 — Л 2 +  — т ,  С 3 • =
=  Л з +  5 3.

Интегрируя уравнение (2.4.95) совместно с начальными условия
ми и  =  &с п р и  t ----- 0 (к ■--- 0), определим скорость внедрения V, а за
тем, дифференцируя по времени, и ускорение V.

Уравнение (2.4.95) — нелинейное дифференциальное, в квадрату
рах не интегрируется. При С3 — 0 (вязкость среды не учитывается) 
имеет место уравнение (2.4.79), однако считать С0 — 0, к ак  это де
лалось ранее, нельзя, так как в его выражение входят характеристи
ки физико-механических свойств среды.

При кратерном внедрении тело сильно деформируется, находится 
в пластическом или жидком состоянии и начинает течь, при этом 
скорость встречи ус > у кр. Скорость при которой начинается 
пластическое течение, зависит от формы тела и его физико-механиче
ских свойств, однако существует такое значение скорости, выше ко
торого при внедрении в среду тело любой формы ведет себя как  пла
стическое (для металлов порядка 2 км/с); если скорость встречи ис >  
(для металлов порядка 3,5 км/с), материал тела и среды находится 
в жидком состоянии.

При скоростях встречи о с >  уир время процесса деформирования 
и соответствующая глубина внедрения зависят от формы тела. В ре
зультате процесса деформирования тело принимает форму «гриба со 
шляпкой» в виде сферообразной оболочки. По мере внедрения про
исходит укорачивание «ножки гриба» за счет растекания материала 
тела; после полного расхода «ножки гриба» его «ш ляпка» продолжа
ет замедленное внедрение до полной остановки.

Процесс внедрения сопровождается распространением в среде 
и теле ударных волн, характеризуемых высоким давлением и силь
ным разогревом, при котором возможно плавление и испарение.

Граничная поверхность АВ,  разделяющая материалы тела и сре
ды, является контактной (рис. 64), па которой давление и нормаль
ная составляющая скорости непрерывны; закон движения этой поверх
ности определяет внедрение тела в среду. Обозначим радиус сфериче
ской контактной поверхности через г0, скорость ее поступательного 
движения — через V.



Образовавшаяся в среде ударная волна является сферической, 
радиус ее переднего фронта г * .  Материал среды в области внедрения 
и материал тела за возникшей в нем ударной волне, следуя А. Я . Са- 
гомоняну [41], [42], предполагаем жидким и считаем v  >  с с р , v 0 — v  >  
>  с т, где с ср, ст — скорости звука в среде и теле соответственно.
В этом случае ударные волны в теле (я , л) и среде (т> т)  относительно
контактной поверхности находятся на конечных расстояниях.

Установим силовое действие среды на контактную поверхность, ис
ходя из следующих условий: на контактной поверхности — и cos О

при г  =  г 0 на фронте ударной 
волны при г  — г*

v n 7.v cos 0,

P i  — Pu — pfai2 cos20, (2.4.96)

где r, 0 — полярные координа
ты, p u  р й — соответственно дав
ление на ударной волне и атмо
сферное; величина Л, связана с 

I плотностями р и р0 за и перед
' фронтом ударной волны в среде

Рис. 64 соотношением Я =  1 — b (0 ^
I).

И так, задача сводится к  определению вида движения несжимаемой 
жидкости между двумя сферами при граничных условиях (2.4.96).

П ользуясь интегралом Л агранж а, распределение давления на кон
тактной поверхности представим в виде

р—Ро cos Ои 4- 1-\-Х ( 3 — A,)2 s in2 О

8 ( 1 — X)
(2.4.97)

Сила, действующая на контактную поверхность,

F  =  j ( р — р 0) 2nr8sin0cos0d0. 
6

П одставляя в последнее выражение (2.4.97) и вычисляя интеграл, по
лучим

F  = Ро (1 —cos3 0О) V  -I- 3 (1 +  ^ ) ( - Л 2 )  V 2 
v 0/ (3 -Я )2

(2.4.98)

А нализируя это выражение, можно сделать вывод, что слагаемое, со
держащ ее V, является малым по сравнению со вторым слагаемым в вы
ражении для силы/7. Время процесса внедрения мало, поэтому ускоре
ние заметного влияния на величину скорости V не оказывает и скорость 
V  предполагается постоянной. В этом случае давление на контактной



поверхности р ,  угол отрыва 0О и силу сопротивления F  представим 
соответственно формулами:

(р  — РоУр =  (и*/2)(1 — ?.а — /2 sin 20),

sin 0О -  (1// )уТ = Т *, (2.4.99)
Z7 =  1(лг8 р0)/4Ь2[(1 +  т  -  W L

где для потенциального движения f =  (1/2)(3 — к), г*/г0 =  )/ (3—Х)/2; 
для вихревого движения

f  =  , C;;L  -  fA(5 —6А) ( r*/r„ f  -[- 6>*(г*/г<,)> -¡-5 (3  — 4Щ ,
15(1 — A)

причем отношение r* !r0 удовлетворяет уравнению

3А .* (г .Л *)4 +  5 ( 3 ~ 4 l ) ( r 0/ r ^  —  Я (5  —  б Л ) ^ * ) - 1 =  0 .

Если считать внедряющееся тело симметричным, то из условия не
прерывности давления на контактной поверхности в точке 0 = 0  сле
дует, что

P o iK - y ) 2” — -  =  Ро v  ~ 2 ~  ’

X i  =  1 - 6 l f  b i  —  p 0 i/ p i ,  0  ^  ^  1,

где Poi, Pi — плотность материала тела перед и за фронтом ударной 
волны. Отсюда следует, что скорость контактной поверхности

^ Н г т т г Г ' 2- (2-4ЛОО). p o i l - t - A i  .

Пусть ударные адиабаты среды и материала тела заданы в виде 

Pl — Ро =  'Ф (Р0. *•). Pl — Ро ~  Ч>1 (р01 * V ). 
тогда на ударных фронтах имеем

р0Ь 2 =  -ф (ро, Я), р о Л  (о0 — v )2 =  %  (роь Ю-  (2.4.101)

Уравнения (2.4.100) и (2.4.101) при заданной скорости v c  определяют 
величины v , A., Сила Fu  действующая на контактную  поверхность 
со стороны внедряющегося тела в направлении скорости v,  по закону 
сохранения импульса равна

Fi  “  Poi (v o — v)2{[ -\- sin 0 О)5 ,

где 5  — площадь поперечного сечения тела до начала внедрения. При 
взаимодействии F =  F i ,  следовательно,

1 +  ^1 4 f¡

так  как  S  — ndV4 (d — диаметр сечения тела), имеем



Если l — длина тела, то расстояние L между контактной поверх
ностью и свободной границей в точке Q -  0 в момент окончания внед
рения равно

L : , / — =  /1 f  (2.4.103)
VC ~ V  У  Ра 1-г><

Расстояние h  — г* — г0 между ударной волной и контактной поверх
ностью определяется соотношением h/d — r j d  (г*/г0 — 1); расстояние

Н между ударной волной в среде 
и свободной поверхностью в мо
мент окончания внедрения Н 
■-= L +  r 0fd(r*/r0 — 1 )d.

Таким образом, зная и а 
такж е диаметр à  тела, по приведен
ным формулам можно рассчитать 
каверну при кратерном внедрении 
тела в среду.

При внедрении тела наблю
дается инерционное движение ча
стиц среды в радиальном направ
лении, что приводит к увеличению 
диаметра каверны по сравнению с 
диаметром тела (диаметром 2г0). 

Чтобы учесть этот фактор, как  показано А. Я. Сагомоняном, необхо
димо проинтегрировать уравнение

г (1 — r l r * ) y '  +  [4(1 — г/г*) -  (1 — (г/г*)4] +
+  [26/(1 — ô)](r/r*)*]ÿ +  (4т0&/р0) 1п(г/г*)= (2b/p0) p 0(r0/r)3n, (2.4.104)

где у  — (dr/dt)2, у '  =  dy fd r .  Здесь г* r 0[(\/b)((r/rQf  — ¿?)11 — ра
диус фронта ударной волны в среде, т 0 — постоянная материала среды, 
входящ ая в условие пластичности Сен-Венана. При интегрировании 
следует учитывать граничные условия

У =  i/o — Po (1 —  6)/ро п р и  г  =  г0. (2.4.105)
В случае больших скоростей соударения внедрение тела в прегра

ду конечной толщины переходит в ее пробитие, сопровождающееся 
образованием трещин, дроблением, распространением волн напряже
ний, трением и нагревом.

Пробивание осуществляется путем комбинации различных меха
низмов, представленных на рис. 65, при преобладании одного из них. 
Эти механизмы характеризуются выдавливанием пробки, образова
нием закраин , расширением начального отверстия и образованием ос
колков. Выдавливание пробки характерно для жестких преград сред
ней толщины, тогда как  образование закраин наблюдается в тонких 
преградах. В язкое разрушение, сопровождаемое дроблением, имеет 
место при пробивании толстых вязкоупругопластических преград.

Процесс пробивания толстой преграды заключается во внедрении 
тела, интерференции волн напряжений и откольных явлений на тыль

в *

о о  °о О о О*
О о

ûâpojQÔOHÙe Образование Расширение Дробление  
п р о б к и  з а к р а и н  ет Верст н

Рис. 65



ной поверхности. Внедрение тела в преграду рассматривалось ранее и 
было установлено, что при определенных скорости удара и толщине 
преграды оно заканчивается ее пробитием, т. е. образованием отверстия 
диаметра (I =  2г0. Интерференция прямой и отраженной волн напря
жений, а также откольные явления на тыльной поверхности преграды 
рассматриваются в следующем параграфе, так  к ак  требуют исследова
ния напряженного состояния преграды в областях возмущений.

Д ля изучения процесса образования отверстия в преграде при ее 
пробитии с учетом инерционного движения частиц среды в зависи
мости от толщины преграды и физико-механических свойств среды не
обходимо решить задачу о расширении отзер- - -
стия при внедрении тела в преграду, рассмот- 
ренную А. Я- Сагомоняном и -В .С . Кутляро- /  ^ — Г\гл \  
вым [43].. /

Пусть в преграду толщины к  по нормали [ / / у )
к свободной поверхности ударяется тело дли- I )  I
ны I и среднего диаметра к =  2г0 со ско- /
ростью 1)с . В результате удара образуется V  /
отверстие. Экспериментально установлено, 
что при ударе тела длины />  2г0 в преграду 
толщины А >  2г 0 отверстие имеет цилиндри- 66
ческую форму [12], [27], поэтому можно пре
небречь краевым эффектом и считать, что диаметр отверстия опреде
ляется только радиальным расширением. В этом случае расчет ра
диуса отверстия сводится к  решению следующей задачи. В момент вре
мени I — 0 в срединной поверхности преграды образуется отверстие 
(¿= 2г 0, в котором действует давление р 0> равное давлению за фронтом 
ударной волны в момент начала соударения и распространяющееся 
по срединной поверхности с образованием ударной волны. Требуется 
найти закон расширения отверстия и его диаметр по окончании про
цесса соударения, предполагая материал преграды за ударной волной 
жидким или идеально-пластическим. Плотность среды за ударной вол
ной считается постоянной и определяется из условий, имеющих место 
на ударной волне в момент взаимодействия. Предполагается, что за 
время движения среда перед ударной волной находится в покое. Зада
ча обладает цилиндрической симметрией и рассматривается в полярных 
координатах. Уравнения движения и неразрывности принимают вид

дг 1 г

(2.4.106)

На границе отверстия (рис. 66) имеем

V — $  при г =  #, (2 .4 .106 ')

где /? (0  — радиус отверстия.



Второму из уравнений (2.4.106) и условию (2.4.106') соответствует 
интеграл

V = ЯЯ/г.  (2.4.107)
Воспользоваьшись условием пластичности Сеи-Венана сто — стг — 
=  т > 0  и формулой (2.4.107), преобразуем первое из уравнений

(2.4.106) к виду

к - - -  и 'й  _  (/г/?)2 _ _ 1_ / даг _
г г* р \  дг г )

Выполняя интегрирование по координате г,  получим

а г - а 0 =  (К> I

(2.4.108)
где о 0 (Я,  /) — известное давление в отверстии. Д ля фронта ударной 
волны из (2.4.108) имеем

_1 1

т In—  , 
R

O r  —  O r р ( R 2 - ] - RR)  l n  — ] ; - т 1 п — ,
R  2 ; l  r i  R2 R

(2 .4 .108 ')
где а? и r* — напряжение и радиус фронта ударной волны. Исключая 
ст0, находим

о ; - о г -  р  (r * ' r r \\п (r r ) 4 - - --------- L b . T ] n - ^ .
г 2 \ rl  г* ) г

На фронте ударной волны p0D = р (D — v), рDv — —о*,  где D =
=  dr*/dt — скорость ударной волны. Имеем — ст* =  p0i>2/ ( l— b), 
D =  v/(\ — b),  b ----- р0/р; подставляя эти выражения в (2.4 .108'), по
лучим

fR -  \ R R )  !n  -$ 2~ bß  - ; - p 0 i M _ 2 1 1 ! 6
2 Ь ' 1 (I —b)R* 2Ь

— а п —
R2 — br'i

U l n
1 2 ( 1 — b ) R 2

R* 1 ' 

(2.4.109)

Введем переменную у  с помощью формулы у  — Я2, у ' =  d y ! dR  =  2Н 
и преобразуем (2.4.109) в уравнение первого порядка:.

(1 - 6 ) R2

—  _1*Ро

ln R*— b r l ( 1 + 6 )  R2
(1 - f t )  Я 3  ' R*—br% 

r o V «  1  l n J M r [

—  1 y . ,

(2.4.110)(Ро л). / 2 (1-г> ж 2
где л и п  — постоянные политропы материала, уравнение которой име
ет вид —сг0 +  я  ~  ( р 0 +  я ) ( r 0/RУ'1■, при т — 0 имеем уравнение дви
жения жидкости.

Уравнение (2.4.110) приводится к  виду

г /  +  /■■ ( Щ у  =  Я



и имеет решений
R :  а

у =  ехр J  F (R) d R  у ,  I' Q ехр j  F (R) d R  ) dR  ,
r. r. r,

причем i/0 — p 0 (1 — b)Ip0 для начального момента (/ =  0, R =  r 0). 
Численное интегрирование уравнения (2.4.110) требует знания про
изводной у 0' в начальный момент расширения отверстия, вычисление 
которой сводится к дифференцированию уравнения (2.4.110) и подста
новке начальных значении параметров. Окончательно имеем

при этом значение ( -<т0)г0 находим из уравнения политропы материа
ла преграды:

Давление в отверстии существует конечное время, затем мгновен
но исчезает, и дальнейшее расширение отверстия происходит за счет 
инерционного движения. В этом случае уравнение (2.4.110) принимает 
вид

Радиус отверстия зависит от длины тела в том случае , когда время 
прохождения его через срединную поверхность преграды меньше вре
мени радиального расширения отверстия, определяемого внутренним 
давлением а„. В момент полного прохождения тела через срединную по
верхность давление в отверстии исчезает и справедливо уравнение 
(2.4 .110 '), для которого начальным значением является скорость рас
ширения отверстия в этот момент.

Расчет расширения отверстия при пробитии преграды, выполнен
ный по предложенной схеме, указы вает на значительное увеличение 
окончательного размера отверстия но сравнению с первоначальным.

Пробитие тонкой преграды толщиной h n характеризуется образова
нием закраин 16], которые при расчете можно рассматривать как  ци
линдрические оболочки переменной толщины h  с внутренним диамет
ром à  -  2г, равным диаметру тела, при этом считается h Q/d 1 и учи
тывается только напряжение сто • а т, поэтому е т — е г е.

Элемент преграды с начальными размерами h 0 и d l  после деформа
ции характеризуется величинами h  =  h 0 (1 — е )  и dz - -  d l  (1 — e ), 
следовательно, dH dz - h 0/h. Материал преграды предполагается не

(—tfoVo т — (Po Ь n)(2n/r0). 

Если давление постоянно, то o ô  0 и
, 4iin b 2bx

3r0 1 —  6 ЗгоРо

(2.4.110')



сжимаемым, поэтому имеет место соотношение к 0М 1  =  к г й г ,  откуда 
к  =  к 0У  Иг =  к 0У  г/И, где // =  Зг0/4 — высота оболочки, определен
ная из условия равенства объема плиты радиуса г  и объема деформи
рованной части преграды.

Энергия пластических деформаций, отнесенная к единице объема,

Сила инерции /•" и соответствующая ей работа ^  соответственно 
равны:

где г т — максимальный радиус отверстия.
М еханическая энергия пробития № — +  \ул. Здесь не учиты

ваются составляющие, которые определяют тепловую энергию, вы
званную трением, и учитывают энергию, связанную с распростране
нием волн напряжений и образованием трещин, поскольку в случае 
небольших скоростей удара они малы.

Таким образом, механическая энергия пробития № должна компен
сироваться кинетической энергией удара Е = (1/2) т и % ,  где т  — мас
са тела, ис  — скорость удара, т. е. имеет место соотношение

которое является уравнением относительно г т. Вычисление интеграла 
в уравнении (2.4.111) выполняется при известной геометрии тела г  — 
=  г  (¿). Так, для конуса г  - • (ЯИК)ьс 1 и уравнение имеет вид

для оживала г  =  R  sin (л/2) (vc t/tom) и уравнение принимает вид

где Я  — радиус миделева сечения тела, v й — скорость движения.
При больших скоростях удара расчет пробития тонкой преграды 

целесообразно вести, исходя из закона сохранения количества дви

г г

для области 0 <  / <  г имеем
г

Ü

Г т

О

ТП
mv% -  л г -  h 0 cr.j. dr ,  (2.4.111)

о

m v l  — 2л/10̂ 2[1,8бр(ис RH0iK)2 -|- а т/2]



жения системы тело — преграда, полагая, что зона прибытия внутри 
области пластических деформаций имеет радиус г р , В этом случае

— количество движения частиц среды в области деформации, причем 
г 0 — координата частицы преграды в области деформации; £ (г0, г)  — 
перемещение частицы преграды в направлении движения тела. Урав
нение движения преобразуется к виду

С помощью уравнения (2.4.112) можно получить точное решение, если 
функция | (г0, г)  известна; в противном случае функцию £ (г0, г)  вы
бирают приближенно, исходя из предположений о характере пробития, 
установленном экспериментально. Если принять £ (г0, г) =  
=  [г  ( 1 0  а )  — г 01соз а ,  где а  — угол конусности тела, то имеет место 

приближенное соотношение

Экспериментальные исследования процессов внедрения тела и про
бития преграды конечной толщины позволяют сделать вывод, что сила 
сопротивления Т7 для тела массы т  при скорости V  определяется [56] 
выражением Т7 =  В хь2 £ 2и +  В а, где 5* (I =  1, 2, 3) — постоян
ные, определяемые экспериментально. При этом уравнение движения 
тела имеет вид

Следует отметить, что выражение для силы сопротивления прегра
ды совпадает с тем же выражением, полученным теоретически.

В частных случаях при малых скоростях удара В г =  В г =  0 и глу
бина внедрения

В основу экспериментальных исследований процесса пробития пре
грады в квазистатических условиях положена зависимость

тис  =  ти  4* ¿V*.
Здесь

гр

г

(2.4.112)
о

Ди =  ис —V « 2лр/|0 Я1 ис  бш а .
2 т

И =  ти*/{2В3)-, 
при больших скоростях удара В 2 =  0 и глубина внедрения



где р$  — среднее давление контакта, необходимое для пробития пре
грады в квазистатических условиях, 1,35«Ю*/г0 (Н/смг). Здесь Л0 
измеряется в сантиметрах; а  — угол, образованный плоскостью кон
такта тела с направлением его движения.

П одставляя приведенное выражение в уравнение движения тела 
и интегрируя его, находим

Ps ( х - 1 ) e x p
2np/?2A0sin2a

р s in 2 a

Эту формулу можно аппроксимировать функцией v K ~ v c  exp (—7,38h 0). 
Итак, приведены все данные, необходимые для исследования напря
женного состояния преграды при внедрении тела с учетом физико-ме
ханических свойств среды и специфических особенностей рассматри
ваемого процесса.

§  5. Напряжения в деформируемой среде при внедрении

При внедрении тела в преграду, к ак  отмечено в предыдущем пара
графе, образуются область внедрения с пограничным слоем и область 
возмущенного состояния среды (рис, 67). Пограничный слой имеет ши
рину / (г) и окаймляет кратер, форма которого определяет форму этого 
слоя. Пограничный слой характеризуется уравнениями образующих 
внутренней г 0 (г) и внешней т х (г) ограничивающих поверхностей. Сре

да в пограничном слое 
вязко-пластическая, имеет 
температуру Т% и харак
теризуется тензором на
пряжений (о), вектором 
скорости частиц V и плот
ностью р, которым соответ
ствует тензор кинетических 
напряжений (Т ).

Область возмущенного 
состояния среды образует
ся в результате распро
странения волны напряже
ний, ограничена внешней 

поверхностью пограничного слоя, свободной поверхностью преграды 
и поверхностью переднего фронта волны напряжений, которая может 
быть к ак  волной нагрузки , так  и волной разгрузки. Среда в области 
возмущенного состояния находится при температуре в упругом, 
вязком, пластическом или другом состоянии в зависимости от ее фи
зико-механических свойств и условий внедрения, которое характери
зуется тензором напряжений (а), вектором скорости частиц V и плот
ностью р; им соответствует тензор кинетических напряжений (Т ).

Таким образом, чтобы исследовать напряженное состояние среды 
при внедрении тела, необходимо построить тензор кинетических на
пряжений (Т)  для указанных областей. Построение выполняется в ци
линдрической системе координат (г, 9, г, х°), имеющей начало в точке О

О



пересечения оси вращения кратера со свободной поверхностью пре
грады.

Тензор кинетических напряжений строится в виде суммы основ
ного и корректирующего тензоров.

(Т) =  (Т 0) +  (Г н) (2.5.1)

в цилиндрических координатах в форме общего решения уравнений 
равновесия фиктивного тела:

г « — &- . 2о ь т” -

"I" Я « !«  ' ^ОЗЗо)’

=  Т - ( - ^ - и -  !- '■2«»ио-|-Ко22о). 7'°° =2га

^ 2 1 1 2  г^ззгз)»2га

г » - ----- -1-Й02Ю». 7’10-  - ¿ -< ^ 0 2 1 . - ^ 0 Э 1 з ) .  (2.5.2)

0323!'Г 13 -  -  (Й23П -1- ^0310 ). ^  = ”  “¿ Г  1*011« “  Я

Т23 = -----  ( Я 21э1 ^032о Ь Т3° =  (^0113  “1 ' ^022з)*¿г

где

3113_ * а г ’ дг* ' * 0110’
*  п / а ч 13 , 311, \ ъ  а »пв , ,  £>11о ъ  _  д * п 0
*\Э2£3 — ¿  \ “ТГТ---- г —■— N *'0220 --------------- ; Г  » ^0330 —

а о а 2  д г  )  а о 3  ■ д г  д г г
а2 п 2 к  / а2 п г . 1 а п !  \ ^  аа п 2

■̂ 0113— -----ГТТ"»^0112:“  I ”ГТТ ^ -> ’ ^0313 —0113 ~  “  ' ь д # '  ЛоШ“  1 Г дх° У 0313 дгд**’

^0212 =  ^0223 — — Ч-  ̂4 ^ ^  ^0333 =аоа*° ’ 3 I ада*» а*° /’ 0333 дгдх* ’
ъ  п 0 , а* п э *  а» Но I ап„  , а ч ъ  , 0 к 0 , ч
* озго “  ~ Ш  и °2 1 0 а д  Т  +  кг'ь '£ }

ъ  а2 п 0 , а2 п 2
К  0310 д г д г  дх**

Ъ -  д ( д и * Дп 3 аП 11 ___ 1 / ап.ч а п 3 , ап !
3 1 1 2  д г  \ д г  дб д г  } г  \ д г  3 0  1 д г

ъ  д ( а п 3 а п 2 ,
*'3212 — ™ I ™ “1’(30 \ д г  а 0  д г

ъ  ^  ( дП;> агТз а п !  \ , 2 а п я
^3513— ------“  1~  Г



Построение основного тензора (Г0) подробно рассмотрено во вто
рой части книги и основано на требовании выполнения граничных ус
ловий в напряж ениях. Д ля пограничного слоя эти условия таковы:

учр =  при г  =  г 0 (2 ); Т°р =  QJf, при =  0, (2.5.3)
где

Q u j  “  ( р ^ У 1 ) ^  —  Р п ,  Q I I  о, Q l l }  -  ( р и 1 ^ ) , .  —  P 1 S ,  О Д ,  =

=  (puW ),e, Q?,1) =  ( p u ^ ï o ,  Q a2) -  0 , ОД, -  p 0v °2, ОД, =  ( p u V % ;

для области нагрузки  они имеют следующий вид:

Т'Р -  ̂ при г  ---■ г х (2 ); Wa — 0 при Г — Г2 (2 );
Г°Р = ОД, при х° — 0. (2.5.4)

Следовательно, функции кинетических напряжений основного тен
зора не зависят от координаты 0 и имеют вид

П Г  =  ПЙ> +  l lf f i  ( «  ■= 1, 2, 3, 0). (2.5.5)

Координате г  соответствуют функции кинетических напряжений

П<Л> -  (1/2)(I +  cos T)FaU (2.5.6)

где г  — [л ( г  — /i) ] / ( / 2  — 1̂ ) — безразмерная координата. Д ля погра
ничного слоя г х — г0, г 2 г0 -{- /; для области нагрузки =  r 0 +  /, 
r 2 =  r o +  I +  Функции f a i подчинены уравнениям:

df21 , п  а» foi _ Лц
r l V ( l )  .

dz 2 дга

2 0/81 ,/ < ,,f r  +  4 5 L 1= 0 , (2.5.7)rx az \ ага а*°а 
à 2  /**21 / n  / ~v 1 я  а  / ,  d F .‘21 ОГ)1 я д (  2 d f 2i  \ 0-2 Л\ 1 О

S r ) - 2 r i Q '"дх о2

и граничным условиям:

— 0 (а  =  1, 2, 3, 0) при 2  =  г у , (2.5.8)

Р и  =  0 , =  О, Р п  =  0 , =  0 при х° =  0.
а*0 ад:°

Интегрируя четвертое из уравнений (2.5.7) с учетом граничных усло
вий (2.5.8), находим

=  2 j1 q ; ,» ,  i x \

В результате подстановки последнего выражения в первое из уравне
ний (2.5.7) имеем

foi
dz3



гд е

Q(., =  Q I Í ) - ^ -  j Q í f i d * 0-

Ли =  2

о
I Интегрируя уравнение (2.5.9) совместно с граничными условиями 

(2.5.8), получим функцию
1-2 ** -I

£2,1, &г&г— р -  Л * С1{Х)(1гс1г . (2 .5 .10)
Ь'О о J

Здесь г г — глубина кратера.
Интегрируя третье из уравнений (2.5.7) с учетом граничных усло

вий (2.5.8), определим функцию

^ 21 =  - 2  ^ ( ¿ Ц ^ хЫ хо. (2 .5 .11)

Второе из уравнений (2.5.7) и граничные условия (2.5.8) выполняются 
при

Л1 =  0, /?„ = 0 .  (2 .5 .12)
Координате х° соответствуют функции кинетических напряжений:

1 Щ - 0 , 1 0  =  0,
х°

11(0) = ± _  ( !  + с 0 3 р |  р 3 0 .|_ . 1  |  ( 1  4 - С 0 5  ^0)  (2 .5 .13)

Ц(0 ) =  J _ j  ( l  -f-eos х°) dx° Vgo. 
у

Функции F20, Ч'20, Ч'до подчинены уравнениям:
2 /ПО f)5a Л20 , 1 dFао   Q{f) — 2г2 Q{/)

drdz г дг дг
¿)Y30 -  ¿У

(2 .5 .14)
-О , ^ з о =  2^3Qti)д г  дг

и граничным условиям:
^го -■= 0, ^ 30 =  0 при г =  rY,

^ 2 0  ** 0, Ч'зо =  0, ^эо -  0 при г  =  Zy. (2 .5 .15)
Первое из уравнений (2.5.14) преобразуется к  виду

d í  I Д | _   Q00 | ^ЙО
дг г } ’ dz

Решением является функция
г

£ =  y j ' r Q l h d r ,
Гх



интегрируя которую по г с учетом граничных условий (2.5.15), находим

Ло =  - Ч (2.5.16)
С г,

Интегрируя второе из уравнений (2.5.14) с учетом граничных ус
ловий (2.5.15), получим

= 2г*\<№}й г .  (2.5.17)
о

Последние два уравнения (2.5.14) определяют функцию

У я0 =  2 е - ( ' ' - М 2 { г ' О Ц ^ е Ь ' - Л У г й г .  (2.5.18)

Следует заметить, что функции нагрузок должны удовлетворять 
условиям самоуравновешенности.

Полные функции кинетических напряжений основного тензора 
имеют вид:

П<°> ггт ~  (1 -{ соэг) /’г! -V (1 +С05Х°1 F.:o4 -

—  ^  1 ' [ СОЭ -V0 ) ¿ / х о г Г 2 о ,  

о
(2.5. 19)

П<°> = —  (1 -¡-собх0) ^  Ч'30, И<°> - ^ - ( 1  ]- соях0! Р01, Щ°> = 0 . 
2 . 2

Д ля самоуравновешенных частей функций нагрузок компоненты 
основного тензора (7"()1)) находятся в результате подстановки функций 
кинетических напряжений (2.5.19) в выражения:

г~р11 ‘
‘  ( 0 ) —

1 /п ап<°> ан<°> \ , д‘  п<°>
г д г  ' д г  Г  д г 2

Т 'З Э  1I (0) —
I / , 1 ¿щ£°>

Га а _
(0 ) - 2га

2 I дг2 г дг

2 1 дЧ!*0' , _сРп£°>
дгдг дга д г г

| | 1 дП*0)
дгдг г дг



T I O  _  I

<ÜJ 2  dzd x *

та0 1 ^ n '01 r 3 ü 1 (  a» iii°> _L 1 an<°>
1 (0) =  T í  a a .» > J <°> =2ra dzdx° 2  ̂ d rdx0 r  dx°

несамоуравновешенным частям функций нагрузок соответствует ос
новной тензор (Т !о2>) с компонентами

Tfo1, =  (1/2) (1-!- cos г) Qíi1) , rfo , =  (1/2) ( l- i- c o s ? « )  QJf„

Г ( 0 , =  (1/2) f 1 -i-cosT lQ íf, +  ( l/ 2 ) ( l-| -c o s J0IQJÍ„ (2 .5 .21 ) 

río3, =--(1 /2) (1 -í- cos7) Qffí ■ 77o”, =  (1/2) ( l - f e o s * » )  Qfó. 
Полный основной тензор

(Го) =  ( Г о 1 1 )  +  (П 31) (2 .5 .22 )
характеризует к ак  пограничный слой, т ак  и область возмущений н а
грузки. Корректирующий тензор ( Т к) строится в цилиндрических коор
динатах отдельно для пограничного слоя и для области возмущений 
нагрузки, при этом функции кинетических напряжений П«* ( а  =  
=  1, 2, 3, 0) принимаются в следующем виде:

П(«> =  0 ,

п<«) =  V  B mpl  ( J m (г) sin rrír) sin p z P t ( i 5),
mpl

Щ К,=  V  C m p l  J —  Р щ  í/) sin p r P ¡  (лГ°),
m pl

П ¡ 4  =  v í m I 1 P ,  ( ? )  p r ( i )  / > , ( * " ) •
mpl

Подставляя функции кинетических напряжений в (2.5.20), получим 

=  s  +  Cm r l FH, +  От р ,/ Ж ). (2 .5 .2 3 )
mpl

тде f{y) (mp l )  — известные функции координат.
Параметры B mpl , . . .,  Dmpi определяются в результате реш ения 

системы алгебраических уравнений

S  (Bmp, F,, +  Cmr¡ F 3t, +  D mpl Foe) +  ц  =  0- (2 .5 .24 )



Коэффициенты /•'ур (трШи?) и свободные члены (Э Д  уравнений 
вычисляются по формулам, приведенным в § 3 гл . 1 в зависимости от 
физико-механических свойств среды в рассматриваемой области. Для 
пограничного слоя, где среда вязкопластическая, имеем

Ц  =  а В Д *  +  -+ « 4 3) +  (/> < А )4 61; (2.5.25)

функции состояния а\Ь), а (26) таковы:

I . ТI йа[*» =
2т) 4 \ т]

2 / 1
а ,(Ь) ... (  1 1 ' т* ^

(2.5.26)

з I х ~ Ч “ г - Ч - 43 \ ^ 2г] / 6 ¿¿т* \ г] /

г д е т ^ Щ - т ,/ ? , .

Интегралы вычисляются по формулам:
л

/̂ }> ^  ^  +  Гг~ Г1 (г, — г 2 йгАгйх* ,

I  (2.5.27)

Л У  =  [ Л$  (Л1 +  Г'-~ Г1 г) (га — гг) г2 &гЛгАхй\
о '

их подынтегральные выражения (/ =  1, 2) приведены во второй 
части книги; интегралы ..., ¿рв> вычисляются по формулам:

я

=  Ш  (Л1 + " ) (Лг _Л1) 2г &л'г£к°'О
л

Ц " =  В Т  ( г ,  +  И = П -?)(Гг_  Л,) г2
о

я (2.5.28)

о
л

=  _ 2̂ _  ^  ( г г  г , )  г 2  с ! г < Ы >  ,

О
их подынтегральные выражения [к — 1, 2, 3, 6) приведены во вто
рой части книги. Функции Д“? должны быть записаны в цилиндричес
ких координатах, — компоненты тензора (2.5.22). Д ля области воз
мущений нагрузки упругопластической среды имеем:

^  =  (1/(20)) ( о ^ У  +  (2-5.29)
Ц  =  (1/20)) +  а 21 ^ )  +  а Ц »  -  ф .



Функции состояния соответственно равны:
I I  . ^ ФССт 1 -Г ф ! —  -------—  ,

2 йТ1 (2.5.30)
а , = А [7 _ ^ — ¡И 1

3 | \ зк  ' У  2 &Т1 .

Интегралы (/ = 1, 2) вычисляются по формулам (2 .5 .27), ин- 
тегралы ¿р* (/г =  1, 2, 3, 7) — по формулам (2.5.28), а такж е по форму* 
ле

л
Щ '  - 2га ̂  г 2 { г )  с ( г ,

о
подынтегральное выражение 5р7) приведено во второй части книги. 

Д ля области возмущений нагрузки  вязкоупругой среды имеем:
-  <1/(20))(а«/*У -I- а  </>/̂ > -]- (1 /аР7)(П У +  ^ / З ) ,  (2.5.31)

¿ р - -  ( 1 / ( 2 0 ) ) « > 4 >  -I а Ч > Ц ’ >) -|- « 4 ”  ¡ -  ( 1 / я г , ) ( 4 °  +  4 ‘ > / 3 ) - 4 ” ;

функции состояния
а(0 -  1,сс</> - (2/3)с20/(ЗЛ') — 1). (2.5.32)

Интегралы и вычисляются по формулам:
П г®о •

/г<^ = ^ _  Щ  Я  (*° (?) (Г° у0) X

“ 'о' о

X /Г] !. (Л, _ Г1) г2 Л п1гйх\

(2.5.33)
0 ,  я  Л» ^  ______

¡ 7 » )  — к  ( х "  у » ) )  <х °  у " )  ¿ г ' 0 х

о о

X [ гх 4- Г‘ У~Г| (гп — г 2) г2 с1Ыгс1х0 ,

интегралы 1р4) и 1р5) — по формулам:
Я Xй

4 * ’ -  |  ( к  ( ?  й " )  я & "  ( ?  ? )  ¿ ¡ 7 °  X

о о

X ( г х г ) ( г 2— г\) г г с1гс1гйх°,

0, л 7° ^  __ ____
=  2£а_ ГГГ Г ( ^ ( а-0 у « ) —  £ ( * «  в^а| и°</0) ^ 0 х

о о



Решение уравнений (2.5.24) строится с помощью процедуры после
довательных приближений, описанной в §3  гл. 1. В первом прибли
жении, полагая т  =  \, р  ~  1, / =  1 , 1  = к  — \, q =  1, имеем три 
уравнения с тремя неизвестными, решение которых определяется фор
мулами Крамера: В ~  Д2/Д, С =  Дз/Д. О •--- Дп/Д, где

Л

Дя

2̂.3*

И2 3 -

Л

^32. 
^33- 
Р  30*

и ,

¿ з ,  
I  о,

и ?П2> Л.2

^03 , д 2 - ^03
Р он и ^30. ^00

/'о2 Л з , ^32. и
, \  - ^23. Р з,т ц

Р 00 ^ 0- Л о. и

(2.5.35)

Компоненты корректирующего тензора
7ЭД =  (1/Д)(Д2/Й -|- Д 3/ а  ■■ Д 0/Й ) -  (2-5.36)

Тензор кинетических напряжений (Т ) в первом приближении имеет 
компоненты

(2.5.37)Тар 
'  (к)’

Последующие приближения строятся аналогично.
Таким образом, для пограничного слоя и области возмущений на

гр узки  тензор кинетических напряжений (Т) построен. По известному
тензору (Т),  используя 

О г  формулы (1.3.49), находим
плотность р, вектор скоро
сти частиц V и тензор на
пряжений (а) среды, т. е. 
все характеристики напря
женного состояния и дви
жения среды в рассматри
ваемых областях.

В момент времени 1Р 
начинается процесс раз
грузки, порождающий вол
ну разгрузки, которая 
распространяется с конеч
ной скоростью Ь. Внутри 

области возмущений н агрузки  образуется область возмущений 
р азгр узки , ограниченная внешней поверхностью пограничного слоя, 
частью свободной поверхности преграды и поверхностью переднего 
фронта волны разгрузки (рис. 68). Напряженное состояние среды 
в этой области характеризуется тензором напряжений (а )раагр, дви
ж ение — скоростью частиц у разгр и плотностью рразгр* Им соответст
в ует  тензор кинетических напряжений (Т)ра8Гр, который можно пред
ставить в виде



причем тензор (Т)иагр известен, тензор Д (Т)  необходимо построить в 
соответствии с изложенным в § 4 гл. ].

Представим искомый тензор Д (Г) в виде суммы основного Д (Т0) 
и корректирующего А {Тк) тензоров:

Д(Г) -  Д (Т0) +  Д (Г к). (2.5.39)

Компоненты основного тензора Д(Т0) возьмем в форме общего решения
(2.5.20), чем обеспечим выполнение уравнений равновесия и сведем за
дачу к определению функций кинетических напряжений ДП ,̂С> из сле
дующих граничных условий: для пограничного слоя

Д T W  AQ/fj при г г  g (z); Д 7°Р =  0 при =  0, (2.5.40)

где
Щ } )  - ( Д р Д « П , - Д р и , A Q 'o  — О,

Л Qff, -  ( А р Д г М и 3) , ,  -  Д р » ,

AQff, - = (Д р Д о Ч * '1) , . ;

для области разгрузки

д р А  =  ДГ^с при г =  rj (г); Дша =  0 при г  ■■= (г), (2.5.41)

Д 7 0̂  =  0 при х° =  0.

Функции кинетических напряжений основного тензора

ЛП<°> - - (1/2)(1 1- cos7)AFa l , (2.5.42

где г  --- л (г — г^Ихг — гх) — безразмерная координата. Д ля погра
ничного слоя г 1 г0, Го --- r 0 Н- /; для области разгрузки

Гг ---■ г Q -!- I, г г =  r 0 t +  (b/v^)x°.

Функции AFai подчинены уравнениям (2 .5.7), граничным усло
виям (2.5.8) и имеют вид

A f „ г -  2 Q{ l ) d z d z - - j -  dzdz
' ü i 6

AF21 -  -  2^AQ (1]3, ^ 0^ d. л Л г  -0 , A ^ t  o, (2.5.43)

где
X°

2
AQd) =  AQîi) — ~  j* AQîf) dx°.



П одставляя функции (2.5.42) в (2.5.20), приходим к выражениям 
для компонент тензора А (То1’ ) самоуравновешенных частей функций 
нагрузок; несамоуравновешенным частям функций нагрузок соответ
ствует тензор А (7’^ )) с компонентами

ДГ^о1, =  (1/2) 11 -\- co sr ]  Д^и1), А Щ  — (1/2) (1 + соэ г) Д ф ?)( 5

Д Г ^  =  (1/2)|1л-со$г)Д О Д ;

остальные компоненты равны нулю. Полный основной тензор
Д (Т 0) -  А (П 1') 4- Д (7У>) (2.5.45)

соответствует как  пограничному слою, так  и области возмущений раз
грузки .

Компоненты корректирующего тензора А (Т к) представим^в виде

ЛГ<“ ’ "  й  : ЛС-»М П ^ О т,„ / Й ). (2.5.46)

Здесь ^  (тр1) ( у  г- 2, 3, 0) — известные функции цилиндрических 
координат, параметры АВ тр[, . . . .  ДО т Р 1 подчинены уравнениям

^ ( А В тр1Р 2р : -\СтР1 Т7зр гЛ О тр^ор) + АЦ----0.  (2.5.47)
т р 1

Коэффициенты (трШгд) уравнений определяются по следующим 
формулам: для пограничного слоя

=  (1/(211;,))(ПЬ' -Ь “ (Р,П ЯЛ
для области возмущений разгрузки

/\р = (1/(2С))(«М/ЭД +  а < ^ > ); (2.5.48)

свободные члены Д£р (/¿д) уравнении определяются но следующим 
формулам: для пограничного слоя

\ Ц  =  (1/(2г1„))(4£.&1> +  « < » ¿ 4 ”  +  (2г\„/Щ р0М ^ )  -  Щ » ,

для области возмущений разгрузки

А 1Р =  (\/{20) )(а[^Щ1> 4- а</)Д1^0 +  а Д ^ 31 -  Л ^ 7>. (2.5.49)

Интегралы (¿‘ -- 1, 2) и Д 1 р ’ (к =  1, .. ..  8) вычисляются как 
и в предыдущих случаях, однако компоненты необходимо заменить 
на АТ%.

Решение системы уравнений (2.5.47) выполняется с помощью про
цедуры последовательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1, ана
логично предыдущим случаям. В итоге находим параметры ДВ тр[, . . . ,  
. . . ,  АО тР1 , следовательно, и компоненты корректирующего тензора. 
Суммируя тензоры А (7^) и А (Г к), согласно (2.5.39) получим тензор 
А (Т)  области возмущений разгрузки.

Таким образом, тензор кинетических рапряжений (7')раагр построен. 
По известному тензору (Т )разГр и формулам (1.3.49) находим тензор 
напряжений (а )ра8Гр, вектор скорости частиц уравГр и плотность сре
ды Рраагр в области возмущений разгрузки.



При внедрении тела в преграду под углом компоненты тензора ки
нетических напряжений зависят от координаты 6, поэтому при построе
нии тензора (Т) для пограничного слоя и области возмущений н агр уз
ки, а также тензора Д (Т) для области возмущений разгрузки следует 
пользоваться общим решением (2.5.2) уравнений равновесия фиктивно
го тела.

Функции кинетических напряжений основного тензора П^0’ для 
пограничного слоя и области возмущений нагрузки определяются 
граничными условиями в напряжениях. Д л я  пограничного слоя — 
условиями (2.5.3), для области возмущении нагрузки  — (2.5.4); ф унк
ции нагрузок, входящие в эти условия, таковы :

QH) -= (poV)r. -  Р Н, Qliy  =  (Рt№)r. ,
QH) =  (Р ^ ')о . Qfft =  p»ü°*. а  =  1, 2, 3). (2 .5 .50)

Координате г  соответствуют функции кинетических напряжений 
(2.5.6), содержащие функции Fa \, которые определяются уравнениями

, 1 &Fn  д
д г*  ' r'i д()2 d * 0'  n ’

= 0, (2.5.51)
r\ t)0a dz*

д 'Г 31 D &Fn  , d*Fn  ^
д $ д г  д г г  дх

и граничными условиями:
Р аХ =  0 (а  Л , 2, 3, 0) при г  — г у ,

р ч : ° ' = 0 • ~  0 при *" =  0 ,

по координате 0 функции периодические (период 2л).
Первому из уравнений (2.5.51) и граничным условиям (2.5.52) удов

летворяет функция

(2.5.52)

^21 =  У — —̂  (* W iV-m) (t) cos шО ; - .4iV(mn) ©  sinmG) s in  Hm n x
,Z ! * * «  J

Здесь
x f t -^ ) t iÊ Z „ (z ) .  (2 .5 .53)

2Я 2,
| j  Au  cos mQZn ( 2 ) dQdz

A\\\mn)(x0)-=
2 : i  г ,

| | (cos mQZn (z ) ) 1 dQdz 
о о 

2л  г ,

J  J i4u sin mOZn (z )  dQdz 
о о

(sln  mQ2n ( z t fd Q d i
*o



Лц =  2 | Q(Y> -I- j1 Qff, dx°
\ о

собственные функции Zn (2 ) имеют вид

Z„ ( г к )  ^  W  (ги) +Z'*'  (гх ), (2.5.54)
"/I (г2 И)

где (zx)(/ =  1, 2) — частные решения уравнения

Z" -\- (к 2— !п2/г]) Z =  0.

Этим решениям соответствуют собственные значения x mn, являющие
ся корнями характеристического уравнения

Д ‘ > (0 х )Д а> (zax) - Z ‘ l) (z2x)Z<”  (Ох) -  0.

Второму из уравнений (2.5.51) и граничным условиям (2.5.52) соответ
ствует функция

F01 = 0. (2.5.55)

Интегрируя третье из уравнений (2.5.51) с учетом граничных усло
вий (2.5.52), получим

г  0

Л и =  [  [ ' i  [ r i Q i h  - 2 - ^ - ) ( / 0 * .  (2.5.56)
0 ')

Четвертому из уравнений (2.5.51) и граничным условиям (2.5.52) 
удовлетворяет функции

Л 1 =  У  —  f  C [ f  ( l )  sh + cos n£  (2.5.57)
n ПЛ $

где
2,  _  I г г

С*'!* =  Cu  cos nzdz  /  ̂ cos2 /¿ztiz 
0 I 0

— коэффициенты Ф урье функции



Д ля координаты х° функции кинетических напряжений таковы:
х°

= 4 “ ^  ^ 005 ^  ^  ^  005 х °^ а х ° 1р10’

120

О 
х•

у  ^(1 +  с о 5 * ° )^ ,)г1Г2о> 
о

(2 .5 .58 )

*и
11зо =  у -  [  (1 + соьх<‘)(1х'>Ч'311, ИЙ’ = 0 .

О
Функции /Чо, (I 1, 2, 3) подчинены уравнениям:

<52 ^ ю  __ 2 п о п

<г“ 11
^  - и  - £ 1 а ! ! _  ^  2 г 2 Q (012) ,  г

дг г
.а

дг 20 = 2г2<2(°?)

и граничным условиям:
Ло ^  °» ^зо =  0 при г  -  'Уао =  0, ¥ в0 -  0 при 2  -= г у ;

по координате 8 функции периодические (период 2л). Указанным ур ав 
нениям и граничным условиям удовлетворяют функции:

в  г  г  0
Ло =  - £  $ ’■2 <Э°Л(1гМ, Т 20=  ¡ ¡ ^ г ,  У и ^ \ В ы <10,

О г, О

О - О
где В 10 -  г 2 {2(^1) — 11?).

Функция \|з, входящ ая в формулы (2.5.59), равна

(2 .5 .59)

й г ,

Ч т ‘
з « 0 .1 . _1 / а д 1 _ _ е д 1  . а д .

7 -0 < о дг ае дг
Г1

Следует отметить, что все функции нагрузок должны быть само- 
уравновешенными.

Полные функции кинетических напряжений основного тензора 
имеют следующий вид:

х°

П {Г  =  у  (1  + С 0 5 г~) ^ и + - 1 - ( 1  +  С05Х0) Л о + 4 " ! ^  1-СО- ° ) ^ ^ 0 .
О

х"
Н<2<» = у  (1 Ч -с с кт ) ^21 +  у  | ( 1  +  с о 5 ? )< *я °  ¥ , 0, (2 .5 .6 1 )

о
х «

II !,01 = - у ( '  Н-соя г) /=■» +  - у  |  (1 + С 0 5 Х » ) ^ »
о



Подставляя их в (2 .5 .2 ), определяем компоненты тензора (То1*) для 
самоуравновешенных частей функций нагрузок, которые находим по 
следующим формулам: для координаты г

3#> =  Л &  №  т  (Л0). (2.5.62)

С  =  л Г Л (в )/ ? (г )г (2),

для координаты х°

где

У / ‘О « ' * “ И  « й йгйг
*  a  I o n  .  а О O r ,

/J(V) = --------^ 1 л ( г)  г"т

YU«*
■п -о О г,  -

причем функции R (г), Z (z), X (л-0) должны удовлетворять условиям

Гг 20 х2
jj r 2R ( r ) d r  =  О, 5J Z ( z ) d z ^ О, J X(л:0) dx° = 0 .
/•, 0 0

Несамоуравновешенным частям функций нагрузок =  Qrf: —
соответствует тензор ( Т 102)), компоненты которого:

Щ ,= (1 / 2 )(1  - i-co sF)QH,, Tf„», =  ( 1/2)(1 +cos?)Q ,°f>,

TJo2, = (1/2)(1 Ч-c o s r)Q ’p), T;„s,= ( l/ 2 )(1  -I cos/OQ,',3,.
(2.5.63)

r ; s ,  =(1/2)(1 Ч-cos r) Q(P> +(1/2) (1 + cos*°)Q ?i,, 

rfo", =  (1 /2) (1 +  cos ? )  Q°,2,, T[0 ) =  (1 /2) (1 -I- cos 5») Q,",3, . 

Основной тензор равен сумме тензоров:

(Г 0) - ( 7 ,11Н - ( П |)) (2.5.64)

и относится как  к пограничному слою, так  и к области возмущений 
нагрузки.

Компоненты корректирующего тензора

П й  =  2  (Атпр1 + B mnp, f %  - г B nnpl  f f l  + D mwl7?f,); (2.5.65)

функции /(“р, (m n p l ) известны и записаны в цилиндрических коорди
натах параметры A m n v u D mnPi определяются в результате решения 
системы алгебраических уравнений

2  (АтпР1 Л е + я тпр1 ^ 2 0 + C mnplFsp-J-^mnpi^op)+ £ р !=*0* (2.5.66)
m n p l



Коэффициенты (тпрЩкд)  уравнений вычисляются по следующим 
формулам: для пограничного слоя, где среда вязкопластическая,

(2 .5 .6 7 ')

для области возмущений нагрузки упругопластической среды

=  (1/(26)) ( а ^ $  +  « 2 ^ ) :  (2 .5 .67")

для области возмущений нагрузки вязкоупругой среды

Р& = (1/20))(а [‘ >Р$  +  «<-> РЦ') +(1/ася ) ( Р » - 1 - ± - Р ,у}1' j  ■ (2 .5 .6 7 " ')

Интегралы (̂  =  1 ,2 ,3 ,  4) имеют вид:

/ЭД = С Г С Г ( г х г  \ (га ~ г г) г2
дЗ J  J  J  J  \ л

о

^ 2р) " 1 1 ] * 1 Г1 г ) ~  ^ г'2 Аг(^ )Аг^ х °' 
о

* + 1 ? ' ) х  « м .
0  0  4 '

X ( 2̂ —г  1) с1гс10йгс1хГ},

Р $  =  1  ^  |  $  ( й ,  ( ?  7 )  ~ ц  ( ?  5*)) л $  ( ?  'у ')  &  х

* о о

X  ̂Г1  + Гд—Гг г  ̂(г2 — Г!) г2 (1гйЫг(1х\

их подынтегральные выражения А $  приведены во второй части
книги.

Свободные члены Лр {ijkq) уравнений вычисляются по следующим 
формулам: для пограничного слоя, где среда вязкопластическая,

¿р =  < > 4 1> +  а<ь>43> +  а ^ 3> +  (рА)Ц? '\  (2 .5 .69 )

для области возмущений нагрузки упругопластической среды

Ц  =  (1/(2б))(а11[111 +  а г4 2>) +  -  4 ” ; (2 .5 .6 9 ')

для области возмущений нагрузки вязкоупругой среды

¿р -  а / О Т Х а ^ Ц 11 +  а 4 э>+ (I/ае9)(Ц?> +  ЦГ>/3)—Ц ’ >.
(2 .5 .69")
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Интегралы (6 =  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) имеют вид:

л

¿.р0 ==_^ _  [  ]  |  ВР 1|Г1 г | (''2 --''1 )22с1г£Ш<г2̂ 0,
О

^ 2 )  = : - ^ -  Г Г Г Г  Я ^ Г !  1 Г- ^ ~ г ) ( г 2 —г1)г<1с1г(Ш2(1ха,

|  [  ]* |  ВР3> ( Г1' г г2 <Ы0<Ы*°,
‘ о

4 «  = .- М -  1 1 1 1 | « С ? ? )/ ; ! , '1 ( . ? ? ) ^ °  ( г х г'1 х
О О

X (2.5.70)

4 5’ = - ^ - ]■ Г | ( } ( « . ( ? ? )  - « ( ? ? ■ ) )  я ? *  ( ?  ¡г1) х
о о

X 4-Га~ Г1 г у г 2 — г1)22с1гс1м2(1х0,

л

^  И--3~ Л|- г I (г2 —  лх) г2 йг($(1£с1х0,
Л»

¿р7) =  2 —  С [  4 7> 2̂ (2)Й0^2.

Их подынтегральные выражения приведены во второй части книги; 
учитываются выражения для функций (тпр1) и компонент основно
го тензора 7 ^ , .

Решение уравнений (2.5.66) строится с помощью процедуры по
следовательных приближений, изложенной в гл . 1. В первом прибли
жении, полагая т  — 1, п  — 1, р  ~ 1, / =  1, ¿‘ =  1, / =  1, /г =  1, 
?  =  1, получим четыре уравнения с четырьмя неизвестными, решая 
которые, находим параметры Л Ш1, .. ., £>т 1 , следовательно, и компо
ненты корректирующего тензора. Суммируя тензоры (Т0) и (Г*), по
лучим тензор кинетических напряжений (Т) в первом приближении. 
Последующие приближения строятся аналогично изложенному.

Таким образом, можно определить тензор кинетических напряже
ний (Т ) для пограничного слоя и области возмущений нагрузки с любой 
заданной степенью точности.



Для области возмущении разгрузки тензор А (Т)  строится в ци
линдрических координатах как и в случае области возмущений н а
грузки. Функции нагрузок AQ f̂) таковы: для пограничного слоя

AQ» =  (АрАv'Avl)r0 -  Aр " ,  AQJft =  (ДрДоЧ#>),.; (2 .5 .71)

для области возмущений разгрузки

ÁQ¡¡\ =  &TS% (S).  (2 .5 .71 ')

Функции кинетических напряжений основного тензора равны

Alík0’ - (1/2)(1 -h cos7)AFaX, (2 .5 .72)

Функции AF<x¡ находим по формулам (2.5.53), (2.5.55) — (2 .5 .57), 
заменяя функции нагрузок на Дф/Р,, которые, в свою очередь, оп
ределяются по формулам (2.5.71). В результате выполнения извест
ных операций в указанном ранее порядке определяем основной тен
зор А (Г 0).

Корректирующий тензор A (T,¡) имеет компоненты

Л 7?к1- 1  н -л о т „Р, / $ ) ,
m n p l

(2 .5 .73)

где (m np l )  — известные функции цилиндрических координат, па
раметры Д Л тпрг, .. ., AD mnpi удовлетворяют уравнениям

шш (А-̂ ш/1 PI J i fi ~i~ F ‘¿p ' Г д  Cm np¡ }' 3fí • |-
m n p l

+  АF>mnPi F qq) 4-Л/-Р —0. (2 ,5 .74)

Коэффициенты f vp {mnplijkq) уравнений определяются по следующим 
формулам: для пограничного слоя

Fy f  (1/(2,Ь )) (П&1 -Ь F\Í)\ (2.5.75)

для области возмущений разгрузки

%  - (l/(2G))(a(«>n¿ И- « í ’ f  vli); (2-5.75')
интегралы F l$  и /•’$  вычисляются по формулам (2.5.68).

Свободные члены АЦ (ijkq) уравнений определяются по формулам 
для пограничного слоя

Л1р = ( 1 / 2 ^ ) ( л 4 " +<*<'’> д 4 24  - ^ Л р 0 Д 1 Г ) - Д 4 8>, (2.5.76)

для области возмущений разгрузки
AL¡l -  (1/(20)) (QtWAli1* - Ь а ^ Д Ц ” ) +  aAí.f,3) -  Щ ”  (2 .5 .76 ')

интегралы Д Ц г), ДLp8), входящие в (2.5.76), вычисляю тся по фор
мулам (2.5.70), причем Tfí> заменяется на А 7 ^ ) . Решение системы урав
нений (2.5.74) строится с помощью процедуры последовательных при
ближений точно так же, как  в предыдущем случае для области возму
щений нагрузки.



В итоге находим параметры &АтпРх, .. ..  ДОтпРь следовательно, 
и компоненты корректирующего тензора. Сумма тензоров (А Т0) 4 - 
+  А (Т к) есть тензор А (Т) .  По формуле (2.5.38) находим тензор 
кинетических напряжений Т раагр для области возмущений разгрузки 
и пограничного слоя при разгрузке в случае внедрения тела в пре
граду под углом.
► Если преграда конечной толщины Л, то при достижении волной на
грузки  тыльной поверхности в момент ¿от =  И1а происходит явление 
отражения и зарождается отраженная волна нагрузки, которая рас
пространяется со скоростью а  в обратном направлении. Образуется

область возмущений отраженной волны, расширяющаяся с течением 
времени. Она ограничена тыльной поверхностью преграды, где наблю
дается отражение прямой волны, и поверхностью переднего фронта от
раженной волны (рис. 69). Напряженное состояние среды в этой обла
сти характеризуется тензором напряжений (а )отр> движение — векто
ром скорости частиц уотР и плотностью среды ротР. Перечисленным ха
рактеристикам соответствует тензор кинетических напряжений отра
женной волны нагрузки

(Л огр  -  (Лиагр — (Т).  (2.5.77)

Здесь (7,) нагр — известный тензор кинетических напряжений, соответ
ствующий прямой волне нагрузки ; (71) — тензор» который необхо
димо построить, исходя из общих соображений, изложенных в § 5 гл. 1.

Построение тензора Д1  (Г ) в сферических координатах проведено 
в § 3 данной главы, однако представляется целесообразным тензор 
Д1  (Т ) построить в цилиндрических координатах, так  как  в этом слу
чае сохраняется единая система координат при исследовании напря
женного состояния преграды в течение всего процесса внедрения тела.

Представим тензор Д1 (7’) в виде суммы основного и корректирую
щего тензоров:



Компоненты этих тензоров выразим через функции кинетических на
пряжений с помощью общего решения (2.5.2) или (2.5 .20), если иско
мые величины не зависят от координаты 8. Функции кинетических на
пряжений Л ^сД а =  1, 2, 3, 0) будем искать в форме

л д и  =  Л ^ 'а  +  л ^ ’ . (2.5.79)

Слагаемые Д ^ а  — функции кинетических напряжений основного 
тензора, которые определяются граничными условиями в напряже
ниях: при г =  к

(Я) -- Л ^ , ,  =  Т 3„1 (й ); (2.5.80

слагаемые Д ^ ^ ' являются функциями кинетических напряжений кор
ректирующего тензора, которые определяются вариационным уравне
нием (1.5.4), нулевыми граничными условиями в напряжениях (1.5.9), 
граничными условиями в перемещениях:

Д ^ “ (5) ~  0 при г  — г2, (2.5.81)

где г 2 У  (ах°1асд)* — {Н — г)2 — уравнение поверхности переднего 
фронта отраженной волны нагрузки.

Функции кинетических напряжений основного тензора Д1П<«> за
пишем в виде

¿1 и г  “ 4 -  +со5 г"> /?“з> <2-5-82)

где г  — п г ! г г — безразмерная координата, причем г  отсчитывается от 
поверхности отражения. В этом случае функции Д1/7аз должны удов
летворять уравнениям:



и следующим граничным условиям:
Ai Раз = 0  при г - - г у ,

A i  =  0, ^ i Ü L = 0 , Л ! / > ,= ( ) ,  - - о при .Vo = 0 ,  (2 -5 -84)
дх° г

по координате 0 функции периодические (период 2л;).
Первому из уравнений (2.5.83) и граничным условиям (2.5.84) удов

летворяет функция

V o n  0. (2.5.85)
Интегрируя второе из уравнении (2.5.83) с учетом граничных условий
(2.5.84), находим

О г
\ ^ ^ i Q U ) d r d ( ) .  (2.5.86)

ó ó
Третьему из уравнений (2.5.83) и граничным условиям (2.5.84) соот
ветствует функция

Л°
A i  Л гз  =  ^  —̂  [  ( ^ 1  ^¿\\рт) (S) COS mi) I-

Г »  “í,m ¿

H - A i ^ M p m í ^ s i n m e j s i n  x/tm (g — - í - y m (rKp )t (2.5.87)

где

гэ
a л ( 1)A l ^31 (pm)

2л л,
1

—  Al АЪ1 J m (ry,p ) cosmQdrdO

Л л<2>л 3 1 (рт)

2n r2
Г Г 1 \

.) [ Т0 0
2я г,
С С 1

Я -----L
г3

# 0
2л /-J

1
J  j  —  J m (rKp) sin moj  drdQ

— коэффициенты Фурье функции ЛА/131; к рт - корни характерис
тического уравнения J m (г2х р) -- -- 0.

Четвертому из уравнений (2.5.83) и граничным условиям (2.5.84) 
удовлетворяет функция

 ( (A1SSV (^ ¡) ( Í ) cosm0 +
П п  “ i™ ■«!

</>».)(£) sinmO) sin мрт (| — x°) d t y J v {шРт), (2.5.88)



.’Я г  .

I \ AiB3lrJy(r(üpm)cosmQ¡lrdÜ
л Dn» 0 оД1Й31 (рт)----- —

1 I ( гУу (rwpm) cos  m6)2 drdQ 
о о

2я гг
\ j  Д,  В п  r J v ( т рт) s in m 9 í M e

Л D  < I )  () 11Aj/Í:!! (р,,,)1 ----------------------------------------------2Л г3
I | (r7v (ro»/ím) sin m0)2 rfrí/O

-  коэффициенты Фурье функции ЛХВ 3i; co,,m — корни характеристи
ческого уравнения J v (г2(о;)7П) - - 0, v •- V 1 -\- т г .

Следует отметить, что функции нагрузок AiQfp> должны удовлетво
рять условиям самоуравповешенности.

Подставляя (2.5.82) в общее решение (2.5.2), определяем компонен
ты тензора Ai (T il ) ) для самоуравновешенных частей функций нагру
зок:

2 л г}
j  j ’ « f f , drdQ x - .

Q(P} = -2 -^ -—------------- eos mr e o s/К). (2.5.89)

I (  rürdQ 
u o

Несамоуравновешенным частям функций нагрузок

Д ^ Р  ^ Д хе д - Л  ¿ f ? ,  (2.5.90)

соответствует тензор А] (7’о2)) с компонентами

Д ,Т Й -(1 / 2 )(1  Ч-cosF) dxC??í,, AjTfo) (1/2)(1 +  cos
(2.5.91)

Л, 7 % - (1 / 2 )  (1 + c o s í)A 1« ? f ), Л ,T f í)• -(1/2)(1  + c o s ? )4 1<?fi,)>

остальные компоненты равны нулю. Основной тензор

А И Г 0) =A1 (7 ¿ , ' ) - i - A 1 ( n eí). (2-5-92)

Компоненты корректирующего тензора

A i 7 ? , ? ,=  V  ( Д И » Ч , И + Д И „ „ Í4 1  +
innpl

-г Ai C mnpl /«?, /Ж). (2.5.93)
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Функции /“у> (тпр1 ) известны и записаны в цилиндрических коорди
натах, параметры ^ А т п р и  • ••» определяются в результате
решения системы алгебраических уравнений

тпр1

4-^1 О тпР1 ^ор) "ЬД^-р = 0 . (2.5.94)

Коэффициенты (тпрИ¡Иц) уравнений вычисляются по форму
лам (2.5.67), их свободные члены Д ^ р  Щкц) — по формулам (2.5.69), 
при этом учитываются физико-механические свойства среды и 7'“'} за
меняется на Д хТ^-

Решение уравнений (2.5.94) строим с помощью процедуры после
довательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1. В результате на
ходим параметры Д И тн7,ь А1О тп],1, следовательно, и компоненты 
корректирующего тензора Дх (Тк).

Суммируя тензоры Дх (Т0) и Аг (Г к), согласно (2.5.78) определим 
тензор Дх (Т),  затем по формуле (2.5.77) находим тензор кинетических 
напряжений (7,) отр для области возмущений отраженной волны нагруз
ки. Зная тензор (7’) отр и используя формулы, приведенные в § 3 гл. 1, 
находим тензор напряжений (а )отр, вектор скорости частиц у отр и 
плотность р отр среды в области возмущений отраженной волны нагруз
ки.

Характеристики напряженного состояния и движения среды в об
ласти возмущений отраженной волны разгрузки и других областях 
возмущений строятся аналогично изложенному.

Таким образом, выполняя последовательно рассмотренный цикл 
вычислений, можно найти тензор напряжений, вектор скорости частиц, 
плотность среды в любой момент времени при распространении возму
щений в преграде.

Оценка интерференции прямой и отраженной волн напряжений и 
отколыюго явления на тыльной поверхности преграды производится 
так  же, к ак  указано в § 3 настоящей главы.



Г л а в а  3

ВОЛНЫ НАПРЯЖ ЕНИИ В Д ЕФ О Р М И Р УЕМ Ы Х  ТЕЛАХ

В настоящей главе приведены решения задач о распространении 
волн напряжений, возникающих при ударе и взрыве большой мощности 
в телах конечных размеров, физико-механические свойства которых 
наиболее близки к реальным (это упругие, вязкоупругие, упруго
пластические или вязкоупругопластические тела), с учетом механи
ческих и тепловых эффектов. Решения задач, к ак  правило, проанали
зированы и представлены в форме, допускающей использование 
ЭВМ.

§  1. Удар по тонкому стержню

Рассмотрим задачу о распределении напряжений в тонком стержне 
при ударе.

Тонким с т е р ж н ем  называется тело, поперечные размеры которого 
малы по сравнению с его длиной. Удар имитируется приложенным к  
стержню давлением р , которое является функцией координат и време
ни: р  — р  (х, /). В зависимости от места приложения давления к  стерж 
ню и характера его изменения удар может быть продольным  или п о п е 
речным.  Продольный и поперечный удары целесообразно рассмот
реть независимо друг от 
друга.

Продольным  называется 
удар, являющийся резуль
татом приложения торцо
вого давления, изменяюще
гося во времени по извест
ному закону р  (/)• Частицы 
стержня в этом случае пе
ремещаются в осевом на
правлении (рис. 70).

В момент приложения давления /0 зарождается волна напряжений, 
которая распространяется вдоль стержня с конечной скоростью а .  
При этом образуется область возмущений, где стержень находится в 
напряженно-деформированном состоянии. Этому состоянию соответст
вует напряжение сг и деформация

Рис. 70



где и — осевое перемещение частиц. Движение частиц характеризует
ся  скоростью V ,  которой соответствует скорость деформаций

e = d v ! d x  (3.1.2)

и плотность материала р.
Основными характеристиками напряженного состояния и движе

ния частиц стержня, подлежащими определению, являются напряже
ние а, скорость V и плотность материала р.

Рассмотрим элемент стержня dx с площадью поперечного сечения S 
и координатой *. На левом торце его действует сила aS ,  па правом —
сила a S  -f  ^ ( a S )d x .  По второму закону Ныотопа

д  / о\ о  d'¿ U ,о  1 о\ (оМ - - р Л  , (3.1.3)
дх  ’  к ’

для  стержня постоянного сечения S  — const, следовательно,

(3.1.3')
д х  d i2

Если стержень упругий, то отношение o l e  — Е постоянно и равенство 
(3.1.3 ') можно записать в виде

9 д2 и д2 и /о 1 л\а 2-------------   , (3.1.4)
дх2 Й* У

где а 2 =  Elр — скорость распространения волны напряжений вдоль 
стержня. Следует отметить, что уравнение (3.1.4) приближенное и при
менимо к тонким стержням любой формы поперечного сечения. При
ближенность уравнения состоит в предположении, что плоские попе
речные сечения стержня остаются плоскими при прохождении волны 
напряжений, а напряжение равномерно распределено по каждому по
перечному сечению. Продольные перемещения сопровождаются попе
речными, при этом отношение соответствующих поперечных и продоль
ных деформаций равно коэффициенту Пуассона v; это приводит к  не
равномерному распределению напряжений rio поперечному сечению 
стержня, так что плоские поперечные сечения искажаются.

Общее решение уравнения (3.1.4) можно представить в виде
и =  (at  — х) — /г № И- х), (3.1.5)

где f j — продольные функции, которые определяются начальными ус
ловиями, причем h  соответствует волне, распространяющейся в на
правлении возрастания х, [ 2 — волне, распространяющейся в противо
положном направлении. Пусть /х = 0, тогда и  -= ¡ г (at  +  х); дифферен
цируя по х и /, получим

следовательно,

= ¡ 2  ( a t  + х ) ,  = a f ' 2 (at-\-x),
дх  dt

д и  ди—  = а  —  
d i  дх



но ди ! дх  =  е  г - а/Е, так что имеем

т. е. напряжение в любой точке стержня связано со скоростью частицы 
V  — ди!д1, линейной зависимостью с коэффициентом пропорциональ
ности р а.

В момент ( На достижения волной напряжений правого торца 
стержня происходит отражение, зарождается отраженная волна на
пряжений. Д ля  установления природы отраженной в о л н ы  восполь
зуемся граничным условием свободного конца стержня: о  • 0 при х — 
=  I. Если перемещение прямой волны их / (а/ -!- х), перемещение 

отраженной волны и2 -  <р (а/ — х), то им соответствуют напряжения
„  дил г. ди»Е - ^ г ,  Е~^х и результирующее напряжение

Е ■|г) ~ Е {Г ( а Н 'х) " ' ч''’ (а‘ ~ х)1'
Отсчитывая х от правого торца, перепишем условие свободного конца 
стержня в виде/' (д/) - -  ср' {аУ) — 0, следовательно, отраженная волна 
имеет ту же форму, что и прямая, но противоположна по зн ак у ,  т. е. 
волна сжатия отражается в волну растяжения. Перемещение любой 
точки стержня равно их +  иъ  и на свободном конце (х — 0) оно равно 
2/ (а/), так  что перемещения и скорости частиц на конце стержня рав
ны удвоенным их значениям во время распространения волны по стерж
ню. Закрепленному концу стержня соответствует следующее гранич
ное условие: и  -  0 при х 0. Так как  и  — их и 2 г / {аЬ т х ) !  
4 - <р(а/—х), то при х --- 0

¡ Ш )  Ф ( Ы )  =  0.

Таким образом, перемещение и 2 в отраженной волне равно по вели
чине и противоположно по направлению перемещению прямой волны. 
Напряжение отраженной волны по доказанному равно напряжению 
прямой волны:

Е ди2 ~  Е ди1 .
дх  дх

Таким образом, напряжения, производимые прямой и отраженной 
волнами, на закрепленном конце суммируются, значение результи
рующего напряжения равно удвоенному значению напряжения, имею
щему место при распространении волны вдоль стержня.

На основании решения (3.1.5), которое с учетом начальных'условий 
и =  и0 (х), ди ! д1  = (л) при / — 0 имеет вид

и = = и „ ( х - а 1 ) + н ( х  +  а1) _ 1 _  Г (3 .1 .5 ' )
2  2 а  J

х ~ а (

где и а (х), v () (л:) — заданные распределения перемещений и скоростей 
в начальный момент времени, Сен-Венаном создана одномерная волно
вая теория продольного удара по упругому стержню [281. Эта теория



изложена в технической литературе с оговоркой, что эксперименты 
Фойгта, Гамбургера и других исследователей ее не подтверждают.

Было предпринято много попыток дать объяснение, согласовать 
теорию с опытом путем изменения постановки задачи и введения допол
нительных гипотез. Д ля проверки теории соударения Сен-Венапа 
Б . М. Малышевым [3, 30] было проведено обстоятельное эксперимен
тальное исследование, которое показало, что значительные отклоне
ния экспериментальных данных от предсказаний теории Сен-Венапа 
обусловлены тем, что опыты по соударению проводились на недоста
точно длинных и тонких стержнях и при очень малых скоростях,когда 
волновые эффекты малы по сравнению с влиянием других факторов, 
связанных с несовершенством постановки опыта, причем измерения 
продолжительности удара выполнялись недостаточно точными мето
дами и аппаратурой, предназначенной для измерения малых промежу- 
ков времени. Для таких измерений Б. М. Малышевым предложен но
вый метод измерения продолжительности удара с помощью счетно
импульсного хронометра; полученные результаты находятся в согла
сии с теорией Сен-Венана.

Измерение продолжительности удара стержней позволяет опреде
л ять  скорость распространения упругих волн, следовательно, и дина
мический модуль упругости различных материалов.

Экспериментальной проверке, подвергались также положения тео
рии Сен-Венана относительно скоростей стержней после удара [3, 30].

Опыты, в которых в качестве направляющей применялся желоб, 
позволили производить соударение тонких и длинных стержней со ско
ростями 1—5 м/с, что достаточно просто обеспечивает условия, близкие 
к  допущениям теории Сен-Венана, и получить для скоростей стержней 
после удара значения, согласующиеся с теорией. Все это можно про
тивопоставить результатам Фойгта и Гамбургера и считать, что разно
гласий между теорией Сен-Венана и надлежащим образом поставлен
ным экспериментом не существует. Для теории удара это имеет принци
пиальное значение, поскольку теория продольного соударения стерж
ней Сен-Венана представляет в теоретическом отношении безукориз
ненно строгое аналитическое решение задачи теории упругости при 
вполне четких и обоснованных допущениях.

Эксперименты, проведенные Б. М. Малышевым [3, 9], подтверждают 
разрывный характер зависимости продолжительности удара от отно
шения масс стержня и тела, которая установлена Сен-Венаном при ре
шении задачи о продольном ударе жесткого тела по закрепленному 
стержню. Анализ взаимодействия волн позволил объяснить разрыв
ность указанной зависимости и обнаружить повторное соударение 
стержня и тела. При некотором критическом отношении масс стержня 
и тела давление тела на стержень исчезает в моменты — 
=  2п1/ап (п =  1, 2 , . . . ) ,  однако тело не успевает оторваться от 
стержня, поскольку уп р угая  волна, приходящая [к ударяемому 
концу в момент /п, мгновенно прижимает торцовую поверхность 
стержня к  телу. При других отношениях масс, близких к кри
тическим, возможно нарушение контакта между телом и стержнем 
с последующим повторным соударением. Длительность прерывания



контакта конечна, при критическом отношении масс она нулевая 
(бесконечно малая). Таким образом, доказана возможность повтор
ного соударения стержня и тела в силу разрывности функции, 
характеризующей продолжительность удара. Д л я  вязкоупругого 
стержня имеет место зависимость

I
о  ~  Ее  — | Г {I — т) е  (т) с1л. 

о
Однако если вязкоупругий стержень изготовлен из полимерных мате
риалов, то, как показывают экспериментальные исследования по рас
пространению воли напряжений в полимерных материалах, для таких 
быстрых процессов, как  процесс распространения импульса, на фрон
те волны материал является идеально-упругим, для  которого функция 
релаксации Г (I — т) =  0, следовательно, *а2 — Е/р.

Для упругопластического стержня справедлива зависимость 
а  : о  ( е ) -  Ее (1 — о>), дифференцируя ее и подставляя в (3.1.3'), по
лучим уравнение (3.1.4), в котором

О 1 Е / 1 \ Ев ¿(0 .Л « «х
а 2 = -------------- = -  —  ( 1 — 0 ) ) -----------------------. ( 3 . 1 . 7 )

¡> с1е р р йе
Как следует из формулы (3.1.7), при пластическом деформировании 

стержня распространяется множество волн напряжений различной 
интенсивности с различными скоростями, меньшими скорости распро
странения упругой волны, причем волне большей интенсивности соот
ветствует меньшая скорость распространения. Волны напряжений, 
соответствующие пластическому деформированию стержня при дина
мическом нагружении, называются волнами Р и м а на .  Они, к ак  пока
зано X. А. Рахматулиным [351, описываются формулами

V — —^  (е), е  —с0 (/ — х/а), (3.1.8)

где е 0 — деформация, соответствующая напряжению о  - • р  (/) при
х --- 0.

Экспериментальной проверкой деформационной теории распростра
нения упругопластических волн в стержнях занимался Б. М. Малы
шев [311.

Изучение процесса распространения упругопластических волн в 
стержне при продольном ударе осуществлялось путем регистрации пе
ремещений отдельных фиксированных сечений с помощью индукцион
ных датчиков [9], обеспечивающих запись скорости сечений во время 
удара при осциллографнровании. Экспериментальные данные сравни
вались с результатами теоретического решения задачи о продольном 
растягивающем ударе с постоянной скоростью по стержню конечной 
длины [2, 3, 9], построенного на основании деформационной теории 
приближенным методом Г. Д. Домбровского. При этом предполагалось, 
что при динамическом нагружении зависимость между напряжением и 
деформацией я - . - с  такая же, как  и при статическом нагружении. Ста
тическая диаграмма а  е  аппроксимировалась специально подобран
ными функциями, допускающими точное решение краевой задачи. Про



веденное исследование показало, что экспериментальные значения ско
ростей фиксированных сечений и силы натяжения на закрепленном кон
це стержня при ударе со скоростями до 6 м/с согласуются с предсказа
ниями теории, не учитывающей влияния скорости деформации.

Возникающие при ударе в стержне упругопластические волны 
обусловливают увеличение продолжительности удара х с возрастанием 
скорости удара v yn [311. Начиная с некоторого значения скорости уда
ра, т упругопластического стержня становится больше значений т„, 
соответствующих упругому стержню (т0 -- 2//а„), и с увеличением ско
рости возрастает до величин, в несколько раз превосходящих т 0. Опы
ты проводились с тонкими стержнями, изготовленными из латуни, ме
ди и алюминия, при растягивающих ударах. Продолжительность уда
ра т определялась с помощью счетно-импульсного хронометра при раз
личных скоростях удара (до 40 м/с). Д ля стержней из одного и того же 
материала, но имеющих различную длину, экспериментальные данные 
для отношения т/т0 в зависимости от скорости удара v ya достаточно 
точно ложатся на одну кривую. Рост т в зависимости от скорости удара 
vyj¡ имеет четко выраженный ступенчатый характер с периодически рас
положенными нерезкими изломами; вид ступеней для данного материа
ла зависит от предварительной вытяжки образцов (более четкие сту
пени получаются для образцов со значительной предварительной вы
тяжкой, когда диаграмма о  -i- е  материала приближается к билиней
ной). Обнаруженная периодичность и геометрическое подобие свиде
тельствуют об определенной роли упругопластических волн в явлении 
отскока стержня от преграды. График т (^), полученный из теорети
ческого решения задачи, также имеет ступенчатую форму (горизон
тальные ступени с разрывами), что согласуется со ступенями экспери
ментальной кривой для т при аппроксимации статической диаграммы 
а  -I- е  двумя прямыми, причем лучшее согласие получается для образ
цов с большей предварительной вытяжкой.

Все вышеизложенное показывает, что деформационная теория рас
пространения упругопластических волн в основном правильно опи
сывает процессы ударного нагружения стержней и может быть исполь
зована при выполнении инженерных расчетов.

Перейдем теперь к определению напряжения о ,  скорости v  и плот
ности р в областях возмущений стержня, используя для этого метод, 
изложенный в гл. 1. Первичной является область возмущений нагруз
ки; ей соответствует тензор кинетических напряжений T„ñViy с компо
нентами

Ti l  -  p v lv l - о11, Tí0 ~ p v la tq% 7™ -  рa2cq, (3.1.9)

где a 2cq =  (G/p)(l — ы).
Построение тензора Т иагр выполняется в системе координат (лг, л;0), 

причем х° =  a cl}t. Искомый тензор кинетических напряжений пред
ставим в виде суммы основного и корректирующего тензоров:



При построении тензоров (Т0) и (Г к) воспользуемся общим реше
нием (1.3.56) уравнении равновесия фиктивного тела, взятым в  виде

т и  _  д3 П 7 - 1 0  _  д“1 I I  тоо д- ^  / 3 1  1 1 \
дх*' ' дхдхо ’ дх* ’

где П (х, л:0) — функция кинетических напряжений, равная сумме
функции кинетических напряжений основного тензора П(°) (х, х°) и 
функции кинетических напряжений корректирующего тензора 
Н<*> [х, х°):

11 {X, х°) Г[<°> (х, х°) +  П(А) (л:, х°). (3 .1 .12)

Выбор функции 11(0) (х, х°) обусловлен требованием выполнения 
следующих граничных условий:

Т11 =  0 о ). 7 , 1 0  =  <2? о ПРИ х хк = 0 ;  13)
Т10 -  ( $ 1), Г »  -  (}{?) при X =  х? =  О,

где Ой1) =* (ри'»1)х=о — Р, <2 ( 1°) -  (р^1 а сд)х=о, <3<Л =  (р^1а сд)0» 
ф°10) =  (ра?,)0 — функции нагрузок.

Для координаты х функция кинетических напряжений принимает
ся в виде

л

II 10> Н-с о э х ) Ч — (1 -\-соьх)с1хФ1,  (3 .1 .14)
о

функции Г\ и <!>! должны удовлетворять уравнениям д 2Р1/дх02=С# 1 ), 
д Ф ^ д х 0 - -  СЦ\) и граничным условиям: ^  =  0, д/удд;0 — О, Ф х =* О 
при х° — 0. Отсюда следует, что искомые функции

X** Хф
ф 1 = $ <г}?)(г*°. (з л -15)

О О
Для координаты х° функция кинетических напряжений принимает

ся в виде
д:0

] 1 ‘ 0 > ^ Л . ( 1 + с о ^ 0 ) ^  + _1_ | (1 +  с о 5 * ° ) ^ * ° Ф 0; ( 3 . 1 . 1 6 )

о

функции и фо должны удовлетворять уравнениям д*Р0/дх2 =  С???), 
д Ф 0/дх = (}(1 ) и граничным условиям: £0 =  О, Ф 0 =  0 при х  =

•- ху (у -= 1, 2), следовательно, искомые функции имеют вид
X *Н

Ро  ~  С С З о ,  ¿ х й х  -  - у -  Г  Ш х %

J oJ  "  V  ( 3 . 1 . 1 7 )

Ф0 с1х,

где /н =  ах°/асЧ.
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ными.
Отметим, что функции нагрузок должны быть самоуравновешен-
к!И.
Функция кинетических напряжений основного тензора

х

11(0) + с05А‘) /,1 Л' ~ \  (* г С о э х ^ Ф ^ Ь

- !  — ( I  ! - с о . ч I  с о й л :л ) г / л - 0 <Т>( 1.  ( 1 1 1 . 1 8 )

о
Подставляя (3.1.18) в (3.1.11), определим компоненты тензора (ТУ') 
для самоуравновешенных частей функций нагрузок

1 — ~ 11 I f  — дО
T l o )  =  ~ ( l + C 0 S X )Q (I) -г —  j  (1 _* _ c o s  х )  d x  —

о

s in ^ > _ . | ( _ 5 _ } * cos> x
(I

10
О)

х I.

X ( j  j  Q ? ] ° )  d x d x  — J— J  Q ( 1° )  d x d x  

' 0 " o '

Ло", =  Y  (1 +  cos x) Ql ,Vi - y  ( 1 i cos ■'") ® ! )  ~

, X ln
я  s i n  X j* Qji1, t { x °  ¿ “ s in jc° ( j  Ф<°> ^а'~ “ 7 Г  j  I  ^ ( f )  d x d x

2/-I -(J и 0
(3.1.19)

x n

T ¡  0° )  ' f - c o s x ^ Q u )  j  (1 I - c o s  x ° )  d x '
С>Q0 I 

( I )

Ox0
x° x°

Л / Я ̂ i ■ c o s  x  f  f  Q j i 1 )  d x "  d x ° - \ ~  s i n  x  J  Q j f ,  d x °  J .
11 ^ l( о ü '

Д л я  несамоуравновешеиных частей функций нагрузок — Qf¡\ — Q“f, 
имеем тензор (Т^о*) с компонентами

Г < о ,  = ( 1 / 2 ) ( 1  - l - c o s ¿ j Q ¡ í „  T ' l i ! )  —  ( 1  / 2 )  ( 1  - г  c o s  J u )  Q < f ) ,

(3.1.19')

По0, =(1/2) (1 - l - c o s ^ Q f ' f ,  +(1/2)(1 ¡ - c o s ? ) ^ , 1 , .

Основной тензор для стержня



Выбор функции кинетических напряжений корректирующего тензора 
11(/°  (а*, л°) обусловлен требованием выполнения нулевых граничных 
условий в напряжениях: Тп  — О, Г 10 =  0 при л: =  ху \ Т10 ==0, 7°° =  0 
при х° — х\. Им соответствует функция

11<4> =  I  Ат п Р т (х )Р п (х°) (ш =  0 ,1 , . . . ;  п -=0, 1,...), (3.1.21)

где х -  пхИ„, хп -- ял-0/*!» ---безразмерные координаты.
В результате подстановки (3.1.21) в (3.1.11) находим следующие вы

ражения для компонент корректирующего тензора:
7 4 1    V  л  ( 1 1
1 (к) —  / 1 т п  / ('«• "Ь

П} . п

Т &  =  1  Атпр * ( т п ) ,  ГОД =  V  А т п Г ( т п ) ,
(3.1.22)

где

/И («1«) -  (Я/Х^)г Р т (х) Р"п (Л'°),

/|0 (тп)  =  (я2/(/„ Ха)) Рт(х)  к  (х1*),

Г И 0 « ( я / / н)а ^ Й я п й°).
Параметры А  тп определяются в результате решения системы алгебраи
ческих уравнений

X  Ат*  (т / гг* / )  -\-LAij) - 0 ; (3.1.23)

коэффициенты Рц (тш/) уравнений соответственно равны: для упруго- 
пластического стержня

/?п -  (1/(2С))(а1̂ У  -I- а ^ Л ' ) ,  (3.1.24)

для вязкоупругого стержня

Я Л » + 4  п г

Интегралы ( т пц )  (к —■ 1 ,2 ,  3, 4) вычисляются по следующим фор
мулам:

Я У  =251 — Г ( 7 - ^ - ' Л(т/) Р ва Р )  +

^ 1 , ( т ( ) Р п Р } ^ \ Л - р , : Ш )  Р '  Р\ (1х°, (3.1.24')

Г ,Г  =  5 * /' 1п Л (тО Р"п Р"г -  4 - )  (/4 (т/) Р п Р/ +
\ 41 /

-1-/4 (*/я)«  Яу) Ч-( - р - )  Л(/П|‘) Я В ^



X

“ Й ) И № ) * ^ х
о о

1г (».о р :  р ) + (-^ - ) ‘ /я (пи) р п р, и  Ы )  р'„ р ; у у  <гх\

Я|Г 5( ^ 1 1 ( ^ ) №'(??ь^ (?Л)х
X г{пи )%  ; Р } +[-=*-) /3 ( / т ) Р , Л - -

<Гу*<1х",

где
л я

/х (/ш) =  ̂  Я т  Р 1 с1х, 12 (т.1) =   ̂Р„', Р[ ¡1х, 
о о

я  я

/ 3 (/ш ) &Х, / 4( т / )  =  Р т  Я,
о о

Свободные члены (у) уравнений имеют вид: для упругопластического 
стержня

I !  =  (1 /(2 С ) ) (а 1Л ,11) +  (3 .1 .2 5 )

для вязкоупругого стержня

1 Х =  (1/(2<?))(«с*1/,<1> +  «<¿>¿<2)) +  (1 /ас д ) ( И ?  +  Ц » ) /3 ) .

Интегралы (¿/) (6 =  1, . . . ,  5) вычисляются по следующим форму
лам:

/Л1 , = 2 $ 5 (/ и/*§) | [ Т М Р ^ ]  Н х У 1 « ) Щ Р 1  p j ~
о о

- 2 М//и) Г М
л л

и '  1 =  5 1  ( т Н  | И “’ ”  Г№) ( Я| р ,; ~  ( т г ) а я ;  ^  й ~х < Г х ° '

¿ « « 2  5 ^ -  Г ( А . )  Г Г й и в ^ ° ) [ 7 № / > | р ; + ( ^ / / и) , Щ / 5/ Л -
о о



Решение уравнений (3.1.23) строится с помощью процедуры после
довательных приближений. Для упругого и вязкоупругого стержней 
эти уравнения имеют постоянные коэффициенты и свободные члены.
Принимая т, п,  /, / равными 0; 
торых Атп -  О тпЮ , где

получим четыре уравнения, для ко-

/•'и (0000) / п  (0100) /'и (1000) / 'и (1100)
7 И (0001) Л1(0Ю1) /-„(1001) Р ц { т \ )  
^ ( 0 0 1 0 )  /’„(ОНО) / ц(Ю10) / ^ (Ш О ) 
Л ,  (ООП) ^ 1  (0111) /'„(1011) М П П )

Яп (0И)0). /- пОООО)  ^ ц ( П О О )  

/-.(01) /*’„(0101) ^ ( 1 0 0 1 )  / ’„ ( П О П  

¿ 1 ( 1 0 ) / -„(0 1 1 0 ) / - „ ( 1 0 1 0 ) / - „ ( 1 1 1 0 ) 

¿ , ( 1 1 )  Л Л О Ш )  / ' 11 ( 1011 )  / П ( 1 И 1 )

Компоненты корректирующего тензора принимают вид

г*р -  ( \ ю ) ( о 00̂ 0} : о и1̂ 1} -1 Ою/^0) -ь

(3.1.26)

Ом  =

(3.1.27)

Суммируя тензоры (3.2.20) п (3.1.27), получим компоненты тензора ки
нетических напряжений (7) для упругого и вязкоупругого стержней:

Та» _|_ Та(3 
(0) ~  (к)* (3 .1 .28)

Д ля упругопластического стержня по известным компонентам тен
зора (Т){е) для упругого состояния, находим величины Т  и 7/, затем 
с помощью диаграммы а* -т- е 1 материала тела и формулы (1.3.83) опре
деляем функцию пластичности ср (7 ^  и ее производную ¿ср/^Т*; по фор
мулам (1.3.72) вычисляем функции состояния а х и а 2 для различных 
значений 7/. По формулам (3.1.24) и (3.1.25) находим коэффициенты 
/’и {пий}) п свободные члены 7^ (¿/) уравнений (3.1.23), решение кото
рых А тп - О тпЮ\ компоненты корректирующего тензора имеют вид 
(3.1.27). Суммируя тензоры ( 7 0) и (7,0» получим тензор кинетических 
напряжений упругого состояния (7 )(в>. По известному тензору ( 7 ) (с) 
и формулам (1.3.85) определяются компоненты тензора кинетических 
напряжений ( 7 нагр) области возмущений нагрузки. Напряжение а ,  
скорость частиц V и плотность материала р стержня в этой области 
соответственно равны:



В некоторый момент времени которому соответствует значение 
х°р координаты л:0, начинается процесс разгрузки, возникает волна 
разгрузки, распространяющаяся со скоростью Ь, и образуется область 
возмущений разгрузки  (рис. 71).

Напряженное состояние и движение части в области возмущений
разгрузки характеризуется тензором 
кинетических напряжений

(Лравгр =  (Пнагр -  Л (Л .  (3.1.30)
Тензор ( Л н а г р  известен, тензор 

Д ( Л  требуется построить, исходя из 
соображений, изложенных в § 4 гл. 1.

Представим тензор Д (Л  в виде 
суммы основного и корректирующего 
тензоров:

Д (Г) =* Д (Г 0) +  Д (Г н) (3.1.31)

р(*) =

область
разгрузки

а
од,'пасть 

нагрузки

Рис. 71

и воспользуемся системой координат х, х°, причем л:0 = v^r)t. Компонен
ты основного тензора должны удовлетворять уравнениям равновесия

Уа Д -  о 

и граничным условиям в напряжениях

АТ11 =  АТ10  ̂ при х

Д Т 00 -  0, АТ10 - 0  при *° -  х\ - 0,

(3.1.32)

(3.1.33)

где

д<2“  -- (ДрДиДи)(1) -  Ар, ДОД =  (Д р Д < ) ) (1, (3.1.33')

— функции нагрузок. Компоненты корректирующего тензора должны 
удовлетворять уравнениям (3.1.32), граничным условиям в напряже
ниях

Д Г 11 0, Д Г 10 -- 0 при х - ' - х у  (у =  1, 2), 

А Т 10 =  0, Д Г 00 -  0 при х° =  х°.
(3.1.34)

в перемещениях на фронте волны разгрузки : А:с 0 н вариационному 
уравнению

6 Д Я - 0 .  (3.1.35)

Воспользуемся общим решением уравнений равновесия (3.1.32): 

(1-1 АП  0К\П Да АН



и представим функцию кинетических напряжений в виде ЛИ -- 
Л11(0) -- Д11а ) . Тогда Д1!(||) определяется граничными условиями 

(3.1.33), Л 1 1 < — граничными условиями (3.1.34) и вариационным 
уравнением (3.1.35). Принимая функцию Д П (0) в виде

д:0
д ц ( 0 ) - =-1 (Ь| cosx) J* f  AQ!i,iU-° dx" |- 

' о*
x  x 11

+  т | ( 1  - f - c o s 3 c ) J  AQi,°, dx° 

и подставляя ее в (3.1.36), получим компоненты основного тензора:
х

АТ!»1) = 4  (1 +COSX) AQl,\ +  - 1  Г (1 +COS.?) d x - ? -  AQ(7„2 2 .) ox0
О

Л°
ДГЬ“) = т - ( 1  +COSX) AQfi0, ---- ^ ~ s in 3 c  f A Q t V * » ,  (3.1.37)

2 2 lp  J
о

АГГо0) =
21,

X Xu
- j — cos .v J  j* AQl!) dx° dx° + s in  x J  AQ/fj dx°

где ДЗоь А ^ 1,0) — самоуравновешенные части функций нагрузок. 
Функцию ЛП<*> принимаем в следующем виде:

ЛГИ*>- V  А^тг1Рт Й Р п ( ? )  ( т =  0 ,1 , . . . ;  п ■ = 0 ,1 , . . .) ,
т, п

где х --- пх/1,„ х° ял:0/*“ — безразмерные координаты, причем 
*•> -  ^ г)(2 — значение координаты х°, соответствующее продолжи
тельности процесса разгрузки. В результате подстановки функции 
ДП(*) в (3.1.36) определим компоненты корректирующего тензора:

Д Г Й  =  V  А А т п } и { т п ) :  д г й  =  V  А А т п  г  { т п 1

т, п т, п

Д Г «  =  2  М т„ Г ( т п ) .  (Э Л '38)
т, п

Функции (тп)  (Р ; - 1 ,0 ) известны, параметры АА тп удовлетворяют 
уравнениям

^  АЛтп ^ц (тш 7) + А 1 1((7) = 0 .  (3.1.39)
т, п

Коэффициенты Гп  (/лш/) уравнений находим по формулам
Р ц =  +  а*/ )Я Я ); (3.1.40)

свободные члены (//) — по формулам
А/-! =  (1/(2С))(сс^>Д/-<11> +  а</>Д/,<2>). (3.1.41)



Интегралы Р (тш/) (к =  ], 2) вычисляются по формулам (3.1.24'), 
интегралы А1(̂ Ш})— по формулам (3.1.25'), при этом необходимо за 
менить /Нна/Р; Г ‘ 0 1  и Г(о°) и 7\°о> — соответственно на ДГ(о), Д Г(1о, и
т о0,.

Решение уравнений (3.1.39) строится с помощью процедуры после
довательных приближений. Полагая т, п,  ¿, / равными 0, 1, получим 
четыре уравнения, для  которых

А Л  „т -  А1) тп/ 0 1

где А О тп и О  — определители вида (3.1.26). Компоненты корректи
рующего тензора

=  -£-(ЛО00/?ор„, +  ЛОо1/ Я ,  -!-ДО10/ « « ,  -1-АОп /“£>,,). (3.1.42) 

Суммируя тензоры (3.1.37) и (3.1.42), определим тензор с компонентами

ДГ«Р =■* А Т $ } -|- АГ“Р. (3.1.43)

Компоненты тензора кинетических напряжений разгрузки (7’)раагр 
равны

Г & Г Р -= Т $ Гр -  ЛТ“1>. (3.1.44)
По формулам, приведенным в § 5 гл. 1, для области возмущений раз
грузки находим

п  _  / тио 740 / 74)0   7 Ч1\и раагр ~ ! I I 1 ^раэгр.
^разгр =  ( Г 10/Г<*°)раагро?г ) , Рравгр- 7 ' У агр/М /1 )Я.

Следуя X. А. Рахматулину 135], установим существование волны 
разгрузки, определим скорость ее распространения Ь и покажем, что 
Ь <  а 0 — |/£Ур0. Зависимость между напряжением о  и деформацией 
е  при разгрузке стержня устанавливается соотношением о =
=  а н  — Е ( е и  — е) ,  где стн и е и — напряжение и деформация, соответ

ствующие началу разгрузки. Подставляя это соотношение в уравнение 
(3.1.3'), получим:

О2 и 2 д 2 и , , ,
1 Г ^ в 0 & г + ,Р ( Д  (ЗЛ<46)

Ф(*) - Т " ( ° , ,— Е ен)’
Ро дх

Скорость распространения волны разгрузки определяется уравнением

% =  /(*), ь  =  1 /Г (х). (3.1.47)

Общее решение уравнения (3.1.46) имеет вид

и =  и 0 +  ̂  [а0 / (х) +  х) -Н [х — а0 / (я)),

иа =  ~ ( а п— Ее„) йх.



Из условия непрерывности деформации на фронте волны разгрузки

* и  =  —  ( < * ц / £ )  +  М  +  х )  —  Ы  ( ^ )  —  х ) ,

—1|э Ы  =  Оо (До/ (х) +  X) +  Г?  Ы { х )  — х)1
находим:

/ м  ( а « /  ( х )  I  х) -  ( 1 / 2 ) ( а и / £  — (1/а0>ф (£■„)),
^2 (в(Л*) — -V) *  — (У 2 ) ( а и/В -|- (1/я0)т|> (<?„));

дифференцируя их пох, получим:

F '! (а0 f  (х) +х)  (^  ■ I ■ 1 Н  - 2 -  ( -2- - 1 ' 1 de"
b j  2 а 0 V °и  I Ах

Р Ц а , К х ) - х )  1 4 — 0  = * -

( 3 . 1 . 4 9 )

b J 2а0  ̂ а0 } dx

Скорость деформации за фронтом волны разгрузки 

аа “ а0 [ Г ;  ( f l0 f  "j-х) — FI (a0f —x)].
dxdt

Подставляя в последнее равенство (3.1.49), получим
¿ = a “ l b  +  i ( 3 1 5 0 )

(а0/Ь)2 - 1 dx v

Отсюда следует, что если b <  о0, то
de,,sign е —sign
dx

Дифференцируя выражение а (е„) — x/f (х) по х, приходим к в ы р аж е
нию

den ( da  \ -1 1— a lb

dx  \ d en I f 

внося которое в (3.1.50) , получим
а  { da  \ ~l Ь2 - a 2e  -
f  \ de„  / a § —  b2

следовательно,e  <  0 при e H >  0, e  >  0 при e „  <  0, т. e. каждой зад ан 
ной волне разгрузки, удовлетворяющей условию а  <  Ь <  а 0, соот
ветствует ударная нагрузка, которая приложена к концу стержня и 
убывает по соответствующему закону. На волне разгрузки пластичес
кая деформация максимальна, следовательно, t =  f  (х) — х/аи  а , =  
=  У £i/p0, Ei =  da/de — const, тогда

/
Ь  =  — 1—  _ . а  =  1 /  —  • ( 3 . 1 . 5 1 )

Г  (х) V  Ро I  Л  К

В момент ¿от — 1/а0 волна нагрузки достигает конца стерж н я 
(х — /) и отражается, в результате зарождается отраженная волна 
нагрузки, распространяющаяся в обратном направлении со скоростью 
ао- Образуется область возмущений отраженной волны н агрузки



(рис. 72), напряженное состояние и движение частиц в которой ха
рактеризуется тензором кинетических напряжений

( Л о т р  ^  ( Л ч а г р -  М Л ,  '(3-1.52)
где  тензор (Лнагр известен; тензор Д1 (Т) требуется построить на осно
вании соображений, изложенных в §5 гл. 1.

Представим тензор Д 1 (Т)  в виде суммы основного и корректирую
щего тензоров:

Л, (Т)  =  А ^ Г о Н -  Д ^ Г н ) ,  (3.1.53)

используя при этом систему координат х, х° -  а Ся1.
Компоненты основного тензо

ра должны удовлетворять урав
нениям равновесия

У а Д ^ ^ ^ О  (3.1.54) 
рШ х~ и граничным условиям в напря-

одласгрь область ж е н и я х
прямой оолиы отраженной . _ |Д . Л|й

Ълны А =  Д ^ р ,  при х = I,
Рис. 72 Л±Г°Р =  0 при х° =  х[,  (3.1.55)

где Д ^ 'р ,  =  Т Ц р (I, х°). 
Компоненты корректирующего тензора должны удовлетворять 

уравнениям равновесия (3.1.54), граничным условиям в напряжениях
Д ^ ’Р — 0 при х =  ху , Д17'"р -  0 при я 0 ■= Ху\ (3.1.56)

в перемещениях на фронте отраженной волны: Дхш =  0 и вариацион
ному уравнению

6Д1«  =  (). (3.1.57)

При построении тензоров Дх (Т0) и А! (7’1:) воспользуемся общим реше
нием уравнений (3.1.54):

Д . Л (3.1.58)
дх»г дхдхо дх* 4 '

и представим функцию кинетических напряжений в виде А20  =  
=  Д1П(0) +  Д ! ! !^ ^  где А111(П) определяется из граничных условий
(3.1.55), а Л111(/г) — из граничных условий (3.1.56) и вариационного 
уравнения (3.1.57).

Функцию А111<0) принимаем равной
х6

Дх 11(0> —у- (1 -1 созх) Г ГД^;,’ а̂-'Ма-0 +

х Х1
+  ±  Г ( 1  -\-С0$х)с1х j  А! 3 (1°, с1хп,

•у А



где х ■- [л (х -  * 1 )].""(Хо — дгх), х° -• [л (х° — *?)]/(*§ — х°) — безраз
мерные координаты, причем х1 - I, х2 а0х°/ас<7, х? - - а СчИа0% х% =

'  (а ед а 0)2/; Д ^ ’ /), --  самоуравновешенные части функций
нагрузок, которым соответствует тензор Д1(Т,,о>); несамоуравновешен- 
ные части функций нагрузок Л ^ 1?), А^ 'Р) характеризуются тензором 

Основной тензор

Д 1 ( Т о )  =  Л ,  ( О  +  д ,  ( 7 Г ) .
его компоненты определяются выражениями:

Aj Г 1(0) —  ( 1  - •  cos х )  Л х  Q ( i l j  - \ ~  Г  ( 1  н - с о  s x ) d x - ^ ~  
2 2 . дх°

X

х  (д .о ; ,0,) Яо
‘cq

*  (х — 1) 
(a0x*lacq—/)3

ха
sin х \ Дх dx°

I х ■ ~ С + 741о л л . sin X—jrcosx 4 ю+ —  sin a: AQd) d x *  Ч----------------------AxQd) —
/л . л

*1

- Л .
11С(/

л (х -/ )  V 1
ха

(й0л<':аа,-/)2/ 2
— cos л" \ \ ^ Q l ^ d x "  dx°

• ^1  ^  < о >  “ ( 1  - ‘ - c o s  . v )  A j  Q ( ] n )  —

X
х°

—sin л* \ л ^ ; ; ,  dx" - ь - ^

2  ( а 0 х о ! а С( 1 —  1 )

п(х- -I)

X

(¡cq (аоХ° ,'acq— l)*
COS -V х

х  \  \  \  Q ( i )  d x ° d x °  ~ 1 — у -  s i n  x  I  A i Q i ' f j r f x 0

(3.1.59)

x

. 'pon I Л
1  ( 0 )       ~2 a0 x° , a cq — l

X

cos.vl \ \x Q[{) d x °  d x °  - ¡ - s in x  \ A j Q l  1°, d x 1'
‘h  x ° ;a c/. - i

лп X°Ai xi
Если AiQt i > J 0, AiQ'n 0, то компоненты основного тензора упро
щаются: A^fo1) — (1/2)(1 1- cos х)А&Ц), AiTlS) =* (1/2)(1 -f  cosx)A1Q(i r) 
A jP °  = 0.

Функцию AjIH*) принимаем в виде

л , i n* ) -  v  ДдЛт ,( рт  (*)/>„(?);



подставляя ее в (3.1.58), находим компоненты корректирующего тен
зора:

Д1  Г й  =  /“  (пт) ,  А, Г Ц  =  V  Д, Апп /м {тп),
т, п т,п

^ 1 ^ =  V  А ,  Л т ,  / 0 0 ( ш / г ) .  ( З Л  . 0 0 )

т, п

Параметры т71 определяются в результате решения системы алгеб
раических уравнений

^  Атп Р  (тпЦ) -1 (3.1.01)
т, п

коэффициенты /•" (тпЦ) уравнений вычисляются по формулам (3.1.24),
свободные члены Дх£ (¿у) — по формулам (3.1.25). Интегралы ( т п ф
(£ *= 1, 2, 3, 4) имеют следующий вид:

я
F<^)= 2 S ~ - ^ L Г [х°А<'Цхх°) сШ7,лЗ а0 J J

о
я

/.’ ( 2 ) ^ 5  —  - ^  Г Г ?Л < а> (* ? )< Ы ? ,
Л3 Со J  J о

я *° (3.1.02)
/■(3) =  2 5  1^°

о о

Я ") =  5  1 1  ( « ,  -  Я) 7 ,  ~у Ат (х, ? ,  у 0) (¡.у" <М*°,
о о

где Л(1> =  р / 11 +  /°°/°° — З/10/10. ^ (8) =  Л1/11 -Ь Г Т °  — 2/11/00, при
чем

/и ( т я )  -  (л//)2(й0/аС(?)гР т  {х)Рп (х°), (3.1.63)

Р° (т п ) =  (л/02(ао/ас^)(л/х°)Р,; (х)Я„ (лс°), 

г  (тп)  -  (п//)а(л/?)*/>т" Й Я„ (а°).

Интегралы Д^<*) (¿/) (& =  1, 2, 4, 5) таковы:

я
Дх £.<» = 2 Г

пз а0 J  J 
о
я

\, /.(2) Г
о



п  Х°

Д ^ 1' - 2 5 '4 - ( —  ̂  | ? | £ д  1 В " Ч 1 у й х ( 1 х \  ^3.1.64)

о о
л хи

Д 1 ¿(5) =  й  ( ^ 1 1 1  ?  |  ( ^ _ Й )  Д 1 В (2 )  (¡у°  ( ¡ « ¡ ? ,
и и

г д е  Д ЖВ<») -  Л 1Т 1М >/11 Ь Л , Т О Г  ~  З А ,? ' ,1 ,?,/»>, Д ^ 2 =  ( Д 1Г » |  —

-  Д ^ о 0,) ( Г  -  Г ) .

Решение уравнении (3.1.61) строится с помощью процедуры после
довательных приближений. Полагая т, п, с, / равными 0, 1, получим 
уравнения, для которых 
Д И т д  = Д 1 0 тп/0. где Д ^ * ,* ,
О — определители вида (3.1.26), 
составленные из коэффициентов 
Я (м/>//) и свободных членов 
Л1 /. («/). Компоненты корректи
рующего тензора

Д 1Т ? Л - ( 1 / О ) ( Д 1О 00^ Р 0) +

+  ЛА1/(01) +АЛо/Г^о) .

+  Д^п/ГРп). (3.1.65)
Компоненты тензора Д! (7’) 
имеют вид

ДУТ *  -  Л,ГйР, -I- Д,7??,,

(3.1.66)
компоненты тензора кинетических напряжений отраженной волны на
грузки

ТаЬ =  Тар _ Д . Г а». (3.1.67)
отр нагр 1 4 '

По известным компонентам тензора (Г )0тр» пользуясь формулами, 
приведенными в § 3  гл. 1, для области возмущений отраженной вол
ны нагрузки стержня, находим:

а отр -  (7'«7™/7’м -  Г 11) отр,
^ 0ТР -  (7 '10/Т м ) отраеч1 Ротр -  Г У р /о Ь -  (3 -1-68)

Аналогично изложенному проводится исследование напряжен
ного состояния стержня в других областях возмущений. Картина рас
пространения волн напряжений подлине стержня и их взаимодействие 
для нагрузки

Р =  />0ехр (—пх°/и°), 

где р 0, п — постоянные нагрузки, приведена на рис. 73.



Итак, для любого момента I >  0 можно определить характеристики 
напряженного состояния и движения частиц тонкого упругопластичес
кого и вязкоупругого стержней.

Рассмотрим теперь напряженное состояние квазнодномерного вяз
копластического стержня длины I мри ударе о жесткую преграду со 
скоростью ис  [321. Предполагается, что материал стержня несжимаем, 
движение частиц проходит в направлении оси, а координата х отсчи
тывается от преграды вдоль оси в противоположном движению направ
лении (рис. 74). После удара возмущение охватывает сразу весь стер

жень, поскольку предполагается, 
что скорость распространения уп
ругих возмущении в среде беско- 

Рг | нечно велика. Следовательно, ско- 
рость движения произвольного се
чения и (х, /) при /X ) отлична от ис. 
При деформации (/ >  0) в стержне 
образуются две области: а) вязко- 
пластическая, которая характери- 

Рис. 74 зуется напряжениями, превосходя
щими по модулю предельное на

пряжение т0'(имеем вязкопластическое течение); б) жесткая, в которой 
т т <  (эта область движется как  твердое тело). Границей областей 
является координата х0 ((), положение которой определяется из ре
шения задачи; на границе напряжения и скорости непрерывны. 

Движение стержня описывается уравнением

П г =  <̂ 12
а/ ох

Для вязкопластической среды связь между скоростью деформации и 
напряжением устанавливается зависимостью

дуя _ \  (Т'|-т0)/|| при | т 1 >  т0,
Ох ( 0 при \ х | ^  т0.

Скорость в вязкопластической области удовлетворяет уравнению

^  =  й^ ,  и* , О < д :< д -„ (0 .  (3.1.69)
д( их2 (>

в жесткой области — уравнению диг/дх 0, х„ (!) <  х <; /, инте
грируя которое, получим V., =  — (0,  х0 (0 ^  х ^  Л 

Уравнение движения в жесткой области имеет вид

т  ^  =  р5„ 1 1 - х „  (01 4 * -  -  т5„ 1х„ (0  + /]. 
сН (11

Из условий непрерывности напряжений и скоростей на х0 (/) следует
(1уо  ______Тр
сИ  р  — лг0 (/)! ’ ( 3 . 1 . 7 0 )

1’2 [хо(0 . (] =  — v u (t), ~ ^ - и 2 [х „ (0 ^ ]  =0-
дх



Таким образом, имеют место следующие граничные и начальные усло
вия:

V., (О, t)  —  0 при t > 0 ,  и г  (а*, 0) -  — 1 \ ,  при 0  ^ х  ^  I ,

t 'c , . io ( 0 )  0 . ( 3 . 1 . 7 1 )

Определим v 2 (х, t), v 0 (t) и х0 (/), удовлетворяющие уравнениям
(3.1.69), (3.1.70) и условиям (3.1.71).

Введем безразмерные переменные:

x-.^xj l ,  xÿ ~ x 0l l ,  J  =  a 2 t2/ i 2, v2 (х, Г)= — \v2{xt t%)\/u,.t v0 ^ v j v c .
(3:1.72)

Тогда уравнения (3.1.69), (3.1.70) и условия (3.1.71) преобразуются 
соответственно к виду:

-^2- a-jLHi при о ^  X ^  х0 (0 , 
dt дх2

dv0 Sen
</7 1 —хо (Г) (3.1.73)

ko(Ô. М =  -=0,
дх

v 2( 0 , t ) = 0  при 7 > 0 , с/2(л',0) =  1 при 0 < С х < 3 ,

и0 (0) = 1 при х„(0) —0, (3.1.74)
где Sen - т0//1>ст| — параметр Сен-Веиана.

Согласно методу Кармана—Польгаузена теории пограничного слоя, 
приближенно функцию и2 (х, 7) можно представить в виде

— -  — | ^ ( 0 ~ — (2  — ̂ — ) при 0 (7),
М * .  0  4  *о(<) \ х М  !  (3.1.75)

I ü0 (*) при X0 ( Ô < X ^ 1 .
Функция (3.1.75) совпадает с полученной в случае применения способа 
осреднения Слезкина—Тарга. Если функции t»0 (0  и х 0(0  удовлетворяют 
условиям (3.1.74), то функция (3.1.75) удовлетворяет условиям (3.1.74), 
но не удовлетворяет точно уравнению (3.1.73). Требуется, чтобы функ
ция v.z (х, 7) удовлетворяла уравнению (3.1.73) в среднем, т. е. удовлет
воряла бы интегральному соотношению,’полученному в результате ин
тегрирования (3.1.73) по всей вязкопластической области. Инте
грируя (3.1.73) по частям с учетом (3.1.74), получим

~е (7) _ х (t )



Окончательно интегральное соотношение имеет вид
*0 О) __

- 4 -  С V, (х 1) а х ~ \  (1) * §  =  -  4 -  «2 (О, О,
Л1 .J <и А г

но, в силу (3.1.75),
( Г )

и*{х1)с1х =  - ^ и 0 {Ьх0 (/),

д у „ ( О, I) __ 2^0 (? )  

дх х0 (7)

Подставляя последние выражения в интегральное соотношение и учи
тывая (3.1.73), получим

(1Хс 2 5спх0(/)

Ы *о0) [ 1 - х 0(7)]с»о(0
( 3 . 1 . 7 6 )

Вводя переменные | =  х\ (¿), £ “  Й ^ е п ,  преобразуем уравнения 
(3.1.73) и (3.1.76) соответственно к виду

Л .
ей

=  12  —
4£ А

(йСО- V I )  (й 1 - У 1
Этим уравнениям соответствуют начальные условия

1(0) =  0, £ (0 ) -1 / Э е п .

(3.1.77)

_ 4

(3.1.78)

Разделив первое уравнение на вто
рое, получим следующее уравне-

л>-\/К1 ние:

- ^ = - 1 2 ( 1  
‘Ч  ' 1} ^  '

(3.1.77')

исследование которого следует про- 
Рис. 75 водить в области (£ ^  б, 0 ^

< £ < ! ) ■
Уравнению (3.1.77) соответствуют интегральные кривые /, 2, при

веденные на рис. 75. Эти кривые разделяются сепаратрисой на два 
класса. Интегральные кривые*обоих<классов‘ выходят из начала коор
динат, являющегося особой точкой типа узла, касаясь прямой 1 =  4?. 
Вблизи начала все кривые удовлетворяют соотношению £ =  4$ +  0£4.

Ординаты кривых первого класса возрастают до максимума (мень
шего единицы), расположенного на кривой £ =  £/[3(1— 1^)1 , 
затем поворачивают к  оси абсцисс и под одинаковым углом пересе
кают последнюю. Ординаты кривых второго класса монотонно возрас
тают, пересекая прямую £ — 1. не возвращаясь в область (С >  0, 
0 < 6 <  1).



Условиям (3.1.78) соответствуют интегральные кривые первого 
класса. На рис. 75 стрелками указано направление движения изобра
жающей точки с ростом времени. Качественное исследование поведения 
интегральных кривых уравнения (3.1.77) позволяет утверждать, что 
вязкопластическая область вначале движения расширяется, ее размер

*о "  I £ (0  увеличивается до некоторого максимального значения, 
достигаемого при t =  t (Sen), затем начинает убывать (рис. 76,а ) .  В мо
мент t  - ? (Sen) вязкопластическая область исчезает, обращаются в 
нуль скорости и0 (0 жесткой области стержня (рис. 76, б ) ,  движение 
стержня прекращается и часть 
стержня у свободно» границы . 
остается недеформироианной.f-

при очень больших значениях Sen | остается достаточно малым, поэтому 
можно пренебречь J I  по сравнению с единицей. В этом случае реше
ние уравнений (3.1.77), удовлетворяющее условиям (3.1.78), имеет вид:

Если известна зависимость а  от Sen или р Ji (Sen), то (3.1.80) — при
ближенное решение. Максимальная величина вязкопластической об
ласти х‘ц и полное время движения 7i соответственно равны: •

jco ( 0 = 2 V  t x— t  - v o W ^ — t ) ,  

0)  = ( " * 1  — 0  Sen;

Характеристики движения 
при малых 1 асимптотически 1,0 
можно представить в виде

*о(0 =1 12/ -1 О (l I ) ,  0,5

и0(/) —1—7 Sen; (3.1.79) 

при t t близких к ?! •- 1/Sen, 0

Рис. 76

1)‘
Р3

1/а Sen, (3.1 .80)

где а  — (1 — 1 |) \

.V о -1,37. | а  Sen --1 ,37 | ß, / ! - ! / ( *  Sen) -f*. (3 .1 .81)

Если а  равно среднему значению (1 — I 1) 1 на всем интервале дви
жения, то р определяется неявно:

(3.1.82)



Положив (1 Е) равным среднему значению I Е в течение всего времени

движения и с достаточной точностью приняв а  :  ̂ [ 1  — II I ) | , мож
но найти аналитическое решение. В общем случае уравнения (3.1.77) 
интегрируются численно.

Из условия несжимаемости материала стержня имеем

5  т 5 (( 1 р-1 ‘ , (3.1.83)

причем
дх

   2Ие Г :'п (̂ ) 1*0 ) *1 ^  _ 5---5()
а*  1ч  (О)2 5

где tл¡, — корни уравнения х - х (0 , Ие •- р1 ' с ^ 1  — параметр 
Рейнольдса.

Перейдем к определению напряжений, скорости частиц и плотности 
материала в области возмущений, считая, что на торце стержня длины 
*о приложено давление р  (¿)- Для этого необходимо построить тензор 
кинетических напряжений (Т),  соответствующий области возмущений 
заданной волны напряжений.

Области возмущений нагрузки соответствует тензор кинетических 
напряжений (Лнагр : (?"о) -I- (Л<). причем тензор (Го) определяется 
по формуле (3.1.20), тензор ( Т к) имеет компоненты (3.1.22). Парамет
ры А тп подчинены уравнениям (3.1.23), коэффициенты Ь'п {тт}) и 
свободные члены (¿¡) вычисляются соответственно по формулам;

Л ,  -
(3.1.84)

где
а [Ь) ^  _ А _

2 1 )  ' 4  < / Т г  1|

-----------------------------------------------------^  т / у
3 \ X 21] / 6 с/тг’ V 1] /

Интегралы Р\\\ Р\2] находим по формулам (3.1.24'), интегралы ¿1п , 
[)\2) — по формулам (3.1.25') , а также по формулам

с1х(1х'.

Компоненты корректирующего тензора определяются выражения
ми (3.1.27). Тензор кинетических напряжений Г(||агр) имеет компонен
ты (3.1.28); напряжение, скорость частиц и плотность материала стерж
ня в области возмущений нагрузки вычисляются по формулам (3.1.29).



Области возмущений разгрузки соответствует тензор кинетичес
ких напряжений (Т)ра-,гр ' : (Т) ,ШГр — Л (7*)» причем А (Т) • = 
-= Д (То) -|- Д (Т,{). Основной тензор А (Т0) известен, его компоненты 

имеют вид (3.1.37), корректирующий тензор А (Т,{) имеет компоненты
(3.1.38), параметры АИт>1 которых удовлетворяют уравнениям (3.1.39). 
Коэффициенты £'п  Оши}) уравнений и их свободные члени (//) на
ходим соответственно по формулам:

‘ V -I
(1)

а  " ’»ЛУ),
(3.1.85)

где
а (р) ■■ (2 /3 )(2«1 ,Д —  1).

Интегралы Д / - У ,  Д/.\г) вычисляются по формулам (3.1.25 ') , причем 
Т\о), 7’(°о°) заменяются соответственно на ДТ(0 |, АТ\о)л ДТДО>. Ком

поненты корректирующего тензора имеют вид (3.1.42), компоненты 
тензора Д (Т) — вид (3.1.43), компоненты тензора кинетических на
пряжений разгрузки (Т)ра :,г р —'вид (3.1.44).* Напряжение, скорость 
частиц и плотность ’ материала
стержня в области возмущений х Р(х&
разгрузки вычисляются по ({юр- 
мулам (3.1.45).

Итак, изучено напряженное 
состояние и движение топкого 
стержня при продольном ударе.

Поперечным  называется удар, 
которому соответствует прило
женное к стержню давление, 
изменяющееся по известному з а 
кону как  во времени ¿ .так  и по 
координате х (р =•-- р  (х , 0)- Попе
речный удар сопровождается пзгибпым деформированием стержня, 
возникающие при этом возмущения распространяются в виде изгиб- 
ных волн напряжении с конечной скоростью с ,  которая зависит от 
длины волны Л.

В простейшей теории поперечного удара по стержню постоянного 
поперечного сечения предполагается, что движение каждого элемента 
стержня представляет собой чистый перенос его в направлении, перпен 
дикулярном оси стержня. Силы, действующие на элемент стержня йх, 
который изгибается в плоскости хОг,  показаны на рис. 77. Изгибающий 
момент Л/ изменяется вдоль стержня и должен уравновешиваться по
перечными силами С), действующими параллельно оси Ог. Вычисляя 
моменты относительно оси 0//, получим

Рис. 77

—  с/ V 
Ох

в пределе при Ах -► 0 имеем С} -  с?Л1 Ох.



Уравнение движения элемента в направлении оси Oz имеет вид 
Р dQ , ,

p S — -  = 4 ~- \ р  ( х > о »сКа дх

где w  — перемещение в направлении оси Oz (прогиб стержня). При из
гибе стержня волокна, расположенные выше нейтральной линии, сжа
ты, ниже ее — растянуты (рис. 77). По определению,

Л/ — | o zdS ,
's

причем о —о (с). При малых деформациях е  - г х ,  х — —dzwldx* 
для упругого стержня ст Ее  выражения изгибающего момента и 
поперечной силы таковы:

Q = - - E J d3w
дха дх3 '

где J  — момент инерции поперечного сечения стержня. Подставляя 
значения М  и С} ъ уравнение движения, имеем

д2 2 !/■> д*и> . -  /п ,=  — аЪК2— --  - г р ,  (3.1.86)
д1г дх1

где ао — ¿'/р, К 2 =  У/5, р = : /?/р5.
Уравнение (3.1.86) волновое, причем непосредственная подстанов

ка показывает, что решение w  = f  (х — a 0f) или ш =  / (х - f  а 0Оне 
удовлетворяют уравнению, следовательно, изгибное возмущение про
извольной формы не может распространяться вдоль стержня без дис
персии.

Пусть вдоль стержня распространяется синусоидальная изгибная 
волна со скоростью с ,  тогда w  D cos (qt — fx), где D — амплитуда, 
q — 2лс/Л, f  - : 2it/A. Дифференцируя последнее выражение и под
ставляя  в уравнение (3 .1.86), находим скорость распространения из- 
гибной волны напряжений:

с  -  2 пКа0/А, ( 3 . 1 . 8 7 )
следовательно, скорость обратно пропорциональна длине волны (если 
длина волны бесконечно мала, то скорость с  бесконечно велика). Ско
рость распространения энергии импульса изгибных возмущений рав
на групповой скорости c q, являющейся скоростью распространения не
которой совокупности волн, длины которых ограничены значением А. 
При этом имеет место зависимость

d c

откуда

- с — Л
d  Л

с„ =  с + Л - ^ = 2 с ,

т. е. групповая скорость изгибных воли напряжений бесконечно вели
ка для импульса, состоящего из бесконечно коротких волн, однако это 
не соответствует физическому смыслу. Причины, по которым приведен



ные рассуждения неприменимы, следующие: 1) предположение, что 
движение представляет собой чистый перенос в направлении оси Ог , 
неправильно для коротких длин волн,так к ак  в этом случае следует 
учитывать вращательное движение сечений стержня; 2) предположе
ние, что продольные сечения элементов стержня сохраняют прямо
угольную форму во время движения, неверно для волн, длина кото
рых сравнима с толщиной стержня. Для устранения первой причины 
необходимо учитывать инерцию вращения элемента, что приводит к 
соотношению

0 «  Л И
дх ' * dxdt*

в результате подстановки которого в уравнение движения получаем 
уравнение Релея [391

- i ! 5 .  =  |- р .  (3 .1 .88)
d/* Ox* Ox* d/a '  V ’

Аналогично изложенному, имеем

с -  а 0 (1 -{- АЧ{4п2К 2))-~1/2, 
c g =* До 0  +  Ля/(4пя/С»))-1/2 (1 +  1/(1 4 я 8/еа/Л8)). (3.1.88)

При малом значении ЛУЛ формулы (3.1.88') принимают вид (3.1.87)* 
при больших значениях /(/Л скорости с  и c q стремятся к а 0, поэтому 
уравнение (3.1.88) больше соответствует физической сущности рассмат
риваемой задачи. Если учесть поправку на сдвиг элемента, которая 
сравнима с поправкой на инерцию вращения, то приходим к уравне
нию Тимошенко [571

(7® w  2 д4 ш  г'..,, , s d * w  р . К2 d * w  , “  /п 1 о Л ч—  «О К 1— — /\“(1 -Н')   V- -T — f- Р. (3.1.89)
а/2 д х Л д х 2д Р  а\ д1*

где е =  2^7(1 V), Н’ — константа формы поперечного сечения
стержня.

Упругое состояние стержня при поперечном ударе соответствует 
очень малым скоростям, увеличение скорости удара приводит к пере
ходу стержня в упругопластическое состояние, которому соответствует 
зависимость а  =  Е (1 — <о)е =  Е (1 — сф х . В этом случае выраже
ние для изгибающего момента таково: М  =  Е (У — /1)х ; дифференци
руя , имеем:

~ дМ г , дх г  /г , т \ ду.С =  - — « £ /  —  Е(11+ 1 2х) —  ,
дх  дх  дх

W_= E j ^ L - E
дх  дх*

,  д г к . /  dsx  , п /  дх, \2 \ , ,  [ ! ду.
h  * - г т - 1 -  2 —  Н -/ э хдхг * V I а *  П  Ч  I а*

Уравнение движения принимает вид

^  Ш 2 ^  ^  ft 1 /о  1 п л \=  — аЬ К 2—~ аЪръ  +  р ,  (3.1.90)



В момент начинается разгрузка, для которой характерна зависи
мость а  • - (о" — Егк")  Егх (индексом «п» отмечены напряжение 
о и изменение кривизны к  при нагрузке в момент (р).

Изгибающий момент М  и поперечная сила <3 соответственно равны

М = Ми — ЕЗ ( х н —  х ) ,
Q    дМ 1' £ .J  , Ок" дх

дх  I <)х Ох

уравнение движения принимает вид

р, (3.1.91)д{2 дх
г д е

М н = Со" 2^5,
5

2 , , ,  а * х » , , 1 а2 .М"
Р п  -  —  аЪ К 2— т - — —  .дхг р 5  дх2

Таким образом, поперечный удар по тонкому стержню приближен
но описывается уравнением

, г., д* ~ ,0  ,
=  НР. (3-1.92)

причем для упругого стержня р  -- /?, для упругопластического стерж
ня при нагрузке р  = - р  р*,  при разгрузке р  =  р  +  р н- Уточненные 
уравнения движения Релея и Тимошенко имеют сложную структуру и 
для стержней длинных и средней длины дают незначительную поправ
ку  к решению уравнения (3.1.92), поэтому ограничимся рассмотрением 
только указанного уравнения.

Граничные условия для уравнения (3.1.92) следующие:
а) для заделанного конца ш 0, ди)!дх — 0;
б) для свободно опертого конца до - - 0, д2до/дх2 — 0;
в) для свободного конца д2ш/дх2 --- 0, д 3ы>/дх3 =- 0. (3.1.93) 
Решение уравнения (3.1.92) с учетом соответствующих граничных

условий следует искать в виде разложения по собственным функциям 
упругих колебаний стержня:

ч}(х, /) 7,- (лг) Х1 (лс). (3.1.94)



Г р а н и ч н ы е  у с л о н п я Х г (х) I. У р а в н е н и е  ч а с т о т

Ш арнирное опирание 
на концах эш  ( ¡ л х/1) а  2

8111 р г / =  0
р?  = ( » 1/(а0 к)

З а д е л к и  на концах «11 [̂ / ( а: 1/2) 
з11 р ;  ( / ; 2 )

я т  р ;  (л :  • - / / 2 )
$¡11 р,- ( / / 2 )

I СОБ р£ 1 сИ р£ 1--=\

Защ ем ление на конце 
г  - 0

с 11 Р ;  х— со.ч р,- х , с о е 3 р ;  1 с о э  Рг 1 с И  Р г  1=  1

сИ р< 1 ' - с о в Р г /  

йИ Р/ * - - $ т  Р,- л- 

йИ Рг | бЫ Р; 1

в т *  р ; 1

Свободное опирание 
*  0 ,  з а д е л к а  х =  1

вИ Р,- л $¡11 Р; д:

в И  Р г  / 51П Р/ 1

1 ( й Р г  1 - - Ш р ^

Свободные концы с !1 р,- X  14 )5  Р,- X 

С1) 1 - -  СОЯ р/  X  

яИ р* х-\- э т  Р/ а' 

бН р ^  / —  э т  Р/ /

СО.Ч2 р г- 1

1 ! 1 п * м

С 0 5  Р; / сЬ Р  ̂ 1

• Т аб л и ц а  занмеию пана  ш  книга  1<3|.

Здесь Х1 (*) --- собственные функции, удовлетворяющие уравнению

А'!у- А; -О  (3.1.95)
' «г, К8

н граничным условиям типа (3.1.93), выражения которых в зависимости 
от типа граничных условий приведены в табл. 2, там же приведены урав
нения частот.

Неизвестные функции ^  (/) подчинены уравнению ^  -| о)?<7 г = 
и начальным условиям задачи: ю -- (.*), тл' :с0 (.г) при I -■ 0. Эти
функции определяются методом последовательных приближений, суть
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которого сводится к следующему. Пусть известно 6-е приближение 
ц\к) (*). Р[к) ( х 1 О или РнА) (*» тогда (£ 1)-е приближение

1
+  —— J р )6) {/') 5 !п о г (¿—О  

о
(3.1.96)

где
*■ *

(0) — ̂  (л) X; (я) йх/1, (0 )=   ̂ (лс) X; (х)<1хЦ,
о о

I _ I
р \ к ) { ( ) ~ \ р { к ) {х, ( ) Х 1( х ) ( 1 х Ц ,  I  = ^ { Х 1( х ) ) Ч х  

о о
В итоге прогиб стержня при поперечном ударе

!£)(*) (х, 0 = 2 ( 0 )  с  ОБ 0) ;  I -1- —  5 1 п  (0; /
т

—  I р\к) ((') s m o ) l (t — t ’ ) с1С X, (х). (3.1.97)

Первым приближением является упругое решение задачи: при сосре
доточенном ударе в точке х — С

ш1 (0) сое ъ)1 ¿ |(° ) ■XVI

СО/

Г

I  J X, (*);

при распределенном ударе

Е|Ц<1 , ( я | 0 = 2  ( 0 )  ^05 О), I  - \ - ™1 ЭШМ! ( - 'г

 \ р 1 (/') й!!! СОг — Х1 (X).

Контактная сила Р (¿), возникающая при ударе тела массы т  со ско
ростью ис , определяется из условия равенства перемещений тела и 
стержня, рассмотренного в § 4 гл. 2. Сближение а  является разностью 
между перемещением тела шт и перемещением стержня 1&{с) в точке кон
такта X ■- с ,  поэтому

г <
а  — до — (г) —I1,. { -  —  Г с/г1 Г Р  ((') сИ' — м (с).

т ,}



Это соотношение можно рассматривать к ак  интегральное уравнение 
'для контактной силы Р,  если ад (с) заменить выражением

а сближение а  принять равным а  =  (PH( 2)2/3. В этом случае имеем ИН' 
тегральное уравнение

решение которого можно строить различно, в частности методом конеч
ных разностей, используя ЭВМ.

Приведенное решение задачи о поперечном ударе предполагает, что 
волна нагрузки распространилась во всем стержне, т. е. оно характе
ризует напряженно-деформированное состояние стержня с момента

=  шах ( с !ай(1 — с)/ай) > 0 .  Изучение напряженно-деформирован
ного состояния стержня в интервале (0, ¿т ) можно проводить, поль
зуясь  полученным решением, если длину стержня считать переменной, 
равной 2а ^ ,  а его концы — закрепленными (ш =  0 и дии/дх — 0), так  
как  перед фронтом волны нагрузки стержень находится в покое. В этом 
случае собственные функции (*) удовлетворяют уравнению (3.1.95) 
и имеют вид, приведенный в табл. 2, где / — 2а 0£; остальные вычисле
ния по определению функций (/) и силовой функций Р  (0  проводят
ся аналогично изложенному выше с учетом зависимостей I — 2 и 
с  =

Изложенным методом задача о поперечном ударе по тонкому стерж
ню прямоугольного поперечного сечения для материала с линейным 
упрочнением о> ■- (1 — Е'/Е){ 1 — €т/е), где Е' — модуль упрочнения, 
подробно рассмотрена М. П. Галиным [51, X. А. Рахматулиным и 
Ю. А. Демьяновым [35]. Представляют определенный интерес решения 
ряда частных задач о поперечном ударе по стержню, приведенные в кни
ге В. Гольдсмита [6].

Исследуем напряженное состояние плиты, находящейся в условиях 
импульсивного нагружения. Импульсивному нагружению соответст
вует почти мгновенное возрастание давления до максимума с последую
щим уменьшением его до нуля за короткий промежуток времени, ис
числяемый микро - и миллисекундами. При этом предполагается извест
ным закон изменения давления во времени / и по координатам х1 (г =  
=  1, 2); р =  р  (к1 у 0  (0 <  I <  ¿п) ,гд е  — продолжительность н а гр у 
жения (такое нагружение реализуется при взрыве и ударе).

о

о о

§  2. Плита при взрыве и ударе



Плитой  называется деформируемое тело, толщина к  которого меньше 
других его размеров Ь. Форма плиты произвольна и определяется гео
метрией соответствующего ей контура. В зависимости от величины от
ношения /г.Х плита может быть тонкой (если /г/1 <£ 1) и толстой (если 
Ш Ь <  1).

Система координат (а ,  (5, г) выбирается в зависимости от формы 
плиты и загруженной области так, чтобы ее начало и координатные 
линии а  и (-5 находились на одной и.ч ограничивающих плоскостей; коор

динатная линия г  нанравленп 
но нормали к  указанной 
плоскости.

При импульсивном нагру
жении в плите распростра
няются волны напряжений 
нагрузки, разгрузки и отра
женные волны; образуются 
области возмущений, в кото
рых материал плиты находит
ся в напряженном состоянии, 
которое характеризуется тен
зором напряжений (о); части
цы среды в движении (вектор 
скорости у), плотность мате
риала р. Этим характеристи
кам состояния плиты в обла
сти возмущений соответствует 
тензор кинетических напря

жений (Т),  принимаемый в дальнейшем за основную искомую величи
ну. Зная (Т) и пользуясь формулами, приведенными в § 2  гл. 2, нахо
дим тензор напряжений (о), вектор скорости частиц V и плотность ма
териала р в области возмущений.

При взрыве и ударе без внедрения в плите образуются только об
ласти возмущений, н которых распространяются волны напряжений, 
тогда как при ударе с внедрением в плите образуются область внедре
ния с пограничным слоем и области возмущений, в которых распро
страняются волны напряжений различной природы.

Процесс распространения волн напряжений можно разделить на 
периоды. Первый период соответствует началу нагружения и распро
странению воли нагрузки и разгрузки по толщине плиты, проходяще
му аналогично распространению волн в полупространстве, занятом 
средой. Второй период соответствует началу отражения волны нагруз
ки от тыльной поверхности плиты,включает распространение отражен
ных волн напряжений в пределах толщины плиты, а также отколъное 
явление на тыльной поверхности и взаимодействие волн напряжений 
внутри плиты. Третий период соответствует распространению волн 
напряжений вдоль плиты с некоторой конечной скоростьюсдо момента 
достижения фронтом волны боковой поверхности плиты. Четвертый 
период охватывает явление отражения волны напряжений от боковой 
поверхности и распространение отраженно]! волны к центру плиты и
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{ Ь т ; 1
о  I ЯШ1 —|

! ^ . \ - ^ к огр
1X
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Рис. 78
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т. д.; описанный процесс показан на рис. 78. В дальнейшем вся плита 
находится в напряженном состоянии и совершает колебательное д ви 
жение.

Материал плиты в каждом из указанных периодов процесса может 
находиться в упругом, уиругопластическом, пластическом, вязком , 
вязкоупругом, вязкопластическом и других состояниях в зависимости 
от его физико-механических свойств.

Для первого и второго периодов процесса распространения волн 
напряжений в плите построение тензора кинетических напряжений ( Т ) 
в областях возмущений воли нагрузки, разгрузки и отраженных волн 
подробно рассмотрено в § 2 и 3 гл. 2 при условии линейной зависимос
ти а  - 3/(е. При больших давлениях зависимость а  : а  (е) сложнее, 
поэтому рассмотрим более общие определяющие уравнения, представ
ленные уравнением состояния среды (материала плиты) & - « ( о )  и де- 
виаторным соотношением

где О// : а к} +  g'fi иь) — обобщенные напряжения; е* —
'  (I -г <р)о*/Зб соответствует динамической диаграмме а* ~~ e i м а 

териала; а  и Р — углы наклона главных осей гиперболоидов девиато- 
ров (£>„•) и (£>е).

Импульсивное нагружение, реализуемое при взрыве и ударе, оче
видно, близко к простому нагружению, для которого можно считать 
а  р, тогда

Фиктивному телу соответствуют следующие определяющие уравнения: 
при нагрузке

Из уравнений следуют физические соотношения: при нагрузке

В области возмущений нагрузки тензор кинетических напряжений

О,и («) =  4 (а *> ео5 <2а +Р> -сое За ^

I (3.2.1)

^ ( е ) - - ^ г О йу(*т*). (3.2. Г )

при разгрузке

Д е  =  Д е  ( А Т ) ,  А О а р ( « ) А Д * р  ( Г ) .

при разгрузке (3.2.3)

Д ^ ^ - Д Г ^  -1 - (Д е (Д Г ) -  —  Д Г )* ^ .



Основной (Т0) и корректирующий (Тн) тензоры при взрыве и ударе без 
внедрения аналогичны принятым в § 2 н 3 гл. 2, функции состояния 
и а 2 определяются по следующим формулам:

а 1 =  1 4  ф +  Т1
dT t

а.п~ G (3.2.5)

Рассмотрим теперь построение тензоров (Г0) и (Т н) в цилиндричес
кой системе координат (/-,0, г ,  *°), поместив начало О в центр загружен
ной области (рис. 79).

При построении указанных тензоров воспользуемся общим реше
нием (2.5.2) уравнений равновесия фиктивного тела, считая, что теку

щие координаты изменяют
ся в следующих пределах:

0 <  г <  л>, 0 <  9 <  02,
О <  г <  г 2, 0 <  х° <  х°2,

(3.2.6)

где б2 =  2л, х\ — к, г 2 =

=  а0 х°1асд, л2= / г агр +

+ V{a0 x° f  a eq)2 -  2£.

Д л я  основного тензора (Т 0) имеем следующие граничные условия:
=  Qf i} при г = 0, (3.2.7)

Г°Р =  , (р =  I, 2, 3, 0) при -  0.
Д л я  координаты г функции нагрузок таковы:

QU) =  ( Р ^ Ь - о  ~  Ру , Q??, =  (р^Яс,)*-о (/ --- 1, 2, 3),
(3.2.8)

где  р 31 (г, 0, /) — действующая импульсивная нагрузка; v1 (г, 0, t) — 
распределения скоростей частиц на поверхности, определяемые из ре
шения задачи о взрыве или задачи о соударении.

Функции кинетических напряжений

П&У =  (1/2)(1 +  cos z)Fa3, (3.2.9)

где 2  =  лz/z2 =  пг/(а0х°/ас д ) — безразмерная координата.
Функции Faз, входящие в (3.2.9), удовлетворяют следующим урав 

нениям:

+  \Г
d*Fx 
д гЖ

д  (  д Р Яъ

д 2 Роя 
д г»
&F 2.1

dFo:i

ае дг оо

аеа 1 дг
=  2 r 'Q t ?

дх°г
- 2 r * Q t f h



д i' dF;i3 ^F 23 ^ 1 ( dFaa
дг ( д г 50 ) г  [ д г

д / дГ2з
1 г2

dF,,
дх<> 1 д г 50

dFn  \ w- i M = 2 r* Qffb
5 0  /  5 x 0 2

- / ra ')= 2Q ¡, '">Г* ÜO r j

и граничным условиям:
/\хз =  0 при Г=Г-у,

(3 .2 .10 ')

F , . а=о , - ^ _  =  0, F „ « 0 ,  при x°=**S;23 Для <w d*o ‘ Y

по координате 0 функции периодические (период 2л).
В силу произвольности искомых функции из первого уравнения 

(3.2.10) и граничных условий (3.2 .10 ') следует

^ » = 0 ,  л 3 =  5 $ 'л «(?><*«*е. (3 -2 . i l )
ó о

Для функций /; ов и F яз имеем уравнения:

L |-зг _ ^ к .  -]-/■’ - ¡ . ^ ! Z í i ' - r 2Í ^ ! i  _ л а1,
5 r 2  5 r  d ü a  d * « a

(3.2.12)
f j -  / - ' а л _______ i  < ) F - J з  , 1 5 ' 2  d 3  F ; i ; i

<)r2 r dr ‘ r2 002 d *°2 3 l’

где

fl:u =  2|^Q ?f,  |‘ q (3M * °  j .

Решение первого из уравнений (3.2.12) представим в виде ряда Фурье 
по собственным функциям V?m (г,  0):

l \ , ^ I X p m (x«)Vp m (r, 0), (3.2.13)
р,т

полагая, что А ;п можно представить в виде ряда Фурье по этим ж е  соб
ственным функциям:

~  Ам = v  ЛЙ-0 (*») Vр„ (г, Ü), (3.2.14)
р.т

где
2 я  г 2 / 2 л  г ,

■-'■Г1 - J J - i - л я  V , „n  d r , m  / [  J 0 W * М О -  <3 -2 -1 4 ' )
С' Ü I о о



Подставляя (3.2.13) и (3.2.14) в (3.2.12), получим уравнения для функ
ции Х рт (х°):

х рт +  * 1 т Х рт =

решением которых являются функции
хО

Хрт (Х°) =  — — Г Л</™> (g) sin крт ( i — *°) di.
Kprtl Jо

Собственные функции Vpm (г, 0) удовлетворяют уравнению

* L + - L * L + ± v j - ± * L + K ' v =  oдг2 г дг г - ‘ гз 302
и граничным условиям: К О при г  --- rv; rio координате 0 функции
периодические (период 2л). Отсюда следуют две системы собственных 
функций:

Vm ^  ( V r ) J m {rxttm) cos mO

=  (1 ! r ) J m (rx,,m) sin mO,
которым соответствуют собственные значения v.pm (р  0, 1, 2 ,.. .) , 
определяемые как  корни характеристического уравнения J т (r2x) - 0 .  
В итоге находим функцию

F'a  " 2  I T —  f (/1 “i"” 1 ©  cos m0-[.
P<m o

I A?ipft,)(£)sinmO) sin х,„„ (| — x°) d% ~ - J m ( n t pm). (3.2.15)

Решение второго из уравнений (3.2.12) строится аналогично, в резуль
тате имеем

Л)л =  \ ----------  (В\\р,п) (Е) eos mO-fi
Í7,  Wimt ¡1

Bi\p,n) (i) sin mü) sin ырт ( l— ,v") d t r J  , — — г (3.2-16)

где
2 л  г ,

\ \ В ы 1' - 1 . T - r - s ( rwí»n') cos "iOí/rí/0
I inm) ^  JL

i  2 л  r.,

\ j ( ' ’V  1 cos

(3.2.16')
2 л  r i
f f B Alr .(y,y .—  (r<opm ) sin mQdrdQ

f t ?  (p m )  —  _ i_ _ q
'H 2nr,



Собственные значения о)рт  — корни характеристического уравнения

3 У~ПРт2 (г<й) =  ° ‘

Для координаты х° функции нагрузок <2??, таковы:

С2?1) =  (рЛ с^о , (?(?) =  р0о?в; ' (3.2.17)
функции кинетических напряжений Пао* приняты в следующем виде:

х°

п ^ ,==4 - ( 1  -|-со5 х0)/*10-ь 4 -  Г ( 1 -1-С05 ¿Ь) ^ ¥ 10,

Щ о’ - у  (1 -Нсоэ .V0) с1х° Чг20, (3.2.18)

]  <1 +  С О $ Х * )  ¿ х °  Ч '8 0 , 

о

где х° - пх°/х2 =■ х°л / 1 1  — безразмерная координата.
Функции /ч,,, ХК,0 (/ - =1,2, 3), входящие в (3.2.18), подчинены урав

нениям: дг Рю   „г /По о—— =  Г У(1),дгдЬ
ае

о • = 2 г2ро1ь\-Г‘
д г

1 (ЗУ,
а 4 _ ‘ _  у 1 о  4 . Л 1 2 1 . в  2 Г 2  (2 ? ? ) ,

д г  г

20 •I- г 'Г 2о +

*  
«М.,о 2г2 С?(°

(3.2.19) 

(3 .2.19')
()г ’ ¿0

и следующим граничным условиям:
Ло ^ О, Ч'10 0 при г =
'К2 к О, Чгэо =  0 при г  -  г у;

по координате 0 функции периодические (период 2л).
Решая уравнения (3.2.19) совместно с граничными условиями 

(3.2.19'), находим:
О г

() О

Ч-'ю — 5 ^  (З«,”.1, — Ч’) ао, ' I V  = 5 ^ 7 ,
О О

2 - 0
I* 2/г 1  ( А  4 ^ )  (/'3 (2О Д,-  40) ¿0 (1г,

(3.2.20)



dQM ■ dQM 
ае  i " д г

— Y  dr.  
Гх

Полные функции кинетических напряжений основного тензора име
ют вид:

х°
и \ 0 )  =  ~ ( \  -|-cos 2 )  F ^ \ -  (  Î  - •  C O S . ? )  F 1 ( j - {  y j ( l  l - c o s x " ) ^ 0 ¥ 10,

0
A «

п (2“> = - j  (1 + C O S  7) F.a  - f - 1  j  (1 +  c o s ? )  dx° V.0, (3.2.21)
0
x°

Iff*  =  ( H  C O S  z) F  33'+ Y  j*(l T  cos?)dA-°4%(.
0

В результате подстановки (2.2.21) в (3.5.2) определяем компоненты 
тензора для  самоуравновешенных частей функций нагрузок Qff,
и QPft; несамоуравновешенным частям функций нагрузок Q(°f, --- Q°f, — 
— Qtf)* Q??> " " Q?f) — Q?i) соответствует тензор (?^2)) с компонентами:

Г ? « 3 , =  ( 1  - I -  c o s 7 ) Q i n / 2 ,  7-?о°, =  ( 1  •!  c o s 7 » )  Q ? , ° , / 2 ,

T l o )  =  ( 1  +  c o s  7) Q ( 3/ ) / 2 ,  T, ' o0, = ( 1  +  c o s . ? ) Q ? ! >/ 2 ,

(3.2.22)

T fi’ , =  ( 1 -I- cos 7) Q(3,2, /2, 7'fo) =  ( 1 +  cos 7"°) Q?,2,/2;

T'foj =  (1 H-cos 7) Qf i ) / 2 - j -  (1 -1-cos7") Qfi3,/2.

Основной тензор

(Г 0) =  ( r t 1») -h (T l0%  (3.2.23)

Если Q(3f, и Q(°f, равны нулю, то (Т 0) — (7Ч,2)); при нормальном взрыве 
и ударе функции нагрузок Qff) =  Qfn =  О, Q(°n =  Q? n =  0. Коррек
тирующий тензор имеет компоненты

7 (К)— (Atnnpl  /Гп1 ' В  mnpi f{% Ч- i'-’miijif /ПА “I'jD m„j,| /fo)), (3.2.24)
mnpl

где f $ )  (m n p l )  — известные функции координат. Параметры 
Amnpi, . . . t D mnPi находим в результате решения системы алгебраи
ческих уравнений

1  (Amnpl  ^  1 Р - ! ■ Bmnpl  /:2р 1 Cmt.pl ^ Ф Т  &тпр1 /”'ор) +  ¿0  =  0.
nmpi



лам
f vß =  (1/2G) (с^/ЭД +  a af $ ) ;  (3 .2 .26)

интегралы (/г =  1, 2) имеют вид

F $  - ( 2 I n 3) {a0/acq) { k l n ) A x
jT \ 2Qo ^  , / , / 2(/ 1 _ ( j j x°rdrd6dzdx°.

(3 .2 .26 ')
Подынтегральные функции приведены во второй части книги; 
свободные члены Lp {ißq)  уравнений вычисляются по формулам

¿3 =  (1 /2 G ) (c tjLß11 +  а , / # ’ ) +  « L j , » ;  (3 .2 .2 7 )

интегралы L ^  (k — 1, 2, 3) имеют вид

Ljife> =  (2/я3) (au/ae9) f —  I* X

+ j / "  1 — (3.2.27';,  . . „  . , . - ')
о \

Подынтегральные функции приведены во второй части книги; 
функции состояния а.г и а 2 определяются формулами (3.2.5).

Решение системы (3.2.25) строится с помощью процедуры последо
вательных приближений, изложенной в § 3  гл . 1. В результате нахо
дим параметры А тпри  •••, О тпРи следовательно, и компоненты тен
зора (Т к).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (7')нагр постро
ен для области возмущений нагрузки при взрыве и ударе без внедре
ния.

При ударе с внедрением расчет области внедрения с пограничным 
слоем приведен в § 4  гл. 2. Построение тензора (Т )Нагр для области 
возмущений нагрузки выполняется в цилиндрических координатах 
аналогично изложенному в § 5  гл. 2, функции состояния а х и а 2 вы 
числяются по формулам (3.2.5), функция е (Т ) полагается известной.

В области возмущений разгрузки

(Праагр =  (Л н а гр  ~  Д  ( Г ) ,  (3 .2 .2 8 )
причем Д (Г) “  Д (Г 0) +  Д (Тк).

Основной Д (Г 0) и корректирующий Д ( Т к) тензоры аналогичны 
приведенным в § 2 и 3 гл. 2, функции состояния а (хе) и а (2е) соответст
венно равны:



В цилиндрических координатах построение тензоров Д (Т0) и А (Т к) 
выполняется т ак  же, как  в случае нагрузки, при этом используется 
общее решение (2.5.2), текущие координаты (рис. 80) изменяются в 
следующих пределах:

о <  г <  /-2, о ^  0 <  е2, и ^  2 <  г2, хЧ <  <  4 , (3 .2 .30)

где г 2 г ,  1”агр -|- У  (Ьх°1и%Г))* — г2, 0 2  ̂ 2 л , г 2 ■ : Ьха/и?Г) хЧ — а с ^ р , 
х\ ~ или к  (а0/Ь I I ) ' 1 при наличии взаимодействия с отраженной 
волной нагрузки.

Для основного тензора Л (Т„) имеем следующие граничные усло
вия:

д г з р  =  при 2 =  о, ДГ°Р -  0 при *и = х 1  (3.2.31)

Функции нагрузок ДфЭД 
таковы:

Дф<31) — (ДрДу3Д^)2=о —
-  ДрЗ/ (/ -  1, 2, 3),

(3.2.32)
Д -  (Д рД и31 '(,г)) г = 0,

где Др ъ! (г02) и Ди* (г©/) — 
изменения действующей 
импульсивной нагрузки и 
скорости движения частиц 

на поверхности, определяемые [из решения задачи о взрыве и ударе 
без внедрения. Им соответствуют функции кинетических напряже
ний основного тензора

Рис. 80

ДП^0) = (1/2) (1 -b cos z)AFaз,

где z =  л z/z2 — л  г/ (bx°iv°{r)) — безразмерная координата. 
Функции AFaz имеют вид:

0 г
&Fa3 = 0 , ДF13 = ^  г2 AQff) drdQ, 

о о
д;°

ДF.l3 =  ̂— Г ( Д Л '/ ^  (|) cosm0 -f-
^pm J

(3.2.33)

p,m

+  Д Л 2  </” * )  ( I )  S i n  m 0 )  s i n  x p m  ( g — x ° )  d l  —  J m ( г х , т ) ,

&F ад =
=  2

p.in Jpm
( Д (I) cos m0-f

-f ДВЦ»*”) (I) sinmO) sino)/(m (g—*°) d l r J ]T T ^  {r®pm)\



(3.2.35) 
и

A B rll - . 2 ^ A Q ; f ,  : A Q ?f, dx»^

определяются соответственно по формулам (3.2.14 ') и (3.2.16'), при
чем Л 31 и В п  следует заменить на AAgi и А В 31.

Подставляя (3.2.33) в (2.5,2), рпределим компоненты тензора Д(То1)) 
для самоуравновешенных частей функций нагрузок не-
самоуравновешенным частям функций нагрузок Д£?<3Р) -- Д<?м) - -  
соответствует тензор Д (Т[2)) с компонентами

ДГ??, =  (1/2) (1 +  cos z)AQff, (Р -  1, 2, 3, 0). (3.2.36)
Основной тензор

Д (Г 0) =  Д (г ! ,11) +  Д (Т'о1'). (3.2.37)

Если AQ?f> =  0, то А (Т 0) =  Д (Т(02)); при нормальном взрыве и у д а 
ре функции нагрузок AQffj =■ AQoj =  0.

Корректирующий тензор Д (Т и) имеет компоненты

A T ’ uf) ~  {AAmil]ll f { \ ) - f  ABmpn} fl{2) \-ACmnPif$) -\-'ADm,4)i ô)).
m n p l

(3.2.38)
Параметры Д Л тп;>1 ADmnPt удовлетворяют уравнениям

i  (Д Amnp! F in -b&BmnPl  +  ДС,ипр1 F - \ - D mnpi F од) -\-ALfi =  0,
mnpl

(3.2.39)
коэффициенты F v$ (nmp l i jkq ) которых вычисляются n o  формулам 

FvP -  ( 1 / ( 2 N f » ^ ) ) ,  (3.2.40)

свободные члены АЦ (ijkq) — по формулам

Д¿-р = (1/(20)) (ctf’ AZ.j,0  -ь a '/ ’ AL'd21) +  а Д ^ 3'. (3 .2 .41)

Интегралы ДLff* (k — 1, 2, 3) определяются в виде 

Д4 4 )= ( 2 /1Г’ ) (Ыи?г))(х°21к) *х

(3 .2 .42)

261

ДЛз1 = 2 , л  Д(2( о



интегралы (к =  1, 2> 3) находятся по формулам

/■’$  - ( 2 / л3) (й ,Ч>)М/ п)4х

хШ л“р,(л^ Г +4 ? / ' 1 “ (тГ )
подынтегральные выражения /1$ и Д/?^!) приведены во второй части 
книги; функции а [ е\ сф’> принимают в виде (3.2.29).

Решение уравнений (3.2.39) строится с помощью процедуры по
следовательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1, в результате 
получим параметры ААтпР1 , . . ..  Д£>т п р Ь  следовательно, и компонен
ты корректирующего тензора А (ТК).

Рис. 81

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Т )раагр по
строен для области возмущений разгрузки при ударе без внедрения 
и взрыве.

При ударе с внедрением построение тензора кинетических напря
жений (Т^рагзр для области возмущений разгрузки выполняется в ци
линдрических координатах аналогично изложенному в § 5 гл. 2, функ
ции состояния а<*> и а<е) следует взять в форме (3.2.29), зависимость 
Де (АТ) полагается известной.

В области возмущений отраженной волны нагрузки (рис. 81) тен
зор кинетических напряжений

(Т ) отр - (Т')нагр -  Аг (Г), (3.2.43)
причем

(Т)  = Дх (Г0) -I- Д1 (Гн).

Основной Д1 (Т 0) и корректирующий Дх (Т К) тензоры построены в 
§ 3 гл. 2, функции состояния а х и а 2 определяются по формулам (3.2.5).

В цилиндрической системе координат построение тензоров Дх (Т0) 
и ^ 1  (Г„) производится на основании общего решения (2.5.2); теку
щие координаты (рис. 81) изменяются в следующих пределах:

О <  г  <  г2, 0 <  О <  0а, к  ^  г >  г2, 0 >  л0 ^  х\, (3.2.44)



где

г2 =  / Г р 4 1  \ а 0х»1ася ) * - ( к -  г)2, 02 =  2я, 
г8 =  к  — а 0х°/аС(}, х% =  Л или к  (а0/Ь +  I)-1 ,

при взаимодействии с волной разгрузки х° отсчитывается от значе
ния х° =  а сдШа0.

Для основного тензора Дх (Т0) имеем граничные условия:
Д ^ з р  =  д ^  ПрИ г ht  д 1 Г ор =  о  при  Л0 =  0г (3 .2 .4 5 )

где =  Тнагр!*-*.
Функции кинетических напряжений основного тензора

Л 1П £ " ■ (1 ;2) (1 +  с о б З Д Л з, (3 .2 .4 6 )

где г  =  л  (И — г )  I ( а ^ а ц )  - безразмерная координата.
Функции Д ^ а з  определяются по формулам (3.2..34), причем функ

ции нагрузок Д£??{\ заменяются па ДхФ??), ДЛ Э1 и Д Б 31 — соответствен
но на

Дх Лз1 «  2 ( г* Д, (¿¡7, +  Д4 (ЯЬ  |

(3 .2 .4 7 )
и

А '°

о '

В результате подстановки (3.2.46) в (2.5.2) определяем компонен
ты тензора Дх (Го1*) для самоуравновешенных частей функций н а гр у 
зок Д ^ Р , ;  несамоуравновешелным частям функций нагрузок Д аО ^  =  
=  Д ^ п 3, — соответствует тензор Дх (Т[2)) с компонентами
(3.2.36), где.Дф^, следует заменить на ДЙ®?,.

Основной тензор Дх (Т„) равен сумме тензоров:

(Т„) = Д1 ( П 1’ ) +  Д, (Г)<” ). (3 .2 .48)

Корректирующий тензор Дх (Т К) имеет компоненты

д , 'ЛЙ ^  (А , Л „  /?(’, +  АВ,,,)и„  /Й | А, / ;?, | О  „ $ ! ) .
1ППр1

(3 .2 .4 9 )
Параметры Д А1О тпр1 определяются в результате реше
ния системы уравнений

( Д |  А т п р 1  Р ! р " I ' Д 1 & т 1 > 7 > 1  “ Ь Д  | С т п р 1  ^ з р

-\Ш\ 0 „ П1Р1 /-ор) I Д |£ -р -—0. (3 .2 .5 0 )

¿(КЗ



Коэффициенты (тпрИ}кд)  вычисляются по формулам (3.2.26); ин
тегралы таковы:

^ = - 2 ^ - Г 4 ) Ч Г Г ? Г ^ ' ' я , г , гр
&сс] \ Л  ' Л 3

- У ^ - з р У  1 — (2/л)8 ] ' г хЫ Ы дсШ х”-, (3.2.51)
асд

свободные члены Д ^ р  (//7г</) находятся по формулам
Д ^ р  -  (1 /2 0 ))  ( « А ^ 11 +  а А ^ 2’ ) 'I-  а Д ^ ’ ; (3.2.52)

интегралы Д ^ р 0 равны
"  ¿ н а г р

‘ •‘ г — ч г т и т * л

I 1 — (г/л)2] г х° (1п10с1гс1х{)\
' °ся }

подынтегральные выражения и 5 ^  приведены во второй части 
книги. Решение уравнений (3.2.50) строится с помощью процедуры 
последовательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1. В резуль
тате определены параметры .... А1О тт, следовательно, и
компоненты корректирующего тензора ДА [Тк).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Т)отр постро
ен для области возмущений отраженной волны нагрузки при взрыве 
и ударе без внедрения. При ударе с внедрением тензор (Т )отр постро
ен (см. § 5 гл. 2). Этот тензор совпадает с построенным тензором, ес
ли е  (Т) =  77 (ЗК).

Используя формулы
т ^  (1/3) Т ^ Г ), Т1 = { У № ) У Ъ 7г{Т) —  Т? (Г), (3.2.53)

где Л\ (Т ) - £арТа|\ Т 2 (Т)  Га ^Тар, по известному тензору кине
тических напряжений (Т ) для  каждой области возмущений находим 
распределение среднего кинетического напряжения Т  и интенсивно
сти кинетических напряжений Т 1, по значениям которых можно оце
нить различные эффекты, сопровождающие процесс распространения 
волн напряжений в плите.

На тыльной поверхности плиты (г = К) наблюдается интерфе
ренция прямой н отраженной волн нагрузки. Результирующая ин
тенсивность кинетических напряжений

Т Г  - ( 7 Г гр I- Г Г )  |,_л -  27Т р Ь ,  (3.2.54)

может превышать Т* ( Т Т Л >  Т?) .  В этом случае происходит отколь- 
ное явление (внешнее разрушение плиты), характер откола определя
ется  по критерию, приведенному в §5  гл. 1. При выводе формулы 
^3.2.54) использован тот факт, что при отражении волны нагрузки



При г -  к  (а 0/Ь -!•• I)-1 имеет место интерференция волны раз* 
грузки и отраженной волны нагрузки . Результирующая интенсивность 
кинетических напряжений

может превысить Т¡* (Т^м >  Т^).  В результате образуется трещи
на (внутреннее разрушение), которая с течением времени увеличива
ется.

Таким образом, в зоне областей возмущений первых д в у х  перио
дов процесса распространения волн напряжений тензор кинетических 
напряжений (Т) определен как  основная характеристика состоя
ния среды плиты. В этой зоне распространение волн напряжений про
ходит по толщине плиты от загруженной ее поверхности до тыльной 
и в обратном направлении. Размеры зоны определяются размерами 
области приложения нагрузки /”агр и толщиной плиты И, т . е. в на
правлении координатной линии г  имеем (/"агр +  к )  от начала коор
динат О.

Третий период процесса, продолжительность которого t s =  
=  [/н — ( / Г р +  к )  ]/с, начинается с момента ¿от =  к/а0, когда од

новременно с отражением волны нагрузки формируется и распростра
няется продольная волна нагрузки в направлении боковой поверх
ности плиты с конечной скоростью с. При вычислении скорости с  пред
положим, что деформация плиты относительно координаты хг  — 0 
является плоской, этому случаю соответствуют перемещение их 
вдоль координатной линии х1 =  а  и перемещение и 9 вдоль коорди
натной линии г .  Переднему фронту волны напряжений соответствует 
упругое состояние плиты, поэтому уравнения движения имеют вид:

Предположим, что перемещения их и и э — периодические во вре
мени и определяются по формулам:

(3.2.55)

Отсюда следуют уравнения:

(3.2.56)

где
д и я , дих 1 (  ди^ д и 3 1

д г  ~Г  дх1 2 \ д г  д х 1

(3.2.57)

тогда 0 =  \72ц>е~1р‘ , 2ш =



Подставляя последние выражения в (3.2.56), для ср и -ф получим 
уравнения

VaФ +  р \ ! а \  =  О, V2!]) +  р^/ос^ =  0. (3.2.58)

Если считать волну периодической по координате х1, то в этом слу
чае

— ф! (¿)е1</х', - 1|1 , ( гУ 1' 1',  (3.2.59)
причем длина волны Л — 2л/^. Преобразуем уравнения (3.2.58) к
виду:

¿аф1
дг2

йа %

Я1 „ ) {l'i= о.

д г2 \ ~Cq

Решением этих уравнений являются функции:

< P i  — 2 U ln ch/i V q2 —  p'l zla\ | Bl n s h n  p a z / a g ) ,
n

ij3i= [A2n ch n  I q2 ~  p 2 zlcicq - b  B2n s h  n  |  ( ? a  —  p 2 z/alq).
n

Напряжения o z и a lz определяются по формулам:

a 2=  G

a u  =  G 

При n  — 1 имеем:

2<72'
acq

|

dz '

<pa — 2iq

V — i

dz
g — l (p i— qx1)̂  

e ~ i  (pt ~ qx ') ' (3.2.60)

q2 — p 2 z/a%-\- B ^ h  \ q2 — p*z/a't>,

ift — Azch\' q l — p 2z/a?q -'yB., sh | <7 '- — p*zla$q.

Слагаемые АхсЬ \ — р 2г/а1 и Л 3сИ Vqi —p lzlcËq характеризуют сим
метричное движение относительно срединной поверхности плиты 
2  =  0, что соответствует волне растяжения. Подставляя эти слагае
мые в граничные условия

<7г — 0, о1г =  0 при г  =  ±й/2,

находим уравнение частот:
^ 1 / У - р У а су , / 2  _ _  я У ( Я 2 -  р У  а $ )  (д 2 - ~ Р й/а*С1})

Ш У ^ а - р а/а§ Л /2  (?а- Р г /2 а ^ ) 2

которое для длинных волн эквивалентно уравнению 
(2^  -  ра/аса?)2 -  V  (?а -  />3/я§) =  0. 

Реш ая последнее уравнение, находим

С1 — Р2 ~ \ а * ~т V3. —а в — ̂  С — „ ~  ‘““7 „ л,о ~  асЯ 1 •

(3.2.61)

(3.2.62)



Слагаемые — р 2/а1 и <7 * — р'11а%г характеризуют
несимметричное движение относительно линии г  =  0, что соответст
вует волне изгиба. Подставляя их в граничные условия (3.2.61), на
ходим уравнение частот:

(2 Яп— рУа%)2
(3 .2 .62 ')

h / 2

Щ/я*-р*!а% hj 2  Aq*\.' (<?a—p2/og)(i?*— p*/a*q) '
из решения которого для длинных волн имеем

с2 = .1 А*
в

2

3 (1 -
(3.2.63')

Короткие волны в обоих случаях распространяются со скоростью 
волн Релея.

Аналогично изложенному можно показать, что в направлении 
координатной линии х2 скорости распространения волн определяются 
по формулам (3.2.63').

Таким образом, продольная волна нагрузки представляет собой 
совокупность волны растяжения, распространяющейся со скоростью

с р  — в с д \  2/(1 —  v), и волны изгиба, распространяющейся со скоро
стью с „ я= а е11 q (h/2) \ 2/13 (1 — v)]. При распространении продольной 
волны нагрузки образуется область возмущений (рис. 82), ограни
ченная поверхностями фронта волны. В начальный момент t 0T — h l a 0 
(координата xl r — a C(/i/a0)

r ^ h t f ' ^ l h + V  (3.2.64)

в текущий момент времени t (координата х?)

r 2 = h  ( z r p/ f t+  ( C l a c , ) ( x ° / h  +  V l  - ( г / А ) » ) ,  ( 3 . 2 . 6 4 ' )

причем отсчет координаты х° ведется от значения х° =  лгпт, принято
го за начальное: х° — 0. Текущие координаты (г, А, z, х°) (рис. 82) 
изменяются в следующих пределах:

h  <  г  <  0 <  0 <  2л, 0 <  г <  h ,  0 . '<  *° <  4 ,  (3.2.64й)

где х% =  arq (/„ — /?ягр)/с.
Напряженное состояние плиты, скорость движения частиц сре

ды и изменение плотности материала в этой области возмущений ха
рактеризуются тензором кинетических напряжений (Т)пр, который



требуется построить так, чтобы выполнялись следующие граничные 
условия:

7 ' i 5 = r !laPrp|r=r1 При г = г ъ  w a = 0  при г  = г2, (3.2.65)

Тпр= г2?Гр|лот при х °= 0 .
В основу построения тензора ( Г ) ^  положим общее решение (2.5.2) 
уравнений равновесия фиктивного тела в цилиндрических координа
тах и представим искомый тензор в виде суммы основного и коррек
тирующего тензоров:

(Пир -  (То)  +  (Гн). (3.2.66)

Д ля  тензора (Т 0) имеем следующие граничные условия:
r j f t  -  Qlf> при г =  -  Q Z  при =  0, (3.2.67)

где
— т 'Р  I IЧ (  1 ) Œ  * н а г р  Jz-ji ч (  I ) в  * н а г р  | х о у

Координате г  соответствуют функции кинетических напряжений

n (a° i= ( l/ 2 ) ( l - r c o s 7 ) F a i, (3.2.68)

Где г =  71 ^ =  -n (r ~ rù — безразмерная координата.
Г г— г  1  Cx*/acq

Функции Fa i ,  входящие в (3.2.68), подчинены уравнениям:
*Эа F si | _ dF21 |  ̂ ( д2 Fm 2 д2 Fm \ 2 п  11-Г —;------ Г — ( а>ч< + Г1 ■ | — Г\ Ц(|),
дО д г  д г  2  д г 3

d F n  d F n  2  r  d F n  , , d * F n  L _ Ë j u _ =  _ _  2 r ] Q l *
д г  \ д г  д в  } ' d z  дх02 ri

д  (  d F ix d F 21 \ , a tf2 F2\

d)>

dO \ д г  д в  J  дх°

д ! dF\\ . о  0f2i

I * *  V  ‘  2 1  П - 2  A l  3
■ \ - Г  1 — —  =  —  l T K V ( l ) ,

r ï - ^ î î - U 2 r î Q ( M  (3.2.69)
dx« \ dii д г

и граничным условиям:
F21 —0 , Л О ,  Fai= -0  при г - г у,

(3.2.69')

F^^ 0 ,  ^ 1 - - 0 ,  — ^ 2‘ — 0  и р и  л '°— л‘£;
11 дх» 21 д*> 1 *

по координаче 0 функции периодические (период 2л).
Принимая во внимание произвольный выбор искомых функций Fa.\, 

наложим на функцию Г 01 условие

£ £ и + г а - ^ - = о
об2 "1" 1 д г 2

Учитывая граничные условия (3.2.69'), можно считать
Fal — 0. (3.2.70)



Интегрируя четвертое из.уравнений (3.2.69) по х°, находим
л«

JÜ 1 L- + r * 2 Г r\ Q{\) dx\
00 д г  J

о

исключая с помощью этого соотношения Fn  из третьего уравнения
(3.2.69), получим уравнение для функции f 2l:

JL  М  . f  °2 (3.2.71)
д г \  д г  I  №  дх**

где
\

л  = »2 (г ! Qí?, +  .

ч 0 /

Решение уравнения (3 .2 .7 1)  строим в виде ряда  Ф урье  по собствен
ным ф ункциям R mn (0г):

F a  = 1 .  X m n W R m n ,  ( 3 .2 .7 2 )т,п

предполагая, что функцию А  мож но представить в виде ряда  Фурье  
по этим же собственным функциям:

Л/ г ]  = 2  Лт п (х°)/?тп1 (3.2.73)
т,п

где
2л z, 1 2Л г,

Атп (*°) =  j  ARmn dQdz / j  [  (Rm„)2 dQdz .
0 0 1 I 0 'l

Подставляя (3.2.73) и (3.2.72) в уравнение (3.2.71), получим диффе
ренциальное уравнение

X  тп “Ь túmn X  тп —  А тп,

решение которого с учетом (3.2.69') имеет вид

Хтп =  — ■—  f  Am n { t ) s\nam n (Z— x ° ) d l  , (3.2.74)
% л  JО

Собственные функции R mn (Oz) удовлетворяют уравнению 

д г  \ д г  / (ДО2

и граничным условиям: R 0 при z =  zv; по координате 0 функции 
периодические (период 2л). Имеем две системы собственных функций:



при этом

2 m„ = Z i l !  (™m„) ZZ ^ a "m\ г ж  (aom„), (3.2.75')
ZjnM(zVtómn)

где Z(/) (zcú) — частные решения уравнения

+ /о)2 — ~ ] z = o .
ri ¿г \ г? I

Собственные значения comn — корни характеристического уравнения 
Z<*> (0io)Z(2) [1ш] — Z(1) (/ito)Zta} (Oto) =  0.

Подставляя (3.2.74) и (3.2.75) в (3.2.72), получим

(’ ИЙ(ВСО8П0 +
Я  Шшг1 ¡J

+  Л&’ (В sin /10) sintomn «-*< *) dgZmil (г). (3.2.76)

Д ля функции F 31 справедливо уравнение 
а*Л1   -/_/") 11=  '4 UlVU]
а е а г  Ч  дг

интегрируя которое с учетом граничных условий (3.2.69'), находим
0 г

=  |  |('ЧО<7)- - ^ - ) г 1*<«0. (3.2.77)
о о

Ф ункция Л 1  удовлетворяет уравнению

= С,a* f u  . a» F u
д г2 дх02

где

/' ® \
С =  — 2/̂  í r x Q(V) -¡-Jj Qu) dQ j +

Xo
_|_ V  — ----- (—  — n )  Г (Ащп (Ю sin nQ —

тл “ « »  '  Л j i
— AWn (I) eos П0) sill ü)mn (i — A-° ) d t z ; nn (z). (3.2.78)

Решением уравнения является функция



, *i \ - i
Ст (х°) =  j  CZm dz  у - Zk d z j

— коэффициенты Фурье функции С {0, г ,  х°).
Д ля координаты х° функции кинетических напряжений приняты 

в виде:
х

Hio1 =  ~ ( {  +COSX0) Л Н - у  j  (1 f- co s* 0) dx^Y w ,
о

ВД* ---— I* (1 + C O S?) dx° 4'20, (3.2.80)
x°

2 , 

x°

1ВД = - L | f i+ c o s 7 » ) d A t « 4 '30l
0

где x° =  ля°/х® — безразмерная координата. 
Функции F i0, г1гю (i =  1. 2, 3) таковы:

0 r 0
Л .  = -  j  j  '•*«??) d r d e ,  4 'u  =  f r2 (2Q°i) — i|>) d0 ,

Or, 0
г г  0

Ч'го“ f  4’dO, 4'30- f  2r2 Q!f, -  J ( A -  : - - l j ( r2 (2 Q a _ ,| , ) )(i9
7, /k n

dz,  

(3.2.81)
причем

-  / _ 1 l ?  Г [ J L  О " 1 I j  а д »  * ? ? ? )  ¿ Q u )  v -  xa
I r / J  I r * ' I dr dl} ' dt

Г1
Полные функции кинетических напряжений для основного тензора 
имеют следующий вид:

11101 =  ~̂ Г ( l +  COS г) Л 1 +  —-  (1 - ¡-cos х°) Ло +
2, 2

л5

- f - y  j  ( l +  co s*°) d x ° 4V
о

х°
=  - L ( l  -1-cosri F n  + у  +cos' ^ )  dx(n¥*o> (3.2.82)

0

x°
Щ“>= - L ( l + c o s 7 i / - 31 +  ^  j ' ( H - c o s 7 “) d x “ >F80.



Подставляя эти функции в (2.5.2), определим компоненты основного 
тензора (То1*) для самоуравновешенных частей функций нагрузок 
Q(?) и несамоуравновешенным частям функций нагрузок Q(l[5, -  
“  Q(P) — Q?i) =  Qfn — Ф?1Р> соответствует тензор (Го5’) с ком

понентами:

Г , 1»1, -  ( l / 2 ) i l - | - c o s 7 ) g f f „  T ? § t =  ( 1 / 2 ) I H - c o s 7 “ ) « . V  

7 - f ü a, =  ( 1 / 2 )  ( 1  ! -  c o s 7 )  Q Î F ) ,  r f o 2) =  ( l / 2 ) ( l - t - c o s ? ) Q ? , V  ( 3  2  g 3 )  

Tî$t = ( 1 / 2 )  ( 1  + C 0 S 7 ) Q ; , 3„  Tfo3) -  ( 1 / 2 )  ( 1  - ¡ - c o s  

T i S ,  = ( 1 / 2 )  (.1 c o s  } ) Q l , )  - I -  ( 1 / 2 )  ( l  H  c o s  x ” ) Q f f j .

Основной тензор
(Г 0) = ( r t 11) +  ( r t ! >). (3.2.84)

Компоненты корректирующего тензора (Т„) таковы:

П?> =  2  (Am np , f ^ - \ - B m n v l l ^ - \ - C mnJl l f ^ - \ - D m„p l f ^ y ,  (3.2.85)
mnpl

параметры A mnJli, ...» ^mnpi подчинены уравнениям (3.2.25), коэф
фициенты (mn i jk q ) и свободные члены Lp (ijkq) которых опреде
ляются соответственно по формулам (3.2.26) и (3.2.27); функции со
стояния а !  и а 2 находятся по формулам (3.2.5). Интегралы Ф  — 
=  1, 2) имеют вид

и са  Л  \  Я  / О О Л 0  \ “ с о4 О

X X й йг сШ й г й х 0 ; (3.2.86)
интегралы Ц§) (к — 1, 2, 3) — следующий вид:

(3.2.86')
Их подынтегральные выражения Л ^ 1 и В^к) приведены во второй части 
книги, причем компоненты соответствуют тензору (3.2.84).

Решение уравнений (3.2.25) строится с помощью процедуры после
довательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1. В результате оп
ределяются параметры А тп]>1, . . . , й тп111, следовательно, и компонен
ты тензора (Т К).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Т)ар построен 
в области возмущений продольной волны нагрузки.

Для каждого направления 1п момент (п =  (1п — 1иготр) ! с  достиже
ния волной боковой поверхности различен и зависит от ряда факторов 
(формы контура плиты, формы и расположения загруженной области 
на плите и др.). В результате на части боковой поверхности наблюда



ется отражение продольной волны нагрузки, остальная часть боковой 
поверхности находится в  покое.

Четвертый период процесса начинается с  момента ^п‘" - (/“1,п —  
— когда продольная волна нагрузки выходит па боковую
поверхность в направлении 1™и\ В  этот момент зарождается 
отраженная волна, распространяющаяся со скоростью  с  в обратном 
направлении, образуется область возмущений отраженной продоль
ной волны нагрузки (рис. 83), которой соответствует тензор кинети
ческих напряжений (ГЦр ), подлежащий определению.

Д л я рассматриваемой области возмущений текущ ие координаты 
изменяются в следующих пределах:

П >  г г , <  0 <  0 2, 0 <  г  <  к ,  0  <  д:0 <  х%, (3 .2 .87)

где r 1 -  l n — h \ —  (z f h f , г., =  l n — c x ° / a cq  — к  У  1 — (z//i)2,

х*  ~  (a c j c )  Un — /" i,rp); значения 0 lf 0 2 заданы , причем координата 
х° отсчитывается от значения =  (a c q /c) (1™[п —  /“огр), принято
го за начальное (х? =  0).

Тензор кинетических напряжении (Лотр представим в виде

( Л й Р *  (Л ор -  Ai ( Л ;  (3 .2 .88 )

тензор (Лир известен, тензор Дх ( Т ) требуется построить. Построим 
его в виде

М Л  =  М Л . )  -!- М 7 \ , ) .  (3 .2 .8 9 )

В  основу построения тензора Дх {Т0) положим общее решение (2 .5 .2 ) 
уравнений равновесия фиктивного тела и граничны е условия:

-  Д Д 'Р , при г =  rx, -  0  при =  0 , (3 .2 .9 0 )

Функции кинетических напряжений основого тензора

Л Ж “’ =  (1/2) (1 +  cos 7)&t F a , ,  (3 .2 .9 1 )

где г  =  п  (rt —  r ) l cx°/aCQ —  безразмерная координата.
Функции A ifa i находим по формулам (3 .2 .7 0 ) , (3 .2 .7 6 )— (3 .2 .7 7 ) 

и (3 .2 .79), заменяя функции нагрузок Q jf, на г х определяется по
формуле (3 .2 .87). Подсталяя (3 .2 .91) в (2 .5 .2 ), получим компоненты



тензора Д: ( 7 о ') для самоуравновешенных частей функций нагрузок 
ДхОт; несамоуравиовешенным частям функций нагрузок Д ^ Щ  — 
=  Д^/?, — соответствует тензор Аг (Т [02)) с компонентами

(3.2.83), в которых вместо ОД, необходимо подставить Д^/?,, вместо 
5?Г) — нули. Основной тензор

д .  (т0) А! ( Г ^ )  I- Д1 (То11). (3.2.92)
Корректирующий тензор (Т 1{) имеет компоненты

тпр1

+  \ О тпР11?&). (3.2.93)
Параметры ДхА тпР1 , . . . .  Д1D m,lpJ подчинены уравнениям

^  0^1 Атп р  I  Р 1$ I Д1 В тпр1 /̂ 2Р ' 1' Д) С ы н  р  I Е ' Л Щ  ' 1 
тпр1

+  ^1 & т п р 1  Р €(з) "Ь <4 ¿р “  0 . (3.2.94)

коэффициенты Р у $ ( п т р И ^ )  которых вычисляются по формулам 
(3.2.26), свободные члены АХЦ  Щкд) — по формулам (3.2.27), функ
ции состояния а !  и а 2 — по формулам (3.2.5), Интегралы Р{$  (к —
= 1 , 2 )  и Д ^ * *  (к ~  1, 2, 3) имеют вид:

Р  С).. =  А  _ £ _ / ^ у г  Г Г  Г А ®  (,, -
Л Л Осп \ Л

“ 'о

*сд
) —  Ш Ы г ё х * , (3.2.95)

я

А !  ¿ 0 °  -  ( й / я )  ( ( 0 ,  —  е о / л )  ( с / а с в )  ( х Ц / я ) 3  X

х  1111Л1^  ( Г1— 7 ~ х°2~ ^ ~ ) ^ с{~ы ^ агс1х-
о ' сд '

Их подынтегральные выражения приведены во второй части книги. 
Вместо ГЭД подставляют компоненты тензора Дх (Т0) (3.2.84).

Решение уравнений (3.2.94) строится с помощью процедуры пос
ледовательных приближений, рассмотренной в § 3  гл. 1; в результате 
определяются параметры А1Атппр1, . . . ,  А ^ т п р , ,  следовательно, и 
компоненты корректирующего тензора Дх (Т К). Таким образом, тен
зор кинетических напряжений (Т )^р в области возмущений отражен* 
ной продольной волны нагрузки построен.

Пользуясь формулами (3.2.53), по известным компонентам тензоров 
кинетических напряжений (Т)пр и (Т)5?р вычисляем интенсивности 
кинетических напряжений Т"р и 7̂ отр, по значениям которых можно 
оценить откольное явление на боковой поверхности плиты, если

г п0л =  г ? р +  7^тр >  Т \  (3.2.96)



(арактер откольного явления устанавливается по критерию, рассмот
ренному в § 5 гл. I, но 7?тр =  7'"Р1-Г1, поэтому (3.2.96) можно запи- 
ать в виде

троится аналогично изложенному. К моменту времени (т =  
=  [2 (1п — /*агр) Ус  процесс распространения волн напряжений ста- 
ювится установившимся, плита совершает колебательное движение 
( находится в напряженном состоянии, которое характеризуется тен
ором кинетических напряжений (Т ). Построение этого тензора для  
аданной формы плиты приведено в [19]. Если плита изготовлена из 
1язкопластического материала, то все исследование напряженного 
остояния и движения частиц плиты в областях возмущений волн на- 
фяжений проводится аналогично изложенному, однако функции со- 
тояния материала имеют другой вид и определяются по следующим 
юрмулам: в случае нагрузки

фи условии известной зависимости Т * — е*, которая эквивалента ди- 
шмической диаграмме ст* e i .

Действующая на плиту импульсивная нагрузка р  (х1, ¿) при взры
ве определяется в результате решения задачи о взрыве [47, 36, 38]; 
три ударе с внедрением к без внедрения — из соображений, нзложен- 
ш х  в § 2  гл. 2. Остановимся на последнем случае более подробно.

При ударе по тонкой плите возникают явно выраженные изгибные 
;еформацин, т. е. доминирующим является перемещение и 3 11) (про- 
'иб плиты). Рассматривая плиту в декартовой системе координат Охуг,  
начало 0  и координатная линия Ох которой расположены на средин
ной поверхности, а координатная линия Ог направлена по нормали к  
чей, для упругой плиты получим уравнение

где О - - £7гУ [12 (1 — V2) ] — цилиндрическая жесткость, дей
ствующая нагрузка.

2ГГР|Г1 >  7 ? . (3 .2 .96 ')

1ля других областей возмущений тензор кинетических напряжений

(3.2.97)

г случае разгрузки
а<*>=(2/3) [2г\р/Х — 1).

¡десь

Л - - г т //7 ,-, т, -• 2 | г 2 7\; 3, ^  ^  е^У'  2 (3.2.98)

(3.2.99)



Удар тела массы т  о плиту со скоростью характеризуется соот 
ношением

I г
а  —и»т — м (С )  - и0 1-----— Р  (Г) Ш' — ш (С ) ,  (3.2.100;

причем ни (С) определяет прогиб плиты в точке удара С (л;0; у 0), вызван
ный действием контактной силы Р  (/)• Следовательно, для выполнение 
соотношения (3.2.100) необходимо иметь соответствующую зависи
мость; для упругой плиты а  — /(1/3-/3, для уиругопластической пли
ты

а  -  К ХР 21* +  хЯ*, (3.2,101;

а  также выражение щ  (х у ), удовлетворяющее уравнению (3.2,99) V. 
граничным условиям. Это выражение имеет вид

ш (ху) ^ 1 [  Р  М  * т  штп (/ -  т) ¿ т ,
рл Т п  ^5 и

где Нт (ху) — собственные функции, удовлетворяющие уравнении: 

т рЛ) V*/?™ —

Здесь С1>т71 — соответствующие этим функциям собственные значения, 
которые зависят от формы плиты и граничных условий. В точке удара 
С (*0; У о) прогиб ы> равен

ш(С) -  - ¡ - У  (  Р (т )5 'т „ 1т„^ -т )< 1т . (3.2.102)

Подставляя (3.2.101) и (3.2.102) в (3.2.100), получим интегральное 
уравнение

I г
К у Р 2! 3 \-кP<>=Vc t  —

о о

<1‘/||) '' Я (г) з!п (•),„„(/ — ф / т ,  (3.2.103)
^  Г - <•>,««

решая которое, определим силу Р  (/). Знать эту силу необходимо для 
того, чтобы приведенное решение задачи о напряженном состоянии 
плиты было замкнутым.

Для центрального удара собственные функции К тп (ху) и урав
нения частот прямоугольных и круглых плит приведены в табл. 3.
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Внутри п о л о й  сферы с радиусам и г* {/ —1, 2) произведен взрыв з а 
ряда В. В., расположенного в центре. В результате взрыва на внут- 
ренюю поверхность в момент I =  0 начинает действовать давление р  
большой интенсивности (рис. 84), закон изменения которого во вре
мени определяется из решения задачи о взрыве ¡47, 36, 44]:

Р (0
р 1(1) при 0 ^  / ^ . ( р , 

, р 2 (О при гр
(3.3.1)

где ¿р _  продолжительность нагрузки; и  — общая продолжительность 
процесса нагружения сферы при взрыве. Продукты взрыва сильно 
разогреты, их тепловая энергия передается сфере, образуется темпе
ратурное поле Т° (х1, 0 ,  определяемое в результате решения задачи о 
распределении тепла в объеме 
:феры:

Р о с * дто
с)/

Г\

Т{' 0 при / — 0,
(3.3.2)

аг»

область
нагрузки

Рис. 84

=  - Я г  п р и /■ = /■*,
д г  Л

где <?г — радиальный тепло
вой поток, Л — коэффициент 
теплопроводности, с  — теп
лоемкость.

В момент I - 0 приложе
ния давления р  и температу
ры Т° от внутренней поверх
ности гх начинает распро
страняться волна нагрузки со
скоростью а 0, образуя область возмущений нагрузки, которая огра
ничена внутренней поверхностью сферы и поверхностью г н переднего 
фронта волны нагрузки (см. рис. 84). Напряженное состояние тела и 
движение его частиц в этой области характеризуются тензором кине
тических напряжений (Т)нагр, который требуется построить. Решим 
эту задачу в сферических координатах 0, ср, г, я 0, полагая, что т е к у 
щие координаты изменяются в следующих пределах:

Г1  <  г  <  гя , 0 <  б <  2 я ,  0 <  ф ^  2л, 0 <  х0 <  х?>, (3 .3 .3)

где гн =  г1 -Н а ^ / й с д ,  х\ ~ а сч1р . Давление р  и тепловой поток 
большой интенсивности, приложенные почти мгновенно, создают 
вблизи внутренней поверхности сильное ударное сжатие, при котором 
материал среды переходит в пластическое или жидкое состояние. Вну
тренняя полось сферы первоначального радиуса г0 расширяется и име-



ет радиус гь  который в случае пластического состояния равен г 1 
~  г0 но (О, в случае жидкого состояния

(3.3.4;

Перемещение ы) (() для идеально-пластического состояния материала 
к а к  показано в § 1 гл . 2, равно

IV =  Го
1 е

г  П Л  

Го

где г„п/г0 =  1 4- (а0/Асо) (л:°/г0); скорость расширения

г II л

Го

2 ( 1  —  2 \ )
Г ил 

'о

(3.3.5;

(3.3.6)

добавочное давление р т =  (2/3)ат (1 31п (г11Л/(г0)); давление на внут
ренней поверхности полости при г  - г 1

Р (0  ^  Р\ (Л -Н р1- (3.3.7)

Д ля  жидкого состояния материала, учитывая вязкость, имеем

2г0 ______

Г\ о| лХ г  1 J  V Го
Рх 1?| ; р , \ е ~ т' ёт  ■+■

(3.3.8)

где í  =  а}Цг1 — безразмерное время, — динамический коэффици
ент вязкости материала, р 0 — начальное давление.

Д ля  тензора кинетических напряжений (Т)Нагр справедливы сле
дующие граничные условия:

Г 3» — при г  =  гь  ш - 0 при г  ~  г,„

Г°Р =  при л:0 =  О,

(3.3.9)

г д е  О ? ? ,  =  ( р ^ и 3 ) ' .  —  р ,  С Щ )  =  ( р у 3 а с « ) о ,  $ < п  =  Р о ( й ч -

Следует отметить, что плотность р при г  ~  г х определяется из урав
нения состояния материала по известной величине давления р х (¿).

Тензор кинетических напряжений (Т)11агр можно представить в виде 
суммы:

(Г)„агр * * (Т 0) +  (Т К). (3.3.10)

Построение основного (Г 0) и корректирующего (Т„) тензоров осно
вано на использовании общего решения (2.1.61) уравнений равнове
сия фиктивного тела.



Функции кинетических напряжений основного тензора имеют вид
г

/(0) =  — - Г f 1 +  c o s 7 ) r ’ — í r 11 + cos - T -  f  /Л Q?'°)d r  +l  ¿  Г !  J

X»

T I ( b i ' cos r2 Q‘ l3)> (3.3.11)
Ü

•де r  n  (r — rO / (fl0x° / a CIJ), a-0 =  лх0/*" — безразмерные коорди- 
шты.

Подставляя функцию /w  в (2.1.61), получим компоненты тензора
То1)) для самоуравновешеиных частей функций нагрузок Qffb Qff),
ÿ o ;  несамоуравновешенным частям функций нагрузок Qfn =
=  QU) -  Q(iY Q?n -  Qffi -  Qff), Q?f> ■ - Qín -  Q?n соответствует
гензор (То)  с компонентами:

7’?3, =-(1/2) (1 -I-C O S Í )  Qfi’j, 7-ffi : (1/2) (1 I-cos*") О Д,

T°0) l -(1/2) f l  'I'COSX”) Q1\) . (3.3.12)

Эсновнои тензор равен сумме тензоров:

(TQ) =  (Г^>) - f  (П * ’). (3.3.13)

корректирующий тензор имеет компоненты:

TU) - - 1  Amn f u  (пт),  r & h  Ü  ¿ Г  (m/t),
mn "in

T-?«8, - Z  Amn /» (шя), Г?.3, =  V  /lmn f  » (mn), (3.3.14)
mn mn

•де f a£ (mn)  — известные функции, параметры A mn удовлетворяют 
/равнениям

^ . A mnF (tnni j )  (3 .3 .15)
mn

Коэффициенты F (mni j )  вычисляются по формулам (2.1.70'), свободные 
мены L (i j ) — по формулам (2.1.72), при этом учитываются физико
механические свойства материала сферы, отражаемые функциями сос
тояния а !  и си. Интегралы F(fe) вычисляются по формулам

Л*» » j ï £ _ f j 3 _ y  ГГ Л(*> I r ,  i - 2 ü -  x » d r d x a\ (3.3.16)
Ощ \ Я } J  ) \ ar<i я  я  )

интегралы L{1) — по формулам

¡JD - 8 - H i - / - ï L y  ГГR ^ í r ,  ' Л -  J ^ - \ ^ d 7 d J a. (3.3.17)
aCq \ л / J  J  \ «1*</ •' П }



Подынтегральные выражения А(к> и В а > приведены во второй ч а т  
книги, компоненты Tffa  соответствуют тензору (3.3.13). Ре
шение уравнений (3.3.15) находится с помощью процедуры последо 
вательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1. В результате нахо
дим параметры А тп, следовательно, и компоненты корректирующего 
тензора ( Т К).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Г )Нагр для об 
ласти возмущений нагрузки построен.

В момент t p начинается разгрузка. Давление р ,  достигнув макси 
мума, уменьшается по закону р г (’/). В этот момент зарождается волн*

разгрузки, распространяющая^ 
со скоростью Ь, образуется об
ласть возмущений разгрузка 
(рис. 85), которая ограничена 
внутренней поверхностью сферь 
радиуса ги  и поверхностью пе 
реднего фронта волны разгрузки 
радиуса

Гп =  п  ЬМЩгу (3.3.18;
Напряженное состояние и дви
жение частиц материала сферы 
в области возмущений разгрузки 
определяется тензором кинетиче
ских напряжений

(Празгр =  (Л .и гр  -  Д ( Л ,  
(3.3.19)

где тензор (Т )нагр известен, а тензор Д (Т) требуется построить в виде 
суммы

Л  (Г )  = Л (7 n) Н д  (Гн ). (3.3.20)
Построение тензоров Д (Г,,) и Д (Th) выполняется в сферической си
стеме координат (0, <р, г, х°) с началом в точке 0 ,  при этом считается, 
что текущие координаты изменяются в следующих пределах:

r i  ^  г  ^  ü < 0 <  2л, 0 <  ф <  2л, 0 <  л-° <  х%, (3.3.21)

где отсчет координаты х° проводится с момента начала разгрузки 
x °i ~  ûc(7<7,, принятого на нулевое; хЦ : (r z — ri) или х\ =

■ vfr) 1(2г., - г,) — а( ,М(и  /;), если учитывается взаимодействие 
волны разгрузки с отраженной волной нагрузки, происходящее в мо
мент tB =  I (2r2 - ri) i bi}, 1/ (a -f Ь). При построении указанных 
тензоров воспользуемся общим решением (2.1.61) уравнений равнове
сия фиктивного тела. Это решение определяет компоненты тензоров 
через функцию кинетических напряжений f  (г, х°). Д ля основного тен
зора Д (Т0) имеем следующие граничные условия:

ДГ83 -  AQffh АТ™ - AQf?, при г  -  г„



где
AQ ” ) =  (A p A iM ir1)^ —  Ap, AQ?!1) =  (ApA ir*^r)),

A p  =  P i  ( t p )  —  P a  ( O r  №  =  u 3 ( / , )  —  У 3 ( i ) .

'Этим условиям соответствуют компоненты 

A T f o 3, =  ( 1 / 2 ) ( 1  +  c o s 7 ) A Q ? f ) f  A T ( 0 ) =  ( 1 / 2 )  ( 1  +  c o s  r )  A Q f f , .

(3.3.23)
остальные компоненты равны нулю. Здесь г  -■ я  (г — /*)/ (6.v%®f)) — 
безразмерная координата.

Корректирующий тензор А (Т н) имеет компоненты:

&ТЦ-, =  V  Д Л т „ / и  ( и ) ,  4 7 М  =  V Л Л т „ Г  М ,
тл та

ЛГ?»3) -  -  ААтп Г  (тп),  ЛТЩ, V  ЛЛт „ /’ » ( , ,т ) .  (3.3.24)
win win

Параметры АЛтп подчинены уравнениям

1  AAmn F (mni j )  -i- AL (¿j) -  0 , (3.3.25)
тл

Коэффициенты F (m n i j ) вычисляются по формулам (2.1.83), свободные 
члены AL (if )  — по формулам (2.1.84), при этом следует учитывать 
физико-механические свойства материала сферы, которые определяют
ся функциями состояния.

Интегралы F{к) (mni j )  равны

р(к) __.g — ( —* - )  ( Т л (Л) ( г х (3.3.26)
V(f ) { Л I J  J  \ *>(,) л п  J

интегралы А£,<*> таковы:

¿¿<0  =  8  -L- ¡Л-J  j j  Д 5 ( 0  ^  +  - у -  - i L  drdx0.

Подынтегральные выражения A и АВ (1) определяются по известным 
формулам, причем /аР принимаются в виде (2.1.68'), компоненты Т ^ } 
следует заменить на компоненты ATffi} тензора (3.3.23).

Решение уравнений (3.3.25) проводится с помощью процедуры 
последовательных приближений, рассмотренной в § 3 гл. 1. В резуль
тате будут определены параметры АЛтп, следовательно, и компонен
ты корректирующего тензора А (Г„).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Т)раагр для 
области возмущений разгрузки построен.

В момент t 0T =  (г2 — гх)1а волна нагрузки достигает внешней по
верхности сферы и отражается, зарождается отраженная волна нагруз
ки, которая распространяется со скоростью а  в обратном направле
нии. При этом образуется область возмущений отраженной волны на*



грузки (рис. 86), ограниченная внешней поверхностью сферы и поверх
ностью переднего фронта отраженной волны нагрузки радиуса

-2 — ах°/асд% (3.3.27;г пт =  г.,
причем отсчет координаты х° ведется от значения

л-,' -
‘ cq

(Гг —Г\)у

которое принято за начальное.
Текущие координаты 0, <(>, г, л:0 изменяются в следующих пределах'

О <  Ü <  2л, 0 <  ф <  2л,

г 2 ^ /' ^ > г от> ( 3 . 3 , 2 8 )

где*?. -= аСд [(r2 — [bla) (гг — гх) -р 
-г  b tp ) ]/ (а +  Ь).

Области возмущений отражен
ной волны нагрузки соответствует 
тензор кинетических напряжений

( Т ) о т р  -  ( Л н а г р  -  A l  (Т ) .  ( 3 . 3 . 2 9 )
Тензор t\x (Т) требуется построить 
в виде суммы тензоров:

¿X (Т) =  Al (Т0) -|- Д, (Т и).
( 3 . 3 . 3 0 )

Д ля основного тензора (Т0) имеем следующие граничные усло
вия:

A , TW - Д ^ за  при г  --- г2, Д ^ р  -  0  при А-0 0 ,  ( 3 . 3 . 3 1 )
где

\  / " )  Я  Я  ___  Т ’ Я З  |  \  / ~ \ Я 0  _  т я  О  I
' ‘ 1 V (  ])  — ‘ нагр \гг. - ‘ 1 ч (  I) - ‘ нагр [га •

Этим условиям соответствует тензор Дх {Т„) с компонентами:

Д ^ й  =  (1/2) (1 -f  cos 7)A1Q??„
( 3 . 3 . 3 2 )

A i7 ' ( 3o) -  ( 1 / 2 )  (1 -I- cos r)AxQt f h

остальные компоненты равны нулю. Здесь г  — л (г2 — г)/ (a0x°i'acl}) — 
безразмерная координата.

Компоненты корректирующего тензора Ах (Г„) принимаем в виде:

A i  T \ h  -  1  A l  А ™  / а  (m «).  A l  7-?;, =  1  /1т „  / “  (m n )  ,
/П/1 /НИ

Al T l h  =  1  Ах /1т „ /33 W ,  Л, Г?», = V Äi л тп /3° ( т л ) .
(3.3.33)

Функции /®Р ( т я )  определяются по формулам (2.1.68'), параметры 
Д И тп  подчинены уравнениям



Коэффициенты /* ( т п ф  вычисляются по формулам (2.1.70), свободные 
мены Д ^  ((0 — по формулам (2.1.72), при этом с помощью функций 
:остояния учитываются физико-механические свойства материала 
:феры. Интегралы Л й) {к =  1, 2) находим по формулам

л

л*>  = 8 —̂ 2— ( Т  л<*> (л>------^ —  ] хЫгйх*\  (3 .3 .35)
* с п  \  л  / J , !  \  Ч С 11 л  ЛI) 4

ш тегралы  Л1Л</> -  по формулам

8 ГГд ] / Г2-------
°с<7 \ Л / ^  Осц

"Ьдьштегральные выражения 4 (й) и Д2В (*> находим по известным фор
мулам, в которых /®Р принимаются в виде (2.1.68'), компоненты 
:ледует заменить на Д^йР,.

Решение уравнений (3.3.34) строится с помощью процедуры иосле- 
ювательных приближений, приведенной в § 3  гл. 1. В результате на
водим параметры Дг Л тп, следовательно, и компоненты корректирую- 
дего тензора Дг (Т К).

Таким образом, для области возмущений отраженной волны на- 
•рузки тензор кинетических напряжений (Г )0тр построен. Для других 
властей возмущений тензор кинетических напряжений строится ана- 
югично изложенному. По известному тензору кинетических напряже- 
шй (Г), используя соображения, изложенные в гл. 1, можно оценить 
зткольные явления на поверхностях сферы и эффекты, которые выэва- 
ш взаимодействием волн напряжений друг  с другом при их распро- 
:транении внутри объема сферы. Для этого требуется вычислить рас- 
1 ределение среднего кинетического напряжения Т - -  (1/3)Тг (Т)  и ин- 
генсивности кинетических напряжений 7^ - (^2/2) \ ЗТ2 (7’) — Т* (Т), 
'де в рассматриваемых областях возмущений

Тх (Т ) - Т2 (Т)  =■-- Г ар Г “Р. (3 .3 .36}
Эткольные явления на внешней-поверхности реализуется в том слу- 
4ае, когда выполняется условие

2Т“агр1л, >  Т{*; (3 .3 .37)

характер откола определяется по критерию, приведенному в § 5  гл . 1. 
Образование внутренней трещины оценивается соотношением

[Т-р.эгр х  готР]г^  >  Т В' (3 .3 .38)

' Д е  гва =  Ь[ (  ( 2 г 2  —  —  а1р) ] / ( и  - \- Ь).
Проведенное исследование напряженного состояния сферы при 

ззрыве соответствует условию
<  ¿от =  ( г г — г^/ао,  (3 .3 .39)

эднако при малой толщине Н = г 2 — г х сферы условие (3.3.39) не в ы 
полняется, т. е. имеем



В этом случае отраженная волна нагрузки может достигнуть внутре! 
ней поверхности сферы раньше, чем возникнет волна разгрузки (д 
начала разгрузки) и будет взаимодействовать с давлением от продукта 
взрыва. Это обстоятельство изменит начало разгрузки, очевидно, вь 
зовет преждевременную разгрузку и приведет к  образованию откол] 
ного явления на внутренней поверхности сферы, т. е. к преждевреме! 
ному ее разрушению.

После трех-четырехкратпого пробега волн напряжений по сфер 
наступает процесс колебательного движения сферы, находящейся по 
действием указанных внешних силовых факторов. Этот процесс хара* 
теризуется тензором кинетических напряжений (7 ) .  Построение этс 
го тензора выполняется в сферической системе координат (0, ср, г,  х\ 
с началом в центре сферы и основано на использовании общего решени 
(2.1.61) уравнений равновесия фиктивного тела, которое выражает ко>’ 
поненты тензора (Т ) через функцию кинетических напряжений / (г, х°) 
Функция кинетических напряжении f (гх°) строится так, чтобы выпол. 
нялись следующие граничные условия:

Г*Р =  <2(3£ при г =  гу, Тт --■= при *° =  х\ (3,3.41

и вариационное уравнение, приведенное в § 3 ,  гл. 1, выбираемое в сс 
ответствии с физико-механическими свойствами и состоянием материа 
ла сферы в момент / =  3 (г2 — г^а^ .  Здесь (2??, и — функции на 
грузок, которыми характеризуется распределение напряжений, скс 
ростей и внешних нагрузок на поверхностях сферы.

В момент /нач =  3 ( г2 — /*1 )/а 0, принятый за начальный, сфера на 
ходится в напряженном состоянии, причем тензор кинетических на 
пряжений (Г),,-,,,, соответствующий волне нагрузки, волне разгруз 
ки или какой-либо другой волне напряжений, известен. Искомый тен 
зор можно представить в виде

(Т)  =  (Т)илч +  А* (Г), (3-3.42

где Д* (Т ) — дополнительный тензор кинетических напряжений, кс 
торый требуется построить, исходя из выполнения вышеуказанны 
условий; для процесса нагрузки Д* (Г) берется со знаком плюс, дл 
разгрузки — со знаком минус.

Тензор Д* (Г) строится в виде суммы основного и корректирующег 
тензоров:

Л* (Т )  =  Д* (Го) +  А* (Т к). (3.3.4-

Компоненты основного тензора Д* (Т 0) подчинены следующим грг 
ничным условиям:

Л* 7*», =  Д*<?& при г -  Д*Г(% -  Д .С Й  при -  О,
(3.3.4*

где Д*(?(у) и Л**??*, — изменения функций нагрузок и С??) в мс 
менты / ^  /иая, т. е.

^  О то  -  < ? $ ,  А ,« ? ? ,9) =  о .  ( 3 . 3 . 4 !



Этим условиям соответствуют компоненты основного тензора:
1 йг

2 г йг
4 гтл 1 1 1 и г
Д *  МО) —  -г 51ПГ а * < 2 ? ? ,  -  —  а * < 3 ‘( 2 )

. Д* Т'(О) -  - у  1 4  - соз г) ^ ) 3 Д* (З,/*) +  ^  ( I  -  С05 г) Д* Q f | ),

Д * 7 ’ (0) = 4 “ ( 1 + со зг)

1 йх» * '

йх°

1)

д* <2 ?1 >)

—  (1 —  со* г,

йг
2 йх° з т  г ( 4 - л ,  д??, - 4 - л . « ? ! ) ) .

*.По°> = -  -у(1 1С05?)(-^-)3 А* ОГЛ -

_ (£_
й г

в т ^ Л - Д ^ } ? ,  -  ( 3 - 3 . 4 6 )

■де Д*5(у> и Д*ОД’> — самоуравновешенные части функций нагрузок 
** (?$  И Д*Р(¥); Г п { г  — гх)1(гг — Г{).

Корректирующий тензор Д* (Т,<) имеет компоненты:

V

тп
-  _  А* А т п } 11 ( т п ) ,  А* У?», 2 .  Д „ Л т „ / 00 ( ' » « ) .

тп

\ Г Й  = ^ Д , А тпГ ("Ш ) ,  А . г ? ”, = 1  А* Л„„/3° ('"«)■ (3.3.47)
т п  т п

Функции ^  (тп)  определяются по формулам (2.1.68') ; параметры 
тп подчинены уравнениям

2 Д * А и, .^ (™ » 7 ) - г Л * М ‘7) ~о. (3.3.48)

Коэффициенты Т7 ( т п ф  вычисляются по формулам (2.1.70), свободные 
1лены Д# (£/) —-по формулам (2.1.72), физико-механические свой- 
:тва и состояние материала сферы учитываются с помощью функций 
:остояния. Интегралы имеют вид

Р<*> .. 8 (—
Г1

,- ?/ Л  .... П/1 1 - ^ - 1
/'1

А^(1г(1х°\ (3.3.49)

их подынтегральные выражения находятся по известным формулам, 
интегралы' Д*£(/) имеют вид



Подынтегральные выражения Д*В{1) определяются по известным фор
мулам , в которых компоненты следует заменить соответственно 
на (3.3.46).

Решение уравнений (3.3.48) строится с помощью процедуры по
следовательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1. В итоге нахо
дим параметры Л*/1т „, следовательно, и компоненты корректирую
щего тензора Л* (Г,,).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Т) для сферы, 
находящейся в состоянии колебательного движения, построен.

Итак, используя приведенное решение, можно определить харак
теристики напряженного состояния и движения частиц сферы в облас
тях  возмущений волн напряжений в начальный период и в объеме всей 
сферы в последующий период процесса нагружения.

Физико-механические свойства материала сферы и преграды, ус
ловия и скорость соударения определяют локальные особенности уда
ра. Возможны следующие случаи: а) удар с местным смятием без вне

дрен и я ; б) удар с внедрением в преграду. Как при ударе без внедре
ния, так  и при ударе с внедрением сфера испытывает действие силы 
тяжести, силы инерции и давления, которое приложено на части по
верхности, находящейся в контакте с преградой, и распределено по 
закону

где t p — продолжительность нагрузки, tD — продолжительность всего 
процесса нагружения. Давление р  определяется в результате решения 
задачи о соударении (см. § 2 гл. 2). Из этого решения также определя
ется скорость движения частиц материала сферы на контактной по
верхности:

При ударе в сфере возникают волны напряжений, которые, рас
пространяясь с конечной скоростью, образуют области возмущений. 
Материал сферы в этих областях находится в напряженном состоянии, 
которое характеризуется тензором напряжений (а), частицы движутся, 
вектор скорости V, плотность материала р. Этим характеристикам со
ответствует тензор кинетических напряжений (7’), который требуется 
построить для каждой области возмущений, учитывая при этом ее 
природу, физико-механические свойства и состояние материала.

В начальный момент £ =- 0 происходит удар (сфера вступает во взаи
модействие с преградой), п точке контакта А возникает давление боль
шой интенсивности, которое является источником волны нагрузки, 
распространяющейся со скоростью Образуется область возмуще
ний нагрузки (рис. 87), ограниченная частью поверхности сферы, вклю

§  4. Удар сферы о преграду

[ Р\ (* '. О при 0 ^  ^  
I Рг (х1, 0 При

р (3.4.1)

Vх — V1 {х>, 0  (/ 1 ,2 ,  3). (3.4.2)



чая загруженную область, и по
верхностью переднего фронта.волны 
нагрузки, которой соответствует 
тензор кинетических напряжений

(Т) н а г р  =  ( Г 0)  +  (Т к).  ( 3 . 4 . 3 )
Построение основного (Т0) и кор
ректирующего (Г к) тензоров вы
полняется в сферической системе 
координат (0, ф, г, х°) с началом в 
точке О, при этом считается, что 
текущие координаты изменяются в 
следующих пределах:

г а < г < К а , ( 3 . 4 . 4 )
Для сплошной сферы (рис. 88, а)  пределы соответственно равны: 

02 =  arsin \{ajac,¡) (x0/R) ], х\ =  a c g R/a0
и

0 2 =  я ,  x¡  =  (ac0l a 0)2R,

C0s(9_ 9o)_  (cosM O -9 .) -  1 ] .

(3.4.5)

где Ö0 — угол загруженной области. Отражение волны нагрузки от 
противоположного полюса сферы происходит в момент /от =  2Rla0t 
которому соответствуют значения 02 — п,  х% =  acQ2R la0.

Д ля полой сферы (рис. 88, б) пределы (3.4.5) относятся к началь
ному периоду процесса распространения волны нагрузки , действие их 
ограничено условиями

0 2 <  arsin (1  -  RJR,), а®  <  (flcfl/a0) (R2 -  R J .  (3.4.5')



В момент /от =  (#2 — Я\)!а0, которому соответствуют значения

волна нагрузки , достигнув внутренней поверхности сферы, отража
ется. При этом возникает отраженная волна нагрузки, распространя
ющаяся в обратном направлении со скоростью а 0, образуя область 
возмущений отраженной волны нагрузки. В дальнейшем, одновремен
но с распространением отраженной волны, продолжает распростра
няться прямая волна нагрузки, граница соответствующей ей области 
возмущений определяется уравнениями:

Таким образом, область возмущений нагрузки распадается на две об
ласти, к аж дая  из которых определяется своими уравнениями. Так, в 
первой области

Искомые тензоры строятся в форме общего решения (1.4.21) урав
нений равновесия фиктивного тела. Это решение позволяет выразить 
компоненты тензоров через функции кинетических напряжений Па 
(а  =  1, 2, 3, 0), которые подчинены следующим граничным условиям

в соответствии с состоянием области возмущений нагрузки.
Д ля основного тензора (Т0) имеем следующие граничные условия:

Координате г  соответствуют функции кинетических напряжений

0 а =  а ш п  (1 — а), х°2 =  (асч/а0) (Я* — Яг), (3.4.6)

02 — а т п  [(а0/ас д ) (*°/Я3)] <  пх\12 =  (ас5/а0)Я 2, (3.4.6')
0 3 =  п ,  х\ =  {аС(]1а0) {Щ2).

0 2 =  а т п  [(а0/асд ) (хУЯ2) ], х\ = (аС(;/а0)Я 2;

во второй области
[ 0 а =  л, х\ {ас ,/а0) (2Яг), (3.4.7)

в обеих областях

Я г СО З(0-9о) -  ^СО8*(0-0в) -  1 +

тзе  =  (2?Р при г  ~  ~  /?4,
ша =  0 при г  =  г2, Г°р =  ( Д ,  при х° =  0, (3.4.8)

а ( р ^ О л ,  -  р У ,  < ? ? “ , =  ( р ^ ' Ч * ) / ? . *  <2<°п ( Р у Ч 7 )о .

ГЗР =  С}30 при г  =  Я*, Т°Р =  ОД, при =  0. (3.4.9)

П^0;1 — (1/2) (1 Ь с о в г )/ ^ ,  
где г  = п  (# 2 — /•)/(/?, — г 2) — безразмерная координата.



Функции f a3 удовлетворяют уравнениям:

da Fva f  Rz (sin 0 +  cos BF„)  sin ,0 +  -S L  ( sin2 0 4 ^ ? “ -г

d*F—  + s in  0 cos 0 -^23 -  -f 2 (cos2 0 — sm20) F j  =  ^ s i n 2 0Q?i3,, 
аф> ao /

d ( dFn  d F M \  2 ЙЛэ - 2 sin2 0^23— R 32  sin2 0 4 ^ -
d<p \ 50  дф J R 2 дц> дх й2

- r J 4 cos О^оз—sin 0 sin 0 -  2R\ sin2 0Q?,1,. (3.4.11)

d f M  d F ,

ao \  ae
.'I +  J L   ctg 0 I -^22--------^22_] +  2 f 33 +

)  r 2 a e  I  a e  d y  )  33 r

Л а - Я З  - ^ S 2" +  * 2 ̂ r 1- =  2* ‘ sina 0<2f?i ■ я 2 a*°a аф
Fí-я , еРЛ. , . . .  ft .... Л dF,sin e  Л И ** - - i -  JLL2 2 -  - f  c o s  O s i n  0  - 2 Ü 1 -  =  2 / ? |  s i n 2 0Qff,

aea*> a9a*° a*° 4 ' i)

и граничным условиям:

Fa з =  0,  - ^ з _  =  0 при 0 =  0*,
(3 .4 .11 ')

г  =  о, Л Ь * -  =  0, ^дд =  0, - ^ 22_ =  о при х° =  *?;28 ’ дхо 33 ’ дх? н ?

по координате ф функции периодические (период 2я).
Учитывая произвольность искомых функций, подчиним функцию 

^ 0  3  условию

51П2 6 +  н_ 51П0СО50_ ^ 1 _ + 2(сО5а 0 -М П 2 0 ) ^ 0 3 - 0 .
ае  аф8 ао

Из этого уравнения и граничных условий (3.4.1 Г) следует, что
П з  =  0. (3 .4 .12)

Д ля функции ^ 8  из (3.4.11) можно получить уравнение 

аз а3 / . а п  дГъLi г,2Q &F28 _I_ cín 0 ЛГЧ



^  23 ^  —  V  ---------  ( ( A m n  ( S )  COS / И р -| -

jj

- h  ^ in> ( £ ) s i n / í C f . ) s i n ( . ) n t n - í ^ - r f g e m n ( 0 ) ,  ( 3 . 4 . 1 4 )
Ai

где

л(/) _
Л т л  —

2я еа
/ d \ [ c o s  лер

л  — - ( s i n ’ oe,™ (0))
./ V \ d0  / I s in  ПфО 01

тп * я

я  j  (~ÍT ísin3 00m ní° ^ )  d0
o,

— коэффициенты Ф урье функции А.
Собственные функции 0 та  (0) и собственные значения штп находим 

в результате интегрирования уравнения

sin2 00" ' +  5 s in  0 cos 00" -f [4 (cos2 0 — 2 sin2 0) —
—ti2 — cja s in2 0] ©' — 2 (5 -f w2) sin 0 cos 0 0  =  0 (3.4.15)

совместно с граничными условиями: 0  =  0, 0 '  =  О при 0 =  0V, при
чем при интегрировании учитывается, что значения 02 меняются. 

Функция f 13 подчинена уравнению
аа f 19
dQdcf

-  =  Д 2 s i n  0  ( t f ¿  s i n  0 Q ? f , -  4 0 ,

где бш 0 ~ -3-- -Ь СОБ 9/Г2з- 
¿>0

Решением этого уравнения является функция
ф в

^ 13 =  ̂  ^ 2 $\пв{НЬ\пв0.1?) — х¥)(1д(1<р. (3.4.16)
о е ,

Д ля  функции Ядз имеем уравнение

^  -^22— +2/733 — (3.4.17)
аеа эд дх**

где

С =  2RI R2 s i n  0 Q f f )  —  J  I s i n 2 O Q u 3) — c t g  0  j  s i n 3 O Q f f ,  dQ J d c p  

0 V 0, /

2  \ fsin 0 V  |- c t g  0  Г  s i n  OxF d 0 ^  d t p  H —( rF — 2  c o s  0 F . ¿ s).
Д  ¿  /  sin0

Ф
+  ■



*и

^  I'с -  © 51,1 *-» <а>' <3 -4 -18>Аа хт J Ка

где Ст (х°) =  " С 0 т £/0/| ( в т )МО — коэффициенты Фурье функции С.  
о, й.

Собственные функции 0 т (0) и собственные значения х т  опреде
ляются в результате решения следующей краевой задачи:

0 "  —  с { §  0 0 '  +  ( 2  - Ь  х а) 0  =  О, (3.4.19)

при 0 =  0У имеем: в  =  0.
Для координаты х °  функции кинетических напряжений таковы

1Г<*- - у )  ^
о

Поо> — (1/2) (1 ! с о з ^ ) / ^ ,
(3.4.20)

где х й =  к х й1 х \  — безразмерная координата, причем х\ ( к а к  отмеча
лось ранее) имеет два значения, что необходимо учитывать. Этим функ
циям соответствуют уравнения:

ЬРи

К00 =  Г2 ЭШ* 0(3” ,

Г 2  +  2 г  8 ( п э е / г  =  2 г 4  5 { П 2

дг

(3.4.21)

дгГ2 ^ _  + ( ^ 0 ^ 0  +  ^ 2 0 =  2 г * а п а е<?№, (3.4.22)

5|п2 0 - ^ 2 - 51П 0 соя =  2г2 э т 2 0Ф??]
¿ 0  ' <з<р

и граничные условия:

=  0 при 0 =  0У, =  0 при г  — гу; (3.4.22')

по координате ср функции периодические (период 2л).
Решая уравнения (3.4.22) с учетом условий (3.4.22') , получим:

/Г10-  2гЧеО 51п« 00?!*,---------- ^ ¡п *  0 ^



Полные функции кинетических напряжений основного тензора Тако
вы:

Щ0 ,=  ~  (1 +  cos г )  Fls  +  у  | ( l  +  cos x? ) dx°F 10> 

П Г = ~ { \  ¡ - c o s ? )  F.i3, n i 0) =  - ^ { l + c o s ? )  F00, (3.4.24)
£ а

Х°

Щ°> =  Л - (1 + с о з ; ) Л з - | - - 5 -
о

Подставляя эти функции в общее решение (1.4.21), получим компонен
ты тензора (Г*,11) для  самоуравновешенных частей функций нагру
зок (3.4.8):

<?(°Р) = 0,
2 я  О,

Qi?> =  f  (' <3?f.sin №<fde V  cos cos . (3.4.25)

Несамоуравновешенным частям функций нагрузок Qff, =  Qff, — Qff>, 
Q<f) =  соответствует тензор {T[9>) с компонентами:

m  = ( 1 / 2 )  ( 1  +  c o s r )  Q f f ) ,  Г < %  =  ( 1 / 2 )  ( 1  +  c o s x ° )  Q f f , ,

T U  =  (1/2) (1 + c o s r )  Q?f„ Щ  =  (1/2) (1 + c o s ? )  Q?ï„  (3 4 26) 

T (V , =  ( l / 2 )  (1 + c o s  }) Qff,, Щ  =  (1 /2 )  (1 +  cos7")Q ?f , ,

Г?«") =  ( 1 /2 )  (1 H cos ~r) Qff) + (1 /2) ( 1 + cos 7°) Q f f , .

Основной тензор

(П )  =  ( П 1,) + . ( П а>)- (3.4.27)

Компоненты корректирующего тензора равны

T 5 S  =  S {Am n p l f f t ,  + B m n p , l f t  +  C m n p , f t f ,  + D m„ i , / « f )); (3 .4 .2 8 )
m npl

функции f fy) {mnp l)  известны 1191, они зависят от координат и значе
ний 0Y, Ху, характерных для рассматриваемой области; параметры 

•••» Dmnpi  удовлетворяют уравнениям

2  (^тпрг + ^ т д р г  + С тпр1 У̂ зр+ D mnpi Fop) b ip  = 0 .  (3.4.29)
m npl

Коэффициенты Fyр (mnp l i jkq)  и свободные члены Ц  (i jkq) находим по 
известным формулам; функции состояния а х и а 2 выбираются в соот
ветствии с физико-механическими свойствами и состоянием материа-



ла сферы в области возмущений нагрузки . Интегралы (к  = 1 , 2 )  
вычисляем по формулам

МЙ = - 2 Я 8*£/я* X

х

+■

X ъ\п$Л{!Цс1Ыц>с1гс1х0 +

Я Ш 1 (* -(* -  « ;)т),*,п ел$
(3 .4 .30)

Подынтегральные выражения приведены во второй части книги; 
интегралы вычисляем по формулам

¿¡/> =  _ 2 Я 3 х°/ла (°а — ер_ /1 — га_\ / 1 / 1— _г _\»
я , /?«/ п

X

X 5111 дВ£1) с№с1(рс1гс1х0

+ т
I I

,1(1

- I  X
Я, / я

X 51Л О/Зр (1вй(рс1гс1х (3.4.31)

Подынтегральные выражения ВЦ* приведены во второй части книги, 
— компоненты тензора (3.4.27). Решение уравнений (3.4.29) стро

ится с помощью процедуры последовательных приближений, изложен
ной в § 3  гл. I, в результате получим параметры Атпри  •••» & т п рь  
следовательно, и компоненты тензора ( Т н).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Т’)нагр д л я  об
ласти возмущений нагрузки построен с учетом всех отмеченных осо
бенностей.

В момент времени давление р  достигает максимального значения 
Ртах ”  Р1  (Ь)* в последующие моменты оно изменяется по закону />2 (0 
и имеет значения, меньшие ртах » Т- е * в момент времени /р начинается 
разгрузка. В этот момент на внешней поверхности сферы, где прило
жено давление, зарождается волна разгрузки, которая распространя
ется с некоторой скоростью внутрь сферы, образуя область возмуще
ний разгрузки. Область возмущений разгрузки ограничена (рис. 89) 
внешней поверхностью сферы, включая загруженную область, и ло-



верхностью переднего фронта волны разгрузки, которая определяется 
в сферических координатах уравнениями:

при этом отсчет координаты х° ведется~от значения хР =\асА>![пРи' 
нимаемого за нулевое.

Области возмущений разгрузки соответствует тензор кинетичес
ких  напряжений

где тензор (Т )нагр известен, а тензор А (Т) требуется построить в виде

Искомые тензоры представим в форме общего решения (1.4.21) урав 
нений равновесия фиктивного тела и подчиним их следующим гранич' 
ным условиям:

Кроме того, подчиним искомые тензоры соответствующему вариа
ционному уравнению, приведенному в [§3  гл. 1, взятому для состоя
ния материала при разгрузке.

Д ля  основного тензора Д (Т0) имеют место следующие граничные 
условия:

Г2 = Я 2 СОБ (0 — 0О) —
(3.4.32)

р(х'Л]

Рис. 89

( Л р аэгр =  ( Л н а , Р  ~  Д  ( П (3.4.32')

Д (Т)  =  Д (Т0) +  Д (Г„). (3.4.33)

Д Г »  =  Д ^ ,  при г =  г, -  Я 2,
Ата — 0 при г  =  г г , ДТ°Р =  0 при х° =  0; (3.4.34)

функции нагрузок соответственно равны:

Д =  ( Д р А ^ Л Ы ) * ,  —  Д р*1, А<2*^ =* ( Д р Д и Х ) Ь , .  

где Ар =  (/,,) - - (I), Аи> Ы (*,,) — V' (/) (¿р <  *)•

Д7 ^ ,  -  Д<?^, при г  =  Дг, Л7’?Р =  0 при л:0 =  0, (3.4.35)



ДП« ’ =  (1/2) (1-1 соэ 7)Д/'а3.

где г  --- [л ( К 2 — г) ]/ -  г 2) -безразмерная координата,
ции ДРаз, входящие в (3.4.36), имеют вид:

Л/7 03 =  О,
X®

Л/Ггз =  — 2  —  Г (Д Л ^  ф соэш г I

+  А А ^  ( i )  sin Пф) s in  0)mn — ± d t e mn (0),

где

AFia — 5 S ^ 2 SÍn ° ^  sin 0Л12<|3) ~ Д1̂ )
0 0 ,

x°

&F3,  =  -  V  - J -  f  ДСт  (I) sin x m d i e m (0),
a  a  x m  J  /<a

2 n e,

f ío e.

д^| - ^ - ( s in ae e mn)
СОЭ Пф

dQdy
вш Пф

0 ,

Я ' ~̂cÍQ (SÍn* 09mn) I de

— коэффициенты Фурье функции

д
Д A = R \

Xo
R z sin2 0AQff, +  - ~  ^ 2  sin*GAQ№ ^  j s i n 2 dAQ\

ACm (xt>)=-^AC@m d d ¡  \(®m)*dQ 

— коэффициенты Фурье функции 

A C = 2 R ¡

X  ̂ sin2 0AQfГ) dQ J dtp -f 2 jj í sin бДТ -f ctg 0 \ sin 0AVd0 J

R 2 sin e.AQff,— jj j sin2 QAQff) —ctg 0 x

+  - 1 _ ( Д У - 2 с О 8  0ДЛ.);sin 0

ДТ = s i n ü  AF2 s +cos QAFi3.
59

(3.4.36)

Функ-

(3.4.37)

(3.4.38)

(3.4.39)

d < P  4 -  

(3.4.40)



Собственные функции 0 mn (0) и собственные значения com7l определя
ются в результате решения краевой задачи (3.4.15); собственные функ
ции 0 m (G) и собственные значения х п, находим в результате решения 
краевой задачи (3.4.19).

В результате подстановки функции кинетических напряжений 
ДП^0) в общее решение (1.4.21) определяем компоненты тензора Д (Т[и ) 
д ля  самоуравновешенных частей функций нагрузок AQ??,, которые, в 
свою очередь, определяются по формулам (3.4.25); несамоуравнове- 
шенным частям функций нагрузок AQfft ™ AQff, — AQJf, соответству
ет тензор Д (7 У ’ ) с компонентами

Д T f i ,  =  (1/2) (1 +  cos л)Дё?Р, ( а  =  1, 2, 3, 0; (3 =  1, 2, 3, 0). (3.4.41) 

Основной тензор

Д ( Г 0) =  Д ( П п Н -  Д ( П ” ). (3.4.42)

Корректирующий тензор имеет компоненты:

=  2  (Д Л га„ р, / ?1и ,+ д в т „ р , / ?в +
mnpl

+  b C m n p l f f »  + A A » nJ>Iffft). (3.4.43)

Параметры ДЛтпр|, . . . ,  ADmnpl  подчинены уравнениям

(АЛтпр) f ip  + Д В  F  2Р -f ДСm np lmnpi
+  ADmnPlFof>)-\'bLi=0.  (3.4.44)

Коэффициенты Fy $ [mnp l i jkq)  и свободные члены ALp (ijkq) нахо
дим по известным формулам; функции состояния а р ,  а р  или а0>) вы
бираются в соответствии с физико-механическими свойствами и состо
янием материала сферы в области возмущений разгрузки. Интегралы 
Fyfi  (m n p l i j k q ) вычисляем по формулам (3.4.30), где г2, 02 и х\ имеют
вид (3.4.32); интегралы ALp* ( i jkq) вычисляются по формулам (3.4.31),
где r 2t 0 а, х\ имеют вид (3.4.32) и вместо Tffa следует подставить компо
ненты тензора (3.4.42).

Решение уравнений (3.4.44) строится с помощью процедуры по
следовательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1. В итоге нахо
дим параметры ДЛ„т р ,, . . . ,  ADmnpl , следовательно, и компоненты кор
ректирующего тензора Д ( Т К).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Т,)раагр для 
области возмущений разгрузки построен.

В моменты времени t o r  =  (R2 — Ri)/ctQ для полой сферы и t OT — 
=  2R/a0 для сплошной волна нагрузки достигает поверхности и от
раж ается , возникает отраженная волна нагрузки, распространяющая
ся со скоростью а 0 в обратном направлении. Образуется область воз
мущений отраженной волны нагрузки, которой соответствует тензор 
кинетических напряжений



причем тензор (Т )наГр изве
стен, а тензор Д2 (Т ) требует
ся построить в виде

Д, (7 )  =  Д, (Г0) +  Д, ( Т к).
(3.4.46)

При построении тензора ис
пользуется общее решение 
(1.4.21) уравнений равнове
сия фиктивного тела.

Область возмущений от
раженной волны нагрузки 
сплошной сферы ограничена 
внешней поверхностью сфе
ры, где имеет место отраже
ние волны нагрузки, и поверх
ностью переднего фронта отраженной волны (рис. 90), область воз« 
мущений характеризуется уравнениями:

г г = Я  [cos( я —0) —V ico s3 (л  — 0) — 1 +1(ао/Осз) Ü 0/^)]al-
0а — л — arcsin [ [ a j a c ) (x?IR) 1, х \  =  a CQR/a0> (3.4.47)

=  90, xl  =  2acr)R ! a a.

Область возмущений отраженной волны нагрузки полой сферы огра
ничена внутренней поверхностью сферы, где имеет место отражение, 
и поверхностью переднего фронта отраженной волны (рис. 91). В этом 
случае область возмущений характеризуется уравнениями:

f i = R i Vcos(0 —00) +  I/ cos2(0— 0о) — 1 +-1-22--if-
*cg

_£0 \а

Rx (3.4.48)

x l

02 =  л, xl  = a cQ (Rz 
Оа ~  О« +  arcos х

1 / Qq x 0

2 \ aCq R\

x * = 2  R,

Ri)/a0.

*cq
Оо

Текущие координаты в 
области возмущений отра
женной волны нагрузки 
изменяются в следующих 
пределах: гх ^  г <  г
0 1  <  0 <  62, 0 <  ф <  2л, 
О <  х °  <  х \ ,  где гх =  R 2 
для внешней поверхности 
И Г 1  “  ^ 1  Для внутренней;

соответ-

обпасть 
2’ нагрузки

—  область . 
отраженной 

Волны



ствует началу отражения волны нагрузки, которое принято за на
чало отсчета координаты х° (*} = 0 ) .  Компоненты тензоров Аг (Т0) 
и Аг (Т к) подчинены следующим граничным условиям:

Дх73р _  AiQfft при г  =  r ¡ ,  Д ^ «  — 0 при г  — г2,

Дг7 0 р — о при х° — х\ =  0, (3.4.49)'

где AxQJf, =  Тнагр! г, — функции нагрузок для области возмущений 
отраженной волны, и вариационному уравнению, приведенному в § 3 
гл. 1, которое выбирается в соответствии с состоянием материала в 
области возмущений отраженной волны.

Основному тензору Ах (Т0) соответствуют граничные условия:

Д ^ зР  =  AiQ^> при г  =  г и  Д^оР =  0 при л:0 =  0 (3.4.50)

и функции кинетических напряжений

Д Д О  -  (1/2) (1 +  с о в 7 )Д Л з ,  (3.4.51)

где г  — л ( г  — г х)1 ( г2 — гх) — безразмерная координата.
Функции Д Л з ,  входящие в (3.4.51), соответственно равны:]

Ai Fü-¿
X9

Ai ^23 =  — ^  --- —  Г (Л1 А £ ' а  (?) COS п ф +
г ' - / 1“ "1"!?

+  Д2 АЖ (i) sin mp) sin d i e mn (0), (3.4.52)
rl

Ф 0
Ai Fu  =  Jj I* r¡_ sin 0 (ri sin OAj Qfpj —Аг lF) dQdcp,



sin2 e ^ Q u )  +

х"
д

Д ^ - г ?

- ' r - ~  (г\ sin2 0ДХ Qtf} ^  f  sin2 е д х Qff) dx*
' 0

^ c m (x0) =  \ \ c e m dd  / 5  e s .d e

— коэффициенты Фурье функции

AxC = 2 r i ^sinOAjQff) —

—jj I sin2 ОДх Q<P> — ctg 0 i js in3 0AiQ(iS) d0 J dtp 
о \ o, /

Ф , о .
+  2 U  sin OAi 'I' +  ctg 0 $ sin 0AX VdQ dtp +

■+

sin 0 (A iY  — гсовОД! Z7*) ;

Дг 4r = s in  0 Aj F23 Ч-cos 0Дх FZ3. (3.4.55)

Собственные функции 6 тп (0) и собственные значения сотп опре
деляются в результате решения краевой задачи (3.4.15); собственные 
функции 0 т  (0) и собственные значения находим в результате ре
шения краевой задачи (3.4.19).

Подставляя функции кинетических напряжений (3.4.51) в общее 
решение (1.4.21), определим тензор Дх (Т^1*) для самоуравновешенных 
частей функций нагрузок (^р,; несамоуравновешенным частям функ
ций нагрузок Д ^?]3, =  Д ^ 3?, — ДаР??>' соответствует тензор Ах {Т(09)) 
с компонентами

Д ^  «  (1/2) (1 -h cos r)A1Q?P, (Р =  1, 2, 3, 0). 

Основной тензор

Д П ' Л , )  = Д >  ( Т ' 0 1 >)  ¡ -  д А Т ? ' ) .  

Компоненты корректирующего тензора

m npl

+  A 1 С mnpl  /?аР)

(3.4.56)

(3.4.57)



функции (тпр1)  известны [193; параметры Д10 тпр/
удовлетворяют уравнениям

2  (^1^шпрг + Д 1 В тпр1/: 2р ~ЬД1Стпр1 ^зр +  
тпр1

+  Д, О тпр[ ^ ор) + Д ! ¿ 3 = 0 .  (3.4.59)

Коэффициенты /*\,з (тпрИ}кд) и свободные члены Д ^ з  (¿//е̂ ) урав
нений вычисляются по известным формулам; функции состояния а х, 
а г  выбираются в зависимости от физико-механических свойств и сос
тояния материала сферы в области возмущений отраженной волны на
грузки. Интегралы (тпрИ]кц)  находим по формулам

о х 1

х  &\п в А $  й Щ Л Ы х 0. (3.4.60)

Подынтегральные выражения ¿ 4 $  приведены во второй части книги; 
интегралы (¿/Ьд) вычисляем по формулам

о ^

1] э^пбД!в 1̂  ¿ШфШ х \  (3.4.61)

Подынтегральные выражения Д ^ з *  приведены во второй части кни
ги; — компоненты тензора (3.4.57). Поскольку 02 и х\ имеют два 
значения, интегралы (3.4.60) и (3.4.61) распадаются на два интеграла 
каждый.

Решение уравнений (3.4.59) строится с помощью процедуры пос
ледовательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1, в результате 
получим параметры Д И тПрь следовательно, и компо
ненты корректирующего тензора А1 ( Т К).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (7’) 0тр Для об
ласти возмущений отраженной волны нагрузки построен. Д ля других 
областей возмущений тензор кинетических напряжений строится ана
логично изложенному.

При распространении волны напряжений взаимодействуют друг 
с другом. Взаимодействие может быть внешним (при отражении пря
мой волны напряжений от поверхности сферы) и внутренним (при столк
новении прямой и отраженной волн напряжений).

Д ля  оценки внешнего взаимодействия прямой и отраженной волн 
нагрузки используется соотношение



hpH выполнении которого имеет место явление откола на внешней по
верхности (rx =  R 2) сплошной сферы и на внутренней поверхности 
(r i — Ri )  полой сферы. Характер и вид откола  определяются п о  кри
терию, рассмотренному в § 5  гл. 1, при этом учитываются величины 
7 Г гр и Т?  материала сферы.

Для оценки внутреннего взаимодействия прямой волны разгрузки 
и отраженной волны нагрузки используется соотношение

[ГрЯЗГр +  ^  >  Т В' (3.4.63)

где

rBC -  I (R 2!b  -I- R./a) +  (tP -  t 0y) У О !Ь +  1/а).

В случае выполнения этого неравенства внутри сферы образуются 
трещины.

Реализация оценок с помощью соотношений (3.4.62) и (3.4.63) тре
бует знания интенсивности кинетических напряжений

Г , = (/ 2 / 2 )  |/ЗТ2( Г ) - Т ; ( 'Г ) .  (3.4.64)

Интенсивность Т* можно вычислить по известным компонентам тен
зора (Т) для рассматриваемой области возмущений.

Все изложенное относится к  начальному периоду процесса нагру
жения сферы при ударе, когда процесс неустановившийся и связан с 
распространением волн напряжений. После трех-четырехкратного 
пробега волн в объеме сферы процесс нагружения становится устано
вившимся, сфера переходит в состояние колебательного движения, 
которое характеризуется тензором кинетических напряжений (Г). 
Построение этого тензора выполняется методом М. М. Филоненко-Бо- 
родича, изложенного во второй части книги.

Тензор кинетических напряжений сферы можно представить в ви
де суммы:

( Л  -  (П н . ,  +  А* ( П  (3 -4 -6^)

где (Лнач— известный тензор кинетических напряжений области воз
мущений, соответствующий рассматриваемой части объема. Этот тен 
зор характеризует состояние сферы в момент ¿нач =  4R 2/a0, принятый 
за начальный. Вторым слагаемым является дополнительный тензор 
кинетических напряжений, с помощью которого учитываются все из
менения состояния сферы, имеющие место в моменты времени 
Этот тензор требуется построить и взять в случае нагрузки со знаком 
плюс, в случае разгрузки — со знаком минус. Построение тензора 
Д* (Г) выполняется в сферической системе координат (0, ср, г, х°) с 
началом в центре сферы. В основу построения положено общее реше* 
ние (1.4.21) уравнений равновесия фиктивного тела и требование вы
полнения компонентами тензора Д* (Т ) следующих граничных усло
вий:

Д * 7 ^  =  Д*£Й> при г  =  R y (У =  U 2), =  0 при =  О,
(3.4.66)



где'Д*(2?5> ~  Qfv) н*ч — Q<?) -изменения функций нагрузок в 
MOMeHibij t >  t}iaH, с помощью которых учитываются все изменения 
напряжений, скоростей частиц и внешних нагрузок на поверхностях 
сферы, и вариационного уравнения (см. § 3 гл.1), выбранного для рас
сматриваемого состояния. Граничным условиям (3.4.66) соответствуют 
функции кинетических напряженнй основного тензора

Д* Па ’ =  4 “ ( 1 - f C O S  г) Д* / а д  ~  ( 1 —  C O S 7) \  Фаз, ( 3  .4  . 6 7 )

где г  =  л  (г  — #i)/(/?2 — Ri)  безразмерная координата. Функции 
Д+^аз =  У а ) при г  =  R x и Д*Фа з =  Уа ) при г — R 2 удовлетворяют 
уравнениям:

д г i/(V) ;  лЛ\) \
 í— btfySinO sin 0 —̂ ---- |-cos0í/<v> -f

а 0 а ф  I  ¿ ) 0  J

, *V / ■ I ¿ M v) I ■ П ü f y * '  1-4— -  sin2 0 — —  - — —  +SH1 ü eos 0 — — b
2 у  ae> дф* de

-f  (eos2 0 —sin2 0) 2í/<v> ) = R y  sin20A*Q“ )?

J__  i  dj№  L  J y± L  - f  2 sin2 0 - Д »  sin2 0 ^ í  —
a<p ^ ae  а Ф j  r v а Ф Уа v a*°*

— Í>v s in 0  ^4 eos e//ív> —sin e = 2£ vS in20A*Q(yj, (3.4.68)

a  ( ду<?> д У р  \  + _ 2 _ i £ ! _ _ c t g o +
Ó 0  d O  d q >  J  R v  0 $  ^  d 0

H . 2 | I _ % ( v ,  + 2y p - R ’ ^  + Ry *éP-  = 2 R í s i n *  0 A » Q f í , .

íí3/,ÍV) At.jlY) /}UÍV)
sin 0 — — |-£JÍ2_ -f sin 0 eos o — — ~ 2 R y  sin2 0Д* 

aeaxo а Фа*<> a*« * ;

и граничным условиям:

¡/iv) = 0 ,  - ^ - M )  при 0 = 0 V, (3.4.69)
dO

y w =  o, y j w - ü .  ^ - = 0 ,  i g ^ = 0  при * ° = 0 ;

по координате ф функции периодические (период 2л).
Учитывая произвольность искомых функций, подчиним у $ )  сле

дующему условию:

! * 021í í °l Í  ^ г У. г1. - (- sin0 c o s 0 - ^ —  -h2 (cos2 0 — sin2 0 ) í/J** = 0 ,sin' -
aoa a®a ao



отсюда при соблюдении условий (3.4.69) имеем

у},”  0. (3.4.70)

Функция 1/(2у> определяется уравнением

_ L  J ^ I R °ly±L) JLUiniüML  -1 s i n o c o s  0//<v> )
2 сЮ у  (?фа J  2 дО Y <)0 { f)9 Já I

¡ ц  a»y(v)
 — /?v sin2 0 ^ÍV) L

2 dx**

— R y s in  0 l sin 0 -f-eos 0 y [ v  ) =  —Av, (3.4.71)
t)8

где

Av = Ry  s in2 GA* Q(V3j +

+  - | - R v ( R í s i ^ B A . Q Í v 1,  — j  R ? s i n 2 0 A * Q’̂ d x A  .
'  0 '

Решая уравнение (3.4.71), имеем

*¡»
lÁ y ) = -  У ,  - 7 Г —  i (^v«n (Ю eos лер +

+  A$¿n (I) sin wp) sin wmn d | emn (0), (3.4.72)
V

где
2ji 0,

j  [Hv ( ^ r ( s i ^ G e mn) и dodtp 
aU) _  o éiЛута----------

d \ eo s пш
'Y l ~ А с Г (*ХП2 ®в ™ )  i • v 1 dQ }  sm nq>

Я i (■¿_(sin900rrtrl)) dQ 
0,

— коэффициенты Фурье функции Ay .
Собственные функции 0 mn (в) и собственные значения újmn находим 

в результате решения краевой задачи (3.4.15). Функция i/<v> подчине
на уравнению

^  =  R r sin 0 (R5 sin 0Л , Q") - % ) ,  
обаф

где

^ sin 0 —  heos Gy(„v>.
v дв **



ф  в »

у р - \  I R v s in e ( f t i s in 0 A * Q fó -V . , )d 0 d < p .  (3.4.73)

Д л я  функции í/(v) имеем уравнение

^ - C t g 0 i ^ -  +  23<v, _ i? . ^ = c v, (3.4.74)

где

CV =  2RSY “  

в

^ s i n e ^ Q f v 3) — j  (s ina 0A*Q^) —ctgG X 
о

ф
X sin2 0Л* Qfv, dQJ d tp + 2  J |sinO'yv |-ctg 0 jj sin 04;Y dü)dq> 4-

H— T T ^ v —2cos Oy)v>).
Sin  o

Решение уравнения (3.4.74) имеет вид
Хо

=  r C v m (5 )s i n x m^ = i d S 0 m (0), (3.4.75)
V Ky * m i  v

гд е

c v m ( x " ) =  ¡ ’ с , е я d e l  ¡ ' e i . d e
в, I 0,

— коэффициент Фурье функции Су . Собственные функции 0 т  (0) и 
собственные значения к т определяются в результате решения краевой 
задачи (3.4.19).

Подставляя функции кинетических напряжений (3,4.67) в общее 
решение (1.4.21), получим компоненты тензора Д* (Т (0г>) для самоурав- 
новешенных частей Д ф у н к ц и й  нагрузок, несамоуравновешенным 
частям функций нагрузок A*Q(3$  =  A*Q?vP) — A*QÍy) соответствует тен
зор Л* (Т 1**) с компонентами

Л . 7 ? 03,= (1/2)(1  + c o s r )A ,Q f f ) + ( l/ 2 ) ( l - c o s Ó A ,Q ? 2s) . (3.4.76)

Основным тензором Д# (Т 0) является сумма

К ( Т 0) =  Д*(Пи) + А * ( П а>). (3.4.77)

Корректирующий тензор Д* ( Г к) имеет компоненты

Ь,Т? =  1  ( А ,Л тпр1И ) + Д , В т „ 1« , +
т пр 1



Функции (mnp l )  известны, параметры Д*Лт71 Рь . . . .  A*Dmnpi на
ходятся в результате решения уравнений

{A#Amnp i F ip Дф B mnpi F 2 0  И- Д* Cjnnpi  H~
m npl

+ A * D mnPl F op) + Д* Ц  = 0 .  (3.4.79)

Коэффициенты Fv$ (mnpl i jkq)  и свободные члены Д ( ¿ / Э Д  вычисли* 
ются по известным формулам; функции <хъ  а 3 выбираются в соответст
вии с физико-механическими свойствами и состоянием материала сфе
ры, а также с учетом характера процесса нагружения.

Интегралы Fy¿  (mnpl i jkq)  имеют вид

х  ( —  0 - ^ 2 -  sin GdGdydrdx0. (3.4.80)
\ Ri I я а л 

Подынтегральные выражения А $  определены во второй части книги, 
интегралы A+L¡/} (ijkq) имеют вид

д * 4 °  = Г Г Г Г д 4 °  ю  ( i - b í - ^ - O 2— V x/?! / Л
0 ' ' ’

х  ( ^ — \ ) 1 ^ &л ^ й П()Ст Г ^ ~ ы 7 .  (3.4.81)
I / л» я  .

Подынтегральные выражения Д*5р * определены во второй части кни
ги, 7^0Р) “  компоненты тензора (3.4.77). Решение уравнений (3.4.79) 
строится с помощью процедуры последовательных приближений, рас
смотренной в § 3 гл. 1. В результате определяем параметры Д*Л тпри  ••• 
. . . ,  Д* О тпр 1 , следовательно, и компоненты корректирующего тензо
ра Д* (7\,). Таким образом, тензор кинетических напряжений (7") для 
сферы, находящейся в колебательном движении, построен.

Пользуясь приведенным решением, можно определить характерис
тики напряженного состояния и движения частиц сферы в областях 
возмущений в начальный период и в объеме всей сферы в последую
щий период процесса нагружения.

§ 5. Взрыв в полом цилиндре и конусе

В полом цилиндре с радиусами г у ( у  =  1, 2) и длиной I, отнесен
ном к  цилиндрической системе координат (г, 0, г ,  *°), произведен 
взрыв заряда В. В., в результате которого на внутренней поверхно
сти возникло давление р  (рис. 92). Это давление определяется в резуль
тате решения задачи о взрыве' цилиндрического заряда [47, 36, 44).

Распределение давления на внутренней поверхности цилиндра за
дано:

р !  (9, г, *) при 0 <  * <  (ру р г (0, г, 0  при 1Р <  I <  ¿в, (3.5.1)



где (р — продолжительность нагрузки, /в — продолжительность про
цесса нагружения цилиндра при взрыве.

Продукты взрыва, находясь в сильно разогретом состоянии (тем
пература их равна нескольким тысячам градусов), передают тепловую 
энергию цилиндру в виде тепловых потоков цг и распределения тем
пературы на внутренней поверхности. В цилиндре образуется темпе
ратурное поле, определяемое интегрированием уравнения теплопро
водности

р с — = А у * Т °  (3.5.2)
д1

при начальных условиях: Т °  — Т Ц  ( г ,  0, г) при / =  0 и следующих гра
ничных условиях: 

дТЪ
—— =  <7 Г/Л при г ~ г 1г Тп — Т° ( г 2, 0, г, 0  при г ~ г г, (3.5.2')

где Т “ (г, 0, г )  — начальное распределение температуры, Т° (г2, 0, г,  () — 
распределение температуры на внешней поверхности цилиндра, с  — 
теплоемкость, Л — коэффициент теплопроводности материала ци
линдра.

Итак, при взрыве цилиндр находится в интенсивном, быстро изме
няющемся температурном поле под действием импульсивного дав
ления большой интенсивности. Такой характер воздействия в началь-

Рис. 92

ный период приводит к распространению волн напряжений в цилинд
ре и образованию областей возмущений различной природы; при этом 
следует учитывать расширение внутренней полости цилиндра при ] 
взрыве, т. е. что гх изменяется во времени:

Г! = го г Н -щ (2, 0, 0, (3.5.3)

где ю  (0, г, 0  — радиальное перемещение внутренней поверхности.
В областях возмущений материал цилиндра находится в напря

женном состоянии. Это состояние характеризуется тензором напря
жений (о); частицы среды находятся в движении, вектор скорости V; 
плотность материала р. Этим характеристикам соответствует тензор 
кинетических напряжений (Т),  который требуется построить для к аж 
дой области возмущений, учитывая ее специфические особенности.



Первичной является о бла сч ь  возмущений нагрузки (рис. 92), огра
ниченная внутренней поверхностью г  =  гх цилиндра и поверхностью 
г  =  г* фронта волны нагрузки, распространяющейся со скоростью а 0.

Область возмущений нагрузки характеризуется тензором кине
тических напряжений (Т)нагр, построение которого основано на ис
пользовании общего решения (2.5.2) уравнений равновесия фиктив
ного тела, удовлетворении граничных условий:

где ОД,, ФРР, — функции нагрузок, и выполнении вариационного урав
нения (см. § 3  гл. 1), выбранного в соответствии с состоянием среды в 
области возмущений нагрузки.

Тензор кинетических напряжений (Т)п.и,0 строится в виде суммы 
основного и корректирующего тензоров:

при этом расширение полости полагается постоянным по длине ци
линдра.
Г* Компоненты основного тензора подчинены следующим граничным 
условиям:

г* =  +  а ^ 1 а с г (3.5.4)

т lp =  Qt'f, при г  = r lt w a  =  0 при г =  г*,
ГОР =  при =  О,

(3.5.5)

(Лиагр ^  {Т0) +  ('Л,), (3.5.6)

Tip =  Qjfr при г  =  г и  Т°Р =  Q(°f) при АГ° =  0, (3.5.7)

1дс у<г) — ujw и ) г, — ч (1) —
— Ро«з?<7 — функции нагрузок, которым соответствуют функции ки
нетических напряжений

=  П<°,' +  ПЙ>. (3.5.8)(3.5.8)

Д ля координаты г  имеем

ПкГ =  (1/2) (1 - Ь с о з ^ а , ,

Где Г  — [я  (г — /’1)1/(а0х°/асв1 — безразмерная координата. 
Функции'Т7« !  удовлетворяют уравнениям:

(3.5.9)

(3.5.10)



и граничным условиям:

Ли —0, ^з 1  =  0> Ли —О при z =  zv;

F11= 0, -5£и-----0 . Fa = 0 ,  - ^ - = 0  при х° = 0 ;  (З-5- ^ ' )
дх° дх°

по координате 0 функции периодические, период 2л.
Из (3.5.10) следует, что функция F 01 определяется уравнением

dea ^  1 д гг 
решая которое с учетом условия (3.5.10), имеем

F ot =  0. (3.5.11)
Д л я  функции F n  справедливо уравнение 

Э»Г„ , 1 d*Fn  &F,
дга г I  а е а дх°г

где

A - f í r í ~ t Q1^ ° -
о

Решение уравнения (3.5.12) представим в виде ряда

F 2 i = 2  (XmÁ (*°) cos пО -\-Xmn (*°) sin n0) sin mz,  (3.5.13)
mn

где 2  =  m i l  — безразмерная координата, предполагая, что функцию 
А можно разложить в ряд Фурье:

Л =  2  (4írm(*°) cos п 9 Ч -Д ^ (х ° )  sin n0) sin mz,  (3.5.14)

^  =  А, (3.5.12)

т, п
где

2л  I 2я  I
С j A c o s /10 sin mzdzdQ  f j A sin nQ sin  mzdzdQ
b b л(2) bo

» ‘  l m n  —2л / 2Я l
j  [ (eos Л0 sin m i)2 d z d Q  \ f (sin rt0sin m?)8 rfz<¿0
oo o Q

— коэффициенты Фурье функции А.
П одставляя <3.5.13) и (3.5.14) в (3.5.12), для функций Х тп (х°) по- 

лучим уравнение

Х ‘{’ + ( т ‘ п гЦ2 +  iv*/г?) =  - А К  (/ =  1, 2). (3.5.15)
Пусть Yк (*°) (é *= 1, 2) — частные решения уравнения

+  ( m W I P  +  nVrDX'Á =  0, (3.5.15')
тогда решением уравнения (3.5.15) является функция

x!ü =  D\¡L  yt -VDl'L к 2 +  Г  А ^  (I) V&p di, ( 3 .5 . 1 6 )
J М [%)о



■де
М  (х°) =  у 2у 1 _  Y l Vt , 

N ( x ° l )  =  Y x ( l ) Y z (х°) -  У 2

Постоянные D {!¡mnh D {l\mn) определяются из граничный условий 
3.5.10'):

л(/) _  '
1 \ т п ) --------------

аЩ (0) N (0) , ,, a{J I (0 )N(0)т п к '  V >\Г / А \  ГЧ < / )  т п  '  '  у >\Г / А \Г2(0), ¡-)2{,т) —---- г^-т------/ i(U).
м»(0) ьч"   ' ^*(0)

Лодставляя эти постоянные в (3.5.16), получим 

Атп (0) N (0)у(3) /V тп
М* (0)

(К, (0) Y 2 (*°) - У 2 (0) К, (х«)) +  j  Л<» (I) d£.
‘0

(3.5.17)
Окончательно функция имеет вид

^21 =  2  I № "  (°) C0S " 0 + Л™ (°) Sin П0> ^  (0) ^2 (*°) -

Xo
—У г (0) Уа (х0)) +  f  ( I ) eos «0  + Л Й  (i) sin л0) d i  

J  ^  (É)
sin mz.

(3.5.18)
Функция F 3l удовлетворяет уравнению 

d*Fn  _
Мдг “ ф < т - 2 - ^ - ) .

решая которое с учетом граничных условий (4.5.10), находим

Д ля функции f u  имеем уравнение 

P F u  , * F n  .
аг» дх0*

в , (3.5.20)

где

B = ^ ( ^ 1- + 2 J ' f - d 9 ) - ^ ;í w - d 0 '

Решение уравнения (3.5.20) представим в виде ряда 

F11= 2 i Xm (*°) sin mi,



полагая, что функцию В  можно разложить в ряд Фурье:

В =  V  В т (0х°) sin тг,  (3.5/22)
т

где
i I i

=  j  В s i n m z d z  / j  sin%mzdz,
o I  o

Подставляя (3.5.21) и (3.5.22) в (3.5.20), находим уравнение для функ
ций Х т (х°):

X m - r n W X m/ l * ~ B m.
Этому уравнению удовлетворяют функции

* m=^í4(j/°)sh тл(*°-у° ч °,тп J I
о

подставляя их в (3.5.21), получим

f  л  — 2  ~ ~  Í sh —я ^  ~ у  * d í f  sin rnz. (3.5.23)
т тп J  1

Координате л:0 соответствуют функции кинетических напряжений
*°

IIÍ8’ =— i - ( l  +  cos?>) /■„ +  у  j V  + c o s x « ) d x °  Ч'10>
о

Xo

Щ8> j (1 - I - C O S ? )  dx° V u , (3.5.24)
О

Хо

m a ' - y j * 1 - i - c o s x ° ) ^ ° 4 v  n¿8}=o.
o

Функции F10> 4rí0 (i  =  l ,  2 ,3 ) ,  входящие в (3.5.24), подчинены урав
нениям:

^  =  - r2Q . o „ ^ + ^ =2r2Q. . ,

W l° +  — V M+ Í ^ - = 0 .  (3.5.25)dr r dz
' i - r T 20+ ^ ! L = 0

дг 1 "и зе  

и следующим граничным условиям-.

^10 =  0. 20 = 0  при Г =  Гу,

^ 2 0  = 0 .  ^ 3 0  =  0 при г  =  2 у, 
по координате 0 функции периодические (период 2л).
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Интегрируя первое из уравнений (3.5.25) с учетом граничных ус
ловий (3.5.25), находим

Ло =  - $  (3.5.26)
о г,

Рассматривая совместно уравнения (3.5.25), приходим к уравне
нию

где
~

• — 1р = А , (3.5.27)

д г  г дг

Отсюда получим

Интегрируя (3.5.28) по г, находим

2

^ = 5 ^ 2 .

(3.5.28)

(3.5.29)

Подставляя (3.5.29) во второе из уравнений (3.5.25), приходим к  
уравнению для функции Ч/‘1():

г» (2 (3 ?/ )-^ ) ,
ае

решение которого имеет вид

■о

Функция ^ 3 0  удовлетворяет уравнению

^.«1 ,2 С <>/ЗД> I 3 Л" « \ /¿Ф I ^

(3.5.30)

д г
(И),

интегрируя которое по 2 , получим

г 0



Полные функции кинетических напряжений основного тензора 
согласно (3.5.8) таковы:

Xе
II i0 J ^ ^ " í 1 - f c o s r J F x i -b  “ (1 - ¡-cos*0) Fl0 +  j* (1 +cosje0)djc01ir10l

Щ 0) = ~  (1 -f cos r) F2i +  —  Г (I +cos x°)dx° Ч^о,
2 Í  (3.5.32)

X»
Пз0 )= ^~ (1  f-cos r ) F 3l^  y  J ( 1  -f- c o s  x°) dxoXPs9t

о
где x° =  nx°/xl — безразмерная координата. Подставляя эти функ
ции в общее решение (2.5.2), определяем компоненты тензора (Т\) 
для самоуравновешенных частей Q¿P, QJf, функций нагрузок.

Несамоуравновешенным частям функций нагрузок ОД, =  Qjf, — 
— Q'f), =  Q?f) — Q(f, соответствует тензор (T(0a)) с компонен
тами:

T U )  = ( 1 / 2 ) ( 1  +COS г )  Q ó 'j ,  7Ü 0, =  (1 /2) (1 +  e o s  3¿«) Q?,°„

(3.5.33)
T¡§,  =  (1 /2) ( Ц -  cos г)  Q!i°, +  (1 /2) (1 +  cos x") Q?,1, .

Основным тензором является сумма тензоров:

(То) =  ( Ц )  +  (Т\1\). (3.5.34)
Корректирующий тензор (Т„) имеет компоненты

— (AmnPl f f í i  +BmT>P¡ ft3)+Cmnpi í?$) ~\'D mnp[ f fS J .  (3.5.35)
m n p l

Функции {mnpl)  известны [19], параметры A mnp[, D mnPi опре
деляются в результате решения уравнений

2  (Amnpl ^ ip  +  Cmnp¡ /’зр +  D mnp[ Fqq,) - f  Lp = 0 .  (3.5.36)
m npl

Коэффициенты Fvp (mnpl i jkq)  и свободные члены L$ (i jkq) вычис
ляют по известным формулам. Функции состояния выбираются в за
висимости от физико-механических свойств и состояния материала ци
линдра, В случае упругопластического состояния они определя
ются по формулам (1.3.72), в случае вязкопластического — по форму
лам (1.3.76), при этом диаграмма — e t или диаграмма т ¿ — Vi ма
териала предполагается известной.

Интегралы (mnp l i jkq ) имеют вид



Их подынтегральные выражения приведены во второй части книги, 
интегралы Щк4) имеют вид

Ося \ я  I

х Щ I ^ ? (3-5'38)
Их подынтегральные выражения приведены во второй части книги, 
Г “р, соответствуют тензору (3.5.34).

Решение уравнений (3.5.36) строится с помощью процедуры после
довательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1. В результате на
ходим параметры А тпР1 , . . .,  £)тПр*» следовательно, и компоненты кор
ректирующего тензора ( 7 К).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Г )нагр д л я  об
ласти возмущений нагрузки построен.

В момент {р давление достигает максимума: р тах =  р х р), затем 
с течением времени (/ ^  ¿р) уменьшается, изменяясь по зако н у  
Ра (/*1 Вг )̂, т. е. начинается процесс разгрузки. При t =  ¿р на внутрен
ней поверхности г  =  г х цилиндра зарождается волна разгрузки, ко
торая распространяется со скоростью Ь в направлении внешней по
верхности, образуя область возмущений разгрузки. Область возму-

I

Рис. 93

щений разгрузки ограничена внутренней поверхностью г  — гх и по
верхностью г = г р переднего фронта волны разгрузки (рис. 93), ей соот
ветствует тензор кинетических напряжений

(Т^равгр =  (Т')нагр — Д(Т')* (3 .5 .39 )
причем тензор (7')нагр известен, а тензор Д (Т) требуется построить 
так, чтобы выполнялись следующие граничные условия:

ДГ'Р =  ДОД, при г  =  г и  (3 .5 .40 )
Дша =  0 при Г =  Г , Д Г°Р =  0 при х° =  О,

где Д^^Р, — функции нагрузок, и вариационное уравнение (см. § 3  
гл. 1), взятое в соответствии с состоянием исследуемой области, при 
этом компоненты тензора Д (7) берутся в форме общего решения (2 .5 .2 ) 
уравнений равновесия.



Представим тензор А (Т ) в виде суммы основного и корректирую
щего тензоров:

Д ( 7 ’) -  Д (7 ’0)-| Д (7 'и). (3.5.41)

Основной тензор А (Т 0) подчинен требованию выполнения гранич
ных условий:

АТ’(1(Р -  AQ'fj при г  =  гъ  ATP?, -  0 при jcü -  0, (3.5.42)

где AQ“  =  (ДрДгМи1) — Ар,  AQ,1“, =  (ДрАиЧ^) Г1, причем Ар =  
=  Pi  (Ь )  — Ръ (0» =  и1 (^р) — Vх (0  — соответственно изменение
давления и скорости частиц при разгрузке на внутренней поверхности. 
Этим условиям соответствуют функции кинетических напряжений

ДВД> =  (1/2) (1 +  cos T)AFai , (3.5.43)

где г  =  п  (г — r^lbx°lvr  — безразмерная координата.
Функции AFa \ имеют вид:

А Л 1= 0 ,

=  2  (А-4Й-! ( 0 )  C O S  яО +  Ü.AÜÍ (0) sin пв)  (Y1 (0) К2 (*») -
ш, п L

- У 2(0)У1(хО)) +

+ J  (ЛЛ& (I) cos «0  -{-ДЛ<?> (6) sin 6) sinm?,
(3.5.44)

0  Z

A ^ i  =  M  <4 $ $ AQlÓ d r̂iO - 2   ̂ДFa
■•0 0 o

dO

Д Fn  =_ V  í
л

1 QUh « я ( * ° - У 0) WiiQd¿/° sin m*.

Здесь

лл<!,! (*°) -

2jx i
| f Д<4 eos n0 sin mzdzdO 
o o_________________

2л /
| J (eos nO sin mz)2 dzdQ 
o o

2л I
f ( ДЛ sin nO sin mzdzdb 
o o_________________



х°
2 с <1А Л  L  \ r \ J L  AQff,
^  J  ¿2

О
{ I {

A =  | Atf sin mzdz / J sin2 mziiz (3.5.46)
0 / i)

коэффициенты Фурье функции
о

л в  = Л ^ ,  + 2 1  ЛРа <10) - 2 / 1 1  Л&;,1, ,ю.
О ' о

Подставляя (3.5.43) в общее решение (2.5.2), получим компоненты 
тензора А (Т[1)) для самоуравновешенпых частей Д<3‘Р, функций на
грузок. _

Несамоуравновешенным частям АОД, =  А<21Р> — Д Ф т  функций 
нагрузок соответствует тензор А (Т о2)) с компонентами:

Д 7 'й  =(1/2)(1 -ЬсозОДд,1,1,.
(3.5.47)

ATfo0) =(1/2)(Х + cosr)  AQ,1!’,,
остальные компоненты равны нулю.

Основной тензор

Д ( Г 0) -  М П П)-Ь  Д ( П 21)- (3.5.48)
Корректирующий тензор Д (Г,,) имеет компоненты

ЛТоЯ =  2  (ЛАт „р1/ ^  + ЛВ,„„р, / ^  !-Ст „ р ,/ Й + А О т „р|/да, (3.5.49)
m n p l

параметры АЛт71Рь .. . .  AD mnpi которых подчинены уравнениям 

jIj  (^Amnpi F ip F-jfi -f-AG m n p l  -f~
m npi

+  AOmnpI Fop) +AZ.p =  0. (3.5.50
Коэффициенты Fvp (mnp l i jkq ) и свободные члены ALp (ijkq) onpe 

деляют по известным формулам, функции состояния выбирают в за 
висимости от физико-механических свойств и состояния материала ци 
линдра в области возмущений разгрузки. В случае упругопластичес 
кого состояния они определяются по формулам (1.3.74), в случае вяз 
копластического — по формулам (1.3.82). Интегралы F {$  (mnp l i jkq  
имеют вид

_. ' Ь  (  *2 \3 О __
- а г Л — ) X



Интегралы ((/'&/) — следующий вид:
(X) Ь

„О I “Я

•Ь
Их подынтегральные выражения приведены во второй части книги, 

$  — известные функции, 7 ^ ,  — компоненты тензора (3.5.48); отсчет 
координаты х °  ведется от значения х°р ~  а С9/р, принимаемого за нуле
вое.

опасть 
отраженной

Рис. 94

Решение уравнений (3.5.50) строится с помощью процедуры после- 
довательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1. В результате по
лучим параметры Д ЛтпРь ДОтпР1, следовательно, и компоненты 
корректирующего тензора А (Г к).

Таким образом, тензор кинетических напряжений (Т)рлвР$ для 
области возмущений разгрузки построен.

В момент времени ¿от, которому соответствует значение коорди
наты Хот =  (а с д/а0) (г2 — /1 ), волна нагрузки достигает внешней по
верхности г  =  га цилиндра и отражается. В этот момент зарождается 
отраженная волна нагрузки, распространяющаяся в обратном направ
лении со скоростью а 0. Образуется область возмущений отраженной 
волны (рис. 94), ограниченная внешней поверхностью цилиндра и по
верхностью г  =  г от переднего фронта отраженной волны,

тQ̂f ^  г 2 ~~ йоХ̂ /с1сд‘ (3.5.53)

Этой области соответствует тензор кинетических напряжений

(Т )от =  (Г )нагр -  д ,  (Г), (3.5.54)

где тензор (Лнагр известен, а тензор Дх (Т ) требуется построить в фор
ме общего решения (2.5.2) так, чтобы удовлетворялись следующие 
граничные условия:

ДхГ'Р =  Д Д 'Р , при Г  — Г2 , Дх^а =  о При Г  “  Гот,



где AiQIf, =  тЦг р \r, — функции нагрузок, и вариационное ур авн е 
ние (см. § 3 гл. 1), взятое в соответствии с состоянием материала в об
ласти возмущений отраженной волны нагрузки.

Тензор Дх (Т)  строится в виде суммы основного и корректирующего 
тензоров:

Д, (Г) =  Л, (Гп) +  Д* ( Т н). (3 .5 .56)

Компоненты основного тензора должны удовлетворять граничным 
условиям:

Д1Т’1Р =  AiQ'f, при г =  г 2, Д^оР =  0 при х° =  0. (3 .5 .57)

Этим условиям соответствуют функции кинетических напряжений

Д Х 0’ =  (1/2) (1 +  cos г ) Д Л и  (3 .5 .58)

где Г =  д  (г 2 — г)1(аоХ?!ас д) — безразмерная координата,
функции Д ^ п  подчинены уравнениям:

■ 5aAiF31_  - ! £ i b l  _ L ( Ль±£о 1  + г | = г \ д  q i  1Юдг 2 дг 2 [ № дг* I
д ! д ^ Р п _  д&t Ftl \ , _2_ а д , F:u , . d^Al Fil __ 
дг \ дг дв J  г 3 д г  дхй'

1 dAiF„i  п.з а гн>
“ 7 7  ~до~ ~  Qu). (3 5-59)

J L ( d A i F i l  —  а А » М - +  г» а з А 1 ^ 1  =  — 2г“ AiQ'f), 
ае I  дг ае /  а *° *  * 1

а / а д х Л ,  g r S A ^ } , " ,
az /

(3 .5 .5 9 ')

д х » I ао

и граничным условиям:

Д а Л а ^ 0 (а =  1 ,2 , 3 , 0 )  п р и г  =  гу;

Д1^ 1= 0 ,  ^ - = 0 ,  4 , ^ = 0 ,  ^ = 0  при *о = 0 ;

по координате 0 функции периодические (период 2л).
Как и в предыдущих случаях, принимаем

Д / 01 -  0. (3 .5 .60)

Функция Д ^ г г  удовлетворяет уравнению
д9 &1 1 а м ^ п  д * А ^ п  _ А А

дг% Т  г\ аОа ад:0* 1
где

х°

Д , » = 2 ^ 1(3г,!,) + - ^ -  ¿ х ° У  (3.5.61)
2 о



Решением этого уравнения является функция

Ai Fu  := Т  1(^1 Атп (0) cos nQ +  Ai А\£\ (0) sin лО) X
т, п

X»
X ^  (Vi (0) Г 2 ( * » ) - / ,  (0) Y! (А!»)) +  I'(Л, А'"  ©  cos пв

о

sin mz,+  \ A ™ ( l ) s m n í ) ) ^ d l  
M (£)

где
2¡" J  -  ( cos n 8
I Ai A sin mz { ft dzdv  

il\ n n Sin flQ
Ai A\& (X°) -  -£-2---------------- !--------------

2* H  - Í  cos n0 \ 2 
f s inm z I dzdft

b o  V I s m ^ e j
— коэффициенты Фурье функции Д ^ ;  Y} (%°) (/ =  1, 2) — 
решения уравнения (3 .5 .15#).

Д ля функции Д ^ з !  имеем уравнение

aaAl- 31- г2 (Л2 Д, QÍÍ) ,
д вд г  Ч  д г  )

Интегрируя его с учетом условий (3.5.59'), находим
0 , 2

Ai F щ =  г г W  ?г  ̂Дг Q( í) dz Д1 F21 ) d0.
0  V о

Функция AkFn  удовлетворяет уравнению
а а д . л ,  , й

д г 2 ó*0* 1

где
о

Решение уравнения имеет вид
*0

а г- х .ч   ̂ I ' Vo ) , п • "
Ai ^ 2 ,  “  Ai ПшОп  --------“ —  dlJ  sm mz,m n  1 " , w  ' lm o

Л‘ В Ч г №  l 2 j A , ^ d 0 ) -
4 0

—  2 r2 ( r 2 Qí?> 4 - j ’A ,Q b 1) d o  ^ -

где
[ i i

A| B m — | Ai R sin mzdz / f  sin2 mzáz
ó I ó

— коэффициенты Фурье функции Д|5. 
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+

(3.5.62)

(3.5.63) 

частные

(3.5.64)

(3.5.65)

(3.5.66)



Подставляя (3.5.58) в общее решение (2.5.2), получим компоненты 
тензора Ах (Т(0П) для самоуравновешенных частей Д ^ 1?, функций 
нагрузок. Несамоуравновешенным частям Д ^ ,1?, =  — Д1 $??>
функций нагрузок соответствует тензор А! (Т (03)) с компонентами

Компоненты корректирующего тензора Ах (Т н) имеют вид

параметры Д И тпрг, &хО тп определяются в результате решения 
уравнений

Коэффициенты (т/г/Ш/б?) и свободные члены Дх^р № 9 ) опреде
ляются по известным формулам, функции состояния выбираются в 
зависимости от физико-механических свойств и состояния материала 
цилиндра, как  и в случае волны нагрузки. Интегралы (т п р  И']кд)
вычисляются по формулам

Их подынтегральные выражения определены во второй части книги, 
/{Й — известные функции, а Т*£у — компоненты тензора (3.5.68); 
отсчет координаты х° ведется от значения Хот1 “  (яС(?/а0) (га — 
принятого за нулевое.

Решение уравнений (3.5.70) строится с помощью процедуры после
довательных приближений, изложенной в § 3  гл. 1. В результате по
лучаем параметры Дх/4 тпР 1, . . . ,  ДхОтпрг, следовательно, и компо
ненты корректирующего тензора Аг (Т к).

Д ^  =  (1/2) ( 1  +С08Г)Д1<ДО,; (3.5.67)

(3.5.68)

тпр1

+  Ах Стпр1 Л У ,+ Д  1 0 тпр1^ ) (3.5.69)

2  ^ И т п р !  + Д Х В тпр1 +
т пр 1

С т п р 1  + Д 1  Е > т п р1  ^ор) ЬАд ¿р = 0 .  (3.5.70)

я



Таким образом, тензор кинетических напряжении (Т)от для обла
сти возмущений отраженной волны нагрузки построен.

В других областях возмущений волн напряжений тензор кинети
ческих напряжений (Т) строится аналогично изложенному.

Рассмотрим с таких же позиций напряженное состояние полого 
конуса при взрыве (рис. 95). Конус отнесен к цилиндрической систе
ме координат и определяется уравнениями

Гу =  гУо -1- г ( 7  =  1, 2). (3.5.73)

Продукты взрыва создают на внутренней поверхности конуса давле
ние, изменяющееся по закону

р ( 0  г  л Л М 0- г ,  О при 0

(  р г ( ( ) ,  2, ( )  П р И

и температурное поле Т° --- Т° (г, 0, г, /).
В момент вре*мени / =  0 на внутренней поверхности конуса зарож

дается волна нагрузки, которая распространяется с конечной скоро
стью а 0 в направлении внешней поверхности, образуя область возму-

щений нагрузки . Область возмущении нагрузки ограничена внутрен
ней поверхностью г ••= г х н поверхностью г г„ переднего фронта вол
ны нагрузки (рис. 96), причем

г п — гх +  {ай! а ся ) (х°/ cos 6 j). (3.5.74)
Этой области соответствует тензор кинетических напряжений (Лнагр. 
который необходимо построить в виде суммы основного и корректирую
щего тензоров:



Искомые тензоры строятся в фррме общего решения (2.5.2) уравнений 
равновесия так, чтобы выполнялись следующие граничные условия:

гл. 1), взятое в соответствии с состоянием материала в области воз
мущений нагрузки.

Д ля основного тензора (Т0) функции кинетических напряжений 
можно представить в виде

— безразмерная координата.
Функции Fa \ удовлетворяют уравнениям (3.5.10) и граничным ус

ловиям (3.5.10’), однако гх является функцией г  и х°. Рассматривая 
совместно эти уравнения, приходим к следующим уравнениям:

о
Уравнения (3.5.78) решаются последовательно, начиная с уравнения

в которое входит функция {г\ л;0). Зависимость гх от х° реализуется 
через перемещение ип  которое либо мало по сравнению с радиусом 
г10, либо отсутствует, поэтому зависимостьгх о т * 0 слабая и ею можно 
пренебречь. Решение рассматриваемого уравнения ищем в виде ряда 
Фурье по собственным функциям КЙ(0, г):

1Де V( î | U n i  —  PU 4(1) ucg^i> ^(1) '  "  l '0 “ cq ,  4<n
= p0ûc<tüj — функции нагрузок, и вариационное уравнение (см. § 3

П (0)   П<°> Iа — 'Г ^аО •
Слагаемое HàV относится к координате г гх и равно

П"У -  (1/2) (1 - i -  C O S T)Fa i , (3.5.77)
где

Г =  [я  (г  —  г ^ /Ц л о  X ° la rq ) (1 /cos ôx)]

[ r 2 <^01 . 0i  - f  Г l ------
Ô62 д г 2

(3.5.78)

где

F2l =  2  №  (*°) (*°) ПМ),



Предполагая, что функцию А  можно представить в виде ряда Фурье 
по этим ж е  собственным функциям:

<4 =  2  № ( * “) т  +АЫ(х° )  V ® ,
т , п

где
2 л  I I 2 П  I

л ^ ( * » ) = |  j  j ( V ^ ) ’ dzdO.
О 0 1  I 0 0

Подставляя приведенные ряды в рассматриваемое уравнение, для 
функций хЩ  (х°) получим уравнение

У _ L  )> 2  У    Ал тл ~  г-тп/'тп — ^тп,

частным решением которого является функция
Xa
f  A l l l d )  s i n k mn ( í - x ° ) d t  

Л m n  JО
Окончательно имеем

Л х - У - Г ”  Г (л ™ ®  (S) VÍS¿) sinXmn ( S - J t V E .  (3-5.79)
пГп Kmn ¿

Собственные функции VÜÁ (0 , г) (/ =  1, 2) определяются в резуль
тате решения следующей краевой задачи:

а  / а аУ \ . d * V  Л2 2
— п —  ---------=  — Я2п  У.а* \  а* /  ае*

К =  0 при z =  zv; по координате 0 функция периодическая (пери
од 2л). Отсюда следуют две системы собственных функций:

Vmn — zmn (z) cos «0  и Vm¿ — Zmn (z) sin П0, (3.5.80)
причем

Z<2 )íO)
Zn n  (2 ) — Zmn ( г ) - ^ Щ  (г), (3.5.81)

где

гт< л - ж Ч ж г'
— частные решения уравнения

r\ Z" +  2Г! Z ' + (X2 r f / t g ^ -  n2/tg2 б,) Z =  0,
для которого



Собственными значениями ^тп для функций (3.5.80) являются кор
ни характеристического уравнения

(0)&2> (I) — {1)г& (0) =  0.
Интегрируя второе из уравнений (3.5.78) с учетом граничных условий 
(3.5.10), имеем

0 2
=  _[ |  ^  ( г ,  <¿*¿0. (3.5.82)

о о
Решением четвертого уравнения (3.5.78) является функция

Р  ц  =  У  —  Г В т <у°) 5И й у о ь т т г ,  (3.5.83)
* *  тл J Iт о

где
I

В т = —^ -  В  ъ т т г й г  
о

— коэффициенты Фурье функции

\ о / о
Первому из уравнений (3.5.78) и граничным условиям (3.5.10) соответ
ствует функция /=*01 ~  0.

Д ля координаты х0 функции кинетических напряжений Пао1 опре
деляются по формулам (3.5.24), при этом функции Flo и У|0 {I — 
=  1, 2, 3) те же, что и для цилиндра, однако ^  является функцией ко
ординат 2 И X

Полные функции кинетических напряжений основного тензора 
таковы:

х°
П<°> =  -^- (1 Н-СОЭ г) Р п  +  ~  (1 -ЬСО5*0) ^10+ - у 1  (1 -Ьсобл0) с1х° Чг10,

о
X0

п<°> =  +  С08Г1 р г\ | (1  +  соз]сп) ^ Ч г20) (3.5.84)
о
х°

Ц<<»= —(^соэГ) Р :л -|—  Г (1 -Ь соэ ̂ 0) Ч̂зо,
2 2 ^

о
П<0°> -  0.

Подставляя их в общее решение (2.5.2), получим компоненты тензора 
(Т о1*) для самоуравновешенных частей и ОД, функций нагрузок. 
Несамоуравновешенным частям функций нагрузок (3.5.33) соответст



вует тензор (7^2>) с компонентами (3.5.33). Основной тензор (Т0) опре
деляется в виде суммы тензоров [см. формулу (3.5.34) ]. Корректирую
щий тензор ( Г к) для  конуса строится так  же, как  и для цилиндра, но 
при этом учитывается зависимость гу (у —  1, 2)] от координат г, х°.

Итак, можно считать тензор кинетических напряжений (Т ) для 
области возмущений нагрузки построенным.

В момент времени t v  начинается разгрузка. На внутренней поверх
ности конуса зарождается волна разгрузки, распространяющаяся со 
скоростью Ь в направлении внешней поверхности, образуя область 
возмущений разгрузки. Область возмущений разгрузки ограничена

г  г

Рис. 97

внутренней поверхностью г  =  гх и поверхностью г  =  г р переднего 
фронта волны разгрузки (рис. 97). Она характеризуется тензором ки
нетических напряжений

( Т )разгр =  (Л . .т р  -  А ( П  (3-5.85)

Тензор (Г )нагр известен, построение тензора А (Т) для конуса вы
полняется к ак  и в случае цилиндра, однако учитываются особенности, 
характерные для  конуса. Функции AFa \ имеют вид:

AF oí = 0,
*0

=  2  - Г —  f  ®  v ~!  -t ®  V- )  Sin A>»" f f i -  *") <Í5.
"i. n o

0 2
AF31 =: j  j  ^  AQÍÍ, -  — f - )  r x dzdO, (3.5.86)

0 o

A/r]1=  ' S  — -—  Г ABm (i f ) sh dy °  s in  m z ,
тл J  /

o

где
2n i  I 2П l

A Amn — \ \ — ■ AAVmn dzdO ¡ i i i v mn



X o

дЛ Л = 2  AQ('i0))

ДВт  = ДВ sin m̂ £Í2

— коэффициенты Фурье функции

( 0 \  0 

^ Т г  4  AF‘¿1+ 2 J  Л ^ 21 d° Н 2Г1 f  AQif> d°'
V o / ' o

В результате для области возмущений разгрузки конуса построены 
основной и корректирующий тензоры, следовательно, и тензор Д (Т ). 
Таким образом, тензор кинетических напряжений (Т)разгр определен.

В момент времени /0т = (гй — r1)mln/a0," которому соответствует 
координата л:« =  (ae ,¿a o) (rz — fAnin» волна нагрузки достигает внеш-

Рис. 98

ней поверхности конуса и отражается, зарождается отраженная вол 
на нагрузки, распространяющаяся в обратном направлении со ско 
ростью а 0.

Если толщина h  -- (rt — гх) конуса п о ст о я н н а  (dt 62), то о тра
жение начинается на всей внешней поверхности. Образуется область 
возмущений отраженной волны нагрузки (рис. 98, а),  ограниченная
внешней поверхностью г  = г2 конуса и поверхностью г  =  г от
переднего фронта отраженной волны нагрузки,



Если толщина h  =  r 2 — г х конуса переменна (6t Ф  б2), то отраже
ние начинается на внешней поверхности в сечении, где h. = (гг — / ч )^ .  
Образуется область возмущений отраженной волны нагрузки 
(рис. 98, б), ограниченная частью внешней поверхности конуса и по
верхностью г  =  г от переднего фронта отраженной волны нагрузки. 
Выражение для г от и положение точки К  определяются из следующих 
соображений.

В момент времени t K >  t 07 в точке К  внешней поверхности кону
са с координатами (г*, /2) происходит отражение волны нагрузки. Эта 
точка находится на пересечении прямых =  r [ 0 +  z tg бь  г2 =  
=  г 20 +  г tg ô2, где r*0 =* r10 — I (tg ôx — tg ô2) +  (a0/acq) (x°/cos Ôj).

Из приведенных уравнений имеем

Уравнение поверхности переднего фронта отраженной волны на
грузки запишем в виде

В результате уравнение образующей поверхности переднего фронта 
отраженной волны нагрузки  принимает вид

Таким образом, область возмущений отраженной волны нагрузки 
в промежутке времени ((г2 — (г2 — г1)0/а0), соответствующем
интервалу (0, (а с ^1/а0) ^  б! — 62)) с начальным значением х“т =
=  (Оед^о) ( г 2 — г\)и определяется уравнениями (3.5.88) и (3.5.90).

Совпадение точки К  с точкой В  означает, что отражение волны на
грузки произошло па всей внешней поверхности конуса. Это про
исходит в момент ( г2 — /1 ) 0 ^ 0 • Отраженная волна нагрузки отрыва
ется от внешней поверхности и в дальнейшем распространяется внутри 
объема конуса (рис. 98, в).  Уравнение поверхности переднего фронта 
отраженной волны имеет вид

rk =  r\0 +  h  tg 6t = r 20 +  tz tg ô2; 

отсюда находим координаты точки К\

a c q  COS Ôj <tg Ô!— t g ô 2) ’

r h — r 20 "\- (3.5.88)

Г о т  (?) =  Гк +  (Z — l z) tg 6 .

Угол конусности б определяется из условия

Tl =  r t0 +  / tg 62 — (a„/acq) (х°! cos б2) =  r h +  (/ — lz) tg 6, 

подставляя в которое выражения для г* и /2, находим

tg б =  tg 62 — (cos b j  cos б2) (tg — tg 62). (3.5.89)

do *° . tgôi—tgÔ2



Итак, для моментов времени t >  (r8 — /чУ^о область возмущений 
отраженной волны ограничена внешней поверхностью г  =  г3 и поверх
ностью переднего фронта отраженной волны нагрузки, определяемой 
уравнениями (3.5.91).

Области возмущений отраженной волны нагрузки соответствует 
тензор кинетических напряжений

(Гот) = ( Л е а г р  -  А х ( Т ) .  (3 .5 .92)

Тензор (Г)нагр известен, тензор Дх (Т)  требуется построить в форме 
общего решения (2.5.2) уравнений равновесия фиктивного тела так , 
чтобы выполнялись следующие граничные условия:

Д ^ Р  =  AjQJf, при г  =  г г> Д^сь =  0 при г  =  г от, (3 .5 .93) 
AjTW =  0 при *° =  О,

где AxQIf) =  jTiarplr., и вариационное уравнение (см. § 3  гл. 1), в з я 
тое в соответствии с состоянием материала в рассматриваемой области 
возмущений.

Тензор Ах (Г), как  и в предыдущих случаях, представим в виде 
суммы основного и корректирующего тензоров:

Д1(Г) =  Д1 (Г 0) + Д ^ Г к ) .  (3.5.94)

Основному тензору соответствуют функции кинетических напря
жений

= (1/2) (1 +  cos 7)AlFa u  (3 .5 .95)

где г  =  Ы (г  — г 2) 1/ (гот — г2) — безразмерная координата, причем

-  -  “о (/ _ 2 ) ^ ( t g  — t g  б2).

или

'  Z  * О Т  с  \  сQcq COS 0a cos

Г , -  го, =  — -----~7------V — z COS 6i) tS^ - ‘g6- .
a Cq cos o 2 cos o a

Функции &iFa i удовлетворяют уравнениям (3.5.59) и граничным 
условиям (3.5.59'), однако в данном случае г2 — функция координаты 
г .  Пользуясь произвольностью выбора искомых функций, полагаем

Д ^ о ^ О .  (3.5.96)
В этом случае, рассматривая совместно уравнения (3.5.59), приходим 
для функции А ^ 21 к уравнению

1 а  / а  4 „  \ , 1 а* д г  д *  с  * Л



Этому уравнению и граничным условиям (3.5.59) удовлетворяет функ- 
ция

С (¿1 ©  V',;,,’ -!- л, А ’т%> (I) |/Ц>) 5 ! п А „ , „  ( I -  .V »)

т,п мп о

(3.5.97)
г д е

2Я I I 2Л I
Д ,Л Й =  ('

0 0 / 0 0
— коэффициенты Фурье функции А]/!. Собственные функции 
Утп (®г) (/ =- 1, 2) определяются по формулам (3.5.80) и (3.5.81), част
ные решения имеют вид

(3.5.98)

2<2>(г)=П(Аг2Де а2) / | 7 ;
г д е

ч  =  У п *  +  \1М%Ч21 ^ '

Собственные значения к тп — корни характеристического уравне
ния (3.5.81), составленного из частных решений (3.5.98). Функция 
А1/781 подчинена уравнению

\ F 3 1 ~  г 3 ( г 2 А ^ й — г И1̂ ,
дОдг *  \ д г

решением которого является функция
0  г

Р л =  1 1  г 2 ( г г Д ,  < 3 ( 1 ) ^  ^ 1)  <1гЛ0. (3.5.99)
о о

Д ля  функции Ах^и имеем уравнение
д*  Д1 1̂1 I а2 Д] Р ц  д и

1 1 тт ;д г 2 дх°

г д е

Й

Л‘ В =  Т г ^  Р а  +  2 |  Д‘ Р а  М )  ~ 2г* 1 ЛЛ 1 п М -

Решение этого уравнения имеет вид
X“

—  Г Д ^ т  (У*)^ т л (х° - у0) ^ ^ п т г ,  (3.5.100)
^  т л  J  /



— коэффициенты Ф у р ь е  функции \ гВ .
П о дставляя  вы раж ен и я  (3 .5 .95 )  в общее решение (2 .5 .2 ) ,  опреде

ляем  компоненты тензора Д1 (То1)) д л я  сам оуравн овеш ен н ы х  частей 
функций н агрузок . Н есамоуравновеш енны м ч астям  Д ^ Р )  =  

Д Д 'Р ,  — Д Д 1» функции н а г р у з о к  соответствует тензор Д х (Г<2>) с 
компонентами

Л17'(1§>= (1/2) {1 Ч -с ш / О А ^ ,1?,. (3 .5 .101)

Основной тензор Д2 (Т 0) равен  с ум м е  тензоров:

Д , ( Г 0) -= Л1 (7’ ^ )) I- ( П 25)- (3 .5 .102)

Построение корректирую щ его тензора Дх ( Т к ) в ы п о л н я е т с я  так  
ж е ,  к а к  д л я  цилиндра, однако с л е д у е т  учиты вать  зависим ости  г у  (г, л;0), 
г  от (2, л:0), х арактерн ы е д л я  области  возмущений отраж ен ной  волны 
н а гр у зк и  кон уса ,  а  т а к ж е  физико-механические свойства  и состояние 
м атер и ала  в этой о б л а с т и .  И н тегралы  /г$  (тпр1Цкц )  вы ч и сляю тся  по 
формулам

=  2  Х°1~ и | |  1г2 —  - ! ^ 2Т  - 1  ( г я - г ОТИгш1~ г 9)

о
(3.5.103)

интегралы ( ¿ ¡ кд )  — но формулам

д 1 =  2 х°~х°' Л 1 1  Л , В?> ( г , -  г ,~ г°т г )  X
О

X  г» ~ г»т АгйМШъ\
л я

при этом к аж д ы й  интеграл р азб и вается  на три. П ер во м у  и н т е гр а л у  со
ответствую т значения



* !  =  - ^ / ( t g ^ - t g ^ ) ,  *2  = i £ i . [ ( r i 0- _ /.10) _ / ( t g 61_ t g 6a)],
Оо do

Z l— Zz =  l, (3 .5 .104 ')

r > - r 0 T = ^ - ^ - - ( t - Z  COS fi,) ' * * ' - ' * * <  ;
acq c o s  0 2 cos  o 2

т р еть ем у  — следующие значения

=  V й« [(r2n — ы ) - 1  ( tg 6X— tg  6a)I, 

x \  = ( а ед1а0) [ { г ъо —  r10) + H t g i i - t g f i 2)],

zx— г2= —  x° 1

(3 .5 .101")

a ci, c o sS ^ tg 6 i— tg6a) ’

Г г - Г ит =  - * ----- * - ------( / - ^ - ^ ( ( g ^ - t g i y ) .
a C q  C O S  O j  C O S  0 2

П оды нтегральн ы е в ы р а ж е н и я  определены во второй части книги, 
f t v )  — и звестн ы е  функции, —  компоненты тензора (3 .5 .102).

О тсчет координаты х° в ед ется  от значения ~  (а ед/ а 0) [(г20 — 
—  г ю) —   ̂ ( ^  — tg б 2)], принятого  за  нулевое.

Д л я  к о н у с а  постоянной толщ ины  интегралы Flj j j  и в ы ч и сл я 
ю тся  по ф ормулам  (4 .5 .103) , им соответствуют значения

х \  = 0 ,  х°2 =  (аС11/ а 0) ( г 20 —  г10),
(3 .5 .105)

—  Z2 =  /, г 2 —  r 0T =  (а0/а сд) (*°/ cos б2).

В р е з у л ь т а т е  корректирую щ ий тензор Дх ( T v ) построен, следова
тельно , определены тензор Аг ( Т ) и тензор кинетических напряжений  
( Т )от д л я  области возмущ ений отраженной волны н а г р у з к и  кон уса .

В д р у г и х  о б ластях  возмущ ений волн напряж ений  построение тен
зора  ки н ети чески х  н ап ряж ен и й  выполняется аналогично изложен
ному.

Т ак и м  образом , д л я  области возмущений волны нап ряж ени й  м о ж 
но сч и тать  тензор (7 )  известным в любой момент времени. З н ая  тен
зор ки н ети ч ески х  н апряж ений  (Г )  и используя соображ ения, приве
денные в  §  5 гл .  1, можно д а т ь  о ц ен ку  внешнему и внутрен н ем у  р а з 
руш ению  цилиндра и ко н уса .

В неш нее  разруш ение  с в я з а н о  с отражением волны н а гр у зк и  на вне
шней поверхности  и х а р а к т е р и з у е т с я  откольным явлением , которое 
имеет м есто  при выполнении усл ови я

7 Г гр1г, > 7 f / 2 .  (3 .5 .106)

В ид  о тко л а  определяется по критерию, рассмотренному в § 5 гл .  1, 
в  зависим ости  от значений 7\нагр и Т ?  материала .



Д л я  внутреннего р азр уш ен и я  хар актерн о  о бразован ие  трещ ины, 
происходящее при взаимодействии волны р а з г р у з к и  и отраженной 
волны н агрузки  на поверхности

г ь с = Г г  Ч — V ( r , - r j - a „ t p) (3 .5 .107)
а0+ о

и характеризуем ое  соотношением

Т Т Л =  (Г ? аэгр +  T ? p)rb c . (3 .5 .108)

Трещина образуется в том случае, если

Т Г Я > Т ? .  (3 .5 .109)

Трехкратный пробег волн напряж ений в объеме тел а  приводит к  
усреднению напряж ений , тело переходит в состояни е  колебательного 
д ви ж ен и я , которому соответствует тензор ки н ети чески х  напряж ений  
(Т) всего объема тел а  (его построение излож ено  в  к н и ге  [191 ) .

Распределение тем пературы  Т° (г, 0, z , t )  в  объеме цилиндра или 
к о н уса  определяется в  резул ьтате  решения к р аево й  задачи  теплопро
водности (3 .5 .2 ) .  Т ак и е  задачи достаточно продробно изучены [22] и 
не требуют специального рассмотрения, поэтому б уд ем  считать закон  
распределения тем пературы  в теле  известным.

Радиальное перемещение w  (г, 0 , z, t) ,  в х о д я щ е е  в  (3 .5 .3 ) ,  опреде
л я ется  в результате  решения задачи о д ви ж ен и и  частиц  внутренней 
поверхности цилиндра или ко н уса ,  н ах о д ящ и х с я  под действием д а в 
лени я  взры ва . Если считать, что при взр ы ве  распределение  давлен и я  
на внутренней поверхности постоянно, а  м атер и ал  т е л а  вблизи п оверх 
ности находится в пластическом или в я з к о ж и д к о м  состоянии, то и ск о 
мое перемещение w  я в л я е т с я  функцией г  и t  [ w  ( г ,  t) ] и найдено в § 1 
гл .  2 . Его можно использовать при решении з ад ач и  о расчете н а п р я ж е 
ний цилиндра и ко н уса  при взры ве.

Т аки м  образом, изложенное д а ет  полное п р едставлени е  о р асп р е 
делении напряжений, возникающих при распространении  волн н а 
пряж ений  в о б ластях  возмущений полого ц или н дра  и полого к о н у с а .

§  6. Цилиндр и конус при ударе

И сследуем н апряж енное состояние ц илиндра и ко н уса  при у д а 
ре. В цилиндрической системе координат (г, в ,  z,  х°)  рассм атриваемы е 
тел а  определяются длиной / и уравнениями  обр азую щ и х  ограничиваю 
щих (внутренней и внешней) поверхностей: д л я  цилиндра

Гу ( г)  =  Гуп =* const (7 = 1, 2 ) ,  (3 .6 .1 )

д л я  конуса

Гу (z) =  rv„ +  г  tg  6 V,

гд е  rYo — радиусы  ограничивающих поверхностей  при z =  0, бу — 
у г л ы  конусности.

Достаточно и сследовать  напряж енное состояни е  к о н у с а ,  посколь
к у  цилиндр — частный случай  конуса  при 6V =  0 .  Рассмотрим толь-



ко  конус  зад ан н о й  конфигурации. М атери ал  конуса считаем извест
ным, его  ф изико-механические свойства заданы  диаграммой или
т г- г Т ь  а т а к ж е  ф ункциями  ползучести Я  (7, т), (¿, т) и др уги м и  х а 
р актер и сти кам и .

У д ар  т е л а  в п р е гр а д у  проходит различно (при одних усл о ви ях  с 
внедрением , при д р у ги х  — без внедрения) , поэтому рассмотрим оба 
сл у ч а я  отдельно.

С о уд ар ен и е  т е л а  с преградой без внедрения в большинстве случаев  
с о п р о в о ж д ается  упругопластическим  или вязкопластическим деформи
рованием к а к  т е л а ,  т а к  и преграды. В области контакта наблюдается 
см яти е  т е л а ,  х ар ак тер и зуем о е  динамической зависимостью

где а  — местное смятие, Р  — ко н тактн ая  сила . Величина местного 
см яти я  з ав и си т  от условий и скорости соударения , физико-механи- 
ческих свойств м атер и ал а ,  геометрической конфигурации тел и д р у ги х  
факторов.

Процесс у д а р а ,  очевидно, распадается  на дв а  периода. В первой 
(активной) стадии  ко н тактн ая  сила Р  растет , деформация в зоне кон 
т ак та  у п р у го п л а с т и ч е с к а я  или вя зк о п л асти ч еск ая ,  т . е .  имеет место 
н а гр у зк а ,  которой соответствует зависимость вида

Во втором (пассивном) периоде происходит восстановление у п р у 
гих или в я з к и х  деформаций, при этом к о н т а к т н а я  сила Я  ум еньш ается .  
Если Р  =  0 ,  то  происходит наруш ение ко н такта .  Имеем р а з г р у з к у ,  
которой со о тветствует  зависимость

П ервому периоду  соответствует  уравнение

и нтегрируя  которое с учетом начальны х условий а  =  О, V  ■■■■ ис  при 
/ =  0 , получим

а  =  а  (Р ) , (3 .6 .2 )

а  — ЬРп. (3 .6 .2 ')

а  =  а(«> -|- а,й„ =  Ы » Р « е  +  е й ,•шах • (3 .6 .2" )

(3 .6 .3)

при V — О имеем :

где Е0 =  1̂ /2 /С2 —  кинетическая  энергия  соударения. 
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Х арактеристики  процесса н а гр узки  a  ( t ) ,  v  (/), Р  (t),  tp  о п р е д е л я 
ются Ш  по ф ормулам:

v  = V c y  1 — 1(1, (3 .6 .5 )

Р = Р ^ Л ' , п ' +п>.

где

г  / Н -  2"
Г» / \ *|/*̂  1’ [~ 3/1
Л  ( '0  =  1 я

2 ( 1- Н )  г  / ЗН-5л
42( 1  +  «)

^ = ( а / а т « 1)(1 + п,/л(0 < ^ < 1). 

Второму периоду соответствует ур авн ени е

аа а (е) „  /' а (е) У ' пв 
=  — Д  2

С//2  ̂ ¿>(е)

И нтегрируя  его, находим

«  =  2Д'г ftW r j = -  (1 -  «  .
I 1Л-Пе

а {е) =  а ! Й х ^ ' + Ч  Р = Р т я Л т ' + *‘ )-

(3 .6 .6 )

П а р а м е т р у  изм еняется  от 1 до 0, п о с к о л ь к у  — а „ 5 х при I =  ¿}1, 
а<«) =  0  при I =  /и, что соответствует  полному исчезновению у п р у 
гих  деформаций.

И сп ользуя  в ы р аж ен и я  (3 .6 .6), после некоторых преобразований  
получим соотношение

- $ - 7 ^  =  ^ ) - Т Т ^ « ’’ ^  ( 3 '6 -7)
где

Ч -п  
п

/до, п )

При г|? — 0 имеем

откуда  следует  зависимость

± 2 1 р_ =  1 ------- ^  . ' О М  _ (3 .6 ,8 )
^1 (пе)

с помощью которой можно найти з ак о н  изменения Р  (/) при р а з 
гр у зк е .



Расчет процесса с о уд ар ен и я ,  в  частности активного  периода к а к  
основного, целесообразно проводить по формулам

а  =  а тах/:ь Р  =  Я тнх/2, V  =  £)с/з»  ̂ =  ^р!1* (3 .6 .9)

гд е  ¡ } (г}', п )  (/ =  1, 2 , 3 , 4 )  — известные функции, таблицы которых 
приведены в кн и ге  [ 1].

Таким  образом, при взаимодействии ко н уса  с преградой переднее 
торцовое сечение {г — 0 ) я в л я е т с я  площадкой ко н такта ,  где возникает 
давление

М О  при о < г < г р,
р (0  = {

Рг (0 При
(3 .6 .10)

причем р 1 =  Р / 5 0 (¿ — 1, 2 ) ,  где 5 0 — площ адь поперечного сечения 
при г  =  0 . С хем а  н а г р у ж е н и я  конуса приведена на рис. 99. В первом 
периоде (0 < ; / < ; /р ) процесса удара  вдоль ко н уса  распространяется 
со скоростью а  во л н а  н а г р у з к и ,  при этом о б р азуется  область возму-

Рис. 100

щении н а гр у зк и ,  о гр ан и ч ен н ая  поверхностью к о н у с а  и поверхностью 
переднего фронта волны  н а г р у з к и  (рис. 100). Н ап р яж ен н о е  состояние 
и дви ж ен и е  частиц в  области  возмущений н а г р у з к и  х ар ак тер и зуется  
тензором кинетических  н ап ряж ени й

(Л н а гр  =  ( Т 0) +  (Г „ ) . (3 .6 .11 )

Основной и корректирую щ ий тензоры стро ятся  в форме общего 
реш ения (2 .5 .2 )  ур авн ен и й  равновесия фиктивного тела  т а к ,  чтобы 
вы п олняли сь  граничны е усл о в и я :

ПрИ 2 =  0, =  0 при 2 =  г1

( Р -  1 ,2 ,3 ,  0) при х° =  0,



ГДе =  ( р ^ ' ) 1=о-~Р3/ (*). <?ш =  (Р^ЧдЬ-О » “  Р о ^ с д -  <2 ?°, =  
=  Ро^с? — функции н агр узо к , дей ствую щ и е на конус , и в а р и а ц и о н 
ное уравнение (см . § 3 гл .  1), в з я т о е  в соответствии с  со сто ян и ем  
в области возмущ ений н агрузки .

Ф ункции  кинетических  н ап р я ж е н и й  основного тен зора  Щ 0> 
(а  =  1, 2 , 3 ,  0 ) стр о ятся  так ,  чтобы уд о вл етво р яли сь  гр ан и ч н ы е  у с 
ловия : 77Д  =  <}& при г  =  0 , Г ? ? ( =  <2?Р, при х« =  0 .

Д л я  координаты  г  функции ки н ети ч ески х  напряж ений  им ею т в и д

ГСз’ =  (1/2)(1 +  с о 1 г ) ^ з ,  ( 3 .6 .1 3 )

где  г  — пг/(ах°/аС1])  — безразмерная  к о о р д и н а та .
Ф ункции  Р а з  подчинены ур авн ен и ям :

2 ЛИ™.  +  (Г2 О И в .  +  +  г  =  2 г 2 С}}?),дгдо I ал ^  аеа п дг 1 ч и , ‘
д I дРзз_____ др 3̂ \ ___ 1̂  /  дРзз_____дР2з \  __ д2 Р33 _  фва
аг I аг ае I г I дг ае I дх°2 ( о»

(3 .6 .1 4 )
а / а ^ я а л я \  , , 2 а8
аэ  ̂ дг ае у а^° 

а /  а /’аз , I а^зз , 1

-Ь — 2г а (2 (811„

+  Т ^ + Т ^ ) = 2(3‘ ”>а*° \ дг  

и граничным условиям :

РаЗ = 0  ПрИ Л = Г у ( у  =  1, 2 ),
( 3 .6 .1 4 ' )

^ 3  =  ° .  - Х Г  =  0 , ^ 3  =  0 , ~ тт ~=  0  п р и * » = 0 , а*° ад'0

по координате  0  функции периодические (период 2 я ) .
П о л ь зуясь  произвольностью вы бора функций Р а3, подчиним ф у н к 

цию Р 03 уравнению
_2 а® Роз | д2Р03 . дР03_/, J 1Loз_= 0 ,дг3 аеа дг

р ассм атр и вая  которое с учетом гр ан и ч н ы х  условий (3 .6 .1 4 ' ) ,  имеем

Р 03 =  0 .  ( 3 .6 .1 5 )

В этом с л у ч а е  первое из уравнений  (3 .6 .1 4 )  упрощ ается и п р и н и м ает
вид д 2Р 13/дгд& =  И н тегр и р уя  это  ур авн ен и е  с  учетом г р а н и ч 
ных условий  (3 .6 .1 4 ' ) ,  находим

0 г
[  г Ъ($ 1 )  ¿ г й д .  (3 .6 .1 6 )

О /•,



Р а с с м а т р и в а я  совместно остальные ур авн ен и я  (3 .6 .14 ) ,  приходим 
к  следую щ им у р ав н е н и я м  д л я  функции Я 2з:

г г  р  (3.6.17)
д г2 д г  Г  ае2 адгоа *■ '

г д е
' N

Л = 2 ^ 2 С Й  | - | - ( / '2 Л

Д л я  функции Р 33 имеем ур ав н ен и я

Лз г  — ¡_ (3.6.18)
аг2 аг ае* ад:°а 4 '

г д е

О
Реш ение ур ав н ен и я  (3 .6 .1 7 )  строится в форме р я д а  Ф урье  по соб

ствен н ы м  ф ункциям  Ур т  ( г0 ):

^ 3  =  2  Х РШ(х ° )У Рт (3 .6 .19)
р.т

в  предполож ении, что п р ав у ю  часть  А можно представить в виде ряда 
Ф у р ь е  по этим ж е  собственным функциям:

г- р,т

2 л  г .  I 2я  г .

—  А = : У ] А р т ( х о ) У 1>т) (3 .6 .20)

г д е

“  !* I  V  А У >>тСШ 0 /  |  |  ( ^ т ) а^ ° *
о /-, / 0 л,

В  р е з у л ь т а т е  подстановки  (3 .6 .1 9 )  и (3 .6 .20 ) в (3 .6 .17 )  приходим к 
ур ав н е н и ю  д л я  функции Х р т  (х°):

Х р т  “Г ^ р т ^ р т  ~  Лрт*

реш ением  которого я в л я е т с я  функция
х9

Х р т =  1—  [  А р т (1)$\ПХр т {1 — Ха)с11.
Хрт *)

С об ствен н ы е  функции У г т  (гЭ) удовлетворяю т уравнению  

дг* г аг г2 г2 ае2
и гр ан и чн ы м  услови ям : V =  0  при г  — г у \ по координате  0  функции
п ери о д и ч ески е  (период 2 я ) .



Решением краевой задачи я в л я ю т с я  функции

V $  =  Rpm{r)  cos mO, V ^ ' ( r )  s in  mO,

при этом

R &  ( г )  =  j - J m  (™J>)
Лп ( ry  Kjt) 

Уni ( r v xp)

Собственным функциям (3 .6 .21 )  соответствуют собственны е зна- 
чения х р ( р  - -  0 , 1, . . . ) ,  определяем ы е к а к  корни х ар ак т е р и с т и ч ес к о го  
уравн ен и я  J m ( ^ к )  У т ( г 2х ) — J m ( г г к ) У т ( г г н )  =  0 .

Окончательно имеем
ж»

Л а - У  — -  [  Й ) с о з т 0 + л й ( & ) 5 1 п т 0 ) 5 т х /1т(£—х ° ) О Д Й ( г ) .
¿ X  * * т 1

(3 .6 .22)

Решение уравнения (3 .6 .18 ) представим в виде р я д а  Ф у р ь е  по соб* 
ственным функциям  11рт  (г0):

F X V'за — ухрт \Л / ° рт <р,т (3 .6 .23)

п о л а г а я ,  что правую  часть В м о ж н о  представить в в и д е  р я д а  Ф у р ь е  
по этим ж е  собственным ф ункциям :

я =2 В р т  И  U pm -
р.т

(3 .6 .24)

П о д с т а в л я я  (3 .6 .23 ) и (3 .6 .24 )  в  (3 .6 .18 ), д л я  ф ункций  Х , )Тп (х°) 
получим уравнение

Х г -f- 0)2  V  —  R  ртпл  p m  — и рпг>

решением которого я в л яется  ф ункция

•pm
>pm

J  £ p m (£)sinwp m (£— x ° ) d t

Собственные функции U pm  (гб) определяю тся  ур авн ен и ем

d*U 1 3U
дг2 дг

и граничными условиям и : U  — 0 при г  — r v; по ко о р д и н а те  0 функции 
периодические (период 2 л ) .

Решением краевой задачи я в л я ю т с я  функции

О Д  =  X $ ( r ) c o s  /«0, U l „  =  R {PV  (O s in  m 0 ,  (3 .6 .25)

где

D < 2 )  А/ад
■tv  (ry 

( r v



Собственны м функциям (3 .6 .25 )  соответствуют собственные зн а 
чения о)р т  ( р  — 0 , 1, . . . ) ,  определяемы е к а к  корни характеристиче
ского  ур а в н е н и я

Д , ( ' ' а « )  —  Л  ('!<'>) =  О,

V  =  Y 1 +  т 2  (т  =  0, ) ,  ...)• 

О кончательно  имеем

/7а з = ' У — ■—  f  (fipm(S)cosmO-|-6 ^ ( § ) s i n m O ) s in M p m (g — x ^ d l R f y  (г),
ш* т  tí

(3 .6 .26)
где

2п г, i г,
^ B U & d r d O  H  j1 (Ul/m)2 drdO.

О г, ¡ O r í

Д л я  координаты  имеем следующ ие функции кинетических н а 
пряж ени й :

хв
П ‘,51 =  -^ - (1  + c o s  хо) F 10 + - 1  j  (1 +  c o s í » )  dx°  Ч'10,

О

j  0  + c o s  x°) dx°  'Кй0, (3 .6 .27)
0

Hao) =  y j *  í 1 - iC OSX ^dx ^ ' - j o ,
0

где  x 0 =  лл:0/(а09//ао) — б езр азм ер н ая  координата.
Ф у н к ц и и  F xо, подчинены уравнениям :

— r 2Qf,°b - ^ Ч ~  r 2^ = 2 r ' - Q ? l1h 
д г д  0 11  <90 1 дг (П

(3 .6 .28 )

4 fi o + ^ ü . =  2r*Q (V ,1 лг ^ + г Ч Г20 +  ^ i s= 2r s Q?1>, 
дг г д г  дг  50

и гр ан и чн ы м  услови ям :

Л о  =  О, Т 21) = 0  при г =  r v, xF20 =  О, Чг30 =  0 при г  =  2V; (3 .6 .28 ')

по ко о р ди нате  0 функции периодические (период 2 л ) .
И н те г р и р у я  первое из уравн ени й  (3 .6 .28 ) с учетом граничных ус* 

ловий (3 .6 .2 8 ' ) ,  находим



Р ассм атр и вая  совместно остальны е уравн ени я  (3 .6 .2 8 ) ,  приходим к 
уравнению

^ + ^ 4 - А
д г  г

гд е
аТо а  -  3 ^  | - 1- а д 2.

3 ■ 71 <юд г  г  \ д г ' д г

Решением этого ур авн ен и я  я в л я е т с я  ф ункция

^ ( т г т - -
г 1

И н тегри р уя  1)5 по г ,  находим

^20  = 5 ^ 2 .

(3 .6 .30 )

(3 .6 .31)

(3 .6 .32 )

П одставляя  (3 .6 .3 0 )  во второе из уравнений  (3 .6 .2 8 )  и и нтегрируя  
по 0 , имеем функцию

ч'10= $ г “ ( 2<з(°11)— чо а е . (3 .6 .33)

П о дставляя  (3 .6 .33 ) в  третье из уравнений  (3 .6 .2 8 )  и и нтегри руя  
затем  по г ,  найдем функцию

г г «

Ч'да = |  2 <3??, -  ^ - 1 )  (л2 (2<2??, -110) <¿0 ( ¡ г .  (3 .6 .34 )

Полные функции кинетических н ап р яж ен и й  основного тензора 
имеют вид:

Щ °>= — (1 - | _ ^ ( 1ч + СОд > ) / - 10 4 - -1 _ (*(1 -|-с05>)Лх° % 0,
2 2 2

ц ( 0 ) = _ 1 , 1  н . С0 5 2 )/гг э _|__1 | ( 1  +  СО8 л:0)< * *0 чт20) (3 .6 .35 )

о
я-6

п <°’= ^ - ( 1 +  СШ 1)^33 +  у | ( 1  Т-С05Хп) ^ о1К3о,
о

П<°> =  0 .

П о д ставл яя  их в общее решение (2 .5 .2 ) ,  получим компоненты тензора 
(Го1’ ) д л я  самоуравновеш енных частей ф ункций  н а г р у з о к  и ф ?? , .
Несамоуравновешенным частям функций н а г р у з о к  —



— Ф п *  QfP) ** W >  ~  Q?P) соответствует тензор (T7' 2’) с компонен
тами:

Г й  =  ( 1/2 ) (1 +  co sz )Q ; !,3,, r ¡ i S =  ( 1/2) (1 -|-'cosx") Q,0,“, 

г/о3) — ( 1/2 ) (1 +cos¿)Q iV), T-i'o0, =  ( 1/2) (1 c o s í" )  Q”,1),

(3 .6 .36 )

rfd] -  (1 /2) (1 -[-eos z) Qiil, Г,2») =  (1 /2) (1 -I- eos x«) QjVj, 

rfo0, - (1/2) (1 +  cos í)  Q;',0, +  (1 /2) (1 - I - c o s í0) Q(°n.

И так , основной тензор ( Г 0) равен сум м е тензоров:

(То )  =  ( П 1,) +  ( П 2’)- (3 -6 .37 )

К орректирую щ ий тензор ( Т п) имеет компоненты 

Г Й )=  2  (Атпшп /?/) +  B m n p l  /5*2) - г  C m n p i /“з5 /Го!)» (3 .6 .38)
mnpl

где функции f l y )  ( m n p l )  известны 119], п араметры  A m n p i, . . . ,  D m n p i 
определяю тся в р е зул ь тате  решения уравнений

( ^ m n p l  ^ i p - !-  F  2P  ^ 3 p  ^ * 0 p ) " i “ Í - P  =  0 *
mnpl

(3 .6 .39 )

Коэффициенты Fyp (m t i p l i j k q ) и свободные члены I p  (í/Л?) у р а в 
нений находим  по известным формулам. Ф ункц и и  состояния выби
раю тся в з ави си м о сти  от физико-механических свойств и состояния 
м атер и ал а  к о н у с а  в области возмущ ений н а гр у з к и :  в  сл уч ае  у п р у г о 
п ластического  состояния они имеют вид (1 .3 .72 ) ,  в случае  в я з к о п л а 
стического — (1 .3 .7 6 ) .

И нтегралы  F y j j  ( m n p l i j k q )  вы числяю тся  по формулам

= 2 U j  ( г ,  +  ? J  ~  d7dÓdzdx»; (3.6.40)
О '

их п о ды н тегральны е  в ы р аж ен и я  определены во второй части книги . 
И нтегралы  LpX) ( i fk g )  вычисляю тся  по формулам

4 l ) = 2 ( ^ 2 - ^ -  J J J J  Bj,11 ^ V - ^ ^ - ^ ^ d m d z d x ^
О

(3 .6 .41 )
их п оды н тегральны е вы р аж ен и я  определены во второй части книги , 

— компоненты  тензора (3 .6 .37).
Решение ур авн ен и й  (3 .6 .39 ) строится с  помощью процедуры по

следовательны х  приближений, изложенной в § 3 гл . 1, в р е зул ь -  
т а те 'п о л уч аем  п ар ам етры  A m n v u  •••, D m n p i, следовательно, и ком п о
ненты ко рректирую щ его  тензора ( 7 ,0 .



Таким образом, тензор кинетических н ап р я ж ен и й  ( Л ||лгр о б л а 
сти возмущений н а гр у з к и  построен.

В момент времени t p  начинается р а з г р у з к а ,  ко н тактн ая  си ла  Р  
(давление р х) достигает  м акси м ум а  и начин ает  ум ен ьш аться .  В этот  
момент на за груж ен н о й  поверхности к о н у с а  зар о ж д а е т с я  волна р а з 
гр у зк и ,  которая распространяется со скоростью  Ь, о бразуя  о б ласть  
возмущений р а з г р у з к и .  Область возмущ ений р а з гр у з к и  ограничена 
поверхностью ко н уса  и поверхностью ггереднего фронта волны р а з 
гр узки  (рис. 101). Н апряженное 
состояние и дви ж ен и е  частиц м а 
териала  в этой области х ар актери 
зую тся  тензором кинетических н а 
пряжений

(Лрязгр =  ( Л н а г р  А  (Л>
(3.6.42)

причем тензор (Т )иагр известен, а 
тензор А {Т) тр еб уется  построить 
т а к ,  чтобы вы п олняли сь  уравнения 
равновесия фиктивного тела  и сле
дую щие граничные услови я :

Пр И 2 =  0 ,

A w a  =  0 при г  ~  2])у (3 .6 .43) 
д^ор — о при х° -= 0

и вариационное ур авн ени е  (см. § 3 гл .  1), соответствующее состоянию  
в области возмущ ений р азгр узки .

Построение тензора  Д (Т )  основано на использовании общего р е 
шения (2 .5 .2 )  уравнений  равновесия ф иктивного тела  в ц и л и н др и 
ческих  координатах  и представления его  в виде суммы основного и 
корректирую щ его тензоров:

Д (Т ) — Д ( Т 0) -|- Д ( Г и) . ( 3 .6 .4 4 )

Ф ункции кинетических напряж ений основного  тензора Д11а0) в ы б и 
раются т а к ,  чтобы удовлетворялись  следую щ ие граничные у с л о в и я  
в н ап р я ж ен и ях :

ДТ'зр — AQJP при г  — 0, Д Т ^  =  0 при х° ~  0, ( 3 .6 .4 4 ' )

где

AQ?i, =  (ДрДи3ДЫ)г=0 -  Д Д QJ",  =  ( Д р Д « Ч >)*-0 ( 3 .6 .4 5 )

— функции н а г р у з о к  при р азгр узке .
Ф ункции  кинетических напряжений  ДП^0> принимаются в виде

Д П Г  =  (1/2) (I -Ь cos г )  A F a3, ( 3 .6 .4 6 )

где г  =  (лzixQ) {b!v(r))~l — безразм ерная  координата .



Ф ункции AFa з т а к о в ы :

Д^„3 = 0 ,  Л/Чз=5 j^ A Q f f id r d O ,
Or,

— “  f (Ю cosmO +
f t  к Рт ^Р.т у  о

+  АЛ pm (I) s inm 0) sin Kpm (£ — x°) d l R ^  (r)
X0

ЛЛ.З =  У  f  (A S $  ©  cos me +
“ pm Jpm *  о

-f- А В Щ  (I) sinmQ) sina)pm (£— x°) d l R f y  (r ),

2n r, I 2it /■>
ДЛ</’ = Г  f —  ДЛК!,1!<Ы0 Г (VbiWrde

где

Л 'ip/7i =  \ | —  u / l ^ m u r n w  I j  j  { V  p m )

I  0 r  i

—  коэффициенты Ф у р ь е  функции

ДЛ =  2 ^  AQf,1, + - £  1 4Q,M dx° j  j  r

2 я  r ,  I 2 n  r ,

A B $  =  J  j ’ A B U p m d r d e  /  Г J  ( ( / $ ) ’ d r d e  

0 /■, I 0 '/ - ,

—  коэффициенты Ф у р ь е  функции

Д В = 2 ^ Д < 3 (У ,  +  | ^  A Q f t f d ^ j  •

П о дставляя  (3 .6 .4 6 )  в  общее решение (2 .5 .2 ) ,  получим компоненты 
тензора А (7^Х)) д л я  самоуравновеш енных частей AQff, функций 
н а гр у з о к .  Н есам оуравновеш енны м  частям  A =  AQ^f, — 
функций н а гр у зо к  со о тветствует  тензор А (7^а)) с  компонентами:

А 7да= (1 +  cosz) AQf,3)/2, АГ('о3, =  (1 + c o s i)  ДQfj',/2.
(3 .6 .48)

Д Г Й  =  (1 +  cos г) AQ” /2 , ДГ?,0) =  (1 +  cos г) 4Qo)/2. 

Основной тензор А ( Т 0) р авен  сум м е тензоров:



Корректирующий тензор Д ( Т к) имеет компоненты

“  2  {^ArnnPl  /?п 4- ^ B tn n p l  /(°2) +  ^ m n , p l  /(3) “Г ^ m n p l l f o ) ) ,  
mnpl

(3 .6 .5 0 )

где параметры  &Amn p u  ДD m n p i  подчинены уравн ени ям

2  F  lß +  ^B mnpi F  2ß 4“ Д ^тпр J F̂ ß-\~ &Dmnpi F q$) -f- Д/^ß =  0.
m n p l

(3 .6 .51 )

Коэффициенты F y $ (mt i p l i jkq)  и свободные члены ДLp (¿/¿9 ) в ы ч и сляю т  
по известным формулам. Ф ункции  со стояни я  выбираю тся в  з а в и с и 
мости от физико-механических свойств  и состояния м атер и ал а  в  о б л а 
сти возмущений р азгр узки .

И нтегралы  Fyj} (m n p l i j k q ) имеют вид

w = 2' ( т Г '̂  Ш  <  ( * + rji r ? } ^  т d7“ ”
о

(3 .6 .52 )
их подынтегральны е вы раж ения определены во второй части  кн и ги ;  
и нтегралы  д 4 * ’ (¿/ад таковы:

Я  ? ) V - 1 т
о

(3 .6 .53 )

их  подынтегральны е выраж ения определены во второй части  кн и ги , 
7 “£, — компоненты тензора (3 .6 .49 ).

Решение уравнений (3.6.51) с троится  с помощью п р оц ед ур ы  по
следовательны х приближений, рассмотренной  в § 3  гл .  1. В  р е з у л ь 
тате  находим параметры Д Л тп р ь  . . . ,  Д О тпр1, следовательно , и ко м 
поненты корректирую щ его тензора Д (Т,<), а т а к ж е  т ен зо р а  Д (Т ) .

Таким  образом, тензор ки н ети чески х  напряж ений (7,)ра8гр д л я  
области возмущ ений разгрузки  построен. С ледует  з ам ети ть , что з н а 
чение координаты х°, равное а е д ( р , д л я  рассматриваемой  области  
возмущений принято за  начальное (нулевое).

В момент времени /от =  На , ко то р ом у  соответствует  зн ачен ие  
*от =  а йЛ ! а ,  волна н агр узки  д о сти гает  сечения г  =  I к о н у с а  и о тр а 
ж а е т с я .  В озн икает  отраженная во л н а  н а гр у з к и ,  р асп р остр ан яю щ аяся  
со скоростью а  в  обратном направлении . О бразуется  область  в о з м у 
щений отраженной волны н а гр у з к и ,  о граниченная  поверхностью  ко 
н уса  и поверхностью переднего фронта отраженной волны н а г р у з к и  
(рис. 102).

Н ап р яж ен н о е  состояние и д в и ж е н и е  частиц в этой области  опи
сы вается  тензором кинетических н ап р яж ен и й



область
отраженной

вопны

Здесь тензор (Т^иагр известен, тен
зор Дх (Т ) тр еб уется  построить т ак ,  
чтобы выполнялись уравн ени я  р ав 
новесия фиктивного тел а  и гранич
ные условия :

ДХТ& -  при г  =  U

Ajü 'a  =  0 при z  — z 0T, (3 .6 .55)

д ^ о р  _  о при х° =  О,

и вариационное уравн ени е  (см. § 3 
гл .  1), соответствующее состоянию в 
области возмущений.

Тензор Д х (Т ) строится в виде 
суммы:

А: (Г )   ̂ А , (Г п) +  А, ( Т к) .  (3 .6 .56)

О сновной А г ( Т 0) и корректирую щ ий А! (Г ,,)  тензоры б ер ут  в форме
общ его  решения (2 .5 .2 )  ур авн ен и й  равновесия фиктивного тела .  Д л я  
основного  тензора Ах ( Т 0) имеем следующие граничные условия:

Аг Т зР =  AjQ3£ при г  -  A J W  -  0 при х° =  0 , (3 .6 .57)

г д е  A iQ Jf , =  тЩгр 12-=i—  функции н агрузок  при отраж ении , ко
торы м  соответствуют ф ункции  кинетических напряж ений  основно
го  тензора

Д Л Г  =  ( 1/2 ) (1 -|- cos z) Д / в3. (3 .6 .58 )

З д е с ь  z  ~  (л  (I — z)/x°) (а/ас7) -1 — безразмерная координата , при
чем  л:0 отсчитывается от зн ач ен и я  ХоT~ a ci)l/a, принятого за  начальное 
(н ул ево е ) .

Ф ун кц и и  A jFa3 т ако вы :

\ F 03 - 0 ,  A XF 13 =  ( f г » Qff, drrfO.
О г,

х0

Ai F 23 =  У  — — f  (Ai A'pü (I) eos mO +

+  Д1 A $  (i) sin mO) sin x ]lm (£— x°) d l R lp% (r),

Al F gg V  — Í—  Г (Ai В),),] (£) eos m() |- 
Í Í  0," m o'

+  A i B l$  (i) sin m0) sin ( I— x°) d \  R ) &  (r),

2я r ,

(3 .6 .59 )

г д е
2я г ,

Д, A¡,¡> =  j  j - L  A, /1V“> drdO / j' j  íl/<¡>)2 drd0

Or, l o  r,



— коэффициенты Ф урье  функции

Д ,Л  =  2 ^  Д1 <г?1‘, + - | - ^ Д 1£ ?  f, ;

2Л Л , 2 л  /■,

Д, В ^ , =  (' j  ^ B U < pU r M / j  j '  (и<й)2 d rdO  
Ь /•, о /■,

— коэффициенты Ф урье  функции
ха

Л1 В = 2 ( г ’ Л1<2? ? Н - ^ - 1[ л 1 Qff, dje» ) .

V о '

П о дставляя  функции кинетических  напряж ений  (3 .6 .58 )  в  общее 
решение (2 .5 .2 ) ,  получим компоненты тензора Д1 (Г^1,) д л я  с ам о ур ав -  
иовешенлых частей A ^ f ,  функций н а гр узо к .  Н есам оуравновеш еп- 
ным частям  AiQ<f) îQ<P> — A iQ in  функций н а г р у з о к  соответ
ствует  тензор Д х (Тр2>), компоненты которого имеют вид

Д ^ Р  -  (1/2) (1 +  cos z) Д (3.6:60)

Основной тензор

М П ) -  Д1 ( П 1)) +  Д ! ( П 2>)- (3 .6 .61 )

Корректирую щ ий тензор (Г „ )  имеет компоненты

Г Й  -  2  (Д , AmnPi -Ь Д ! вт,1Р1 / й  +  д х стпг1 / й  +
mnpl

+  D m n p l f f f }). (3 .6 .62 )

П арам етры  АхА тпРи  Д1 D m n p i определяю тся  в р е з у л ь т а т е  реш ения
системы уравнений^

i .  ( A l ^ » m ; » l  +  B m n p l  A i C m n7>i F ^  +
m n p l

H - A i^ m n p i - P o p i+ A iL p - O .  (3 .6 .63 )

Коэффициенты f vp ( n m p l i jk q )  уравн ени й  и их свободные члены
Д ^ р  (//&?) находим по известным ф ормулам , функции со сто ян и я  вы 
бираю тся в  соответствии с ф изико-механическими свой ствам и  и со
стоянием м атери ала  в области возм ущ ений .

И н тегралы  F {$  (m n p l i j k q ) имеют вид
я

X “ —— d r d O d z d x 0, (3 .6 .64 )
л л



й х  поды нтегральны е в ы р а ж е н и я  определены во второй части книги. 
И н те г р а л ы  А11 ^ ) (¿/¿<7) т а к о в ы :

Д, 4 м  =  - ( 2 а/а с д ) (*8/ я )* х
Я _0

X  1 |  Д1 ^  ^  —  АгйЪёгЛх*, (3.6.65)
-о'

и х  поды нтегральны е в ы р а ж е н и я  определены во второй части книги, 
— компоненты тензора (3 .6 .61 ) .  Величина х\ зависит  от наличия 

д р у г и х  волн н апряж ений . Если волн напряжений нет (/р >  На),
то х° — а с5//а; если имеют место вол
ны р аз гр узк и  (¿р <  1/а), то имеем 
А  =  а с д (1 — г ь е ) ! а ,  причем г Ьс =  
=  Ь ( 2 1 —  а1]))/(а +  Ь) определяет  
место встречи волны р а з гр у з к и  с от
раженной волной н а гр узки .

Решение уравнений (3 .6 .63 ) 
строится с помощью процедуры по
следовательных приближений, р ас 
смотренной в § 3 г л .  1. В р езультате  
находим параметры  Д И лпрд .. .

ДхО тпт>ь  следовательно, и компо
ненты корректирую щ его  тензора 
Д 1 {Т к)-

Т аким  образом, тензор кинетиче
ских  напряжений (Т ^ т р  д л я  области 
возмущений отраженной  волны на
гр у зк и  построен.

Д л я  д р у ги х  областей возмущений 
тензор кинетических напряжений 
строится аналогично изложенному.

И т а к ,  приведенное реш ение позволяет найти тензор кинетических 
н а п р я ж е н и й  в любой момент времени с учетом всех  особенностей рас
см атр и ва ем о й  области возмущ ений . Трехкратный пробег волн н ап ря 
ж е н и й  по т е л у  усредн яет  х ар актери сти ки  напряж енного  состояния 
и д в и ж е н и я ,  которому со о тветствует  тензор кинетических напряж ений 
( Т ) ,  отнесенный ко  всем у  т е л у .  Построение этого тензора рассмотрено 
в к н и ге  [19 ].

Р асп ространен и е  волн н ап ряж ени й  в теле при у д а р е  его  в преграду  
с  внедрением  сущ ественно отличается  от аналогичного процесса при 
с о у д а р е н и и .  Отличие состоит в том, что внедрение сопровожается при
л о ж ени ем  н а гр у зк и  не то лько  на торцовое сечение (что имеет место при 
со уд ар ен и и ) ,  но и на части  его  боковой поверхности, которая  у в е 
л и ч и в а е т с я  с течением времени по мере внедрения тела  (рис. 103). 
П ри  этом  источником волн напряж ений я в л яется  к а к  торцовое се
чение ( г  =  0 ), т а к  и з а г р у ж е н н а я  часть внешней боковой поверхности 
т е л а .



Первичной я в л я е т с я  волна н а гр у зк и ,  р асп р о стр ан яю щ аяся  со 
скоростью а  вдоль тела  и по его толщине. При этом  в  начальны й пе
риод (0 , (г2 — г х)0/а) о б р азуется  область возмущ ений н а г р у з к и  с пе
редним фронтом сложной конфигурации (рис. 104, а ) ,  о д н ако  с течением 
времени поверхность фронта волны вы р авн и вается  и расп р остр ан яется  
в дальнейш ем вдоль тела  в направлении заднего  торцового  сечения 
(рис. 1 0 4 ,6 ) .  Область возмущ ений н агр узки  ограничена поверхностью 
к о н уса  и поверхностью переднего фронта волны н а г р у з к и .  Ей соот

ветствует  тензор кинетических напряж ений  (Т )нагр, который требуется  
построить т а к ,  чтобы удовлетворяли сь  ур ав н ен и я  р авн о веси я  фик
тивного тела  при следующ их граничных ус л о в и ях :

^зр — при г =  0 , ша =  0  при г  =  г„ , (3 .6 .66 )

7чр =  при г  =  г % (0 ^  г  <  К),  при х° =  0 ,

и вариационное уравнение (см. § 3  гл .  1), соответствую щ ее состоянию
м атер и ала  в области возмущений н агр узки .

П редставим тензор кинетических н ап ряж ени й  (Танагр в ви де  суммы 
основного и корректирую щ его тензоров:

(Т )  нагр =  ( Г 0) +  ( Г в). (3 .6 .67 )

Компоненты тензоров выразим в форме общего реш ения (2 .5 .2 )  у р а в 
нений равновесия фиктивного тел а  через функции кинетических  на
пряжений:

Па  -  П “>> +  (3 .6 .68 )

Ф ункц и и  кинетических н апряж ений  основного тен зора  Г1(а } таковы : 

В Д » -  В Д 1 +  И й ’ +  Па°о\ (3 .6 .69 )



причем с л а г а е м ы е  выбираются т а к ,  чтобы выполнялись следующие 
граничны е у с л о в и я  в н ап р я ж ен и ях :

Г 'Р  =  (ЗД, при г  =  г 2 (0 <  г  <  к )

Т ^  =  ( ¿ ы  при 2 ; О, Т °р -  при -  0, (3 .6 .70)

где  СНЬ =  (ро1̂ ) . ,  — р Ц „  0 ™ =  (ри1а ед)г,, =  ( р Л ') г=0 —

— Л3/>. ^п> =  (р ^ Ч д ) г=о, С??/, =  (рУЧд)о- <2т  “= - -  ФУНК
ЦИИ н а г р у з о к ,  действую щ их на тело.

Д л я  координаты  г  функции кинетических напряжений  В Д ’ строим 
в  форме

1ЦД' =  (1/2) (1 +  « » 7 ) ^ 1 ,  (3 .6 .71)

где  г  =  л  (г2 — г)/(г2 — /*н) — безразмерная  координата, причем
г я  =  г 2 —  ах°1ас д  в  п ром еж утке  (0 , а с д  (г2 — гх)/а) и г п =  г х в  проме
ж у т к е  ( ас0 (гз — га)/а, а с д 1/а).

Ф ун кц и и  /^а] подчинены уравнениям :
№ Р м , _ , 1 /  д2 /*01 | „а ^ 2 гп1

г 2 — ;-------Ь ~  I — - 1' ^  — “ —  Г ' : г 2 4(2) *сЮдг с?г 1 2 \  Й0а “ аг2
d /  д/ 7 11______dp 21 ^ I 2 dP3l I д2 / 'п ______1_ дГщ _   2 ^ 2  n is

дг \ dz ао / г2 дг ' 5дт r2 dü 2 ^
(3 .6 .72)

- J L i Æ l l  а2/Гй‘ =  — 2r§Q (2).
ае V ¿)z d Q )  a*«» (}

a / a f „  , .  a f 21„a 2i  \ r>_2 m o
az j  2 ^ (2)dx0

и граничным условиям

^21 =  0 , f o i  =  о, f 31 =  О при г  =  zŸ,

F  i l  =  0, - ~  =  0,  ^ ! _  =  0 п р и х » = о 0 ;  (3 .6 .72 ')
5л:0 дя11

по координате  0 функции периодические (период 2 л ) .
П о л ь з у я с ь  произвольным выбором функций Fa I, подчиним функ

цию f o i  уравнению
аг foi , _а a2 f 01, 1  и  ‘  1 1 1  Л

Г 2 — Г Г “  и >ао4 сга
р ассм атр и ва я  которое вместе с граничными условиями (3 .6 .7 2 ' ) ,  имеем

F 0 l =* 0. (3 .6 .73)

Третье и четвертое из уравнений  (3 .6 .72 ) эквивалентны уравнению

- Ё - (  I----- Г; ^ г  2А,  (3 .6 .74)
д г  ^ с?2 /  ¿о2 дхи2

где

A - r i Q U ,



Уравнение (3 .6 .74) подробно рассмотрено в § 5 гл .  3 .  Его  решение 
имеет вид

т п  , п п  о

+  А Ж  (1) У Ж  { Щ  sin Хтп ( 1 - х о )  d i
(3 .6 .75 )

где
2 л  h I 2 л  Л

Ami  (*" )=  [  [  - r j r  AV"UziH)  / f  j  [V '^ Y  d z d l )
0 0 ■ 2 / 0 0  

— коэффициенты Ф урье  функции (3 .6 .74 ) .
Собственные функции Vmh (6 z) тако вы :

Утп =  zmn ( г )  c o s  п 0 , V(mv  =  z mn (2)  s in  « 0 ,  (3 .6 .76)

причем Z mn (г) определяется по формуле
Z ( a > (0>

Zm n (z) =  а д  (2) ------------------------> (г) , (3 .6 .77)
¿inn

где

Z " )  (г) =  ( 1 / 1 ^ 1  /v (>.r2/ tgS 2), Z<2) (г) =  ( l / V ^ )  Г ,  Q - r J t g b , ) ,

v  =  W - r  t g 26 2/4)/tg62.
Собственными значениями ?.mn функций (3 .6 .76 )  я в л я ю т с я  корни 
характеристического  уравнения

Z<»(0)Zt2> (z„) —  Z i1' (21()Z(240) -  0,

где z„ =  ax°/ac ( l .
П ервое уравнение можно записать  в виде

да 3̂1 ,  / ,  л и  df' 21
/■* ^2 Q ([)сЮдг \ дг

И н тегри руя  последнее уравнение с учетом гр ан и чн ы х  условий 
(3 .6 .7 2 ' ) ,  получим

0 г
^  =  [  [  Гг ( г а (?;,!) -  ¿ г сКЗ . (3 .6 .78 )

о о
Второе из уравнений (3 .6 .72 ) можно преобразовать к  в и д у

^  =  (3 .6 .79 )a «  Fu , а а  F
д г 2 дхп2

где

в  = ~ t  ( ~ 1 Г + 2  í F n  d e )  _ 2 Г г  ( Г г  « * > + J  Q < 4 )

de



Решением ур ав н ен и я  (3 .6 .78 ) я в л я е т с я  ф ункция
Xo
f  f l n ( g ° ) s h  тк{х0~ у̂ - й у Ч \ п т 1 .  (3 .6 .80 ) 

т ' ^ {  гн
З д есь

h
В т — I В  s in  т  zdz

*1

—  коэффициенты Ф у р ь е  функции B ; z  =  n z / z n  —  б езразм ерная  коор
ди ната .

Д л я  координаты  z  функции кинетических напряжений Паз* ПРИ* 
нимаются в  виде

П<°з’ =  (1/2) (1 +  cos г )  Fa3 . (3 .6 .81)

Ф ун кц и и  F a3 удовлетворяю т уравнениям :

+ ( > - азF m  + - ^ ¡ “ -4 -  г 2гаQf f ) / '

(3 .6 .82 )

drdQ  I dr2 а е а dr

d I d F a3 d F sa \ 1 I d FM  d F 23 \ d2 F 33

д Í-
&F  89 d F  га

) + ‘ае \ dr dtí

д/^ээ d F 2 з ) 1 ( d F3a

dr ае I  г [  dr

а ( &F28 , 1 d F S3

дх° \ дг 1 Л2 ае

5 3  _  _ 2 r 2 Q ^  t

dr \ d r dQ r \ dr dQ a * 02

dx**

rr̂ 2r 2 Qfia) ,

■ + - L f 2, ) = 2Q№

и граничным условиям :

^«3 =  0 при г  =  г у \

Р ы  =  0, - ^ 5 -  =  О, Р зз =  0, =  0 при х» =  0; (3 .6 .8 2 ' )
dx0 дх°

по координате  0  функции периодические (период 2л ) .
П о л ь з у я с ь  произволом выбора функций Г а зг  наложим на функцию 

F 0 3 ограничение

_о д2 Роз , д 2 0̂3 . _ Э/̂ оз+  r J ^ _ = 0 ,
drй аба dr

которое в ы п о л н яется  с учетом граничных условий (3 .6 .82 ' )  в случае , 
если

Л ,3 =  0. (3 .6 .83)
В этом с л у ч а е  первое из уравнений  (3 .6 .82 ) упрощ ается:

д2 /'1.ч „2 л зз=--r*Qf f>.
drdQ

И н тегр и р уя  это уравнение с  учетом (3 .6 .82 ') ,  получим
0 г



Р ассм атривая  совместно остальные ур а в н е н и я  (3 .6 .82 )  для  ф ункции  
•Р23, получим уравнение

г2_ ^ э _  _^3г _а^_  ^  _ _ г2 д*р2а = л  (3 6 85)
д г8 ' дг 3 д9а д * °а

г д е

Д л я  функции ^ з з  имеем уравнение

„2 а2 Раз д^зз . д* Гяп о д3 р

дг2 д/ ‘ дО2 д*«2

где

— г * — - -**■ =  г* В ,  (3 .6 .86 )

Оба уравнения были рассмотрены р ан ее ,  их  решения имеют со
ответственно вид:

л'
^ 2з =  ^  [  (л т  (I) соб тО

рт **т  '<!

- М $  (Ю 51п т 0 )  я т  (£ — х°) ¿Н / ? $  (г), (3 .6 .87 )

х°

^зз =  5 1  — Г {в т  (£) соэ т 0  +
^  “ р»  ^

4-йрт (Ю я т  т0 ) (5—  х°) с Ц (г).

З д е с ь

2л гк I 2л 'н
< 4 $ = [  [  -± А У & < 1 г М  ^ |  [ у ^ ] , ) 2 АгЫ

о Г, О г .

—  коэффициенты Ф у р ь е  функции Л ;

2л гц 2л гп
В Й =  5 5 ЛгЛЫ С I1 ( и<£)* йЫО

О г, 0 г,

— коэффициенты Ф у р ь е  функции В ,



Щ 0о’ — (1 соэ х°) /710 ^ (1 -Ьсоэх0)«/*01!'*,,
о

*»
И й ’ =  |  (1 +С05 х») й х ° У . . „  (3 .6 .88 )

О
л»

=  1 ( 1  т с о э я 0) £/хогРз0,
о

где х° =  п х°  (а ся1 /а0- 1 ) —  безразмерная координата.
Функции Р щ  и Ч',0 определены ранее и имеют вид:

О г г

'Г 20 =  [ Ч'ц  =  5 г2 ^  -1|)) ¿0 , (3 .6 .89)
О О

Y  =81 зо —

причем

А ^ _ L n 01 I ( *№> dQ??> t J Z g h A
г  Ч ( 1 ) _ г 1 дг ао Г дг !'

(3 .6 .90)

Полные ф ункции кинетических напряж ений основного тензора  
таковы:

Щ0 ,=  (1/2) (1 -f-cos r j  F n  -f- (1/2) f l  +COS ¿ ) f I 3 4-
  X°

f  (1/2) (1 +  cos x") F , „  4 ;  (1/2) f  (1 +  cos ? )  d x “ 4 V
ü

x°
Щ 0) =  - j -  ( l  +  c o s r j  F t l +  _ L ( 1 4 C0S 2) f 23 - f - L  f  ( l  +COSX5) dx*> T 2 0 ,

Щ 0) = - i - i l  + c o s r )  /r31 +  - L ( i  +  cos z) ^ 3 3  +  -^- j *Ü  -bco? je0) dx<> У 30.
0



П одставляя  эти функции в общее реш ение (2 .5 .2 ) ,  определим ко м п о 
ненты тензора ( Т (01>) д л я  самоуравновеш енны х частей функций н а г р у 
зок  Q($.

Несамоуравновешенным ч астям  функций н а гр у зо к  соответ
ствует  тензор (7^а>) с компонентами:

Т ,‘„11 =  (1/2) ;(1+  cosr JQ M ), Г?,?, =  (1/2) (1 + c o s 5 j  Q?P, ,

Т ; 0г, =  ( 1 / 2 ) ( 1  +  c o s r ) Q J I ) ,  Г?,?, -  ( 1 / 2 )  (1 + c o s z ) Q J f , ,

=  ( 1/2 ) (1 -|-cosr) Qii1) + 0 /2 ) (I + c o s z )  Q f i j ,

^ ( 0) = ( ' / 2 )  (1 Ч-cos J “J Q " , ,  T\°) =  ( l / 2 ) ( l + c o s ? ) Q ? , !„  (3 .6 .9 2 )

TJo“, =  ( 1/2) (1 +  co sr )  Q ii)  +  ( 1/2 ) (1 +  cosx°")Q(i) ,

7 T  =  (1 /2) (1 +  cos I )  Qfp, +  (1/2) (.1 +  cos7 » )  Q f f , .
Основной тензор

(T 0) «  ( T (0l ) ) +  ( 7 Г ) .  (3 -6 .93 )
Корректирующий тензор (Т к) имеет компоненты

=  2  (Am n p l l t f + B m„pl f f t\ + C mnJ>l /Й  + D m„Р, m .  (3 .6 .9 4 )
m n p l

Ф ункции  f f y ) ( m n p l )  известны [19 ],  п араметры  A mnPl , . . . .  D m n p l  оп
ределяю тся в резул ьтате  решения системы уравнений

2  ^1Р +Стпр1 Ы  +  D mnpl ^0р) + L p  =  0. (3.6.95)
m n p l

Коэффициенты F vp ( m n p l i j k q )  и свободные члены ¿ р  ( i jkq )  н ахо д и м  
по известным формулам; функций со стояни я  выбирают в зави си м ости  
от физико-механических свойств и состояния м атери ала  в о бласти  
возмущений н а гр у зк и .  И нтегралы /7$  ( m n p l i j k q )  вычисляю т по фор
м улам

F $  =  _  2 - i s -  j j j ’ f  ^гг -  ¿ r e  d r d M z d x « ,  ( 3 .6 .9 6 )
о

их подынтегральны е выраж ения определены во второй части кн и ги ;  
интегралы Lpv) ( i jkq)  вычисляют по формулам

L»> =  _  2 - i L  j " J J J  - 5 i -  7 )  В^> d ? d § d i d ? ;  (3 .6 .9 7 )
0

их подынтегральны е вы раж ен и я  определены во второй части кн и ги ,  
Т?Ц) — компоненты тензора (3 .6 .93 ).

Решение уравнений (3.6.95) с тр о и тся  с  помощью процедуры  п о сл е 
довательны х приближений, рассмотренной в § 3 гл . 1. В  р е з у л ь т а т е  
находим параметры  A mnp i , D mnpi, следовательно , и ком п он ен ты  
корректирую щ его тензора ( Т н).  Т ак и м  образом, тензор к и н ети ч ески х  
напряжений ( Т ) нйтр для  области возмущ ений н а гр узки  построен .



В момент времени 1Р, к а к  было отмечено ранее, начинается разгруз*  
к а .  В  этот момент торцовы е р%(} и внешние боковые давлен и я  до
с т и га ю т  м акси м ал ьн ы х  значений и начинают ум ен ьш аться .  Н а з а г р у 
ж е н н о й  части поверхности к о н у с а  зарож дается  волна р а з гр у з к и ,  р а 
сп р о стр ан яю щ аяся  со скоростью  Ь в  направлениях  распространения 
во л н ы  н а гр у з к и .  О б р азуется  область возмущений р а з гр у з к и ,  о гра

ничен н ая  поверхностью к о н у с а  и поверхностью переднего фронта 
во л н ы  р аз гр у з к и  (рис. 105), уравнение которой имеет вид

Гр =  г2 — Ьх°1и°1г) при 0  ^  х° <  У(°г) (г2 —  г^/Ь,

г р — Ьх°1и(Г) при 0 ^  2 ^  А; (3 .6 .98)

г р  “  Ги г р — Н +  Ьх°Ьг  при (г2 — г х)!Ь ^  х° <  ь\г)11Ь..

О бласть  возмущений р а з г р у з к и  характеризуется  тензором кинети
ч еск и х  напряжений

( “Ораагр ~  (^)нагр Д (Т) ,  (3.6.99)

причем тензор ( Г ^ г р  известен , тензор Д (Т ) требуется  построить 
в  форме общего реш ения (2 .5 .2 )  уравнений равновесия фиктивного 
т е л а ,  и сп о л ьзуя  при этом , что

Л (Г ) -  Д (Г 0) + Д ( Г И). (3.6.100)

Д о л ж н ы  вы п олняться  следую щ ие граничные условия :

ДТ'зр =  Дфзр^ Пр И г ^ о ,  Дша  =  0 при 2 — хр  и г  ~-Гр, (3 .6 .101) 

Д Г Р  =  при г  -  г 2( Д Г°»  =  0  при *° =  0

и вариационное ур авн ен и е  (см. § 3 гл . 1), соответствующ ее состоя
нию м атер и ала  в области возмущений р аз гр узки .



Компоненты основного тензора А ( Т 0), в з я т ы е  в форме общ его  
решения (3 .5 .2 ) ,  вы р аж аю тся  через ф ункции  кинетических  н а п р я 
жений:

A l l a 5 -  Д В Д - г Д ] | $ ,  (3 .6 .1 0 2 )

которые определяю тся следующими граничны ми условиями:

А Г 'Р  -  ДОД, при г -  r2, A P P  -  AQfP при г  -  О,

АГ°Р -  0  при *° ~  О,

где A ОД, =  (A pA iM uO r, — Л/?'/,, AQJ®, =  ( Д р Д и Ч ^ , ,  AQft, =
' =  (ApAü3ü')2=o — Ар?/). AQff) : - (ApAi»3ü(r))2_o — изменения ф у н к 

ций н а гр узо к  при р а з гр у з к е ,  причем А p\!¿) — p } ¡ } ( tp ) — />>/. ( t ) ,  
a p U> ^  я?/) (**) —  Pti> (О* ■-= «"'(*„) —  ui (о  при í  >

Координате г  соответствую т функции кинетических  н ап ряж ен и й

A llaV  =- (1/2) (1 +  C O S  7) AFaU  (3 .6 .1 0 4 )

где г =  л ( г 2 — г )1 ( г2 — г р ) — б е зр азм ер н ая  координата .
Ф ункции  AFa i имеют вид:

О 2

AF 01 =  0 , Д^д! =  j  J  г2 ^г2 AQH> — Д ,
о о

х°

2  f ®  ^  Ш  W « )  sin >.mn (6-jco) dg,
™ Лтп ¿

(3 .6 .1 0 5 )

A f n  =  5  “  1* (У0) stl ~m n  ('X° ~ y0  ̂ d y °  s i n  mz,
m ШЛ i  e P

где  z — nz iz p  — б езр азм ер н ая  координата .  В  (3 .6 .105) вход ят  коэф
фициенты Ф у р ь е

2Л h i 2Я h
Д Л ‘!>(.с»)= j1 j  4  M V ¡ ‘ ' n ^ d O  / j  j  ( у » > ) а d z d e

0 0 2 I 0 0

функции
\

дл = л? aq;i, +-£- i r \ J  4QH, dx°
 ̂ 0

а т а к ж е  коэффициенты Ф урье
h

A B m - Г  AB  s in m z d z  
z„ J



Д Fa + 2  j  rfe ) - 2 r 3 Í г 2 A Q fl) +  j  AQ(2) d0 ).
o - V o

д в = —
дг

о / \ ó
Координате г  соответствую т функции кинетических  напряжений

Д П & ' =  ( 1/2 ) (1 -[- с о э г )  Д/\хз. (3 .6 .106 )

Ф ункции  Д ^ аз  т а к о в ы :
А г

Д/'оэ = 0 ,  Д/7̂  j  Г 3 AQf]3) drde,

З д есь

Or,
х°

Д/723 =  У  “ ®  C0S Ш0 +
Ц  Kpm ¿

+  Д Л $  ( i )  s in tnO ) s ill KiJm ( l — X o)  d l R j t i  (r), (3 .6 .107)
xB

A F 33 =  У  — — Г (AB¿^ (1) eos т в +
S f  Wpm ¿

+  ДВрт (i) sin m0) sintúpm (E— -Vo) (r).

2л rp j 2я rp
Д Л $  =  j  ]  - j  b AV&i r d B  / j  j  (K'í>)2 drcffl

O r, I 0 r,
—  коэффициенты Ф у р ь е  функции

ДЛ =  2 j ^ a AQfí, +  y -  ^  r 2 j  AQff, dx*

2IX rp j 2П rp
Д В Й = Г  j  & B U ¡ » d r d 0 j  j № ) a d«¡0

O r ,  j  0 ra

—  коэффициенты Ф у р ь е  функции
Xo \

Д В  =  2 ( /-»¡AQfí, I
V o '

Полные функции кинетических  напряжений  основного тензора имеют 
вид:

Д П '0> =  (1/2) (1 +  cos 7) AFn +  (1/2) (1 +  cos г) AF13, 
ДП<С) =  (1/2) (1 - f  cos 7) AF2l -1- (1/2) (1 -i- cos 1) AF23t (3 .6 .108) 

ДП10» =  (1/2) (1 +  cos P)AF31 -I- (1/2) (1 +  c o s z ) A F 38.



П о д ставл яя  эти функции в общее реш ение (2 .5 .2 ) ,  получим к о м п о 
ненты тензора Д (Т ’о1)) д л я  сам о ур авн овеш ен н ы х  частей ф ункций  н а 
гр узо к  Д(2(£) в Л5?Р>. Н есамоуравновеш енны м частям  ф ункций  н а 
гр узо к  ДОД, =  Дф Р, — ДСДО,, Лф,3̂  =  Д(2?Р, — ДфЭД со о тветст 
вует  тензор Д {Т[2)), компоненты которого  имеют вид:

д г ;„ 1, =  ( 1/2 ) (1 + с о 5 ; )  л о ь 1). Д Щ  =  ( 1/2 ) (1 +<=¡»¿1  дЗ'?,",,

АТЦ,  =  (1/2) ( 1 4 -  СОВ?) Д ^ , ,  ДТ?„г, = (1 / 2 )  (1 + « * ¡ 1  ДОД1, ,  ( 3 .6 .1 0 9 )  

Д Г Й  = (1 / 2 )  I I  +С05Л ! Д ^ ,  +  (1/2) (1 + с о з ^ )  ДОД, . 

Основной тензор

Д ( Г 0) =  Д (7У > ) +  Д (Го2>). (3 .6 .1 1 0 )

Компоненты корректирую щ его тен зора  т а к о в ы :

Д 7 -Й =  1  (ЬА т п р , № , +  АВтп111№,-{-  ДСт(и1, / $  +  Д О „ , ; /“ Р).
тпр1

(3 .6 .1 1 1 )
П арам етры  Д>4 тп/ц, А О тпр1 подчинены уравн ени ям

21> (А^тпР I ^  АВтпр I ^ 2|? Ч" ^ ^ т пР  I ^ЗР “Ь АОт п р ] ор) ~|- Д1 р =  О,
т пр1

( 3 .6 .1 1 2 )
Коэффициенты (тпрЩ1гд)  и свободные члены ДАВ (¿/£<7) у р а в 

нений определяю тся  по известным ф ормулам ; функция со стояни я  в ы 
бираются в зависимости от ф изико-механических  свойств и с о с т о я н и я  
м атери ала  в области возмущений р а з г р у з к и .  И нтегралы (т прЩ 1гц )  
имеют вид

-  - 2  л .  7 ) Л ^ с Г г й Ш Ш « ,
О

(3 .6 .1 1 3 )

их подынтегральные выражения п риведены  во второй части к н и г и ;  
интегралы Д (///«/) таковы:

л ь !,’-1 -  - 2  ( г * '■ ' )  А4 1) й ' г Ш Ш « ,
О

(3 .6 .1 1 4 )
их подынтегральные выраж ения приведены во второй части к н и г и ;  
Т“0р, — компоненты тензора (3.6 .110).

Решение уравнений (3 .6 .112) строится  с помощью п роцедуры  п о 
следовательны х приближений, изложенной  в § 3 гл. 1. В р е з у л ь т а т е  
решения у к а з а н н ы х  уравнений находим  параметры ДА т п р и  
• ••> & Втп],и  следовательно, и компоненты тензора Д (Т^).



Т аки м  образом, тензор  кинетических напряж ений  (Т )разгр для  
области возмущений р а з г р у з к и  построен.

Перейдем теперь к  рассмотрению явлений отраж ения  и взаимо
дей стви я  волн н ап р я ж е н и й  при их распространении. В момент вре
мени t 0 .r =  (r3 — r j )0 cos соответствующий значению х£т - -
г - &сд (г г — r i)o cos волна нагрузки  дости гает  внутренней по
верхности г =  г х к о н у с а  в точке К ,  координаты которой {г10 +  
+  ( г 2 s in 2 ( г 2 — ^1)0 c a s 6 x sin 6 j}, и о тр аж ается .  При этом
з ар о ж д ается  о тр аж ен н ая  волна нагрузки , ко то р ая  распространяется 
со скоростью а  в  обратном направлении, о б р азуя  область возмущений

Рис. 106 Рис. 107

отраженной волны н а г р у з к и ,  ограниченную внутренней поверхностью 
к о н у с а  и поверхностью переднего  фронта отраженной волны н агрузки  
(рис . 106). О бласть возмущ ений сферическая, расположена вблизи 
переднего торцового сеч ени я , примыкает к внутренней поверхности 
ко н уса  и носит очаговы й  х ар актер .  Здесь возможны откольные я в 
л е н и я .  Последние наблю даю тся , если в точке К  имеет место неравенство

7 Г гр|г1> Г ? / 2 .  (3 .6 .115)

Построение тензора ки нетических  напряжений (Л и т р  д л я  этой об
л асти  возмущений было рассмотрено ранее, и повторять  ход построе
н и я  нет необходимости.

При своем распространении  отраженная волна н агр узки  взаимо
д ей ствует  с торцовыми /?(3/, и внешними боковыми р Ц } давлениям и , 
что мож ет  привести к  дополнительным откольным явлени ям , т. е. в 
этой  области тело б уд ет  р азр уш аться .

Волна н а гр узки ,  д о с т и гн у в  торцового сечения ( г  -  /), о траж ается  
и в виде отраженной волны  н а гр узки  движ ется  в обратном направлении 
со скоростью а ,  о б р а з у я  при этом область возмущений отраженной 
волны  н агр узки  (рис. 107), которая  ограничена поверхностью конуса 
и поверхностью переднего  фронта отраженной волны н агрузки . Этой



области соответствует тензор кинетических н ап р я ж ен и й  (Т )ОТр, по
строение которого вы полняется  аналогично излож енн ом у  ранее при 
рассмотрении задачи  о напряженном состоянии  конуса  при с о у д а 
рении.

В зависимости от значения интенсивности кинетических  н а п р я 
жений (7Т*гр) на торцовом сечении при г  — I м ож ет  иметь место  
откольное явление, если

Т"агр |г==; >  17’Г/2, (3 .6 .116 )

т. е. и в  этой части тела  происходит разруш ение .
Взаимодействие волны разгр узки  и отраж ен ной  волны н а гр у зк и  

оценивается, к а к  и в р ан ее  рассмотренных с л у ч а я х .
И так , вы полняя  последовательно построения тензоров ки н ети 

ческих  напряжений д л я  различных областей возмущ ений и и сп о л ьзуя  
ранее полученные критерии оценки о тко льн ы х  явлений  и взаимодей
ствия  волн нап ряж ени й  д р у г  с  другом , м ож но  в  любой момент времени 
и в любом сечении ко н уса  описать его н ап р я ж ен н о е  состояние и д в и 
ж ение частиц в период неустановивш егося процесса рас'пространения 
воли напряжений в кон усе  при ударе .



Г л а в а  А 
Д И Н А М И К А  ОБОЛОЧЕК ВРАЩ ЕНИЯ

В этой гл а в е  и зл о ж ен о  решение динамических задач о расчете н а 
пряжений  в о б о ло ч ках  вращ ения нулевой гауссовой кривизны (ци
линдрической и конической) при сжатии осевыми н агр узкам и  и при 
действии в н у т р е н н е го  и внешнего давлений . Рассмотрены динам и
ческие задачи  о распределении напряж ений  в оболочках вращ ения 
ненулевой  гауссо во й  кривизны (сферической и оживальной) при дей
ствии внешнего и внутреннего  давлений.

§  1. Тензор кинетических напряжений оболочки 
нулевой гауссовой кривизны

Рассмотрим построение тензора кинетических напряжений д л я  
оболочки вр ащ ен и я  нулевой  гауссовой кри визны , находящ ейся в у с 
л о в и ях  динам ического  н агр уж ен и я .

Оболочка в р ащ е н и я ,  д л я  которой

К  =  I / (В Д 2) =  0, (4.1.1)
где  Я* (/ — 1, 2 ) —  р ад и усы  кривизны срединной поверхности, н а 
зы вается  оболочкой вращ ен ия  нулевой гауссовой  кривизны ; средин
н а я  поверхность т а к о й  оболочки я в л я е т с я  линейчатой поверхностью 
вращ ения . К  э т о м у  к л а с с у  оболочек вращ ения относятся цилиндри
ческие, конические  и д р у ги е ,  им подобные.

Отнесем об о ло ч ку  к  ортогональной криволинейной системе коор
динат х 1 =  а ,  хг  — р , хг  — г ,  л:0. П ер вы е  две  координаты ( а ,  £) 
системы п р ед став л яю т  собой криволинейные координаты на средин
ной поверхности ; соответствую щ ие им координатные линии являю тся  
линиями гл а в н ы х  к р и в и з н .  Т ретья координатная  линия — к р и в ая ,  к а 
сательная  к  которой н ап равлен а  по нормали к  поверхности, п ар ал лел ь 
ной срединной, и в  совокупности  с д в у м я  первыми образует  ортого
нальную  систему  кри воли н ейн ы х  координат. О днако при решении ин
ж енерны х зад ач

6 =  | / 'Г + 1 ? р - 1 ,  (4.1.2)

где  р — угол  м е ж д у  нормальными направлен и ям и  к  третьей коорди
натной линии, б у д е м  считать  третью координатную  линию прямой, 
направленной по н о рм али  к  срединной поверхности в рассматриваемой 
точке. Ч етв ер тая  ко о р ди н а тн ая  линия, соответствую щ ая координате



х° =  v °(  (v°  — скорость  распространения возмущ ений), — п р я м а я ,  
ортогональная трем первым ко о р ди натн ы м  линиям . С л ед о в ател ь н о , 
система координат я в л я е т с я  ортогональной и криволинейной.

Д л я  оболочки вращ ения н улево й  гауссо во й  кривизны  (р и с .  108) 
. параметры Л я м е  A t и радиусы к р и ви зн ы  R t срединной п о верх н ости  

соответственно равны :

А х — I , А 2 =  r 0 — a  sin в ;

(4 .1 .3)

=  о о ,  R 2 =  v 4 2/ c o s  0 ,

здесь  0 =  0 (Р) —  угол  конусности ; 
г 0 г  о (Р) —  р а д и у с  параллельного
к р у г а  при а  ~  0 .

Компоненты метрического тензора 
системы координат следующие:

ё п  “  1- ё г г  =  (А 2 - г  2 cos в ) 2,
*73 3 ~   ̂> 8оо ~  К ЯаР 0 (сх Р).

(4 .1 .4 )

Символы Кристоффеля, отличные от н у л я ,  т ако вы : первого рода  

F] 22 ~  — (А 2 +  z cos 9) 2 s in  0 , Г 2,21 -  (А 2 ~f z cos 0) s i n  0 ,

Г з  гг =  —  (Л 2 +  z cos 0) cos 0, Г г .г з  =  ( Л 2 +  z cos 0) cos 0 , (4 .1 .5 )

\

Г \ г
С\и (
'  í 1 г ° \

1 = . - ^  1
1 0 
1 \/ \✓ \

Рис. 108

Г2 22 = ( Л 2 - Г  z cos G)
д г 0 . п . п. д& 

( a  cos 0 — z sm  0 ) —  
v '  ар

второго рода

— — (Л 2 -V z  cos 0) s in  0, Г » ,  — —  (Л 2 +  г  cos 0) cos 0 , ( 4 . 1 . 5 ' )  

Г®! =  s in  В!  (Аа +  z  cos 0 ) ;  r j s — cos 6/(Л2 +  z cos в ) ,

П о »
д г0 ае

(a co sO — z s in  0 ) ------ 1 / (Л 2 + z c o s 0 ) .

Т екущ ие координаты изменяю тся в следую щ их пределах :

<  а 2. р! <  Р <  р2; — /¿/2< 2  <  /г/2, х?  < * 0< ж а°, где ру, А —

габаритны е разм еры  оболочки, х% х°  — значения ко о р д и н а ты  х °, 
соответствующие н ач ал у  и ко н ц у  процесса деформации оболочки . 

Тензор кинетических напряж ений  (Г )  строим в форме с у м м ы

( Л  -  (Т 0) +  ( 7 К), ( 4 .1 .6 )

где (Т 0) — основной, (Т„) — корректирую щ и й  тензоры о б о ло ч ки  
вращ ения нулевой гауссовой к р и ви зн ы . Д л я  построения у к а з а н н ы х  
тензоров необходимо знать общее реш ение уравнений р а в н о в е с и я



ф иктивного  тела ,  которое в выбранной системе координат имеет 
в и д :

2  [ с11 Р6+  «Г)] Н----- —  I— (Я 322л +  2 Л̂ з22а) -Н
2Вп

4" $0220 'Ь §22 Яоззо!»

Г 22 =  2 e22(/?)_ W ^ P
#82 ‘4 Г 2 2

[ — (R'.av.r'r 2 iV;UJ;j) +  /?(|по - \ - R o m },

Г > - . ; 2 { ? * ( р ) - ( щ р *  Ч-q -)J — —- — [ —  ( ^ 2И 2 - Ь 2 Лт8114)-:
¿¿■¿г

“I 'ё ’гЗ̂ ОЦО "Г$0220]>

Г™ -  2 <У6 рв +  (F) +  [R im  Г 2Л'2П2 +  g a3 (Язи, +  2WMla) 4- 

Т $ з 2 2я "I' 2 Л/;)2з;)]/(2 ^ г2),

Г 12 =  2 ? 2 (Р) -  ( * Шз +  2 * Ш з +  /?02ю)/(2Ы .

Г 13 =-- 2е13 (/?) (^232i+2/V232i [- Ягг ^о:ао)/(2^22)>

Р 3 -  2е* (р) +  (R rm +  2Nl2,(l~ R 0a20)l(2g22)>

Th) =  2 с 1() ( p ) - f  ( S M U  +  g M Ä e31a)/(2 g .M), (4-1-7)

P °  = 2e20 (/?) ~ ( ^ o i i 2 —  ̂ о ш ) / ( 2 ё‘2 г )>

Т 3» =  2 е3° (р )  —  {й-агЯонз Ч- К о ш ) / ^ # « ) -

Ф у н к ц и и  R f o u a  и N\vilа  в  форме Морера таковы :
Г) п / ^ и ,  , 13 дП2 \ ъ  О даП а
Äl281 = ~ 2 { l ^ ~ i 2 2 ~ } '

Ъ о /  д2 П .г ДП3 . . ла a l l ,  \  TS öa I I n
:t223 =  —* т т : ------ -I 22 —:------- \- i  22 — :—  . а 0цо —

d$dz ()z 1 dz J Лх* '
7=S d- П 0 j-,! аПо ,-,2 <5По рз (Шо ~р ä2 П 0
К 1)220 =  —ГГп -1 22---  1 22 77-------1 22” “Г---  . ^0330 -------Г " ^öß2 д а  öß dz dz2

тч а / an3 a n 2 an t \ ,  olia апх ра /  ап.
Я 3Ш = —  - г - ---------^ --------- Z T ) +  2 1 23 — ------1 21да \  da  aß dz J da  \  da

___ <m2 , an t \ 
ap ' dz )'

?} a / a n 3 a n 2 . diiy \ • /  an, ¿ш8 , an
A 3212 =  —  —;------------ ^ r - - r -— — — 1 2 2dß да d$ dz j \ da  Oft dz

d 4 l  
dx<> da  ’R o n * - = - ^ - ,  (4 .1 .8)

к d ( a n : an2 anit \ r o r2  dn ;>
$3213 =  — —  i — ^ ------  r - H -  21 21 —dz V dz aß da J dz

an, an., , an :l \
dz dß da



П I а2 П1 | ра \ -у, __ д г П1 5П1 у̂ з дП2

/?вияВ= ~ 1^ + 1 з 11 ^ '  И о ш ~ - ^ ~ Т22^ — 122 

р  а3 П2 р  да П;) ( Г,1 дП2 , ^2  дП;1
х<0313--- ГГ- ;-  > *N0223 ------,ГЛ »'"1" 1 22 л -  ~1~ * 22д х в д г  дрдл® д*° ' д*<> '

~  а2 п» , га ап* ъ  а» п 0 , а  ̂п 1 Т1а ап0
* 0згз= ^  ■ 321 ^ ’ К 0210“ 1 ^ + ^ ^ _ 1 1 2 Ж
~ а* и 0 , аг п 2 п  а2 и 0 , аг п 3 т,2 ап0
А О Й О  —  Т Т "Г  1“  -  -  „ , * \ 0 з 2 0  7ТТ 1 3 2

д а д г  <3х° дх° ’ д$дг дх° дх° д(5

=  Т , и Т ^  По, ^ 2 3  = -Гг-Ю-Гг-- По, ь ». П 0.
£22 2̂8 8 2 2

(4.1.9)

Построение основного тензора сводится к  решению систем диффе
ренциальны х уравнений (1 .3 .65 )  с учетом граничны х  услови й  (1 .3 .66 ).

1 о

Д л я  координаты а  функции н а г р у з о к  о п ред еляю тся  по фор
м ул ам :

$(")=*/>(")— 2 [си (р) — ( у в Р 6+ ф )Ь > ; ( ¿ ¡ у ) =  р1у) — 2 е п {р)м\
(4 .1 .10)

0.{у)=  Р(У)— 2е13 (р)(у)\ <3(7)= Р (У )~ 2е10 (р)(V)*

Ф ун кц и и  кинетических н ап ряж ен и й , соответствую щ ие координате  а ,  
берем в форме

П“ 1, = ( ]  -¡- 005 0 ) ^ / 2 + • ( ]  - с о &а ) Ф а ,/ 2 ( а  -  1 , 2 ,  3 , 0 ) ,  (4 .1 .11)

причем а  =  я  ( а  — « 1)/(а — « х )  —  б езр азм ер н ая  коорди ната .  
У равнения  (1 .3 .65 ) в этом сл у ч а е  принимают вид:

аа Ряг т,1 д р „  м  а ^ г  , 1 / а2 ^ 01 , „  д * р 01
араг аг “ аг 2  ̂ ар2 1 ° <?г8

ар(ц о г 22з г 22Я п \ _ л иГ Ч  V I  0 1  г з  1 / 1 ( 1 1  О  1  2 2 3  1  2 2 3  с  ~  п 1 1
—  1 22  ГГ------ 1 22------ : -------------- *  --------------------Л<>1 —  § И  4 ( 1 ) *дг £гаар 1 22

а/7 2[ 1+  2 Г |,

+  Н 2

ар )

(4 .1 .12)
а  / а^ц а/ 21 | , ОГ2 а/;{, р ?  / а л »  а^21 \ а2 ^

аг  ̂ а2 ар } 1 аг ' 23\  аг ар } а*«
а5о1
ар

а / а ги ар.г \  , „ а / ар„ ар21 \ л а2Р01
-1-  Г Ь | ^ —  - ^ - ) - Я 22ар \ аг ар } “ * '  аг ар /  “ а*02

■ : - 2  •Г.821- 1 ” -'!-  / г 0 1 ~  2 Я 2 2  ( 3 ; Г „
Яга



а  со ответствую щ и е им граничны е условия (1 .3 .66 ) — следующий вид: 

при р — (Ц 01 == 0, /̂ 21 ~  0* ^31 ~  0. 1=1 0;

при ^ 01—0 , ^ 1  =  0, / ' ¡ц в О ; Р 1Х =  0, — 0: (4 .1 .13)

при Г 01= 0 ,  ^ 21=  0 , - ^ -  =  0; £ £ - - ( > .
ох? ох02

р  = 0 , ^ - = 0 . 
дх°

У ч и т ы в а я  произвольность ИСКОМЫХ функций Р а I, подчиним ф унк
цию 7̂ 01 условию

^ 0 1  Г ’ 2 ^ 0 1  р э  д Р „ г  Г) 223 Г" 223 С  А  /л 1 1 ,П—^ ---Г ^ 2 2 - Т ^ --------^ 2 2 — ---------1 2 2 — ------------ ^  --------------^ 01= < Л  (4 .1.14)
< # а д г 2 д г ии

которое вм есте  с  условиям и  (4 .1 .1 3 )  определяют функцию Р 01:

Ро1 — 0 .  (4 .1 .15 )

У р ав н ен и я  (4 .1 .1 2 )  упрощ аю тся:

г 1  ^ 2 1  Г>2 ^ 3 1  _  „  /О11
1 22 Г------1 22 —Г----------^22 ^(П»

д£дг д г  д г

д  (  д Р ц  д Р ц  \ ^  2 Г^) д^з!  Г^з ^
д г  \ д г  /  д г  ' \ д г  с $  /

^ 2 С ( 7 ь (4 .1 .12 ')дх<я
д р п  д р 21 \ , п2 / д р 21 \ д 2 р.д  __о,т ->*13

■ * -------- ^ Г + 1 ^ Ы -------
Р ц  г'й р з  дР 21 . д 2 Р2\

П 2 ~ 7  Г Ь  ^  +  Я »  =  2* и  <$!).дх° дх° дгдх?

Рассмотрим  тр етье  и четвертое из ур авн ен и я  (4 .1 .1 2 ' ) ,  з ап и сав  их через 
дифференциальные операторы

'¿ 1 1 ---Т^" "Ь ¿-12 ^ 21“  2^аг <3 ( И,
д г

(4 .1 .16)
дРи  , г дР  п «  гчо 

— * -̂22 =  ¿8х2 VII ь

где
' 21 дх" ' дх"

¿ и  =  ^ = £ - п „  ^  ■ <4 Л Л 7 >

¿■22 “  ^ 22- 
д г



Й, \ в. ’р.

сф 1 ^ ^  ¿ф, (4 .1 .18 )

где

д г
Р

М 2=-. 2 п 2М ^ ~ Ц 2 ^ ~ .  (4 .1 .19 )
ох"

Решение ур авн ен и я  (4 .1 .18 ) с учетом гр ан и ч н ы х  условий (4 .1 .3 ) ,  
х отя  и определяет  функцию /г21, однако с в я з а н о  с большими тр уд н о 
стям и . Д л я  упрощ ения (4 .1 .18 ) выполним следую щ ие преобразо
в а н и я :  продифференцируем первое из ур авн ен и й  (4 .1 .16 )  по х°, второе 
из уравнений — по г  и вычтем одно из д р у г о г о .  В р е зул ьтате  имеем 
соотношение

д  , д Г п  д  ,  дР п    д А 1 д А 2
: --------- тдхй д г  д г  дх° ох" д г

л е в а я  часть которого обращ ается в н ул ь  при условии

что мож ет  быть выполнено в с л у ч а я х :  а )  если оболочка с к р у го в ы м  
контуром “  0 ; б) если на функцию /•’ц ,  п о л ь з у я с ь  ее произволь
ностью, налож ить усл ови е  д Р ц . ' д х 1* ^  0 .

В этих с л у ч а я х  уравнение ( 4 .1 .18)  уп р ощ ается :

дА 1 _ дА 2 

дх° д г

в развернутом  виде его можно записать  т а к :

_д_ 

д г
1 12/ + - ? - £ 22/ = 2 Л  (4 .1 .20 )

или

ар* дг2 \ д г  1 д г  ар Ог дх?*

(4 .1 .2 0 ' )

г д е

Р = 4 ~ ^ А Ц ) - \ - ё г г ^ {
а*0 д г  дх»

Уравнению (4 .1 .20 )  соответствуют следую щ ие граничные у с л о в и я ;

/ =  0 при р — [  — 0 при 2 — 2у, ( 4 .1 .2 1 )

} — 0,  д !1дх'] ■— 0  при л;0 —



И н тегри р уя  ур авн ен и е  (4 .1 .20 ) с учетом граничных условий 
(4 Л .2 1 ) ,  определим  функцию ¡ ф ,  г ,х ° ) .  П роинтегрировав ее  по коор 
динате  х°, н аходим

х>

^ 21= $  /(Р. ^  х* )йх* .  (4 .1 .22 )

■*¥

В р езул ьтате  п одстановки  (4 .1 .2 2 ) ’ в первое из уравнений (4 .1 .12 )  
получим у р а в н е н и е  д л я  функции Г.л :

д $д г
“  П 2 ^ - г | 2 ] '  - f - d x ° ,

которому у д о в л е т в о р я ет  ф ункция 
г  /13 ч Р

F a i^ J e x p i  j r S a d p j  U g 22Q U ) - \ -  r b j  - ^ - d x ° \ x  
2, Vpi h \  A 2 )

X  e x p ^ —

Д л я  функции F n  имеем уравнение 
d*F

гд е

i l  р г  dFn ____ d2 Fj i   ^

d z 2 23 dz dxP* ~  ’

t U  dP

(4 .1 .23)

(4 .1 .24)

2 >  * 0 ) « 2 g a Q { ? > - 2 r 5 i

àf+  Г Ь |  - % - d x * \ e

u  g*2a Q f i1 > +
P.  \

(4 Л -25)

У ч и ты вая  у сл ови е ,  налож енное на функцию Р п , уравнение можно 
записать  так :

д *Рл
д га

его  решением я в л я е т с я  функция

■Г!
OF,

23
д г

в,

2 i r b r f z  2 - i r i a d z
F

“ - S *  S
г,

B e dzdz .

(4 .1 .2 4 ' )

(4 .1 .26 )

И так ,  определение функций F a i сводится к  решению краевой  з а 
дачи  д л я  ф ункции f  и выполнению условий самоуравновеш енности  
ф ункциями н а г р у з о к  QÇ. Ф ункц и и  Ф а1 с т р о ятся  т а к  ж е , к а к  F a i ,



однако необходима замена индекса у  -  1 на  индекс  у  — 2 у  ф у н к ц и й  
н агр узо к  (2 (у) и граничны х значений коорди наты  а .

Д л я  координаты  Р имеют место ф ункции н а гр у зо к

=  Р(У) -  2 1 е™ (Р) ~  (Уб Рь -Ьф) £ и ]у ; Олу) =  р 1у) —  (Р) 1У);
(4 .1 .2 7 )

^ (у )  =  Р{у~> 2е-3 (р)(у)т Q|v) — Р<V) — 2 е2° (р)(у)*

Ф ункции  кинетических напряж ений  П^У, соответствующие к о о р 
динате р, берем в виде

( Н - с о з р ) ^ - ;  - у ( 1 ~ ' С° ^ ) Ф а 2  ( а =  2 ’ 3> 0 ) ’

( 4 .1 .2 8 )
здесь  р =  л ( р — р1)/(р2 — р1) —б езр азм ер н ая  координата.

У равн ен ия  (1 .3 .65 )  при р = Р! принимаю т следующий вид:

& Рц  1 I 02 , д * Р 02\ „  /)2 2
д а д г  2  \ д а 2 д г 2

д  I д р  12 дРда ^ , 0 р 2 т^а /  ¿^ 12  . дР*— - -1- ¿1 12 —--------- 1 23
д г  \ д г  д а  1 д г

& ^12 _  0 „ /-)2 1

¿̂ /"1 ■) <̂/"".49 \ I ОТ̂ 2 ^*12 112
“г  1>3 — :-----------1 ) 2

д а  \ д г  д а  )  ~ д а

д2 /г-

д г  1 д а  }

( ^ 1 2  , дР  32

(  *  1 5 а

дх»2
=  ( 4 .1 .2 9 )

д* , 112 дР 12 I д* /7за -Р2 ^ ¡1 2  О „  П20
• 1 12 я „ >'~Г , „ ~|- А 2Г( - • 4*22 У( |).

от0 д а  ол:и д гд х 0 дх°

У равнениям  (4 .1 .29 )  соответствуют граничны е условия :

при а = < х у  ^ог — 0 , ^ 22=  О, /г12 =  0 , /=’э2= 0 , — 38 =  0 ;
д а

при 2 =  2Т Р02= 0 ,  ^  =  0, Л12 =  0, - ^ - = 0 ;  (4 .1 .3 0 )

л р и л :° = л 1  Р О2= 0 ,  /̂ 12 ~  О, ^ 1В =  0 , ^ — 0 .
дх° дх03

Первое из уравнений  (4 .1 .29) со дер ж и т  функции 7 22 и /г02* к о то р ы е  
не вх о д ят  в д р у г и е  уравнения системы . И сп о л ь зуя  произвольность  
искомых функций, подчиним ^ог уравнению

&2 РМ , д»^02- + - 4 ^ - о ,
д а 2 д г 2

которое вместе с граничными условиям и  (4 .1 .3 0 )  показы вает ,  что

/>2 0 .  (4 .1 .3 1 )

3 6 9



о 1 ?» .  -
'И)»§22 С ? 2

дадг

р е ш ая  его, у ч и т ы в а я  при этом (4 .1 .30), получаем

^22 =  5 $ 822 0 . П ) ^ г -  (4 .1 .32)
а, г,

Рассмотрим совместно второе и четвертое из уравнений  (4 .1 .29 ) , з а 
п исав  их п редварительно  в виде

¿ п  ( Л в )  И- ( ^ аа) -  2ё ^ г) ,  (4 .1 .33 )

¿ 2 2 ( ^ 12 )  ‘ Ь  ¿ 2 1  ( ^ з а )  ~  2 g 2 2 Q u ) t

гд е
/ Г>а ^  д2 { д* , Г> 2 & Г<2 ^
¿ 1 1 =  т : ------- 1  23  ------------------ 7 Т Г  » М 2  — ---------- 7 т : ---------------------1 2 - ------ 1  2 3  - 7 —  ,

дгг д г дх<> дадг дг да

1 д2 , «12  ̂ г I г !  ^
¿ 2 2 =  ,  , 1 1  1 2 ~ Г ~  1 4 1  • Т  ~Г *  2 3д а д х 0 дхп " д гд х 0 дх°

Воздействуем оператором  ¿ 21 н а , первое уравнение , оператором 
Л12 — на второе и вычтем  из первого ур авн ен и я  второе, в  резул ьтате  
получим

( ¿ 21^11 ( ^ 12)   ¿ 12̂ 22( ^ 12)) "Ь ( ¿ 21^12 ( Р Зг) '  ¿ 12^21 (^Яг)) “

=  2 ( Ь п  (ё 220.*1->) ¿12  (^22^ ( 1)))-
У ч и ты вая  произвольность  функций Р а2, н алож им  на о гр а 

ничение — ¿ ^ ¿ 2 1  ( ^ 32) +  ¿ 2^ н  (^эа) =* 0 , или в развернутом  виде

2
а г ? 2 , аг|3 \ а« /=■;'■12

1 2

¿>2 д а  /  д гдх0

дГаз 1 . г  Д.- ^  ̂  а -ч | да ^аз \  дрЛ2 _  д
д г  д а  д а д г  /  д х 0

отсюда следует , что

- ^ -  =  0 . (4 .1 .34)
дх0 к ’

Уравнение д л я  ф ункции следующее:

¿ 2^11  ( Л » )  -  ¿ „ ¿ „ ( Л 2) =  2 ( ¿ 2! ( Ы З т )  -  ¿12  ( ^ ? Г , ) ) ,  (4 .1 .35 ) 
или  в развернутом  виде

д ч  о ч  , аз/ т  д ч  ^  вV  ,
23  “ Г Г 3 -1 12  Т - ^  1"

д г 3 д гд х 0 <Эа2 д г  дх° д а д г

I и  д2 1 I  д Г 23 | т и  п 2 , о р 2 р з д Г “а ^ д [  |
+  Г 23^ ~ П Т  +  г « г « +  2 Г ' г Г ' 2 — * г ] 1 Г  +

.  /  ^ Г ?  2  Г »  Г З  \  I (  о р  ^ ^ 1 2  ,  ра   л

+  Г а Г  +  Г23 г ‘ 2]  ^ Г +  ( ~  2 Г ‘2 г ->3 1 ^ Г )  ! ~ Л '



где
: д Р „

дх°

Ему соответствую т граничные у с л о в и я :

/ =  0  при а  =  а у ; / — 0 , д//дг =  0  при г  =  г? ;

 ̂ =  0 , д//дА'° =  О при х 0 =  * 5*
(4 .1 .3 8 )

И так ,  решение уравнения (4 .1 .3 6 )  с учетом гр ан и чн ы х  условий  
(4 .1 .38 ) оп ределяет  функцию /; и н т е гр и р у я  (4 .1 .37 ) ,  получим

f d x \  (4 .1 .39 )

А

третье  из уравнений (4 .1 .29 ) запиш ем в виде
F $ 2    р 2  Ö F 3 2 __________ д Ъ F з в   ß

д а 2 12 д а  дл°а

гд е

В  (се, г , i « ) = 2 g 22Qf,3) + j  ( £ £ -  2 Ц з +  Г ? 2 djc®. (4 .1 .40 )

У читывая (4 .1 .34 ) ,  получим уравн ен и е  д л я  функции F 32

d'l Ft}2 г <2 д  F  s i
Г ? 2 -~ Т 2- = 5 .(За2 5а

которому удовлетворяет  функция
а

J ГЬ  tfa
а  а > а  a i

е d a d a .  (4 .1 .41 )
а, а,

Таким образом, определение функций F a ¡  сводится к решению краевой  
задачи д л я  функции f .

Ф ункц и и  Ф а2 строятся  т а к  ж е ,  к а к  и Fa 2, однако с л е д у е т  зам ен и ть  
индекс y  =  1 на индекс у  =  2 у  ф ункций н а гр у зо к  и гран и чн ы х  
значений координаты р.

Ф ункц и и  н а гр у зо к  долж н ы  б ы ть  сам оуравн овеш ен н ы м н . Д л я
координаты г  имеют место функции н а гр у зо к

Qtv) =  Р[у)  2 Ге?®, -  (Ад +ф)1 (V,,

у-чзо „:ю <YX;i0 
4 (Y) P{v) </?)( v) •



1 C  =  (1/2) (1 -}- cos г) F aз -Ь (1/2) (1 -  cos г )Ф а3, (4.1.43)

где z ~ - n ( z - \ - h l 2 ) / h  —  безразмерная координата. Уравнения (1.3.65),1 
соответствующие этим функциям кинетических напряжений, при 
Zi — h i 2 принимают вид

д / d F n  d F r,  \  Г а / d F , ,  OF,3 \

dp \ д а  д?> J  \ д а  dp 

I п &  ̂ 23 О Г221 Г22П р _  9  П 31
T S 2 2  ,  2 ^  '  03  ~  ' ¿ 6 2 2  Ч : ( 1 ) »

ОХ° ё'22
д  /  d F 3<j d F2з \ , огч2 дР\Я тлг I  dF-a  dF *3 \ d* F 3i

da dp J  ' d a

Ч - П з -
dFoa - 0

dp
d * F 13 ■рз d F 2:i 1 1

( W
\

d2 Fos
dctdp "  1 22 to 1 ‘ 2 d a 2

T U  dFo:t 2 F 221 I 221

д а  \  д а  dp / ‘ d a   ̂ da  dp } дх°

QUh  (4.1.44)

da /*03 -pi dfos
dp* 22 a a

^ аз) “  2g22 Qff)t
<Ф 8гг

^  = Ч и 0 1 \ ьё г г  дадх ° дх* д$дх* дх« « ¿ 2 Ч (П .

а граничные условия (1.3.66) —  следующий вид: 

при а  =  ау ^ 0 3  =  0 , /^23 0 , /713 - 0 , /^33 =  0 ;

при Р = Р у  /̂ 0 3 =  0, /^3 = 0 , — — О, Л 3 = 0 :  (4.1.45)

при * 0 =  х \

^ о з - О ,  - ^ ¡ -  =  0 , - ^ 2_  =  0 , ^ = 0 , - ^ 1_ = 0 , ^ и  =  0 .
дх<> д*<> d ^ 2 ^ * 0

Произвольность выбора функций 3 позволяет функцию /•'0з
подчинить условию

„  д2 /гоз | d2 Г 03 г ч  дРа-х т,2 др<\% 0  Г 221Г 221 г  п
#22 г  ;--------1 22  Г-------1 22 ------- 1 -------------- / 03 =  и>

д а  dpа d a  др §22

которое вместе с граничными условиями (4.1.45) определяет функ
цию ^о-,:

Л,з -  0. (4.1.46)

Запишем первое и четвертое из уравнений (4.1.44) в операторной форме

/-11 ( ^ 2з) ¿-12 ( ^ з )  “  --- 2^ 22^ ( 1)*

^22  ( ^ 23)  г  ¿-21 з з )  ~  ^ ё ' г г ^ а 0 ) !



/ I i '2 & ' „ д 2 . д 2 , ,2 д
L u —  “ t ' 1 2 2  —  ; Я г г  т т т  * L u ~  2 2  —  ,dPJ ¿)[i дх0 дад$  да

г r ^2 Г> 1 ^ Г 2 ^
L 22  —  S 2 2 " T — 7 Т  —  1  2 2  .  „ » L 21 —  >n  „----------1  22

д а д х 0 ” дх° д$дх° дх°

Воздействуем оператором Ln  на первое, оп ератором  L J2— на второе из 
уравнении (4 .1 .47 )  и вычтем одно из д р у го го ,  в р е зул ьтате  получим

[ £ - 21-^ 11  ( F  2 з )  ¿ 12 ^ -2 2  ( F  а з ) ]  ' Н  [ ¿ - 2 1^ -12  з з )  -----  ¿ 12 ^ -2 1  з э ) ]  ” "

=  - 2 [Ln  (g22Q?;,) -  L l t  ( g n Q ” )].

П о л ьзуясь  произвольностью выбора и ско м ы х  функций, подчиним 
F зз условию L21L12 {F зз) — ¿ 12^21 ( F 33) ~  О» которое можно з а п и 
сать  в виде

dl"U d * F ia , / а * Г | а р  а г | а \ dF3:i _ Q

5 а  apa*° \ daap ”  д а  J дх°

Отсюда следует

-^22_ =  0. (4.1.48)
дх« к ’

Ф ун кц и я  F 2g удо вл етво ряет  уравнению

£-21̂ -11 (^2з) ¿12^-22 (^2з) ' 2Л , (4 .1 .49)
где

л  =  [L 21 (&.<?;;,) -  л 12 {g.l%Q\l)\, (4 . 1 .50)

или р азверн утом у  уравнению

а3 /  , „  „  a3f г,г -a д2f ( dg22 „  Г 2 \ 52f
——  T g 22 л 0 -sq о 22 , оа Л ~  - 1 22 — ----------- -ГГ-------#22**2  ..........аа2 ар e apa*°' ар8 ар } дх*

+ ( % - - г а г У - ^ + ^ - г ь ' 1 a s fар I да2 \  Да /  ааар
( 4 Л .4 9 ' )

1 _аГ|з_ I аГдд  ра ра \ Д/ , /рг рг da £22__
ар аа 22 22) ар r  1. 22 Т1'г ааар 

 ра ̂  dga2_ai 22 \ af _i_ / pa  ̂ a i а а  а* 1 j ^ __ 2̂ 4
аа ар /  аа \  аа ааар

где

/ =  ^  . , (4 .1 .5 1 )
адго

а т а к ж е  следующим граничным услови ям :

/ — 0 при а  =  а у ;  ̂ — 0 , д//др -  0  при р — ^

/ -  0 , д[/дх° -  0  при л-° =  х\.



И так , ф ун кц и я  / оп ределяется  в р е зу л ь т а т е  решения сформули
рованной краевой  з ад ач и  д л я  /.

И н тегри руя  (4 .1 .5 1 ) ,  находим

=  $ f d x » .  (4 .1 .53)

В р езул ьтате  п одстан о вки  (4 .1 .53) в тр етье  из уравнений (4 .1 .44 ) 
получим ур авн ен и е  д л я  функции ^ 1Э

Xй
2g n Q t f r l -  Г ? 2 J  - ^ - d x \

дад$

Х1
решение которого с учетом  граничных условий  (4 .1 .45 ) имеет вид

а р /  х» \
/ Ч з= |  2 & г < 2 ? ? ,+ П 2|  - £ - d x ° j d a d t ¡ .  (4 .1 .54)

а 1 р 1 \  х <> I

Второе из ур авн ени й  (4 .1 .4 4 )  запишем относительно /•'зз 
д 2 Бзн г 2  а^33 а * ^
д а 2 да дх®

где
Xw

В (а , JC") * = 2 f e Q f f ,+ J  (- д  ч  ™ а/
ааар П г - ^ г  Ы * ° -

— 2 Г ^3 j  ( 2^22 Q o , т П Ь  j  (4 .1 .55 )

ñ .\  А * ]

У читы вая  (4 .1 .48 ) ,  ур авн ен и е  для  F 39 запиш ем т а к :

П 2- ^  =  я ,
д а 2 да

a  его  решение в  ви де
а
Í Г i  j  da 

а  « i  %-■ |’ ГЬ  da
F¿¿ — § е   ̂ B e  d a d a .  (4 .1 .56)

а, а,
Т аки м  образом, определение функций F a z своди тся  к  решению к р а е 
вой задачи д л я  ф ун кц и и  /.

Ф ункции  Ф «з  с т р о я т с я  т а к  ж е , к а к  и /га з. однако  индекс у  =  1
необходимо зам ен и ть  на индекс у  — 2 у  функций н агр узо к  и
граничных значений  координаты  z; функции н а гр узо к  Qffj долж ны  
быть самоуравновеш енными.



Q??> =  Ро>  -  2 ( у ь  Р6+  Ф)( . ). Q o ,  =  р " п  =  (р ) , , , ,
(4 .1 .5 7 )

Q m  =  P ? ? > - 2 >  </)>,,). Q?f) -=р?Р, — 2ê»3 {p)(1).

Ф ункции кинетических напряжений, соответствую щ ие координате  л:0, 
следующие:

П00-  (1/2) (1 - f c o s * " )  % п,

(4 .1 .5 8 )

lli0 = í ~  j  ^  ' cos А'°) d x ° р *° (i =  2 ’ 3 -̂
x°i

У равнения  (1 .3 .65 )  в  этом случае принимают вид
дРщ  г- \ . ! OF'in

(4 .1 .5 9 )

+  г , 2 f u j  +  г ? з  ^  j  =  2 g n  Qov

g¡a¡ J £ s l _  Г Ь  F20j ------ Г|2 F ,¿ ¡  =  2 g n Q°¡),

( Г 22.1 I  221 '1_ Г 2гэ Г 223)  Х{ Гт ! Я , 2 2 ~  8 2 2  Q™ ?)*

а соответствующие им граничные у сл о ви я  (1 .3 .6 6 )  — следующий ви д :

при а  — a v F l0 =  О, F zo ~  О, F M =  0;

при р =  pv Fio =  О, F 30 ~  0 ; ( 4 .1 .6 0 )

п р и 2 =  2'у Fl o ~ 0 , F 20 ~  0  , F 30 =  0 .

И склю чая из п ервы х  трех  уравнений (4 .1 .5 9 )  функции F 1Q и F 30, по
лучим уравнение д л я  F 20

п.. d2 F jо i / ^ 2 2  i „ 1-12 -ря \ д/7ао , / <?£га 1 „  рг
Ь г + г » 1 и _  Г22Ы г +  b ¡ r + f e l  ,2~

- r ú - ^ + Y — Ё Ь . _ ^ Е г > . _ г ь п 2 - П з П 2) л »  =  2/1, ( 4 .1 .6 1 )
¡  0z \ д а  дг }

зд есь

А =  ( Í r  + Г Ь ) (Й22 Q(0,1)) + ( - ^ + n 3) ( g 22Q ?f,) ;

( 4 .1 .6 2 )

на функции F 10 и F 30 наложены услови я
d r h  , d T h  \  „  п  /  ¿>Г2. , д Г 2 .  \  г .  Л



отсюда следует

И так ,  функцию F 20 м о ж н о  определить из реш ения уравнения (4 .1 .61 ) 
и граничных усл о в и й  (4 .1 .60 ) .

Четвертое из ур а в н е н и й  (4 .1 .59) определяет  функцию

^ foo “Ь Т ^ з ^ з ) -  (4.1.65)

Таким  образом, ф ун кц и и  [ ' ¡ 0 и Чг00 найдены . Полные функции ки 
нетических н ап р я ж ен и й

I C > =  ¿  i iáp ' ;  (4 .1 .66 )
|5 = 0

п о дставл яя  последнее в ы р аж ен и е  в (4 .1 .8 ) ,  (4 .1 .9 ) ,  а полученный ре
з у л ь т а т  — в (4 .1 .7 ) ,  определим компоненты основного тензора (Т 0) 
д л я  сам оуравн овеш ен н ы х  функций н а гр у зо к

Если функций н а г р у з о к  QJ$  не самоуравновеш ены , то

( Т 0) =  ( П п ) +  ( T W ) ,  (4 .1 .67 )

зд есь  ( 7 ¿ n ) — основной тензор для самоуравновеш енных частей 
Q(v) функций н а г р у з о к ;  ( 7 ¿ 2)) — основной тензор д л я  несамоуравно* 
веш енных частей функций н агрузок . Компоненты тензора вы 
числяю тся  по ф орм улам  (3 .1 .96 ) ,  приведенным во  второй части книги .

Построение к о р р екти р ую щ его  тензора (Т„ )  д л я  оболочки вращ ения 
нулевой  гауссовой  к р и ви зн ы  основано на общих соображ ениях , при
веденных в § 4 — 7 гл .  1 второй части книги .

Принимаем следую щ ую  систему ф ундаментальных функций:

(а )  =  ( 1/m!) s in  т а ,  %  ф ) =  ( 1/л!) s in  п  ]3,

Х,р(г)  — (1/р!) / (z) s in  pz .  (4 .1 .68 )

Компоненты ко р р ектир ую щ его  тензора ( Т к) берем в форме Морера

^ к Р==  A m n P l  / ? П  “ Ь £ m n p l / t $ +  C m np i/Гз) +  / ( 0 ) )  ’ (4 .1 .69)
mnpl  ^

Ф ункции  в ы ч и с л я е м  по формулам (1 .4 .14 )  второй части книги , 
у ч и т ы в а я  в ы р а ж е н и я  компонент метрического тензора (4 .1 .4) , символы 
Кристоффеля (4 .1 .5 )  и фундаментальные функции (4 .1 .68 ) .

П арам етры  A m n p i ,  D mn})¡ определяем методом, изложенным 
з §  1 гл .  4, 5 второй части  книги .

Д л я  м ал ы х  деформаций упругопластической  оболочки имеем си* 
с т е м у  уравнений  (1 .3 .7 0 ) ;  коэффициенты и свободные члены ¿р  
уравнений  в п -м приближении вычисляем по формулам (4 .1 .99 ),



(4 .1 .100) и (4 .1 .1 0 ! )  второй части кн и ги ,  подынтегральны е в ы р а ж е н и я  
таковы :

=  2 1 П Ш  л - ё п ё п П Ь  Ш -  Я Й Л Й +  A V ) W )  +

+ 2  ( & J K ,  f l i )  + / f v )  « А  +  g 22 A%3> f(V ) -  W )  / »  -

- f e w » / » ) - / » / ? * ) ] ,  (4 -1 .7 0 )

A W  = ( / ? v )  + & * / « >  + / ? * - / № )  {/fpl ) + g 2a / M )  + / М ) - Ш ;

S p  1 =  (/ij /$) +  П2 ̂ 22 /(P) -I" /Ж — П0 f l i ) ) ,
( / { A + ^ f f A  +  ffi?>- Ш ,  (4 -1 .71 )

4 a 11= 2  г а  / и  + * я  г » ,  g 22 /м, и- 7%  /?P3) -i- m  m  +
+2 (Г№ /и, -f 7%  g22 / м> +  rtf, g22 nt) -  TIS) ЛЙ -

- т г и / М ) - ^ / « , ) ] ,

^ '  =  ГЛ М ) -1-ЙГ22 r f i >  + 7 ’it6 V - 7 ’(V ,) ( A V ) +  & 2 /? Л  + / й — Ш -
Д л я  м ал ы х  деформаций в я з к о у п р у г о й  оболочки с п р а в е д л и в а  

система уравнений  (1 .3 .70 );  коэффициенты F vp и свободные ч л е н ы  
¿р  уравнений  находим по формулам (4 .1 .1 0 2 )  второй части к н и г и ,  г д е

¿ v  =  ffv1, +  g™№)  +  № ) - № ) ■  ( 4 .1 .7 2 )
Выполнив ук а з а н н ы е  вычисления, находим  компоненты к о р р е к т и 

рующего тензора оболочки вращ ения н улево й  гауссовой к р и в и з н ы .

§ 2. Сжатие цилиндрической и конической оболочек 
осевыми нагрузками при тепловом воздействии

Перейдем к  исследованию напряженно-деформированного с о с т о я н и я  
оболочки вращ ения [15]. Рассмотрим простейшую с т о ч к и  з р е н и я  г е о 
метрии оболочку вращ ения нулевой гауссо во й  кривизны — ц и л и н д р и 
ческую . Д л я  такой  оболочки

0 =  0, а  =  х ,  |3 --  ф. (4 .2 .1 )

П ределы изменения текущ их координат  следующие:

0 <  Л' <  1, 0 <  <р <  2 п ( 0 <  <  х°2, —  h /2  <  2  <  Л/2, (4.2.2)

здесь I — дли н а , h  — толщина оболочки.
П араметры Л я м е  (Л*) и радиусы  к р и ви зн ы  (/?*) срединной п о в е р х 

ности соответственно равны

Л 1 =  1 ,  А ,  = r 0 ;  R ,  -  о о ,  R.,  -  г п, ( 4 . 2 . 3 )

где г  у — р ад и ус  срединной поверхности.
Компоненты метрического тензора

Ян -= 1. S*22 =  ('■ц +  г )2, я з з  1. goo  = — I*. (4 .2 .4 )
символы Кристоффеля, отличные от п у л я ,  т ако вы :

Г з . г г “ — (г о 4 - 2 ) ,  Г2,2з =  ( г 0 ] - 2 ) ,  Г * 2  =  " ( г  о Г а з =  "  •
Г о 'Г  2

(4 .2 .5 )



П усть  ц и л и н дри ческая  оболочка с ж ата  торцовыми н агр узк ам и  
(р и с .  109). Н а г р у з к и ,  действую щ ие на о б о ло ч ку .^д ин ам и ч еские :

Т епловое  воздействие на оболочку  х ар ак те р и зу е тс я  нестационарным 
тем п ератур н ы м  полем

Н агр уж ен но е  состояние оболочки х ар ак т е р и зу е т с я  тензором н а 
п р яж ен и й  ( о ) ,  построение которого осущ ествляется  методом, изло

ж е н н ы м  в гл . 1, через тензор кинетиче-

г д е  ср — п у  (I — х)  — потенциал силы тяж ести .
Ф ункции  ки н ети чески х  напряжений , соответствующие координа

те  х,  берем в форме

причем  я  =  пх11 — б е зр а зм е р н а я  координата.
Определение функций / ' '«ь  Ф а ь  входящ их в вы р аж ен и е  (4 .2 .10), 

к а к  показано  в §  1 н астоящ ей  главы , сводится к  решению уравнения
(4 .1 .2 0 )  совместно с  граничны м и  условиями (4 .1 .21 ) .  Д л я  цилиндри
ческой  оболочки у к а з а н н о е  уравнение принимает вид

Р<у) =  p H) (Ф. г ,  0  0  1, 2 , 3). (4 .2 .6 )

Т°  -  Т° (*, ф, 2 , /). (4 .2 .7 )

Ч’)
д л я  координаты г  

д л я  координаты х°

с к и х  напряжении:

Ф ункции н а гр у зо к  согласно (4 .1 .10 ) 
имеют следующий вид:

д л я  координаты л;

<?№ ( р г ^ Ь ,  — />& +  2ф(Т),

О Д  =  ( Р ^ Ь ) ,  (4-2.9)
ОД) ^  (ри1и3)<г7 — р\$),

<2}у) ^  (р^1А я  — Рт>

(Т )  =  ( Г 0) +  ( Г к).  (4 .2 .8 )

Рис. 109

1 %  =  (1/2) (1 +  соз х ) Р ^  +  (1/2) (1 - с о з  х)  Ф а) (а -  1, 2, 3, 0),

(4 .2 .10 )

г д е

(4 .2.11)



Р ассм атр и ваем ая  оболочка ' з а м к н у т а я ,  поэтому по коорди нате  ф 
иском ая  функция / периодическая (период 2 л ) ,  и ее  м о ж н о  предста
вить  так :

/(v) (V $ ( z x ° )  cosmtp +  V{ym{zxQ) s in / m p ) ,  (4 .2 .13)
т

п о л а га я ,  что правую  часть P v ур ав н ен и я  (4 .2 .11 ) м о ж н о  разл о ж и ть  
в р я д  Ф у р ь е

Л у )  =  2  í^vVm) ( ^ ° )  cos т<Р ( гх°)  s in  /Пф), (4 .2 .14)
т

где
2я  2п

P ? cosm<j)d(p |‘ P Y sinmq>í¿<p

^ ’¿ » > = 4 ; ------------------ ;   • ( 4 .2.15)
V

* Y ( « ) —  ~2¿  ’  í ' Y ( » » ) ’ T T ~ 2 ñ
eos2 mydcp j sin 2 mrpdcf)

o n

П о д ставл яя  (4 .2 .13) и (4 .2 .14) в  уравн ен и е  (4 .2 .11 ) , п олучи м  уравнение

да v(/) dV(^
(r 0 + z y — ^ L + 3 ( r 0 + 2 ) ^ >  +  

dz д г
¿íi/(l)

'+ ( 1  - n f )  V % - ( r 0 +  z f  =  2 / » '«  „

решение которого запишем в виде

V i ! l l  =  S í í í ! L . , H Z , « ,  (4 .2 .16)

п о лага я  функцию Р $ т )   —  разлож имой  в р я д е  Ф у р ь е
('‘о "Ь z)

 1 Р (Ц )  ~  ^  P Ü U  И  Zn (г), ( 4 .2 .17)
(Г 0+ 2)2

Л / 2

,  (Го+2)«
и  « = ¿ ¿ 5 --------------------------------------------  . (4 .2 .18)

Л / 2

1 2 » ( г ) ¿2
- к / 2

П о д ставл яя  (4 .2 .16 ) и (4 .2 .17 ) в  р ассм атриваемое ур ав н ен и е ,  получим 
ур авн ен и я  д л я  искомых функций

X i. lL ) М  +  и ;  Х $ тп) (х0) =, _  2Ру ( тП) (X«), (4.2.19)

г„ (г) + — ?—  г ;, и  ь ( г п (г) -  о. <4.2.20)
I (г0-{-гИ /



Реш ен и е  ур авн ен и я  (4 .2 .20 ) с учетом нулевы х  граничны х условий 
(.Zn =  0 при z =  ±  Л/2) оп ределяет  собственные функции Zn (г) 

и с о б ствен н ы е  знечения о)п д л я  функции /. Т ак ,

(г) =  — I К  (/•„ + г ) ) -  (ш„ (г0+  г))1
^ п -т^  L К т ( м „ ( г 0+ / г /2 ) )  j

(4 .2 .21 )

(/г =— 0 , 1, 2 ,...), 
где  о)п — корни х арактери сти ческого  уравнения

j  rn ( «  (̂ О — h ¡ 2 ) )  Y m (ю  ( r0 - f  /г/2)) -  

-  J m  (И (Го -I- Л/2)). Km (со (Л» -  /г/2)). (4 .2 .22 )

Реш ением  ур авн ен и я  (4 .2 .19 ) я в л я ю т с я  функции

И   -----   f  />%,,„ ©  sin«,, (х» -  I )  d t  (4.2.23)
Mil Jü

Т а к и м  образом , на основании изложенного, имеем

/ v - S S  W ( L )  (*°) C0S m(N -  t*0) s in m 'p) z n (z). (4 .2 .24)
m n

З н а я  ф ун кц и и  /v (y  =  1, 2 ) ,  па  основании (4 .1 .22 ) ,  л е гко  получить 
ф ункции

Xо Xo
г > x°)dx°\  Фи  f2 (q\ г ,  x°)rfx° . (4 .2 .25)

о о

По ф о р м уле  (4 .1 .23 ) имеем
г ф ф г

l : 3 i =  ^ ' f z')2 Q o ) d 4 ^  (Ц г  =  j   ̂ ( M - z ) a 3¡2)dzd<P- (4 .2 .26)
-/ 'i/2 0 О -Л / 2

Ф у н к ц и и  £ Y (ср, г, а:0) д л я  ур ав н е н и и .(4 .1 .24 ) таковы :
Xп

В у  — 2 ( г0 + г ) 2 5 й  н-  —  f  ¿e». (4.2.27)
J Уф« г0-¡-г J Уф
о о

У р а в н е н и е  (4 .1 .2 4 )  д л я  функции F n  запишем так :

— !------- ^ ------=  (4 .2 .24 ')
д г2 г0-| -г  d z '

реш ение это го  уравн ен и я  представим в виде

П 1 = ^ ^ „ М г » ( г ) ,  (4.2.28)
П

п о л а г а я ,  что пр авую  часть B j  (z, х*>) можно разлож ить  в р я д  Ф урье

s ^ " ) = ^ b 11» > ( * V „ ( 4
/2



где

В ц п) (л‘°) — 5 В г (г, x ° ) Z n ( z ) d z  \ Z l { z ) d z .  ( 4 .2 .2 9 )  
-Л/2 I  -л/2

П одставляя  в (4 .2 .2 4 ' )  выражения д л я  F n  и В ъ  получим: д л я  ф ун кц и и  
Хп  U 0) уравнение

X ,  (*°) -Ь Х п (*°) - -  В Нп) ( х %

д л я  функций Z n (z)  уравнение

Z'n ( г ) -------!—  Z'n (z) +  x?, z„ (2) = 0.
'в-Ь?

Решением этих  уравнений, с учетом н у л е в ы х  граничных усл о в и й  я в 
ляю тся  функции

Х п ( х ° ) =  f f l i  („) ( l ) s i n x „  {-v> — ( 4. 2. 30)
*71 Jо
2 п ( г ) = ( г 0 +  z ) X

, ( 4 .2 .3 1 )X Л  ( -  « а  (Г0 +  2 ) ) ---------------------------------- -2- ^ -  Yx ( -  (Го H- Z ))
1V п К 0 Г  "  К1 (_ х - { г о +  Л/2 )) 1V "

соответствующие им собственные зн ач ен и я  у.п с у т ь  корни х а р а к т е р и 
стического уравн ени я

Л  (—*  (''о — h ! 2 ) )Y1 (— х  ( r 0 +  /i/2)) =-■
-  Л  ( - к  (гв +  М 2 ) ) У ,  ( - - к  (г0 -  /1/2 )) . ( 4 .2 .3 2 )

Объединяя полученное, имеем

Л 1 =  - У —  f B i  (») (£) S in х „  (л:° — (z).  ( 4 .2 .3 3 )
» * »  ^

Аналогично изложенному находим
Xo

Ф п ^  — У  —  f s 2 (n) (Е) s in  х„  (х°—I) d i z n ( г ) ,  (4 .2 .3 4 )
« о

где
/1/2 / А/2

В г ( я > =  J  B.2 {zxQ) Z n '{z) d z  \ Z 2n ( z ) d z .
—Л/2 / —Л/2

Самоуравновеш енные части функций н а г р у з о к
2ít h f2

j QíyV̂ rf'P 2 2 cos mrpcosrtZ' <4-2-35)



Сам оуравн овеш енн ы е части  остальных функций н а гр у зо к  равны нулю: 
Q u ,  — 0 , Q'fyj — О, С?!1) 0 , поэтому соответствующие им функции
к и н ети ч ески х  н ап р я ж ен и й  т а к ж е  равны нулю.

И т а к ,  согласно  (4 .1 .6 6 ) ,  функции кинетических напряж ений основ
н ого  тензора имеют ви д

П а * —(1/2) (1 ~\-cos~x)Fa l  + ( 1 / 2 ) ( 1 - С0 5 х ) Ф а ,  ( а  =  1 ,2 ,  3 , 0 ) .  (4 .2 .36)

В  р е з у л ь т а т е  подстановки  (4 .2 .3 6 )  в (4 .1 .8 ) ,  а полученного р езультата  
в  (4 .1 .7 ) .  уч иты вая  (4 .2 .4 )  и (4 .2 .5 ) ,  получим компоненты тензора (7^п ); 
компоненты  тензора (7^2)) определяем по ф ормулам  (4 .1 .96 ) второй 
ч асти  к н и ги .С у м м и р у я  компоненты этих тензоров, находим компонен
т ы  основного тензора

rfo1, =  — 2ф +  ~  (1 +  COSXI Qtf, ( 1 — C0S Q<2)-

- Т 2 Я  ____J  ( 0 ,  =
1

(/•о-f-2)2 

л
21 {г 0+ z f  
1

[  — 2ф - ' г ~ 5 \ п х ^ - ( Ф п  —  / ^ j j ,

- s 1n X (Ф ц  ■— F n ) - f  (гО Н- 2) (Ф.л  — F n ) j  +

(1 -(-cos z)  Qff, + —-  (1 — cos г )  Q ( 2 ) ,

т\0)=--2ф T “ - ( l +  COS ÄDJQ?|°) J -(1 4 -c o s x J Q U , —

—  (1 — c o sx )  Qti)
я sin X

21 (r0H-z)» dtp (Ф ц — ^  и )  + (Г 0+ 2)Х

x  [ (Ф И - ^ 81)-Ь {Го + Z )  ^ 4 ^ 2 1  “  ^ l )

T (|>) =  - J - U  -l-cosx) Qi?>+ Y  (1 — cos*0) Q \h  —

n  sin X
4 / ( г 0 +  г ) ’

(Фах — F  3i)<

7 ' a a  ____I (0) —
I

2 (r0 И- г)2 
d

—  c o s x ( O al — F at) +  Y sinA: dcp ( F t  1 - Ф и ) +

+ т р ( Л 1 - Ф и ) ~ 2 - ^ ^
Г0 +  г

1 I ,  . Ö2 F3l
 (1 + c o s *   f -

2 v ; d*oa
1 / 1  “  i Ö2 Ф31 Л (1 — cos x I  p - 1 ,
2  • a*«- J

Щ  =  —  (1 -i- COS X) Ql[} - f  —  ( 1 — cos X ) Ql 2°) +
A Ä



2 (г0 +  г)а

+ _1_( 1  + с о 5 > : ) ~ - ^ - ^ -  +  (г0 +  г ) - 1 ^ ^

I Г1 ^ I ^Фд1 I 1 у*»н 1 — С05 X -------   —  Ч------------ Фо,
Т 2 1 > дх» \ д г  г0-|-2 31

’8(1 1 
( 0 )

2 ( Л г М а

1 / < |  \ дг Гч!  . I ( 1  \ д2 Ф 311 -Ьсоэл :)  - 4 -  — (1 —  собя
2 с?ф£3дг° 2 ' <Эфд*° +

+ 7 ! ' ” * 7 7 ( ® » - р « ) '  (4 '2 '37>4 / ох°

Т\о) =  —  (1 +  с ° 5 * )  (3 (?) Ч—^*(1 — с о э х )  С?(2)-Ь*

, Я 5Ш X д  /л> г. \
—  (Ф 31 — ^81)-4/(г0 +  г)* <?<р

Построение корректирую щ его  тензора ( Т к) д л я  цилиндрической 
оболочки при сж атии  ее в  у сл о в и ях  теплового во зд ей стви я  основано 
на общих соображ ениях , и злож енны х в гл .  1 второй части  книги , и вы- 
полнено д л я  произвольной оболочки вращ ения в  §  1 настоящ ей  гл авы . 
П оэтому воспользуемся в  данном случае  р е зу л ь т а т а м и  указанн ого  
п араграф а. Компоненты корректирую щ его  тензора  в  форме Морера 
имеют вид

П 5 =  2  ( А ^ П Ь + В ^ п П Ь + С ^ Ю ,  +  О т п р , Ш -  (4 .2 .38 )
тппр1

Ф ункции  /ар вычисляем по ф ормулам  (1 .4 .14 )  второй части книги, 
уч и ты в ая  вы р аж ен и я  (4 .2 .4 ) ,  (4 .2 .5 )  и (4 .1 .68 ).

П арам етры  Д т а Р [, О тп1)1 компонент ко рректирую щ его  тензора 
при м ал ы х  деформациях н ах о д ятся  в р е зу л ь т а т е  реш ения  уравнении 
(1 .3 .70 )  для^упругопластической  оболочники д л я  в я з к о у п р у г о й  обо
лочки .

Д л я  упругопластической  оболочки коэффициенты и свобод
ные члены уравнений определяю тся по ф ормулам

Л *  =  « Л У  -  « 2^ 1’ ;

I »  =  2 0 ( Ц 1> -  +  а ¿ ¡ , « > ;  (4 .2 .39 )

интегралы  входящ ие в (4 .2 .39 ) ,  —  по ф орм улам

^  =  2М х 1 __ л<̂ ,  ^  р ^ } ^  УтоИх^  Г й у  > (4 .2 .40 )
лЗ ^ яЗ ^

V V

их  подынтегральные в ы р аж е н и я  имеют вид (4 .1 .70 ) .



(4 .2 .41 )

ц Я) =  21г0_Щ  Г Щ 3> ¿ У '  ц 4) =  21г0Их°ш Г Ш 4» ^ р  .
J  ЛЗ ^
V  Э

их п оды н тегральны е в ы р аж ен и я  имеют вид (4 .1 .71),
Ф ун кц и и  состояния <хг и а 2 определяю тся по формулам второй части 

книги , д и а гр а м м а  а { 4- ^  м атер и ала  оболочки предполагается  извест
ной.

Коэффициенты р и свободные члены уравнений д л я  вязко -  
у п р у го й  оболочки таковы :

~  I- « 2^ > - ( 1 / ^ ) ( ^ > / 3  -  /ЭД);
(4 .2 .42 )

¿ в =  4 1> ь  4»> +  а1ц*>  -I- -  ( 1/и°) ( ¿ ¿ 6)/з -

И н тегралы  /;|1р> и /•ЭД* имеют вид (4 .2 .40 ) :
X»

п , ,  =  . 2 ^ 8  |  |  Г)| (Х0 _ Г )  {Ау т  Л |5 (*0) - м „  м  ¿ у ,  ЙУ ,

V 0

(4 .2 .43)
X“

[  [  г *  (х°— у° )  (00) (¡¡7,

V ь

где Ау  о п р ед еля ется  по формуле (4 ,1 .72 ) .
И н тегралы  вы числяю тся по формулам (4 .2 .41), а т а к ж е  по 

формулам
л»

4 “  =  1 1  Г„ (х» - у ° )  (Л„ (л-0) Г ,  (7-0 у») -|-

V 0

+  Лр (у0) 7\ (Г 0 х 0)) (4 .2 .44)

дг°
=  1-„ (Х0_  у * щ «  ( ,/)  й р й ч .

Ф у н к ц и я  ползучести  Г и (я0 — у 0) м атери ала  тела предполагается 
известной, в противном сл уч ае  ее можно зад ать  экспериментальными 
кривыми и восп ользоваться  при вычислении интегралов (4 .2 .44 ) спо
собом А. А . Илью ш ина.



I 1 /  20  . ,
а ,  =  ------  «  = -------  —  1

1  2 0  2 3 0  \ З К -

Решение ук а за н н ы х  систем уравнений строится  с  помощью процеду
ры последовательных приближений, изложенной в § 5 гл . 1 второй 
части книги.

В первом приближении полагаем  т  - = «  =  р  =  / =  1. Компо
ненты корректирую щ его тензора

Т1;■/> =  (1/Д) (Д,/??, +  Д*/“«, +  Д ^ ,  4- Д 0̂ , ) .  (4 .2 .46 )

Определители Л, Ла  вы числяю тся по известны м  значениям  коэффи
циентов и свободных членов ¿р  ур ав н е н и й . С ум м а  тензоров
(4 .2 .37 )  и (4 .2 .46 ) я в л я е т с я  
тензором кинетических на
пряж ений  (Т )  цилиндриче
ской оболочки при сж ати и  в 
первом приближении.

Второе и последующие 
приближения с тр о ят  ан ало 
гично изложенному.

К оническая оболочка, гео
м етрия срединной поверхно
сти которой п о казан а  на 
рис. 110 , — т а к ж е  оболочка Рис 110
вращ ения нулевой гауссовой 
кривизны . П риняты  следующие координаты : а  — х,  (5 — ф; пре
делы  их изменения 2л .

Геометрия оболочки х ар ак т е р и зу е т с я :  п ар ам етр а м и  Л я м е  Аг =  1,
А

(4 .2 .4 7 )

х  s in  G; радиусам и  кривизны
=  <х>, —  Л а /cos 0 .

Компоненты метрического  тензора

¿11 =* 1, ё г г  =  {Аг  +  г  cos О)2, g 33 =  1, £ 00 =  —  1; 

символы Кристоффеля, отличные от н у л я ,  т а к о в ы :

1\.22 ~  — (А 2 +  2C0S б) s in  0. r 2i21 =•- (А 2 4 -  г  cos в )  s in  G, 

Гд.22 — — (А г +  г  cos 0) cos 0, Г 2-23 -= (А 2 4 -  2 cos 0 )co s  0, 

r j a -■= — (A ¡  +  2, cos 0) s in  0, Г а| - —  (А 2 +  2 cos 0) cos 0, 

V22l — s in  0/(Л2 4 -  2 cos 0) , T\3 -  cos 6 /(Л 2 4- 2 cos 0). 

П усть  оболочка с ж а т а  торцовыми н а гр у з к а м и  (ри с . 111)

P(V) =  PÍÍ) (ф. z- О 

в поле силы тяж ести  с потенциалом

Ф =  p g  (/ —  x)/cos О

(4 .2 .48 )



при наличии теплового воздействия, характеризуемого распределе
нием температуры

При динамическом нагружении оболочки основной искомой вели
чиной является тензор кинетических напряжений

Построение основного и корректирующего тензоров осуществляется 
методом, изложенным в гл. 1. Компоненты тензора напряжений (ст) 
вектора скорости V и плотность р определяются по формулам (1.3.49) 
через компоненты тензора (Т)  оболочки.

Поверхностным силам (4.2.48) соответствуют следующие функции 
нагрузок: для координаты л;

Функции кинетических напряжений 1 1 ^  для координаты х берем 
в форме (4.1.11):

Ла? — (1/2) (1 +  СОБ*)/^! +  (1/2) (1 — сов х) Ф а]. (4.2.54)

Функции ^ а !  и Ф а 1 подчинены уравнениям (4.1.12) и граничным 
условиям (4.1.13). Определение этих функций, как  показано в § 1 
настоящей главы, сводится к интегрированию уравнения (4.1.20):

Т 0 =  Т° (*, ф, г, *). (4.2.50)

(Т)  =  (Г0) +  ( Г к). (4.2.51)

С й  =  ( Р 1̂ ^ ( у )  — р й  +2ф(у), <2$ =  (ро1 и*)у — р \ $ , 
<31$) = ( Р 1̂ ^ 3) ( у )  —  Р1у), 0-}у) =  ( Р ^ °  V1) ( у ) ;

для координаты г

Самоуравновешенные части функций нагрузок, отличные от нуля, 
таковы:

2л  Л/ 2

5 й = ----------------- -------------------------- ^ У i COsm(í>co s pz ,  (4.2.53)
^ *11 Лт  р

з??> = о, з ;й = о.

ч-соэ2 — (Л<̂ > -Ьгсоэв)2 Р (у ) , (4.2.55)
дх°



P l y )=(A[V +  z cos 0) ( 4 v ) +2Co s e ) f - ^ -  +  - ^ lv L
v 2 \  дг dxo

+  2co sQQiv0)

совместно с граничными условиями (4.1.21), которые принимают вид: 
по координате ф функция /(г) периодическая (период 2 л); /(У) — О 
при г  =  2 (У); /(у) =  0, д [ {у)1дх° =  0чпри х° =

Решение уравнения (4.2.55) представим в виде ряда

/ (7 )= ^ - (^ 1(т) (2, ^ с о Б т с р + К ^ ш ) (г, х°) э т  тф), (4.2.56)
т

полагая, что правую часть Р (у) можно разложить в ряд Фурье:

р (у) =  1а(Ру\т)(г> *°) сойшф +Р'у(т)  (г, х0) з т т ф ) .  (4.2.57)
т

Подставляя (4.2.56) и (4.2.57) в уравнение (4.2.55), получим для 
функций У^т) (г, х°) уравнения

¿ Ч ' и  , Зсозе э у < 1 \ т)
+

причем

И cos39 . т3 Vly¡ \m) = ------------  P ^ U  , (4.2.58)
U a V) +  z c o s G ) 2 ( ^ 2VJ +  г cos 0)2

2л 2я
[ P (V) cos mtfdcp j* P ( t ) S\nmyd<p

n<l>  _ 0 _________________  n ( J )  о‘ V (m) — » * v  (m)2Л ' ' ' 2Я
) cos2 шф^ф j* s in 2 m<pd<p
о о

Решение уравнения (4.2.58) запишем в виде

V Í / U ^ M ' U M Z p  (х), (4.2.59)
Р

полагая, что Р у [ т )  можно разложить в ряд Фурье:

Р ’ *"> =  2  (*°) Zr  (г). (4.2.60)

В результате подстановок (4.2.59) и (4.2.60) в уравнение получим для 
функций Х $ тр) (%°) уравнение

у (/ ) I ,,2  у  (/) __ 9  р ( 1 )
л у{т р)  "1“  ̂ т р л у{тр)  ~  v (m p ) t

решение которого имеет вид

K U )  И  = .-------—  [  K ' U )  ©  sin <лтр ( * « - £ )  d i ,  (4.2.61)
® mn J0



h/2 I Л / 2

P l ! \ m ) Z „ ( z ) d z  /

>/2  I -hr.

Собственные функции Zp (z) должны удовлетворять уравнению

COS2 0  —  /712

Р у \ т Р) ( * ° )  =  |  ̂ 2 Р ( г )  dz  / |  Zf, ( г )  dz

7 „ , 3  cos 0 7 , |¿п-р Л л 'Г
л ! ’1’*-] z  cos О _(^<v - 2  COS е)2

-Ь со'тр Zp =  О (4.2.62)

и граничным условиям: Zp 0 при z ~  zv. 
Такими функциями являются:

Z p (г) =  Z<»> К  z ) ~  — U (сйрЛ/2) 1 <г> (и» г) (р = 0 ,  1,2, 
4 р '  Z<»(o)pA/2) Р V

где

i r 4 ^ i r ^ T,+zcose))'Z ( , )K  г ) / ,(Y) ■ -----(Л!,У) -\- г  cos

2<2) ^  2> =   ¡¡Г ^  ^  + г cos0> iM i  - Г  2  COS 0 )  \  COS 0  /

причем v — т ! cos 0; собственные значения сотр являются корнями 
характеристического уравнения

Z<‘ > (— w„A/2)Zi2) (ШрА/2) = z ( ‘ ) (Wj,A/2)Zt2) ( - а ,  А/2),

число которых образует счетное множество.
Таким образом, имеем

/ v = } ! Z  WV">p) (*°) cosm<p-f XftVip* (л:0) sin mcp) Zp (z ) . (4.2.63)
m  p

Согласно (4.1.22), получим
*« x°

=  (<P> 2 , x°)dx°, Ф2 1 =  J*/(2 , (Ф, 2 , x°)dx°.  (4.2.64)

Пользуясь формулами (4.1.3), находим
2 ф р Xе

f * -  Г | ( ^ ^ M - 2 COS0 ) (Л^ '+гсоБО )??!1, —s i n 0 J  
—Л/2 О L О

djf0 ̂ <££¿2,

(4.2.65)

дг

г  <р

Ф31= J  J ^ ’+zcosO)
— Л / 2  О

х°

O4S>a)+ zcos0 ) QU}-  

dx° d y d z .



Функции Fn  и Фи  удовлетворяют уравнению
d1 f cos0 d_L d31 __ q

|где
дг1  ¿ a - M c o s 0  d r  d * ° a 

B y  =  2 (A <v> 2 cos 0)2 Q}v) —

2  cos 0

/l£V) 4*2 cos 0

X»

r<P

(Л^> +  zcosQ)2 Qfy) dtp— (Л ^> + 2Cos) x

XsinB J  —y ^ - d x °  +  j*
P f ( V )

dydz
dx°- cos 0 dfiv)

/4^v) -f- г  cos 0 J  ^9

A

i

Решение уравнения (4.2.66) представим в виде 

f  = 2 * v | p ) (* ° )Z p (z ) ,

dx°.

(4.2.67)

полагая, что правую часть В  можно разложить в ряд Фурье по соб
ственным функциям 2 р (г):

в  =  2 в , ( р ) М ^ й ,

где
р

Л/З

(4.2.68)

А/2
¿ W * ° ) =  í  BZP (z) dz  / f Z l ( z ) d z .—Л/2 I —k/2

Подставляя (4.2.67) и (4.2.68) в (4.2.66), получим для функций 
Х у ( р )  (*°) уравнение

Ху(р) +  x*^v(p) =  — ^у<р)» 
решением которого являются функции

X е

Ху 1р) ( х ° ) =  í— f  Ву  (р) (5) sin х р (хо—g)d£. (4.2.69)

Собственные функции Zp (z) удовлетворяют уравнениям

Z"--------- — — Z ’ +  k I Z =  О
А2 г  co s 0

и нулевым граничным условиям: Zp =  0 при z  =  zv. Отсюда следует 
вид собственных функций:

где

Zp (г) =Z<» (х„ z) -  l L ‘ l {* r h,2). . z m  (хр , г),  
р р ' Z l3> (Хр Л/2) 4 р '

¿ i 11 = (Л 2 - fz co s  0) ,Ы  £ - х р  (Л3 +  z cos 0)1,
V c o s 0  /

Z(2> = (Л 2-Ь 2 COS0 ) ^ [ ¿ - ^ - ( Л а Ч -  2  cos 0)V 
\ co s  0  /

(4.2.70)



Собственные значения хр являются корнями характеристического 
уравнения

( г ^  И * -  т с с в 9 ) ) ^  ( '  К +  т С059) ) -  

=  М ‘ [ ± 1г ( А ‘ + Т  “ » в)) (* - ¿ о  (‘4‘! -  Т с<в
На основании изложенного имеем

х"

F u — —  У .  I В \  (р, ( i ) s ín x p  ( x o — Z ) d l Z p  (г),
Jо
л°

(4.2.71)

Ф и  =  — У  —  f  5 э  íp) ® s in  S) (2 ) .
~  Х р  J

Функции кинетических напряжений для координат z и х° равны 
нулю, так  к ак  равны нулю самоуравновешенные части Qf®} и Çff, функ
ций нагрузок.

Полные функции кинетических напряжений основного тензора 
Па°\ на основании (4. 1 . 66) ,  таковы:

П£ =  (1/2) (I +  cos'!) f a  1 - f  (1/2) (1 — cosI)® a l . (4.2.72)
Компоненты основного тензора (7*0) имеют следующий вид:

Г } } ,  =  — 2ф + ( 1 / 2 )  (1 +  C O S Í) Q ( i ') +  (1 /2 ) (1 - c o s í )  Q f t ;

Г? I  =  — 2 ç  +------- -------------------- — (Ф21-/ ■ „ ) ;
{ > Y  21 (A2 - f  г  cos 6 ) а д г  К 21 V

(4.2.73)
Tfo)  = 2 ф  +( 1 / 2 )  (I +  cos 2 ) Qfft  +( 1 / 2 )  (l  - c o s  z ] Q U ) +

Л s i n  X

2 1 ( i4a +  г  cos 0 ) 2 [ ~¿¡¡¡T ̂ Фп ~ Fl^_l" <л 2 + г cos e)cos 0 (ф̂  — ̂ 21) j ; 
77o°)=+2<p +  ̂ - ( l  +  cos 7«) Q f t— - L ( l  +  c o s x ) - — - — —  X

2  2  ( i4 3 + z  c o s 0 ) a

X  f“ ®2— h ( ^ 2  + 2  cos 0) sin 0  L  ( 1 —  cos x ) -------- ---------- X
\ бфдл: '  dz )  2  (Аг + 2  co s  0 ) 2

x  ( J l ® - +  (Л2 + 2 cos 0) sin 0 - ^ 1    x
V [ikpdz дг )  ' 2 / (Л 2 +  г  co s  0 ) а

X  ( F n  —  Ф н) +  ( А  + 2 C O S 0 )  cos0 ( F 21—  Ф г1)  +
+  (Л + г С О 5  0)2- ^ ( Ф 2 1- ^ )

дг

Т \ о, = (1/2 ) (1 +  cosxj QU)  +(1/2) (l — co s*) Q $  +

■ л  sin  X



л  sin x d . p
~ ( * SI— ̂ 8l)»

4 / (Л 2‘ -Ь г  cos 0)*

r ?{ ,  =  - L  (1 +  cos x )  ^ +
2 ; 2 ( ^ 2 +  r c o s 0 ) 3 l  йр  dz /

+  —  fl — cosx) sinQ / дФ21 дФп  \ я  sin x
2 2  ( Л а -1- г  cos 0)3 \ dq> dz  j  41 (Л 2 +  г  co s  0 ) a

X + - f  ( ^ - ф п )  -  2 ,С” е.  „■ ( f u - Ф ц )  +. скр дг (Да +  zcos0)

_| ! H l 9 - - - - ip Ф 31)  ]  H л3005 * - - ( Ф 81— F31);
^  Ла +  z c o s O  V 31 31' J  4 / » ( Л я + г с о 8  0)* V 81 aV'

T \ s > =  ( ‘ + c ° s ^ )  Q f f ,+  ’- j -  ( 1 +  c o s i )  Q f t + Л .  ( I - c o s t )  Q U i ’  ;

Щ = ± (  1 +  cosTo) QW +  - L  (1 +  cos X

I T  +  Л,+ гсоз9 (Sin 9 f  11 + ;“ S 6 f  s l)]  + T  ( 1 - “ s i ) X

X
2  Ms-b 2  cos 0 )* dxo

9Фл . 1
дг i4s +  2 Cos0  

я  sin x д

(sin 0Фц И- cos 0Фл) j -f-

41 (Ла+г cos 6)a dx0 

m  - L ( 1+  C0S ; ) Q f f ) + J - ( i  + c o s 5 )  X

x  ( ^ Г  + ( Л  + г c o s6 ) s in  ^  +  - r (1  - c o s ^  2M , + , W  x  

x  + ( Л а + 2 С 0 8  e) : s in i9 ^ ) +

Компоненты корректирующего тензора в форме Морера таковы:

П ?)=  2
t n n p l

( 4 . 2 . 7 4 )

Функции f f y )  (m n p l ) определяем по формулам (1.4.14) второй части 
книги.

Параметры A mnpi, .. ..  D mnPi компонент корректирующего тензора 
для упругопластической оболочки при малых деформациях находим 
в результате решения системы уравнений (1.3.70).

13в* 3 9 Г



=  «1^1* “ «»РЛ*. (4.2.75)
Ц  =  2 б ( Ц 1> — Ц я>) -  а хЦ»* +

Интегралы и вычисляем по формулам 
21г0Нх1

F $  =  2 lr .t * x * j  Л #  _  - £ - S i n 0 ^ K ,

2 /, а У р  (4-2-76)^, (3)  _  ¿1гйhx0 f  / | t s> / v  \ —
vp “  ~ s  J ^ ’ f 1 — T - s i n ö ) ^ ,

а  их подынтегральные выражения — по формулам

А $  = 2  [/{у, /И, +  (Л2 + г с о 3 Ö)VK, Щ) + W ,  tfß3, + f fv°) /И, +
+  2 ((Ла +  2  cos 0)2 /В, /у, +/f • /tf, +  (Ла +  г  cos 0)2 да , да, -

- / К »  д а ,  -  И .  + z  c o s  е ) а д а ,  я  а  -  д а ,  д а , ) ] .  ( 4 -2 .7 6 ' )

Л »  =  Ш  +  (Л2 +  г cos 6)2 /?v3, +  ЛИ -/(V)) X 
х  №  +  И 2  +  2 COS б ) 1  /fßa) - b  /fß) — / ( $ ) .

Интегралы L ß 1 в данном случае вычисляем по формулам

U ” = o ,  ц а| =  -21г^ х°‘  р ( , а> ( i  - - ^ s i n e j d F ,

V'
^ 3 )=  L  ^  _  jL s in o jd l/ ,

7
ц 4> =  j  ß ^ . ^  _  ^ s jn0  (4.2.77)

их подынтегральные выражения

В ? '  =  а  Г° (да, +  (Л а +  г cos О)2/?!, +  /у, -  /»,),

В Г  =  2 [Г “ ,да , +  Г »  (Л, 4- г cos 0)VM, +  Г ” Щ  +

+  К М  +  2 Т О &  +  Т »  (Л2 +  2  cos 0)2 да, +  (4.2.77')

+  Г »  (Л . +  г  cos 0)2/fö -  TJWii, -  T'fo0, (Л 2 +  2  cos 0)» да, -

-  ^ o V ? « ] .
ß<4> =  (ТЦ> +  (Л 2 +  г cos 0)2Г ^  +  Г »  -  O x

х а » ,  +  (л  2 +  2  cos B )v a  +  да, -  да»)-

Функции состояния а х и а 2 определяем по формулам (1.3.72), 
полагая известной диаграмму a t ei  материала оболочки.

Параметры A mnplt D mnpl  компонент корректирующего тензора 
для^вязкоупругой оболочки при малых деформациях находим в резуль-

392



тате решения системы уравнений (1.3.70). Коэффициенты Fy$  и сво
бодные члены уравнений имеют вид

Fy»  =  « i f t f  +  « . n i *  ~  ( l/ w № lV 3  -  П У ), (4.2.78)

¿p =  Lp1' +  ¿pe> +  +  « . L i 1* -  0 4 )  ( 4 e,/3  -  Ц " ) .

Интегралы F $>  вычисляем по формулам (4.2.76), а  также^по
формулам.

f í i ’ =  -  j  J  Г* ( * »  -  y ° )  ( A y  ( f )  A t  ( x ° )  +

V  o

+  Ay (x°) Лр (í/0)) d y °  (1 — (x/r0) sin 6) d  V, (4.2.79)
Xе

J  j  г * (*, - » ° )  fe") d»° ( '  -  i r sin e ) dí>-
V 0

где
Л v =  /?* +  (Ла +  z eos 0 )7 ”  +  П* ~  /v°. (4.2.79')

Интегралы ¿p15, .. ., Ip0) вычисляем no формулам (4.2.77), а также 
по формулам

x*
Ц,•> =  j  Г r b (J to -y o )  (i4 f (jto) T l  (Г » У )  +

7 0

+  At  <¿/°) 7\ (Г0 JC*)) dí/° (1 -(*//■„) sin 0) dV* (4.2.80)

4 ‘ »=  -2/г̂ 2 j , j r s ( ^ - í / " ) B ^ , (¡/o)d»<’ ( l - - ^ s ¡ n 0 ) í ¡ V í>

функцию ползучести Г„ (я0 — у 0) материала оболочки предполагаем 
известной.

Функции состояния с*! и а 2 имеют вид (1.3.74). Решение указанных 
систем уравнений строим с помощью процедуры последовательных 
приближений. В первом приближении полагаем т  — n  =  p  =  l = \ t 
тогда компоненты корректирующего тензора равны:

i П о  =  ( ш  +  -i- д л в,)/д- (4.2.81)

Определители А, Лв (а =  1, 2, 3, 0) вычисляются по известным 
значениям коэффициентов Fvp и свободных членов ¿р  уравнений.

Второе и последующие приближения строят аналогично изложен
ному.

Сумма тензоров (Т 0) и ( Т к) является тензором кинетических на
пряжений (Т)  конической оболочки.



§  3. Цилиндрическая и коническая оболочки 
под действием внутреннего и внешнего давлений

Рассмотрим напряженное состояние цилиндрической оболочки, 
находящейся под действием динамически приложенных внутреннего 
и внешнего давлений (рис. 112):

/>({> =  P?v> (*> <Р- *) (¿ =  1. 2> 3 ,  у  =  1, 2). (4.3.1)

При динамическом нагружении тензор напряжений (а), характе- 
ризующий напряженное состояние оболочки, определяется через 
тензор кинетических напряжений (Т). Построение тензора (Т ) выпол
няется на основе результатов, полученных в § 1 настоящей главы, 
с учетом особенностей геометрии цилиндрической оболочки.

Внешнему и внутреннему давлениям (4.3.1), действующим на обо
лочку, соответствуют следующие функции нагрузок: для координаты 
г (г =  гу)

QF*> == (ро" tr* )(v )  P tvV  QÍV) — (pw3 ^ Í V )  —  p \ h  .
Qfvi Q<v> = (py3^o)(v);

для  координаты x°

Q ? f , = ( p u 0 Ei»)( i),  Q ? i ,  =  ( p t ) ® o i ) , i , , 

Q n ) =(pv°v>)( i ) ,QU ) =  (pVo v i ) ú .

(4.3.2)

Самоуравновешенные части функций нагрузок таковы:

Q& = —
W  2 л/

Q(v) d(pdx 1 2  cos m  q>cos p  x\
о о

(4.3.3)

Q?f, =  o .

Функции кинетических напряжений По# 
берем в виде

n¿V =(1/2) ( l  -h 'cos z) Fa 3 +

+  (1/2) (1 - c o s z )  Фа з. (4.3.4)

Функции Fa3 и Фа3> входящие в послед
нее выражение, для произвольной оболочки 

вращения, построены в § 1 настоящей главы. Воспользуемся ре
зультатами этого параграфа.

Уравнение (4.1.49) для цилиндрической оболочки принимает вид

T&f y
д х 2



f a*f2a f  a*a>2 
Í(1)= T T T '  /2дудх« дудх*

Учитывая периодичность функций для замкнутой цилиндри
ческой оболочки, решение уравнения (6.3.18) запишем так:

/v  =  COS /Пф +  s in  т ф)- (4 .3 .6 )
m

считая, что правую часть Лу уравнения (6.5.18) можно разложить 
в ряд

Лу =  X  HvVm) C0SW(p + ^ v V m ) s i t i /п ф ), (4 -3 .7 )
т

где
2Я 2л
f  A v  e o s  тф ^ ф  f  s in

^vVrn) =   ------------------; ¿Wn) -    ( т - 0 ,  1 ,2 ,  . . . ) .
f  eo s8  глф^ф j  s in a mqHftp
о о

Подставляя (4.3.6), (4.3.7) в уравнение (4.3.5), получим уравнение для  
функций V$m) (X, х° ( j  =  1,2)

Я" / ^ т) — -----------^ ------ v " \ m) = ------ ?-------А “ \т). (4.3.8)
дх1  а / 3 ( Г о + 2у) а ( Г о + 2^ ^

Решение уравнения (4.3.8) представим в виде

^ ' и  =  2 4 ' и , М г р (*), (4.3.9)
Р

предполагая, что Ау(т) можно разложить в ряд Фурье по собственным 
функциям Zp (х):

4 %  (•*•. *°) =  2  А<Х»  (*») Zp (х), (4 .3 .10)

где

АН) . 1у0\ — Í .....fv (mp)< U ) ( * ° )  =  |! Л»> Zp {x ) dx  I  \ z l ( x ) d x ,
0

Подставляя (4.3.9) и (4.3.10) в уравнение (4.3.8), получим для функ
ций Ху(ПР) (дс°) уравнение

vU) i -.a v (/) ^  /1 (/)
(т р )  ~Г * р  л 7 ( т р )  —  т .  , , 2 ("»Р)>(roi-zv)



Л!) / -  2Ху (тр) (*°) — —
Хр (ro +  2v)s

Собственные функции Хр (х) и их собственные значения хр нахо
дятся в результате интегрирования уравнения

г р { х ) + { * 1 -  А  \ г р { х )= о
\ {Г*+*у)Я

с учетом следующих условий: 1 Р (х) =  0 при х =  0, х  ■= /. Отсюда 
находим:

1 Р (х) =  5т(рях//)(р  =  1, 2, ...);

хР - У р ^ + ^ 7 ( г о + ^ .
Объединяя полученное в единое выражение, имеем

N WVmp) (*°) eos т у  +^Vmp) (*°) sin тц>) s in -^ — , (4.3.12)
т р

причем

Х у \ т р ) С*0). — ра [яа
Го + 2 .

+  т 5
- 1/2

fO+zy
Xa

X  J  'W> (4) S in  хр (х° — £) d t
о

Интегрируя с учетом граничных условий (4.1.45), получим

X

(4.3,13)

ф  X o ф  X *

=  J f0 )  с£фс£х° ; Ф38 f $ /(2 ) cf<pdx°. (4.3.14) 
0 0 0 0

Функции Л з  и Ф13 определяем по формулам (4.1.54)
* ф

dxí/ф,

(4.3.15)
М * - т Ш

0  0 *- о
Х ф г  х °

 2~)^ 2 ^ го+-^-|5?2)— ]* ~д^ ^х°
о о Ь о

На основании формулы (4.1.56)^функции Т733 и Ф 38 имеют вид:
Л  X

■-ÍÍ
I X

Fзз =  \ \ В х d x d x  — j  j  B j dxdx;
o o

Фаз” Г Г B 2 d x d x  у  j* J  B 2 dxdx,
0 0 D O



ХС a V v 2B v =  2 (Го +  2?)3 Qfy) +  — dxo-----------i -- X
J  d x d y  r 0 +  zv
о y

X j  ^2 ( r 0| +  2v)2Q(v) — ( r o  +2y) |  j  d t p  •

Д ля координаты x° функции кинетических напряжений “равны 
нулю, так  как  $ff) =  0.

Полные функции кинетических напряжений основного тензора

П4°> =  (J/2) (J -f  cos z ) F a3 -f- (1/2) (I - c o s  ¿ ) Ф а3. (4.3.17)

Компоненты основного тензора (Т 0) оболочки таковы:

Г(0) =  ■ П$1пг Ё- (ф —/г )
10) 2А{г0 +  г)а Зф V 33 ЗЭЛ

г <°> =  9; sii v  т -2 Л ( г 0 +  г ) а дх

Щ  =  Y  ( 1 + +  т  ( :1 - с°5 *) <№> •

m  =  |  (1 +  -  .“о) Q №  -  j -  (1 +  :cos5)  X

x ( ^ + ( r° + z ) 4 H r ( 1 - c o s l ) i ^ r i i 7 x

"h (Фаз ^ 3 3 )

T>-> =  T  ( 1 + c o s ^  ^  ^  +  * > )  +

^ +^ - ^ +z)) +
я  sin  г

4Л (г0+ г ) а
^  (f!3-® M) +-£- (Л,-Фз»> + - ^ T 2- 

яа cos 2

~b

( Ф „ - Л , ) ,  (4.3.18)
4Лг (л0+ г ) а

Г й  =  (1 /2) (1 +  c o s  z )  Qf f j  +  (1 /2) (1 -  co s  i )  Q f } ,  +

+  a w 5! 2 '» Т - ( ^ - ф^).4/i(r0+ z ) a бф



Т ( 0) — (1/2) (1 + co s  г )  Qf?)+ (1/2) (1 — cos г) Q$, +  
. J i s i n z  д

. 4/г ( г0 + г ) а дх (Лэ — Ф1 3)»

а л

’(0 ) ~  ~  1.1+ cos 2 I

1
2 (r0-l-z )a дхо

X

+  (r» +  ^ a ) + T U - c o s ; ) T i - T ^ X

X дх*
д ф

По“> =  + (  1 + с о з г

в ^ + (Го+ г)Ф гз) + - 4 Г 8‘П 21 ^ (Ф гз_;Рм)'

- _Ь (Г0 + Z ) - 1  F  gg) +

' I - 1 — coszl

1_________д_
2 ( г 0 - 1 - г ) з  дх° \ дх  

д  ( а Ф 1я

2 ( г о  - 'г г ) 2 

л  sin  г

дх о

д
4/i ( г 0-|- г ) 2 дх°

дх

(^33 Л») >

+ (гО + 2) 1 ф33) +

Tffi) =  —  ( I +  cos X«) Qffj - f  —  (1 -ь cos 2 ) Qft - f  у  ( l  — cos 2 ) QbV

Построение корректирующего тензора для цилиндрической обо
лочки подробно изложено в §2 настоящей главы. Для рассматриваемого 

случая необходимо в формулах для интегралов Ljj1 
свободных членов уравнений вместо подста
вить всюду выражения (4.3.18).

Сумма основного и корректирующего тензоров 
является тензором кинетических напряжений (Т)  
цилиндрической оболочки, находящейся под дей- 

Рщ ствием внешнего и внутреннего давлений.
Пусть коническая оболочка находится под дей

ствием внутреннего и внешнего давлений (рис. 113).
3/нагружение динамическое, то р(у) —Если

" рТу) (*. Ф> 0 .  Т° — Т° (х, ф, 2 , /) и тензор напря- 
Рис. 113 жений (а)определяется по формулам (1.3.49) через

тензор кинетических напряжений (Т), который 
строится с помощью метода, рассмотренного в гл. 1.

Функции нагрузок (3*у, следующие: для координаты г

QU)  =  (рЕ>Я A v )  — Pfv). Q(V) =  (Р ^  ̂ )v —  P(V) -

Q t h  ( p v 3 t i 2) ( v )  —  p f v ) .  Q f v )  =  ( p y 3 v ° ) i v h  
для  координаты x° (4.3.19)

Q?f) =  (py° v°)(l), Qt?) = (p ^ t»2) ( i, ,



J’
о о

о о
§ $  =  0 «3 =  1 ,2 , 3 ,0 ) .

Функции кинетических напряжений Паз; для  координаты z, в соот
ветствии с (4.1.43), следующие

П й1 -  (1/2) (1 +  cos г) Fa3 +  (1/2) (1 -  cos z) Фа3, (4.3.21)

причем функции F a 3 подчинены уравнениям (4.1.44) и граничным ус
ловиям (4.1.45); таким же уравнениям и граничным условиям удов
летворяют функции Фа3.

Д ля  конической оболочки уравнение (4.1.49) принимает вид

а граничные условия (4.1.52)—следующий вид :/ (1) = 0  при х =  0, 
х ~  /; по координате ср, так как  оболочка зам кнутая , функция 
периодическая (период 2л); =  0, д^^/дх0 — О при хй =  х

Решение уравнения (4.3.22) представим в виде ряда

\ \ т )  (**°) cos т у  +  ViY/n) (хх°) s in  тф ) (т  =  0, 1 ,2 , ...,),

п о л а г а я , что правую часть А ^  уравнения можно разложить в ряд 
Фурье

а/ш
дх

(4.3.22)

где

т
(4.3.23)

=  2 j  ( х х ° )  cos т ф - f  А 1:*(т) (*x ) s in  т ф ) , (4.3.24)
т

где
2Л 2Л

j  Ai sin тфЛрJ  Лх cos тфс/ф
о . Л (а) _1 Я 1 (т) —

О
2я
[  cos2 m<pd<p 
о

2Я
j s in3 m<pd<p 
о



Подставляя (4.3.23) и (4.3.24) в (4.3.22), получим уравнение для
ФУН КЦИЙ V\[]n)

а. ИЛ » Vf

дх* дх<>
dTU

/ р х  \ С\ дх 1 22 )
(/) 2 /](/)1 ( « )  — [8гг■Л I (Щ)

( т )

дх
gi а V дх

решение которого такж е представим в форме ряда

^ / и  =  Е Х (/ и > (х 0)2 „ (х ) ,'</>

(4.3.25)

(4.3.26)

предполагая, что правую часть уравнения (4.3.25) можно разложить 
в ряд Фурье

А \ ' и  =  У  Л(, 'Ц ,  И  (х), (4.3.27)
82 а

где

Л  И т о г )  =  у -  Л  (ж )  ах I ^  2\ (х) с1х.

Д ля функций Х {цтп) (*°) имеет место уравнение 

Х (/(тл) ~\"®тп Х{\\тп)= — 2Л(/{я,„) (л°), 

решением которого являются функции
х•

х\*\т    Ч  \ AV\mn) (I) sin ©„S (ж®— D dg. (4.3.28)COffln
l(/)

Собственные функции Zn(x) удовлетворяют уравнению

Z* s i n Z' co m 2 s i n 8 9
M a — (/i/2) co s  0) a . z  =  oAa—(h/2) c o s 0

и нулевым граничным'условиям: Z(x)  =  О'при x =  0, х =  I. 
Этим ж е  требованиям удовлетворяют и функции

#>(0) 7< !



Собственные значения w n являются корнями характеристического 
уравнения

ZW (О)Z<2> (/) — Z<*> (I) г<2щ  =  0.

На основании полученных результатов имеем

/ 1  =  S  2  {X\l U )  (х°) соэтф +  Х (1я|шл) (х°) sin тф) Zn (х). (4 .3 .30)

Интегрируя второе из уравнений (4.3.22) с учетом граничных условий 
(4.1.45), получим

ф
^ 28=  I I h i ) ( x ,  ф, х ° )dq>dx°. (4 .3 .31)

Функцию Fí3 находим по формуле (4.1.54):

х  ф

18

о о

X

COS0I х

2 [Аг — ^cos9jQ?i3) —eos J
о

а/( о d x d y .  (4 .3 .32)

Формула (4.1.56) для F 3a в рассматриваемом случае принимает вид

88
ex p í . *

s in  0
d x  Г В х (£) ехр х

о i4*— — c o s 0  о

X sin1 d i )  d i
A ¡— —  c o s 0  /

d x ,

(4 .3 .33)

где

B j = 2 ( 4 2- A co se jQ 3 f ) + j ^ . /  « t n
o

sin1
dx

7 (1 ) \ d x ‘ ~

/4« —  —  e o s 1 
* 2

Ф . X#

— 2 eos 0 J  í 2  ̂A2— --eo s  oj Q(i3, — j* d^ l) dx° J ¿ф.



Функции Фаз определяются аналогично и соответственно равны:

ф  X o

X ф

ф2э =  § J* А2, (*. Ф, *°) d y d x 0,

h

о о

° U = J J ( ^ + T C0S
о о

хо
X Q ( I) — cos 0  i  dx°

дх

2 I А, -г —  cos 0 х

d x d y , (4.3.34)

Ф33 = exp sin
h d x ^ B { 2 ) ® x

^ 2 f  —  c o s 0 ü
X exp i  — s in  0

Aa + — c o s  0 
2

d l \ d dx.

Здесь

/(a, =  2  Z  (-XsMnw, (jc°) cos тф  -\-Х(2% п) (xQ) sin mcp) Уп (x), (4.3.35)

причем
x°

4 ' U )  = -------—  f  4 ' U  © S in  Q„-„ (JC®—.E)dg, (4.3.36)
. wmn J

^2 (mn) =

I

| ( Ла + Т С05 0) AU m )Yn{x)dx

У I  (X)dx

2flJ  Л а c o s  mydy
я(1) о /|(2 ) " 0^  2 (m) =  —-- « ^2 (от) =

2nJ  Л 2 s i n  /Яф^ф
2 Я 2я

COS2 /Яф Лр

о о
s in 2 m<pd(p

Л , —
дф ( ( А г + т c o s  ° )  &  ( ( Л г  + í r 005 0 ) !  °>

Собственные функции Yn (х) имеют вид

yU) (0)
Уп { х ) = У Р { х ) - - ^ Ц ± - У ? ' { х ) >



n s ) W = v r

. Аг -i— -  cos
s in  0  I 2

Ло 4 cos

Собственные значения являются корнями характеристического 
уравнения

П 1> (0) П а) (0  -  П и  (/) П а,(0).

Функция

в 2= 2 ( л а +  ^ с о з е у ^ + ] - ^ -
df (2 )

дх
Ап -\ co s  0

— 2 cos 0 j  12 ( A2 - f  ■ cos 0j  Q(23) -  j d j c o  j  d<p. (4.3.37)
O '  0 '

Функции кинетических напряжений Пво* для координаты х° 
равны нулю, так как = 0.

Полные функции кинетических напряжений основного тензора

ПЬ" =  (1/2) (I +  cos z) F a3 +  (1/2) (1 -  cos z) Ф а3. 

Компоненты основного тензора (Т 0) имеют следующий вид:

m
п  s in  г

2Л (-42+ z c o s  0 )2 - Г -  ( Ф э з - ^ з з )  + ( i 4 2 + z c o s 0 ) (Ф м - Л з )С/ф

л  s in  Z
(Ф2 3  ^ 2 3 )*2Л (/42 +  z  cos О)2 дх 

Г (3о3, - (1 / 2 )  (1 +cos г )  Qfi3) +(1/2) (1 - c o s  F) Qf|)(

X
1r f t = T ( l + c o s , » )Q № - - ! + zcose)a 

X {-1.(1 4-COSi) ( f - ^  + (Д 2 +z c o s 0 ) +

+ T ( 1 - c o s i ) & + ^ + - o s 9 ) ^ )  +

+ ^ 5 т г [ ( Л 2 + 2 с°80)^ ( фгз - ^ 3)

+(i42 + 2 c o s 0 ) s i n 0 ( 0 ss — f 23) j .



2  {Аа -\- г  соэ 0 ) а 1 2

, 1 , ,  - ч соэ 0-(----- ( 1 —соэг) ----------------
2  Л а 2  соэ 0

2Ла

. ССК0 а Л з

л 2 4 2  сое 0   ̂ аф дх дхо’

/ а Ф „ а * Ф 13 дф$з

) +\ аф дхо* дх

л  -  
-------БШ 2
2Н Чтаф - Ф 23) +

дх { Р  3 8  —  Ф з з )

2 в т  0
{/"аз — Фаз)

соэ 0
( Л з - Ф » )Ла4-гсоз0 ' 00/ ‘ Ла+ гсоз9

Г[о3,= (1/2)(1  + cosz )Q fí)  -Ь(1/2) (1— +  (4-3.38)
Л5Ш2 д

4А (А2 -\-г  соэ 0 ) а ( Л ,  Ф 1 3 )»

г (оз) = 4  ( 1 + со5 2) о т »  -¡“ 4 "  <1 ~ со:5 $  +* 4

+
л  в т  г

4/1 (Ла +  г соэ 0)2 —  (Л з — Ф 1 3) + -----дх к 3 ш  /42 +  г с о з 0
( Л з - Ф « )  

1 ат  =  —  (1 Ч-соб*0̂ ! 1, —— (1 Ч-соэг) —
' } 2 к ' ; ч ш  2  4 '  2 (А2-\-г  соэ 0 ) а а * “

X

X ^ 13 +(Л2 +  гСО5 0)СО8 0Р23 +

11 1 / 1  ■? 1 а-Ь -—(1 — соэ г ) ---------------------------
2  ^ М а  +  г с о з О ) »  дх°

дФ— + (^ 2 + гс о з  0) сое 0Ф23) +

1Н ТТ 81П 2 —— (Фгз ^2з),
АН дх

1
т  = 4 ( 1  + С 0 5  * > )< # ? , + 4 ( 1  + « » г ) -

2  2  2  (Л 2 -| -г с с «  0 )*
X

X а а л 1

а*а*° <4а -|-г соэ 0  

1

■ г» ал , , ал ,
5 1 П  0 ---------—  т - С О б О  33

ах"
1

дх°

Н (1 —соэг) —
2  2  (<4а+ г  с<м 0)а

X

X /аа фх 1

\ дхдх° - г с о э 0 

я э т  г

в!!! 0 дФ,
а*°

совО аф,а
ал:0

+

+

а

4Л (л4а - | - 2  С 0 5  0 ) 2 а ^ 0
( Ф 33  ^ з з ) .

Щ  =  - ¿ " 0  'Ь со э  л 0) <2 ?̂, +  (1 Ч-СОБ 2Г) <2?!°) - Ь у ( 1 - с о з  г ^ .

Корректирующий тензор ( Т к) для конической оболочки построен 
в § 2 настоящей главы. Формулы, приведенные для коэффициентов 
Гу$ и свободных членов ¿р, справедливы и в данном случае, однако 
вместо компонент 7 ^ ,  необходимо подставить выражения (4.3.38). 
Все остальные вычисления производятся так же, к ак  указано в § 2. 
Итак, считаем тензоры (Т к) и (Г ) известными.



§ 4. Тензор кинетических напряжений оболочки 
ненулевой гауссовой кривизны

; Пусть оболочка вращения ненулевой гауссовой кривизны нахо
д и т с я  в условиях динамического нагружения. Напряженно-деформи- 
1 рованное состояние оболочки характеризуется тензором кинетических 
• напряжений (Т), построение которого рассмотрим в настоящем пара
графе.

Оболочка вращения, для которой

К  =  1/(ЗД 2) Ф  0, (4.4.1)

где (* •• 1 ,2 )  — радиусы кривизны срединной поверхности, на- 
зывается оболочкой вращения ненулевой гауссовой кривизны. Если 
К  >  0, то имеем оболочку вращения положительной гауссовой крн-

Рис. 114 Рис. 115

визны. К этому классу относятся сферические, оживальные, эллип
тические и другие оболочки. Если К  <  0, то имеем оболочку вращения 
отрицательной гауссовой кривизны, к ним относятся гиперболические 
и другие оболочки.

Отнесем оболочку к  ортогональной, криволинейной системе ко
ординат (а , ß, z, л;0).

Д ля оболочек вращения ненулевой гауссовой кривизны (рис. 114) 
параметры ЛямеЛ* и радиусы кривизны R t — функции координаты а .  
Метрический тензор системы координат имеет компоненты:

g i l  =  А} (1 +  z/Ri)2-, g 33 = 1; g 00 =  — 1; =  0 (а  ф  ß). (4.4.2)

Если а  — угол между осью вращения оболочки и нормалью к  средин
ной поверхности в рассматриваемой точке М  (рис. 115), то

А!  =  R u  Л 2 = R 2 sin a ,  R¿ =  R t (а ) , (4.4.3)

a  компоненты метрического тензора таковы:

g n  =  (Ri  +  г)2; g 22 =  (R i  +  г)2 sin2 a ;  g s s  =  1; g QQ =  — 1. (4.4.4)



Символы Кристоффеля, отличные от нуля, следующие: первого рода

Г1 .и = № + г ) - ^ - ,  Г ,Л1 =  - ( / ? , +  г), Г,.и  =  ( « ! + * ) .
За

Г3.г г=  ~ { Я 2 + г ) 51п2а ,  Гг.гз = (Н 2 + г )  з!па а ,
з я 2

(4.4.5)!

Г1,22 =  — ( ^ 2 + 2 ) э т а  

Г 2 .21 =  ( ^ 2  -Ьг) э1п о:

д а
3/?2
д а

5 т а - г ( # 2+ 2)со 5а  

з т а +  ( Я 2 + г )  соэ а

второго рода

Г Ь  =
1

— « , = - № + 2 ) ,  Г } з = - у -  
/?1 + г  За ^1-4-г

Ц 2 =  — (Я2 +  2) 8т а а ,  Г*з
1

¿?з~гг

Г Ь  =  - (Я; р+ ^ ” а  Г ^ ¡ п  «  + (К ,  +  *) со5 а
(/?!-[-2)2 [ За

ЗЯ,

П ,  = За
^¡п а-г-(/?8 +  г) со5 а

(Я з + г)  эш а

Текущие координаты изменяются в следующих пределах: <х1 ^  а  ^  
^  а 2; Рх ^  р ^  р2; — /г/2 <  2  ^  /г/2; л:? здесь а у;
РУ, к  — габаритные размеры оболочки.

Тензор кинетических напряжений (Т)  представим в виде суммы ос
новного и корректирующего тензоров:

(Г) =  (Г 0) +  (Т’к). (4.4.6)

Для построения указанных тензоров, необходимо знать общее решение 
уравнений равновесия фиктивного тела, которое для данного класса 
оболочек имеет вид:

Т и ^ 2 е п  (р ) ( ^  р л+ ф)

Т 22 — 2 е 22 (р)

ё11 *8п §22

— Л0220 2̂2 Яо»ЗоЬ
2

К^зггз 4" "Л^зггз)- "

( У в р б + Ф ) X
¿>22 2#ц §¡2 

X [^ЗШ 4” 2Л̂ э11з Лош ёп^оззо]» 
т 3 3  =  2 ? э  ( р )  —  2  ( V *  Р й  +  ф )  ■—

[^ 2 112  *4“  2  Л/ 2112 —  £22 ^0110  8п  Л 0220]  » 

[(Лгнг "Ь 2 ДГг112) -Ь

2̂ 11 8 2 2

=  2 ( У в  р *  +  ф )

2#ц в п  

“Ь ̂ 2 2 ( ^ 3 1 1 3  +  2Л/’3113 )  Ч-ЙГ11 ( я  3223



7 1 2  _ ----------- í ----------- [ ^ 1 3 2 8  +  2 ^ 3 2 3  + i ? 0 2 1 o ] »

2 g u g 3 i

T 3Q    ----------------- [ ^ 2 2  Я  0 1 1 3  H - § 1 1  ^ 0 2 2 з ]  >
2£u Su

T 1 3  =  ~ ~ ~ Z ----------------  [ ^ 2 3 2 1  +  2 Л / 2 3 2 1  + § 2 2  ^ 0 Э ю ] >
2 g i l  g ¡ 2

Т'ЗЗ = —----------  [^1231 “Ь 2^X231 g i l  ^032o]> (4 -4 .7 )
2 g i i  g n

f lO  =   !------ [ R qz12 ~\~§T¿ #031з]. ^ 2° — Z 1^»Ш  — S i l  ^?032з]-
2 g i x  g 3 2 2 S u  2 22

Ф ункции  S\\nu  в  форме М орера так о в ы :
a2 111 , |-ii дП* i пз дП3 , ,-,3 an3

- ^ ■ + Г 11Ж + Г п Ж +  22l ^
ъ  d> П о  ? í  o  /  &  П 2 , П  ^ П я
« 0 3 , ° = - ^ - .  + l l l 1 7

ñ  o / п я | -pi ana
R m = 2 { - l № +  22^

r% d'¿ По -pi f>n0 -рз дПо
R ow = = - ^ r ~ T l l ~ ^ ~ T n i r '
"n а2 По p i  аПо j-,3 дПо
«0220 = ^ ----- Г22— - Г 22—  ,

~ d { an3 an3 a n ^  , OTia an t
* я а “ 1 ^ - 1 Т _ 1 г ] + 2 Г и 1 Г " ~

_ П  № u  (4.4.8)\ da dfl dz ) \ da, a p  dz /
-p, 5  ( <ШЯ дП2 i a n ^  opi
К и , а _ 1 Г 1  a »  ap +  d z  I  13 ap ■

ñ  а2 Пг , ,-pi p a \ дПх | 1ла аПя
# 0 1 1 2  =  Г—  Т  ( 1  1 1 —  1 2  1 )  - Г - Г  + 1 1 1  ~ Г Г  iдадх® дх° дх°
а2 П2 i p i аП2 p i a n j 5a П, р 3 а п зАопя = ----- ■■ ■—  - f - i  | i —— --------- 1 31 ■ . К 0212 — ~;Q -, 7  —  1  22

' 011з~ _ ааа*° 1 11 д *  dl ало ■ ‘ ' “ “ “ a p a *  а*о

р  а2 п 2 , а п 2 аа n ;¡ , , т,л1 а п а
* ' 0 3 1 3 — Т Т Т  I 31  ■ л „  > А 0 2 2 Э --------- ^ Г Г Тaza*° a¿-° ^  а р а ^  д х п

п  а2 Пд i р г  а п 3 п  _  а а По , а а П| р 8 а п  о
0323 д г д х 0 32 а^о ’ 0210 д а а р  дх^дх^ 12 ар

д i  а п ч , а п ,  а п л  ,



о  а 8 П0 ! д2 Пг т-ч i  d r i j
Аозю - г - ;— гг -—— — 1 I з

д а д г  дх° д а

Ъ  ___ а г Ип , д 2 Пя Г2 ОТ о

0320 ' а р д г  дх«дхв  32 ар  '

Функции N\Xiia имеют вид:

Л^1221=  [ П о (  §11 ^212 Г 21 2 +  §22  ̂ 122 I 111 ~î'£Îll §22 1з22 Г д п )
§ 2 2  8 Ч

П2 § 2 2  (1 1 2 2  ГЭП +  г э22 Гш )],

^ З И З  = Г ’ ц 3 Г ш П о / ^ 1 ,  N 3223 =  Г 2 2 3  ^ 223^ 0/ ^ 22*

^3112 =  ((Г'ш I 223 Г113 r ¿2i) П1  t ^ n  3̂11 Г2гз Н3],
1̂1 £ 2 2

I <
^3212 =  Шо ( §22 Гцз 1 122 “Ьйи 1 221 ^22з) “Ь^2^22 I\l3 Г3 2 2 ]’ëU g 22

^3213 “  Г113 Г22з Hl/gll § ‘¿2- (4.4.9)
Построение основного тензора (Г 0) сводится к решению систем 

дифференциальных уравнений (1.3.18) с учетом граничных условий
(1.3.19) второй части книги.

Д ля координаты а  имеем следующие функции нагрузок Q $ :

Q(v) =  P m  —2 [е 11 (р )  — (Ve Pà +  Ф) ( 1 /fti)l(v). Q(v) =  P<Y) ~ 2e’a (p)<Y>,
(4.4.1°)

Q(v) ~ P (v )  2e13 (p)(y),  Q(v) ~  P(v) 2el0 {p)(v).
Функции кинетических напряжений ГЦУ для координаты а  берем 
в форме:

(1 - f c o s a )/ 1̂  +  -L (1  — со за )Ф а , (а  =  1 ,2 ,  3 ,0 ) ,  (4.4.11)

где а  =  я  (а  — cti)/(a2 — а х) — безразмерная координата.
Уравнения (1.3.18) второй части книги при a  — <хх принимают 

вид:

а а  F : u  Г 1  d F n  ,
1 22 —------ Гд$дг дг

i 1 / д г foi | „ а2 foi г з  afoi о Г22п Г22Л г  \ г. ~ m i  
2 ( аб2 ё22 д г2 д г  1 1 ' ~~ё п  ^22 ^ (1 >’

dF n  d F 2l\  , ога dFn  т-,2 (д Р ц  a f2i\
1 7 “ i r j _ r2 f  ,2~ ~ Г2Ч ^ г  ~ w í

•pi (  àF ii . dF21 \ , _ ГШ Г„3 г-
( 55 J ~ g ^ T  11 ~

J ï b L + T U - i ! % ~ 2 8 a g B Q n .



д  I  д р 2\ а/^

ар \ ар д г
2

— 2Г11 3
0Ри

Гцз Г' 322 I 721 —  £ 2 2
д* Р9

Л-

ОР 8 П дх"'

( § 1 1  ^ 2 2 1  I  223 ~~~ § 2 2  Г ' ш  ^ 122)  ^ 0 1  =  2 ^ 1 1  § 2 2  0 }  I) >
£ 1 1  8 ч г

3 * ^ 1 1  Т М  3 / " з 1  , л  3 "  Р *1  . ^  т -,1 З / ^  0 ^ .  ^  ^ * ц о  /Л Л 1 о \
а 0 ,  п------- 1 2 2 '" - - -  -I §22'  я  .  ^ " ^ 2 2  * 13  ~ Т ~ п ¿ § 1 1  § 2 2  4 ( 1 ) *  ( 4 . 4 . 1 2 )
З р З * о  З х °  д гдхо  дх°

а граничные условия, соответствующие этим уравнениям, — следую
щий вид:

при р -  Ру ^ 0 1 ^  0, Г.п  — 0, ^ 3| -  0, Р п  = 0 ;  

при г гу /^и — О, /; .л  =  О, =  О, =  0;

п р и х < > - 4  / ^ - О ,  Г 21 --0, ^ ^ 0 ,  Л ^ О ,  - ^ - = 0 .

(4.4.13)

дх •> дх*

Искомые функции произвольны, поэтому функцию /701 можно 
подчинить уравнению

а 2 Г,п  ,  Д» /-•„, _ г з  ? д Р 1П 
Зр2 1 2 дг* 22

2  Г , , 3 г и з  р 01==0г
дг ё г2

решение которого с учетом граничных условий (4.4.13) таково:

Г 01 0.

В этом случае уравнения (4.4.12) принимают вид

д2 Р-м г1 ^ 2 1  - , ,  ^  п и1 22   — ̂ 11 §22 1)»

(4.4.14)

зрзг

а  1
З/41 дР п "

д г  ( д г ф ,

- П з
!  дРи 1
1 Зг 1 ар

з / дь\

д г

Ч-2Г5,
д г

-1-9 1 223
8 и  й2а 

аЛг

П з
д Р п з л

д г

дх*г

ар \  ар д г
I П Т Ч  З ^ ц  ,• г 21 , 3 - ^ 1 -

‘ Г ц з  1 322 Г г 1  ■ ^ 2 2  1 "1 —  2 ^ 1 1  £ 2 2  С * 0 ) ’
8п дх"

(4 .4 .12 ')

а2 л  
арал?

1 Гз 
 1 22

21 I _  д * р 2 1  I - р !  д Р 21 _ п _  „  / П 10
—  ~г / ? 2 2  ,  ,  - •  ^ ё г г 1  1 3  — ------------- 4 ? п  Я м У с п -ад:0 Огдх^ дх0

Рассматривая совместно третье и четвертое из уравнений (4.4.12') , 
приходим к уравнению относительно функции

#22
д г %

$8г
д г 5 2 2  1  1 3

дР ,
4-

+  -“  & Л П з  -  П 2) - 2 П з  (^22 П з  -  П 2)

■ ----  Г ц :, Г Я22
дг . £и

Р г г - Ц к ^ - Ы ,  (4.4.15) а*0



— 2Г!з^11^22 j 'Q in  àx\

Решение уравнения (4.4.15) с учетом граничных условий (4.4.13) 
определяет функцию F 2i -

В результате интегрирования первого из уравнений (4.4.12'), 
учитывая граничные условия (4.4.13), находим

Подставляя выражения функций ^ 21 и /ГЯ1 во второе из уравнений 
(4.4.12), получим уравнение для функции Р и :

Решение уравнения (4.4.18) с учетом граничных условий (4.4.13) 
определяет функцию Fn .

Итак, искомые функции Fa \ найдены в полном соответствии с урав
нениями (4.4.12) и граничными условиями (4.4.13).

Функции Ф а 1 строим так  же, как и Fa l , заменяя индекс у  - -  1 
на индекс у  -= 2 у функций нагрузок Qji?, и граничных значений ко-

1Вординаты а .  Функции нагрузок должны удовлетворять условиям 
самоуравновешенности.

Д л я  координаты р функции нагрузок определяем по формулам

Q m = P w - 2e 2 1 ( P ) ( v ) .  Q f v )  =  р f v ,  ~ 2 (Р)  —  ( V s  +  ф ) ')  ,
V §22 /(V)

(4.4.20)

Q{y) ~ Piy) 2 e23( / î ) (V), Q(y) = p [ y )  2£2o(p )(v )-

(4.4.17)

dTFn
dz*

где

2 l g l l g 22QU) T h  j 'g n f e Q Î / id P  ) - 2 Г Ь  [  -|

-К Г 'з  — • (4.4.19)



Функции кинетических напряжений 11^  для координаты берем 
в форме

. ПЙ* = 4 ( 1 + с05Р)/’а 2 + ^ ( 1 - с о 5 р ) Ф а2 (а  =  1, 2, 3, 0), (4 .4 .21)
I 2I
- здесь р =  я  (р — РЛАРг — Р1 ) — безразмерная координата.

Уравнения (1.3.18) второй части книги при р =  ^  принимают 
вид:

З2 Р •.,] ^ / ' 2 2  , 1 I <9®/’|)2 г _ ^"^02 Т1' /̂'(12 р:| а/'цо
1м —:—  1-—  - г -  1 'й и —П-------111дадг дг  2 I да* dz- да  д г

+  2 “ F«  W »-  (4.4.22)

, d z2 (I'

/ ^  f , 2 0
\ d a d z

' d 2 Fa 2 (Г

J 12 \ d F  12 , о  1 113  ̂ 2 2  ̂ у  а 2 Ь12
23 dz g n g  12 12 dxffi

OF3 2  , /1 1 а т-п ч OF.
12 Аdz -Ь(ГЗа — r s o  Q?,S,

2Гч, i Гоо.ч г  „  (12 Р.Л,
1  32 ¿ 1 1д а  g 2i " Ох"

I (  d 2 /'j 2 , л-р2 а/Г12 , /-pi 1 '2 \ a f ¡ 2'Ы ---— —'Г Л  а з— -------; ( 1 ц — 1 1 2 ) —;--------
\ d a a z  д а  dz

_ 2( Г , » Г , „ — Г ,13Г ш )  л  \ =  2 g i i  Q ? f
ЯП g22 /

/ <32 /' 12 • /T-i2 р ' \ а/71

' ¡ ' ^ ^ ^ ( § и П з - - П , ) ^ - ' ) - 2 ё и ^ д ? 1°)1
\ д г дх 0 dx° /

а соответствующие им граничные условия—следующий вид: 

при а  =  a Y F02= 0 ,  /г22 = 0 > ^’э2  =  0> = 0 , ^ 1 2  = 0 ;

при г  ^  2 V F 02 О, F 22 -  О, F 32 0, -- 0; (4.4.23)

при * » = * ?  F K  =  0, 4 f = 0 ' f ^  =  ° '  - Г Г  = 0 ' ^ Г = 0 ' /Г^ = = 0 -¿»Х° ОДГ° ШГ°г

Подчиним функцию FQ2 уравнению

d ^ F n i  1 d* Fq2 i u  ^ 0 2  ГЗ а / 02 I о I 11з 1 ц :1 г    л
- —Г -  - \ - g n - 7 - -------- 1 11 — -----------1 11 — : --------- VI  —   Г о г  — и *

d o ?  d z 2 д а  dz  g u

решением которого с учетом граничных условий (4.4.23) является  
функция

F0, =  0. (4 .4 .24)



а*/7«  - г м  дг.
д а д г  дг

и имеет решение

Г* ¿СX ® - 1л •> 11 /» — \ Г 1 ¿ а
^22 =  ̂   ̂ ё п ё п О л Ь е  11 ^ 2 ,  (4.4.25)

2!
которое удовлетворяет граничным условиям (4.4.23) в том случае, 
если ф“ , — самоуравновешенная функция нагрузок.

Рассматривая совместно третье и четвертое из уравнений (4.4.22), 
приходим к уравнению для функции Р зг: !

^■¿1^и ( Р зг) ¿ 1 2 ^ 2 2 ( ^ 3 2 ) 2 А,  (4.4.26)
где .

А ~  ¿ 2 1  (ё’пё'22*3?1)) ¿ 1 2  (^Нё"2 2 ^ (п ) ’
Г   д2 /Т1!  | Т2 \ ^ о  Г 22;1 ^  д г

11 д  2  '  11 г  11 “ т ------------------------------д .да2 <9а  е2з ^
г _ д2 , о р г .  ^ | <г1 г г  \ ^ о Г ш Ц г з  — Г" Г 2-2х¿.12 _ ---- — ----2з —------------[-(1 ц —-1 12) —------1 -------------------------- ,

дадг д а  д г  §п  е 22

^ = т ^ г + ^ 2- Г5|) - г г - (4 А 2 7 >дадх^ Ох

¿ 2 2 = г и - ^ - т + ( « 1 . г | з - г ? , ) -  0дгдх0 дх'1

и соотношению для функции / 12

2 Л Ь _  + _ А _  ( Г * , _  г }  )") 4 -
да *  * ) дадх"

1 / О ^ Г ш  Г 2а3 — Г ц 3 1221 | д- м-'З ТП I
" П  — *  — --------------------------------------------------Г - ( 1  12  —  1 ц ) - Г

V оа £ п  ¿'22 дадг

+21' !з  - р -  (г| ] — г ь ) + ( г ь -  п ,) 4 -  (1’Ь  -  г ; ,) № - = 0 ,()а дг  /  дх<>
которое показывает, что

ал
д х ь

Запишем уравнение (4.4.26) в развернутом виде:

-® ± -  9 Г1

0. (4.4.28)

дЧ
да» дадх*1* дадг* да*

~ { - ^ Г  + ё и (г ? 2 - г ! ') )  - В т ( ^ г  +Й1 (Г Ь - Г ! | ) у а „  .

(4.4.29)

+  ( - ^ Т ~  П з  + г ; , ) ) Т 7 — (а(г}1.+ г г , )  + 2  +\  ог /  дад г  \ да  #22



-Н П 2 r i ,) (ГЬ +  Г }, ) - ±  ( g n  Г1з -  Г ? ,) +
а г

+ 2ГЬ (gu  Г !3 -  г ? ,)] - | -  +  + - £ -  t e l  П з  -  г ? ,) -

(4.4.29)
- 2 П з - ^ ! - + ( Г ? 2- г } , ) - ^ - + ( г ь - П 1) ( г 11г | з - г ? , )  +

д а  а г

I О  ^ 1 1 1  Г * 2 2 3  Г * 1 1 3  Г * 2 2 1  j  д /  / 2  Д  1  3 1 1  Г г 2 з  1 О   J" 1 !  ̂  ^ д ц  1 ^ 2 2 3    

8-п !  02 \ да, g22 ‘ '  g 22

(S^i 1 1  а : i — ^ ï l )  i o i ' 3  & /„  т -12 тч з \
-----------------------— -----------------------¡ - ¿ I  2 3  “ Г—  ( f i T l l  1  2 3 — 1  1 1 )  —

д а д г  д а

— (Г]г Г ‘ |) _ 2  Г.- » Г™._ !л » Г» -  (g u  Г|з - п ,)'| / =  2А,
àz B n g n '  1

где

f  =  ^ ~ .  (4.4.30)
дх° v '

Решая уравнение (4.4.29) с учетом следующих граничных условий

i i p H a = a v / -~ = 0 ,-^ -= 0 ; при г —г* / =  0; (4.4.31)
д а

при jcô x î -ÎÜL^O, / = 0 ,
дх°

определим функцию f  (a , z, .v°); интегрируя (4.4.30), получим

f 32=  \fdx°.  (4.4.32)

Второе из уравнений (4.4.22) запишем так:
^  12  /ТИ I 1>2 \ ^ 1 2  I О Г и з  I 223 Г д2 F i 2 р

— T Z  ( 1  13  - ¡ -  1  2 3 ) —  Г  2  ---------------------- I  п  — Г Т - —  п ,
д г г д г  g n g 22 дх*

здесь
х°

B =  2 g n g 2 2 QU,+  Г -----2 П 2- ^ Н - ( П з - Г } з ) ^ Ц ^ ( > ,  (4.4.33)
J  V д а д г  д г  д а  }

* î
учитывая выражение (4.4.28), получим для функции F l2 уравнение 

—(Пз 4 - ГЬ) Н-2 -2-*3 /> • в ,  (-1.4.34)
* а д г  g n g 22

в результате решения которого с учетом граничных условий (4.4.23) 
находим функцию F12.

Итак, построение функций Fai  сводится к  решению уравнений
(4.4.29) и (4.4.34) с учетом соответствующих граничных условий.

Функции Фа2 определяются так  же, к а к  и функции Fa 2 , однако 
у функций нагрузок и граничных значений координаты р следует



индекс у =  1 заменить на индекс у   ̂ 2. Функции нагрузок долж* 
ны быть самоуравновешенными.

Д ля координаты г  имеем следующие функции нагрузок:

С(У) = р т ~ 2 е 3 1 ( р ) т .  =  Р » , - ^ ( р ) т ,
.31 3 2 . 3 2

(4.4.35)

а т  =  Р т  - 2  И  (р )  (V» />« !- ср)], <2^ -■ р?» -  2 ? »  (р),„ .

Функции кинетических напряжений для координаты г  таковы: 

П Й = у ( 1  +  с < в г ) ^ з 4 - - ± - ( 1 - с ° 5 г ) ф аз ( а - 1 ,2 , 3 ,0 ) ,  (4 .4 .36)

здесь г =  я  (г +  Ш2)/Н — безразмерная координата.
Уравнения (1.3.18) второй части книги при г  — г х — — Ы2 при

нимают вид:

дад$ •Г!11 дР1Я т-13 др  з,ч•1 11------ тчЗ 23 1
д а

+ т § 2 2 '
д2 Р,

д а ?

8п
03 I „ ’•'Ч'О.Ч /_ т-ч [_ ГГ Г1 УГ°3(§221 1 1 Ь ЙГи 1 22)ё п

д2 /'о..,
а(5а

( 1̂22 Гдц +  Г322 Гш ) Р2Л -}- 

дРп
д<х

8 ч  8 22
( ё п  1 212 Г*212 + £ 2 2  1 122 Г ц 1  +  §11 ё 22 1 322 Г 3ц )  Р 0 3

а 2 р *  
, ар2 + 2̂ 2

§22 Г|

8 п  8 2 2

др».

— §11 §22 <2*1), 

п  -П р  „  д 2 Р23 \ , 0 ^1  д Р ы  а 3 Р м
1 113 * 322 1  23 ' ' § 2 2  ) ^ * М З ——

2

да

(Гп  +  П 2) 1да2 да

дх°‘ } ар дадр

( § 1 1  I 221 ^223 § 2 2  1 113 ^ 122) ^ 0з| ~

(4.4.37)
Д2 Г \

Р  8 3  Я п

8 11  822

~ 2 § и  £22С>(1)>

' г !  2 П ,

+  ( -  

0Ру,> 
да

дадр

822

- ь ( П 1 + п 2 )

дхог

+

+  §11 Пй

йи^яа
дР{УЛ
ар

(Гш Г223 ГП;, I 2 21) ^13 ) (■ 

1 %§11 §22

а* л
дадх°

а 2 Л я

дР9
д&

дР„
дх°

-г-11 дЛ



Уравнениям (4.4.37) соответствуют следующие граничные условия: 

при а  =  a v F03 =  О, F13 =  О, F23 =  0, F 33 =  0; 
при р =  pv Fos =  О, F 1S =  О, f 23 =  0; (4.4.38)

при х«=х1  F„3 =  О, f 2s =  0, = 0 ,  F m =  0 , ^ S - = 0 .

Принимая во внимание произвольность функций Fa3, подчиним F 03 
уравнению

д2 РоЗ i „  . - p i  ч (ífnn
~ Г ^  \ ' S И  -( 8 п  1 22 I &22 1 I I )£ 2 2  öaa . о . .  (Jß2 . с « - . - ,  öa

2
( —  £ l l  I 221 Г 221 “i" § 2 ?  I 122  ̂ 111 "Ь S i l  §22  1 322 I 31l) 1̂>3

£ ll #28

решение которого с учетом граничных условий (4.4.38) имеет вид

F 03 =  0. (4.4.39)

Рассмотрим совместно первое, второе и четвертое из уравнений (4.4.37), 
предварительно записав их так:

Г ? , _ L 31 ( f 23) = g u  g 22 Qff„
dadß flß <5ß

2ГЬ т ^ г  + L“  =  2g»  Q">- (4-4 -40)dß dadß
„ -pi öfig , aa f a3 . т ( ÖF23 \  п„ „ лзо

здесь
а  Г ш  Г ;а1 - Ь Г 322 Г ш

-31 ==1 2 2 -r---------------------------------------За i n
Öa , rt ГпзГ.22 .. d*L u  =  -Í- 2 ■■ 113 'm -^ 2 2

u  ö ß *  gn 0 2 2  öxo*

¿01 —^22-J f e T l l  + g n  Г 2 2 )-oa

В результате интегрирования третьего из уравнений (4.4.40) находим



Подставляя последние выражения в первое и второе из уравнений 
(4.4.40), получим следующие уравнения:

Л ^ з ) ^ ^ ! 01^ )  — (4А41)

N 2  ( Л з )  ^ 01 ‘Ь ¿-11 (^2з)  ̂ — ^ 2 ,

где

N2 “ 2Г|з

дадр
 ̂ , g ‘M

p l  & , g 22 р Я  T i l
1 1 1  — ------------1 I I 1 13,

■¿■i pi
—  1 1 3 - r -  

g n  da

' Ф  gu  
d , d ( §22 pi 1 13

da \ g n

Al ~  §11 §22 QU) I- 2^22 Г? 1 Г Q{[n) rf-V0,

A,?-.  2 §11 §22Qo> — ¡§22 1 QFM*«

Д ействуя  дифференциальными операторами на уравнения (4 .4 .41) ,  
приходим к соотношению

Л ^ / М Л з ) - ^  N2(Fn)+N2 I L .
§и

¿ • 0 1  {F 23)  — ¿-31 ( ^ г з ) )  —

¿ « ( / Ц  +  ¿ 1 1 ( ^ 3) )  (4.4.42)

Искомые ф ункции (^аз) произвольны, поэтому Л з  МОЖНО подчинить
уравнению

A^<Vi (^1э) -  (F13) -  0  (4 .4 .43)

и граничным у сл о в и я м  (4.4 .38), тогда из (4 .4 .42) д л я  функции F аз
имеем ур авнени е

N z ( ^ L 01 (Fm) - L31 (/■„))- Л ^  f J - {—  U  (F2>) ') +
ffll

(4 .4 .44)

В развернутом виде  уравнение (4 .4 .43) таково:

д  (  § 2 2  p i  I о à T U  d * F i 3
I 1 •

д а  \ g n
13 дад$ + 2

д а  а р 2

- ь Г - ^ П з  aril
ё и

  Я а а  p i

§22
да, ' да.2 V g n  

д

Г!13
dF,

13 —  1- ^ Г ? , П з )Fl, - 0- 
g u  д а  \ §п



/ * 1 3  =  0- (4 .4 .45)

В результате интегрирования уравнения (4.4.44) с учетом гранич
ных условий (4.4.38) определим функцию /72з-

Считая ^ 2з известной, для функции 33 имеем уравнение

^ - ( П ,  =  (4 .4 .46)
д а 3 д а  дх<>*

где

В - Ъ е п В п Ж )  + П 2) ^  . (4 .4 .47)

Решение последнего уравнения представим в виде ряда Фурье

/ м = 2 У п(“ )7 \ . (* 0. Р). (4 .4 .48)п
здесь Уп (а) (п =  1, 2, . . .)  — собственные функции, удовлетворяю
щие уравнению

 ( П 1 + Г Ь )  - 2 Г т  г " 3- Уп £ц У„ =  0 (4.4 .49)
д а 2 да  £ аг

и граничным условиям
УП' =  0 при а  =  а у. (4 .4 .50)

Подставляя (4.4.48) в уравнение (4.4.46) и полагая, что функцию 
В1ё п  можно представить в виде ряда Фурье

где

в  =  2 в п у п ( * ) .

а ,

В п =  ^ ^ - В У п <1а П У ? 1с1а, (4 .4 .51)
(*1 I а,

для функций Тп (я0, Р) получим уравнение Тп Н- Тп ~  
=  — В п (х0, р), решением которого является функция

дг»
Т п = —  ГВп ( т Р ) ( т — Х°)£*т. (4 .4 .52)

0)ц ^

В результате подстановки (4.4.52) в (4.4.48) определяем функцию /г38:
X»

1



Итак, функции Р а3 найдены, полное их определение сводится к 
интегрированию уравнени й (4 .4 .44) и (4 .4 .49) с учетом соответствую
щ и х  граничных усло в и й .

Функции Фаз стр о ятся  ТЭК Же, как И ф ункции /̂ ссз, однако у  функ- | 
ций нагрузок и граничны х значений координаты я3 необходимо 1 
заменить индекс у  =  1 на индекс у  =  2 . Ф ункции нагрузок долж - - 
ны быть самоуравновеш енными. Д л я  координаты х°  имеют место с ле 
дую щ ие функции н а гр узо к :

функции кинетических напряж ений Що\ соответствующие этой коор
динате, таковы:

У равнени я ( 1 .3 . 18 )  второй части книги в этом случ ае  имеют вид

3??) =  Р(1°) — 2 (Уб р ь -Ьф)(1), е й  =р(11) — 2ео1(р)(|),
(4 .4 .53)

Поо =  (1/2)(1 -Ьсоя*°) У 00|

хг -  (4 .4 .54)
I (1 -¡--соя х41) с1хл /'¡п (¿ = 1, 2, 3).

а г » Гй2 ^20 +  §22 {

+ (Г !, -  г? 2) +  г ; , - g n
да

=  — 2 gn g22QU)' (4 .4 .55)

+  §11 ^  — —2§ ц  § 22 <3(?)

Д11\)0 “ §11 §22

гд е

 ( §11 Г221 Г221 +§22  Гш  Г122 + § ц  §22 Г322 Г3ц). (4 .4 .56)
£11̂ 22



£8^о +Й2з_ ^ ао  +Л     20 I д2 — +  о.г , -------
дад$д г дад$

здесь

, д8 р 2о I а/20 ,
33‘1 ^  2 _ йГ~

* Ч + & < П э

а л
дг

дрдг 

а/^о — А, (4.4.58)

- ( Г 22
#22 р
Яи

1 1 (4.4.59)

а 23 = —  § п  Гг2 Н~̂ 22 (Г*2 21 11 ), а 33 — £22 8гг  И з ,
дг

а 2= - 4 ( г а г и - П 2) - г и 4 - ( — г " ' + г “ ) -д а  д г \ д п  )

- Я и  П з  Г Ь - ^ а  ( И з  П ,  -  П з  П 2 4 - Г | э Г ] , )  - Ь

+ [ П г Г | , + Г ! , П 2 +  - ^ Г ? , Г
\ ё и

= - ^ 4 Н ^ Ч + & г К ( г -’ £п
г?]  ) - Я 22( П з  Н-ГЬ) .

а = ё г А -  - ^ - П з ( П 2 
дг  V £ п

Ь  ) ) - ( Г Ь - § 11Г1з)-^-Г1з(Г|г - ^ 22Г1з),

А = 2 ¿»ОД1!
£п ¿?22~~""  §22-  -  -  ^ « Ь + г и й , М У  4-

+  [ ё п  - £ -  ( £ п  £ 22) — £ п  £ 2 2  ( Г ?  1 —  £ ц  Г “з )  | —

— Я п Й й & а П э ^ * -  — д г

— (^11 ^  (£22 £22 Пз) — £22 £22 ПЗ (Г? 1 — £ц Г г3)^ <2?1> (4.4.60)

Уравнениям (4.4.55) соответствуют следующие граничные условия: 
при а  — ау /'ао ~  0;
при Р =  ру Р20 *= 0, ^ 10 =  О, Р зо =  0; (4.4.61)
при г * г у  Р  20  = 0.

В результате интегрирования уравнения (4.4.58) с учетом граничных 
условий (4.4,61) определим функцию ^ 20, а проинтегрировав первое 
из уравнений (4.4.55), — функцию ^10:

Р Р

Рю ~^Ви§22  1‘ <3?/, <*Р~ Г М ^ о ) Ф .  (4.4.62)
&| Р»



¿ i  ( Л о )  =  - Н & 2  Г Ь  — Г | 2) /?20.дг

Интегрируя третье из уравнений (4.4.55), находим функцию

Д л я  того чтобы граничные условия (4.4.61) выполнялись полностью, 
функции нагрузок должны быть самоуравновешенными.

Итак, функции F i() и построены в полном соответствии с усло
виями, наложенными на компоненты основного тензора.

Полные функции кинетических напряжений l lá0> основного тен
зора таковы:

подставляя их последовательно в (4.4.8), (4.4.9) и (4.4.7), определим 
компоненты основного тензора (Г 0)] для самоуравновешенных функ
ций нагрузок.

Если функции нагрузок не самоуравновешены, то

где (7У*) — основной тензор для  самоуравновешенных частей (2й 
функций нагрузок; (7^2)) — основной тензор для несамоуравнове- 
шенных частей функций нагрузок. Компоненты тензора (7^а)) вы
числяем по формулам (4.1.96) второй части книги.

Корректирующий тензор ( Т п) для оболочки вращения ненулевой 
гауссовой кривизны строим, используя результаты, полученные в 
§ 4—7 гл . 1 второй части книги. Системы фундаментальных функций 
принимаем следующими:

где

з
1Ц°> V ПЭД( а *  1,2, 3 ,0); (4.4.64)

(4.4.65)

lm (а) = ( l/m !)  Qm(a) sin т а ,  

Лп (p) =  (l/n!)s innp,

£р ( z ) = ( l / p \ ) J pr(z)s\n pz.

(4.4.66)

Компоненты тензора (Т к) берем в форме Морера:



Функции /“& (mn.pl) вычисляем по формулам (1.4.14) второй части 
книги, учитывая выражения компонент метрического тензора (4.4.2), 
символов Кристоффеля (4.4.5) и фундаментальных функций (4.4.66).

Параметры Л тпрг О т п Р 1 компонент корректирующего тензора
определяются по методике, изложенной в § 1 гл . 4 второй части 
книги.

Д ля малых деформаций упругопластической оболочки справедлива 
система уравнений (1.3.70), коэффициенты 7-ур и свободные члены 
которой в п -м приближении вычисляются по формулам (4.1.99), 
(4.1.100) и (4.1.101) второй части книги, а подынтегральные выра
жения имеют вид:

£ р 1) =  ЬУаЗ ( ' Î1 g i l /(Р) + « 2  §22 /Гр") +  Л3 / ( S — /( Р) ) *

Вр2) “ a 7 ’° ( g 11ftIp) ^ r g n ñ i )  + / ? Р )— /?Р°))- 

5 р 3) ~ 2  [^цТ(О) g i l  ftp) + & 2 2  T’fo2) § 2 2  /íP) + 7 ’fo) /<Р) +  7 ?  0 )/(р) +

+  2  (7(0)  Яп/'р) + 7 ( ô )  g i i  g ' i2  f (Р) +Éfï2 7^03) f \ р) —  7(0 )  g n  /<p) —  (4 .4 .69 )

Д ля малых деформаций вязкоупругой оболочки справедлива си
стема уравнений (1.3.70); коэффициенты />р и свободные члены 1р 
уравнений вычисляются по формулам (4.1.102) второй части книги, 
где

В результате выполнения указанных' операций компоненты кор
ректирующего тензора оболочки вращения ненулевой гауссовой кри
визны найдены.

Простейшим представителем оболочек вращения ненулевой гаус* 
совой кривизны является сферическая оболочка. Координатами обо
лочки (срединной поверхности) являются а  =  0, р =  ср; пределы их 
изменения 0j ^  0 <; 02, 0 ^  ср ^  2л. Согласно (4.4.3), параметры 
Ляме Ai (i =  1, 2) таковы:

(4.4.68)

А  у  “  ëll/(Y> ë W (Y )  “Ь f (V)  ftyV (4.4.70)

§ 5. Сферическая и оживальная оболочки 
под действием внутреннего и внешнего давлений

Ai  =  Ri ,  Л 2 =  R а sin 0, 

где Rx =  R 2 =  г 0 — радиус срединной поверхности.



Компоненты метрического тензора сферической оболочки в соот
ветствии с (4.4 .4) имеют вид

g n  =  r l  (1 +  z/r0)2; g 2i =  r\ (1 +  г/г0)2 sin2 6 ; g 33 =  I ; g 00 *  _ i .

(4.5.2)
Символы Кристоффеля, отличные от нуля, определяем по формулам 
(4.4.5):

I  з . и “  ^о ( 1 ~ \ " 2 / г (() ;  I , -  г 0  (1 -(- г / г 0) ;

Гч.2 2 ~ - —  г « (1 H- 2/ r  о) s in2 0; ï '2 .2:»-- ru (1 4" г/Го) sin2 0;

Гхгг—  “  ro ( l +  г/г«)2 sin (Ï cos О; Г 2 2 1 — rô(l -j- z / r 0)2 sin 0 cos 0;
(4.5.3)

l ’ i l  =  -  - r 0 (l -\-z/ra)\ г ! з ——  (H-z/ro)-1;
r0

Г22 — — /‘о (1 -l-z/r0)s in 20; l ' h  = —  (1 +г/г0)^ ’ ;
Го

Г Ь  —  —  sin 0 cos 0; Г 2 1 — ctgü.

Пусть на сферическую оболочку, находящуюся в поле силы т я 
жести с потенциалом (р =  /ир (0, ср, z, х0), действуют внешние и внут
ренние давления и температурное поле.

Напряженно-деформированное состояние оболочки характеризует
ся тензором напряжений (а), тензором деформации (е), которые и тре
буется построить [17].

При динамическом нагружении оболочки, когда

Р т  =  Р т  (9. Ф. 0 .  7Ч, =  7'° (0, Ф, г, <), (4.5.4)

основной искомой величиной является тензор кинетических напря
жений (Г), построение которого для оболочки вращения ненулевой 
гауссовой кривизны изложено в § 4.

Функции нагрузок следующие: для координаты z

QU) =  ( P ^ a)(Y) ™  Р(У) H- 2 <P(V). QÏÏ) =  (РЛ 1)(7) —  P(VÏ* (4 -5 *5) 

0(V) =  (Pü30a)<v) —  P(Y) • QÎV) =  (Pv3v°)(y)> 

для координаты x°
G?i1» =  (pwVJox —  2ф(г), Qft, =  (ptiVJd),

Q ui =  (po°üa)<i), Q“  =  (puW )a ) .

Самоуравновешенные части функций нагрузок



Функции кинетических напряжений для координаты г приняты 
в виде:

1UV -  (1/2) (I +  cos г) Fa3 +  (1/2) (1 -  cos г)Фа3.
(4.5 .7)

В § 4 настоящей главы показано, что функции

F os =  О, Л з  =  0, (4 .5 .8)

поэтому для функции f 2 3  справедливо уравнение (4.4.44), которое для  
сферической оболочки запи1лем так:

• 1  д *  F u  , д 4  , Г • ,ч А А п  • 1 А д2 ^24sm*0 ~ь  --------  4- 5 sin 0 cos 0 ----- — — sin4  0 ----- ¿2.dQ: , d<p d009s сЮ*Лр 302
— sin2  0 д2 4- {4 cos2  6  — 6  s ina 0) d Fî? J  

аф2 аоаф

4- sin3 0 cos 0  4 cos 0 s inQ - д р *.2-
ae

4 - (7 sin2 0  cos2 0 —sin1  0) F z:t—  r l  ( 1 — У х
\ г о ;

X {sina 0 д*р21* +  2 sin 0 eos 0 s in4 0 д ) =  Л(1), (4.5.9)
[ дЩдхог аФа ^  дх9* J { к ’

где

А ^ Л - h -  — sin2 ВЛ2— - f l  ) _ 1 Х
1 аеаФ 2 г 0 \ г0 )

х  / i ^ _ 4 - s i n 2  0  -1-cosO sin ü/Ú ■ (4.5.10)
\ dtp ¿30 ¡

Решение уравнения (4.5.9) представим в форме

/?я  =  2 ^ Х (1),™,(д:»)1'1(„„) (0. q.) (4.5.11)т п
и подставим (4.5.11) в (4.5.9); в результате для функций Л'к,„П) (х°) 
получим уравнение

# Х Н„п)№)
дхо5

+  ̂ т Ч 1  + — ] 2 Х ит п ) (х0) (*•) (4.5.12)
Г% \ г0 )

в предположении, что правую часть Лх уравнения (4.5.9) можно р а з 
ложить в ряд Фурье:

А . ) = 2  2 А ' 1 , ( * 0) » ' т Л в .  <Р). (4-5.13)



0 0 I о о

Функции Vmn (0, ф) удовлетворяют уравнению

sin20 - ^ - 4 -  +  5 eos 0 sin 0 -sin4 0 д* V
09a 5ф дВдф'Л dü2 с)ф дб1*

—  sin2 0 —^ — У —  + ( 4  cos2 0 —6 Sin2 tí + G > 2 sin2 tí) 4 -  
дф2 обдф

-f-,sin3 ü eos ü — — 2 eos 0 sin tí (2--- со2) — —
<30 d(p

— (7 sin2 0 eos- 0 —sin1 ü — ы2 sin1 Ü) V =U (4.5.16)

и граничным условиям: по координате 0 =  0V

К23= 0 ;  - ^ р - - 0 ;  (4.5.17)

по координате ср функции V (tí, <р) периодические (период 2л), являются 
собственными функциями для рассматриваемой задачи, им соответ
ствуют собственные значения wnm (т, п  0, 1, 2, ..,) .

Решение уравнения (4.5.16) представим в виде

V7, ^  =  2  ( < " > » 1 1 (0) cos пщ !-в ’пг> (в) sin шц-) (4.5.18)
т

(т  ~-0, 1, 2, ...).

Подставляя (4.5.18) в уравнение (4.5.16), получим для функции 
6 ^ ( 0 )  систему уравнений

/пЛМад*) +  *М2 (0 Й > ) - о, - т \ \ х ( 0 ‘ ?>) f  М 2 (ВД1) -- о, (4.5.19)
где

,i2 ,12
М,  — sin2 0 --------- 5 eos 0 sin 0 ------- 1- (4 cos2 0 -ь

1 </0" d02

- f  (со2 — 6) sin'2 Ü — т-) —— 2 cos 0 sin tí (2 — м2), (4.5.20)
í/0

Л12 — — sin4U—— !- sin20 eos 0 —  -f- 
2 dи- JO

(sin4 0 (1 со2) -f sin2 0 (m2 — 7 eos2 0)).

Если в (4.5.18) сохранить только члены, содержащие cos тср, 
т. е.

Vmn =  2 ® т 1) (9) cos тф , (4.5.21)т



sin3 ö ä sin 0 [9 cos2 0 - f  (ш2 — 6) sin2 0 — m2] d&m -f-
d03 dQ

+  cos 0 [sin2 0 (7íij2+  3) + 5 (m 2 — 7cos20 )]0^1! = 0 ,  (4.5.22)
которому соответствуют следующие граничные условия: 0 т п (0) =  0, 
dSm’/dü =  0 при 0 =  0Y.

Решение этой краевой задачи определяет собственные функции 
0^п (0) и собственные значения o)mn.

Если же в (4.5.18) сохранить члены, содержащие sin т  <р, т. е.

^ „ “ ^ „ » ’ (б^т/ш р, (4.5.23)
m

то для функции Öma>(0) получим краевую задачу вида (4.5.22).
Таким образом, для уравнения (4.5.9) существуют две системы 

собственных функций:

Утп -- И/лУ (0) cos'mcp, V%¡ =  0 ^ ( 0 )  sin /mp;
(4.5.24)

им соответствуют собственные значения comn.
Функции Хх ( т „) (дс°), удовлетворяющие уравнению (4.5.12), таковы:

X»
Хц,пп) (Xo) = ------ — ( l  + —  ] f  А ц тП) (|)SÍno)mnX

\ r 0 J J

X f l ' 4 — (4. 5. 25)
\ Го I r 0

Итак,
Л з  =  — —-̂ 1 (/пн) (*°) (0) C O S  /Пф. (4.5.26)in и

Аналогично определяется функция Ф 23:

Фи -  2- — X 2lmn) (*°) 0mV (0) cos /7Щ>,т п

причем XofmrnÍA:0) имеет вид (4.5.25), где под интегралом стоит коэф
фициент Фурье А2 (mn) (£), равный

Ö, 2п i 0, 2я
^2(тп)=5 (' А2 Wm- d y d Q  / j  \ W*mn d<pdö. 

о ó l o o
Функции F 33 и Ф за вычисляем по формулам (4.4.48):



Здесь

причем

о, / о,
Öy,n, - S  B y Vn dQ r b (  1 +  zv/r0)a $ y » d ü ;  (4.5.28)

Л^=2го (1 +z-y//'u)1sin20 5?v) —
—  V  V  m X Y(mr7) ( * ° )  ( 0 ^  — c t g  0 0 m n ) s i n  / ж р .

/71 П
Собственные функции Vn (0) подчинены уравнению (4.4.49), ко

торое для сферической оболочки имеет вид

c t g ü - ^ -  +  (2+ © ür8 ( ' l  - b , i v _ ' ) V „ = 0 ,  (4.5.29)
50« 00 {■ \ ‘ ' гq !

и граничным условиям V =  0 при 0 =  0Y.
Полные функции кинетических напряжений основного тензора 

таковы:

l C  =(1/2)(1 +  co s i )  Fa3+ (1/2) ( 1 - C 0 S 2 ) ® „ 3. (4.5.30)
Компоненты основного тензора следующие:

7 %  =  - - 1 ( 1  -Ь —  Г  Ч  2<Р — r°-~3 —  s i n ¿ X
( 5 , r l  \ Го )  I  2rg sin2 0 2h

X “̂ -(Фзз — ̂ эз) -bsinOcOS 0(0^3 — FM) j ;

rn 2 (Ч -2/Го)-2 w
/ (0) — ------------------- X

'  Г  л S i l l 2 ü

X

X  Г2cp +  “ -(1  +  — ) 2 ^ f s in z - ^ - ( F 23— Ф2,() 
r§ v. r0 1 2h dO

7’,30)= —2ф-|- (1 -I- co s i )  Q“ /2+ (1 —cosz) Q;\3,/2; (4.5.31)

r?„" ,= 2 9 + - l  ( l - fco s i» )< 2 (Y , -  i i ± £ ^ - i x  
z r 0 s i n  и

—  ( 1  - | -  C O S  2) - f -  sin2 0  - ^ 2 2 ----- 2 c o s  0  s i n  0 / 0 - f
2 \ дф dö /

- f  - у  (1 —-cos 2 ) 4 - sin20 — 2 cos 0 sin 0Ф2 3 ]4-

+  Г° ( 1 + ~ ) ' ^ s in 2 ( sin2° ' ^ ‘ (tI)23 — ^ 2 3)-!-

(Фзз — ^зз) +  sin ü cos 0  (Ф23— F23]

r (V) =  . . n5 in ! .  f l  + — Г 4 X
4 ftr j s in 2 0  \ tо

X (Fээ Фаз) H— ( ^2э Фаз) 2 ctg 0 (Fsa ФаЭ) j  ;



T'ío) =  (1/2) (1 +cosS) Qfil )+  (1/2) {1 —cose) Q(2 >; 

T\h -  (1 /2) (1 -bcos z) Q ¡ h  -f- ( l  /2) (1 -  eos i )  QfJ,;
' r i  o 1 n  )  T7n\ n o  i  i 0 4 "  г / ? а )  3 „,M 0) =  Y  i 1 -rC O SX0) (^(1)H-----------—  X

X (1 -feosz) dF,
dxo (1 —cosz 

d

дф2Я

-| - r (i [ 1 -]—— |—  s inz  
[ r0 I 2/1 dx°

Щ  = 4 - (  l-l-cosxo) Q r  +

dx°

(Ф2Я- - л ,)

(1-1-г/г0) - 3

X (1 -j- COS 2 !
<Эх°

2 r j  s in 2 0
X

!- rü| 1 s inz
1 rQ 2h Ох*

dx°

( Ф з з -  ^зз)

T'foí =(1 "h cos x°) Qo,/a +  (l  - eos г) Qfn/2-(- (1 — eos 2 ) Qf °>/2.

Корректирующий тензор (T l() для оболочки сферической строится 
на основе результатов § 4 настоящей главы. Компоненты тензора (Тк) 
в форме Морера таковы:

7?>о= i .  (An,ñpi +  /“2 ) -h c mí Pí^(3)4- / т ) .  (4.5.32)
т npl

Ф у н к ц и и о п р е д е л я е м  по формулам (1.4.14) второй части книги, 
учитывая выражения (4.5.2) и (4.5.3), а также фундаментальные функ
ции

1 т  (в) =  (Ут\) в т  (0) sin me,
Ли (<Р) — (1/я!) sin пф, (4.5.33)

(г) =  ( 1/jPl) J P (г) sin pz.

Параметры Amnpl, D mnpt компонент корректирующего тензора 
находим в результате решения системы уравнений (1.3.70) для упруго- 
пластической оболочки при малых деформациях.

Коэффициенты Fyр уравнений вычисляем по формуле

FvP = a i F«V -  a 3F«V: 

интегралы Fy$ и F lyy  имеют вид

(4.5.34)

.L _L )2s in e¿K,

V

F(2) ^ 2 r l j ^ X %  j  л<_2) ^  +  - j -^dV,



а их подынтегральные выражения — вид (4.4.68), где следует учесть 
выражение (4.5.2) и функции для сферической оболочки. 

Свободные члены Lp уравнений находим по формулам

Z.p = 2 G ( / ^ > - 4 2)) - a i L t 31 г  а 2 Lp4\ (4.5.36)

где

4 °  =  [ 4 ° ^ .  ¿р2 )= 2Лг" 1*х*| 4 2>(l +  y - ) 2s in 0 í íF ,
s  7

1 0 ) ;= 2 л § л ^ _ | ^ з ) ^  +  j _ J s l n Qd y t (4.5.37)

7

¿>M) = 2rSA81 x| sjnOdP.
л3 J  \ г0 / 

v

Подынтегральные выражения интегралов определяем по формуле
(4.4.69), где вместо T*f} следует подставить выражение (4.5.31).

Функции состояния а х и а 2 можно вычислить по формулам (1.3.72), 
если диаграмма -i- e t материала оболочки известна.

Д л я  вязкоупругой сферической оболочки параметры АтпРи ••• 
. . . ,  D mJipi находим в результате решения системы уравнений (1.3.70), 
считая деформации малыми.

Коэффициенты Fvp и свободные члены уравнений вычисляем 
по формулам

= «iFW + «a^V -  (1/ü®) (Пр’/З -  П*р>). (4-5-38)
¿p  =  ^ п +  Ц '»  + а ^ а> + a 24 < ) - ( l / i í » ) ( L j / 3 - L J ) ;

интегралы Fy|* имеют вид (4.5.35), интегралы F $ \  FyJ’ — вид

^ з ,  = 2 r S ^ x |  j  j- Гк {ха_  у0) т  {х0) +

V  о

+  Ау (х?) Лр (у0)) d y Q i - f —  j  sin M V ; (4.5.39)

n X°
=  2rjhe ,«° , j  j  (xo _ í/o) (<,«) d y ' l l  +  - j - J  s in0dF,

1 Г  o 0
где Ay  определяем по формулам (4.4.70), учитывая выражение (4.5.2).



[I
Интегралы Lpn , вычисляем по формулам (4.5.37), инте

г р а л ы  Lp6', ¿p9’ таковы:

! ¿ (5, =  2 r ^ ¡  J  J  Гй {х0 _ у0) (Л(! (J£0) Ti {То у0) +

V О

+  Ир(у°) Tj (7"g *0)) dy °  (1 +  2/ro)2sin0£¿l/; (4.5.40)

¿ (6, = 2 л 5 ^ * |  j |  Гк Bi)3, (j,0) d y o ^  +  _£^3 sin Qdy

V o 0

Функция ползучести Г к (t  — т) материала предполагается из- 
вестной. Функции состояния celt а 2 имеют вид (1.3.74). Решение у к а 
занных систем уравнений строим с помощью процедуры последова
тельных приближений.

В первом приближении полагаем m  - -  п  =  р  *= I ~  1. Компо
ненты корректирующего тензора следующие:

7 1 $  - ; ( l M ) ( V ? f ,  +  - f  +  Д (4.5.41)

Определители Ль  Аа вычисляем по известным значениям коэффи
циентов Fy$ и свободных членов ¿р уравнений.

Второе и последующие приближения находим аналогично изло
женному.

Сумма тензоров (710) и (Т к) является тензором кинетических на
пряжений (Т)  сферической оболочки: (Т) — (Т0) +  ( Т и). Используя 
формулы (1.3.49), определяем компоненты тензора напряжений (а), 
вектора скорости частиц v и плотность р материала.

К оболочкам вращения ненулевой гауссовой кривизны относится 
оживальная оболочка, срединная поверхность которой образована 
вращением дуги окружности вокруг оси вращения. Системой коор
динат для оживальной оболочки является (0, <р, г ), следовательно, 
а  =  0, р — ф. Пределы изменения координат следующие:

0Х <  0 <  02, 0 <  ср <  2л, — Л/2 <  г  <  Л/2. (4.5.42)

Геометрия срединной поверхности оживальной оболочки определяет
ся радиусами кривизны R x, и параметрами Л яме Аи  Аг . Из рис. 116 
следует, что

— ь/sin 0;

Ai =  Каж> А з =  #ож sin 0 — í>. (4.5.43)

Предельные значения 0О, В/ угла  0 таковы:

Oí — — arctg 0 ,=  arcíg— ^-=^02. (4.5.44)
а ] a +  l



Компоненты метрического тензора (4.4.4) оболочки:
g i i  1 - ЯожП -Ь z lR ím)'1, g ' ,2 ---- Н1Ж{\ — b/(R0}K sin 6) +  z/Rc

£зз - 1, goo —  1.

Символы Кристоффеля определяем по формулам (4.4.5):

V KoHt / 

1 a .22 R от  ̂1

1 3 '■Riwl1 R,

I  9  .7 .Я  ~  R i

Г ,.я -  - Я Ц

R oh< sinG  

b

Rom s’n 6 Rom 
b 21 —

X
b cos 8

R ож sin  0

R U  И

R o m  s *n 6  R o m  

b , z

s in 20;

sin20; 

X

R om  sin 0 Rom  

b , z

cos 0 s in  0;

R sin  9  ' R /I6 co se/(tfo»<sine) +  Аож Sirl О Лож /
H- (1 — b/(Rn^s\nO)-\- z !R0J  cos 01 sinG;

111 -  “ /?0,B(1 + z / / ? o J ;  r h « ( i / * o * ) ( i  + г / / ? о ж ) ' 1;
r | 2 —  K0flt (1 —  b I { R om sin G)+z/K0)H) sin4 0;

Газ =  ( l /^ож) ( i  — b ¡ (R 0№. sin 0) +  z/£0lK) ' 1;
m   ̂—b/ (Rom sin 0) “Ъг/#ож f t  л / / П . n\ ,1 22= ------------- ;---------------------  [OCOS0/ ( « O)i(S !n0)-f

1 + -^

+  (1 — b/(Ron. s in  0) 4  z/Rtín() eos 0] s in  0;

b eos 0 

/?nW sin
+  1

Rom  sin  0  Rr
eos 0

( 1 — b /( i? 0)n s in  0) -f- z ¡Йож) sin 9

(4.5.46)



1 Рассмотрим напряженно-деформированное состояние оживальной 
оболочки, находящейся иод действием давления

' (4.5.47)
{в условиях теплового воздействия с температурным полем 
) Т° =  Т° (0, <р, г, /). (4.5.48)
Основной искомой величиной является тензор кинетических напря
жений (Т),  построение которого выполним методом, изложенным в 
гл. 1. Представим его в виде суммы:

(Т) - (Г 0) !~ (7’1(), (4.5.49)
а затем по известному тензору (7'), пользуясь формулами (1.3.49), на
ходим компоненты тензора напряжений (а), вектора скорости частиц v 
и плотность р материала оболочки. При построении тензора кинети- 

. ческих напряжений (Т) для оживальной оболочки воспользуемся 
' результатами § 4 настоящей главы.

Функции нагрузок Q ^ ,  соответствующие нагрузкам (4.5.47), 
следующие: для координаты г

Q{y) (pü*Oa) tV) — P i* .  Q t h  - ( P ^ ^ ( V ) - P ( V 1,.
Q(v) =  И "  ü2)(v> P i ï »  Q(v) =  ((>y3u°)(v)' 

для координаты x° (4.5.50)

Q t h ~  (Ру0у0)и ь  Q"i) ={р^0у1)(1).

Qïï) = ( Р ^ 2)<1)> Q(i3>= (pü°üa)(i) ■
Самоуравновешенные части функций нагрузок

ь
2 л  е ,

?)3Р .. 
V ( v )  “

Qfft ( sin О R,
</<pdÜ

2rt 0 ,
cos m<i'cos «0 , (4.5.51)

о о,
s i n  0 - d<çdQ

Q° f i - O .
Функции кинетических напряжений для координаты г  таковы:

П«з; =  (V,) (1 - f  cos г )  Fa з - f -  (1/2) (1 — cos z) Ф а3. (4.5.52)
Определение функций F 2S и Ф 83, как  показано в § 4, сводится к ин
тегрированию уравнения (4,4.44), которое для оживальной оболочки 
имеет вид

d 4 v r a4/v ,

- f -  Û4V

dft s d(f

d*fv
aea
d* 

dx°9

■ a*,y • » h Ü$y àf,
ao
a/v

•Û7V

aoacp
d f y

+

ûnv/v ] —Ay, (4.5,53) 
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 ̂ 4'iv J Rom  ̂ Ф

4 T 7  '8 ) ■̂  +  - к  ( w :“ " ' “ ) " ■ ’ ) ; ‘" ■ 5"

причем

A iv =  R l *  $ 1 4  il’lv sin2 O ( R qk yfriy Qf*) — 2  ̂ Q{$) í l í ° ' ' l ;

(4.5.55

ASv=2R2>
' \ 

Нож NMv^vSin 0)25(\1) H- -^O bvsin  О)2 ГQ(V°) dx°J

Коэффициенты a KV (k =  1, 2, . . . ,  11; y  — ], 2) суть функции коор
динаты 0 находим по следующим формулам:

/Фа • '*fl,V =  —1— Sin
V %

а 2у =  2 —  l-^ ~  sin О Y  — sin 0;
ао I ЧЧ )

a 3v -  2 f—  ~  1) sin2 0 +  —  ( J -  U - 2- sin ОУ — si n 0 ii-, l  гь. J ao \  ao \  ’ ih?
<> ( Ф*Ф* o * 1

Чч /  ao \  ao \  1 Ф?

sin ü i — 2 — sin2 0;
¿Ю \ y* !

a í v = ( ^ r s in9 )2 ( ^ t- sinZ0 ( ^ !  ' )  ( ~ ^ r s in0

й б у = ( ~ - > ‘п » ) а : (4.5.56)

06v =  ( -& -  sin G j  ( - £ - - £ ( * ,  sin’ 0 . ) )  -  A -  .Sin Oj2 +

_|_ ФаФз s¡n Q "| j  Ü_ / J b .  sin2 б] ф., SÍn20 —  1) ;
Ф? I ao \ ф; j Y_ U í  /

a - = - i ( l ( 1 r s¡n0) + 2 t sin!6) ;

a »v =  ( - ^ s m e ) ' ( ^ ( ^ s i n e )  +  2 -S l - s m 9 )  ;

a9Y *=(p!sin30; aiov “= —“  sin20); a\\v ~ ( s ineVq^ls in*0, 
50 \ Ф' /



здесь
i|>iv -  (1 -\-Zy/Rom)\ Фаг =  (1 — b/(Rom sin 0) zv//?0J ;

T|?3v =  b  COS 0/(Яож sin 0) +  ^2v COS 0.

Собственные функции Vmn (0, ф )  удовлетворяют уравнению
d * V  , d * V  . & V  . . . 24 021/ . с?»к

Gly "    г -Г—г #2v  i“ (a 3v "Н a 9v ш ) "̂ ТТ----dQ3 ду  Э0дфз ' c)Qa дф <Э0дф dQ3

— «3v-?T"H - flcv 4 7  (a ?v— fliovo2) ^“ -Hoev — « н у « 3) V = 0 (4 .5 .5 7 )(>pa í)0 «Ф
и следующим граничным условиям: V О, дК/дб "т 0 при Э — 0Y, 
(Y = 1,2); по координате ф функция V периодическая (период 2п). 

Решение уравнения (4.5.33) представим так :

/т = ^ Х Х 7(л„ , , ( ^ ) К т „(0 , Ч>)
гп п

и подставим его в (4.5.53), тогда для функций Х У(„ш)(х°) получим 
уравнение

R U X y  (тп) С5"0) ' I '  Íf(míi) Ху [пт) Ay (wi) )

и граничные условия: Ху  (а-0) — 0, Ху (тп)(Х°) =  0 при *° —лг(0п , 
причем

2л 0, I 2л 0 ,
Л , (ИП, (х°) =  f \ Aiv) W{mn) ¿Шф / f  j* Wf„m)dQdy ,  

о б ,  / o b i
где

аа v - ¿w -
Г ( ™) =  а9” 1 Ё Г  +Ü10v^ f — й11^ ' » -

Требованиям (4.8.21) удовлетворяют функции
дг°

^ V (m n ) (^ )= ------~  ------ Г Ау(тп) (I) sintúmn -dg. (4.5.58)
дошитп J *'0>к0

Решение уравнения (4.5.57) запишем в виде

V =  V  ( 0 ( у  (0) cosтф -Ь9{j}¿ (0) s in тф) (4.5.59)
т

и подставим его в само уравнение, в результате имеем уравнения д л я  
функций 0 $ )  (0) (/ =  1, 2):

т М х (0<?J) +  М 2 (0Й») = 0, - т М х ( 0 “ >) +  М а (©«>) =  0, (4.5.60)

где

+  °2V +(йзу +  ̂ Эу Í02 — т 2) ~ — (a7v— Ü10V«2). сцз do “U

^ 2 =  « 4 V  + ( 0 e v  —  a i i Y ^ + ^ Y ^ 2 ) -de2 ¿o



Таким образом, для  уравнения (4.5.57) существуют две системы соб
ственных функций:

У\тп)  =  0 ( т л ) ( б )  C O S  Щф ;  =  ©(mi) ( 9 )  S Í I 1  ГЩ.

Если использовать первую из систем

Ь ”  — — <mu) (*°) eímn) (0) eos /П(р, (4.5.61)
m  n

то уравнения (4.5.60) эквивалентны: M i ( 0 « ’) =  0; M 2 (0m>) : = O. 
что равносильно уравнению

(i)
(Uv a 4v ----— ---  | - ( « . lv  ( ‘^Y  I « 9 V Í,)2—m<l)  — ^ 6 v f l2vЙОЗ 4 ' г ¿0

— ((Цу(а7у — аюу ма) — (а7у~  я т ° ‘2 + а 5ут 2) а 2у) 0 « 5 = 0- (4,5.62) 
Если воспользоваться второй системой функций

! у ^ Х 7 ( №1) ( ^ ) в $ п )  (О ^ п тф , (4.5.63)
т п

то получим для функции 0(я,я) (0) уравнение (4.5.62).
Итак, для построения функций Г 23 и Ф 23 необходимо проинте

грировать уравнения (4.5.62) с учетом граничных условий: 0 ( т )(0) =  
- = 0 при 0 — 0Г. Функции Г 33 и Ф 33, построенные в § 4 настоящей 
главы, принимают вид

^г! /?(|Ж 0

Л

j В, („,(£) simo,, ( i ~ x - ) d i v n (0); (4.5.64)

'за -  7 ,  Г « 2  <„> ©  sin о>„ ( I - х о )  d lVn (0),
^  /?(|Ж J
11 о

Ф , , * У

где

S v ( B> = $ 4 í 3 Bv v n de / f v ü í i e .
(), I é,

Функции Kn (0, ф) удовлетворяют уравнению

d‘ V ^  W ' ! 2 ~  +  R3*4>? «S i  V =  0 (4.5.65)
¿О3 ^ 2  sin  0  ¿ 0  \ Ч'а

и граничным условиям: Vn --- 0 при 0 =  0Y. Таким образом, построе
ние функций /•'зз и Ф 33 сводится к решению краевой задачи (4.5.65) 
по определению функций Уп (0, ф).

Функции F19, F 03; Ф 13, Ф 03, как показано в § 4, равны нулю:
Р 13 =  О, Z7оз 0; Ф13 =  О, Ф 03 =  0. (4.5.66)

Полные функции кинетических напряжений основного тензора 
таковы:



Компоненты основного тензора определяем по следующим ф ор
мулам:

'(Фзз ^Эз) ^  ^(Ф2з“Г^2 з̂  ;Г <°> ~~оо*Т ^  ^  ^  0)"2 2¿ Л  О (I с)ф

т\оа) =  ( % Ф г5*п О) - 3  2  (Ф 2Э —  Л з ) ;

По, = (1/2) 11+ СОЙ?) ( Ж ,  +(1/2) (1 -  сояг) < $ &

2
7 и =  “ -(1  !- соэ х®) (3?10, -  (фх Фа ^  п 0) •2 { 1 1  +  соя г) X

> к;,  ̂ ^

X  /ф дР*- ^ 2 _ +  ф „ят20 - ^ -  
1 т '  <мдф

Ф2 Фа 
Чч

$1п О/7.¿3

Фа Фа
<9ф

я/?0 • “-4--------   я т  2
1 2/1

 (1 — cos
2 у

еФ..в)+

COS 2) х

фЗ Э1п2 0 (Ф аз — 1: 2-з) +

+  Ф *  ~ —  ( Ф 33 —  ^ зз) Фа  Ф з  ^  ( Ф - з  ^ 23)дц>

7 1 2  = -----------! _ _  ( ф  ф  0 ) - 2 {  —  I - ! -  ( 1  +  с о я  г \ (
(0) 2/?« т * г 7 I  Ко ФхФа I  2 \ дь

С*Ф,
дЬ

Ко Фх Ф 
¿Фда \ I , _Л_ 
дф Л  2/г

ят 2

+  —:—  ( Ф а з  —  ^  аз)  - ( Ф 33 /*33)дф ф2 в т  О

77оа) = ( 1 / 2 )  ( 1 +  С05 2) (ГП) -I (1 /2 )  ( 1 - С 0 5  2 ) д ? ] ); 

Щ  -(1/2) (1+ соя г] <Э?Г,-Н (1/2) (1 -  сояг) С®;

(4 .5 .6 8 )

7 %  =  ~(1  + с о я * " № )  +  - ^ “ Ф Г 2 Ф а  1 
^ ¿«и

1 4-
Ф1

X

X  ( —  (1 +  С О Я  2 )  -------¡г- —  ^ 1  — ■ С О Я  2
I 2 ; дх»  1 2 у ' ал"

пЯ, . -  д
2/г

ф2Я1П 2— —  ( Ф 2 3 —  ^ ая
д*«

По”) = 4- (1+ С 0 8  л») (¿¡'г, + -4 г  ЧТ1 Ч’-7 ! 5|п 2 0 ЧЧ
ф.

X

х ( 4 - ( 1 +
С О Я  2

дГ33 , 1 .  0Фая
дх<>

( 1 —  С О Я  2 .  л 
2  ' дхи

^ ^ ± ^ 5]Пг~ Г Г  Сф эа— ^зз)2/г <5*°

щ  =  _ 1 _  ( !  ^  с 0 8 ^  (¿0^  +  _ 1  ( !  С О Й  2 ]  Q f í ))  +  - ^ -  1 1 -  С О Я  1 )  ( ¿ и У



Корректирующий тензор (Т к) для оживальной оболочки строится' 
так  же, как  для сферической оболочки, на основании результатов § 4 
настоящей главы. 1

Компоненты тензора ( T v ) в форме Морера имеют вид

Т '(к )  =  2  (Ajnnpl ffi, Л'Втпрг /(2) JrC,nnpi Dmñpi
mnpl

(4.5.69)
Функции /Jy) определяем по формулам (1.4.14) второй части книги, 
учитывая выражения компонент метрического тензора:

g i l  =  R l  § 2 2  S ¡ n 2  0 . Я з з  ■ ■ I ,  g o o  ^  1 ,  (4.5.70)
символов Кристоффеля

I  3.11 / ? 0 ^ 1 ,  I  3.22 ~ R q  "4'i Г 3 22 ~  ^ 0 ^ 2  S Í n 2 0 ,  1 j  13  =  R tí

1 ' 2 , 23  =  s i n 2 ü ,  0 ;  r 2 . 2i  =  ^ ^ a ^ a S i n O ,

r b “ - j — ^ Г 1 , r f i  —  —  R o ^ i ,  T U  ~  — Í ? o t a S i n O ;  П з  ^ 2  x ,
А П  Но

(4.5.71)
rn . ■'I’a Ч’з n Tía Ч’з
X 22 = ----------------  S i n  U ,  1 21 =  -----------------------

\|>i ^ 2  sin 0
и фундаментальных функций (4.5.33).

Параметры A mnp¡, . . . ,  D mnpi компонент корректирующего тензо
ра находим в результате решения уравнений (1.3.70) для упруго- 
пластической оболочки, деформации считаем малыми. Коэффициенты 
/>р и свободные члены Lp уравнений вычисляем по формулам

F y  р =  — a  ZF $ ,

L& =  2G (Lfr'  -  ¿ i ” ) -  а ^ >  +  сeaLj*\ (4.5.72)
Интегралы F $  и F $  имеют вид:

F ^  =  hxl (e2 -  00 С ¡  in Q  f t \  d y^
л3 J \  Rom J

(4.5.73)
=  _ 2Rox hxl ( 6 , -  90 Г д ш  /sjn 0  b \  d y .

я3 J  \  Rom )
l'

их подынтегральные выражения — вид (4.4.68).
Интегралы Lpl) , . . . ,  £р4) таковы:

Lfa11 ~  ГBj," d S  , Ц "  =  2/?°ж ''^<ег"  Bl) f f f i 1 ('sin Ü  — 'Id ? ,
J n3 J  ̂ R om I
s  v

ц в ,  =  2#ож hx°2 ( % ~ 0 i )  Г /s¡n q  b \  d y  ̂ (4_574)
Я3 J  #0Ж /

V

ц 4, =  ( 6 , - 9 0  С /sjn 0 --------b \  d y ;
л3 J \  Rom )

V



их подынтегральные выражения определяем по формулам (4.4.69), 
учитывая формулы (4.5.68). Функции состояния ctj и а г находим по 
формулам (1.3.72) при известной диаграмме -f- материала обо
лочки.

Д ля вязкоупругой оживальной оболочки параметры A mnPi, ... 
. . . ,  D mnpi находим в результате решения уравнений (1.3.70) при ма
лых деформациях. Коэффициенты Fv$ и свободные члены Lp урав
нений вычисляем по формулам

*'■ -  ( 1 4 )  (fftV3 -  F $ ) ,  (4.5.75)

Ц  > L£> l  Ltf '  I- +  a 2Lp4) -  (1/^°) (LjfV3 -

Интегралы и F $  имеют вид (4.4.76), интегралы F $ \  F $  — сле
дующий вид:

2 Х°
П ё ’ =  j  j  Г„ ( x O - t f )  ( А ,  ( у» )  Л э (*») +

V u

-I- Ay (x°) Лр ( i f ) )  d y °  (sin 0 — b/Rom) dV\ (4.5.76)
X9

П У -  2R°* hK^ ~ 0i) j  j  Г„ ( x ° - y ° )  A $  (y°) d y °  (sin 0 -  d V .
V 0

Интегралы Lpl>, .. ., Lp4) принимают вид (4.5.74), интегралы Lp9) 
таковы:

2 **Lp,  = 2Ra-M to !№ -e ,j j  j  J,A (j(0 _ i/0) (Лр (Л.0) n  (Го ^  H_

V u
+  Aa (у») 7\ (74(, A'0»  dy°  ( s m  — b/R0J  dV, (4.5.77) 

2

L i) '1 =  ЗДоЖ j  j  г ,  (л;0 —  i/°) (y0) di/0 X
¡TU

x  (sin t )  —  \ dV ,
\ Rom I

функцию 1\ (x° — у 0) для материала оболочки предполагаем из
вестной. Функции состояния а х и а 2 определяем по формулам (1.3.74).

Решение указанных систем уравнений строим с помощью про
цедуры последовательных приближений, изложенной в § 5 гл .  1 вто
рой части книги так же, как бы^ю выполнено во всех ранее рассмот
ренных задачах. В результате можно получить корректирующий 
тензор (Т 1{) оживальной оболочки с любой степенью точности.
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